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Resumo

Neste trabalho, estudamos questões relacionadas à existência e multiplicidade de soluções do
tipo estacionária para uma classe de sistemas de equações de Schrödinger com potenciais mu-
dando de sinal e não-linearidades ilimitadas na variável x. Consideraremos diversos tipos de
crescimento para o termo não-linear. Na obtenção de nossos resultados usamos métodos varia-
cionais do tipo mini-max e teoria de regularidade de equações elípticas de segunda ordem.

Palavras-chave: Sistemas elípticos, métodos variacionais, teorema do passo da montanha,
método de iteração de Moser, desigualdade de Trudinger-Moser, índice de Morse.
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Abstract

In this work, we study questions related to existence and multiplicity of solutions of the type
stationary for a class of systems of Schrödinger equations with sign-changing potential and
nonlinearities unbounded in the variable x. To obtain our results, we use variational methods
of the type minimax and regularity theory of elliptic equations of second order.

Keywords: Schrödinger equations, variational methods, mountain-pass theorem, Moser iter-
ation method, Trudinger-Moser inequality, Morse index.
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Lista de Figuras

Neste trabalho faremos uso da seguinte simbologia:

• C, C0, C1, C2, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

• Se Ω ⊂ RN é um conjunto mensurável, então |Ω| denota sua medida de Lebesgue em
RN ;

• BR denota a bola aberta centrada na origem e raio R > 0;

• X∗ é o dual topológico do espaço de Banach X ;

• 〈·, ·〉 denota o par dual entre X∗ e X ;

• Denotemos a convergência fraca em X por “ ⇀ ” e a convergência forte por “ → ”;

• supp( f ) denota o suporte da função f ;

• u+ = max{u,0} e u− = max{−u,0};

• χΩ denota a função característica do conjunto Ω;

• ∇u =
(

∂u
∂x1

,
∂u
∂x2

, · · · , ∂u
∂xN

)
denota o gradiente da função u;

• ∆u =
N

∑
i=1

∂ 2u
∂x2

i
denota o Laplaciano de u;

• Lp(Ω) =
{

u : Ω → R mensurável :
∫

Ω

|u|p dx < ∞

}
com 1≤ p < ∞ e Ω⊂RN um aberto

conexo, denota o espaço de Lebesgue com norma dada por

‖u‖p =
(∫

Rn
|u(x)|p dx

)1/p

.

• L∞(Ω) denota o espaço das funções mensuráveis que são limitadas quase sempre em Ω

com norma dada por

‖u‖∞ = inf{C > 0 : |u(x)| ≤C quase sempre em Ω} ;
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• C∞
0 (RN) denota o espaço das funções infinitamente diferenciáveis com suporte compacto;

• C0,σ (Ω)=

{
u ∈C(Ω) : sup

x,y∈Ω

|u(x)−u(y)|
|x− y|σ

< ∞

}
com 0 < σ < 1, e Ck,σ (Ω) são as funções

em Ck(Ω) tais que todas as derivadas parciais até a ordem k estão em C0,σ (Ω);

• Para 1 ≤ p < +∞,

W 1,p(Ω) =
{

u ∈ Lp(Ω) : ∃gi ∈ Lp(Ω);
∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx =−

∫
Ω

giϕ dx,

∀ϕ ∈C∞
0 (Ω) e i ∈ {1, · · · ,N}}

com norma dada por

‖u‖1,p =
(∫

Ω

(|∇u|p + |u|p) dx
)1/p

e W 1,p
0 (Ω) é o fecho do espaço C∞

0 (Ω) com respeito à norma acima. Quando p = 2,
escrevemos W 1,2(Ω) = H1(Ω) e W 1,2

0 (Ω) = H1
0 (Ω).

• Para 1 ≤ p < +∞, p∗ = N p
N−p é o expoente crítico de Sobolev.



CAPÍTULO 1

Sistemas elípticos superquadráticos e
não-quadráticos

1.1 Introdução

Neste capítulo estudamos a existência de soluções não-triviais para uma classe de sistemas
elípticos semilineares da forma

−∆ui +ai(x)ui = fi(x,u1, · · · ,um) com x ∈ Rn e i ∈ {1, · · · ,m}, (P)

onde as funções ai : Rn →R e fi : Rn×Rm →R são contínuas com fi(x,0, · · · ,0) = 0. Consider-
amos a situação variacional em que ( f1, · · · , fm) = ∇F para alguma função F : Rn×Rm →R de
classe C1, cuja notação ∇F é padrão para o gradiente de F nas variáveis U = (u1, · · · ,um)∈Rm.
Sobre Rm usaremos o produto escalar euclideano 〈·, ·〉 com a norma associada ‖ · ‖ = 〈·, ·〉1/2.
Denotando ∆ = diag(∆, · · · ,∆) e A(x) = diag(a1(x), · · · ,am(x)), podemos reescrever o sistema
acima na forma

−∆U +A(x)U = ∇F(x,U).

Motivados pelo trabalho de Sirakov [49] que, no caso escalar, mostrou a existência de uma
solução não-trivial quando os potenciais mudam de sinal e as não-linearidades são ilimitadas
em x ∈ Rn, estendemos esses resultados para sistemas elípticos tipo gradiente. Por outro lado,
assumindo sobre a não-linearidade a hipótese de não-quadraticidade no infinito, introduzida
por Costa-Magalhães em [20], melhoramos os resultados obtidos por Costa [19], no sentido
que ampliamos a classe de potenciais e usamos não-linearidades mais gerais. Isso aumenta
o grau de dificuldade no tratamento de tais tipos de sistemas, já complicados pela perda de
compacidade devido à não limitação do domínio.

Com o objetivo de aplicarmos métodos variacionais, consideramos o seguinte subespaço de
H1(Rn,Rm)

E =
{

U ∈ H1(Rn,Rm) :
∫

Rn
A(x)U ·U dx < +∞

}
,

o qual, sob as hipóteses (A1) e (A2) abaixo, é um espaço de Hilbert quando dotado com o
produto escalar

〈U,V 〉E =
∫

Rn
[∇U ·∇V +A(x)U ·V ]dx

e norma correspondente ‖U‖E = 〈U,U〉1/2
E . Aqui, como usual, H1(Rn,Rm) denota o espaço de

1
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Sobolev modelado em L2(Rn,Rm) com norma

‖U‖2
H1(Rn,Rm) =

m

∑
i=1

∫
Rn

(|∇ui|2 + |ui|2)dx.

Suponhamos que o potencial A(x) ∈C(Rn,Rm) satisfaz as seguintes hipóteses:

(A1) Existe D > 0 tal que ai(x)≥−D para todo x ∈ Rn e i = 1, · · · ,m.

Para assegurar o mergulho contínuo de E em H1(Rn,Rm) assumimos a seguinte condição
sobre o primeiro autovalor do operador −∆+A(x):

(A2) λ1 = inf
U∈E\{0}

∫
Rn

[
|∇U |2 +A(x)U ·U

]
dx
∫

Rn
|U |2 dx > 0.

Usaremos a seguinte notação: Se Ω ⊂ Rn é aberto e 2 ≤ s < 2n/(n−2), colocamos

νs(Ω) = inf
U∈H1

0 (Ω,Rm)\{0}

∫
Ω

[
|∇U |2 +A(x)U ·U

]
dx

(
∫

Ω
|U |s dx)2/s

,

e fazemos νs( /0) = +∞. Com o objetivo de obtermos um resultado de compacidade, também
assumiremos as seguintes hipóteses:

(A3) lim
R→+∞

νs(RN\BR) = +∞;

(A4) Existem uma função K(x) ∈ L∞
loc(R

N), com K(x)≥ 1, e constantes α > 1, c0, R0 > 0 tais
que

K(x)≤ c0

[
1+
(

min
1≤i≤m

a+
i (x)

)1/α
]

para todo |x| ≥ R0.

Com relação às não-linearidades, assumimos que as funções fi ∈C(Rn×Rm,R) não pre-
cisam ser limitadas em x proposto que seus crescimentos sejam controlados pelo potencial A(x).
Mais precisamente,

(F1) |∇F(x,U)| ≤CK(x)(1 + |U |p) para todo (x,U) ∈ Rn×Rm, onde C > 0, 1 ≤ p < p# ≤
(n+2)/(n−2) se n≥ 3 ou 1≤ p < ∞ se n = 1,2 (posteriormente determinaremos o que
significa p#);

(F2) |∇F(x,U)|/K(x) = o(|U |) quando U → 0 uniformemente em x ∈ Rn.

Vamos considerar primeiro o caso superquadrático, isto é,

(F3) Existe uma constante µ > 2 tal que

0 < µF(x,U)≤U ·∇F(x,U) para todo (x,U) ∈ Rn× (Rm\{0}).

Estabelecemos então nosso primeiro resultado.
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Teorema 1.1.1. Suponhamos que (A1)–(A4) e (F1)–(F3) são satisfeitas, com s = p+1 em (A3).
Então (P) tem uma solução forte U ∈C1(Rn,Rm)∩W 1,2(Rn,Rm) que decai no infinito. Se, em
adição, F(x,U) é par em U , então (P) tem infinitas soluções.

A seguir, consideramos o caso não-quadrático, isto é, quando substituimos a condição (F3)
devido a Ambrosetti-Rabinowitz pela hipótese de não-quadraticidade no infinito introduzida
por Costa-Magalhães em [20] que é suficiente para obtermos a condição de compacidade de
Cerami. Mais precisamente, assumiremos que

(F4) Existem θ > 0 e a > 0 tais que

U ·∇F(x,U)−2F(x,U)≥ a|U |θ > 0 para todo (x,U) ∈ Rn× (Rm\{0}).

Neste caso, estabelecemos o segundo resultado sobre a existência de uma solução não-nula
para o problema (P).

Teorema 1.1.2. Sob as hipóteses do Teorema 1.1.1, com (F3) trocado por (F4) e 2θ > nα(p−
1)/(α −1) se n ≥ 2 ou θ > α(p−1)/(α −1) se n = 1, assumimos, em adição, que F satisfaz
as condições de cruzamento

(F5) limsup
|U |→0

2F(x,U)
|U |2

≤ α < λk < β ≤ liminf
|U |→+∞

2F(x,U)
|U |2

uniformemente em x ∈ Rn;

(F6) F(x,U)≥ 1
2λk−1|U |2 para todo (x,U) ∈ Rn×Rm.

Então valem as mesmas conclusões do Teorema 1.1.1.

Observação 1.1.3. 1. As hipóteses (A1)-(A4) foram introduzidas por Sirakov [49] com o
objetivo de estudar o problema escalar −∆u+V (x)u = f (x,u) em Rn com N ≥ 1.

2. Seguindo a mesma idéia em [49], verificamos que uma condição suficiente para a hipótese
(A3) é que

lim
R→+∞

∣∣(∩m
i=1Ai

M)\BR)
∣∣= 0 para todo M > 0,

onde Ai
M = {x ∈ Rn : ai(x) ≤ M}. Assim, potenciais satisfazendo V (x) ≥ 1 e 1/V (x) ∈

L1(Rn) ou tais que, para cada M > 0, o conjunto {x ∈ Rn : V (x) < M} tem uma me-
dida de Lebesgue finita, também satisfazem as condições (A1) e (A3). O potencial
V (x) = x2

1x2
1 . . .x2

n−C, com qualquer contante C > 0 escolhida tal que λ1 > 0, satisfaz as
condições (A1) e (A3) mas não satisfaz as hipóteses acima.

3. Um exemplo de uma não-linearidade f (x,u) satisfazendo a hipótese (F4) mas não (F3)
para o problema escalar é F : Rn×R→ R dada por

F(x,u) =
1
β

g(x)|u|β ln |u|, se u 6= 0, e F(x,u) = 0, se u = 0,

onde g(x) é uma função contínua positiva.
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4. Existe uma relação de dependência entre o potencial A(x) e a não-linearidade ∇F(x,U)
tal que o crescimento de ∇F(x,U) também impõe restrições sobre os potenciais. Por
exemplo, a função

∇F(x,U) = qω(x)(|u1|q−1u1, · · · , |um|q−1um),

com ω(x)≥ β > 0, satisfaz nossas hipóteses desde que ai(x)≥ [ω(x)]α , para |x|> R0 e
i ∈ {1, · · · ,m}.

1.2 A estrutura variacional

Nossa escolha do ambiente variacional E assegura que o mergulho em H1(Rn,Rm) é continuo
e que o funcional Φ : E → R dado por

Φ(U) =
1
2
‖U‖2

E −
∫

Rn
F(x,U)dx

=
1
2
‖U‖2

E −N(U),

é bem definido e de classe C1. Este é o conteúdo dos próximos dois lemas.

Lema 1.2.1. Suponhamos que as hipóteses (A1) e (A2) são satisfeitas. Então E é um espaço
de Hilbert continuamente mergulhado em H1(Rn,Rm).

Demonstração. Afirmamos que existe uma constante ζ > 0 tal que

‖U‖2
E ≥ ζ

∫
Rn
|∇U |2 dx para todo U ∈ E. (1.1)

De fato, se assumirmos por contradição que a afirmação é falsa, então obtemos uma sequência
(Uk)⊂ E tal que

‖Uk‖2
E ≤

1
k

∫
Rn
|∇Uk|2 dx.

Fazendo Wk = ‖∇Uk‖−1
2 Uk, temos que∫

Rn
|∇Wk|2 dx = 1 e ‖Wk‖E ≤

1
k
.

Por (A2) segue que

λ1‖Wk‖2
2 ≤ ‖Wk‖2

E ≤
1
k
.

Desde que λ1 > 0, concluímos que ‖Wk‖2 → 0. Por outro lado, usando (A1), encontramos

−D
∫

Rn
|Wk|2 dx ≤

∫
Rn

A(x)Wk ·Wk dx

= ‖Wk‖2
E −

∫
Rn
|∇Wk|2 dx

≤ 1
k
−1.
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Isto implica que ‖Wk‖2
2 ≥ 1/D > 0 para todo k ∈ N. Mas isto é uma contradição. Assim,

2‖U‖2
E ≥ ζ

∫
Rn
|∇U |2dx+λ1

∫
Rn
|U |2 dx

≥ min{ζ ,λ1}
∫

Rn
(|∇U |2 + |U |2)dx

mostra que o mergulho de E em H1(RN ,Rm) é contínuo.
Agora provaremos que E é completo. Suponhamos que (Uk) é uma sequência de Cauchy

em E. Pela continuidade do mergulho de E ↪→ H1(RN ,Rm) temos que (Uk) é uma sequência
de Cauchy em H1(Rn,Rm) e daí existe U ∈ H1(Rn,Rm) tal que

‖Uk−U‖H1(Rn,Rm) → 0.

Logo, existe uma subsequência
(
Uk j

)
de (Uk) e h ∈ L2(Rn) tal que

Uk j(x)→U(x) e |Uk j(x)| ≤ h(x)

quase sempre em Rn, para todo j ∈ N. Desde que∫
Rn

A(x)U ·U dx ≤
∫

Rn
A+(x)U ·U dx,

onde A+(x) = (a+
1 (x), · · · ,a+

m(x)), podemos assumir que ai(x) ≥ 0 para todo x ∈ Rn e i =
1, · · · ,m. Notemos que

‖A1/2(Uki −Uk j)‖
2
2 =

∫
Rn

A(x)(Uki −Uk j) · (Uki −Uk j)dx

≤ ‖Uki −Uk j‖
2
E

implica que
(

A1/2Uk j

)
é uma sequência de Cauchy em L2(Rn,Rm), e então podemos extrair

uma subsequência tal que

‖A1/2Ur+1−A1/2Ur‖2 ≤
1
2r

para todo inteiro r ≥ 1.
Agora, fazendo

gk(x) =
k

∑
r=1

∣∣∣A1/2(x)(Ur+1(x)−Ur(x))
∣∣∣ ,

temos pela desigualdade de Minkowski que

‖gk‖2 ≤
k

∑
r=1

‖A1/2(Ur+1−Ur)‖2 ≤ 1.

Assim, usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, concluímos que gk(x)
converge quase sempre em Rn para um limite finito g(x) ∈ L2(Rn). Desde que, para cada
` ∈ N, temos

|A1/2(x)(Ur+`(x)−Ur(x))| ≤ gr+`−1(x)−gr−1(x)
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quase sempre em Rn, tomando o limite quando `→+∞, obtemos que

|A1/2(x)(U(x)−Ur(x))| ≤ g(x)−gr−1(x)≤ g(x)

quase sempre em Rn. Dessa forma,

|A1/2(x)U(x)| ≤ g(x)−|A1/2(x)Ur(x)|

quase sempre em Rn, e consequentemente, A1/2U ∈ L2(Rn,Rm). Isto implica que U ∈ E.
Resta provarmos que Uk →U em E. Isto segue da convergência de (Uk) em H1(Rn,Rm)∫

Rn
|∇(Uk−U)|2 dx → 0

e do fato que

‖A1/2(Uk−U)‖2
2 =

∫
Rn

A(x)(Uk−U) · (Uk−U)dx → 0.

Lema 1.2.2. Assuma que (A1)-(A2), (A4) e (F1)-(F2) são satisfeitas. Então o funcional Φ é
bem definido e de classe C1 sobre E. Além disso, para todo ε > 0 existe Cε > 0 tal que∫

Rn
|F(x,U)|dx ≤ ε‖U‖2

E +Cε‖U‖p+1
E . (1.2)

Demonstração. Por (F2), dado ε > 0 existe δ > 0 tal que |∇F(x,U)| ≤ εK(x)|U | sempre que
|U |< δ . Agora, para |U | ≥ δ , segue por (F1) que

|∇F(x,U)| ≤ c0K(x)(1+ |U |p)

= c0K(x)|U |p
(

1
|U |p

+1
)

≤ c0K(x)
(

1
δ p +1

)
|U |p.

Assim,
|∇F(x,U)| ≤ K(x)(ε|U |+Cε |U |p) (1.3)

uniformemente em x ∈ Rn, para todo U ∈ Rm.
Seja ξ (t) = F(x, tU) com t ∈ [0,1]. Então, pelo Teorema do Valor Médio, existe um número

θ ∈ (0,1) tal que |ξ (1)−ξ (0)|= |ξ ′(θ)|, isto é,

|F(x,U)|=

∣∣∣∣∣ m

∑
i=1

∂F(x, tu1, · · · ,θui, · · · , tum)
∂ui

ui

∣∣∣∣∣
≤

m

∑
i=1

| fi(x, tu1, · · · ,θui, · · · , tum)| |ui|,



1.2 A ESTRUTURA VARIACIONAL 7

que em combinação com (1.3) implica

|F(x,U)| ≤K(x)(ε|U |+Cε |U |p) |U |
=K(x)

(
ε|U |2 +Cε |U |p+1) . (1.4)

Agora, usando (A4) concluímos que∫
Rn

K(x)|U |s dx =
∫
|x|≤R0

K(x)|U |s dx+
∫
|x|>R0

K(x)|U |s dx

≤ max
|x|≤R0

{K(x)}
∫
|x|≤R0

|U |s dx+
∫
|x|>R0

c0

[
1+
(

min
1≤i≤m

a+
i (x)

)1/α
]
|U |s dx

≤C

{
‖U‖s

s+
m

∑
i=1

∫
|x|>R0

a+
i (x)1/α |ui|s dx

}
.

(1.5)
Pela desigualdade de Hölder, obtemos

∫
|x|>R0

a+
i (x)1/α |ui|s dx ≤

[∫
|x|>R0

a+
i (x)|ui|2 dx

]1/α[∫
|x|>R0

|ui|(αs−2)/(α−1) dx
](α−1)/α

(1.6)

e por (A1) temos∫
|x|>R0

a+
i (x)|ui|2 dx =

∫
Rn

ai(x)|ui|2 dx−
∫
|x|≤R0

ai(x)|ui|2 dx−
∫
|x|>R0

a−i (x)|ui|2 dx

≤
∫

Rn

[
ai(x)u2

i +Du2
i
]

dx.
(1.7)

Substituindo (1.6), (1.7) em (1.5) e usando (A3), encontramos que∫
Rn

K(x)|U |s dx ≤C
{
‖U‖s

s +
(
‖U‖2

E +D‖U‖2
2
)1/α ‖U‖(αs−2)/α

(αs−2)/(α−1)

}
≤C

{
‖U‖s

s +
(

1+
D
λ1

)1/α

‖U‖2/α

E ‖U‖(αs−2)/α

(αs−2)/(α−1)

}
.

(1.8)

Assim, o espaço E pode ser mergulhado no espaço

Ls
K(x)(R

n,Rm) :=
{

U : Rn → Rm mensurável :
∫

Rn
K(x)|U |s dx < +∞

}
proposto que (αs−2)/(α −1) < 2∗. Em particular, para s = p+1, temos que

p < p# =
n+2
n−2

− 4
α(n−2)

. (1.9)

Portanto, ∫
Rn

K(x)|U |s dx ≤ c‖U‖s
E
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para todo 2 ≤ s < p# +1 e∫
Rn
|F(x,U)|dx ≤ ε

∫
Rn

K(x)|U |2 dx+Cε

∫
Rn

K(x)|U |p+1 dx

≤ ε‖U‖2
E +Cε‖U‖p+1

E .

Esta expressão mostra que o funcional Φ é bem definido.
Nosso próximo objetivo é mostrar que Φ é de classe C1 sobre E. Notemos que o primeiro

termo de Φ é C1 com derivada de Gáteaux 〈U,V 〉E . Agora, para verificarmos a diferencia-
bilidade no segundo termo definamos γ : [0,1] → R por γ(σ) = F(x,U + tσV ), onde V =
(v1, · · · ,vm) ∈ E. Então, pelo Teorema do Valor Médio, existe θ(x) ∈ (0,1) tal que γ(1)−
γ(0) = γ ′(θ(x)), isto é,

F(x,U + tV )−F(x,U) =
m

∑
i=1

∂F(x,U +θ(x)tV )
∂ui

tvi

= tV ·∇F(x,U +θ(x)tV ).

Por (1.3) temos que

1
t
|F(x,U + tV )−F(x,U)| ≤ K(x)|V |(|U |+ |V |)+K(x)C|V |(|U |p + |V |p)

≤CK(x)
[
|U |2 + |U |p+1 + |V |2 + |V |p+1] .

Desde que o termo à direita é integrável, podemos aplicar o Teorema da Convergência Domi-
nada de Lebesgue para concluirmos que

〈N′(U),V 〉= lim
t→0

1
t
[N(U + tV )−N(U)]

=
∫

Rn
V ·∇F(x,U)dx.

Como N′(U) é linear e limitada, é suficiente provarmos que a derivada de Gáteaux de N é
contínua. Seja Uk →U em E. Então Uk →U em Ls(BR,Rm) para todo 2 ≤ s ≤ 2∗ e R > 0.
Consequentemente, a menos de subsequência, existe h(x) ∈ Ls(Rn) tal que |Uk(x)| ≤ h(x) e
Uk(x)→U(x) quase sempre em Rn. Dado W ∈ E, definimos

Gk(x) = W (x) ·∇F(x,Uk(x)).

Então, por (1.3),

|Gk(x)| ≤ |W ||∇F(x,Uk)|
≤ K(x)(|Uk|+C1|Uk|p)|W |

≤ K(x)
[
|W |2

2
+
|h(x)|2

2
+C1

(
|W |p+1 + |h(x)|p+1)]

= m(x),
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com m(x)∈L1(Rn). Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos que Gk(x)→
G(x) = W (x) ·∇F(x,U(x)) em L1(Rn) e daí

lim
k→∞

∫
Rn

W ·∇F(x,Uk)dx =
∫

Rn
W ·∇F(x,U)dx.

Assim, para cada W ∈ E com ‖W‖E = 1, obtemos

‖N′(Uk)−N′(U)‖E∗ = sup
‖W‖E=1

|〈N′(Uk)−N′(U),W 〉|

= sup
‖W‖E=1

∫
Rn

W · [∇F(x,Uk)−∇F(x,U)]dx → 0,

e a prova do Lema 1.2.2 está completa.

Observação 1.2.3. Segue da expressão (1.9) que p# → 2∗−1 quando α →+∞. Assim, nosso
resultado estende o principal teorema em Costa [19], onde os potenciais são coercivos e pode-
mos tomar α →+∞ e K(x) uma constante positiva.

Notemos que pontos críticos de Φ são soluções fracas do sistema (P) porque

0 = 〈Φ′(U),V 〉= 〈U,V 〉E −
∫

Rn
V ·∇F(x,U)dx

para todo V ∈ E implica que∫
Rn

[∇ui∇ϕi +ai(x)uiϕi− fi(x,U)ϕi]dx = 0

para todo ϕi ∈C∞
c (Rn) e i = 1, · · · ,m.

Na sequência, estabelecemos a compacidade do mergulho E ↪→ Ls
K(x)(R

n,Rm).

Proposição 1.2.4. Suponhamos que (A1)-(A4) e (F1)-(F2) valem. Então o mergulho de E em
Ls

K(x)(R
n,Rm) é compacto para todo 2 ≤ s < p# +1.

Demonstração. O mergulho contínuo foi estabelecido na prova do Lema 1.2.1. Vamos mostrar
que (A3) é uma condição suficiente para que o mergulho seja compacto. Suponhamos que
Uk ⇀ 0 em E. Considerando os mergulhos

E ↪→ H1(Rn,Rm) ↪→ H1(BR,Rm) ↪→ Ls(BR,Rm),

temos que Uk → 0 em Ls(BR,Rm) para todo 2 ≤ s < 2∗ e R > 0.
Seja φ ∈C∞(Rn) tal que 0 ≤ φ ≤ 1, φ ≡ 0 sobre BR e φ ≡ 1 sobre Rn\BR+1. Então

‖Uk‖s
s = C (‖(1−φ)Uk‖s

s +‖φUk‖s
s)

= C
[∫

BR+1

(1−φ)s|Uk|s dx+
∫

Rn\BR

φ
s|Uk|s dx

]
.
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O primeiro termo tende a zero quando k →+∞ e denotemos ele por βk. Agora, fazendo

Wk = ‖φUk‖−1
s φUk,

temos que Wk ∈ H1
0 (Rn\BR,Rm) e ‖Wk‖s = 1. Pela definição de νs(Ω) segue que

νs(Rn\BR)‖φUk‖2
s ≤

∫
Rn\BR

[
|∇(φUk)|2 +A(x)(φUk) · (φUk)

]
dx

e, em consequência,

‖Uk‖s
s ≤ βk +

1
νs(Rn\BR)s/2‖φUk‖s

E = βk + γR,

onde γR → 0 quando R →+∞ por (A3). Logo, Uk → 0 em Ls(Rn,Rm) para todo 2 ≤ s < 2∗.
Pela expressão (1.8) no Lema 1.2.2 temos que

‖U‖s
Ls

K(x)(R
n,Rm) ≤C

{
‖U‖s

s +
(

1+
D
λ1

)1/α

‖U‖2/α

E ‖U‖(αs−2)/α

(αs−2)/(α−1)

}
para qualquer U ∈ E. Assim, concluímos que Uk → 0 em Ls

K(x)(R
n,Rm) com 2 ≤ s < 2∗−

4(α(n−2))−1.

As próximas duas proposições mostram que Φ satisfaz uma condição de compacidade do
tipo Palais-Smale. Recordemos que (Un) ⊂ E é uma sequência de Palais-Smale para Φ se é
limitada e Φ′(Un)→ 0 no espaço dual E ′.

Proposição 1.2.5. Suponhamos que (A1)-(A4) e (F1)-(F3) valem. Então, com s = p + 1 em
(A3), o funcional Φ satisfaz a condição de Palais-Smale sobre E.

Demonstração. Primeiro provaremos que se Uk ⇀ U em E, então∫
Rn

(Uk−U) · [∇F(x,Uk)−∇F(x,U)] dx → 0 quando k →+∞.

Com efeito, segue da Proposição 1.2.4 que Uk →U em Lp+1
K(x)(R

n,Rm) e assim, pelo Teorema
de Lebesgue Inverso, podemos encontrar uma subsequência, ainda denotada por (Uk), e uma
função h ∈ Lp+1

K(x)(R
n) tal que

|Uk(x)| ≤ h(x) e Uk(x)→U(x)

quase sempre em Rn. Desde que (Uk) é limitada em L2
K(x)(R

n,Rm), tomando

Hk(x) = |Uk(x)−U(x)||∇F(x,Uk(x))−∇F(x,U(x))|

temos que Hk(x)→ 0 quase sempre em Rn. Pela desigualdade de Young e (1.3), obtemos que

|Hk(x)| ≤ ε[K(x)(|Uk|2 + |U |2)]+Cε [K(x)(|Uk|p+1 + |U |p+1)+ |Uk|p|U |+ |U |p|Uk|]
≤C1[K(x)(|Uk|2 + |U |2)]+C2K(x)|h(x)|p+1

= C1ωk +C2g,
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onde ωk,g ∈ L1(Rn) e ‖ωk‖L1(Rn) ≤ M. Como g é integrável, para cada δ > 0 existe r1 > 0 tal
que ∫

|x|>r1

g(x)dx <
δ

2C2
.

Analogamente, para cada k ∈ N, existe Rk > 0 tal que∫
|x|>Rk

ωk(x)dx <
δ

2C1
.

Desde que Uk →U em L2
K(x)(R

n,Rm), existe k0 ∈ N tal que

‖Uk‖L2
K(x)(R

n,Rm) ≤ ‖U‖L2
K(x)(R

n,Rm) +
δ

4C1

para todo k > k0. Assim, tomando r2 > 0 tal que∫
|x|>r2

K(x)|U |2 dx <
δ

8C1
,

segue que ∫
|x|>r2

ωk(x)dx ≤
∫
|x|>r2

K(x)|Uk|2 dx+
∫
|x|>r2

K(x)|U |2 dx

≤ 2
∫
|x|>r2

K(x)|U |2 dx+
δ

4C1

≤ δ

2C1

para todo k > k0. Escolhendo R = max{r1,r2,R1, . . . ,Rk0} temos que∫
|x|>R

Hk(x)dx = C1

∫
|x|>R

ωk(x)dx+C2

∫
|x|>R

g(x)dx < δ

para todo k ∈N. Agora verificamos que para todo δ > 0 podemos encontrar r > 0 tal que, para
qualquer S ⊂ Rn com |S|< r, temos

‖Hk‖L1(S) < δ para todo k ∈ N.

Isto é, {Hk} é uniformemente integrável. De fato, fazendo

r = min

{
δ

2MC1
,

δ

2C2‖g‖L1(Rn)

}
,

segue que ∫
S

Hk(x)dx ≤C1

∫
S

ωk(x)dx+C2

∫
S

g(x)dx

≤C1M|S|+C2|S|‖g‖L1(Rn) < δ .
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Logo, podemos aplicar o Teorema de Convergência de Vitali para concluírmos que Hk → 0 em
L1(Rn).

Agora se (Uk)⊂ E é tal que |Φ(Uk)| ≤ K e ‖Φ′(Uk)‖E∗ → 0, então(
1
2
− 1

µ

)
‖Uk‖2

E ≤ Φ(Uk)−
1
µ

Φ
′(Uk)Uk ≤ K +C‖Uk‖E .

Assim, (Uk)E é limitada em E e tem uma subsequência fracamente convergente. Desde que

1
2
‖Uk−U‖2

E = 〈Φ′(Uk)−Φ
′(U),Uk−U〉+

∫
Rn

(Uk−U) · [∇F(x,Uk)−∇F(x,U)] dx, (1.10)

concluímos que (Uk) tem uma subsequência convergente.

À seguir, recordemos a condição de compacidade de Cerami.

Definição 1.2.6. Um funcional Φ ∈C1(E,R) é dito satisfazer a condição de compacidade de
Cerami se qualquer sequência (Uk)⊂ E tal que Φ(Uk)→ c e (1+‖Uk‖)‖Φ′(Uk)‖→ 0, possui
uma subsequência convergente.

Proposição 1.2.7. Sob as hipóteses da Proposição 1.2.5, com (F3) trocado por (F4) e 2θ >
n(p−1) se n ≥ 2 ou θ > p−1 se n = 1, Φ satisfaz a condição de compacidade de Cerami.

Demonstração. Provaremos somente o caso n ≥ 3, os casos n = 1,2 sendo similares. Seja
(Uk) ⊂ E uma sequência de Cerami com |Φ(Uk)| ≤ K. Afirmamos que (Uk) tem uma sub-
sequência limitada em E. Suponhamos por contradição que ‖Uk‖E → +∞ quando k → +∞.
Usando (F4) obtemos por um lado que

2Φ(Uk)−Φ
′(Uk)Uk =

∫
Rn

[Uk ·∇F(x,Uk)−2F(x,Uk)]dx ≥ a‖U‖θ
θ

e, por outro lado,

2Φ(Uk)−Φ
′(Uk)Uk ≤ 2|Φ(Uk)|+‖Φ

′(Uk)‖E∗‖Uk‖E ≤ K1.

Assim, para todo k ∈ N,
‖Uk‖θ ≤ K2. (1.11)

Escrevendo Qk(x) = Uk(x) ·∇F(x,Uk(x))−2F(x,Uk(x)) temos que

limsup
k→+∞

∫
Rn

Qk(x)dx ≤ K1. (1.12)

Agora, pela expressão (1.4) encontramos que

1
2
‖Uk‖2

E −Φ(Uk) =
∫

Rn
F(x,Uk(x))dx

ε ≤
∫

Rn
K(x)|Uk|2 dx+C1

∫
Rn

K(x)|Uk|p+1 dx,
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e substituindo (1.8) vemos que

1
2
‖Uk‖2

E −Φ(Uk)≤ ε

[
‖Uk‖2

2 +(1+
D
λ1

)1/α‖Uk‖2
E

]
+C

[
‖Uk‖p+1

p+1 +(1+
D
λ

)1/α‖Uk‖
2/α

E ‖Uk‖
α(p+1)−2

α

α(p+1)−2
α−1

]
.

(1.13)

Sem perda de generalidade, assumimos que θ ≤ min{p + 1, α(p+1)−2
α−1 } < 2∗ (o caso θ >

max{p + 1, α(p+1)−2
α−1 } > 2 segue sem outra restrição sobre θ ). Assim, pela desigualdade de

interpolação ([8], Nota 2, pag. 57),

‖U‖p+1 ≤ ‖U‖1−t
θ

‖U‖t
2∗ e ‖U‖α(p+1)−2

α−1
≤ ‖U‖1−s

θ
‖U‖s

2∗, (1.14)

para todo U ∈ Lθ (Rn,Rm)∩L2∗(Rn,Rm), com

1
p+1

=
1− t

θ
+

t
2∗

e
α −1

α(p+1)−2
=

1− s
θ

+
s

2∗
.

Assim, usando a continuidade do mergulho E ↪→ L2∗(Rn,Rm), a desigualdade (1.13) torna-se(
1
2
− ε(1+

D
λ1

)
)
‖Uk‖2

E −Φ(Uk)≤ ε‖Uk‖2
2 +C2‖Uk‖

(1−t)(p+1)
θ

‖Uk‖
t(p+1)
E

+C3‖Uk‖
(1−s) α(p+1)−2

α

θ
‖Uk‖

2
α

+s α(p+1)−2
α

E ,

e daí, para ε suficientemente pequeno,

‖Uk‖2
E ≤ K1 +K2‖Uk‖2

2 +K3‖Uk‖
t(p+1)
E +K4‖Uk‖

2
α

+s α(p+1)−2
α

E . (1.15)

De acordo com as relações 1.14 deduzimos que t(p+1) < 2 e 2
α

+ sα(p+1)−2
α

< 2 proposto que
2θ > nα(p−1)/(α −1).

Fazendo Wk = Uk/‖Uk‖E e usando o mergulho compacto de E em L2(Rn,Rm) concluí-
mos que existe W̃ ∈ E tal que, a menos de uma subsequência, Wk ⇀ W̃ em E e Wk → W̃ em
L2(Rn,Rm). Assim, Wk(x) → W̃ (x) quase sempre em Rn. Agora, dividindo (1.15) por ‖Uk‖2

E
e passando o limite, obtemos

1 ≤ K4‖W̃‖2
2.

Isto fornece |W̃ | 6= 0 e implica que o conjunto S = {x ∈ Rn : |W̃ (x)| 6= 0} tem uma medida
positiva. Desde que Qk(x) ≥ a|Uk(x)|θ > 0 e |Uk(x)| → +∞ para x ∈ S, segue pelo Lema de
Fatou que

liminf
k→+∞

∫
Rn

Qk(x)dx ≥ liminf
k→+∞

∫
S

Qk(x)dx

≥ a liminf
k→+∞

∫
S
|Uk(x)|θ dx

≥ a
∫

S
liminf
k→+∞

|Uk(x)|θ dx →+∞.

Isto contradiz (1.12). Portanto, usando a expressão (1.10) obtemos uma subsequência conver-
gente.
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O mergulho compacto de E em L2
K(x)(R

n,Rm) implica o seguinte resultado.

Lema 1.2.8. O espectro do operador ∆ + A(x) sobre E consiste de uma sequência (λk) de
autovalores tais que λk →+∞ quando k →+∞.

Demonstração. Para cada U ∈ E definimos o funcional linear S : E → R por

S(W ) = 〈U,W 〉L2(Rn,Rm).

Então pelo Teorema de Representação de Riesz, existe T (U) ∈ E tal que

〈T (U),W 〉E = S(W ) = 〈U,W 〉L2(Rn,Rm).

Assim, o operador T : E → E é linear, limitado, simétrico e definido positivo. Pelo mergulho
compacto de E em L2(Rn,Rm) segue que T é compacto. Escrevendo o problema de autovalores

∆U +A(x)U = λU

como
〈U,W 〉E = λ 〈T (U),W 〉E para todo W ∈ E,

temos que T (U) = λ−1U e daí λn →+∞ quando k →+∞.

A próxima proposição é técnica e será usada na prova do Teorema 1.1.2.

Proposição 1.2.9. Assuma que (A1)-(A4), (F1)-(F2) e (F5) valem. Então para todo β̂ ∈ (λk,β )
temos

liminf
‖U‖E→+∞

N(U)− β̂‖U‖2
2

‖U‖2
E

≥ 0.

Demonstração. Por (F5) existe R > 0 tal que F(x,U) ≥ β̂ |U |2 para todo x ∈ Rn e |U | > R.
Tomando ΩR = {x ∈ Rn : |U(x)|< R}, temos que

N(U) =
∫

ΩR

F(x,U)dx+
∫

Rn\ΩR

F(x,U)dx

≥
∫

ΩR

F(x,U)dx+ β̂

∫
Rn\ΩR

|U |2 dx

=
∫

ΩR

[
F(x,U)− β̂ |U |2

]
dx+ β̂‖U‖2

2.

Assim, basta mostrarmos que

liminf
‖U‖E→+∞

NR(U)
‖U‖2

E
≥ 0,

onde NR(U) =
∫

ΩR

[F(x,U)− β̂ |U |2]dx. Afirmamos que lim‖U‖E→+∞

NR(U)
‖U‖2

E
= 0. De fato, por

contradição, suponhamos que existe δ0 > 0 e uma sequência (Uk) em E tal que ‖Uk‖E → +∞

e |NR(Uk)| ≥ δ0‖Uk‖2
E para todo k ∈N. Assumimos que NR(Uk)≥ 0 (o caso NR(Uk) < 0 sendo
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similar). Seja Wk = Uk/‖Uk‖E . Desde que ‖Wk‖E = 1 e o mergulho de E em L2
K(x)(R

n,Rm) é

compacto, existe W̃ ∈ E tal que

Wk ⇀ W̃ em E

Wk → W̃ em L2
K(x)(R

n,Rm)

Wk(x)→ W̃ (x) quase sempre em Rn

|Wk(x)| ≤ h(x) ∈ L2
K(x)(R

n).

Fazendo

Qk(x) =
[

F(x,Uk(x))
|Uk(x)|2

− β̂

]
χk(x)|Wk(x)|2,

onde χk é a função característica do conjunto

Ω(R,k) = {x ∈ Rn : 0 < |Uk(x)|< R} ,

temos que ∫
Rn

Qk(x)dx =
∫

Ω(R,k)

[
F(x,Uk(x))
|Uk(x)|2

− β̂

]
|Uk|2

‖Uk‖2
E

dx ≥ δ0 > 0 (1.16)

para todo k ∈ N. Por outro lado, como h ∈ L2
K(x)(R

n)⊂ L2(Rn),

|Qk(x)| ≤ |(F(x,Uk(x))
|Uk(x)|2

− β̂ )h2(x)|

≤ |(εK(x)+CεK(x)|Uk(x)|p−1− β̂ )h2(x)|

≤ |(εK(x)+Rp−1CεK(x)− β̂ )h2(x)|

deduzimos que Qk ∈ L1(Rn). Além disso, Qk → 0 quase sempre em Rn pois sobre o con-
junto {x ∈ Rn : |W̃ (x)| = 0} temos |Wk(x)| → 0, enquanto, se |W̃ (x)| > 0, então |Uk(x)| =
‖Uk‖E |Wk(x)| →+∞. Logo, χk(x) = 0 para k suficientemente grande. Portanto, pelo Teorema
de Lebesgue, concluímos que

∫
Rn Qk(x)dx → 0, o que contradiz a expressão (1.16).

1.3 Prova dos Teoremas 1.1.1 e 1.1.2

Agora estamos em posição de provarmos os teoremas anunciados na introdução. A prova é
dividida em vários passos.

1.3.1 Existência de pontos críticos sob hipóteses do Teorema 1.1.1

Suponhamos que |U | ≥ 1. Faremos uso da representação em coordenadas polares esféricas

U = (ρ,φ) = (ρ,φ1, · · · ,φm−1),
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onde ρ ≥ 1, −π ≤ φ1 ≤ π, 0 ≤ φ2, · · · ,φm−1 ≤ π e

u1 = ρ sin(φ1)sin(φ2) · · ·sin(φm−1),
u2 = ρ cos(φ1)sin(φ2) · · ·sin(φm−1),
u3 = ρ cos(φ2) · · ·sin(φm−1),

...
um = ρ cos(φm−1).

Substituindo na hipótese (F3), obtemos µF(x,U)≤ ρFρ(x,U) e assim

F(x,U)≥
(

min
|V |=1

F(x,V )
)
|U |µ > 0 (1.17)

para todo x∈Rn e |U | ≥ 1. Logo, dado qualquer conjunto limitado S⊂Rn, existe C =C(S) > 0
tal que

F(x,U)≥C|U |µ (1.18)

para todo x ∈ S e |U | ≥ 1. Dessa forma

Φ(U)≤ 1
2
‖U‖2

E −C‖U‖µ

Lµ (S).

Isto mostra que existem muitos e ∈ E tais que Φ(e) < 0. Agora, usando o mergulho de E em
Ls(Rn,Rm) para 2 ≤ s < p# +1 temos que

Φ(U)≥
(

1
2
− ε

)
‖U‖2

E −Cε‖U‖p+1
E

e tomando ε = 1/4 e escolhendo r > 0 tal que 1/4−Cεrp−1 > 1/8, obtemos

Φ(U)≥ 1
8
‖U‖2

E

para todo ‖U‖E ≤ r.
Portanto, a geometria do passo da montanha é válida e considerando que o funcional Φ é de

classe C1 e satisfaz a condição de Palais-Smale, podemos usar o Teorema do Passo da Montanha
para concluirmos a existência de um ponto crítico U ∈ E do funcional Φ com Φ(U) > 0 (ver
[6], [42]). Em outras palavras, o problema (P) tem uma solução fraca não-trivial, e a prova de
existência do Teorema 1.1.1 está completa.

1.3.2 Existência de pontos críticos sob hipóteses do Teorema 1.1.2

Nossa prova inicia-se com uma decomposição conveniente do espaço E. Seja

Nk−1 = {φ
k−1
1 , · · · ,φ k−1

jk−1
}
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base ortonormal do autoespaço correspondendo ao autovalor λk−1 do operador −∆ + A(x) e
denotemos por E+

λk−1
, E0

λk−1
e E−

λk−1
os subespaços de E onde I − λk−1T é definido positivo,

zero e definido negativo, respectivamente. O operador T sendo definido no Lema 1.2.8. Assim,

E = (E−
λk−1

⊕E0
λk−1

)⊕E+
λk−1

= E−⊕E+.

Notemos que, se i ≤ k−1, então

0 = ‖φ
i
j‖2

E −λi‖φ
i
j‖2

2 ≥ ‖φ
i
j‖2

E −λk−1‖φ
i
j‖2

2,

donde φ i
j ∈ E−. Por outro lado, se i > k−1, temos que φ i

j ∈ E+. Logo, dim(E−) < +∞.

Agora, escolhendo α̂ > 0 e β̂ > 0 tal que

limsup
|U |→0

2F(x,U)
|U |2

≤ α < α̂ < λk < β̂ < β ≤ liminf
|U |→∞

2F(x,U)
|U |2

, (1.19)

temos que existe δ̂ > 0 tal que F(x,U) ≤ (α̂/2)|U |2 sempre que |U | < δ̂ . Se |U | ≥ δ̂ , en-
tão procedendo como na prova da expressão (1.3), verificamos que F(x,U) ≤ K(x)Cε |U |p+1.
Assim,

F(x,U)≤ α̂

2
|U |2 +K(x)Cε |U |p+1

para todo x ∈ Rn e U ∈ Rm. Usando o mergulho de E em Lp+1
K(x)(R

n,Rm) obtemos que

Φ(U)≥ 1
2
(
‖U‖2

E − α̂‖U‖2
2
)
− M̂‖U‖p+1

E

para todo U ∈ E. Observamos que E+
α̂

= E+
λk−1

. Com efeito, E+
α̂
⊂ E+

λk−1
e se existir U ∈

E+
λk−1

\E+
α̂

tal que ‖U‖2
E − α̂‖U‖2

2 ≤ 0 então U⊥φ i
j para todo i ≤ k−1. Pela caracterização do

autovalor λk segue que

λk ≤
‖U‖2

E

‖U‖2
2
≤ α̂,

o que contradiz (1.19). Assim, podemos tomar m̂ > 0 tal que

‖U‖2
E − α̂‖U‖2

2 ≥ m̂‖U‖2
E

para todo U ∈ E+, pois do contrário, existe uma sequência (Uk) in E+ tal que

‖Uk‖2
E − α̂‖Uk‖2

2 ≤
1
n
‖Uk‖2

E

e daí λk ≤ α̂. Mas isto contradiz a hipótese que α̂ < λk. Logo,

Φ(U)≥
(

m̂− M̂‖U‖p−1
E

)
‖U‖2

E
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para todo U ∈E+, e assumindo p > 1 em (F1), obtemos que ‖U‖E = ρ < (m̂/M̂)1/(p−1) implica

Φ(U)≥ ω > 0 (1.20)

para todo U ∈ E+.
Por outro lado, por ( f6) vemos que

Φ(U)≤ 1
2
(
‖U‖2

E −λk−1‖U‖2
2
)
≤ 0 (1.21)

para todo U ∈ E−. Agora, dado ε > 0, segue da proposição anterior que existe Rε > 0 tal que

N(U)≥ 1
2

β̂‖U‖2
2− ε‖U‖2

E

para todo U ∈ E com ‖U‖E ≥ Rε . Desde que

‖U‖2
E − β̂‖U‖2

2 < ‖U‖2
E −λk−1‖U‖2

2 ≤ 0,

temos que existe m
β̂

> 0 tal que

‖U‖2
E − β̂‖U‖2

2 ≤−m
β̂
‖U‖2

E ,

e tomando 0 < ε < m
β̂

obtemos que

Φ(U)≤
(
−m

β̂
+ ε

)
‖U‖2

E < 0 (1.22)

para todo U ∈ E−⊕E0
λk

, with ‖U‖E ≥ Rε .

Portanto, as estimativas (1.20)–(1.22) mostram que o funcional Φ exibe a geometria re-
querida pelo Teorema do Passo da Montanha Generalizado [6, 43] e desde que este teorema
continua válido quando trocamos a condição Palais-Smale pela condição de Cerami, podemos
concluir que Φ possui um ponto crítico Û ∈ E com Φ(Û) > ω > 0, e em particular, Û 6= 0.

1.3.3 Regularidade e comportamento assintótico.

Usaremos um argumento tipo “bootstrap"para mostrarmos que U é uma solução forte do prob-
lema (P). Isto é, cada componente de U é duas vezes fracamente diferenciável em Rn e satisfaz
(P) quase sempre em Rn. De fato, seja U ∈W 1,2(Rn,Rm) satisfazendo∫

Rn
[∇U∇ϕ +A(x)U ·ϕ]dx =

∫
Rn

ϕ ·∇F(x,U)dx

para todo ϕ ∈C∞
c (B2,Rm), onde B2 = B(x0,2R) é uma bola de raio 2R centrada em x0. Então,

U é uma solução fraca da equação

−∆U = h(x) em B2, (1.23)
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onde h(x) = ∇F(x,U(x))−A(x)U(x). Fazendo 1 < p1 = 2∗/p < 2∗, segue de (1.3) e hipóteses
(A1) e (A4) que

|h(x)|p1 ≤C
(
|U |p1 + |U |2

∗
)

.

Desde que
W 1,2(B2,Rm) ↪→ L2∗(B2,Rm) ↪→ Lp1(B2,Rm),

concluímos que h ∈ Lp1(B2,Rm) e

‖h‖Lp1(B2,Rm) ≤C
(
‖U‖Lp1(B2,Rm) +‖U‖p

Lpp1(B2,Rm)

)
.

Agora, se w é o potencial Newtoniano de h, segue de [27, Teorema 9.9] que w ∈W 2,p1(B2,Rm)
e

∆w = h(x) (1.24)

quase sempre em B2. Combinando (1.23) e (1.24) temos que∫
B2

∇(U −w) ·∇ϕ dx = 0,

para todo ϕ ∈ C∞
c (B2,Rm). Isto é, U −w é uma solução fraca de ∆ϑ = 0 em B2. Como

U−w∈W 1,2(B2,Rm), podemos aplicar o Lema de Weyl [31, Corolário 1.2.1] para concluirmos
que U −w ∈C∞(B2,Rm). Logo, U ∈W 2,q1(B2,Rm).

Desde que 1 < p < (n+2)/(n−2), existe δ > 0 tal que (n+2)/(n−2) = p(1+δ ). Assim,

p1 =
2n(1+δ )
(n+2)

.

Considerando que W 2,p1(B2,Rm) ↪→ Lr1(B2,Rm) com r1 = np1/(n−2p1), existe p2 ∈ (p1,r1)
tal que U ∈W 2,p2(B2,Rm). De fato, fazendo p2 = r1/p temos que r1 > p2 e como

p2

p1
=

(n−2)(1+δ )
n−2−4δ

> 1+δ ,

segue que p2 > p1. Usando o argumento anterior, temos que

W 2,p1(B2,Rm) ↪→ Lr1(B2,Rm) ↪→ Lp2(B2,Rm)

e |h(x)|p2 ≤C(|U |p2 + |U |r1), donde h ∈ Lp2(B2,Rm) com

‖h‖Lp2(B2,Rm) ≤C
(
‖U‖Lp2(B2,Rm) +‖U‖p

Lpp2(B2,Rm)

)
e U ∈W 2,p2(B2,Rm).

Seguindo deste modo, obtemos uma sequência ilimitada

pk+1 =
1
p

(
npk

n−2pk

)
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tal que pk+1/pk > 1+δ e

‖h‖Lpk+1(B2,Rm) ≤C
(
‖U‖Lpk+1(B2,Rm) +‖U‖p

Lppk+1(B2,Rm)

)
.

Assim, U ∈ W 2,s
loc (Rn,Rm) para todo 2 ≤ s < +∞. Pelo Teorema de Mergulho de Sobolev,

U ∈C1,α(B2,Rm) com 0 < α < 1− n/s e s > n. Notemos que se as não-linearidades fossem
de classe C1 ou Hölder contínuas, então U seria uma solução clássica do problema (TK). Pela
estimativa elíptica interior [27, Teorema 9.11] temos

‖U‖W 2,s(B1,Rm) ≤C
(
‖U‖Ls(B2,Rm) +‖h‖Ls(B2,Rm)

)
,

onde B1 = B(x0,R). Logo,

‖U‖C1,α (B1,Rm) ≤C
(
‖z‖Ls(B2,Rm) +‖U‖p

Lsp(B2,Rm)

)
.

Se s > n, temos pelo mergulho de Sobolev

‖U‖C1,α (B1,Rm) ≤C
(
‖U‖Ls(B2,Rm) +‖U‖p

Ls(B2,Rm)

)
.

Fazendo |x0| →+∞, concluímos que ‖U‖C1,α (B1,Rm) → 0.

1.3.4 Multiplicidade de soluções.

Como visto antes, na aplicação do Teorema do Passo da Montanha, as condições de cresci-
mento (F1)–(F4) e hipóteses (A1)–(A4) sobre os potenciais implicam que o funcional Φ é de
classe C1, Φ(0) = 0 e Φ satisfaz a condição de Palais-Smale. Além disso, como na prova
do Teorema 1.1.1, a condição (F) implica que sobre qualquer subespaço de dimensão finita
W ⊂ E, existe um R = R(W ) > 0 tal que

Φ(u) |u∈∂BR(0;W )≤C1R2−C2Rµ +C3 →−∞

quando R → +∞. Da mesma forma verificamos que existem ρ,α > 0 tais que Φ |∂Bρ
> α .

Desde que Φ é par, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha Simétrico para obtermos
uma sequência ilimitada de valores críticos de Φ sob as hipóteses do Teorema 1.1.1.

Para provarmos a existência de múltiplas soluções no Teorema 1.1.2, usamos uma versão
do Teorema do Passo da Montanha Simétrico onde a usual condição de compacidade de Palais-
Smale é trocada pela condição de compacidade de Cerami. Para este fim, mostramos que o
lema de deformação continua válido sob a condição (C)c conforme [32, Teorema 1.3].



CAPÍTULO 2

Sistemas elípticos com crescimento supercrítico

2.1 Introdução

Neste capítulo consideramos uma classe de sistemas de equações de Schrödinger estacionárias
em Rn da forma

−∆ui +ai(x)ui = fi(x,ui, · · · ,um)+gi(x)|ui|pi−1ui, x ∈ Rn, (P)

onde n≥ 3, pi ≥ (n+2)/(n−2) e as funções ai,gi : Rn →R e fi : Rn×Rm →R são contínuas
com fi(x,0, · · · ,0) = 0 para todo i = 1, · · · ,m. Estudaremos a situação variacional na qual
( fi, · · · , fm) = ∇F para alguma função F : Rn ×Rm → R de classe C1, onde ∇F denota o
gradiente de F nas variáveis U = (u1, · · · ,um) ∈ Rm. Escreveremos o sistema acima na forma

−∆U +A(x)U = ∇F(x,U)+∇G(x,U),

onde ∆ = diag(∆, · · · ,∆), V (x) = diag(a1(x), · · · ,am(x)) e

G(x,U) =
g1(x)
p1 +1

|u1|p1+1 + · · ·+ gm(x)
pm +1

|um|pm+1.

Nosso principal objetivo neste capítulo é ilustrar como idéias introduzidas em [9, 10, 15,
43, 44, 49, 50, 51] podem ser aplicadas para manipular o problema de existência de "bound
states" para sistemas elipticos com não-linearidade crítica ou supercrítica, isto é, soluções U =
(u1, · · · ,um) satisfazendo (P) e as seguintes condições:

ui > 0 em Rn, ui(x)→ 0 quando |x| →+∞,

para todo i = 1, · · · .m.
Utilizaremos o mesmo ambiente variacional do capítulo anterior, a saber,

E =
{

U ∈ H1(Rn,Rm) :
∫

Rn
A(x)U ·U dx < +∞

}

com produto interno 〈U,V 〉E =
∫

Rn
[∇U ·∇V +A(x)U ·V ]dx. Também assumiremos as mesmas

hipóteses sobre o potencial A(x) e sobre a não-linearidade F(x,U) no caso superquadrático.
Resumidamente,

(A1) Existe D > 0 tal que ai(x)≥−D para todo x ∈ Rn e i = 1, · · · ,m;

21
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(A2) λ1 = inf
U∈E\{0}

∫
Rn

[
|∇U |2 +A(x)U ·U

]
dx∫

Rn |U |2 dx
> 0;

(A3) lim
R→+∞

νs(Rn\BR) = +∞, para 2 ≤ s < 2n/(n−2);

(A4) Existem uma função K(x) ∈ L∞
loc(R

n), com K(x)≥ 1, e constantes α > 1, c0, R0 > 0 tais
que

K(x)≤ c0

[
1+
(

min
1≤i≤m

{a+
i (x)}

)1/α
]

para todo |x| ≥ R0;

(F1) A função F satisfaz a condição de crescimento

|∇F(x,U)| ≤ cK(x)(1+ |U |q) para todo (x,U) ∈ Rn×Rm,

onde c > 0, 1 < q < p# ≤ (n+2)/(n−2) e n ≥ 3;

(F2) |∇F(x,U)|/K(x) = o(|U |) quando U → 0 uniformemente em x ∈ Rn;

(F3) Existe uma constante µ > 2 tal que

0 < µF(x,U)≤U ·∇F(x,U)

para todo (x,U) ∈ Rn× (Rm\{0}).

Com respeito às funções gi(x) supomos que são não-negativas e têm crescimentos controlados
pelo potencial A(x), isto é,

(F4) gi(x)≤CK(x) para todo x ∈ Rn e algum C > 0, i = 1, · · · ,m.

Nosso principal resultado para o problema (P) é o seguinte:

Teorema 2.1.1. Suponhamos que (A1)–(A4) e (F1)–(F4) são satisfeitas, com s = q+1 em (A3).
Então (P) tem uma solução forte U ∈C1(Rn,Rm)∩W 1,2(Rn,Rm) que decai no infinito. Além
disso, se

(F5) ∂F/∂ui(x,u1, · · · ,um)≥ 0 para todo ui ≥ 0 com i = 1, · · · ,m,

então (P) possui pelo menos uma solução positiva U = (u1, · · · ,um) com ui(x) > 0 para todo
x ∈ Rn e i = 1, · · · ,m.

Em nosso próximo resultado, verificamos a existência de infinitas soluções para (P) sob a
presença de simetria. Mais especificamente, suponhamos

(F6) F(x,U) é par com relação à variável U ∈ Rm,

Sob esta condição, somos capazes de provar:

Teorema 2.1.2. Suponhamos (A1)–(A4) válidas. Se F satisfaz (F1)–(F4) e (F6), então o prob-
lema (P) possui uma sequência ilimitada de valores críticos.
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2.2 Reformulação do problema e resultados preliminares

Nossa escolha do ambiente variacional E assegura o mergulho contínuo em H1(Rn,Rm) (ver
Lema 1.2.1) com

‖U‖2
E ≥ ζ‖∇U‖2

2. (2.1)

Além disso, E ↪→ L2
K(x)(R

n,Rm) compactamente para todo 2 ≤ s ≤ p# +1 (ver Lema 1.2.4).
Desde que o crescimento da não-linearidade é crítica ou supercrítica, não podemos usar

diretamente técnicas variacionais por causa da perda de compacidade do mergulho de Sobolev.
Contornamos esta dificuldade construindo um truncamento adequado. Para este fim, intro-
duzimos um problema auxiliar no espírito do argumento desenvolvido para o caso escalar
por Chabrowski e Yang [15] quando o domínio é ilimitado e por Rabinowitz [43] no caso
de domínio limitado. Assim, consideremos o sistema

−∆ui +ai(x)ui = fi(x,u1, · · · ,um)+gi(x)hi(ui), x ∈ Rn, i = 1, · · · ,m, (TK)

onde

hi(t) =


0, se t ≤ 0,
t pi, se 0 ≤ t ≤ K,
K pi−qtq, se t ≥ K,

e a constante K > 0 será determinada posteriormente.

Seja Hi(s) =
∫ s

0
hi(t)dt. Observemos que para 0≤ t ≤ K temos (t/K)pi ≤ (t/K)q e, conse-

quentemente,

hi(t)≤ K pi−qtq,para todot ∈ R (2.2)

e

Hi(s)≤
K pi−q

q+1
sq+1,para todos ∈ R. (2.3)

Agora, consideremos o funcional associado ao problema (TK) dado por

I(U) =
1
2
‖U‖2

E −
∫

Rn
[F(x,U)+ G̃(x,U)]dx

com G̃(x,U) = g1(x)H1(u1)+ · · ·+gm(x)Hm(um).

Lema 2.2.1. Assumimos que (A1)–(A2), (A4), (F1)–(F2) e (F4) são satisfeitas. Então o fun-
cional I é bem definido e de classe C1 sobre E. Além disso, para todo ε > 0 existe Cε > 0 tal
que ∫

Rn
|F(x,U)+ G̃(x,U)|dx ≤ ε‖U‖2

E +Cε‖U‖q+1
E . (2.4)
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Demonstração. Mostramos no Capítulo 1, expressão (1.4), que

|F(x,U)| ≤ K(x)
(
ε|U |2 +Cε |U |q+1) . (2.5)

Agora, segue de (2.3) e (F4) que

G̃(x,U)≤CK(x)|U |q+1 (2.6)

para todo (x,U) ∈ Rn×Rm. Logo,

|F(x,U)+ G̃(x,U)| ≤ K(x)
(
ε|U |2 +Cε |U |q+1) (2.7)

e isso revela que o funcional I é bem definido. Uma análise semelhante à realizada para provar-
mos a regularidade do funcional Φ no Capítulo 1, mostra que I é de classe C1 sobre E com

〈I′(U),W 〉= 〈U,W 〉E −
∫

Rn
W · [∇F(x,U)+∇G(x,U)]dx

para quaisquer U = (u1, · · · ,um),W = (w1, · · · ,wm) ∈ E.

Tomando W = (0, · · · ,wi, · · · ,0) obtemos a formulação fraca de (TK):∫
Rn

[∇ui∇wi +ai(x)uiwi]dx =
∫

Rn
[ fi(x,U)wi +gi(x)hi(ui)wi]dx.

Em outras palavras, pontos críticos de I são soluções fracas de (TK).
A próxima proposição mostra que I satisfaz uma condição de compacidade do tipo Palais-

Smale.

Proposição 2.2.2. Suponhamos que (A1)–(A4) e (F1)–(F4) valem. Então, com s = q + 1 em
(A3), o funcional I satisfaz a condição de Palais-Smale sobre E.

Demonstração. Seja (Uk)⊂E tal que |I(Uk)| ≤C e ‖I′(Uk)‖E ′ → 0. Então, usando (F3), vemos
que (

1
2
− 1

µ

)
‖Uk‖2

E ≤ I(Uk)−
1
µ

I′(Uk)Uk ≤C + ε‖Uk‖E .

Assim, (Uk) ⊂ E é limitada e, a menos de uma subsequência, converge fracamente para um
limite U em E. Vimos na Proposição 1.2.5 que∫

Rn
(Uk−U) · [∇F(x,Uk)−∇F(x,U)] dx → 0 quando k →+∞.

De modo análogo, usando (2.2) e o Teorema de Convergência de Vitali verificamos que∫
Rn

(Uk−U) ·
[
∇G̃(x,Uk)−∇G̃(x,U)

]
dx → 0 quando k →+∞.

Desde que

1
2
‖Uk−U‖2

E =〈I′(Uk)− I′(U),Uk−U〉+
∫

Rn
(Uk−U) · [∇F(x,Uk)−∇F(x,U)] dx+∫

Rn
(Uk−U) ·

[
∇G̃(x,Uk)−∇G̃(x,U)

]
dx,

(2.8)

concluímos que (Uk) tem uma subsequência que converge fortemente para U em E.
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2.3 Soluções do problema auxiliar

Iniciamos por provar a existência de soluções fortes não-triviais do problema truncado (TK)
usando o Teorema do Passo da Montanha.

Fazendo uso da representação em coordenadas polares encontramos que

F(x,U)≥
(

min
|W |=1

F(x,W )
)
|U |µ > 0 (2.9)

para todo x ∈ Rn e |U | ≥ 1 (ver equação (1.17) e sua prova). Desde que G̃(x,U)≥ 0 para todo
|U | ≥ 1, segue que

I(U)≤ 1
2
‖U‖2

E −C‖U‖µ

Lµ (S)

para todo U ∈ E com suporte compacto S e tal que |U | ≥ 1. Isto mostra que existem muitos
e ∈ E tais que Φ(e) < 0. Agora, usando (2.4) obtemos

I(U)≥ (
1
2
− ε)‖U‖2

E −Cε‖U‖q+1
E ,

e assim, escolhendo r > 0 tal que (
1
2
− ε

)
r−Cεrq > 0,

segue que
I(U)≥ ρ > 0

para todo ‖U‖E = r.
Portanto, o funcional I satisfaz a geometria do passo da montanha e, em consequência, as

hipóteses do Teorema 1.1.1 do Capítulo 1 são satisfeitas. Logo, existe um ponto crítico U ∈ E
do funcional I com I(U) > 0. Em outras palavras, o problema (TK) tem uma solução forte
não-nula. Seja c = I(U) o valor crítico de I em U . Assim, por (F3) e (2.3) vemos que

c =
1
2
‖U‖2

E −
∫

Rn

[
F(x,U)+ G̃(x,U)

]
dx

≥1
2
‖U‖2

E −
∫

Rn

[
1
µ

∇F(x,U) ·U +
1

q+1
∇G̃(x,U) ·U

]
dx.

Desde que U é uma solução do sistema (TK), temos que

‖U‖2
E =

∫
RN

U · [∇F(x,U)+∇G(x,U)]dx

e assim

c ≥
(

1
2
− 1

q+1

)
‖U‖2

E . (2.10)
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Com o objetivo de mostrarmos que o procedimento do passo da montanha fornece uma
solução positiva, trocamos a não-linearidade F(x,U) por

F̃(x,U) =


F(x,u1, · · · ,um), se ∀i, ui ≥ 0,
F(x,u1, · · · ,ui−1,0,ui+1, · · · ,um), se ∃i, ui ≤ 0,
0, se ∀i, ui ≤ 0,

onde i = 1, · · · ,m. Assim, F̃(x,U) satisfaz as mesmas hipóteses que F(x,U) e pelo argumento
anterior obtemos uma solução forte não-trivial do problema (TK). Isto é,

∫
Rn

[∇ui∇ξ +ai(x)uiξ ] dx =
∫

Rn

∂ F̃
∂ui

(x,u1, · · · ,um)ξ dx+
∫

Rn
gi(x)hi(ui)ξ dx,

para todo ξ ∈C∞
c (Rn). Tomando ξ = u−i nesta expressão, concluímos que ‖u−i ‖E1 = 0. Logo,

ui ≥ 0 para todo i = 1, · · · ,m. Desde que ui satisfaz

−∆ui +a+
i (x)ui = fi(x,U)+gi(x)hi(ui)+a−i (x)ui ≥ 0

e fi(x,U(x)) + gi(x)hi(ui(x)) + a−i (x)ui(x) ∈ Ls(BR), para todo s ≥ 1, porque ui ∈ C1,α(BR),
segue pelo princípio do máximo forte para soluções fortes [27, Teorema 9.6] que ui não pode
atingir um mínimo em BR, para todo R > 0, a menos que seja constante. Assim, ui > 0 em Rn

para todo i = 1, · · · ,m.

2.4 Prova do Teorema 2.1.1

Nesta seção, usamos a técnica de iteração de Moser para obtermos uma cota apriori para
soluções do problema (TK), isto é, mostramos que ‖U‖∞ ≤ K desde que K (uma constante no
truncamento hi) seja escolhida de forma conveniente. Isto obviamente implica que U resolve o
problema (P). A prova é adaptada de [15, Proposição 2].

Proposição 2.4.1. Existe uma constante K0 > 0 tal que, para cada K ≥ K0 a solução do passo
da montanha U do problema (TK) satisfaz ‖U‖∞ ≤ K.

Demonstração. Seja U = (u1, · · · ,um) ∈ E uma solução do problema (TK). Podemos assumir,
sem perda de generalidade, que ui ≥ 0 para i ∈ {1, · · · ,m}. Caso contrário, argüimos com as
partes positiva e negativa de ui separadamente. Definamos uma função ŨL = (ũ1L, · · · , ũmL)∈ E
por

ũiL(x) =
{

ui(x), para ui(x)≤ L
L, para ui(x) > L,

onde L ≥ K. Seja Φ = (φ1, · · · ,φm) ∈ E tal que φi = uiu
2(β−1)
iL e β > 1 é uma constante a

ser determinada. Tomando φi como funções teste em cada i-ésima equação do problema (TK),
obtemos ∫

Rn
[∇U ·∇Φ+A(x)U ·Φ] dx =

∫
Rn

Φ ·
[
∇F(x,U)+∇G̃(x,U)

]
dx.
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Desde que ∇φi = u2(β−1)
iL ∇ui +2(β −1)uiu

2β−3
iL ∇uiL e∫

Rn
uiu

2β−3
iL ∇ui ·∇uiL dx =

∫
ui≤L

u2(β−1)
i |∇ui|2 dx ≥ 0,

segue que

m

∑
i=1

∫
Rn

[
u2(β−1)

iL |∇ui|2 +ai(x)u2
i u2(β−1)

iL

]
dx ≤

∫
Rn

Φ ·
[
∇F(x,U)+∇G̃(x,U)

]
dx.

Considerando K > 1 suficientemente grande e usando as desigualdades (1.3) e (2.2) obtemos
que

m

∑
i=1

∫
Rn

[
u2(β−1)

iL |∇ui|2 +a+
i (x)u2

i u2(β−1)
iL

]
dx

≤CK p−q
∫

Rn
K(x)

(
|U |2 + |U |q+1) |UL|2(β−1) dx+

m

∑
i=1

∫
Rn

a−i (x)u2
i u2(β−1)

iL dx

onde p = max{p1, · · · , pm}. Por (A3), temos que a−i (x)≤D para todo x∈Rn, e como K(x)≥ 1
concluímos que

m

∑
i=1

∫
Rn

[
u2(β−1)

iL |∇ui|2 +a+
i (x)u2

i u2(β−1)
iL

]
dx

≤CK p−q
∫

Rn
K(x)

(
|U |2 + |U |q+1) |UL|2(β−1) dx.

(2.11)

A seguir façamos Ψ = (ϕ1, · · · ,ϕm), onde ϕi = uiu
β−1
iL para i = 1, · · · ,m. Notamos que Ψ ∈ E

pois ∫
Rn

A(x)Ψ ·Ψdx ≤ L2(β−1)
m

∑
i=1

∫
Rn

a+
i (x)u2

i dx < +∞.

Pela desigualdade de Young temos que∫
Rn
|∇Ψ|2 dx ≤

m

∑
i=1

∫
Rn
|∇ϕi|2 dx

≤2
m

∑
i=1

∫
Rn

[
u2(β−1)

iL |∇ui|2 +(β −1)2u2(β−2)
iL u2

i |∇uiL|2
]

dx

=2
m

∑
i=1

[∫
Rn

u2(β−1)
iL |∇ui|2 dx+(β −1)2

∫
ui≤L

u2(β−1)
iL |∇ui|2 dx

]
≤2

m

∑
i=1

[∫
Rn

u2(β−1)
iL |∇ui|2 dx+(β −1)2

∫
RN

u2(β−1)
iL |∇ui|2 dx

]
≤2

m

∑
i=1

β
2
∫

Rn
u2(β−1)

iL |∇ui|2 dx.

(2.12)
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Assim, usando a desigualdade (2.1) e substituindo (2.11)–(2.12), encontramos que∫
Rn
|∇Ψ|2 dx ≤ 1

ζ
‖Ψ‖2

E

≤ 1
ζ

∫
Rn

(
|∇Ψ|2 +A(x)Ψ ·Ψ

)
dx

≤2β
2

m

∑
i=1

∫
Rn

(
u2(β−1)

iL |∇ui|2 +a+
i (x)u2

i u2(β−1)
iL

)
dx

≤β
2CK p−q

∫
Rn

K(x)
(
|U |2 + |U |q+1) |UL|2(β−1) dx.

(2.13)

Segue da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg [8, Teorema IX.9] que

‖Ψ‖2
2∗ ≤C

∫
Rn
|∇Ψ|2 dx

≤β
2CK p−q

∫
Rn

K(x)
(
|U |2 + |U |q+1) |UL|2(β−1) dx.

(2.14)

Afirmamos que K(x)|U |s ∈ Lr(Rn) para 1 ≤ r < α próximo a 1 e 2 ≤ s < p#. De fato, agindo
como na prova do Lema 1.2.2, equação (1.8) fornece∫

Rn
(K(x)|U |s)r dx ≤C

{
‖U‖rs

rs +‖U‖2r/α

E ‖U‖r(αs−2)/α

r(αs−2)/(α−r)

}
.

Notamos que rs > 2 e rs < 2∗ para r > 1 próximo a 1 desde que s < p#. Por outro lado,
r(αs−2)/(α − r) > 2 para r ∈ (1,α) e r(αs−2)/(α − r) < 2∗ sempre que

r <
α2∗

αs+2∗−2
.

Isto vale para r > 1 próximo a 1 porque

α2∗

αs+2∗−2
>

α2∗

α[2∗−1− 4
α(N−2) ]+

4
N−2

> 1.

Logo, ∫
Rn

(K(x)|U |s)r dx ≤C‖u‖rs
E

para todo 2 ≤ s < p# e 1 ≤ r < α próximo a 1.
Agora, aplicando a desigualdade de Hölder em (2.14) e usando (2.10) para 1 ≤ r < α

próximo a 1 e 2 ≤ s < p#, concluímos que

‖Ψ‖2
2∗ ≤β

2CK p−q
[∫

Rn
K(x)r

(
|U |2r + |U |(q+1)r

)
dx
]1/r [∫

Rn
|UL|2(β−1)r/(r−1) dx

](r−1)/r

≤β
2CK p−q

(∫
Rn
|UL|2(β−1)r/(r−1) dx

)(r−1)/r

.

(2.15)
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Assim, tomando

2− 1
r

< β < 1+
2∗

2

(
1− 1

r

)
e α∗ > 0 tal que βα∗ = 2r(β −1)/(r−1), podemos expressar (2.15) como∫

RN

(
m

∑
i=1

u2
i u2(β−1)

iL

)2∗/2

dx

2/2∗

≤β
2CK p−q‖U‖2(β−1)

βα∗ .

Usando o Lema de Fatou em L no primeiro termo, obtemos

‖U‖β2∗ ≤ β
1/β (CK p−q)1/2β‖U‖(β−1)/β

βα∗ . (2.16)

Seja χ = 2∗/α∗, isto é, β χα∗ = β2∗. Então, para cada m = 0,1,2, · · · definimos χk+1α∗ =
χk2∗, com χ0 = χ . Assim χk = χk+1. Agora, usamos a técnica de iteração de Moser [38] sobre
a estimativa (2.16) para provar que cada solução do problema (TK) é limitada. Com efeito,
usando o argumento anterior para χβ e observando que

|UL|
2r(χβ−1)

r−1 ≤ M
2r

r−1 (χ−1)|UL|
2rχ(β−1)

r−1 ,

pois |UL| ≤
√

mL = M, segue que

‖U‖χβ2∗ ≤(χβ )
1

χβ

(
CK p−q) 1

2χβ M
χ−1
χβ ‖U‖γ

χβα∗

≤(χβ )
1

χβ

(
CK p−q) 1

2χβ M
χ−1
χβ

[
β

1
β

(
CK p−q) 1

2β ‖U‖γ

βα∗

]γ

≤χ
1

χβ β
1
χ
+γ
(
CK p−q) 1

2β

(
1
χ
+γ

)
M

χ−1
χβ ‖U‖γ2

βα∗,

onde γ = (β −1)/β . Assim, para k = n temos que

‖U‖χn+1βα∗ = ‖U‖χnβ2∗ ≤ χ
σ1β

σ2(CK p−q)σ3Mσ4‖U‖γn+1

βα∗ ,

onde

σ1 =(1/β )
n−1

∑
i=0

(n− i)
γ i

χn−i , σ2 = (1/β )
n

∑
i=0

γ i

χn−i ,

σ3 =(1/2β )
n

∑
i=0

γ i

χn−i , σ4 = (1/β )
n−1

∑
i=0

χn−i−1
χn−i γ

i.

Desde que γ < 1 e χ > 1, as séries são convergentes e γn+1 → 0 quando n → +∞. Logo,
podemos tomar o limite para concluirmos que U ∈ L∞(RN ,Rm) com

‖U‖∞ ≤ χ
σ1β

σ2(CK p−q)σ3Mσ4.

Para escolhermos K0, consideremos a desigualdade

χ
σ1β

σ2[CK p−q]σ3Mσ4 ≤ K. (2.17)

Desde que tomamos β > 1 próximo a 1, o valor γ = (β −1)/β pode ser feito arbitrariamente
pequeno. Consequentemente, σ3 pode ser feito suficientemente pequeno tal que σ3(p−q) < 1.
Isto implica a existência de um K0 > 0 tal que para todo K > K0 temos (2.17) satisfeita.
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2.5 Prova do Teorema 2.1.2

Com o objetivo de provarmos o resultado de multiplicidade de soluções, estendemosa a função
h como uma função impar de [0,+∞) em (−∞,0], isto é, h(u) =−h(−u) para u≤ 0. Conforme
visto antes na aplicação do Teorema do Passo da Montanha, as condições de crescimento (F1)-
(F4) e hipóteses (A1)-(A4) sobre os potenciais implicam que o funcional I é de classe C1,
I(0) = 0, satisfaz a condição de Palais-Smale e seus pontos críticos são soluções fracas de (P).
Além disso, o argumento no Teorema 2.1.1 que mostrou que I satisfaz a geometria do passo
da montanha permanece válido. Aplicando então o Teorema do Passo da Montanha Simétrico,
obtemos uma sequência ilimitada de valores críticos de I.



CAPÍTULO 3

Sistemas elípticos em dimensão dois

3.1 Introdução

Neste capítulo consideramos uma classe de sistemas de equações de Schrödinger estacionárias
da forma

−∆ui +ai(x)ui =gi(x) fi(u1, · · · ,um)+hi(x), x ∈ R2, i = 1, · · · ,m, (P)

onde as funções ai,gi : R2 → R e fi : Rm → R são contínuas com fi(0, · · · ,0) = 0 e hi ∈
(H1(R2),‖ · ‖∗)∗. Estamos interessados em encontrar soluções fracas não-triviais do problema
(P) quando as não-linearidades fi têm o crescimento máximo que permite tratar (P) varia-
cionalmente no espaço de Sobolev H1(R2,Rm). Consideramos a situação variacional em que

(g1(x) f1(U), · · · ,gm(x) fm(U)) = ∇F(x,U)

para alguma função F : R2 ×Rm → R de classe C1, onde ∇F denota o gradiente de F nas
variáveis U = (u1, · · · ,um) ∈ Rm. Objetivando uma analogia com o caso escalar, reescrevemos
(P) na forma matricial como

−∆U +A(x)U = ∇F(x,U)+H(x),

onde ∆ = diag(∆, · · · ,∆), A(x) = diag(a1(x), · · · ,am(x)) e H(x) = (h1(x), · · · ,hm(x)).
Mais uma vez, utilizaremos o mesmo ambiente variacional do capítulo anterior, a saber,

E =
{

U ∈ H1(Rn,Rm) :
∫

Rn
A(x)U ·U dx < +∞

}
.

As hipóteses básicas sobre os potenciais são listadas abaixo.

(A1) Existe D > 0 tal que ai(x)≥−D para todo x ∈ R2 e i = 1, · · · ,m.

Para assegurar o mergulho contínuo de E em H1(R2,Rm) assumimos a seguinte condição sobre
o primeiro autovalor do operador −∆+A(x):

(A2) λ1 = inf
U∈E\{0}

∫
Rn

[
|∇U |2 +A(x)U ·U

]
dx∫

Rn |U |2 dx
> 0.

Agora, se Ω ⊂ R2 é aberto e s ≥ 2, denotemos

νs(Ω) = inf
U∈H1

0 (Ω,Rm)\{0}

∫
Ω

[
|∇U |2 +A(x)U ·U

]
dx

(
∫

Ω
|U |s dx)2/s

,

e colocamos νs( /0) = +∞. Com o objetivo de obter um resultado de compacidade, consider-
aremos também as seguintes hipóteses:

31
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(A3) lim
R→+∞

νs(R2\BR) = +∞.

(A4) Existem uma função K(x) ∈ L∞
loc(R

2), com K(x)≥ 1, e constantes α > 1, c0, R0 > 0 tais
que

K(x)≤ c0

[
1+
(

min
1≤i≤m

{a+
i (x)}

)1/α
]

para todo |x| ≥ R0,

onde a+
i (x) = maxx∈RN{0,ai(x)} para i = 1, · · · ,m.

Com respeito as funções gi(x), assumimos que elas são contínuas, estritamente positivas e
não são necessariamente limitadas em x proposto que seu crescimento seja controlado pelo
crescimento de A(x). Mais precisamente,

(F1) Existem contantes a0,b0 > 0 tais que a0 ≤ gi(x)≤ b0K(x), para todo x∈R2 e i = 1, · · · ,m.

Além disso, suponhamos que as não-linearidades satifazem as seguintes condições:

(F2) | fi(U)|= o(|U |) quando U → 0 uniformemente em x ∈ R2 e i = 1, · · · ,m.

(F3) Existe uma constante µ > 2 tal que

0 < µF(x,U)≤U ·∇F(x,U)

para todo (x,U) ∈ R2× (Rm\{0}).

(F4) Existem constantes S0,M0 > 0 tais que

0 < F(x,U)≤ M0|∇F(x,U)|,

para todo |U | ≥ S0 uniformemente em R2.

Motivados por desigualdades tipo Trudinger–Moser (ver [39]), dizemos que uma função f tem
crescimento subcrítico em +∞ se para todo β > 0

lim
|s|→+∞

| f (s)|
eβ s2 = 0 (3.1)

e f tem crescimento crítico em +∞ se existe β0 > 0 tal que

lim
|s|→+∞

| f (s)|
eβ s2 =

{
0 ∀ β > β0,

+∞ ∀ β < β0.
(3.2)

Agora estabeleceremos os principais resultados deste capítulo.

Teorema 3.1.1. Suponhamos que as funções fi têm crescimento subcrítico e (A1)–(A4), (F1)–
(F3) são satisfeitas. Então existe δ1 > 0 tal que (P) possui uma solução fraca não-trivial em
E sempre que 0 ≤ ‖H‖∗ < δ1. Além disso, se 0 < ‖H‖∗ < δ1, então (P) possui uma segunda
solução fraca em E.
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Teorema 3.1.2. Suponhamos que as funções fi têm crescimento crítico e satisfazem (A1)–(A4),
(F1)–(F4). Se, para algum i ∈ {1, · · · ,m},

(F5) existe η > 0 tal que lim
|U |→+∞

ui fi(U)e−2m−1β0|U |2 ≥ η , com U = (u1, · · · ,um) ∈ Rm,

então existe δ2 > 0 tal que (P) possui uma solução fraca não-trivial em E sempre que 0 ≤
‖H‖∗ < δ2. Além disso, se 0 < ‖H‖∗ < δ2, então (P) possui uma segunda solução fraca em E.

Por outro lado, se H(x) tem sinal definido no sentido que suas componentes são não-
negativas ou não-positivas, então vale o seguinte resultado.

Teorema 3.1.3. Sob as hipóteses dos Teoremas 3.1.1 ou 3.1.2, se H(x) ≥ 0 (H(x) ≤ 0) quase
sempre em R2, então o problema (P) possui duas soluções não-negativas (não-positivas), re-
spectivamente.

Observação 3.1.4. Precisamos assumir (F3) em R2× (Rm\{0}) devido à não limitação em x
da não-linearidade. Um exemplo típico de funções satisfazendo as hipóteses (F1)–(F4) é

F(x,U) = λg(x)|U |2eγ|U |2,

com constantes λ ,γ > 0 e g(x) > 0 para todo x ∈ Rn.

3.2 Alguns resultados preliminares

Seja Ω um domínio limitado em R2. A desigualdade de Trudinger-Moser (ver [39], [53]) afirma
que para todo β > 0 e u ∈ H1

0 (Ω)
eβu2

∈ L1(Ω).

Além disso, existe uma constante C > 0 tal que

sup
‖u‖H1

0 (Ω)≤1

∫
Ω

eβu2
dx ≤C|Ω| se β < 4π.

Nesta seção usaremos a seguinte extensão desses resultados para todo o espaço R2 obtido
por Cao [14] (ver também [29, 46]):

Lema 3.2.1. Se β > 0 e u ∈ H1 (R2) então∫
R2

(eβu2
−1) dx < +∞. (3.3)

Além disso, se ‖∇u‖2
2 ≤ 1, ‖u‖2 ≤ M < +∞ e β < 4π , então existe uma constante C =

C(M,β ) > 0, que depende somente de M e β , tal que∫
R2

(eβu2
−1) dx ≤C(M,β ). (3.4)
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Conforme visto no Capítulo 1 (ver Lema 1.2.1 e Proposição 1.2.4), nossa escolha do ambi-
ente variacional E assegura o mergulho contínuo em H1(R2,Rm) com

‖U‖2
E ≥ ζ‖∇U‖2

2, (3.5)

e compacto em L2
K(x)(R

2,Rm) para todo s ≥ 2.

Lema 3.2.2. Seja β > 0 e r≥ 1. Então, para cada θ > r, existe uma constante positiva C =C(θ)
tal que, para todo s ∈ R,

(eβ s2
−1)r ≤C(eθβ s2

−1). (3.6)

Em particular, para r ∈ [1,α), temos que K(x)(eβ |U |2 − 1) pertence a Lr(R2) para todo U ∈
H1(R2,Rm).

Demonstração. Para a prova da desigualdade (3.6) ver [30, Lema 2.2]. A seguir, provamos a
segunda afirmação do lema. Como K(x) ∈ L∞

loc(R
2), temos que∫

R2
K(x)r

(
eβ |U |2 −1

)r
dx ≤C1

∫
|x|≤R

(
eβ |U |2 −1

)r
dx+

∫
|x|>R

K(x)r
(

eβ |U |2 −1
)r

dx

≤C2

∫
|x|≤R

(
eθβ |U |2 −1

)
dx+C3

∫
|x|>R

K(x)r
(

eθβ |U |2 −1
)

dx.

Desde que

(eβ |U |2 −1)≤ 1
2m−1

m

∑
i=1

(
e2m−1βu2

i −1
)

, (3.7)

segue do Lema 3.2.1 que o primeiro termo é integrável. Para estimar o outro termo, notemos
que

∞

∑
j=1

(θβ ) j

j!

∫
|x|>R

K(x)r|U |2 j dx ≤θβ

∫
|x|>R

K(x)r|U |2 dx+
∞

∑
j=2

(θβ ) j

j!

∫
|x|>R

(
K(x)r|U |2

) j
dx,

onde usamos o fato que K(x) ≥ 1. Desde que k(x) = K(x)r|U(x)|2 ∈ L1(R2), podemos usar
a simetrização de Schwartz e o Lema Radial (ver [9, Lema A.IV]) para obtermos a seguinte
estimativa:

∞

∑
j=1

(θβ ) j

j!

∫
|x|>R

K(x)r|U |2 j dx

≤θβ

∫
|x|>R

K(x)r|U |2 dx+
∞

∑
j=2

(θβ ) j

j!

∫
|x|>R

|k∗(x)| j dx

≤θβ

∫
|x|>R

K(x)r|U |2 dx+
∞

∑
j=2

1
j!

(
θβ‖k(x)‖1

π1/2

) j ∫
|x|>R

|x|−2 j dx.
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Agora, usando mudança de variáveis, obtemos

∞

∑
j=1

(θβ ) j

j!

∫
|x|>R

K(x)r|U |2 j dx

≤θβ

∫
|x|>R

K(x)r|U |2 dx+2π

∞

∑
j=2

1
j!

(
θβ‖k(x)‖1

π1/2

) j ∫ ∞

R
s1−2 j ds

≤θβ

∫
|x|>R

K(x)r|U |2 dx+πR2
∞

∑
j=2

1
j!

(
θβ‖k(x)‖1

π1/2R2

) j

.

Além disso, segue de (A4) e desigualdade de Hölder que∫
R2

K(x)r|U |2 j dx ≤C4‖U‖2 j
2 j +C5

m

∑
i=1

∫
|x|>R0

(
a+

i (x)
)r/α |ui|2 j dx

≤C4‖U‖2 j
2 j +C5

m

∑
i=1

[∫
|x|>R0

a+
i (x)|ui|2 dx

]r/α [∫
|x|>R0

|ui|
2( jα−r)

α−r

]α−r
α

(3.8)

para todo j ≥ 1. A hipótese (A1) agora mostra que∫
|x|>R

a+
i (x)u2

i dx ≤
∫

R2

[
ai(x)u2

i +Du2
i
]

dx.

Substituindo em (3.8) e usando (A2) e mergulho contínuo E ↪→ Ls(R2,R2), para todo s ≥ 2,
podemos concluir que∫

R2
K(x)r|U |2 j dx ≤C6‖U‖2 j

2 j +C7‖U‖
2r
α

E ‖U‖
2( jα−r)

α

2( jα−r)
α−r

≤C8‖U‖2 j
E .

(3.9)

Logo, o Teorema da Convergência Monótona implica que∫
R2

K(x)r
(

eβ |U |2 −1
)r

dx

≤C1

∫
|x|≤R

(
eθβ |U |2 −1

)
dx+C3

[
Cθβ‖U‖2

E +πR2
∞

∑
j=2

1
j!

(
Cθβ‖U‖2

E

π1/2R2

) j
]

≤C1

∫
|x|≤R

(
eθβ |U |2 −1

)
dx+C3

∞

∑
j=1

1
j!

(
Cθβ‖U‖2

E

π1/2R2

) j

≤C1

∫
|x|≤R

(
eθβ |U |2 −1

)
dx+C3

[
e

(
Cθβ‖U‖2

E
π1/2R2

)
−1

]
,

(3.10)

o que completa a prova.
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Corolário 3.2.3. Se U ∈ E, β > 0, q > 0 e ‖U‖E ≤ M com 2m−1βM2 < 4πζ , então existe
C = C(m,β ,M,q,ζ ) > 0 tal que∫

R2
K(x)|U |q(eβ |U |2 −1)dx ≤C‖U‖q

E .

Demonstração. Pela desigualdade de Hölder,

∫
R2

K(x)|U |q
(

eβ |U |2 −1
)

dx ≤ ‖U‖q
qs

[∫
R2

K(x)r
(

eβ |U |2 −1
)r

dx
]1/r

, (3.11)

onde tomamos r > 1 próximo a 1 e s = r/(r−1). Agora, consideremos θ > r próximo a r tal
que 2m−1θβM2 < 4πζ . Por (3.7), (3.10) e Lema 3.2.1, temos que∫

R2
K(x)|U |q

(
eβ |U |2 −1

)
dx

≤C1

{
m

∑
i=1

∫
|x|≤R

[
e

2m−1θβM2
ζ

(
ui

‖∇U‖2

)2

−1

]
dx+C2

[
e

(
CθβM2

π1/2R2

)
−1

]}1/r

‖U‖q
qs

≤C3‖U‖q
E .

(3.12)

O próximo resultado é uma extensão do Lema de Lion para todo R2. A demonstração é
uma adaptação da prova dada em [30].

Lema 3.2.4. Seja (Wn) uma sequência em H1(R2,Rm) com ‖Wn‖1,2 = 1 e suponhamos que

Wn ⇀ W0 em H1(R2,Rm) com ‖W0‖1,2 < 1. Então para todo 0 < p <
4π

2m−1(1−‖W0‖2
1,2)

temos
sup

n

∫
R2

(
ep|Wn|2 −1

)
dx < +∞.

Demonstração. Desde que Wn ⇀ W0 e ‖Wn‖1,2 = 1, concluímos que

‖Wn−W0‖2
1,2 = 1−2〈Wn,W0〉E +‖W0‖2

1,2 → 1−‖W0‖2
1,2 <

4π

2m−1 p
.

Assim, para n suficientemente grande temos que 2m−1 p‖Wn −W0‖2
1,2 < σ < 4π para algum

σ > 0. Agora, escolhendo q > 1 próximo a 1 e ε > 0 satisfazendo

2m−1qp(1+ ε
2)‖Wn−W0‖2

1,2 < σ ,

segue por (3.7) e Lema 3.2.1 que

∫
R2

(
eqp(1+ε2)|Wn−W0|2 −1

)
dx ≤ 1

2m−1

m

∑
i=1

∫
R2

(
e

2m−1qp(1+ε2)‖Wn−W0‖2
1,2(

Wi
n−Wi

0
‖Wn−W0‖1,2

)2

−1

)
dx ≤C.
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Além disso, como p|Wn|2 ≤ p(1+ ε2)|Wn−W0|2 + p(1+1/ε2)|Z0|2, temos que

ep|Wn|2 −1 ≤
(

ep(1+ε2)|Wn−W0|2ep(1+1/ε2)|W0|2 −1
)

≤1
q

(
eqp(1+ε2)|Wn−W0|2 −1

)
+

1
r

(
erp(1+1/ε2)|W0|2 −1

)
,

onde na última expressão usamos a desigualdade de Young

ab ≤ aq

q
+

br

r
,

com a,b > 0 e 1/q+1/r = 1. Portanto,∫
R2

(
ep|Wn|2 −1

)
dx ≤ 1

q

∫
R2

(
eqp(1+ε2)|Wn−W0|2 −1

)
dx+

1
r

∫
R2

(
erp(1+1/ε2)|W0|2 −1

)
dx ≤C

para n suficientemente grande e o resultado está provado.

O seguinte resultado, também provado em [30], fornece um tipo de recíproca do Teorema
da Convergência Dominada de Lebesgue em H1(R2).

Lema 3.2.5. Seja (un) uma sequência em H1(R2) fortemente convergente. Então existe uma
subsequência (unk) de (un) e ` ∈ H1(R2) tal que unk(x)→ u(x) e |unk(x)| ≤ `(x) quase sempre
em R2.

Com o objetivo de mostrarmos que o limite fraco de uma sequência em E é uma solução
fraca de (P) usaremos o seguinte resultado, obtido em [25] por de Figueiredo et al.

Lema 3.2.6. Seja Ω ⊂ R2 um domínio limitado e f : R → R uma função contínua. Então
para qualquer sequência {un} em L1(Ω) tal que un → u em L1(Ω) com f (un) ∈ L1(Ω) e∫

Ω
| f (un)un|dx ≤C, temos f (un)→ f (u) in L1(Ω).

3.3 A estrutura variacional

Agora consideramos o funcional associado ao problema (P) dado por

I(U) =
1
2
‖U‖2

E −
∫

R2
F(x,U)dx−

∫
R2

H(x) ·U dx. (3.13)

Sob nossas hipóteses temos que I é bem definido e de classe C1 sobre E. De fato, por (F1) e
(F2), dado ε > 0 existe δ > 0 tal que |∇F(x,U)| ≤ εK(x)|U | sempre que |U | < δ . Por outro
lado, para β > 0 (caso subcrítico) ou β > β0 (caso crítico), temos que existe C > 0 tal que
| fi(U)| ≤C(eβ |U |2 −1) para todo |U | ≥ δ . Assim,

|∇F(x,U)| ≤
m

∑
i=1

gi(x)| fi(U)|

≤εK(x)|U |+C1K(x)(eβ |U |2 −1),

(3.14)
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para todo (x,U) ∈ R2×Rm. Usando (F3) e a desigualdade de Hölder, obtemos que∫
R2
|F(x,U)|dx ≤ε

∫
R2

K(x)|U |2 dx+C1

∫
R2

K(x)|U |
(

eβ |U |2 −1
)

dx

≤ε

∫
R2

K(x)|U |2 dx+C1‖U‖s

[∫
R2

K(x)r
(

eβ |U |2 −1
)r

dx
]1/r

,

onde r ∈ [1,α) e s = r/(r− 1). Considerando o mergulho contínuo E ↪→ Ls
K(x)(R

2,Rm) para
s ≥ 2 e Lema 3.2.2, segue que F(x,U) ∈ L1(R2) e, consequentemente, I está bem definido.

Na sequência, mostramos que o funcional I é de classe C1 sobre E. Com efeito, fazendo

N(x,U) =
∫

R2
F(x,U)dx, temos pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

〈I′(U),V 〉=〈U,V 〉E − lim
t→0

1
t
[N(x,U + tV )−N(x,U)]−

∫
R2

H(x) ·V dx

=〈U,V 〉E −
∫

R2
V ·∇F(x,U)dx−

∫
R2

H(x) ·V dx,

para todo V ∈ E. Como I′(U) é linear e limitada, basta mostrarmos que a derivada de Gáteaux
de I é contínua. É claro que o primeiro e o último termo são C1. Assim, resta provarmos que N
é C1. Seja Un →U em E. Pelo Lema 3.2.5, existe uma subsequência Unk em E e `(x)∈H1(R2)
tal que Unk(x)→U(x) e |Unk(x)| ≤ `(x) quase sempre em R2. Dado V ∈ E, definimos

Gnk(x) = V (x) ·∇F(x,Unk(x)).

Então
Gnk(x)→ G(x) = V (x) ·∇F(x,U(x))

quase sempre em R2 e desde que a expressão (3.14) fornece

|Hnk | ≤ K(x)|V |`(x)+K(x)|V |(eβ`2
−1),

segue que Hnk(x) é integrável. Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue
mais uma vez, para concluirmos que

lim
n→+∞

∫
R2

Hnk(x)dx =
∫

R2
H(x)dx.

Logo, para cada V ∈ E com ‖V‖E = 1, obtemos

〈N′(Unk)−N′(U),V 〉 ≤
∫

R2
|V · [∇F(x,Unk)−∇F(x,U)] dx,

e daí
lim

k→+∞
‖N′(Un)−N′(U)‖E ′ = 0.

Isto completa a prova.
As condições geométricas do Teorema do Passo da Montanha para o funcional I são estab-

elecidas por nossos próximos dois lemas.
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Lema 3.3.1. Suponhamos que (A1)-(A2), (A4), (F1)-(F3) valem e que as funções fi tem cresci-
mento subcrítico ou crítico para todo i = 1, · · · ,m. Então existe δ1 > 0 tal, que para cada
H ∈ (H1(R2,Rm))∗ com ‖H‖∗ < δ1, existe ρH > 0 tal que

I(U) > 0 sempre que ‖U‖E = ρH .

Demonstração. Do mesmo modo que provamos (3.14) podemos ver que

|∇F(x,U)| ≤ εK(x)|U |+C1K(x)|U |q−1(eβ |U |2 −1) (3.15)

com q > 2. Assim, usando (F3) e o mergulho contínuo de E em Ls
K(x)(R

2,Rm) temos que

I(U)≥
(

1
2
− ε

)
‖U‖2

E −C1

∫
R2

K(x)|U |q
(

eβ |U |2 −1
)

dx−
∫

R2
H(x) ·U dx.

Desde que 2m−1βσ2 < 4πζ se ‖U‖E < σ é suficientemente pequeno, aplicamos o Corolário 3.2.3
para concluirmos que existe ρH > 0 tal que I(u) > 0 sempre que ‖U‖E = ρH e ‖H‖∗ é suficien-
temente pequeno. De fato, ρH satisfaz a desigualdade(

1
2
− ε

)
ρH −C1ρ

q−1
H −‖H‖∗ > 0

e notamos que podemos tomar ρH suficientemente pequeno quando ‖H‖∗→ 0.

Lema 3.3.2. Suponhamos que (F1) e (F3) valem e as funções fi satisfazem (3.1) (ou (3.2)).
Então existe e ∈ E com ‖e‖E > ρH tal que

I(e) < inf
‖U‖=ρH

I(U).

Demonstração. Como na prova do Teorema 1.1.1, fazemos uso da representação em coorde-
nadas polares na hipótese (F3) para encontrarmos que

F(x,U)≥
(

min
|W |=1

F(x,W )
)
|U |µ > 0 (3.16)

para todo x ∈ R2 e |U | ≥ 1. Assim, para todo U ∈ E\{0} com suporte compacto e |U | ≥ 1,
temos que

F(x,U)≥C|U |µ . (3.17)

Logo, denotando K = supp(U) e usando (F1), obtemos que

I(tU)≤ t2

2
‖U‖2

E −Ctµ

∫
K
|U |µ dx− t

∫
R2

H(x) ·U dx

para todo t > 0 e desde que µ > 2, seque que I(tU)→−∞ quando t →+∞. Portanto, e = tU
com t suficientemente grande satisfaz o lema.
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Com o objetivo de encontrar uma bola apropriada para usarmos argumentos de minimiza-
ção, necessitamos do seguinte resultado cuja prova é dada em [30].

Lema 3.3.3. Se as funções fi satisfazem (3.1) (ou (3.2)), então existem γ > 0 e V ∈ E com
‖V‖E = 1 tais que I(tV ) < 0 para todo 0 < t < γ . Em particular,

inf
‖U‖≤γ

I(U) < 0.

Lema 3.3.4. Suponhamos que (F3) vale e fi satisfaz (3.1) (ou (3.2)) para todo i = 1, · · · ,m.
Então, qualquer sequência de Palais-Smale para I é limitada em E.

Demonstração. Seja (Un) ⊂ E uma sequência tal que I(Un) → c e I′(Un) → 0, isto é, para
qualquer W ∈ E,

1
2
‖Un‖2

E −
∫

R2
F(x,Un)dx−

∫
R2

H(x) ·Un dx = c+δn (3.18)

e ∣∣∣∣∫R2
[∇Un ·∇W +A(x)Un ·W ] dx−

∫
R2

W ·∇F(x,Un)dx−
∫

R2
H(x) ·W dx

∣∣∣∣≤ εn‖W‖E ,

(3.19)

onde δn → 0 e εn → 0 quando n→+∞. Tomando W =−Un em (3.19) e usando (F3), obtemos
que

µ(c+δn)+ εn‖Un‖E +(µ −1)
∫

R2
H(x) ·Un dx

≥
(

µ

2
−1
)
‖Un‖2

E −
∫

R2
[µF(x,Un)−Un ·∇F(x,Un)] dx

≥
(

µ

2
−1
)
‖Un‖2

E .

Assim, ‖Un‖E ≤C. Agora, por (3.18) e (3.19) segue que∫
R2

F(x,Un)dx ≤C e
∫

R2
Un ·∇F(x,Un)dx ≤C.

Logo, a menos de subsequência, temos que Un ⇀U fracamente em E, Un →U em Ls(R2,Rm)
para todo s ≥ 2 e Un(x)→U(x) quase sempre em R2. De acordo com o Lema 3.2.6, temos

fi(Un)→ fi(U) em L1
loc(R

2),

para todo i = 1, · · · ,m. Passando o limite em (3.19), vemos que∫
R2

[∇U ·∇W +A(x)U ·W ] dx =
∫

R2
W ·∇F(x,U)dx+

∫
R2

H(x) ·W dx,

para todo W ∈C∞
0 (R2,Rm). Como C∞

0 (R2,Rm) é denso em E, concluímos que U é uma solução
fraca de (P). É imediato ver que se H 6≡ 0 então U é não-trivial.
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Lema 3.3.5. Suponhamos que as funções fi têm crescimento crítico e satisfazem (F4). Se
(Un)⊂ E é uma sequência de Palais-Smale para I e U0 é seu limite fraco, então

lim
n→+∞

∫
R2
|F(x,Un)−F(x,U0)|dx = 0.

Demonstração. Pelo Lema 3.2.6 temos que fi(Un) → fi(U0) em L1(BR), para todo R > 0 e
cada i ∈ {1, · · · ,m}. Assim, pelo recíproco do Teorema de Lebesgue, existe pi(x) ∈ L1(BR) tal
que fi(Un(x))≤ pi(x) quase sempre em BR. Seja

Ω = {x ∈ BR : |Un(x)| ≤ S0, para todo n ∈ N}.

Então, (F1) e (F4) mostram que

F(x,Un(x))≤sup
Ω

F(x,Un(x))+M0|∇F(x,U)|

≤sup
Ω

F(x,Un(x))+CM0

m

∑
i=1

pi(x)

quase sempre em BR. Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue obtemos

lim
n→+∞

∫
BR

|F(x,Un)−F(x,U0)|dx = 0.

Para estimar a convergência em R2\BR, notemos que (3.14) e (F3) implicam que∫
|x|>R

|F(x,Un)|dx =C1

∫
|x|>R

K(x)|Un|2 dx+C2

∫
|x|>R

K(x)|Un|
(

eβ |Un|2 −1
)

dx. (3.20)

Aplicando a desigualdade de Hölder e usando a equação (3.10) sobre R2\BR, temos que

∫
|x|>R

K(x)|Un|
(

eβ |Un|2 −1
)

dx ≤C2‖Un‖s

[∫
|x|>R

K(x)r
(

eβ |Un|2 −1
)r

dx
]1/r

≤C3‖Un‖s

∞

∑
j=1

1
j!

(
Cθβ‖Un‖2

E

π1/2R2

) j

,

onde r ∈ [1,α) e s = r/(r−1). Do Lema 3.3.4, vemos que (Un) é limitada em E, e assim

∞

∑
j=1

1
j!

(
Cθβ‖Un‖2

E

π1/2R2

) j

≤C.

Logo, pelo Lema de Brezis-Lieb (ver [55], Lema 1.32) e a compacidade do mergulho E ↪→
Lp

K(x)(R
2,Rm) para p ≥ 2, dado δ > 0 existe R > 0 tal que∫

|x|>R
K(x)|Un|p dx < δ .
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Por (3.20) concluímos que∫
|x|>R

|F(x,Un)|dx ≤Cδ and
∫
|x|>R

|F(x,U0)|∞dx ≤Cδ .

Desde que∣∣∣∣∫R2
[F(x,Un)−F(x,U0)] dx

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣∫BR

[F(x,Un)−F(x,U0)] dx
∣∣∣∣

+
∫
|x|>R

|F(x,Un)| dx+
∫
|x|>R

|F(x,U0)| dx

≤Cδ ,

e δ é arbitrário, o lema está provado.

3.4 Prova do Teorema 3.1.1

Usaremos o Teorema do Passo da Montanha para obtermos uma solução não-trivial do prob-
lema (P). Seja (Un)⊂ E tal que I(Un)→ cM e I′(Un)→ 0 em E ′. Desde que

‖Un−U‖2
E = 〈I′(Un)− I′(U),Un−U〉+

∫
R2

(Un−U) · [∇F(x,Un)−∇F(x,U)] dx,

temos que a condição de Palais-Smale é satisfeita se

lim
n→+∞

∫
R2

(Un−U) · [∇F(x,Un)−∇F(x,U)] dx = 0.

Por (3.14) e desigualdade de Hölder, segue que∫
R2
|∇F(x,Un)−∇F(x,U0)| |Un−U |dx

≤C1

∫
R2

K(x)(|Un|+ |U |)|Un−U |dx

+C2

∫
R2

K(x)
[(

eβ |Un|2 −1
)

+
(

eβ |U |2 −1
)]
|Un−U |dx

≤C1

∫
R2

K(x)(|Un|+ |U |)|Un−U |dx

+C3‖Un−U‖s

{∫
R2

K(x)r
[(

eβ |Un|2 −1
)r

+
(

eβ |U |2 −1
)r]

dx
}1/r

,

com r > 1 próximo a 1 e s = r/(r−1). Desde que cada função fi tem crescimento subcrítico e
E ↪→ Ls

K(x)(R
2) é compacto para s ≥ 2, o segundo termo na desigualdade acima converge para

zero.
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Agora, para estimarmos o outro termo usamos a desigualdade de Höder e a equação (1.8)
no Lema 1.2.2, de forma que∫

R2
K(x)(|Un|+ |U |)|Un−U |dx

≤

[(∫
R2

K(x)|Un|2 dx
)1/2

+
(∫

R2
K(x)|U |2 dx

)1/2
](∫

R2
K(x)|Un−U |2 dx

)1/2

≤C1

{
‖Un−U‖2

2 +C2‖Un−U‖2/α

E ‖Un−U‖2(α−1)/α

2

}1/2
,

onde usamos o fato que (Un) é limitada em E (ver Lema 3.3.4). Assim, segue do mergulho
compacto de E em L2(R2,Rm) que∫

R2
K(x)(|Un|+ |U |)|Un−U |dx → 0 quando n →+∞.

Logo, as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha são satisfeitas e, em consequência, o
funcional I tem um ponto crítico UM no nível minimax

cM = inf
ϕ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(ϕ(t)) e

Γ = {ϕ ∈C([0,1],Rm) : ϕ(0) = 0, I(ϕ(1)) < 0}.

Por outro lado, se H 6≡ 0, então obtemos uma segunda solução de (P) com energia negativa.
Com efeito, seja ρH como no Lema 3.3.1. Desde que BρH é um espaço métrico completo
e convexo com a métrica dada pela norma de E e o funcional I é de classe C1 e limitado
inferiormente sobre BρH , segue pelo Princípio Variacional de Ekeland que existe uma sequência
(Un) em BρH tal que

I(Un)→ c0 = inf
‖U‖≤ρh

I(U) e ‖I′(Un)‖E ′ → 0. (3.21)

Agora aplicamos o argumento acima outra vez para concluirmos que o problema (P) possui
uma solução U0 tal que I(U0) = c0 < 0.

3.5 Prova do Teorema 3.1.2

Nesta seção assumimos que as funções fi têm crescimento crítico. Para obtermos uma infor-
mação mais precisa sobre o nível minimax obtido pelo Teorema do Passo da Montanha, vamos
considerar a seguinte sequência de funções, também consideradas por Moser (ver [39]):

M̃n(x,r) = (2π)−
1
2


(log(n))1/2, se |x| ≤ r/n

log( r
|x|)

(log(n))1/2 , se r/n ≤ |x| ≤ r

0, se |x| ≥ r.
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Notemos que M̃n(·,r) ∈ H1(R2), supp(M̃n(x,r)) = Br,∫
R2
|∇M̃n(x,r)|2 dx = 1 e

lim
n→+∞

∫
R2
|M̃n(x,r)|2 dx = 0.

(3.22)

Além disso, considerando Mn(x,r) = (M̃n(x,r),0, · · · ,0)/‖(M̃n(x,r),0, · · · ,0)‖E , podemos es-
crever

|Mn(x,r)|2 =
log(n)

2π
+

log(n)
2π

(
1

‖(M̃n(x,r),0, · · · ,0)‖E
−1
)

=
log(n)

2π
+dn

para todo |x| ≤ r/n. Usando (3.22), concluímos que

dn

log(n)
→ 0 quando n →+∞. (3.23)

Assumiremos o seguinte resultado que será provado posteriormente.

Lema 3.5.1. Suponhamos que (A1)-(A4) e (F1)-(F3) valem. Então

max
t≥0

{
t2

2
−
∫

R2
F(x, tMn)dx

}
<

2π

2m−1β0
.

Observação 3.5.2. Segue imediatamente que se ‖H‖∗ é suficientemente pequena, então

max
t≥0

{
t2

2
−
∫

R2
F(x, tMn)dx− t

∫
R2

H(x) ·Mn dx
}

<
2π

2m−1β0
.

Em vista dos lemas 3.3.1 e 3.3.3 podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha sem
a condição de Palais-Smale para obtermos uma sequência (Un) ⊂ E tal que I(Un) → cM > 0
e I′(Un) → 0 onde cM é o nível do passo da montanha. Pelo Lema 3.3.4, (Un) é limitada e
converge fracamente em E para uma solução fraca UM do problema (P). Vamos mostrar que
UM é não-trivial também no caso H ≡ 0. Suponhamos, por contradição, que UM ≡ 0. Desde
que o Lema 3.3.5 fornece ∫

R2
F(x,Un)dx → 0

quando n →+∞, concluímos que

lim
n→+∞

‖Un‖2
E = lim

n→+∞
2
(

cM +
∫

R2
F(x,Un)dx

)
= 2cM. (3.24)
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Agora, como Un → 0 em L2(R2,Rm) temos por (A1) que

lim
n→+∞

‖∇Un‖2
2 ≤ lim

n→+∞

(∫
R2

[|∇Un|2 +A+(x)Un ·Un]dx−D‖Un‖2
2

)
≤ lim

n→+∞
‖Un‖2

E

=2cM.

Assim, dado ε > 0, temos ‖∇Un‖2
2 ≤ 2cM + ε para n suficientemente grande. Pelo Lema 3.5.1,

o nível cM é menor que 2π/2m−1β0 e podemos tomar β > β0 tal que cM < 2π/2m−1β . Conse-
quentemente,

2m−1
β‖∇Un‖2

2 < 4π

para todo ε > 0 suficientemente pequeno e n grande. Afirmamos que

lim
n→+∞

∫
R2

Un ·∇F(x,Un)dx = 0.

Com efeito, usando a expressão (3.14), hipótese (F1) e a desigualdade de Hölder temos que

lim
n→+∞

∫
R2

Un ·∇F(x,Un)dx ≤C lim
n→+∞

∫
R2

K(x)|Un|q
(

eβ |Un|2 −1
)

dx

≤C lim
n→+∞

‖Un‖q
qs

[∫
R2

K(x)r
(

eβ |Un|2 −1
)r

dx
]1/r

com r > 1 próximo a 1 e s = r/(r−1). Seja θ > r próximo a r tal que

2m−1
θβ‖∇Un‖2

2 < 4π.

Assim, usando a mesma argumentação da prova do Lema 3.2.2 vemos que∫
R2

K(x)r
(

eβ |Un|2 −1
)r

dx

≤C1

m

∑
i=1

∫
|x|≤R

e
2m−1θβ‖∇Un‖2

2

(
ui
n

‖∇Un‖2

)2

−1

 dx+C2

[(
Cθβ‖Un‖2

E
π1/2R2

)
−1

]
≤C3.

(3.25)

Logo,

lim
n→+∞

∫
R2

Un ·∇F(x,Un)dx = 0.

Mas, como I′(Un)→ 0, obtemos que ‖Un‖E → 0, o que contradiz (3.24) pois cM > 0. Assim,
UM é não-trivial e a prova está completa.

Agora, provaremos que para cada H ∈ (H1(R2,Rm))∗ com 0 < ‖H‖∗ < δ1, podemos en-
contrar uma segunda solução tipo mínimo U0 de (P) com I(U0) = c0 < 0, onde c0 é definido
em (3.21). Com efeito, tomando ρH como no Lema 3.3.1, podemos escolher δ1 > 0 suficien-
temente pequeno tal que

ρH < (πζ/2m−3
β0)1/2,
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onde ζ é dado por (3.5). Desde que BρH é um espaço métrico completo convexo com métrica
dada pela norma de E e o funcional I é de classe C1 e limitado inferiormente sobre BρH , segue
pelo Pricípio Variacional de Ekeland que existe uma sequência (Un) em Bρh tal que

I(Un)→ c0 = inf
‖U‖≤ρH

I(U) e ‖I′(Un)‖E ′ → 0.

Como
‖Un‖2

E ≤ ρ
2
H < πζ/2m−3

β0,

o lema abaixo implica que existe uma subsequência de (Un) que converge fortemente para uma
solução U0 de (P). Portanto, I(U0) = c0 < 0.

Lema 3.5.3. Se (Un) é uma sequência de Palais-Smale para I em qualquer nível com

liminf
n→+∞

‖Un‖2
E <

π

2m−3β0
ζ ,

então (Un) possui uma subsequência que converge fortemente para uma solução U0 de (P).

Demonstração. Desde que ‖Un‖E é limitada, a menos de subsequência, podemos assumir que

liminf
n→+∞

‖Un‖E = lim
n→+∞

‖Un‖E .

Pelo Lema 3.3.4 temos que Un ⇀ U0 fracamente em E, onde U0 é uma solução de (P). Es-
crevendo Un = U0 +Wn, segue que Wn ⇀ 0 em E e

‖Un‖2
E = ‖U0‖2

E +‖Wn‖2
E +on(1). (3.26)

Afirmamos que∫
R2

U0 ·∇F(x,Un)dx →
∫

R2
U0 ·∇F(U0)dx quando n →+∞. (3.27)

De fato, desde que C∞
0 (R2,Rm) é denso em E, para todo τ > 0 existe V ∈C∞

0 (R2,Rm) tal que
‖V −U0‖E < τ . Observando que∣∣∣∣∫R2

U0 · [∇F(x,Un)−∇F(x,U0)] dx
∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣∫R2

(U0−V ) ·∇F(x,Un)dx
∣∣∣∣

+‖V‖∞

∫
supp(V )

|∇F(x,Un)−∇F(x,U0)|dx

+
∣∣∣∣∫R2

(U0−V ) ·∇F(x,U0)dx
∣∣∣∣

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz e o fato que |〈I′(Un),U0 −V 〉| ≤ εn‖U0 −V‖E
com ‖εn‖→ 0, concluímos que∣∣∣∣∫R2

(U0−V ) ·∇F(x,Un)dx
∣∣∣∣≤ εn‖U0−V‖E +‖Un‖E‖U0−V‖E +‖H‖∗‖U0−V‖E

≤C‖U0−V‖E < Cτ,
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onde C é independente de n e τ . Analogamente, usando que 〈I′(U0),U0−V 〉= 0, temos que∣∣∣∣∫R2
(U0−V ) ·∇F(x,U0)dx

∣∣∣∣< Cτ.

Desde que fi(Un)→ fi(U0) em L1
loc(R

m), segue por (F1) que∫
supp(V )

|∇F(x,Un)−∇F(x,U0)|dx

≤C
m

∑
i=1

∫
supp(V )

| fi(Un)− fi(U0)|dx → 0

quando n →+∞. Assim,

lim
n→+∞

∣∣∣∣∫R2
U0 · [∇F(x,Un)−∇F(x,U0)] dx

∣∣∣∣< 2Cτ

o que implica (3.27) porque τ é arbitrário.
De (3.26) e (3.27), podemos escrever

〈I′(Un),Un〉= 〈I′(U0),U0〉+‖Wn‖2
E −

∫
R2

Wn ·∇F(x,Un)dx+on(1),

isto é,
‖Wn‖2

E =
∫

R2
Wn ·∇F(x,Un)dx+on(1). (3.28)

Por (3.14), temos que∣∣∣∣∫R2
Wn ·∇F(x,Un)dx

∣∣∣∣≤ C1

∫
R2

K(x)|Un||Wn|dx+C2

∫
R2

K(x)(eβ |Un|2 −1)|Wn|dx.

Como na prova do caso subcrítico, verificamos que a primeira integral converge para zero em
L1(R2). Para estimar a segunda integral, usamos a desigualdade de Hölder tal que∫

R2
K(x)

(
eβ |Un|2 −1

)
|Wn|dx

≤
[∫

R2
K(x)r

(
eβ |Un|2 −1

)r
dx
]1/r

‖Wn‖s

≤C1

 m

∑
i=1

∫
|x|≤R

e
2m−1θβ‖Un‖2

E
ζ

(
ζ 1/2ui

n
‖Un‖E

)2

−1

 dx

+ C2

[∫
|x|>R

K(x)r
(

eβ0|Un|2 −1
)r

dx
]}1/r

‖Wn‖s,

onde r > 1 próximo a 1, s = r/(r−1) e escolhemos θ > r próximo a r tal que 2m−1θβ‖Un‖2
E <

4πζ . Pelo mergulho compacto E ↪→ Lt(R2,Rm) para t ≥ 2, obtemos∫
R2

Wn ·∇F(x,Un) dx → 0.

Isto, junto com (3.28), implica que ‖Wn‖E → 0 e o resultado segue.
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Agora, mostraremos que as soluções U0 e UM são distintas.

Proposição 3.5.4. As soluções U0 e UM do problema (P) obtidas anteriormente são distintas.

Demonstração. Suponhamos por contradição que U0 ≡UM. Provamos anteriormente que ex-
istem subsequências (Un) e (Vn) em E tais que

Un →U0, I(Un)→ c0 < 0, 〈I′(Un),Un〉 → 0, (3.29)

e
Vn ⇀ UM, I(Vn)→ cM > 0, 〈I′(Vn),Vn〉 → 0. (3.30)

Fazendo
Wn =

Vn

‖Vn‖1,2
e W0 =

U0

limn→+∞ ‖Vn‖1,2
,

obtemos ‖Wn‖1,2 = 1 e Wn ⇀ W0 em H1(R2,Rm). Desde que a norma é uma função semicon-
tínua inferiormente com respeito à convergência fraca, segue que limn→+∞ ‖Vn‖1,2 ≥‖U0‖1.2 >
0. Assim, temos duas possibilidades:

(i)‖W0‖1,2 = 1 ou (ii)‖W0‖1,2 < 1.

Se (i) acontece, então lim
n→+∞

‖Vn‖1,2 = ‖U0‖1,2 e, consequentemente, Vn →U0 em H1(R2,Rm).

Pelo Lema 3.2.5, existe ` ∈ H1(R2) tal que |Vn(x)| ≤ `(x) quase sempre em R2. Por (3.14)
temos que

|Vn ·∇F(x,Vn)| ≤C1K(x)|`|2 +C2K(x)|`|(eβ`2
−1)

quase sempre em R2 o qual é integrável. Então, pelo Teorema da Convergência Dominada de
Lebesgue concluímos que∫

R2
Vn ·∇F(x,Vn) dx →

∫
R2

U0 ·∇F(x,U0)dx.

Analogamente, ∫
R2

Un ·∇F(x,Un) dx →
∫

R2
U0 ·∇F(x,U0)dx,

proposto que Un →U0 em E. Desde que

〈I′(Un),Un〉= ‖Un‖2
E −

∫
R2

Un ·∇F(x,Un)dx−
∫

R2
H(x) ·Un dx → 0

e
〈I′(Vn),Vn〉= ‖Vn‖2

E −
∫

R2
Vn ·∇F(x,Vn) dx−

∫
R2

H(x) ·Vn dx → 0,

concluímos que
lim

n→+∞
‖Vn‖2

E = lim
n→+∞

‖Un‖2
E = ‖U0‖2

E .

Logo, I(Vn)→ I(U0) = c0 e isto é uma contradição com (3.29)–(3.30).
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Agora, suponhamos que (ii) acontece. Desde que podemos tomar ρH → 0 quando ‖H‖∗→
0, temos que c0 → 0 quando ‖H‖∗→ 0. Assim, existe δ2 > 0 tal que, se 0 < ‖H‖∗ < δ2, então

max
t≥0

I(tMn) < c0 +
π

2m−2β0
.

Portanto,

2m−1
β0 <

2π

cM − I(U0)

e podemos escolher q > 1 suficientemente próximo a 1 tal que

2m−1qβ0‖Vn‖2
1,2 ≤

2π

cM − I(U0)
‖Vn‖2

1,2− δ̃ (3.31)

para algum δ̃ > 0. Desde que Vn ⇀ U0, segue do Lema 3.3.5 e do mergulho compacto E ↪→
L2(R2,Rm) que

1
2

lim
n→+∞

‖Vn‖2
1,2(1−‖W0‖2

1,2) =
1
2

lim
n→+∞

(‖Vn‖2
1,2−‖U0‖2

1,2)

≤cM − I(U0)−
1
2

∫
R2

[A(x)Vn ·Vn−A(x)U0 ·U0] dx

≤cM − I(U0),

onde usamos o fato que

lim
n→+∞

∫
R2

A(x)Vn ·Vn dx =
∫

R2
A+(x)Vn ·Vn dx−

∫
R2

A−(x)Vn ·Vn dx

≥
∫

R2
A+(x)U0 ·U0 dx

≥
∫

R2
A(x)U0 ·U0 dx

segundo o Lema de Fatou. Assim, para n suficientemente grande temos

2m−1qβ0‖Vn‖2
1,2 ≤

4π

1−‖W0‖2
1,2

−δ

para algum δ > 0. Logo, tomando p = (q+ ε)β0‖Vn‖2
1,2 no Lema 3.2.4, concluímos que

∫
R2

(e(q+ε)β0‖Vn‖2
1,2|Wn|2 −1)dx ≤C (3.32)

para ε > 0 suficientemente pequeno.
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Agora, usando (3.14) e a desigualdade de Hölder obtemos∣∣∣∣∫R2
(Vn−U0) ·∇F(x,Vn) dx

∣∣∣∣≤C1

∫
R2

K(x)|Vn||Vn−U0|dx

+C2

∫
R2

K(x)|Vn−U0|(eβ0‖Vn‖2
1,2|Wn|2 −1)dx

≤C1

(∫
R2

K(x)|Vn|2 dx
)1/2(∫

R2
K(x)|Vn−U0|2 dx

)1/2

+C2‖Vn−U0‖q′

[∫
R2

K(x)q
(

eβ0‖Vn‖2
1,2|Wn|2 −1

)q
dx
]1/q

.

Por (3.32) e (3.9) obtemos∣∣∣∣∫R2
(Vn−U0)· ∇F(x,Vn) dx|

≤C3‖Vn−U0‖2
2 +C4‖Vn−U0‖

2r
α

E ‖Vn−U0‖
2(α−r)

α

2 +C5‖Vn−U0‖q′

Assim, o mergulho compacto E ↪→ L2
K(x)(R

2,Rm) fornece∣∣∣∣∫R2
(Vn−U0) ·∇F(x,Vn) dx

∣∣∣∣→ 0

quando n →+∞. Esta convergência junto com o fato que I′(Vn)(Vn−U0)→ 0 mostra que∫
R2

∇Vn · [∇(Vn−U0)] dx+
∫

R2
A(x)Vn · (Vn−U0)dx → 0.

Desde que Vn ⇀ U0 temos∫
R2

∇U0 · [∇(Vn−U0)] dx+
∫

R2
A(x)U0 · (Vn−U0) dx → 0.

Consequentemente, Vn → U0 em E e I(Vn) → I(U0) = c0, mas isso contradiz (3.29)–(3.30).
Portanto, U0 6= UM.

3.5.1 Sobre o nível mínimo - Prova do Lema 3.5.1

Demonstração. Sem perda de generalidade podemos assumir a0 = 1 em (F1). Suponhamos
por contradição que

max
t≥0

Ψn(t)≥
2π

2m−1β0
,

onde

Ψn(t) =
t2

2
−
∫

R2
F(x, tMn)dx.
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Pelos lemas 3.3.1 e 3.3.3 temos que Ψn(t) > 0 para t pequeno e Ψn(t) < 0 para t grande. Além
disso, Ψn(0) = 0. Logo, para cada n ∈ N existe tn > 0 tal que

Ψn(tn) = max
t≥0

Ψn(t).

Usando o fato que F(x, tnMn) > 0, obtemos t2
n ≥ (4π/2m−1β0). Desde que Ψ′

n(tn) = 0, segue
por (F3) que

t2
n =

∫
R2

tnMn ·∇F(x, tnMn)dx

≥
∫
|x|≤r

tnM̃ng1(x) f1(tnMn)dx.
(3.33)

Agora, pela hipótese (F5), temos que para cada ε > 0 existe Rε > 0 tal que

u1 f1(U)≥ (η − ε)e2m−1β0|U |2

para todo |U | ≥ Rε e |x| ≤ r. Vamos fixar r > 0 tal que

η >
4

2m−1r2β0
. (3.34)

Tomamos n suficientemente grande e considerando (F1), (3.33) agora torna-se

t2
n ≥(η − ε)

∫
|x|≤r/n

e2m−1β0t2
n |Mn|2 dx

=(η − ε)
∫
|x|≤r/n

e

(
2m−1β0

2π
t2
n log(n)+2m−1β0dnt2

n

)
dx

=π(η − ε)
( r

n

)2
e

(
2m−1β0

2π
t2
n log(n)+2m−1β0dnt2

n

)
.

(3.35)

Daí,

1 ≥πr2(η − ε)e

[
t2
n

(
log(n)

(
2m−1β0

2π
− 2

t2n
+2m−1β0

dn
log(n)

)
− log(t2n )

t2n

)]
. (3.36)

Assim, {tn} é limitado. Caso contrário teríamos

lim
n→+∞

t2
n

[
log(n)

(
2m−1β0

2π
− 2

t2
n

+2m−1
β0

dn

log(n)

)
− log(t2

n)
t2
n

]
= +∞,

o que contradiz (3.36). Afirmamos que t2
n → (4π/2m−1β0). De fato, suponhamos que tn → t0,

a menos de subsequência, e t2
0 > (4π/2m−1β0). Então passando o limite em (3.35), obtemos

t2
0 ≥ πr2(η − ε)e

[
limn→+∞ t2

n log(n)
(

2m−1β0
2π

− 1
t2n

+2m−1β0
dn

log(n)

)]

o que leva a uma contradição.
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Agora, com o objetivo de estimar (3.33) mais precisamente, consideremos os conjuntos

An = {x ∈ Br : tnMn(x,r)≥ Rε} and Cn = Br \An.

Então podemos escrever t2
n da seguinte forma:

t2
n ≥(η − ε)

∫
Br

e2m−1β0t2
n |Mn|2 dx+

∫
Cn

tnMn ·∇F(x, tnMn)dx

− (η − ε)
∫

Cn

e2m−1β0t2
n |Mn|2 dx.

(3.37)

Desde que Mn(x,r) → 0 e as funções características χCn → 1 quase sempre em Br quando
n →+∞ e, além disso,

χCn∇F(x, tnMn)tnMn ≤ RεeβR2
ε

e
χCne2m−1β0t2

n M2
n ≤ e2m−1β0R2

ε ,

segue pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que∫
Cn

tnMn(x)∇F(x, tnMn(x))dx → 0 as n → ∞

e ∫
Cn

e2m−1β0t2
n Mn dx → πr2 as n → ∞.

Resta a primeira integral em (3.37). Desde que t2
n ≥ (4π/β0)γ , temos∫

|x|≤r
e2m−1β0t2

n |Mn|2 dx ≥
∫
|x|≤r

e4π|Mn|2 dx

=
∫
|x|≤r/n

e4π|Mn|2 dx+
∫

r/n≤|x|≤r
e4π|Mn|2 dx.

(3.38)

Para o primeiro termo em (4.4.4) temos que∫
|x|≤r/n

e4π|Mn|2 dx =
∫
|x|≤r/n

e2log(n)+4πdn dx → πr2,

para todo n ∈ N, enquanto para o segundo termo temos

∫
r/n≤|x|≤r

e4π|Mn|2 dx = 2π

∫ r

r/n
se

(
2(log(r/s))2

log(n)‖M̃n‖2
E

)
ds.

Agora, usando a mudança de variáveis t = log(r/s)/ζn log(n) with ζn = ‖M̃n‖E > 1, obtemos
que ∫

r/n≤|x|≤r
e4π|Mn|2 dx =2πr2

ζn log(n)
∫ 1/ζn

0
e(2log(n)(t2−ζnt)) dt

=4πr2
ζn log(n)

∫ 1/2ζn

0
e(2log(n)(t2−ζnt)) dt.
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Estimamos a integral acima pela área sob a reta tangente à curva φn(t) = e2log(n)(t2−ζnt) no
ponto (0,1). Assim,∫

r/n≤|x|≤r
e4π|Mn|2 dx ≥4πr2

ζn log(n)
∫ 1/2ζn log(n)

0
[1−2ζn log(n)t] dt

=πr2.

Logo, passando o limite em (3.37) obtemos η ≤ 4/2m−1β0r2, o que contradiz (3.34). Isto
termina a prova.

3.6 Prova do Teorema 3.1.2

A idéia básica da prova é redefinir F(x,U) de dois modos. Primeiramente, se H(x) ≥ 0 quase
sempre em R2, então definimos

F̃(x,U) =


F(x,u1, · · · ,um), if ∀i, ui ≥ 0,
F(x,u1, · · · ,ui−1,0,ui+1, · · · ,um), if ∃i with ui ≤ 0,
0, if ∀i, ui ≤ 0

onde i = 1, · · · ,m. Neste caso, F̃ satisfaz as mesmas hipóteses que F e assim, o problema (P)
possui duas soluções fracas não-negativas. De fato, se U = (u1, · · · ,um) é uma solução fraca de
(P), então ∫

R2
[∇ui∇ξi +ai(x)uiξi] dx =

∫
R2

∂ F̃
∂ui

(x,u1, · · · ,um)ξi dx+
∫

R2
hi(x)ξi dx,

para todo (ξ1, · · · ,ξm) ∈ E e i = 1, · · · ,m. Então fazendo ξi = u−i obtemos

‖u−i ‖Ei ≤−
∫

R2
hi(x)u−i dx ≤ 0

o que implica ui = u+
i ≥ 0 para todo i = 1, · · · ,m.

Agora, se H(x)≤ 0 quase sempre em R2 redefinimos F(x,U) tomando

F̃(x,U) =


−F(x,−u1, · · · ,−um), if ∀i, ui ≥ 0,
−F(x,−u1, · · · ,−ui−1,0,−ui+1, · · · ,−um), if ∃i with ui ≤ 0,
0, if ∀i, ui ≤ 0,

onde i = 1, · · · ,m. Assim, considerando o funcional

Ĩ(U) =
1
2
‖U‖2

E −
∫

R2
F̃(x,U) dx−

∫
R2

(−H(x)) ·U dx,

temos que o problema (P) tem duas soluções fracas não-positivas. Com efeito, como −H(x)≥
0 quase sempre em R2, vimos que Ĩ(U) tem dois pontos críticos não-triviais não-negativos.
Seja U um tal ponto crítico, isto é,∫

R2
[∇U ·∇V +A(x)U ·V ]dx−

∫
R2

V ·∇F̃(x,U)dx+
∫

R2
H(x) ·V dx = 0,
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para todo V = (ξ ,η) ∈ E. Assim,∫
R2

[∇(−U) ·∇V +A(x)(−U) ·V ]dx−
∫

R2
V ·∇F(x,−U)dx−

∫
R2

H(x) ·V dx = 0,

para todo V ∈ E, o que implica que −U é uma solução não-positiva de (P).



CAPÍTULO 4

Equações de Schrödinger com não-linearidades
indefinidas

Neste capítulo estudamos a existência de soluções não-triviais para a equação de Schrödinger
não-linear da forma

−∆u+V (x)u = a(x) f (u), x ∈ RN , (P)

onde N ≥ 2, a(x) ∈ C1(RN) muda de sinal e é negativa no infinito, e o termo não-linear
f ∈ C1(R) tem um comportamento superlinear na origem e um crescimento tipo potência no
infinito. Nosso espaço de trabalho continua sendo o subespaço de H1(RN)

E =
{

u ∈ H1(RN) :
∫

RN
V (x)u2 dx < +∞

}
,

o qual, sob as hipóteses (A1) e (A2) abaixo, é um espaço de Hilbert quando munido com o
produto escalar

〈u,v〉E =
∫

RN
[∇u ·∇v+V (x)uv]dx,

para o qual corresponde a norma ‖u‖E = 〈u,u〉1/2
E . Aqui, como usual, H1(RN) denota o espaço

de Sobolev modelado em L2(RN) com norma

‖u‖2
H1(RN) =

∫
RN

(|∇u|2 + |u|2)dx.

Suponhamos que o potencial V (x) ∈C(RN) e satisfaz as seguintes hipóteses:

(A1) Existe D > 0 tal que V (x)≥−D para todo x ∈ RN .

Para assegurar o mergulho contínuo de E em H1(RN) assumimos a seguinte condição sobre
o primeiro autovalor do operador −∆+V (x):

(A2) λ1 = inf
u∈E\{0}

∫
RN (|∇u|2 +V (x)u2)dx∫

RN u2 dx
> 0.

Usaremos a seguinte notação: Se Ω ⊂ RN é aberto e 2 ≤ s < 2N/(N−2), colocamos

νs(Ω) = inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}

∫
Ω

[
|∇u|2 +V (x)u2] dx

(
∫

Ω
|u|s dx)2/s

,

e fazemos νs( /0) = +∞. Com o objetivo de obtermos um resultado de compacidade, assumire-
mos também as seguintes hipóteses:

55



56 CAPÍTULO 4 EQUAÇÕES DE SCHRÖDINGER COM NÃO-LINEARIDADES INDEFINIDAS

(A3) lim
R→+∞

νs(RN\BR) = +∞;

(A4) Existem uma função K(x) ∈ L∞
loc(R

N), com K(x)≥ 1, e constantes α > 1, c0, R0 > 0 tais
que

K(x)≤ c0

[
1+V +(x)1/α

]
para todo |x| ≥ R0.

Quanto às funções a : RN → R e f : R → R, assumiremos que são de classe C1 e gozam das
seguintes propriedades:

(F1) existem a0,b0 > 0 tais que −a0K(x)≤ a(x)≤ b0 para todo x ∈ RN .

(F2) a é uma função mudando de sinal e 0 é um valor regular de a(x), isto é, ∇a(x) 6= 0 para
cada x ∈ RN tal que a(x) = 0 e

limsup
|x|→+∞

a(x) = a∞ < 0.

(F3) | f (s)| = o(|s|) quando s → 0 e f ′(s) = p`∞|s|p−1 + O(|s|τ−1) quando |s| → +∞, para
algum `∞ > 0, 0 ≤ τ < 1 e 1 ≤ p < p# se N ≥ 3, 1 ≤ p < +∞ se N = 2.

(F4) s f (s) > 0 para cada s ∈ R e existe µ > 2 tal que µF(s)≤ f (s)s, para todo |s| ∈ R, onde
F(s) =

∫ s
0 f (t)dt.

Nosso principal resultado é o seguinte.

Teorema 4.0.1. Suponhamos que as hipóteses (A1)–(A4) e (F1)–(F4) são válidas. Então a
equação de Schrödinger não-linear (P) tem uma solução não-nula u ∈ E.

A idéia básica para a prova do Teorema 4.0.1 é obtermos uma solução de (P) como limite
de soluções (un) de uma equação em (P) considerada nos espaços En = E|H1

0 (BRn(0)), com Rn →
+∞, cujo espaço H1(BRn(0)) é visto como um subespaço de H1(RN) por estender as funções
por zero fora de BRn(0). Usamos o Teorema do Passo da Montanha padrão para obtemos uma
sequência de soluções (un) de um problema modificado (Pn) cujos índices de Morse são finitos.
O método blow-up permite mostrarmos uma quota uniforme L∞(RN) para essas soluções. Por
fim, usando os níveis do passo da montanha, verificamos que a solução limitante é não-trivial.

Observação 4.0.2. Segue da hipótese (F2) que existem r0,η0 > 0 tais que a−(x) ≥ η0 para
todo |x| > r0. Além disso, (F3) e (F4) implicam que, dado 1 < θ < p + 1, existem ε > 0
arbitrariamente pequeno e C > 0 tais que, para todo s ∈ R,

s f (s)−θF(s)≥ ε|s|p+1−C. (4.1)

Com efeito, pela regra de L’Hospital temos que

lim
|s|→+∞

| f (s)|
|s|p

= `∞, (4.2)

e assim, dado δ > 0, existe R > 0 tal que

(`∞−δ )|s|p ≤ | f (s)| ≤ (`∞ +δ )|s|p

para todo |s|> R. A expressão (4.2) segue da combinação dessas desigualdades com a definição
de F e a condição de sinal em (F4). De agora em diante, assumiremos `∞ = 1.
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4.1 Reformulação do problema

Recordamos que nosso espaço ambiente E é continuamente mergulhado em H1(RN) e com-
pactamente em Ls(RN) para 2≤ s < p#+1 conforme Lema 1.2.1 e Proposição 1.2.4 no Capítulo
1. Da hipótese de controle (F1) deduzimos que o funcional

Φ(u) =
1
2
‖u‖2

E −
∫

RN
a(x)F(u)dx

associado ao problema (P) é bem definido e de classe C1 sobre E (ver Lema 1.2.2). As di-
ficuldades se originam quando queremos mostrar que sequências Palais-Smale são limitadas
em E. Para contornarmos essas dificuldades usamos um argumento de truncamento. Assim,
consideremos o problema modificado

−∆u+V (x)u = a+(x) f (u)−a−(x) fn(u) em RN , (Pn)

onde

fn(u) =


Ãn|u|q−1t + B̃n, para u ≤−an,
f (u), para |u| ≤ an,
An|u|q−1t +Bn, para u ≥ an,

1 < q < p, 3q− p > 2, an → +∞ e os coeficientes Ãn, B̃n,An,Bn são escolhidos de tal forma
que fn seja C1(R). De fato, para o caso u ≥ an (o caso u ≤ −an sendo semelhante) temos
fn(an) = Anaq

n +Bn e f ′n(an) = qAnaq−1
n . Pela hipótese (F3), dado ε > 0, existe R > 0 (que pode

ser tomado R < an) tal que

p(1− ε)up−1 ≤ f ′(u)≤ p(1+ ε)up−1

para todo u > R. Assim, encontramos que

An =
p
q

ap−q
n +o(1). (4.3)

De forma semelhante, considerando (4.2), verificamos que

Bn =
q− p

q
ap

n +o(1). (4.4)

Agora, seja BR(0) ⊂ RN contendo Ω+ = {x ∈ RN : a(x) > 0}. Então, o funcional energia
associado ao problema (Pn) dado por

Φn(u) =
1
2
‖u‖2

E −
∫

BR

a+(x)F(u)dx+
∫

BR

a−(x)Fn(u)dx.

onde Fn é a primitiva de fn e tal que Φn ∈C2(E,R), com

Φ
′
n(u)v =

∫
BR

(∇u ·∇v+V (x)uv)dx−
∫

BR

a+(x) f (u)vdx+
∫

BR

a−(x) fn(u)vdx

e

〈Φ′′
n(u)v,w〉=

∫
BR

(∇v ·∇w+V (x)vw)dx−
∫

BR

a+(x) f ′(u)vwdx+
∫

BR

a−(x) f ′n(u)vwdx.
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Observação 4.1.1. Segue da definição de fn a seguinte desigualdade: dado θ > q + 1, existe
ε > 0 arbitrariamente pequeno e constante C > 0 tal que, para todo u ∈ R,

θFn(u)−u fn(u)≥ ε|u|q+1−C. (4.5)

Lema 4.1.2. Suponhamos (A1)–(A3) e (F2)–(F4). Então Φn satisfaz a condição de Palais-
Smale.

Demonstração. Seja (uk)⊂ E tal que |Φn(uk)| ≤ K e ‖Φ′
n(uk)‖E∗ → 0, ou seja,

1
2
‖uk‖2

E −
∫

BR

a+(x)F(uk)dx+
∫

BR

a−(x)Fn(uk)dx ≤ K

e ∫
BR

∇uk∇φ +V (x)ukφ dx−
∫

BR

a+(x) f (uk)φ dx+
∫

BR

a−(x) fn(uk)φ dx ≤ ε‖φ‖E .

Vamos mostrar que (uk) é limitada em E. Suponhamos por contradição que tk = ‖uk‖E →+∞

e defina vk = uk/tk. Então, a menos de subsequência, vk ⇀ v0 em E e vk → v0 em Ls
K(x)(R

N)
para todo s ∈ [2, p#).

Usando as desigualdades (4.1) e (4.5), com θ ∈ (q+1, p+1), obtemos que

K + ε‖uk‖E ≥θΦn(uk)−Φ
′
n(uk)uk

=
(

θ

2
−1
)
‖uk‖2

E +
∫

BR

a+(x) [uk f (uk)−θF(uk)] dx

+
∫

BR

a−(x) [θFn(uk)−uk fn(uk)] dx

≥
(

θ

2
−1
)

t2
k +

∫
BR

a+(x)
[
ε|uk|p+1−C1

]
dx+

∫
BR

a−(x)
[
ε|uk|q+1−C2

]
dx.

Assim,(
θ

2
−1
)∫

BR

u2
k dx+C1 +C2tk ≥

(
θ

2
−1
)

t2
k + ε

∫
BR

a+(x)|uk|p+1 dx+ ε

∫
BR

a−(x)|uk|q+1 dx.

(4.6)

Considerando que tk →+∞, obtemos, em particular, que∫
BR

|a(x)||uk|q+1 dx ≤
∫

BR

a+(x)|uk|q+1 dx+
∫

BR

a−(x)|uk|q+1 dx

≤
(

θ

2
−1
)∫

BR

u2
k dx+C1tk +C2.

Logo,

tq−1
k

∫
BR

|a(x)||vk|q+1 dx ≤
(

θ

2
−1
)∫

BR

v2
k dx+o(1)≤ M.
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Desde que q > 1 e vk → v0 em Lq+1(BR), concluímos que∫
BR

|a(x)||v0|q+1 dx = 0.

Por hipótese, a(x) 6= 0 quase sempre em BR, donde v0 ≡ 0. Em particular,∫
BR

v2
k dx → 0 quando n →+∞.

Mas (4.6) implica que (
θ

2
−1
)

t2
k ≤

(
θ

2
−1
)∫

BR

u2
k dx+C1tk +C2,

donde

1 ≤
∫

BR

v2
k dx+o(1),

uma contradição.
Desde que

‖uk−u‖2
E =〈Φ′

n(uk)−Φ
′
n(u),uk−u〉+

∫
BR

a+(x) [ f (uk)− f (u)] (uk−u)dx

−
∫

BR

a−(x) [ fn(uk)− fn(u)] (uk−u)dx,

o lema estará provado se mostrarmos que as duas integrais acima convergem para zero. Mas
isso decorre da desigualdade (4.7) abaixo e do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue.

4.1.1 Condições geométricas

Primeiro notemos que por (F3) e o fato que f ∈C1(RN) tem-se que, dado ε > 0, existe δ > 0
tal que | f (s)| ≤ ε|s| sempre que |s| ≤ δ e | f (s)| ≤ C para todo s ∈ [δ ,R]. Assim, se |s| ≥ δ ,
temos que

| f (s)| ≤C1 +C2|s|p ≤
(

C1

δ p +C2

)
|s|p.

Logo, para todo s ∈ R, temos

| f (s)| ≤ ε|s|+Cε |s|p, (4.7)

e

F(s)≤ ε|s|2 +Cε |s|p+1. (4.8)
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Usando esta última desigualdade e o mergulho de E em Lp(BR) para 1 < p < p#+1, concluímos
que

Φn(u) =
1
2
‖u‖2

E −
∫

BR

a+(x)F(u)dx+
∫

BR

a−(x)Fn(u)dx

≥1
2
‖u‖2

E −
∫

BR

a+(x)(ε|u|2 +Cε |u|p+1)dx

≥
(

1
2
− ε

)
‖u‖2

E −C2‖u‖p+1
E .

Assim, Φn(u)≥ ρ > 0 sempre que ‖u‖E = σ , onde σ > 0 é tal que(
1
2
− ε

)
σ −C2σ

p−1 > 0.

Desde que os coeficientes dessa expressão não dependem do raio R da bola BR(0), podemos
tomar o mesmo σ e, consequentemente, o mesmo ρ para R > 0.

Por outro lado, por (F3), (F4) e continuidade de F , verificamos que existem constantes
C1,C2 positivas tais que

F(s)≥C1|s|p+1−C2,

para todo s ∈ R. Assim, tomando u ∈ E, com supp(u)⊂ {x ∈ BR : a+(x)≥ β > 0}, temos que

Φn(tu)≤ t2

2
‖u‖2

E −βC1t p+1
∫

supp(u)
|u|p+1 dx+C3|supp(u)|.

Portanto, Φn(tu)→−∞ quando t →+∞.
Logo, Φn satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha e, em consequência,

Φn admite um ponto crítico não-nulo u. Nossas hipóteses de regularidade implicam que u ∈
C2(BR)∩C(BR).

Observamos que Φ também satisfaz a geometria do passo da montanha, de forma que σ > 0
pode ser tomado de maneira única, para todo n ∈ N.

4.2 Limitação da sequência de soluções

Para cada bola BRn temos uma solução un de (Pn) no subespaço En. A prova a seguir é uma
adaptação dos argumentos utilizados em [45]. Denotemos por m(un) o índice de Morse de
un com respeito a Φn, isto é, o supremo das dimensões dos subespaços lineares de E sobre
os quais a forma quadrática Φ′′

n(un) é definida negativa. Estimativa padrão sobre o índice de
Morse para pontos críticos do passo da montanha mostra que m(un)≤ 1, para todo n ∈ N (ver
[5], Teorema 12.31). Usamos um argumento blow-up para mostrarmos que a sequência (un) é
uniformemente limitada em L∞(RN). Suponhamos por contradição que

Mn = ‖un‖∞ = max
BRn

(un) = un(xn)→+∞
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quando n → +∞, para algum xn ∈ BRn (o caso onde ‖un‖∞ = maxBRn
(−un) é manipulado de

forma semelhante). Desde que ∆un(xn)≤ 0, deduz-se da equação em (Pn) que

a+(xn) f (Mn)−a−(xn) fn(Mn)−V (xn)Mn ≥ 0.

Assim, para n suficientemente grande, temos que

a−(xn)Mq−1
n ≤ a+(xn)Mp−1

n +D,

onde usamos as hipóteses (A1), (F3) e a definição de fn. A hipótese (F2) implica que a sequên-
cia (xn) é limitada, donde, a menos de subsequência, podemos assumir que xn → x0 ∈ RN e
a(x0)≥ 0.

Agora definamos uma sequência de funções blow-up por

vn(x) =
1

Mn
un(λnx+ xn),

onde λ 2
n = M1−p

n ou λ 3
n = M1−p

n , dependendo de quando a(x0) > 0 ou a(x0) = 0, respecti-
vamente. Vamos mostrar que em ambos os casos (vn) converge uniformemente para 0 sobre
conjuntos compactos. Isto contradiz o fato que vn(0) = 1 para todo n ∈ N, por definição. Con-
sequentemente, a família de soluções (un) será limitada em L∞(RN).

4.2.1 Caso 1: a(x0) > 0

Desde que

−∆vn(x)+λ
2
n V (λnx+ xn)vn(x) = ϕn(x), (4.9)

onde

ϕn(x) = a+(λnx+ xn)
f (Mnvn)

Mp
n

−a−(λnx+ xn)
fn(Mnvn)

Mp
n

,

e ϕn é uniformemente limitada sobre qualquer bola BR(0) contendo x0, estimativas elípticas
implicam que, a menos de subsequência, vn → v em W 2,r(BR(0))∩C1,β (BR(0)) com r > N e
0 < β < 1 (ver [26]). Agora, como a(x0) > 0, vemos que

lim
n→+∞

ϕn(x) =a+(λnx+ xn) lim
n→+∞

f (Mnvn)
Mp

n
−a−(λnx+ xn) lim

n→+∞

fn(Mnvn)
Mp

n

=a+(x0)|v|p−1v,

para cada x ∈RN . Assim, pelos argumentos em [26], v é definido em todo RN , é de classe C2 e
satisfaz

∆v+a(x0)|v|p−1v = 0, x ∈ RN . (4.10)

Denotando por I funcional associado ao problema (4.10), obtemos que

〈I′′(v)φ ,φ〉=
∫

RN
|∇φ |2 dx−a(x0)p

∫
RN
|v|p−1

φ
2 dx,

para cada φ ∈ E.
Nosso próximo resultado estabelece que v tem índice finito, no sentido que existe r0 > 0 tal

que 〈I′′(v)φ ,φ〉 ≥ 0, para todo φ ∈ H1
0 (RN\Br0(0)).
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Lema 4.2.1. A solução v do problema (4.10) tem índice finito

Demonstração. Suponhamos por contradição que para qualquer R > 0 existe φ ∈C∞
c (RN\BR(0))

tal que 〈I′′(v)φ ,φ〉< 0. A convergência uniforme de vn para v sobre conjuntos compactos im-
plica que o funcional associado ao problema (4.9), dado por

Jn(v) =
1
2

∫
RN

[
|∇v|2 +λ

2
n V (λnx+ xn)v2] dx

−λ
2
n

∫
RN

[
a+(λnx+ xn)F(v)−a−(λnx+ xn)Fn(v)

]
dx,

satisfaz 〈J′′n (vn)φ ,φ〉 → 〈I′′(v)φ ,φ〉 quando n →+∞, onde

〈J′′n (vn)φ ,φ〉=
∫

RN
|∇φ |2 dx+λ

2
n

∫
RN

V (λnx+ xn)φ 2 dx

−λ
2
n

∫
RN

[
a+(λnx+ xn) f ′(Mnvn)−a−(λnx+ xn) f ′n(Mnvn)

]
φ

2 dx.

Então para n suficientemente grande temos que 〈J′′n (vn)φ ,φ〉< 0. Definindo

χn(x) = φ

(
x− xn

λn

)
,

vemos que χn ∈C∞
c (BR(0)) pois xn +λnsupp(φ)⊂ BR para n grande. Além disso,

〈Φ′′
n(un)χn,χn〉=

∫
RN

[
|∇χn|2 +V (x)χ

2
n
]

dx−
∫

RN
a+(x) f ′(un)χ

2
n dx

=λ
N−2
n 〈J′′n (vn)φ ,φ〉< 0.

Desde que podemos escolher n 6= m tais que χn e χm tenham suportes disjuntos, e portanto,
sejam linearmente independentes, isto contradiz o fato que m(un)≤ 1.

Segue da Proposição 4.4.1 adiante que v ≡ 0. Mas isto é uma contradição pois v é contínua
e v(0) = 1. Isso termina a prova no caso 1.

4.2.2 Caso 2: a(x0) = 0

Seja
δn = dist(xn,Ω

0) = |xn− zn| → 0

para algum zn ∈ Ω0 = {x ∈ RN : a(x) = 0}.

Lema 4.2.2. Se a(xn)≤ 0 então lim
n→+∞

δn

λn
= 0.

Demonstração. Desde que a(xn) ≤ 0 e ∇a(zn) 6= 0, segue pelo Teorema do Valor Médio ao
longo do segmento [zn,xn] que a−(xn) ≥ εδn para algum ε > 0 e n suficientemente grande.
Como ∆un(xn)≤ 0, temos por (A1) que

a+(xn) f (Mn)−a−(xn) fn(Mn)≥V (xn)Mn ≥−DMn
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e, em consequência,

lim
n→+∞

δn

λn
= lim

n→+∞

DMn

λnε(AnMq
n +Bn)

= 0

proposto que 3q− p > 2, conforme definição de fn.

Agora, para um dado βn > 0 a ser escolhido de forme conveniente, definamos

vn(x) =
1

Mn
un(λnβnx+ xn). (4.11)

Então vn satisfaz
−∆vn +λ

2
n β

2
n V (λnβnx+ xn)vn = ϕn(x),

onde

ϕn(x) =−λ
2
n β

2
n a−(λnβnx+ xn)

fn(Mnvn)
Mn

+λ
2
n β

2
n a+(λnβnx+ xn)

f (Mnvn)
Mn

.

Para n suficientemente grande temos que

δn =±∇a(zn) · (xn− zn)
|∇a(zn)|

,

onde os sinais + ou − ocorrem conforme xn ∈ Ω+ ou xn ∈ Ω−. A fórmula de Taylor para
a(λnβnx+ xn) em torno do ponto zn então expressa que

a(λnβnx+ xn) =±|∇a(zn)|δn +λnβn∇a(zn) · x+O(λ 2
n β

2
n |x|2 +δ

2
n ). (4.12)

Suponhamos que δn/λn → +∞. Então pelo Lemma 4.2.2, xn ∈ Ω+. Escolhendo β 2
n =

λn/δn, vemos de (4.12) que

β 2
n

λn
a(λnβnx+ xn) =±|∇a(zn)|+

(
λn

δn

)3/2

∇a(zn) · x

é uniformemente limitada e positivo desde que x seja limitado e n suficientemente grande.
Procedendo como no primeiro caso, deduzimos que (vn) converge uniformemente sobre con-
juntos compactos para uma função v tal que

∆v+ |∇a(x0)||v|p−1v = 0, x ∈ RN .

Usando a Proposição 4.4.1 (e uma leve mudança no Lema 4.2.1) concluímos que v ≡ 0 e isto
contradiz v(0) = 1.

De agora em diante assumiremos que, a menos de subsequência, δn/λn → δ0 ∈ [0,+∞)
e tomaremos βn = 1 em (4.11). Desde que ϕn(x) é uniformemente limitado sobre conjuntos
compactos, temos que, sobre cada bola BR(0), a sequência (vn) tem um limite v. Definamos

` = lim
n→+∞

an

Mn
∈ [0,1]
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e g ∈C1([−1,1],R) por

g(s) =


p
q `p−q|s|q−1s+ q−p

q `p, para s ≥ `,

|s|p−1s, para |s| ≤ `,
p
q `p−q|s|q−1s− q−p

q `p, para s ≤−`.

Usando as fórmulas assintóticas (4.3) e (4.4) vemos que, para cada x ∈ RN ,

lim
n→+∞

fn(Mnvn)
Mp

n
= lim

n→+∞

(
AnMq−p

n |vn|q−1vn +BnM−p
n
)

= lim
n→+∞

{
p
q

(
an

Mn

)p−q

|vn|qvn +
q− p
q−1

(
an

Mn

)p
}

=g(vn).

(4.13)

Pelo Lema 4.2.2 segue que xn ∈ Ω+. Assim, denotando β (x) = δ0|∇a(x0)|+ ∇a(x0) · x,
concluímos por (4.12) e (4.13) que, uniformemente sobre conjuntos compactos, (vn) tem uma
função limite não-nula v satisfazendo

∆v+β
+(x)|v|p−1v−β

−(x)g(v) = 0. (4.14)

Usando uma mudança afim de coordenadas podemos assumir β como a projeção linear β (x) =
xN , onde x = (x′,xN) ∈ RN−1×R, tal que (4.14) torna-se

∆v+ x+
N |v|

p−1v− x−N g(v) = 0, x ∈ RN .

Recorde também que pelo Lema 4.2.1 existe R0 > 0 tal que 〈I′′(v)ϕ,ϕ〉 ≥ 0 para toda ϕ ∈
H1

0 (RN\BR(0)), onde agora I′′(v) é dado por

〈I′′(v)ϕ,ϕ〉=
∫

RN
|∇ϕ|2 dx− p

∫
RN

x+
N |v|

p−1
ϕ

2 dx+
∫

RN
x−N g(v)ϕ2 dx.

Observemos que se ` = 0 então g ≡ 0. Por outro lado, se ` 6= 0, então existe C > 0 (C =
`(p−1)/3) tal que, para s ∈ [−1,1], temos:

(B1) (q+1)G(s)≤ g(s)s ≤ (p+1)G(s);

(B2) C|s|p+1 ≤ g(s)s ≤ |s|p+1;

(B3) g′(s)s2− (p+1)g(s)s ≤ 0.

Usando a Proposição 4.4.3 ou 4.4.4, conforme ` 6= 0 ou ` = 0, concluímos que v ≡ 0.
Contudo, por construção, v 6= 0. Isto termina a prova.
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4.3 Prova do Teorema 4.0.1

Para qualquer sequência Rn → +∞, seja (un) uma sequência de soluções do problema modi-
ficado (Pn) à qual é limitada em L∞(RN). Mostraremos primeiro que (un) também é limitada
em E. Suponhamos por contradição que tn = ‖un‖E → +∞. Fazendo vn = un/tn, temos que
‖vn‖E = 1 e, a menos de subsequência,

vn ⇀ v em E,

vn → v em Ls(RN) com 2 ≤ s < p# +1

vn(x)→ v(x) quase sempre em RN

|vn(x)| ≤ w(x) para alguma w ∈ Ls(RN).

(4.15)

Fixe qualquer função ϕ ∈C∞
c (RN). Desde que un satisfaz a equação (Pn), é limitada em L∞(RN)

e ϕ tem suporte compacto, segue que

C ≥
∫

BRn

(∇vn∇ϕ +V (x)vnϕ) dx =
∫

BRn

a(x)
f (tnvn)

tn
ϕ dx = t p−1

n

∫
BRn

hn(x)dx,

onde C > 0 depende somente de ϕ . Sobre o conjunto {x∈RN : v(x) 6= 0} temos |tnvn(x)|→+∞

e assim, (F3) implica

hn(x) = a(x)|vn(x)|p−1vn(x)
f (tnvn(x))

|tnvn(x)|p−1tnvn(x)
ϕ(x)→ a(x)|v(x)|p−1v(x)ϕ(x).

Sobre o conjunto {x ∈ RN : v(x) = 0} temos vn(x)→ 0 e daí

|hn(x)| ≤
C(1+ t p

n |vn(x)|p)
t p
n

→ 0,

pois | f (s)| ≤ C(1 + |s|p) por (4.2). Como |hn(x)| ≤ C(1 + |w(x)|p) ∈ L1(supp(ϕ)) conforme
(4.15), podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue para concluirmos
que ∫

RN
a(x)|v|p−1vϕ dx = lim

n→+∞

∫
BRn

a(x)|vn|p−1vnϕ dx = 0.

Desde que ϕ é arbitrária e a(x) se anula somente sobre um conjunto de medida nula, obte-
mos que v(x) = 0 quase sempre em RN . Logo,∫

RN
v2

n dx → 0 quando n →+∞.

Afirmamos que cn/t2
n → 0. De fato, como un satisfaz (Pn), temos que

‖un‖2
E =

∫
Bn

a(x) f (un)un dx,
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e consequentemente,

cn =Φn(un)−
1
2

Φ
′
n(un)un

=
∫

BRn

a+(x)
[

1
2

un f (un)−F(un)
]

dx−
∫

BRn

a−(x)
[

1
2

un f (un)−F(un)
]

dx.
(4.16)

Considerando que ‖un‖∞ ≤C e Ω+ é limitado, segue por (F3) que

1
t2
n

∣∣∣∣∫BRn

a+(x)
[

1
2

un f (un)−F(un)
]

dx
∣∣∣∣≤C

∫
Ω+

v2
n dx → 0. (4.17)

Agora, tomando Rn > R > 0, com R fixado tal que a−(x) ≥ η0 se |x| ≥ R, podemos escrever
(4.16) como

cn +
∫

BR

a−(x)
[

1
2

un f (un)−F(un)
]

dx+
∫

BRn\BR

a−(x)
[

1
2

un f (un)−F(un)
]

dx

≤C
∫

Ω+
u2

n dx.
(4.18)

Desde que ‖un‖∞ ≤C, segue que

1
t2
n

∣∣∣∣∫BR

a−(x)
[

1
2

un f (un)−F(un)
]

dx
∣∣∣∣≤C

∫
BR

v2
n dx → 0. (4.19)

Por (F3) obtemos

ct2 ≤F(t) e ct2 ≤ t f (t), se |t| ≤ δ ,

ct p+1 ≤F(t) e ct p+1 ≤ t f (t), se |t| ≥ δ .

Logo, (F4) implica que

∫
BRn\BR

a−(x)
[

1
2

un f (un)−F(un)
]

dx =
∫

BRn\BR

a−(x) [µun f (un)−F(un)] dx

+
(

1
2
−µ

)∫
BRn\BR

a−(x)un f (un)dx

≥C
∫

BRn\BR

a−(x)un f (un)dx

≥C
∫
|un|≤δ

u2
n dx+Cδ

∫
|un|≥δ

|un|p+1 dx

≥C
∫
|un|≤δ

u2
n dx+δ

p−1Cδ

∫
|un|≥δ

u2
n dx.
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Usando (4.18) concluímos que

C
t2
n

∫
Ω+

u2
n dx ≥cn

t2
n

+
1
t2
n

∫
BR

a−(x)
[

1
2

un f (un)−F(un)
]

dx

+
1
t2
n

∫
BRn\BR

a−(x)
[

1
2

un f (un)−F(un)
]

dx

≥cn

t2
n

+
C
t2
n

∫
BRn\BR

u2
n dx.

Portanto, ∫
Ω+

v2
n dx ≥ cn

t2
n

+
∫

BRn\BR

v2
n dx

implica que
cn

t2
n
→ 0.

Logo, tomando o limite em cn = Φn(un) obtemos que

lim
n→+∞

∫
BRn

a(x)
F(tnvn)

t2
n

dx =
1
2
. (4.20)

Agora, considerando ϕ = ξ vn com ξ ∈ C∞
c (RN) como uma função teste em (P), deduzimos

que

∫
BRn

(
|∇vn|2 +V (x)v2

n
)

ξ dx−
∫

BRn

a(x)
un f (un)

t2
n

ξ dx = o(1). (4.21)

Desde que |(p +1)F(s)− f (s)s| ≤C para |s| ≤ R, com R suficientemente grande, e tn → +∞,
temos que ∫

|un|≤R
|a(x)| |(p+1)F(un)− f (un)un|

t2
n

|ξ |dx = o(1).

Também como |(p+1)F(s)− f (s)s|= O(|s|α) quando |s| →+∞, temos

∫
|un|≥R

|a(x)| |(p+1)F(un)− f (un)un|
t2
n

|ξ |dx ≤C
∫

supp(ξ )

|un|α

t2
n

dx = o(1).

Usando a hipótese (F3), derivamos que

p+1
t2
n

∫
BRn

a(x)F(un)ξ dx =
∫

BRn

a(x)
un f (un)

t2
n

ξ dx+o(1). (4.22)

Escolha ξ tal que 0 ≤ ξ (x) ≤ 1 para todo x ∈ RN e ξ ≡ 1 sobre BR. Então, por (4.20)–(4.22)
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concluímos que

0 ≥ liminf
n→+∞

∫
BRn

a(x)
F(un)

t2
n

(1−ξ )dx

≥1
2
− 1

p+1
limsup
n→+∞

∫
BRn

a(x)
un f (un)

t2
n

(1−ξ )dx

≥1
2
− 1

p+1
limsup
n→+∞

∫
BRn

(
|∇vn|2 +V (x)v2

n
)

ξ dx

≥1
2
− 1

p+1
> 0,

uma contradição. Logo, (un) é limitada em E.
Agora, seja γ = liminfn→+∞ ‖un‖2

E . Desde que un ⇀ u em E e a norma é semicontínua
inferiormente com respeito à convergência fraca, temos que γ ≥ ‖u‖2

E . Por passar a uma sub-
sequência, podemos assumir que γ = limn→+∞ ‖un‖2

E . Da equação em (P) segue que

‖un‖2
E +

∫
RN

a−(x) f (un)un dx =
∫

RN
a+(x) f (un)un dx

=
∫

RN
a+(x) f (u)udx+o(1)

=‖u‖2
E +

∫
RN

a−(x) f (u)udx+o(1).

Assim,
γ + liminf

n→+∞

∫
RN

a−(x) f (un)un dx ≤ ‖u‖2
E +

∫
RN

a−(x) f (u)udx.

Pelo Lema de Fatou segue que

γ ≤ ‖u‖2
E e

∫
RN

a−(x) f (un)un dx →
∫

RN
a−(x) f (u)udx.

Em particular, un → u em E. Desde que Φ é de classe C1 sobre E, segue que Φ(un)→ Φ(u) =
c > 0, pois Φ = limn→+∞ Φn ≥ σ > 0. Portanto, u é não-trivial.

4.4 Alguns teoremas tipo Liouville não-linear

Proposição 4.4.1. Seja v ∈C2(RN) limitada e satisfazendo, para algum ` > 0 e 1 < p < 2∗,

∆v+ `|v|p−1v = 0, x ∈ RN . (4.23)

Se v tem índice finito, então v ≡ 0.

Demonstração. Podemos assumir ` = 1. Primeiro vamos mostrar que
∫
RN |v|p+1 dx < +∞.

Tomemos R suficientemente grande e ϕ ∈ C∞
c (RN) tal que ϕ ≡ 1 sobre RN\B2R(0), ϕ ≡ 0

sobre BR0 ∪Bc
2R e |∇ϕ(x)| ≤CR−1 para cada x ∈ Bc

R, onde C depende somente da dimensão N.
Provaremos que v ∈ Lp+1(RN).
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Multiplicamos a equação (4.23) por vϕ2 para obtermos∫
RN
|v|p+1

ϕ
2 dx =

∫
RN

ϕ
2|∇v|2 +2

∫
RN

ϕv∇ϕ∇vdx. (4.24)

Por hipótese, existe R0 > 0 tal que 〈I′′(v)vϕ,vϕ〉 ≥ 0, isto é,∫
RN

v2|∇ϕ|2 dx+
∫

RN
ϕ

2|∇v|2 dx+2
∫

RN
vϕ∇v∇ϕ dx ≥ p

∫
RN
|v|p+1

ϕ
2 dx. (4.25)

Substituindo (4.24) em (4.25) obtemos que

p
∫

RN
|v|p+1

ϕ
2 dx ≤

∫
RN
|v|p+1

ϕ
2 dx+

∫
RN

v2|∇ϕ|2 dx

e como p > 1, segue que ∫
RN
|v|p+1

ϕ
2 dx ≤ 1

p−1

∫
RN

v2|∇ϕ|2 dx.

Em particular,

∫
BR\B2R0

|v|p+1 dx ≤C

(∫
B2R0\BR0

v2|∇ϕ|2 dx+
∫

B2R\BR

v2|∇ϕ|2 dx

)

≤C
(

1+
∫

B2R\BR

v2|∇ϕ|2 dx
)

donde, para cada R > 2R0, temos∫
BR

|v|p+1 dx ≤C
(

1+
∫

B2R\BR

v2|∇ϕ|2 dx
)

+
∫

B2R0

|v|p+1 dx

≤C
(

1+R−2
∫

B2R

v2 dx
)

.

(4.26)

Desde que v é limitada,
∫

BR
|v|p+1 dx = O(RN). Assim, se N = 2, a desigualdade acima mostra

que
∫
RN |v|p+1 dx é finita.

Agora seja N > 2 e suponha por contradição que
∫
RN |v|p+1 dx não é finita. Então, para cada

R grande, ∫
BR

|v|p+1 dx ≤CR−2
∫

B2R

v2 dx. (4.27)

A desigualdade de Hölder implica

R−2
∫

B2R

v2 dx ≤C
(∫

B2R

|v|p+1 dx
) 2

p+1

R−γ , (4.28)
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onde

γ = 2−N
p−1
p+1

= 2N
(

1
p+1

− 1
2∗

)
> 0.

Se iterarmos o argumento, concluímos após um número finito k de passos que existe C > 0,
dependendo de k, tal que

∫
BR

|v|p+1 dx ≤CR−γ

(∫
B2R

|v|p+1 dx
)( 2

p+1 )k

≤CRN( 2
p+1 )k−(1+ 2(k−1)

p+1 )γ .

Assim, tomando k suficientemente grande, podemos assumir que a potência é negativa. Fazendo
R →+∞ temos que v ≡ 0, uma contradição. Logo,

∫
RN |v|p dx é finita.

Agora, para qualquer R > 0 escolhamos ϕ ≡ 1 sobre BR e ϕ ≡ 0 sobre Bc
2R com ‖∇ϕ‖∞ ≤

CR−1. Segue de (4.25) que∫
BR

|∇v|2 dx ≤C
(∫

B2R

|v|p+1 dx+R−2
∫

B2R

v2 dx
)

≤C
(
‖v‖p+1 +R−2

∫
B2R

v2 dx
)

Usando a argumentação anterior verificamos que
∫
RN |∇v|2 dx é finita. Por outro lado, pela

desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos∣∣∣∣∫RN
vϕ∇v∇ϕ dx

∣∣∣∣≤(∫RN
v2|∇ϕ|2 dx

) 1
2
(∫

RN
ϕ

2|∇v|2 dx
) 1

2

≤C
(

R−2
∫

supp(ϕ)
v2 dx

) 1
2
(∫

supp(ϕ)
|∇v|2 dx

) 1
2

≤C
(

R−2
∫

supp(ϕ)
|v|p+1 dx

) 1
2
(∫

supp(ϕ)
|∇v|2 dx

) 1
2

=o(1),

donde, passando o limite em (4.22) concluímos que∫
RN
|∇v|2 dx =

∫
RN
|v|p+1 dx. (4.29)

Desde que ambos
∫
RN |∇v|2 dx e

∫
RN |v|p+1 dx são finitas, podemos escrever a identidade de

Pohozaev (VER okavian, willem) como

2∗

p+1

∫
RN
|v|p+1 dx =

∫
RN
|∇v|2 dx.

Isto, juntamente com (4.28), implicam que v ≡ 0.
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Para o próximo resultado, consideremos uma função g ∈C1([−1,1],R) satisfazendo, para
algumas constantes positivas c1,c2,c3,c4 e cada s ∈ [−1,1], as seguintes condições:

(B1) c1G(s)≤ g(s)s ≤ c2G(s);

(B2) c3|s|p+1 ≤ g(s)s ≤ c4|s|p+1;

(B3) g′(s)s2− pg(s)s ≤ 0,

onde G(s) =
∫ s

0 g(t)dt. Denotemos h(s) = |s|p−1s e H(s) = |s|p+1/(p+1).

Lema 4.4.2. Seja c ∈C2(RN) uma solução da equação

∆v+ x+
N |v|

p−1v− x−N g(v) = 0, x ∈ RN , (4.30)

com g satisfazendo (B1)–(B2). Então existe C > 0 tal que, para cada R > 0,

(C1)
∫

BR
x2

N |v|p+1 dx ≤C
∫

B2R
|xN ||∇v|2 dx+C

(∫
B2R

v2 dx
)1/2(∫

B2R
|∇v|2 dx

)1/2
;

(C2)
∫

BR
|xN ||v|p+1 dx ≤CR−1 ∫

B2R
x2

N |v|p+1 dx+C
∫

B2R
|∇v|2 dx;

(C3)
∫

BR
|v|p+1 dx ≤CR−1 (∫

BR
|xN ||v|p+1 dx+

∫
BR
|∇v|2 dx

)
.

Demonstração. Seja ϕ ∈C∞
c (RN) tal que |∇ϕ(x)| ≤CR−1 e 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 para todo x ∈ RN ,

ϕ ≡ 1 sobre BR e ϕ ≡ 0 sobre RN\B2R. Multiplicando a equação (4.30) por xNvϕ2 e integrando
sobre RN , obtemos∫

RN

[
x+

N xN |v|p+1− x−N xNvg(v)
]

ϕ
2 dx =

∫
RN

[
∂v

∂xN
vϕ

2 + xNϕ
2|∇v|2 +2xNvϕ∇v ·∇ϕ

]
dx.

Usando (B1)-(B2) e desigualdade de Hölder, concluímos que∫
BR

x2
N |v|p+1 dx ≤C

∫
B2R

[
x+

N xN |v|p+1− x−N xNvg(v)
]

ϕ
2 dx

≤C
∫

B2R

|xN ||∇v|2 dx+C
(∫

B2R

v2 dx
)1/2(∫

B2R

|∇v|2 dx
)1/2

.

Para provarmos (C3), denotamos eN = (0,0, · · · ,1) e consideramos o Teorema de Stokes,
de forma que

div(U) =div
(

ϕ
∂v

∂xN
∇v−ϕ

|∇v|2

2
eN

)
=ϕ

∂v
∂xN

∆v+
∂v

∂xN
∇ϕ ·∇v− ∂ϕ

∂xN

|∇v|2

2

implica ∫
RN

ϕ
∂v

∂xN
∆vdx =

∫
RN

∂ϕ

∂xN

|∇v|2

2
dx−

∫
RN

∂v
∂xN

∇ϕ ·∇v. (4.31)
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Desde que

div(V ) =div(xnH(v)ϕeN)

=H(v)ϕ + xNh(v)
∂v

∂xN
ϕ + xNH(v)

∂ϕ

∂xN

e V se anula sobre {xN = 0}, usamos mais uma vez o Teorema de Stokes para concluirmos que∫
RN

x+
N h(v)

∂v
∂xN

ϕ dx =−
∫
{xN≥0}

H(v)ϕ dx−
∫
{xN≥0}

xNH(v)
∂ϕ

∂xN
dx. (4.32)

De maneira análoga, obtemos

−
∫

RN
x−N g(v)

∂v
∂xN

ϕ dx =−
∫
{xN≤0}

G(v)ϕ dx−
∫
{xN≤0}

xNG(v)
∂ϕ

∂xN
dx. (4.33)

Somando (4.31), (4.32) e (4.33), e observando que o termo à esquerda do resultado é simples-
mente a equação (4.30) multiplicada por ϕ

∂v
∂xN

, concluímos que∫
{xN≥0}

H(v)ϕ dx+
∫
{xN≤0}

G(v)ϕ dx ≤C
{∫

RN
|∇v|2|∇ϕ|dx+

∫
RN

x+
N H(v)|∇ϕ|dx

+
∫

RN
x−N G(v)|∇ϕ|dx.

}
Usando (B2) obtemos (C3):∫

BR

|v|p+1 dx ≤CR−1
(∫

BR

|xN ||v|p+1 dx+
∫

BR

|∇v|2 dx
)

.

Para obtermos (C2), multiplicamos a equação (4.30) por ϕxN
∂v

∂xN
e integramos div(xNU)

e div(xNV ) sobre xN ≥ 0. Procedemos de modo semelhante sobre {xN ≤ 0} e adicionando as
identidades obtidas encontramos que∫

RN
x+

N H(v)ϕ dx+
∫

RN
x−N G(v)ϕ dx ≤C

{∫
RN
|xN ||∇v|2|∇ϕ|dx+

∫
RN

ϕ|∇v|2 dx

+
∫

RN
(x+

N )2H(v)|∇ϕ|dx+
∫

RN
(x−N )2G(v)|∇ϕ|dx

}
.

Assim, ∫
BR

|xN ||v|p+1 dx ≤CR−1
∫

B2R

x2
N |v|p+1 dx+C

∫
B2R

|∇v|2 dx.

Proposição 4.4.3. Seja v ∈C2(RN) limitada com ‖v‖∞ ≤ 1 e satisfazendo

∆v+ x+
N |v|

p−1v− x−N g(v) = 0, em x ∈ RN , (4.34)

onde 1 < p ≤ 2∗ e g ∈C1([−1,1],R) satisfaz (B1)–(B2). Se v tem índice finito, então v ≡ 0.
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Demonstração. Seja ϕ ∈ C∞
c (RN) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ ≡ 1 sobre BR\B2R0 e ϕ ≡ 0 sobre

BR0 ∪Bc
2R. Multiplicando a equação (4.34) por vϕ2 e integrando sobre RN , obtemos∫

RN
[x+

N h(v)v− x−N g(v)v]dx =
∫

RN
|∇v|2ϕ

2 dx+2
∫

RN
ϕv∇v∇ϕ dx. (4.35)

Considerando que v tem índice finito, temos que

〈E ′′(v)vϕ,vϕ〉=
∫

RN
v2|∇ϕ|2 dx+

∫
RN

ϕ
2|∇v|2 dx+2

∫
RN

vϕ∇v ·∇ϕ dx

−
∫

RN

[
x+

N h′(v)v2− x−N g′(v)v2]
ϕ

2 dx ≥ 0,

donde, por (B3), concluímos que∫
RN

v2|∇ϕ|2 dx+
∫

RN
ϕ

2|∇v|2 dx+2
∫

RN
vϕ∇v ·∇ϕ dx ≥ p

∫
RN

[
x+

N h(v)v− x−N g(v)v
]

ϕ
2 dx.

Assim, por (4.35) temos que ∫
RN
|∇v|2ϕ

2 dx ≤C
∫

RN
v2|∇ϕ|2 dx.

Seguindo a mesma argumentação na prova da Proposição 4.4.1 quando deduzimos a equação
4.26, segue que ∫

BR/2

|∇v|2 dx ≤C
(

1+R−2
∫

BR

v2 dx
)

, (4.36)

para R suficientemente grande.
Vamos supor primeiramente que N ≥ 3. Então∫

BR

v2 dx ≤CRN (4.37)

e por (4.36) ∫
BR/2

|∇v|2 dx ≤CRN−2. (4.38)

Agora, usando as desigualdades (C1)–(C3), obtemos que∫
BR/4

x2
N |v|p+1 dx ≤CRN−1, (4.39)

∫
BR/8

|xN ||v|p+1 dx ≤CRN−2 (4.40)
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e ∫
BR/16

|v|p+1 dx ≤CRN−3. (4.41)

Pela desigualdade de Hölder e expressão (4.41), temos que

∫
BR/16

|v|2 dx ≤C

(∫
BR/16

|v|p+1 dx

)
RN p−1

p+1

≤CR2 N−3
p+1 .R2−2N

(
1

p+1−
1

2∗
)
.

Assim, para R grande, a equação (4.37) implica que∫
BR

|v|2 dx ≤CR2 N−3
p+1 +2. (4.42)

Mais uma vez, iterando o argumento por reinserir (4.42) em (4.36), concluímos que, após um
número finito k de passos,

∫
BR

|v|2 dx ≤CR
(

2
p+1

)k−1
(N−3)−

(
2

p+1

)k−2
−
(

2
p+1

)
+2

≤CR2,

(4.43)

onde C depende de k. Observamos que (4.43) também é válida para N = 2.
Combinando (4.43) e (4.36) vemos que

∫
RN |∇v|2 dx é finita. Logo, usando as desigual-

dades (C1) e (C2) deduzimos que
∫
RN |xN ||v|p+1 dx também é finita. Portanto, (C3) mostra que

v ≡ 0, como queríamos.

Proposição 4.4.4. Seja v ∈C2(RN) limitada e satisfazendo

∆+ x+
N |v|

p−1v = 0, x ∈ RN , (4.44)

onde 1 < p < 2∗. Se v tem índice finito, então v ≡ 0.

Demonstração. Para uma prova ver [45, Proposition 16].
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