Universidade Federal de Santa Catarina
Curso de Pés-Graduacao em Matematica e

Computacao Cientifica

C*-algebra de Rotacao Irracional:

Projecoes e Morita Equivaléncia

Eneilson Campos Fontes

Orientador: Prof. Dr. Eliezer Batista

Florianépolis

Outubro de 2009



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



Universidade Federal de Santa Catarina
Curso de Pés-Graduacao em Matematica e

Computacao Cientifica

C*-algebra de rotacao irracional:

Projecoes e Morita equivaléncia

Dissertacao apresentada ao Curso de Pés-
Graduacao em Matematica e Computacgao
Cientifica, do Centro de Ciéncias Fisicas e
Matematicas da Universidade Federal de
Santa Catarina, para a obtencao do grau
de Mestre em Matematica, com Area de

Concentragao em Fisica-Matematica.

Eneilson Campos Fontes
Florianépolis

Outubro de 2009



C*-algebra de rotacao irracional:
Projecoes e Morita equivaléncia
por
Eneilson Campos Fontes

Esta Dissertacao foi julgada para a obtencao do Titulo de “Mestre” em Matematica,
Area de Concentragao em Fisica-Matematica, e aprovada em sua forma
final pelo Curso de Pds-Graduagao em Matematica e

Computacao Cientifica.

Clévis Caesar Gonzaga
Coordenador da Pés-Graduacao em Matematica

Comissao Examinadora

Prof. Dr. Eliezer Batista (UFSC-Orientador)

Prof. Dr. Ruy Exel Filho

Prof. Dr. Severino Toscano do Régo Melo

Prof. Dr. Danilo Royer

Florianépolis, Outubro de 2009.

i



Aos meus pais



Agradecimentos

Agradeco primeiramente aos meus pais, por serem meus maiores incen-
tivadores, pelo apoio emocional e financeiro. Aos professores Eliezer Batista, pela
paciéncia e dedicacao, Danilo Royer pela importante contribuicao no terceiro capitulo
deste trabalho, e também aos professores Mario Zambaldi, Ruy Charao, Marcelo Car-
valho, Celso Doria, Ruy Exel, que de uma forma ou de outra contribuiram signi-
ficativamente para que eu conseguisse concluir com éxito este comego de estudos em
matematica. Aos meus colegas Lucas Spillere e Graciele Amorim, pelas intermindveis e
agradaveis horas de estudos e também ao Alisson, Daiane e Felipe, pelos inesqueciveis
momentos de descontracao. Agradeco a secretaria da Pés-Graduacao Elisa Amaral,

pelo constante apoio em questoes burocraticas. Ao CNPq, pelo suporte financeiro



Resumo

Neste trabalho apresentamos as duas principais caracterizagoes da
C*- algebra de rotagao irracional Ay: como objeto universal na categoria das
(C*-algebras unitais e como um produto cruzado. Estudamos as suas projegoes, cul-
minando no calculo do seu grupo-Ky, utilizando a técnica desenvolvida por Pimsner
e Voiculescu que consiste no mergulho da C*-dlgebra de rotacgao irracional Ay em
uma AF-algebra. Também apresentamos o importante resultado que afirma a Morita
Equivaléncia de duas C*-algebras de rotacao irracional para argumentos na mesma

érbita da acao do grupo GL(2,7Z).



Abstract

In this work we present the two main characterizations of the irrational
rotation C*-algebra Ay: as universal object in the category of unital C*-algebras and as
a crossed product, as well as a study on its projections culminating in the calculation of
its KCp-group using the technique developed for Pimsner and Voiculescu which consists
in imbedding the irrational rotation C*-algebra into an AF-algebra. Also we present
the important result that stated the Morita Equivalence of two irrational rotation

C*-algebras for arguments in the same orbit of the action of the group GL(2,Z).

vi



Sumario

Introducao 1
1 Algebra de Rotacgao Irracional Ay 5
1.1 Introdugdao . . . . . . . . . .. )
1.2 C*-algebra universal . . . . . . . .. .. Lo 5
1.3 Ay como C*-édlgebra universal . . . . . . . . ... ... ... ... ... 8
1.4 Ay como produto cruzado . . . . . . . ... .. 21
1.4.1 Introducao . . . . . . . . . .. 21

1.4.2 Produto Cruzado . . . . . . . . . .. ... ... ... 21

143 Ag=C(SYH NaZ . oo 38

2 Projegoes em Ay 43
2.1 Introducao . . . . . . . .. 43
2.2 Projegoes em Ay . . ... 44

3 Morita Equivaléncia e produtos cruzados 60
3.1 Introducao . . . . . . . . . . 60
3.2 Morita equivaléncia entre algebras de rotacao irracional . . . . . . . .. 62

A Funcionais Positivos 79
B Moédulos de Hilbert 84
C Limite Indutivo e AF-algebras 92
C.1 Categorias e Funtores . . . . . . . . .. ... ... .. ... .. 92
C.2 Limites Indutivos . . . . . . . . . ... 94

vil



C.3 C*-algebras de dimensao finita . . . . . . . ... ... ... ... ..., 96

D Projecoes em uma C*-algebra 99
D.1 Projecoes e elementos unitarios . . . . . . .. ... ... 99
D.1.1 Classes de Homotopia de elementos unitarios . . . . . . . . . .. 100

D.1.2 Equivaléncia de Projecoes . . . . . . . . .. ... ... ... 102

D.1.3 Semigrupo de Projecoes . . . . . . . .. ... 105

D.1.4 O grupo Ky de uma C*-algebra unital . . . . . . . .. .. .. .. 108

D.1.5 Funtorialidade do Ko . . . . . . . . . . .. ... L. 114

D.1.6 Continuidade do Ky . . . . . . . . .. . .. ... 117
Bibliografia 118

viil



Introducao

Historicamente o primeiro exemplo de um espago nao comutativo surgiu
a partir da formulacao de Heinsenberg da lei observacional da espectroscopia. De fato,
a mecanica quantica mostrou que o espaco de fase do sistema mecanico dado por um
unico atomo nao pode ser considerado como uma variedade. Esta conclusao foi ditada
pelos resultados experimentais da espectroscopia. Mais precisamente, no comeco do
século XX uma grande quantidade de dados experimentais foram coletados sobre o
espectro de varios elementos quimicos. Estes espectros obedecem experimentalmente
a leis importantes como por exemplo, o principio de combinacao de Ritz-Rydberg.
Tal principio pode ser enunciado como: “linhas espectrais sao indexadas por pares
de rotulos”, ou seja certos pares de linhas espectrais quando expressadas em termos
de frequéncias se somam para dar origem a outra linha no espectro. Além disso,
isto acontece quando os rétulos sao da forma 7,5 e 7, k. O que Heisenberg entendeu,
por analogia com o tratamento classico de interagao de um sistema mecanico com o
campo eletromagnético é que o principio de combinacao de Rietz-Rydberg obedece
a uma certa féormula algébrica para o produto de quaisquer duas quantidades fisicas
observaveis associadas ao sistema atomico. Heisenberg exibiu a seguinte formula para

o produto de dois observaveis,
(AB) k) = A By
e observou que algebra obtida nao era comutativa,
AB # BA

Mas Heisenberg nao conhecia a teoria de matrizes e suas idéias somente
foram estendidas a um nivel mais abstrato, por Max Born, Pascual Jordan e Paul Dirac

que ja dominavam técnicas de algebra matricial.



A descoberta de Heisenberg mostrou que a familiar dualidade entre um
espago e sua algebra de coordenadas (isto é a édlgebra de fungoes sobre este espaco) é
também inadequada ao modelo do espaco de fase de sistemas fisicos microscépicos. A
idéia bésica entao é estender esta dualidade. O trabalho de Gelfand inter-relaciona C*-
algebras comutativas com espacos topoldgicos Haussdorff localmente compactos. Ex-
iste uma quantidade muito grande de espacos que possuem um significado geométrico
6bvio, mas que sao melhores descritos por uma algebra de coordenadas nao comuta-
tiva. Os primeiros exemplos provém de espacos de fase em mecanica quantica, como
mencionamos brevemente acima, no entanto existem muitos outros, como por exemplo
o toro nao comutativo, o espaco de folhas de folheacao, o espaco de representacoes
irredutiveis de grupos discretos, zona de Brillouin na fisica do estado sélido, e também
varios outros modelos recentes. A caracteristica principal destes espacos é que quando
se tenta analizd-los sob o ponto de vista usual da teoria de conjuntos, as ferramentas
usuais nao sao uteis pela simples razao, muito embora como um conjunto eles tenham a
cardinalidade do continuum, é impossivel descrever separadamente seus pontos por um
conjunto finito (ou enumeravel) de fungoes explicitas. Em outras palavras, qualquer
familia enumeravel explicita de invariantes nao separa pontos.

Descreveremos brevemente o principio geral que nos permite mesmo as-
sim representar os espacos mencionados por uma algebra de funcoes, que nao sera
comutativa. Estes espacos sao obtidos como quocientes de relagoes de equivaléncia.
Considere um espaco ordinario comutativo X', que pode ser uma variedade suave ou
mais geralmente um espaco topoldgico Hausdorff localmente compacto. Este pode ser
descrito via sua algebra de fungoes Co(&X'), e C*-dlgebra abeliana. Suponha que este-
jamos interessados em estudar o quociente Y = X'/~ de X por uma dada rela¢do de
equivaléncia. Em geral nao se espera que este quociente represente um bom espago,
até mesmo quando X é uma variedade suave, o quociente ) pode nao ser Hausdorff.
Usualmente se define C())) como sendo o espago das fungoes sobre X’ que sdo invariantes

sobre a relacao de equivaléncia definida, ou seja:

CY) = {f €C(X) : f(a) = F(b),Ya ~ b}

Claramente para uma ”ma’”relacao de equivaléncia tipicamente se consegue desta forma



somente fungoes constantes ou seja C()) = C. Existe um modo melhor para associar
ao espaco quociente Y um anel de fungoes que é nao trivial para qualquer relagao de
equivaléncia. No entanto isto exige a quebra da comutatividade. Podemos considerar
funcoes de duas variaveis f,;, definidas sobre o grafico da relacao de equivaléncia, com
um produto que nao é mais o produto comutativo ponto a ponto, mas o produto de

convolucao nao comutativo. Em geral os elementos na algebra

nc(y)n — {fab Cq o~ b}

agem como operadores limitados sobre o espaco £2()). Isto também garante a con-

vergencia na norma de operadores do produto de convolugao

(f*g)ac: Z fabgbc

ar~b~c

O toro nao comutativo é considerado como um exemplo protétipo de
um espaco nao comutativo desde que este ilustra muito claramente as propriedades e
estruturas das geometrias nao comutativas. O toro nao comutativo representou um
papel chave no comeco do desenvolvimento da teoria na década de 80 dando origem
a analogos nao comutativos de fibrados vetoriais, conexoes, curvaturas, etc. Pode-
se pensar o toro nao comutativo como um caso especial de espacos nao comutativos
gerados por folheacoes. Vamos discutir um pouco este ponto de vista.

Seja 0 € R, as curvas integrais do campo de vetores
0 0 0

= — 4+ -,
8901 (9952

X

definem uma folheacao Fy sobre o toro T2. Se @ é racional, cada folha é uma circun-
feréncia. Se 0 ¢é irracional cada folha é densa, de fato, uma cépia de R, ”colocada
densamente’no toro, e a folheacao induzida é chamada folheagao de Kronecker Fy.
No espaco de folhas desta folhegao, T?/Fy, ¢ um espago nao discreto, sem nenhum
interesse. No entanto existe a C*-4lgebra associada a folheacao, C*(T?/Fy), que é nao
trivial e que descreve as propriedades topoldgicas deste espaco de folhas. Seja Ay a

C*-algebra universal gerada por dois unitarios v e v, com a relagao de comutacao

wv = e 0.



E a algebra de rotacao irracional, toro nao comutativo ou toro quantico, que generaliza

a algebra de fungoes sobre o toro de dimensao dois. Um elemento genérico de Ay é

e a familia destes elementos formam uma subalgebra densa em Ay.

Esta familia é muito mais complicada que C(T?), cujo os elementos sao

fungoes continuas:

1)C(T?) possui muitos ideais e Ay é simples;

2)C(T?) é comutativa e Ay nao. De fato seu centro esta formado somente por escalares;
3)Ap tem um tnico trago e C(T?) tem muitos tragos;

4) Ay possui muitas projecoes e C(T?) somente {0, 1}.

No capitulo 1 apresentamos brevemente a construcao da C*-algebra uni-
versal, para em seguida caracterizar a C*-algebra de rotacao irracional Ay de modo ab-
strato, ou seja como um objeto universal na categoria das C*-algebras. Na sequéncia,
estudaremos um pouco da teoria de produtos cruzados dando énfase para o caso em que
A é uma C*-algebra com unidade e G é um grupo discreto. E encerraremos o capitulo
mostrando a caracterizacao concreta de Ay. No segundo capitulo faremos um estudo
sobre as projecoes de Ay, mostraremos que o trago sobre Ay fica completamente deter-
minado quando restrito as suas projecoes, e para concluir este fato, apresentaremos a
técnica desenvolvida por Pimsner e Voiculescu que consiste no mergulho da algebra Ay
em uma AF' algebra na qual se tem conhecimento da estrutura projetiva. No capitulo 3
definiremos uma relacao de morita equivaléncia forte, provaremos quando duas algebra
de rotacao irracional sdo fortemente morita equivalentes. Além disso, acrescentamos a
este trabalho quatro apéndices onde constam defini¢oes e resultados basicos utilizados

ou mencionados no decorrer do texto.



Capitulo 1

Algebra de Rotacao Irracional Ay

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos a algebra de rotacgao irracional Ay sob dois
pontos de vista, o algébrico, ou seja Ay como um objeto universal na categoria das
(C*-algebras e o ponto de vista concreto, ou seja Ag gerada por operadores unitarios
e certas relacoes. Seja § um numero irracional, considere a acao de Z sobre S!', no
sentido das poténcias do operador rotagao dado por v f(t) := f(t+6). Consideremos tal
operador v agindo sobre o espago C(S!') das fungdes continuas no circulo unitdrio, donde
teremos v € Aut(C(S')). Portanto temos uma agao de Z sobre o grupo Aut(C(S')) o

que mais tarde associaremos a C(S') x Z como sendo a definigao da algebra A,.

1.2 ('*-algebra universal

A (C*-algebra universal é um objeto na categoria das C*-algebras que é
construido de modo a conter elementos especificos e satisfazer relagoes pré-determinadas.
Para sua construgao consideremos inicialmente um conjunto G arbitrario, que chamare-

mos de conjunto de geradores e defina

G =1{g9"/9 € G},

de modo que G G* = 0.



Defina também o seguinte conjunto:
Fg=A{r1--rpfr1, -, rn €GUGY e neN}

Podemos interpretar Fg como sendo o conjunto das ”palavras”finitas
escritas com as letras do ”alfabeto” GUG™; por isso, as vezes nos referiremos ao conjunto
G como sendo o conjunto de geradores.

Considere sobre Fg o produto por concatenagao,
rl"'TTL'Sl...Sm:Tl..‘rnsl..‘sm

e agora defina a extensao linear de Fg, ou seja:

finito

Bg = span(Fg) = { Z A1/ € Fg, A\ € C}

Considere em Bg soma e multiplicagao por escalar usuais, um produto

que seja distributivo em relacao a soma e que nos geradores seja da forma:

(M) (AsS) = (A As)(7.5)

para todo 7, s € Fg A, \s € C.

Defina em Fg a seguinte operacao:

TLeeTp > TheeeTT
onde
) g, se ri=g"€g*
g, se ri=9g€g
e em Bg,

Bg — Bg

*
Sar o YA
Verifica-se sem dificuldades que a operagao x definida acima satisfaz as

propriedades de uma involugao. Portanto temos que (Bg, +, ., x) é uma *-algebra.



Defini¢ao 1.1. Uma relagio em G é um par (x,n) onde x € Bg en € R,.

Observacao 1.1. A finalidade das relagoes na construcdao da C*-dlgebra universal €
garantir que a C*-dalgebra satisfaca certas propriedades. Se a relagao (x,n) for incluida

na construgao, a desigualdade ||z|| < n serd satisfeita dentro da C*-dlgebra universal.

Fixemos um conjunto R de relagoes.

Do modo como foi definido relagao, uma relacao da forma z = y nao
¢ permitida. Uma maneira de expressar tal relacao sob a forma da definicao 1.1 é
incluirmos a relacao (x — y,0) em R. Desta forma, pela observacao anterior na

(C*-élgebra universal teremos,
e -yl <0e|z—-yl=0cz=y.

Definicao 1.2. Uma representacao de G que satisfaz R, um conjunto de relagoes, é

um *-homomorfismo p : Bg — A, sendo A uma C*-dlgebra, tal que,

o)l <,
para todo par (x,n) € R.

Definigao 1.3. Um par (G, R) € dito ser admissivel se, para todo g € G, existen, € Ry
tal que

lp(g) < ny,

para toda representacao p de G que satisfaz R.

O préximo passo na construgao da C*-algebra universal seria definir con-
venientemente uma norma (||.||) sobre Bg e garantir que com esta tal norma tenhamos
uma C* algebra. Na tentativa de definir uma norma conseguiremos inicialmente a
C*-seminorma |||.||| : Bg — R definida por:

llzlll=" sup  {llp(2)[}
p rep. de (G,R)



e a C*-norma ¢é obtida quando passamos ao quociente de Bg pelo ideal

fechado N = {z € Bg/|||z]|| = 0}, ou seja

II: Bg/N— Ry
T =l
¢ uma C*-norma, onde T denota a classe de equivaléncia do elemento x € Bg em Bg /N,

para maiores detalhes, ver [1]. Desta forma definimos:

Definicao 1.4. A C*-dlgebra universal gerada por G e com relagoes R, denotada por

C*(G,R), € o completamento de Bg/N na norma ||.|| , isto €,

* - A

C*(G,R) = Bg/N'".
Observagao 1.2. Identificando Bg /N como uma sub--dlgebra de C*(G,R), podemos
definir a projecao canonica
i: Bg — C*G,R)
r x

Proposicao 1.1. (Propriedade Universal)Sejam A uma C*-dlgebra e p : Bg — A uma
representacao de G que satisfaz R. Entao existe um unico homomorfismo

v :C*(G,R) — A

tal que ¥ oi = p.
Demonstracao:

A demonstracao pode ser encontrada em [1].

1.3 Ay como (*-algebra universal

O que faremos agora é a construcao da algebra Ay como um objeto uni-
versal na categoria das C*-algebras.
Seja A uma C*- dlgebra com unidade, 6 € (0,1) irracional, G = {u, v}

um conjunto de geradores e
R = {U,'U/u*u = Uu* = ];’UU* — U*'U — [’ UV = e?ﬂ'lgvu}

8



um conjunto de relagdes. Vamos provar que existe C*(G, R).
Lema 1.1. O par (G,R) definido anteriormente é admissivel.

Demonstracao:

Se p: G — A é uma representacao:

e ainda

lp()lI* = llp(w)*p(u)]| = [[Lall
0 Mesmo segue para v.
U

Entao existe a C*-algebra universal & qual denominamos algebra de

rotacao irracional e denotamos por C*(G, R) =: Ay.
Lema 1.2. v*v = e 2"%ypu*.

Demonstracao:

Se uv = 2™y = v*u* = e Tyt = vt = e T yurtet = utv = e Ty,
0

Lema 1.3. Vale que uFv'=e**ylu* para I,k € Z, onde u* = (u*)* para k < 0,

vt = (v para | < 0.

Demonstracao:

A prova deste lema é trivial.



Seja,

Ay = span{@*v' /k,l € 7}

Pelo lema anterior, segue que ;{9 é subalgebra densa em Ay.

Nosso objetivo a partir de agora é exibir de modo concreto a C*-algebra
Ay. Dada uma C*-dlgebra com unidade A, ja sabemos que existe um tinico x-homomorfismo

Y C*(G,R) — A, e veremos adiante que esta aplicacao é de fato um isomorfismo.

Proposicao 1.2. Para todo A , i de modulo unitdrio existe um automorfismo em Ag

Py tal que py,(u) = Au e py ,(v) = po.
Demonstracao:

Consideremos a aplicagao:

ﬁk,y:g_)AG
U — AU

V= Qv

Temos que py , satisfaz as relagoes, logo pela propriedade universal da
algebra Ay sabemos que existe um unico x-homomorfismo p, ,, de Ag em Ay, e da mesma

forma pj ; € *-homomorfismo de Ay em Ay e além disso,

p)\,u o pS\,ﬂ = [dAg

U

Observagao 1.3. A injetividade do x-homomorfismo p na demonstracdo acima nos

garante que ele € isométrico (ver pg. 10 de [1}]) .

10



Proposicao 1.3. Para todo a € Ay a aplicagcao

fa: StxS' — A
() — prala)
€ continua.
Demonstracao:
Seja a = ufv! € Ay com k, 1 € Z, um elemento nao nulo, (Ag,io) € S* x St. Dado € > 0
temos que existe &' > 0 tal que |[(\, p) — (Mo, po)|| < & = [[Neul — NEpb|| < Tal-

Donde segue que:

1fa(A 12) = fa(o, )| = Hlpau(uv') = pag o (o) || = [IN"p'u ' — ouou )

<IN = Apolll[ufo']] < 7 el ~[laf| =

Da mesma forma garantimos que f, é continua

para a = P(u,v,u*,v*) € Ay, representando um polindémio nas varidveis indicadas.

Considere,
ny,mh
p= Z aputol € A,
k=ni,l=—n2
oA 1) = fo(Aos o) | =[x (P) = Prouo (P
. ny.nf
= loanl D @) = pagu (DY awdf)]
k=—n1,l=—n2 k=—n1,l=—n2
ny,mh ny,n
= 10 Y a0 auuhuh)|
k=—n1,l=—n2 k=—n1,l=—n9
ny.m

= | ). awd OV = M)l
k=—n1,l=—nqg

/ /
nq,Ny

Yo laulll (N = Agug)l-

k=—n1,l=—n2

IN

11



Dado € > 0, tendo em vista a continuidade de p teremos que:

361 > 0tal que (A, 1) = (Mo, pro)| < 61 = A = AGtpg | < L,
|3N6Lkl|

€

30, > 0tal que |\, 1) — (Mo, fto)| < 0y = | N2pl2 — A2pl| < ——
\3Nak.l]

oy > Otal que|(A, 1) — (Ao, jo)] < G = [N Y — ANl | < =
|3Nakl]

onde N = (ny, +ngo+ 1)(n) +ny + 1).
Seja € > 0 entao para todo a € Ay tome p € A\g e escolha A, 1, Ao, o tal

que [[pxu(P) = Prouo ()l = llp — al| < 5 entdo

[o2(@) = g o (@) < Ml ox (@) = pxu@I + lox () = Proo ()| +

+Hp)\o,uo (p) — Po,uo (a’)H <e€

U

Portanto fica provada a continuidade da aplicacao f, para todo a € Ay.

Seja A uma C*-algebra, vejamos algumas defini¢oes importantes:

Defini¢ao 1.5. Um funcional ¢ : A — C € positivo se ¢p(a) > 0 Va > 0 em A ou
equivalentemente se ¢p(b*b) > 0 Vb € A.

Observagao 1.4. ! Se A é unital (na definicio acima), isto implica que

0 < ¢(a) < |la||lp(1) logo ¢ € continuo com ||¢||=¢(1).

Definicao 1.6. Um funcional linear 7 : A — C é chamado tracial se T(ab) = 7(ba)

Va,b e A.

Definicao 1.7. Um funcional linear positivo de norma 1 é chamado um estado da

C*-algebra.

1

ver mais detalhes no apéndice

12



Observacao 1.5. Se A € unital (na defini¢cao acima) entio qualquer estado satisfaz

¢(1) = 1. Um estado ¢ é dito cheio sea >0 e ¢(a) =0 = a=0.

Defini¢ao 1.8. Um trago (normalizado) sobre A é um estado tracial nao trivial (ndo

nulo).

Nosso objetivo agora é definir um trago sobre a dlgebra Ajg.

Vamos definir inicialmente duas aplicagoes sobre a Ay :

q)l: A9 — A9

1
a — /plvezm(a)dt
0

(I)QZ Ag I AG

1
a +— /pezm,l(a)dt
0

Proposicao 1.4. A aplicacao P, € linear, contrativa, positiva e se valer que a > 0 e
a # 0 entao teremos que ®1(a) > 0 (ou seja O; € fiél).
Demonstracao:

A linearidade segue diretamente do fato que p é automorfismo. Além

disso, ®; ¢é contrativa pois:

1 1 1
@@l =1 [ premst@at < [ lppamet@liat = [ fallae = fal.
Para provar que ®; é positivo considere a afirmacao abaixo:
Afirmacao 1.1. a = a* = ®4(a) = P(a)*.

0@ = [ gttt = [ pmetaran=([ e @y
— (@y(a)).

Sejaa > 0e p: Ay — C um funcional linear positivo. Segue que:

o (B1(a)) = o / prans (a)t) = / o(przea(a))dt > 0,

pois p é automorfismo e preserva elementos positivos. Portanto ®;(a) > 0.
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Agora, se a > 0 e a # 0, seja ¢ : Ay — C, um funcional linear positivo,
e considere ty € [0,1] tal que p(p; 2rito(a)) > 0, em particular se to = 1 segue que

pra(a) =ae p(pri(a)) = ¢(a) > 0 entao p(P fo ©(p1 e2mit(a))dt > 0.

E portanto isto completa a prova da proposicao.
O

Proposicao 1.5. A aplicacao ®o € linear, contrativa, positiva e se valer que a > 0 e
a # 0 entao teremos que ®o(a) > 0 (ou seja Py € fiél).
Demonstracao:

A demonstracao é andloga a 1.4

0
Proposigao 1.6. 1)
uF, se 1=0
® (urv') =
0, se I#0
2) Seja E,, : Ag — Ay definida por:
E.(a) = 2n1+1 Z wau.
j=-n
Entao ®1(a) = lim E,(a)
Demonstracao:
1)
® (uFo') :/ eFmihykuldt = uFv / i dt = uFoloy . (1.1)
0 0

2) Como u é unitario, £, é linear com ||E,|| < 1. Além disso:

Seja a = uFv!, temos:

n
. . 1
E’n(ukvl) = 1+1 E ujuk,ulu J — l E 627r7,9lju]u j l 2 627”91].
" 2n + 1 2n + 1

Jj=-n Jj=-n Jj=-n

Logo, se l =10:

E,(u*') = uF(2n + 1) =

2n+1

14



E, se [ # 0 , fazendo r = ¥ teremos:

1 n ) 1 plnt+1l) _ .—in
E, (u)) = k| j_ k,
(") 2n+1“'”jzz_nr R R
1 N lré(2n+1) o r7%(2n+1) 1 N leiﬂﬂl(2n+1) o e—iﬂ@l(Qn—i—l)
= u'v ; l = u 4 —
2n+1 ra —ro2 2n+1 eimld — e—imnlf
1, sin((2n+ 1)7l0)
= u'v , .
2n 41 sin(rl0)
E portanto

lim E,(u"v') =0

n—-:aoo

Donde segue que

®i(a) = lim E,(a) (1.2)

para todo a na subdlgebra densa A\g.

Vamos agora verificar que 1.2 vale para todo a € Ay. Fixe ¢ > 0 e
a € Ag. Entéo existe b € Ay tais que [|a — b|| < e N e Z" tal quen > N implica que
[B(b) — En(b)]| < 5.

Como ambos ® e E,, tem norma 1, segue que se n > N temos:
[@(a) = En(a)|| < [[@(a = b)|| + [|B(0) = En(B)| + |1En(b—a)[| S5+ 5+ 5 =€

Portanto 1.2 vale para todo a € Ay.

O
Proposigao 1.7. 1)
o v, se k=0
Oy (uv') =
0, se K#0
2) ®y(a)=limy, oo 5 25, Vv
Demonstracao:
A demonstragao é andloga a da proposicao anterior.
O
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Proposigao 1.8. ®; o &y(Ay) C CI.
Demonstracao:

Seja a = uFv! temos:

<I>1((5k,0vl), se k=1=0
0, se k#0

d1 0 By(ufr!) =

Donde teremos também que ®; o ®,(p) € CI para todo polindémio
p = p(u, v, u*, v*).
Se a € Ay dado € > 0 tome p tal que [[p — al| < €
Portanto:
|1 0 D3(a) — D10 Py(p)|| < fla—pl <e
Entdao ®; o ®y(a) € CI=CI.

Observagao 1.6. A mesma formula vale para ®5 0 &1 e por isso P10 Py = Py 0 Py,

O que a partir de agora denotaremos por T = ®1 0 9 = Py 0 Py.

Como ambas aplicacoes ®; e Py sao positivas, fiéis e contrativas, 7

também terd estas propriedades. E como 7(I) = I temos ||7||=1.

Proposicao 1.9. 7 € um traco.
Demonstracao:

Sejam a = uFvl, b = u™" € Ay, k,I,m,n € Z.

T((ukvl)(umvn)) — (I)I(I)z((uk‘vl)(um,(]n)) — (I)lq)Z(uk—i—m,Ul—i-n) — e—27rilm97_(uk+mvl+n)
e72mimb - ge k4m=1I14+n=0

0, se cc

E também,

, ekl g k4+m=1+n=0
T((umvn)(ukvl» — e—27rzkn97_(uk+mvl+n) —

0, se cc
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Quando k£ +m = [+ n = 0, temos que kn = Im e portanto 7 assume
os mesmos valores sobre estes produtos. Pela linearidade, obtemos 7(ab)=7(ba) para
todos os polindmios em u*v!. Pela continuidade estendemos para todo a € Ay. Portanto

7 é um tracgo.
OJ

Observacgao 1.7. Tendo em wista a defini¢cao 1.8 devemos notar que estamos usando

C = CI para afirmar que T € um trago.

Proposicao 1.10. A dlgebra Ay possui um unico traco T para 0 irracional.
Demonstracao:
Suponha que ¢ é um outro traco sobre Ay. Entao para qualquer a € Ay, temos

((a) = ¢(u’au™7). Entao pela proposigao 1.6 item 2, temos:

Similarmente temos: ((a) = ((P2(a)) = ((P1P2(a)) = {(7(a)) = 7(a), pois ((I)=I e

7(a) é sempre um escalar (Atente a tltima observagao).

A prova da simplicidade de Ay, para 6 irracional, que faremos a seguir
nos possibilitara provar um dos principais resultado deste capitulo que diz respeito a

unicidade da C*-algebra gerada por operadores unitarios satisfazendo uv = e vu.

Teorema 1.1. Se 6 ¢ irracional entao Ay € simples.
Demonstracao:

Seja J < Ay ideal bilateral fechado de Ay e J # 0, entao se a € J, temos:

@2((1) € J

Além disso AT = @ 0 Py(a) € J. Seja a € J tal que a # 0 sendo a*a > 0 e a*a # 0
logo ®; o ®y(a*a) # 0. Portanto J = Ay.

17



Coroldrio 1.1. Sejam u,0 € A# 0 com 0,0 unitdrios e U0 = >0 entdo

Ay = C*(W,7) C A.

Demonstracao:

Defina
p: G — A
u —
v o— U
A aplicagdo acima define um x-homomorfismo ¢ : Ay — A, ja que u,v

satisfazem a relacao. Como Ay é simples temos que keryp = 0 e portanto ¢ é um

isomorfismo sobre C*(u,v) C A.
U

Vamos fazer agora a realizagao concreta de Ag. Sejam wu,v € B(L?*(S'))
operadores unitarios tais que u = m.y) € a multiplicagao pela fungao unimodular

z(t) = €™ e v 0 operador rotacao por um angulo 6. Ou seja:

(uf)(t) =z()f(t) e (uf)@t) = f(t—0),
onde estamos identificando funcoes continuas em S' como funcoes periédicas

sobre R com periodo 1.

Vale também que:

(W )t) ==z f(t) e (@))F)=f{E+0)
Os operadores u e v definidos acima sao unitdrios, pois dada f € L*(S'),

temos,
wruf(t) = 2 (uf)(t) = z(0)z() f(t) = |2 f (1) = F(2),

ou seja u*u = I , e de maneira analoga vemos que uu* = I.
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E também |,

(v f)(t) = v (w(f)(E) = o(f)(Et+0) = f(t+ 6 - 0) = (1),

e obviamente

v’ = 1.

Logo u e v sao unitarios, e também vale que:

o) (7) = u(f)(0) = 2D f(eie)

u(uf) () = ety f) (e27it) = et F(T) - pu(f) = e 2r0uu(f).
Donde temos,

uv = >y (1.3)

Temos que C*(u,v) C B(L*(S')) e pelo corolério 1.1 temos o isomorfismo
C*(u,v) = A,.

A partir dos geradores e da relacao 1.3 podemos obter certos isomor-
fismos entre algebras de rotacao irracional para diferentes valores de 6. Por exemplo
quando aplicamos # +— 6 + n para n € Z e substituimos em 1.3, temos,

2mi(0+n) 27ri9uv

vu =€ uv = vu = €

e obviamente a reciproca é verdadeira, logo Ay = Ay.,. Portanto quando nos for

conveniente podemos restringir a imagem do parametro 6 ao intervalo 0 < 6 < 1.

2mi(1—6)

Por outro lado como uv = e vu a aplicagdo que associa v — v e v +— u nos da

que Ay = Aqi_y.
Vimos que a algebra Ay é a C*-dlgebra gerada pelos operadores unitarios

2760

u=m.,v € B(L*(S")) e que satisfaz uv = e*™vu. Consideremos agora, o operador m;

que ¢é o operador multiplicagao em L?*(S') por uma fungao f € C(S!), e donde verifica-

se facilmente que C*({u}) = {m; : f € C(S")}. Sejam f = Zamozm — Zamoe%imt
m m
a expansao de f em série de Fourier e a = Z AV € Ay, temos:
m,ne”

1
dy(a) = Z/ ™0 eX™ Mt = Z Amou™ = M.
0
m,n

m

Donde segue que,

1
7(a) = ©2®1(a) = Pa(my) = 2/ amou™ €™M dt = ag.
—Jo
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Por outro lado, observe que:

1 N 1
/ FAA = / Amo€2™ AN = agg
0 m—00

Portanto, temos que

(a) = /01 FOVdA

Defini¢ao 1.9. 2 Um bi-toro ndo comutativo é a C*-dlgebra universal gerada por 2

elementos unitarios u,v, com uma relacao de comutacao como em 1.3, sendo 6 € R.

Observacgao 1.8. Nos referimos, algumas vezes, neste texto a Ag como dlgebra do toro

nao comutativo, ou simplismente, dlgebra do toro.

Observe também que dlgebra Ay é abeliana se e somente se 6 € Z, em
particular se § = 0 identifica-se Ay com a C*-algebra C(T?) , isto é fungoes continuas

sobre o toro com coordenadas angulares (@1, p2) fazendo u := €2™%1 e v 1= 2™z,

2Existe uma versdo mais geral da definicdo 1.9 que é a seguinte: Um n-toro ndo comutativo é a
C*-éalgebra universal gerada por n unitarios ui,usg,--- ,u, com relagoes de comutacao lineares nao

triviais dadas por u;u; = (exp(2mif;;))uwiu;, 1<i<n, feR.
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1.4 Ay como produto cruzado

1.4.1 Introducao

Definicao 1.10. Se X ¢ um espaco topologico, dizemos que um grupo G age a esquerda

sobre X se existe uma aplicagao:

(s,x) = sx de GxX—X (1.4)

tal que para todo s,r € G ex € X
ex=ues.(rz)=srx

Se G é um grupo topologico e X um espaco topoldgico, entao dizemos
que a acao é continua se 1.4 é continua de G x X — X. Neste caso X é dito um

G-espago a esquerda e o par (G, X) é dito um grupo de transformacao.

Observagao 1.9. Se X ¢ um espago topolégico , h € Homeo(X), entao Z age sobre

X da sequinte forma:

n.x:= h"(z) e (Z,X) é um grupo de transformagado.

1.4.2 Produto Cruzado

Em termos gerais o produto cruzado é uma C*-dlgebra A x, G construida
apartir de uma C*-dlgebra A e um grupo localmente compacto GG de automorfismos
de A. Quando A = C entao a construcao do produto cruzado se reduz a chamada C*-
algebra de grupo. Estas dlgebras também nos fornecem modelos nao comutativos para
espagos topoldgicos "mal comportados”. Os produtos cruzados foram introduzidas
como uma ferramenta para se fazer um estudo sistematico de grupos agindo sobre

C*-algebras como automorfismos.

Definigao 1.11. Um C*-sistema dinamico é uma tripla (A, G,a) consistindo de um
grupo localmente compacto G, uma C*-dlgebra A e um homomorfismo o de G em
Aut(A) (espago dos automorfismos de A), tal que g — ay(a) € continua para todo

a€A.
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Sejam (A, G, a) um C*-sistema dindmico, onde A é uma C*-algebra uni-
tal com a unidade denotada por 1, e o espaco vetorial

Coo(G,A)={f:G— A/f é continua e supp(f) é compacto},

onde supp(f) := {g € G/f(g) # 0} é o suporte de f. Se G é um grupo discreto e
f € Cup(G,A) entdao f tem suporte finito, ou seja existe uma quantidade finita de
g € G tal que f(g) # 0. Vamos dar a Cyo(G, A) uma estrutura de x algebra normada.

Dadas f1, fo € Coo(G, A), g € G vamos definir um produto de convolugao
em Coo(G, A) por:

= Alh)an(fa(h7g)). (1.5)

heG
Observacao 1.10. Estamos supondo que G € um grupo discreto, no caso geral em que
G € localmente compacto teriamos que usar a medida de Haar para definir o produto

de convolucao que seria dado por:

(f: + /7 Jon(fo(h™1g))dh

Vamos provar agora a associatividade da aplicacao (*) definida em 1.5:

Sejam f1, fa, f3 € Coo(G, A), g € G,

(fr f2) * fa(9) = D _(frx fa)(s)aafs(s7'g) = D fr(h)an(fo(h™'s))au(f3(s7 g))
seG s,heG
= Z fih)an(fo(h™"s)ap-1,f5(s Z fr(h)an(fa(k)ou fs (K~ h™tg))
s,heG hokeG
= fAilh)an(fo * f3(h7'g)) = fi = (f2  f3)(9).
heG

Vamos definir uma involugao (x) em Cy(G, A).

Dado g € G, defina:

F(9) = ag(f(g™")")
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Vamos provar que x ¢ uma involugao:

(@) (9) = (f*(9))" = (ag(f*(g71)")) = aglag1(f(9)™)) = f(9)-

(@) (fr* f2)"(9) = ag([(fi*f) (g™ )]") Zag(Z(fl( ) (f2(k7g71)))")
- Zak fa(k™tg™! Z%k fok™ g™ ) ag(fr(R)*).

Por outro lado, usando que h = gk temos,

f5* filg) = Zf2 Jan(ff(h™"g)) Zak (folh™ ) ar(ar1g(flg7"h)))
Zagk falklg )ag<f1<>>.

E portanto,
(fixfo) = f3 = [f].

Lema 1.4. As fungoes
bg: G — C
h > (597}1

formam uma base para Cyo(G, A) como A mddulo livre.

Demonstracao:

Vamos provar inicialmente que {d,},cc gera o espago Cpo(G, A). Dada

f € Co(G, A), defina F = 2%59’ onde a4 € A, temos:

geG
F(h) =) a,04(h) = ay == f(h).
geG
Agora, seja 0 = Zagég, logo, para todo h € G, vale que 0 = Z agd4(h) e portanto
geG geqG

ap, = 0 para todo h € G.
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A estrutura de % dlgebra normada em Cyo(G, A) reescrito na base dy, fica

dada a partir dos resultados apresentados abaixo,
Lema 1.5. (ag5g) * (bhéh):agag(bh)égh.

Demonstracao:

Dado j € G, temos
(ag8y) * (0r0n)(7) = D _(ag0,)()vi(bndn(i ")) = agarg(bndi(g™" 7)) = an-1jcn-1;(bn)d;

ied
e por outro lado,

9039 ()31 () = 1001, (b1)5;.
]

Agora vamos estender linearmente esta operagao para Cyy(G, A), para

isso basta considerar f; = Z aglg, fo = Z brdn € Coo(G, A) , e concluimos pelo lema

geG heG
acima diretamente que,

Corolario 1.2. fi * fy = (Z agly) * (Z bpdn) = Z(Z an(ap(bp-14))d,-

geG heG ge€G heG

Note que 14, € Cyo(G, A), e esta é a unidade de Cyo(G, A), pois:

16, * (Z ay0,) = Z (g0 % 8y = Z (g0og = Z ayd,

geG geG geG geG

E 0 mesmo vale na multiplicao a direita por 16, € Cyo(G, A).

Observacgao 1.11. Podemos identificar A com Ad, via aplicacao de inclusao do sequinte

modo:

i: A — Cyp(G,A)

a +— ade

Vamos verificar agora como fica a involugao. Sabemos que para todo

g€ Geay € Aque

(ag5g)*:agfl(a;)5gfl
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Como anteriormente, estendendo para Coo(G, A), teremos que a aplicagao:

* Coo(G, A) I Coo(G, A)

Zag(sg — Z(ag(sg)*

geG geG
¢ uma involugao. Portanto até aqui garantimos que Cpo(G, A) é uma
*-algebra.

Vamos agora definir uma norma sobre Cpyo(G, A):

Proposicao 1.11. A aplicacdao definida por:

HHl : Cgo(G, A) — RJ’_

2%59 — ZH%HA

9eG ge@
¢ uma norma sobre Coo(G, A), e satisfaz ainda que ||a*|| = ||al|;.
Demonstracao:
Sejam Z ag0g, théh € Coo(G,A) e A € C. Temos:
geG hed

(1)
I Zag5g||1 =0= Zagég =0.

geG geG
1Y agbyll =0 > llagl, =0« [laglla=0 Vgeq,

geG geqG

isto ¢ equivalente a Z agd, = 0.

geG
(i)
IV~ agdglls = A agdlla-
geG geq
INY Jagdolln = 1) Aagdylls =Y IAaglla =D [Alllag|la
9€G geG geqG geG
= A llaglla = M1 agdlla-
geG geG
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(iii)
10>~ agdy) * O budn)lln < 11 aggllillY - budll:-

geG heG geG heG
10O aghy) « O badu)lls = 1D (agdy) * (budn)lh
geq heG g€G heG
= 1D agag(bn)dgnlls =Y > lagag(bn)la
geG heG geG heG
< S laglitnlla =" llagha > lballa
g€G heG geG heG
= 1D agdglll Y badnlls-
geG heG

e finalmente temos:

1 agde) e = 11D ag1(ap)dg-ili =Y lag-r(@)la =) llajlla

geG geG geqG geG
= ZHag”A = ”Za959||1'
geG geG

Portanto chegamos a conclusao que Cyy(G, A) é uma x-dlgebra normada.
O

Observacao 1.12. O completamento da x-dlgebra de Banach Cy(G, A) na norma

definida acima nos dd entdo uma x-dlgebra de Banach que denotaremos por L'(G, A).

Faremos agora uma pausa para consideracoes gerais que serao

imprescindiveis ao que segue.

Proposicao 1.12. Se B € uma *-dlgebra de Banach com unidade ., e com mnorma
I-ll1, qualquer representacao involutiva p de B, ou seja um *-homomorfismo de B em

B(H,), satisfaz ||p(b)|| < ||bll1, donde seque que p € contrativo.

Demonstracao:

Se p é uma representacao de B em B(H,) entao dado b € B, temos:

o)l = sup [lp(b)¢]l,
lel<t
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onde:

lp(0)EN* = (p(b)€, p(b)E) = {p(b)*p(b)E, &) = (p(b*D)S, €)

Consideremos agora o seguinte funcional

Fg: B — (C
a — (p(a)§, &)

Por defini¢ao o funcional F¢ é positivo. Vamos denotar por r(a) o raio
espectral de a € B. Observamos que

Fe(b'b) = [Fe(b*D)| < Fe(d)r(v) < b6l < [1b]3

Com isto teremos,

lp(b)E]] < [|b]]1 para todo £ € B(H,) com ||£|| < 1. Portanto,

)]l = Hiﬁgl{llp(b)é\!} < [[bllx-
O

Observacao 1.13. O supremo sobre todas as representacoes involutivas é limitado ou
seja,

I1oll} = sup [[o®) ]| < [bllx
p

e portanto isto define uma seminorma sobre B. Em muitos casos, isto jd nos dd uma
norma, se nao der, passamos ao quociente de B pelo nicleo da aplicacgao |||.|||, definida
acima, e desta forma consequiremos uma x-dlgebra normada. Como ||p(0*b)|| = || p(0)||?
para cada representacdo p, temos uma C*-norma. E portanto o completamento de B

nesta norma sera uma C*- dlgebra.

Vamos ver com maiores detalhes o que foi observado acima.
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Afirmagao 1.2. |||.||| € uma C*-seminorma

Demonstracao:

Sejam x,y € B, a € C,

(i)
llazll = sup{llp(az)||} = sup{[lap(z)||} = sup{|a||p()||}
= Jalsup{[lp(x) ||} = lelll]]]];
(i)
llz+ylll = sup{llp(z +y)lI} = sup{llp(x) + p(y)II}
< sup{llp(a) [l + lloW)lI} < sup{llp(e) ]I} + sup{llo()} = [zl + llylll;
(iii)
2"l = sup{l[p(z™) 1} = sup{llp(x)"[|} = sup{llp(x)[|} = [l|=[lI;
(iv)
llzylll = sap{llp(zy)|l} = sup{llp(x)p(y)[I} < supllp()[llo(y)1I}
< sup{|lp(x) ||} sup{llo(w)II} = [llz[l[l[lyl];
(v)
lla*zll| = sup{[lp(z*2)[} = sup{l|p(x)*p(x)[|} = sup{[|p(=)|I*}
= sup{[lp(2)|})* = [[|=]|*
U]
Defina agora N = {z € B/|||z]|| = 0}. Sejam z,y e N, 2 € Bea € C
temos:

law+yll < llazll+Ilyll = alllzl|+ [yl = 0, donde segue que az+y € N

2=l < llzlllzll = 0 = zz € N e [[za] < [|z[l|lz]] = 0 = 22 € N;

e de (iii) decorre imediatamente que N' = N*.
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Portanto garantimos que A é um ideal bilateral autoadjunto de B. Donde

segue que B/N é uma -dlgebra e ainda que:

I|I.l: B/N— R"
T —|l[=|l]
é uma C*-norma.

E portanto (B/N)

serd uma C*-algebra.

Definicao 1.12. A C*-dlgebra obtida acima daremos o nome de C*-dlgebra envolvente

de B.

Defini¢ao 1.13. Dado um C*-sistema dinamico (A, G,«) , a C*-dlgebra envolvente
de LY (G, A) é denotada por Ax,G e é chamado o Produto Cruzado de A pela agdo
a de G.

Voltamos ao caso de m“-”l

= L1(G,A).

Nosso objetivo agora é construir a C*-algebra envolvente de L'(G, A),
para isto vamos inicialmente encontrar uma representagao de Cyo(G, A) como operador
em algum espaco de Hilbert. A existéncia de uma representacao fiél para uma
C*-4lgebra qualquer como um conjunto de operadores limitados em um espago de
Hilbert é garantida pelo Teorema de Gelfand-Naimark.

Seja entao, uma representacao fiél da C*-algebra A,

p: A— B(H).

Considere o espaco de Hilbert definido por

H =D H, = {(&)eec (3 1&]7)* < oo}

geG

onde

=
[l
)
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Defina também:

m: A — B(H)
a — 7(a)(§y)gec = (plag-1(a))&y)sec
Proposicao 1.13. : 7 é uma representacao.
Demonstracao:
Inicialmente vamos mostrar que esta é uma boa definicao:

Sejam (&,)4, (15)g € H A € C , temos que:

m(a)((§g)g + Alng)g) = m(a)(&g+ Ang)g = (p(o‘gfl(a))@g + Ang))g
= (Io(ag—l<a))£g + )‘p(ag—l(CL))ng)g
= (plag-1(a))&e)g + Aplag-1(a))ng)y = m(a)((&)g) + Am(a)((ny)g)

Logo, m(a) é linear.

E se (&), € H entao:

Im(a)(&)gll = (p(ag-1( ZH plag-1(a))&y) )P )
< ZHP ag1 (@)1 < ZHGH 1611%)7 = llallll(€)sll-

Logo m(a) é continuo.
Portanto 7(a) € B(H), e com isso mostramos que a aplicacao 7 estd bem

definida.

Observe também que:

(m(@)§,m) = (m(a)(&)g, (g)g) = ((p(ag-1(a))E)gs (1g) )
= Z<P(O‘g—1(a))§gang>Hg = Z<£g> plag-1(a*))ng)u, = (€, 7(a")n).

g g

Logo m(a*) = m(a)*, onde m(a)* é o operador adjunto de 7(a).
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Além disto, temos:
(i)m(a + Ab) = w(a) + A (b)
(ii)m(ab) = m(a)m(b)
(iii)m(1) =1
Seja (&), € H
(i)
m(a+Ab)(§g)gec = plag-1(a+Ab))&y = plag-1(a) + Aag-1(b))&
= plag-1(a)) + Ap(ag-1(b)))&g = plag-1(a)) (&) + Ap(ag-1(b)) (&)
= m(a)(&)gea + AT(b)(&y)gea

m(ab)(&g)gec = (plag-1(ab))&g)gec = (plag-1(a)ay-1(b))Ey)gec
= ((p(ag-1(a))p(ag-1()))&g)gec = (plag-1(a))&) (p(ag-1(b))&g)gec
= (m(a)(&)m(b)(&y))gec = ((m(a)m(b))(&))gec

(iii)
7(”(59)966‘ = (/)(O‘g_l(l))gg)geG = <£g)g€G-

O

Concluimos entao que 7 é um x-homomorfismo. E portanto o par (H, )
é uma representagao da C*-algebra A.

Defina

u: G — B(H)
h — un(&g)g = (€n-19)g
Proposicao 1.14. O operador uy, € B(H) € unitdrio para todo h € G.

Demonstracao:

E facil ver que a aplicacao estd bem definida ou seja uy é operador linear e continuo.
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E ainda que:

upty(&g)g = Un(§-19)g(&-1n-14)g = (§niy-14)g = uni(&y)g, donde tiramos
que upu; = up. E portanto upup-1 = u, = Id.

Observe também que:

(un&sm) = ((€n-19)g: (g)g) = Z(ghflgvnﬁ = Z<§g77ihg>
= (& un-1(n)).

Ou seja uj = up-1.

O
Proposigao 1.15. upm(a)uj, = 7(an(a)).
Demonstracao:
Seja (&,)g € H , temos:
(@) &)y = nm(@)(Eng)a = (P01 ())Eng)y = (11911 (0 1),
= (plag-1h(a))&)g = (plag-1(an(a)))Ey)g = m(an(a))(y)s-
O

Proposicao 1.16. Temos que a aplicagao dada por:

7xu: Cyp(G,A) — B(H)

Z T T — Z m(ag)uy

teG teG

€ um *-homomorfismo contrativo.
Demonstracao:
E fécil ver que m x u é linear e também que satisfaz
(m x u)(ay0,) = m(ay)u,. Logo, para mostramos que a aplicacao definida preserva pro-

duto e involucao é suficiente verificar que esta propriedade é valida sobre os geradores

de Coo(G, A)
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Desta forma, temos:
(m x u)((agdy) * (brdn)) (k)i = (7 X u)(agoyy(bp)dgn) &)k = m(agay(bn))ugn(&)r =
= 7(agog(bn))(En-1g-16)k = plag-1(agag(bn)))(En-1g-1k)r-

Por outro lado,

(m x u)(aghy)(m x u)(bndn) (&) = m(ag)ugm(bn)(En-1r)n
= m(ag)ug(p(ar-1(bn))&n-11)k
= m(ag)(p(ar-14(bn)Sh—19-11)k
= (plon—1(ag))p(ek-14(bn))En=1g-11 )k
= plag-1(agog(bn))) (En-1g-1%) k-

Portanto
(m x u)((agdy) * (brdn)) = (7 X u)(agdy)(m X w)(brdn)
E ainda,

(m x u)(aydy)” = (mxu)(ag-1(a;)dg—1 = m(ag-1(ay))ug-1
= (ugflﬂ(a;)ug)ugfl = ug1m(ay) = u*ﬂ(a;) = (m(ag)uy)”

= [(m xu)(agdy)]"

Ou seja 7 X u preserva involucao.
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(&n)n € H,

Vamos provar agora que m X u é uma aplicacao contrativa. Considere

(m x u Zag Enecll? = [(mxu Zag (€n)nea, (m x U)(Z agdg)(&n)nea)|

geG

geG gelG

< Y U x u)(aghy) (&), (7 % u)(ag6))(&n))|
9.9'€G

= Z| 1(ag))ug(&n), m(ag-1(ag))ug (&n))]
9,9'€G

< Y lImlag-i(ag))ug(En)llIm(arg 1 (ag )ug (€n)|
9,9'€G

< Y llag(ag)llllag-—1(ag)llIén ]
9,9'€G

= Y llaglllag Mgl = llagl*lignl*
9,9'€G geG

Proposicao 1.17. A aplicacio ™ X u € fiél.

Demonstracao:
Sejam [ = Z arde # 0, ar, # 0 e (&), € H, temos que:
teG

((m x U)(Z atét))(fg)gzz W(at)ut(gg)gzzW(at)(ftflg)g:Z(P(O‘g*(at>))(£t*19)g

t

t t t
Como p é injetor e a;, # 0, existe n € H tal que p(ay)n # 0.
Defina:

7, se t=t,"

0 caso contrario

temos que: ((m x u)(Y_ aid))(&)g = D (plag-1(ar))éi-19)g = plag, )1

t t
Portanto (m x u)(f)|e # 0 , donde 7 x u é fiél.

0

Sabemos que Coo(G, A) é densaem L' (G, A), portanto toda x-representagao

contrativa de Coo(G, A) se estende a uma representagao de L'(G, A) e além disso como

Ax, G éa C*-algebra envolvente de L'(G, A) podemos estender esta representacao ao

produto cruzado, ou seja qualquer x-representacao contrativa de Coo(G, A) se estende
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a uma representacao de A x,G. Em particular 7 x u : Ax,G — B(H) estende m X u.

Defina: || f|.=|[(7m x u)(f)||, esta norma independe da representagao p,
desde que p seja injetora e, Coo(G, A)H'HT = A X, G,
onde [ f[l-=[|(m x uw)(HII < NI

Observacao 1.14. Se A é uma C*-dlgebra e (w, H) é uma representa¢ao de A, vamos

definir: w(A)H := span{rn(a)/a € A, € € H}.
Uma defini¢ao importante é a seguinte:

Definigao 1.14. Uma representa¢io covariante de um C*-dinamico (A, G,«a) € uma

tripla (m,u, H) onde:

7. A — B(H)
€ uma representacao nao degenerada, isto € W =H;
e

uv: G — B(H)
€ uma representacao unitdria

*
Uy = Up-1

Urls = Ups

upm(a)u—1 = (. (a)).

Teorema 1.2. Seja A uma C*-dlgebra com unidade 1. Entdo existe uma bijecdo en-
tre as representacoes covariantes de (A, G, a) e as representacoes nao degeneradas de
Ax,G.

Demonstracao:

Seja (m,u, H) uma representagao covariante, entdao é possivel construir uma repre-
sentacdo ™ X u de A 1, G. E além disso, (7 x u)(ad,) = 7(a) para todo a € A,

donde segue que (7 X u)(A X, G)H D w(A)H = H e (7 X u)(A x, G))H C H, ou seja

(m x u)(A X, G)H = H, isto é m x u é representacao nao degenerada.
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Por outro lado, seja:

p: Ax,G — B(H)

uma representagao nao degenerada.

Defina:

m: A — B(H)
a — p(ade)
Como p é representacao, segue diretamente que 7 é uma representacao, e

também vale que, T7(A)H C p(A x, G)H = H e paratodo & € H, & = p(16.)¢ = w(1)¢,

logo H C w(A)H e portanto H = w(A)H, ou seja 7 é representagdo nao degenerada
de A.

Defina também:

T: G — B(H)
g = p(1dy)

Afirmacao 1.3. T ¢ representa¢ao unitdria.

Demonstracao:

Considerando primeiramente 7 = p(a.0;)§ € H, temos:

T.Ts(p(a0r)€) = Ti(p(16s5)p(aid)§) = T (pavs(ar)ds)§)
- (p(ar(as(at)))(srst)g - p(ars(at)5(rs)t)§ = Trs(p(at(;t))&

donde segue que T, T = T,.

Para provar que T é operador unitario observe que:

Te(p(aidr)§) = plae(ar)de )€ = plardr)

ou seja T, = Idy. Como 1,T,-1 = Id, basta mostrar que T = T,-1 , para isso tome

&ne H:

(T.(§),m) = (p(16,)&,m) = (&, p(16,)*n) = (&, p(ay—1(1)d,-17)
= (&, p(15,-1)n) = (£, T,-1(n)).
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Afirmagao 1.4. T,7(a)T,-1 = 7(a,.(a))

Demonstracao:

Seja n = p(a0;)€ € H,

Trm(a)To-1(p(ade)§) = Trm(a)(p(10,-1)p(ardr)§) = Trm(a)(p(an-1(ar)d-1,)€)
= Tiplade)p(oy—1(ar)d,-11)§ = Trplacy—1(ar)d,-1)§
= plap(ac-1(ar))d)§ = plar(a)aid)€ = plar(a)de)p(aidr)§
= m(a-(a))p(ard).

Portanto mostramos que (w,7, H) é uma representacao covariante de

(A, G, a). Agora, somente resta mostrar que p = x 1.
Afirmagao 1.5. 7(a;)T; = p(aidy)

Demonstracao:

Seja n = p(a0,)¢ € H,
m(a)Ti(p(ar6,)§) = m(ar)plau(ar)du)€ = pladeai(ar)dm)§ = plaru(ar)dy)§
= plad)p(a:o:)E.

Defina:

P(x,T) - Coo(G,A) — B(H)

Z a0y +—— Z m(ay)Ty

teG teG
E facil ver que esta aplicagao é um x-homomorfismo contrativo, logo como
Ax,G é C*algebra envolvente de Cy(G, A), temos que existe um tinico homomorfismo
9 )

7xT:Ax,G— B(H). Portanto p =7 x T.

Observacgao 1.15. O teorema 1.2 também vale para C*-dlgebras nao unitais.
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1.4.3 Ay =C(SY) %, Z

Vamos considerar agora um produto cruzado A x, G , onde A = C(X),
sendo X um espaco topolégico Hausdorff compacto e no qual consideramos uma acao
de G sobre X,

¢: G — Homeo(X).
Desta forma, podemos definir uma agao de G sobre C(X) do seguinte

modo:
a: @ — Aut(C(X))

g +— o
dada por
(ag())(@) = [ (g1 (x)).
Vamos construir a sub-dlgebra densa Cyo(G,C(X)), para isto inicial-
mente estabeleceremos uma relagao entre os espacos Coyo(G, C(X)) e Coo(G x X, C).

Seja

oo OO()(GXX7(C) — CO(](G,C(X))
f — !

definida da seguinte forma:

~

Lf(9))(z) = f(g,7)

Provaremos que ~ ¢ um isomorfismo de espacos vetoriais. Sejam f1, fo €

Coo(G,C(X)),geG, A eC,ze X,
i+ Ma(9)](@) = (fL + M) (9,7) = filg, ) + Afalg, ) = [Fi(9)](x) + N alg)] ().

Agora suponha que ﬁ, fg sao tais que ]?1 = ]?2, entao para todo g € G,
r € X. Temos que,

o~

Fi(@))(@) = [fa(9)l(x) = fi(g,2) = falg,x) = fi = fo,

logo — ¢ injetivo. Considere agora ¥ € Cyo(G,C(X)), queremos mostrar que existe

f € Coo(G x X, C) tal que f=1.
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Considere a seguinte fungao

1}: GxX — C
(g,2) +— [b(9)l(x)

Como v é continua e tem suporte compacto temos que 15 € Coo(Gx X, C).

Observe também que:

~ -~

(agf)(h, x) = f(h, pg-1 () & ag(f(h)(x) = f(h)(pg-1(x)).

Vamos ver como fica o produto de convolucao definido em Coy(G, C(X))
agora no espago Cy(G x X, C).
Sejam ]/”\1 = Zagég , ]/”\2 = théh, entao:

geG heG
* f/; = (Z agég) * (Z bhéh) = Z ( bhdh Z CLgOég bh gh
geG heG g,heG g,heG
= D O an(an(br-1y))6,
ge€G heG
e usando que: f Z by0,(h) = b,
geG

dado g € G, vamos reescrever o produto de convolucgao:

Zfl ap, f2 (h™'g)) € Co(X)

heG

Dado z € X,

(frx B) @)@ = O hhan(fa(h™9) ()

= Y AM@a(f(h ) (@) = filh) (@) (7 g)(on (x))
= > flha)fa(h g, on1 () = (fr * fo)(g,2) = ((Fi # J2)(9)) (@)

Entao definimos,

(f1 = f2)(g,2 Zflhﬂﬁfzh tg, on-1()).

heG
E portanto, sempre que estivermos nos referindo ao subconjunto denso

Coo(G,C(X)), vamos de fato trabalhar com fungdes em Cpyo(G x X, C).
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No caso particular em que G = Z#, com 6 € (0,1) irracional,

X =S!' @ R/Z, defimos:

fooz9 — C(SY

p — f(»)

sendo

o~

fp)y+2Z)= f(p,y+7Z)

com f € Cyo(Z0 x St,C)

A agao serd dada por:

6. 768 — AutC(Sl)
p — ﬁp

sendo (B,f)(y +Z) = f(y —p+Z)

induzida pela acao se Z em S!,

0: 7Z — Bij(Sh)
n F— (pn

com

on(Yy+Z)=y+nd+7Z

Podemos ainda indicar a agao 3 para fungoes em Cyo(Z6 x S*, C), deno-

taremos esta acao por [3,, ficando entao da seguinte forma:

Com as agoes correspondentes podemos construir uma representagao co-
variante do C*-sistema dinamico (C(S'),Z,a) sobre Ay = C*(u,v), onde o gerador
de Z age sobre C(S') rotacionando o circulo unitario por um angulo de 276 sendo 6
um numero irracional entre 0 e 1. A este sistema esta associado o produto cruzado
C(Sh) x, Z.

Observe que se G = Z, falar sobre uma funcao f de suporte compacto

sobre G ¢é equivalente a dizer que f tem suporte finito.
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Seja a dlgebra Ay, considere h € Homeo(S') como sendo a rotagao por 6

irracional, ou seja:
h(t) := et

E considere o sistema dinamico (C(S!),Z, o) associado a seguinte agao:

an(f)(t) = fle ™)
Considere a aplicacao de inclusao
z:S' - C (1.6)
e sejam G = {n, 1}, R = {n*n = nn* = 1}, defina,

T G — A

n —— u.

Recordemos que o operador u € Ay C B(L*(S')) é o operador multi-
plicagao pela fungao unimodular z, que indicamos anteriormente por u = m,).

Pela propriedade universal de C*(G,R) = C(S!), temos que existe um
unico homomorfismo

7:C(SY — Ay.

Considere também a aplicacao

T: 7 — A
n —— v"

Dada f € B(L*(S")) , y+ Z € R/Z, teremos

(wf)y+2Z) = fly —2r0 + Z)

no entanto, podemos usar que R/Z = S' para escrever

(vf)(t) = fe7*™).
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Afirmagao 1.6. T,,7(g9)T_, = w(a,(9)),g € C(Sh).

Demonstracao:
Sejam t € S*, f € L*(S'), temos

(Tam(9)T-nf)(t) = Tu(m(g)(T-nf) () = 7(g)(T-nf)(e>™"t) =
= g(e72™ ) (T_p f)(e72) = g(e7>™ ) f(t) = (ang) (£) (t) = (m(cng) ) (2)-

O

Portanto a tripla (7, T, Ag) é uma representacao covariante para o C*-sistema dinamico
(C(SY),Z,a) em Ay e portanto pelo teorema 1.2 garantimos a existéncia de uma rep-
resentagao nao degenerada (7 x T') : C(S!) x4 Z — Ay.

Seja a sub-dlgebra densa Cyo(Z, C(S')) gerada por v = 16; e u' = 24y,

estes elementos sao unitarios e v"* = 16_; e u™* = Zdy, além disso,
/ I . __—2mb __—2mif,_ /
vk = (161) % (200) = lag(2)6 = e 200 %01 = e U w0

Considere o conjunto G = {u,v}. Entdo temos que se
p: G — C(S')x,Z é arepresentacao que associa u a u’ e v A v', o conjunto de geradores
em G ira satisfazer as relagoes em C(S') x,, Z, daf pela universalidade de Ay temos que
existe um tinico +-homomorfismo ¢ : Ag — C(S') x, Z. Além disso as aplicagoes m x T
e 1Y sao inversas. De fato:

Dado u*v! € 121\9, temos:

(7 x T) () (uFot) = (m x T) (%8 % 16;) = (7w x T)(2%8;)) = 7 (2F)T; = uFol.

N
Seja a,, = Z a2t € C(SY),

k=—N
N N
(X T)(andn) = $(r(an)T,) = (D amtfv™) = D (amufv”)
k=—N k=—N
N N
= D awl#0) * (16,) = D awz*6, = and,
k=—N k=—N

Como 1 é homomorfismo podemos estender linearmente esta aplicacao para polinomios
em u'v’ e por densidade estendemos continuamente ao produto cruzado. E portanto

provamos que Ay = C(S) %, Z.
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Capitulo 2

Projecoes em Ay

2.1 Introducao

Seja Z o conjunto dos nimeros irracionais e {Ag : 0 € 7}, uma familia
de algebras de rotagao irracional, é natural que nos questionemos, por exemplo, se
os elementos deste familia sao todos distintos, ou quais sao isomorfos. Neste capitulo
veremos que a estrutura projetiva de Ay nos fornece informacoes que nos possibilitam
nao somente responder tais indagacoes mas também obter propriedades interessantes
desta algebra.

Se 6 € 7 nao é ébvio que a algebra Ay possua qualquer projecao diferente
das triviais. Por exemplo, quando § = 0 de fato nao existe nenhuma projecao nao
trivial, pois A9 = C(T?) e suas tnicas projegoes sao as fungoes constantes 0 e 1 j&
que T? é conexa. Por outro lado para racionais nao inteiros §, a algebra Ag possui

projecoes nao triviais.
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Todos os conceitos e notagoes referidos daqui por diante que nao forem

explicitamente definidos estarao detalhados no Apéndice.

Lema 2.1. Se p e q sao projecoes em uma C*-dlgebra A (p,q € Pn(A)) e|lp—q| < 1,

entao p ~y q.

Demonstracao:

Ver demonstracao em [20].
U

Proposicao 2.1. Se A é uma C*-dlgebra unital separdvel entao Ko(A) é um grupo

abeliano enumerduvel.

Demonstracao:

Seja A um subconjunto enumeravel e denso em A, temos que para todo p € A, em
particular se p é projecio, existe p € A tal que lp — pl| < 1 donde segue pelo lema 2.1
que p ~y, p e logo pela proposicao D.9 que [plo = [plo. Pela densidade de Aem A segue

que, Ko(A) ={[plo] p € Pu(A) para algum n} é enumeravel.

2.2 Projecoes em Ay

Projecoes nao triviais em Ay para 6 irracional foram construidas primeira-
mente por Rieffel em [16], baseado em uma sugestdao de Powers de que Ay contém
elementos autoadjuntos com espectro desconexo. Estas sao chamadas as projecoes
de Powers-Rieffel. Para construir tais projegoes primeiro considere qualquer produto
cruzado da forma A = B X, Z. Vamos considerar B como uma sub-édlgebra de A e «

1

como o automorfismo b — vbv™" , onde v € A é um elemento unitario e b € B. A idéia

de Rieffel é analisar uma projecao da forma

p=ho""+ f+gv, (2.1)
onde f,g,h € B.
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Temos que:

p* — ’Uh*—f-f*—f—l)_lg* — Oé(h*)v—i-f*—f—(){_l(g*)l)_l

p* = ha (Mo +(ha™ ' (f)+ fo)v™" +(ha ™" (9) + f*+ga(h))+(fg+ga(f))v+galg)v?

logo para que p seja uma projecao devemos ter p = p* = p* o que implica,

f=1 g=aobh) (2.2)
go(g) =0, (2.3)

fg+galf) =y, (2.4)

99" +a ' (g%g) = f(1 - f) (2.5)

Qualquer par (f, g) satisfazendo os itens de (2.2) a (2.5) da uma projecao

no produto cuzado A = B X, Z. Observe que a ultima relacao implica que 0 < f <1

Proposigao 2.2. Se 0 ¢ Z,a dlgebra Ay contém pelo menos uma projecao nao trivial.

Demonstracao:

Nos precisamos resolver 2.1 no caso em que B = C(S') onde cada fungao deste espago

sera identificada como uma fungao real periédica de periodo 1, sendo a agao a neste

caso dada por a(g)(t) := g(t — ). Podemos assumir que 0 < § < 1 j& que Ag = Ay,

Vn € Z e Ag = Aj_y. Entado o conjunto de equagoes (1.2) a (1.5) se transforma no

seguinte sistema:

(Dg(t)g(t —0) =0
(INg@)f(t = 0) = (1 — f(t))g(t)
(D] + 1g(t + O)]> = f(H)(1 = f(1))

Este sistema tem por solugao,
f@)=1=f(t=0), em [0,0+¢],
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f=1lparate[e,fle f=0paratec[f+el]

g=0 Vvtel0,1)¢

E facil verificar que estas sao de fato solugoes para 2.1. Para maiores
detalhes sobre a construgao das fungoes f e g veja [16]. Como existe uma considerdvel
liberdade na escolha de f no intervalo [0,6], deduzimos que nao existe uma unica

projecao p que satisfaga 2.1. Além disso, se p ~;, ', entao [p] = [p] em Ko(Ap).

Corolario 2.1. Se 0 < 0 < 1, toda projecio de Powers-Rieffel na dlgebra Ay tem
trago T(p) = 6.

Demonstracao:

Da construcao da projecao p concluimos que:

(p) = / f(r)dt = / for + / (0 sy =

quando 0 < 6 < % Entdao 7(1 —p) =1 —6 , onde 1 —p pode ser vista como uma

projecao de Power-Rieffel em A;_g, via o isomorfismo Ay & A;_y induzido por v — vt

O

Nosso objetivo agora é provar que a imagem do trago 7 sobre projecoes de
Ay quando 6 é irracional fica completamente determinada pelo conjunto [0, 1] () Z+Z6.
Para tal, provaremos inicialmente que existe uma sobrejegdo (7) entre os conjuntos

mencionados.
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Teorema 2.1. Se 0 € um niumero irracional, o estado tracial sobre Ag aplica o conjunto
das projecoes de Ag sobre (Z + 7.0) ([0, 1].
Demonstracao:

Queremos provar que para cada ' € (Z+70) ([0, 1] existe uma projecao
p € Ap tal que 7(p) = €. Sejam u e v os operadores unitarios geradores de Ay
satisfazendo (1.3). Para todo m € Z nao nulo, considere a subalgebra fechada de Ay
gerada por u™ e v. Fazendo k = m e v = 1 em 1.3, temos vu™ = e2™™%y™y, esta
subalgebra é isomorfa a A,,s e a restricio de 7 a esta subalgebra é o tnico estado
tracial sobre Ay. A projecao de Powers-Rieffel em A, é entdao a projecao p,, em Ay
tal que 7(pm) = ml — [mb)], a parte fracionaria de mf. (Recordamos que
p—1 = 1 —pp, na qual o trago é 1 —@). Observemos que os niumeros 0 = 7(0) , 1 = 7(1)
e {7(pm) : m # 0} preenchem totalmente o conjunto (Z + Z6€) ([0, 1] e portanto a
imagem de 7 sobre projecoes inclui este subconjunto enumeravel denso do intervalo

0, 1].
]

Até aqui temos entao que {7(p) :p é projecao em Ay} 2 (Z + Z0) |0, 1]
precisamos mostrar agora que {7(p) :p é projecao emAy} C (Z+Z6) ([0, 1]. Usaremos o
seguinte resultado devido a M.Pimsner e D.Voiculescu apresentado em [15] que afirma:
Existe uma outra C*-algebra By com um trago 7', onde 7’ aplica projegoes de By em

(Z +70) ()]0, 1] e existe um mergulho unital (x-monomorfismo unital) Ay — By.

Definicao 2.1. Vamos considerar a fragao

1
ap + 1 (26)
S — —
Sest T
anN
de N + 1 wvaridveis ag,ay,--- ,0pn, -+ ,an, cOMo uma fra¢ao continua

finita, ou quando nao existir risco de ambiguidade, simplismente como fracao continua.
Observagao 2.1. Usualmente a fracao continua 2.6 € representada por,
[GO; ai,ag, - ;GN]
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Defini¢ao 2.2. Denominamos |ag, aq, a9, -+ ,a,| para (0 <n < N) a n-ésima conver-

gente de [ag,ay,ag, -+ ,ay].
Um resultado que nos auxilia no célculo das convergentes é o seguinte:
Teorema 2.2. Se p, e q, sao definidos por

Pn = QpPrn—1 + Pn—2, sendo Po = Gy , p1 = a100 + 1

Gn = QnQn-1 + Gn—2, sendo qo =1 , 1 = a;

para 2 <n < N. Entao: [ag,a1,a9, - ,a,] = g—:

Demonstracao:

Para demonstrar este teorema basta aplicar o processo de indugao sobre "n”.
O

Observacao 2.2. Podemos colocar as relacoes de recorréncia do teorema 2.2 na forma

matricial,
Pn dn Qp, 1 Pn—1 Gn-1
Pn-1 qn—1 10 Pn—2 Qn—2
Vamos supor que ag, aj, as,--- € uma sequéncia de inteiros tais que
ap >0,---,ay > 0ex, = [ag,ay,- - ,a,] é para cada n, uma fragdo continua repre-

sentando um nuimero racional xz,,. Se tivermos que x,, converge para x quando n — oo,

entao é natural dizer que a fragao continua
[ag, ay, az, - - -]
converge para &, € escrevemos

€T = [a())alya?v”' .
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Lema 2.2. Se p, e g, sao definidos como no teorema 2.2 para todo n > 2 entao vale

que,
Pn  Paa (=D

an In—1 Gn—19n ‘
Demonstracao:

A demonstracao deste lema pode ser encontrada em [5].
O

Teorema 2.3. Cada numero irracional possui uma unica representacao como uma
fracdao continua infinita.
Demonstracao:

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [5].
U

Definicao 2.3. Dadas duas C*-dlgebras A e B diremos que uma aplica¢ao p é um

mergulho de A em B quando p for um x-homomorfismo injetivo.

Usando a expansao de 6 em fragoes continuas desejamos construir para
cada n € N mergulhos p, : B, — B,11, onde B, = M,, & M,, , sao AF-élgebras de
modo que em cada B, para u,,v, € B, seja satisfeito u,v, = e%i%zvnun e
| pn(tn) — tns1|l — 0, ||pn(vn) — Uny1]| — 0. Com isto vamos mergulhar Ay em uma

algebra By tal que By = h_II)l(Bn, pn) da qual conhecemos a estrutura projetiva.

Teorema 2.4. Seja 6 € (0,1) um nimero irracional. Existe um x-monomorfismo
P Ag — Bg

sendo By uma AF-dlgebra definida pelo limite indutivo de C*-dlgebras de dimensdo
finita para as quais o limite correspondente dos grupos Ko é ... — Z> 25 72 — ... onde
[a1,as, ..., an,...] € a expansdo em fragoes continuas de 6.

Demonstracao:

Considere a expansao em fragoes continuas de # dada por 0 = [ay, as, ..., ay, ...

a n-ésima convergente de ’;—” = lay, a9, ..., Ay |
n
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onde p,, ¢, sao calculadas recursivamente pelas férmulas:

Pn = QpPn-1 + Pn—2, para n > 2 sendo Po = 07p1 =1 (27)

Gn = UnQn-1+ Gn—o, para n>2 sendo qo=1,¢q = a; (2.8)

Para cada n € N considere o espaco M, das matrizes de ordem g, agindo

sobre C?. Denotaremos por egn) a base canonica para C? |1 < j <gq,. A AF-algebra

na qual Ay serd mergulhada é o limite indutivo

— B, B, — (2.9)

das C*-algebras de dimensao finita B,, = M,, &M onde os mergulhos

qn—1"

Pn : Bn_1 — B, sao definidos da seguinte forma:

pu(z@y) =Wy(z & ... dzdy)W; da

an—vezes

onde x € M, , .y e M e

dn—2

VV% :(:anl 69~-~EB (anfiéB«:Qn72 N (an

Vv
an—vezes

é um operador unitario que sera definido logo abaixo. Observe que (2.8)
torna possivel a definicao de W,,.
Para definir o operador W,,, observe que:
@2 =aq +12>2;
g3 = azq2 +ay = 3;
s = asq3 +q2 = 4
Entao para n > 6 podemos fixar uma constante inteira s de modo a

tornar verdadeira a seguinte desigualdade,

gn—2 S s S Gn—2

4 2

donde segue que o limite (2.9) iniciard em
B5ﬁ>BG£>B7ﬁ>---.

Entao definimos W,, (n > 6) da seguinte forma

W61 @ ... @&, Bn) =W + .+ WEE, + W
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onde

Wn(k) :Crn1 — C (1< k<ay,)
Wn : Cr—2? — C

sao operadores isométricos definidos pelas formulas abaixo:

Wék)egn 1) _ _ Oé(k) n k) +5 k]) _|_'yj() ?(k] onde 1 < ] < Q-1 €

onde os indices sao definidos médulo ¢, e dados por:

a(k,j) = (=1)*[§)gn-1 +J
b(k, ) = (=1)**"[§]dgn-1 +j
C<k7.]> = (_1> [%]qn 1~ Gn-1 "‘j

117 »(n—2 n n ;
Wn€§~ ) = )‘jel(j) + HjCm(;) Para 1<j7<qu2

onde os indices sao dados por:

1(j) = (=) 2 g,y +

1]qn—1 +] -4 (2 )an)qn—2

m(j) = [“5

onde [z] denota a parte inteira de .

As férmulas para os coeficientes sao dadas por

ol =0se1 <)<

exp (%] ) cos(557)
oék) = se 1<7<s
0, se <] < (n

para 1 < k < a,,.
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17 Se 1§jSQH—1_3

g =
J . .
COS(%(J —qno1+5)), s€ Gno1 —5<J < ur
e
(—1)kexp(’%j#)sen(§sj), se 1<j<s
ﬂ(k): 1, se s<j<qu1—5

» _1)k o .
exp(Z(j — Gn-1 + 3)% cos(3=(j = qn-1+5)), s€ Gn1—5<]j < @u

para 1 < k < a,.
0, se 1<j<gu1—35

k
-

(=1 exp(Z(j = guos + 5) T sen(Z( — guor +5)), se ooy —5 < j < gus
para 1 < k < a,,.

E para os coeficientes( para Wn), as férmulas para \; e p; sao distintas
dependendo se a,, é par ou impar.

Para a,, par temos:

\ exp(—’;ij)cos(—;sj), se 1<j<s
j =
0, se s<7<qno

—exp(%j)sen(%j), se 1<j<s

Hj = ‘
]-7 se S<]SQn—2

Para a,, impar:

exp(%(j — qn—2 + 3)) COS(%(j — Gn—2 + 5))7 S gp—2 — S < ] S qn—2

)‘j:
1

se 1<j<@gn2—35

Y

- exp(%(j — (n—2 + S))SGH(%(] —Qn—2 + 8))7 S€ Qn2 — S < j < Qn—2

My = ,
0, se 1<7<qgr2—5

Observe que W,Sk) com 1 < k < a, e W, sao isometrias com imagens

ortogonais aos pares. Isto juntamente com (2.8)implica que W,, é um operador unitario.
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Para cada n > 4 consideremos operadores U,,, V,, € M, definidos por:

(n)
Upe™ = ¢ 70

’ egn)a s€ ]ZQn

e se 1< 75 <q,

el = Cﬁeﬁ-") onde (, = exp(2mig).

Lema 2.3. Paran > 6 as sequintes desigualdades sao vdlidas:

| < =
— QGn-2

()W U, — U, WP
()| WA V,y — V|| < b

(1) | Wy Un—o — U W, < 28

dn—2

(i0)||[ W Voo — VaWo|| < 67r(— +

4n— 2)

Demonstracao:

. . —1
Vamos provar a 1% desigualdade. Seja egn ) e Com-1;
Da definicao do operador U, segue que teremos inicialmente duas expressoes para
majorar em norma, sao elas:

Para 1 < j < ¢,_1, temos que:

(WU = U W) (") = (o = af) ey 1) + (B = BNl 1) +

" J a(k,j+1 J J b(k,j+1)

k
(¥ = AN ) (210)

Vamos tentar majorar a norma da primeira parcela da soma acima e em

seguida as demais parcelas:

(k) (k) (n) _ (n) (k) _(n)
(o1 — @ )(ea(k j+1)| | aj+1(6a(k,j+1)) _?‘j (ea(k,j+1))/|
b 17
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onde:

I.a%

e L e EUA DR cos(E [+ 1), se 1<5<s
j+1 )

a(k J+1 .
0, se s<j<(@n-1

_(_1)k . .
&), (n) exp(= () =G ) cos(£(j)), se 1<j<s
Lo (eq o jn) =

0, se s<7<qn1

logo teremos:

k k ™ T, T T T
(@ = ) (eagugin)| = [ cos(5-( + 1) = cos(5=j)| < (525 + 5= = 5-1) = 5=
pelo teorema do Valor Médio. E ainda, como
—2 Qn—2 s 2
<s< seque que — <
2 S qn—2

(k k
vamos a. 2% parcela: (51— 5" ) (el ;1) = | B (ex) ) = 577)(e

IIT v
onde
( k [ 1—(—1)k T (5
(=D%exp(%(j +1)—5)sen(5;(j + 1)),
se 1<7<s
I—”ﬁ ( k’]+1)) 1, se §s<j<(@p1—S
eap(Z(j + 1 — gt + )G cos(£( + 1 — gut + 9)),
\ s oot =5 < J < oo
( i\ 1—(=1)F T (5
(—DFeap(Z(j) =G ) sen(£ ().
se 1<7<s
(k .
[Vﬁ )( b(k]))_ 1, se §<7<(Qp_1—S

. —1)k T .
exp(Z(j = gn-1 + ) =G cos(5: (7 = gnr + 5)),

\ S a1 —5<j < oo
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logo se 1 < 7 < s teremos:

k k i, 1—(=1) T
182 = B e = (=D exp(( + D)= sen(5-(j + 1))
mi 1 —(=1)k T
—(=1)k -
(—1)* exp(—j——5—)sen(-)]
logo,
k k ™ . e
B = B o)l = [sen(g (G + 1) = sen(gi)] <
. ™ T | ks < 2
- 28‘7 2s ‘7 25 = Qn_a
e para ¢,—1 — s < 7 < qp—1, temos:
14 (=1)F T,
(85 = B (v en)| = \eXp( (J +1— g+ s)#) cos(5-(j+ 1= guor +5)) -
, 1+ (=1)* 21
— (= o + 9 cos(Z (G = gur + 9))] <
s 2 2 Gn— 2

e finalmente a 3% parcela da soma:

(k) (k) ( (1) _ (n) (k) ( (1)
(31 — 5 (e (kj+1)‘ ’%H(eb(mﬂ)) Ji )(%(k,jﬂ))}’

-~ -~

v VI
onde:
0, se 1<j<q1—35
(n) _ T .
Vo +1(6b(k i) =4 (DR exp(T(j 41— guoy + ) G ) sen(Z (G + 1 — goy + ),

s€ Q-1 =8 <] <(p

0, se 1 < ] < gn—1 — S
k n .
VI legiig) = § (D exp(Z0 = quor + )5 sen(( = guor +9)),
se qn-1—5<J<(@n-1

Logo,

k k T
(5 = A €)= [sen(5-

2S(j +1—gn1+59))— sen(

(]_Qn 1+5))‘<

T 21
< —<
2 dn—2

2s
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Portanto mostramos que para 1 < k < a,,e 1 <j < q,_1,

k k k
|%+1‘O‘§‘)|7 |5y+1_5a(‘)|7 |73+1 %(')|’

61

ficam limitados por P

e para j = gp—1:

n—1 k n n n
(WP Uy = U W (™) = al(ef ) = all), (€fh guye0) + 01 (E)) —
(n) (k)¢ (n)
/3qn 1( )4—1) +M ( (k,1)> -
(n)
Fyign)_1<ec(k,qn,1)+1)' (211)

Comparando os indices e observando por exemplo que

a(k,1) = c(k,qu—1) + 1 0 que nos dard |oz§k) - yéf)_1| < qS—: sendo k > 1 donde se

conclui que:

(WU, — UnW’rgk)>( )< 2% 0 que implica que

e 18
|WEU, - — U WD) < =2
QH72

para 1 <k <a,, 1<j<gn.

(n) 6( n) (n)
a(k,j1)? Eb(k,jz)? Cclkjs)

1 < j1,72,73 < gn,_1 sao ortogonais aos pares quando fixamos k. Donde segue que o

Observando ainda que os vetores e

operador W,g")Un,l — UnW,Sk) aplica os vetores canonicos em vetores ortogonais aos
pares. Isto nos permite concluir a primeira desigualdade. A prova da desigualdade (iii)
é andloga a feita para (i).

Para provar (ii) e (iv) de 2.3, observe que para cada m € Z tal que

Imgn_1 + j| < g, temos:

. .Pn .
L) — exp(2mi = (mgp—1 + §))| =

n—1 n

¢y — ¢man1H) = || exp(2mitns
q

.Pn— . .Pn . . Ny Pn— Pn
| exp(27i i(mqn,l +7)) — exp(2mq—(mqn,1 + )| < |2mi(mgn-1 +])(q i — q—)| <

Prn—1 DPn 2m

ot By

Gn—1 An Qn—l‘

< 2mq

56



Isto nos garante que

2

& =k, j)| < para 1<k<a, 1<j<q. 1,

n—1

e de modo similar mostramos que |¢_, — le(k’j)\ e | | — ¢5t)

ficam limitadas por
q:—’flparalgkgan,lgqun,l.

Donde segue que: ||W7Ek)Vn_1 - VnWT(Lk)(e?_l)H < qS—: para 1 < k < a,,
1 < j < @y_1. Para a conclusdo de (ii) basta observar que os operadores W, e V,,

aplicam vetores da base canonica em vetores ortogonais. Da mesma forma provamos

(iv).

Agora vamos mostrar que os operadores U, & U,_1 € B,, C By e
Vo, ® V,_1 € B, C By convergem em norma para elementos unitarios, respectivamente

UeV,da AF-algebra A.

Lema 2.4. (Z)Z lon(Un1 ® Up—2) — U, @ Uy, 1| < o0

n>6

(1) " |lpn(Vao1 @ Vaa) = Vo @ Vi || < 00

n>6
Demonstracao:
Usando que a imagem dos operadores W,gk)Un_l — UnW,Ek) e quj )Un_l — UnW,Ej ) s30
ortogonais sempre que |k — j| > 6.Usando o lema anterior temos que:
WUt ® - @ Uy ® Upz) — UnWo|| <6 sup [|[WPU,_ — U WP +
1<k<an

qn—2

ou seja
U, U, -U,aU, < 300m
1pn(Un—1 @ Un—2) n @ U1 < p—
Utilizando o mesmo argumento mostramos que

pn (Va1 & Via) = Vo @ V|| < 25 4 T

dn—2
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Mas temos que ¢, = @nGn-1 + Qn_o > 2¢n_o > -+ > ol*z*) implica a

. ) 1
convergéncia da série g — e garante a prova do lema.
n

O

Como UpV,U, = exp(2mit®)V, temos que U*VU = exp(27if)V. Por-

tanto garantimos a existéncia de um x-monomorfismo unital p : Ay — By.
O

E.G. Effros e C.L. Shen mostraram no artigo ” Approximately finite C*
algebras and continued fractions”que o grupo Ko(By) é isomorfo ao grupo ordenado
Z + 760 C R. Para isto basta mostrar que existe um estado tracial (trago) 7 sobre By
tal que a imagem do homomorfismo induzido! Ko(By) — R estd contido em Z + Z6.
Vamos definir entdao o funcional 7. E suficiente encontrar inteiros positivos «,,, G,
correspondendo aos valores de 7; sobre projecoes minimas de M, e M, , que sao os

somandos de A,. Estes nimeros devem satisfazer as relagoes:
oy + Pn=0an1,  foor=a e amar+ =1
que se reduzem a:
anOty + Qg1 = 1, aron +az =1

Portanto serd suficiente determinar os a/,s.

Substituindo agora: a; =6 e ay = 1 — a10 nos podemos fazer
ay = 019n

onde 0 = 0 e,

1
9j+1 = 9_] — aj.

Vamos verificar os primeiros termos do produto a,, = 0y ---6,,:
01 =

1 1
Opb=——a1=——01010b=1—a10 = oy
0, 0,

lyeja apéndice para maiores detalhes
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1
93:L_al—a2<:>93:1_—;191—a2®(1—a19)93:(1—a19)(

1
—— — ) &
1— a191 a2)

=4 919203 =01 —ay + ara26; = 01 + asay = Q3.

Como «ay,as € Z + 76 nos teremos «, € Z + 76 para todo n € N
e portanto a imagem do homomorfismo Ky(By) — R induzido por 7y estd contida
em Z + Z6. Observando que 7, o p = 7 deduzimos que a imagem do homomorfismo
Ko(Ap) — R induzido por 7 estd contido em Z + Zf. Portanto usando o resultado

provado por M.A. Rieffel mencionado anteriormente temos:

Corolario 2.2. Seja ¢ : Ko(Ag) — R o homomorfismo induzido por 7. FEntdo

B(Ko(Ag)) = Z + 29,

Demonstracao:
Sejam 61,6, € (0, 1) nimeros irracionais, observe que Z + Z6, = Z + Z0, como subcon-

juntos de R se e somente se 6; € {0y,1 — 05}.

O

O resultado obtido no corolario anterior juntamente com o isomorfismo Ag, = A;_y,

nos permite concluir:

Corolario 2.3. Seja 64,05 € (0,1) nimeros irracionais. Entao Ag, e Ag, sao isomorfas

se e somente se 01 € {0,1 — 05}.
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Capitulo 3

Morita Equivaléncia e produtos

cruzados

3.1 Introducao

A idéia de Morita equivaléncia provém da teoria de anéis:
dois anéis R, S sao Morita equivalentes se suas categorias de mddulos sao equiva-
lentes. O teorema de Morita entao diz que existe um R-S-bimédulo rXg tal que
esta equivaléncia associa gM a g X ®g M). Para C*-algebras, nao existe tal teorema,
no entanto em maio de 1997, David Blecher! anunciou um Teorema de Morita para
C*-algebras que usa uma categoria na qual os objetos sao Mddulos de Hilbert e os
morfismos sao ”operadores limitados”. Mas ainda na década de 70, Rieffel mostrou
que uma noc¢ao muito 1util de Morita Equivaléncia para C*-algebras poderia ser obtida
supondos-se a existéncia de certos bimodulos.

Todos os conceitos e notagoes mencionados neste capitulo a respeito de

Moédulos de Hilbert estao abordados em maiores detalhes no Apéndice.

!Para maiores detalhes consulte: D. Blecher, P. Muhly, V. Paulsen, Categories of operator modules:

Morita equivalence and projective modules. American Mathematical Society, 2000.
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Definicao 3.1. Duas C*-dlgebras A e B sao ditas fortemente Morita FEquivalentes,
o que denotamos por A ~y B, quando existe um B-A-bimddulo de Hilbert E e um

A-B-bimodulo de Hilbert F' tal que
E®,F~B e FpE~A
como B e A bimddulos respectivamente .
Proposicao 3.1. Morita equivaléncia forte € uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao:

Vamos provar que a relacao definida em 3.1 é reflexiva. Para isto basta fazermos A = B
e FE=F =Aeteremos A®4 A~ A. A simetria da relacao é 6bvia. E para provar a
transitividade, vamos supor que A ~,; B donde segue que FE® 2 F ~ Be FRpE ~ A
para bimoédulos gE4 e AFz, e também que B ~); C' donde G®pJ ~CeJ®RcG~ B
para bimédulos (G e gJo. Disto tiramos que G ® g E é um C-A-bimddulo de Hilbert
e F®pJ é um A-C bimédulo de Hilbert que satisfazem:

G®3E®AF®BJ§G®BB®BJ2G®BJZC

F®3J®CG®BE2F®BB®BE2F®BE2A
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3.2 Morita equivaléncia entre algebras de rotacao
irracional

Seja € um nimero irracional e considere os seguintes subgrupos discretos
e fechados de R: Z e Z60, donde os espagos quocientes R/Z e R/Z6 serao compactos.
Consideremos as agoes de Z e Z6 (por translacao) sobre C'(R/Z0) e C(R/Z) respecti-

vamente. Sejam x,y € R, t € Z e p € Z#. As agoes serao dadas por:

a(f)(x+720) = f(xr + 760 —t)

Bo(g)(y +2Z) =gy +Z — p).

Desta forma podemos introduzir duas C*-dlgebras de transformacao de grupo:

A= C(R/Z0) xo 7

B :=C(R/Z) x4 Z6.

Nosso objetivo é provar que as C*-algebras definidas acima sao fortemente
Morita equivalentes. Para isto o primeiro passo é encontrarmos um B-A-bimddulo de
Hilbert que seja cheio em cada uma das algebras.

Vamos considerar certas operacoes algébricas sobre as algebras,

Ap := Coo(Z,C(R/Z0))

Bo = Cgo(Z@, C(R/Z)),

como feito de maneira geral no capitulo 1. Neste capitulo usaremos que cada funcao,

R

7¢ — C com suporte

por exemplo, em Ay pode ser vista como uma funcao f : Z x
compacto e além disso como os grupos Z e Z6 sao discretos estas fungoes terao na

verdade suporte finito.
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Desta forma definimos:

Em A,:

(fr* f2)(t,x +Z60) = fi(s,x + Z6) fo(t — 5,2 + Z6 — s)

SEZL

fr(t,x+720) = f(—t,x+ 70 —1t)
Ifllh =Y sup |f(t,x+Z0)

tez, THLOE T,

analogamente em B teremos:

(1% 9) Dy +2Z) =D 1(r,y + L)ga(—r +p,—1 +y + 7)
reZé

g0y +7Z)=g(-p,—p+y+17)
lglls =" sup [g(p,y+Z)]

R
pGZOy+ZEi

Observe que, pelo fato de f ter suporte finito as operagoes de convolucao
e normas definidas acima sao somas finitas. As C*-algebras de produto cruzado
A:=C(R/Z0) xo Z ¢ B := C(R/Z) x5 Z0 sao respectivamente as C* algebras envol-
ventes das algebras Ag e By.

Seja Ey = Cpo(R) = {f : R — R/supp(f) é compacto}, queremos mostrar
que Ej tem estrutura de pré-B-A bimoédulo de Hilbert, o que nos permitird a menos
de outros detalhes provar a equivaléncia desejada entre A e B. Atente para o fato de

que a priori estaremos trabalhando em um subespaco denso.

Vamos definir acoes sobre Fy. Seja & € Ey:

I. acao a esquerda de Bj:

(9> W) =>_ 9p.y+2Z)5y—p)

PEZO
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Lema 3.1. A operacao em I estd bem definida e além disso g > & € Cyo(R)

Demonstracao:

Seja y € R:

9> =D 9py+2)y—p) =D 9.y+ 2y —p),

PEZO
onde g(p,y +7Z) # 0 para N <p < M , N, M € Z0. Supondo que supp = K, onde

K C R é um compacto entao para y € R, temos que {(y —p) 0= y—pe K &y €
M

K + p. Usando o fato que supp(g&) C supp(€), temos que: supp(gé) C (K +p) que
p=N
¢ um compacto. Portanto concluimos que g > ¢ € Cy(R).

OJ
II. acao a direita de Ay:
&< f)(z fo—l—s (s,z+ 76 + s)
SEL

Lema 3.2. A operacao em I estd bem definida e além disso £ Q f € C.(R)

Demonstracao:

A prova desta afirmacao é idéntica a da afirmacao I.
O

Agora vamos provar as seguintes associatividades:

L ((g1%92) > 8)(y) = (1 > (2> &))(y) para xz,y €R

Demonstracao:

(g1 %92) > W) = > (1% g2) 0y + L)E(y — p) =

pEZO

= Z gi(r,y+2Z)g2(p — 1y — 1+ Z)E(y — p) = (%)

p,rEZO

Vamos fazer agora a seguinte substitui¢ao: p = r + p/

()= > arny+L)g@ y—r+L)Ey—r—p) = (+=).

p' ,reZ0
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E agora seja r = q,

(o) = Y gy +2)g(0,y—q+ 2y —q—p) = (91> (92> €))(v).

p’,q€Z0

II. € <a(fixf2))(x)= (< fi) < fo)(x) para z,y€R

Demonstracao:

(€< (frx f))(@) =D &(x+5)(fr* fo) (s, + s + Z0) =

SEZL

= &@+s)filt,x+s+2Z0)fo(s =tz +5—t +Z0) = ()

S,tEL

Vamos fazer agora a seguinte substituicdo: s = s’ + v

= Z Cx+s+u)filt,r+s +v+Z0)fo(s +v—t,x+5 +v—t+7Z0) = (xx).
s' WEZ

E agora seja t = v,

= Z S+ +v)filv,x + 8 +v+Z0)fo(s, 2+ s +7Z0) = (£ f1) < fo)(x).

s’ WEZ
O
Vamos introduzir em Ey = Cyo(R) duas aplicagdes as quais devemos
provar que sao ”"produtos internos” (conforme apéndice A).

I (& n)(t,x+Z0): Z{x—q (x—q—1) (3.1)

qEZ0
IL &)y +2Z) = &y+smy+s—p) (3.2)

SEZ

Devemos atentar neste momento para o fato que as aplicagoes definidas
2 -

acima estao com imagens em Ag e By respectivamente. Mas sabemos que, A = %
onde dada f € Ay , definimos como no capitulo 1: |||f|||= sup ||7(z)] e

m:A— L(E)

rep.contrativa
N ={fe Ay € /||flll = 0}. Desta forma estendemos as imagens das aplica¢oes em

I e IT para os produtos cruzados A e B respectivamente. Obviamente estas aplicacoes

estao bem definidas desde que cada soma converge para uma funcao de suporte finito.
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Devemos verificar a validade das seguintes propriedades:

()& < f) = (&m* [

Seja (t,z + Z0) € Z x R/ZH temos:

EnhHte+26) = Y &x—qnflz—q—1t)

qEZo

— Zmzmx—q—t+s)f(s,x—q—t+s+29):(*).

q€EZo SEZ

Vamos fazer a substituicao: —t + s = s

:Zf(a:—q)zn(x—q+s')f(t+5’,x—q+s’+Z€):(**).

q€Z0 SEZ

Agora, seja s’ = —s

=N a9 e —q—s)ft —s,x —s+26) = ((E,0) * f)(t,x + 26) =

q€Z0 s'e€l
= (n<f)=(En*f

(#)(&,m)* = (n,§).

Seja (t,x + Z0) € Z x R/Z0 temos:

Emrte+28) = Em—te+Z0—1) =Y &a—t—qnz—q)

qEZ0

= > n@—qie—t—q) =&tz +720) = (&) = (n,&).

qEZ0

(ii)(§,§) =0 = £ =0.

Seja (t,x+Z0) € Z x %:
Se (£,8) =0 = (&, &)(t,x + Z0) = 0 para todo (t,z 4+ Z0) € Z x R/ZH logo
Otz +20) = Er—qélz—qg—1t) =0,

qEZO
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donde podemos supor que {(x —¢q) =0Vr € R,q € Z0 = £ = 0.
Por outro lado se £ =0 = (£,&)(t,x +Z0) =0Vx e Rt € Z = (£,£) = 0.

E agora para II as propriedades (similares as que provamos acima).

Seja (p,y +Z) € Z6 x R/Z temos:

()g > &nl = g *[&,n].

g &nlpy+2) = > gély+s)nly+s—p) =

SEZL

= > glpy+s+L)Ey+s—pnly+s—p)

SEZ pelb
= Y 9y +2)Y E(—p+y+smy+s—p)
PEZO SEL

= (9x&n)(py+2Z)=[g>&nl =g*[E 1]

(@& n" = [n,€].

Enl*(py+2) = Enl(-p.—p+y+2Z)=> &-p+y+sm-p+y+s+p)

= > y+ )€y +s—p) =Py +7Z) = &0 =€

SEZL

(iii")[n,n] =0 < n = 0.

n,n] = 0= [n,nl(p,y +Z) = 0 para todo (p,y +Z) € ZO x R/Z logo
0P,y +2Z) = 0y +s)nly + s —p) = 0 donde podemos supor que 7y + s) = 0
SEZ
VyeR,s€Z =n=0.

Por outro lado, se n =0 = [n,n](p,y +Z) =0Vy e R,s € Z= [n,n] = 0.
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Devemos verificar agora a seguinte relacao de compatibilidade:

£ (n,¢)=[&n>C

Seja x € R | temos:

< O)x) = Y &+, )(s,x+ s+ 76

p=
- Z;g(x +5) %mw —q)
_ % %f(x +s)n(z+ s — q)¢(x — q)
- %[g,n](q, z+Z)((x —q) = ([ n] > )(@).
Portanto, &< (n,¢) =[§,n] > (.
Para provar a positividade dos pares (.,.) e [, .], devemos construir uma unidade aprox-

imada de um tipo especial para as algebras A e B. A prova que faremos a seguir é

uma versao adaptada da apresentada em [18].

Lema 3.3. Se o subgrupo 7.6 age por translacao sobre R. FEntao para cada v € R e
cada vizinhanga N de 0 € Z, existe uma vizinhan¢a U de z tal que

{peZb:(p>U)NU #0} C N.

Demonstracao:

Suponha que existe x € R e N C Z6 vizinhanca de 0 tal que para todo U C R
vizinhanga de x existe py € Z6\N tal que (py>U)NU # Pisto ¢ existe 2" € UN(py>U),
logox' e U,z e py>U = existe ye€ U talque 2z’ = py+y. Podemos restringir
nossa discussao para as vizinhangas contidas em um intervalo fechado D = [a, ], x € D.
Considere entao A = {U abertos/x € U,U C D}, que é um conjunto dirigido por
7 C 7. Pelo axioma da escolha existe um net (py)yea. Como para |p| > b — a, temos
que (p>D)ND =0 logo C = {py/U € A} C Z# é finito, e entdo existe p € C' que é
limite de uma subnet de (py)yea € p # 0 pois p € N. Além disso (yy) converge para z
e existe yy € U tal que p+yy € U com py +yy convergindo para p+x, o que contradiz

a liberdade da agao, ja que translagao de Z em R é sempre livre.
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Consideremos agora uma cobertura {V;} de S', {¢;} uma parti¢ao da
unidade, U; C R sendo U; = V; um homeomorfismo local e U; compactos tais que
{UN}n_ | é cobertura de D e {p € Z0/(py, + U;) NU; # 0} C N. Seja:

I' = {(N,e,6) tal que N ¢ vizinhanhanga decrescente de 0,D compactos cres-
centes de R/Z6H, € >0 decrescente},

com uma rela¢ao de ordem < tal que dados (N, ¢, D), (M,Fe, 5) € I' seja satisfeito que
(N,e,D) < (M,F, 5) se NC M, e <% D C D. Agora considere

L = (NN M¢ = min{e,e,E = DU D) de modo que (N,e,D) < (L,(,E) e
(M,¢,D) < (L,(,E). Considere agora a net Inep € Cio(Z0,C(R/Z)), desejamos

que,
1= Z%‘ ~ Z Inep € Cio(Z0,C(R/Z) e também que,
i pEN
ZfN,e,D(pax+Z) = 77@7771 ZZm x—l—tm x—i—t—p)
peEN pEN teZ
= Y @+ nPl@+t—p)
teZ peEN
Entao queremos que |1 — Z fnep(p,x +2Z)| <e.
Para que as condicoes acima sejam satisfeitas vamos provar o seguinte
lema:

Lema 3.4. Seja f € Cjy(R) e € > 0, entao existe n € Cyy(R) tal que

[f(2) = n(x) Y nlz—p)| <e.

PEZH
Demonstracao:
Sejam C = {r €R: f(x) > e} e C={rv+7Z0/x € C}.

Defina F' sobre R/Z6 por F(x + 7Z0) Z f(z —1) e seja
pEZO

m = mlzré F(x+70) e U = {z +Z0/F(x + Z0 > %}, temos pelo Lema de Uryshohn
T+
que existe uma fungdo @ : R/Z6 - Rcom 0 < Q <1le Q(x +7Z0) =1paraz e Ce

Q(z + Z0) = 0 para z + Z0 € S' \ U. Temos também que —<4— ( € Cih(R/Z0).
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Entao seja: n(z) = f@)QEHZY) o toremos

F(z+170)2

f(@)Q(x + Z6) 3 fle —p)Q(x —p+70)

1 — |
Fle+7Z0) 7, F(z—p+17Z0):

— Ife) - Fo)Q(e + 26) 3 LEZPICLED

@) =n(x) Yz —=p)| = |f(z) -

pEZO

[l

Proposicao 3.2. A C*-dlgebra B possui uma unidade aproximada na qual todos os

elementos sao da forma g = Z[&, &| com & € Ej.

(2
Demonstracao:

Segue dos lemas (3.3),(3.4).
O

Proposigao 3.3. A C*-dlgebra A possui uma unidade aproximada na qual todos o0s

elementos sao da forma f = Z(m,m) com 1; € Ey.

Demonstracao:

Basta adaptarmos os lemas (3.3),(3.4) trocando A por B.
0

Agora estamos aptos a provar as propriedades referentes a positividade

dos pares (.,.) e [, .].

(10)(€,6) > 0 <= (£,&) € AT

Vamos denotar a unidade aproximada de B por g, = Z[Sai, ail, entao

para qualquer & € Ejy temos:

(6,€) = lim{ga€, ) = lim D (o, £ailé €) = 1m Y {€ail6arr€),€)
=lim ) (€ais )" * (6o €)-

donde segue que (£, &) é positivo em A.
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(iv")[n,n] > 0 <= [n,n] € B*

Considere a unidade aproximada em A dada por fz = Z(ngk, N6k -

k
Logo para qualquer n € Ej teremos:

[n,n] = Timlnnfs] = Tim > [0 ninge, na)] = Tim > [0, [ nawlna] =
k k

lién Z[T], k) * (1, Npk]”
%

donde segue que [n,n] é positivo em B.

Portanto todas as propriedades de  ”produto interno” foram satisfeitas,
logo E, é um pré-B-A bimédulo de Hilbert. Precisamos agora completar o pré-B-A-
bimoédulo de Hilbert Ey e mostrar que é possivel estender as aplicacoes e agoes definidas
para este completamento.

Vamos definir agora uma norma sobre Fjy:

I B — RT
& — Il
Com esta norma garantimos o completamento de Ej.
Denotaremos F = FOHHH.

Observe que poderiamos pensar em definir a norma do seguinte modo:

Il By —  RT
1
& — Il €l
Mas de fato veremos que:
Proposicao 3.4. [[(¢, &)all = [I€, sl
Demonstracao:

1€, ) all* = I1{€, )" * (&, Ol = 1€, €) * (&, )l = €, (&, &) a)all = [I(&, €, E]sED <
< IENNIE, €€ < NENFIILE, el sl = 1€, E)allllle, el sl = 1€, Eall < lllg, €]zl

usando a unidade aproximada de A.
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E por outro lado temos que:

1€, Els11” = II[€. € = €, €]l = 1€, €] &, €1l = NI[[&, €]€. ] sll = [§¢€. €)a, €] 81l <
< llIC&, EMIEN < NENFIIE, &)all = I, ElNIE, &) all = 1€, Elsll < 1I(€, &) al

usando a unidade aproximada de B.

l

Seja f € Ay, considere agora o seguinte operador: M; : E, — E,

definido por My (&) = £f.

Proposicao 3.5. My, f € Ay € operador adjuntdvel sobre E.
Demonstracao:

Sejam (t,xz + Z0) € Z x R/Z0, &,n€ Ey:

(My(&),m(t, e +70) = (Efm)t,x+20) =Y ()@ —qn(z —q—1)

q€EZo
= S D€ —qt9)f(sw—gq+Z0+ )z —q—1)
q€EZO s€Z
= Y S Ew—q+ ) (s —q+ o+ sz —q—1)
qEZO sEZ
= > D fa—qtsma—g-t)f(s,x—q+2Z0+s) = (%)
qEZO sEZ

Vamos fazer as seguintes substitui¢oes: ¢ — s = ¢ € Zf e em seguida

s = —s' € 7, com isso obteremos:
()= &x—a)> nx—s—q —t)f(s,0 — ¢ +26) =
q'€Z0 s'€Z

= (& nf)(t, x+7Z0).

Considere também o seguinte operador: M, : Ey — Ej definido por
My(n) = gn, g € Bo.

Proposicao 3.6. M, ¢ operador adjuntdvel sobre L.
Demonstracao:

De maneira analoga a proposicao 3.5.
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Lema 3.5. Se f; é um elemento positivo de uma C*-dlgebra A entao vale que

Af <Al f para cada f € A.

Demonstracao:

Para a prova do lema consultar [13].

Lema 3.6. Se Ey ¢ um pré-A-mdodulo de Hilbert e &,m € Ey, entdo:
(n, (& m < I OImm).

Demonstracao:

Suponha sem perda de generalidade que ||(£,&)|| = 1. Para f € A | temos:

= fHEOf = f&m) — m,Of + ()
< S = 8f = &)+ (n,m).

Seja f = (£, n) logo,
0 < (& m*(&m — (0, )& m — (& &) + nm) < 0,6 m) < (n,m).

Do lema 3.6 segue imediatamente que:

1, )€, | = 16& (&Il = K& mI* < 1KE XM, md | = NEN Il 2.
Proposicao 3.7. [[[M;(E)[[| < [IfI[IIEll], f € Ao, & € Eo.

Demonstracao:

MO = NN = IKEf €0 a < MELMMELN = NEFI < NENPIAZ <
< IENPIAIT

Observacao 3.1.  Usamos para provar a desigualdade acima além do lema 3.6 o

sequinte fato: Se Ay € uma x-dlgebra normada entdo vale que:

Il =" sup |x(HI < f]s-

mAg— L(E)
rep.contrativa

73



Precisamos estender as agoes e operacgoes definidas sobre Ej para o com-
pletamento E.

Consideremos g € By fixo e definimos:

M: ByxEy — EyCFE
(g;m)  +— My(n)
Dado n € E, existe {1, }» sequéncia de Cauchy em Ej tal que n = nh_{& Mn,s
e ainda,
My(n) = My( lim 7,) = lim M (7).
Agora fixe n € E, g € By C B logo existe {g,}, de Cauchy tal que

lim g, = g, definimos:

¢77 By — FE
g = g>n=Mn)
Donde teremos,
On(9) = ¢y lim gn) = lim ¢, (g,) = lim M, (n) = lim ¢(gn)
Logo, por continuidade podemos estender as agoes e operacoes definidas
sobre Ej para o seu completamento E.
Portanto fica provado que E é um B-A bimédulo de Hilbert. Além disso,

denotando por g, a unidade aproximada de B, segue que, g = lim g * g,
(e

= lim Z[gfm,gm] o que mostra que [E, E] = B, ou seja E é cheio a esquerda. Do
mesmo modo,usando a unidade aproximada de A, mostramos que E é cheio a direita.
Logo o ideal de B correspondente & End(E) é denso, isto é B = End%(E). E

portanto, pelo resultado enunciado logo abaixo segue que A ~,; B.

Teorema 3.1. Duas C*-algebras A e B sao fortemente Morita equivalentes se e so-
mente se existe um A-mddulo cheio a direita E tal que End%(E) = B
Demonstracao:

A prova deste teorema pode ser encontrada na pg. 164 de [6].2

2Muitos autores definem a morita equivaléncia forte entre A e B em funcio da existéncia deste

A-médulo E que satisfaz B = EndY (E).
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Proposigao 3.8. As algebras do toro Ag e Ag-1 sao Morita equivalentes.
Demonstracao:

Seja G =R, H=7Z e K =780 entao R/Z e R/7Z0 sao circulos e os produtos cruzados
A:=C(R/Z0) x4 Z ¢ B :=C(R/Z) x5 Z0 sao as respectivas algebras torais. No caso
da dlgebra A nos podemos identificar as fungoes de C'(R/Z6) como fungoes periddicas

sobre R com periodo 6 e a acdo de Z por (a, f)(t) := f(t —n). Usando a substituigao

27

z:=¢"7", nos identificamos f(t) com g(z) onde g € C(S') , isto é (ag)(2) = g(e 7" 2),

donde segue que A = Ay-1. Por outro lado para B temos que as fungées de C(R/Z)
sao peri6dicas sobre R com periodo 1 e (8,,h)(s) = h(s—m#) donde segue que B = Aj.

Portanto temos A ~y; B < Ag-1 ~ 1 Ap.
L]

Observamos que combinando a proposicao acima com os isomorfismos

Ay = Agin, n € Z podemos encontrar outras equivaléncias de Morita.

Proposicao 3.9. Se as C*-dlgebras unitais A e B sao Morita equivalentes via um
B-A-bimddulo E , existe uma bijecdo entre os tracos finitos sobre A e os tragos finitos

sobre B dados por

7([&,n]) = 7((n, €)) (3.3)

Demonstracao:
Suponha que 7 é um traco finito sobre A. Como o bimédulo E é cheio, a formula 3.3
define um tinico funcional linear continuo sobre B. Como B = End%(FE) ¢ unital e

o isomorfismo associa [£,n] & 0¢,, entdo como na proposigao 3.9 de [6] nos podemos
n n

encontrar tq,ts,...t, € E tal que 1 = Z[tk,tk]. Entao 7(1p) = ZT((tk,tk>) ou seja
k=1 k=1
7 é um funcional linear limitado sobre B. O vetor linha t =: (t1,ts,...t,) é um ele-

mento de "E = E®4"A, um B-M,,(A)-bimédulo que implementa a Morita equivaléncia
M, (A) ~y B; também 1 = [t,t]. Agora observamos que p := (p,p) é uma projegao

em M, (A) , pois p* = (t,t)(t,t) = (t,t{t, 1)) = (¢, [t, t]t) = (t,t) =p e p = p*.
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Defina um morfismo:

¢o: B — M, (A)
b —— ¢(b) := (t,bt)

onde (t, bt) := [t7bt;] (consultar apéndice). Note que ¢ é multiplicativo pois,
G(bb') = (¢, bb't) = (L, bt, t]b't) = (¢, bE(t, L)) = (L, bt){t,bt') = ¢(b)o(V)

e também é injetivo pois t¢(b) = t(t,bt) = [t,t]bt = bt logo, [to(b),t] = [bt,t] = b.

Também se z,y € "E , entao:

ple,y)p = (GO y) (1) = (et 1)yt 6) = ([, 1t [y, tt)

= ([t 2]ly, 1t) = o([t, ]y, 1])

ou seja ¢ é sobrejetiva e portanto um isomorfismo de B sobre pM,,(A)p. Logo podemos
n

usar o trago 7 ® tr sobre M, (A) = M, (C) ® A ou seja (7 @ tr)([a;;]) = Zr(akk)
k=1
para definir o trago 7’ sobre B por 7/(b) := (7 @ tr)(¢(b)). Vamos mergulhar E em "F

fazendo:

5 = 61 = (5707 aO)

Entao:

T(&n) = (T@tr)((t [ nlt) = (T @tr)({t &lm, 1) = (7 @ tr)((¢, &) (m, 1))
= (T @tr)((n, 0)(t,&1)) = (T @ tr)((m, {1, 61))) = (7 @ tr)({na, [1, )&1))
= (r@tr)((m, &) =7((n,8)),

ou seja 7/ = T e portanto 7 é um trago sobre B. E de maneira analoga, partindo de 3.3
da esquerda para a direita mostramos que cada traco finito sobre B nos da um tunico

traco finito sobre A.

Definicao 3.2. GL(2,Z) := {A € My(Z)|det A = £1}
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Observacao 3.2. Os elementos de GL(2,7) sao também considerados como fragoes

a
onde € My(Z) age sobre § € R. Estas transformacoes sao

c d
chamadas transformacoes lineares fraciondrias, ou transformacoes de Mobius.

af+b

do tipo &g

Lema 3.7. Os operadores S e T associados respectivamente as matrizes

geram o grupo GL(2,Z).

Demonstracao:

Considere as transformacoes S e T' dadas por:

S:0— 5

T:0—0+1

Se S, T € GL(2,Z) é facil verificar que qualquer produto destes elementos também

af + b
ta L(2,7Z). Seja ' =
estda em GL(2,Z). Seja o d

existem cg = d,ag = b tais que cpa—agc = 1 (& seu tnico divisor comum é 1). Supondo

€ GL(2,Z) , temos que a e ¢ sao coprimos ou seja

a > 0 e desenvolvendo a divisao euclidiana de a por ¢ garantimos a existéncia de py € Z

0+b 0+b
tal que Z@—_l—'—d :,Oo—i-zlle—j__di ,sendoc; =c,dy =de0<a; <c, tal inteiro terd a
seguinte caracterizacao: py = _Tl Suponha agora que a; = 0,b; = ¢; = 1, temos
que:
ad + b
= =TPST"(0),
G+d " ira (6)
0+0b 1
onde py = dy. Sea; > 0e %ﬂ = po + w0 d e repetindo o procedimento de
a19 + b1
divisao aci d s ab+0 + d b
ivisao acima podemos escrever: = ————————comcy =a =b e
p )+ d Po +a29—|—b2 2 1, Q2 1
1 029 + dQ

0 < as < ay. E repetindo este procedimento chegaremos que para algum k € Z
a =0, a,_1 # 0efazendo by = ¢, = 1, podemos concluir que §' = TP ST*S... TPr—1STPk

onde py = dj,. Portanto o grupo GL(2,7Z) é gerado pelas agoes de S e T
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Corolario 3.1. As dlgebras do toro Ag e Aj siao morita equivalentes se e somente se
0 €0 estao na mesma orbita da a¢io de GL(2,7Z) sobre R por transformagaoes lineares

fraciondrias.

Demonstracao:
Supondo inicialmente que 6 e ¢ estao na mesma érbita da agao de GL(2,Z) sobre R

dada por:

a b af + b
>0 =
c d cd +d

Sabemos que Ay = Ag.,, n € Z em particular para n = 1 donde Ay ~ s Ae_l =

0
= Agi1 ~u Ae’l. Mas também temos que : ¢ = >0 = 60~' e portanto
10

Ap ~ur A;l = Ay ~y Agp. Observe também que a érbita do 0 é precisamente o
conjunto @Q dos numeros racionais, pois se p,q € Z* com mdc(p,q) = 1, entao existem

. ap P ao.0 +
co, Qg € Z tais que agqg—cop =1 e 0 >0:0—p:
Co ¢ CO-O+Q

que Ag ~y; Ay com 6 e 0 irracionais. Pela proposicao 1.10, seus estados tracias sao

b € Q. Supondo agora
q

unicos. Se 7 é o estado tracial sobre Ay , a férmula definida na proposicao 3.9 define
um traco finito 7 sobre Ay que deve ser um multiplo positivo do estado tracial 7/ sobre

Ag ou seja T = A7/ com A > 0. Agora observe que

[p] = (T @tr)(p)

para p € Mn(A) define uma aplicagao aditiva 7, : Ky(Ag) — R e pelo teorema 2.1,
sua imagem ¢é o subgrupo real Z + Z#. O isomorfismo ¢ da proposicao 3.9 preserva
projegoes e define um isomorfismo concreto ¢; de Ko(Ag) em Ky(Ay), que satisfaz

T1 0 ¢1 = T por construcao. Logo,
)\(Z + ZH’) = ﬁ(Ko(Agl) = Tl(Ko(Ag)) =7 + 7.0

ou seja, AN(Z + Z0') = Z + 7.0. Portanto existem inteiros k, [, p, q tais que k + 10 = X e

Ap + q0') = 1 donde segue que (k4 16)(p + qf) = 1 e resolvendo esta equagao para 6’

—Ilpf+1—kp
lq0 + qk

concluimos que ' = e portanto 6 e #' pertence & mesma Orbita da acao

de GL(2,Z).
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Apeéendice A
Funcionais Positivos

Definicao A.1. Seja A uma *-dlgebra de Banach. Um elemento a € A € positivo se
¢ auto-adjunto, isto € a = a* e se o(a) C [0,400). Escrevemos a > 0 para indicar que

a € positivo, e denotamos por AT o conjunto dos elementos positivos de A.

Lema A.1. Seja A uma C*-dlgebra e seja c € A tal que c¢*c <0 (isto €, 0 — c*c > 0)

entao ¢ = 0.

Demonstracao:

Por hipétese, o(—c*c) C [0, 00), donde segue que o(c*c) C (—o0,0] =

= o(cc*) C (—00,0], logo —cc* > 0. Escreva ¢ = u + v e calcule:

cc* + cfe = (u+ ) (u —iv) + (u — iv)(u + iv) = 2u* + 2v* > 0

Mas —2u? — 2v? = —cc* — c¢*c¢ > 0. Segue entdao que

o(2u? + 2v%) C [0,00) N (=00,0] = {0}. E daiu®? +v? =0 = v? = —? =
= u? =v? = 0. Além disso, ||v?]| = ||u*ul| = ||u*]| == u=0ev=0c¢

portanto ¢ = u + v = 0.

Proposicao A.1. Seja A uma C*-dlgebra e a € A. Entao sao equivalentes:
(i)a =a* e o(a) C [0, 0];
(ii) existe um elemento b € A, b auto-adjunto tal que a = b*;

(i1i)existe ¢ € A tal que a = c*c.

79



Demonstracao:

(i) = (i1)Sabemos que C*(a, a*) = Cy(c(a) \ {0}), sendo que o elemento
a € A corresponde a funcao f; definida por fi(z) = z. Seja g : o(a) \ {0} — R dada
por g(x) = v/z, logo g € Cy(o(a) \ {0}), seja entdo b € C*(a,a*) correspondente a g.
Como ¢ é real entao b = b*. Como ¢* = f, entao b* = a.

(ii) = (i) Seja B a sub-C*-dlgebra de A gerada por b. E claro que B é
comutativa, ja que b é auto-adjunto, donde segue que B = Cy(X). Sejam f, g € Cy(X)
correspondentes & a e b respectivamente. Entdao f = ¢g?> > 0, pois ¢ é funcao real.
Assim I'm(f) C [0, 00) donde segue que o(a) C [0, 00).

(17) = (i7i) Basta fazermos ¢ = b.

(17i) = (i) Temos que a = a*. Seja A = C*(a) = Cy(X) eseja f € C(X)
correspondente a a. Defina:
folw) = max{f(2),0} e f(z)=max{f(z),0}.

Entao, fo,f- >0, f=f.—f_efif- =0.Sejam a, e a_ os elementos correspondentes

a f, e f_ respectivamente. Entao temos, a,,a_ > 0, a = ay —a_ e aya_ = 0.
Calculemos:

a_aa_=a_(ay —a_)a_ = —(a_)* <0.

a_aa_ = a_c*ca_ = (ca_)*(ca_).

Sendo z = ca_, temos z*z < 0. E portanto, pelo lema A.1 2 =0, (a_)> =0 =

=a_.=0=>a=a; >0.

Lema A.2. Seja A uma C*-dlgebra, a € A entao a*a < ||a|*.

Demonstracao:

Seja b = a*a e seja B = C*(1,b) C A. Sabemos que o(b) C R, e supondo que f é a
aplicacao de inclusao de o(b) em C, entdo existe um tnico *-isomorfismo unital ¢ de
C(c(b)) em B tal que ¢(f) = b. E claro que f < ||f| donde segue que b < ||b]|, ou seja

a*a < ||a*al| = [|af*.
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Lema A.3. Seja A uma C*-dlgebra. Se x,y € A sao tais que x <y entdo b*zb < b*yb
para todo b € B.

Demonstracao:
Se x < y entdao y — x > 0 donde y — x = ¢*c para algum ¢ € A. Donde temos:

b*yb — b*xb = b*c*cb = (¢b)*cb > 0.
U

Definicao A.2. Seja A uma x-dlgebra de Banach. Um funcional linear ¢ : A — C €

positivo se p(a) > 0 Va >0 em A ou equivalentemente se ¢p(b*b) > 0 Vb € A.
Exemplo A.1. Seja A =M, (C). O funcional linear

tr: A — C

€ positivo, chamado traco.

Exemplo A.2. Seja A =C(S') e seja m a medida de comprimento de arco nor-

malizada sobre S*. Entao o funcional linear

p: CSYY — C
I H/fdm

€ positivo.

Definicao A.3. Se A ¢ um C*-dlgebra com unidade. Um funcional linear positivo que

preserva unidade é chamado um estado da C*-dlgebra.

Teorema A.1l. Seja A uma C*-dlgebra com unidade e ¢ um funcional linear em A.
Entao ¢ € um estado se e somente se ¢ € continuo e ||¢p]| =1 = ¢(1).

Demonstracao:

Considere a forma sesqui-linear F, : A x A — C dada por Fy(a,b) = ¢(b*a). Note que
Fy(a,a) = ¢(a*a) > 0.
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Pela desiguladade de Cauchy-Schwartz,
|F¢(6L, b>| < |F¢(CL, CL)|1/2|F¢(b, b)|1/2’

ou seja: |p(b*a)| < ¢p(a*a)'/?2p(b*b)/2.

Tomando b = 1 na equacao acima, temos:

[p(a)] < pla”a)'2e(1)"/? (A1)

Note que a*a é positivo e portanto o(a*a) C R,. Além disso ||a]|* = ||a*al| = r(a*a),

onde r(a) denota o raio espectral de a. Entao o(a*a) C [0, ||a||?]. Assim o(||a|*—a*a) C

[0, ]|a]|?], pelo teorema do mapeamento espectral. Portanto: |a|* — a*a > 0, donde

0 < é(||la||* — a*a) = ||a||?¢(1) — ¢(a*a), logo ¢p(a*a) < ||al|*. Dai por A.1 temos que

|p(a)] < ¢(a*a)'? < (||al|?)'/? = ||a||. E portanto ¢ é continuo com [|¢|| < 1. Mas

L= lo(1)] < lollllL]] = l|¢ll = ll¢]] = 1 = ¢(1). Por outro lado, Dado ¢t € R, temos

la—til| = r(a—ti) < V2 + 12 Logo, |¢(a) —ti] = [p(a—t:)] < [|¢lllla—t;]| < Vr?+ 2.

Portanto: ¢(a) € B(t;,v/r? +12), mas ¢(a) € ﬂ B(t;, Vr2 + %) = [—r,r].
Afirmacao: Se a = a* e o(a) Qte[i,ﬁ], entao ¢(a) € [a, 4.

Prova da Afirm.:

_ f—a

a—;ﬁ e r = 55~. Entao pelo teorema do mapeamento espectral, temos que

Seja ¢ =
o(a — ¢) C [—r,r]. Pelo observado anteriormente ¢(a) — ¢ € [—r, 7], logo,

o(a) € [c—r,c+71] = [, F].
Sendo a > 0, temos que o(a) C [0, ||a]|]. Dai ¢(a) € [0, ||a||], donde ¢(a) > 0.

O

Teorema A.2. Seja B uma %-dlgebra de Banach com unidade. Todo funcional positivo
¢ sobre B satisfaz as sequintes propriedades:

(i)¢(a*) = d(a);

(ii)|p(ab*)[* < ¢(aa*)(bb*);

(iii)|¢(a)|* < o(1)p(aa*) < ¢(1)*r(aa®);

(v)|o(a)| < ¢(1)r(a) para cada normal a € A
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Demonstracao:

Sejam a,b € A, facamos
p=olaa”), q=(bb"), r=oab") ,s=p(ba”). (A.2)
Como ¢[(a + ab)(a* + ab*)] para cada o € C,
p+ar+as+|al*¢ > 0. (A.3)

Com a =1 e a = i, mostramos que s + 7 e i(s — r) sao reais. Logo s = 7. Fazendo
b =1 obtemos (i).
Se r =0, o ftem (ii) é ébvio. Se r # 0, tome a = tr/|r| em A.3, onde ¢ é real. Entao

A .3 se transforma em:

p+2r|t+qt* >0 (—oco<t< o), (A4)

ou seja temos |r|? < pg. E daf segue (ii).

Se 1 denota a unidade de B sabemos que 11* = 1, donde temos que a primeira metade
de (iii) é um caso especial de (ii). Para a segunda metade, tome ¢t > r(aa*).

Entao o(t1 — aa*) > 0. Temos também que existe ¢ € A auto-adjunto , tal que

c? = t1 — aa*. Logo,

Donde temos, ¢(aa*) < ¢(1)r(aa*).

Se a é normal vale que o(aa*) C o(a)o(a*), donde segue que
r(aa*) < r(a)r(a*) = r(a)?. (A.6)

Claramente (iv) segue de A.6 e (iii).
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Apendice B
Modulos de Hilbert

Sejam A e B anéis, £ um A-mdédulo a direita e B-modulo a esquerda
com agoes compativeis ou seja se b(sa) = (bs)a com s € F, a € Aeb € B, o que
nos permite escrever bsa sem ambiguidade, nos dizemos que E é um B-A-bimddulo .

Quando A = B dizemos que F é A-bimddulo.

Definicao B.1. A notacao E®4 F faz sentido se & € um A-mddulo a direita e F' é um
A-médulo a esquerda; isto € (a0 menos) um grupo abeliano, gerado por tensores simples
st coms € FE et € F, sujeitos unicamente a relagoes s1 @t + so @t = (51 + $2) @ t,
SRt +sQty=5R (t1 +t2) e sa®t =s®at para cada a € A.

E claro que F ®4 F é um B-mddulo a direita se F' é um A-B-bimddulo,
e que isto é um C-modulo a esquerda se E é um C-A-bimodulo . Em particular, se F

e F' sao A-bimédulos , entao E ®4 F' é também um A-bimdédulo.

Exemplo B.1. Se M, (A) denota o anel das matrizes n X n com entradas em A ,
entao o A-mddulo a direita A" é também um M, (A)-mddulo a esquerda, e o A-médulo
a esquerda "A' € também um M,(A)-mddulo a direita. Entdo existe um isomorfismo

de bimaodulos,
A" ®4"A ~ M, (A)

"A M, (A) At~ A

lestamos reorganizando a soma direta de n cépias de A como um conjunto de vetores linha.
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Para maiores detalhes sobre teoria de médulos sobre anéis ver [21].

Seja A uma C*-algebra.

Definicao B.2. Um pré-A-mddulo de Hilbert ¢ um espaco vetorial H que também é um
A-mddulo a direita equipado com uma aplica¢ao (que chamaremos de produto interno)
definida por:

(,):HxH—A

que € linear na sequnda entrada e que satisfaz, para quaisquer m,n € H e a € A, as
sequintes relagoes:

(i){m,na) = (m,n)a;

(i.){m,n)* = (n,m);

(1i1){m, m) > 0;

(iw){m,m) =0< m=0.

Seja H um pré-A-médulo de Hilbert, defina:

J: H— R
I . l .
m o [[(m,m)|2,

Proposicao B.1. A aplicagao ||.|| definida acima é uma norma sobre H.
Demonstracao:
DIl = 0 < [[(m,m)|| = 0 & (m,m) < m = 0;
(i) l|Aml[z = [[(xm, xm) | = A, m) || = A2 [|ml]?;
(i) [m + nl* = [[{m +n,m +n)|| = [(m,n) + (m,n) + (n,m) + (n, n)|
< ml? + 2[[(m,n) || + [Infl* < [lm)* + 2llmll[n]l + [n]]* = (Im]] + |In]))*.

Portanto ||.|| é uma norma sobre H.

U

Definicao B.3. Um A-mddulo de Hilbert € um pré-A-mddulo de Hilbert que € completo

na norma definida na proposicio (B.1).

Para outros detalhes basicos sobre a teoria de médulos de Hilbert ver [1].
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Veremos agora alguns exemplos tteis de Médulos de Hilbert.

Exemplo B.2. C-mddulos de Hilbert sao espacos de Hilbert onde a aplicacao € o

produto interno usual {.,.) que o torna um espago de Hilbert.

Exemplo B.3. Toda C*-dlgebra é um mddulo de Hilbert sobre si mesma. Seja A
uma C*-dlgebra defina a sequinte aplicacdo: (b,a) := b*a. Facilmente se verificam as
propriedades em B.2 e além disso observe que |||al|| := ||a*a||z = ||a||, ou seja a norma

definida sobre A como modulo de Hilbert é a mesma tal C*-norma.

Exemplo B.4. Se nos reorganizarmos a soma direta de n copias de A como um con-
gunto de vetores linha o que vamos denotar por ™A, como fizemos em B.1, podemos

construir um mddulo a direita sobre a C*-dlgebra de matrizes M, (A).
Dados a = (aq, ...,a,), b= (b,....,b,) € ™A, defina a seguinte aplicagao:
(a,b) := (arb;);; na qual a (4, j)-entrada é a}b;.

Para ver que esta aplicagao é positiva definida , é suficiente mostrar (prop 1.20 [6]) que

n

Z G a;a;c; = (Z aiCi)*(Z ajc;) >0

i,j=1 i J
para qualquer cy, ..., ¢, € A (a positividade estrita é obtida fazendo ¢; = a). Portanto

"A se transforma em um M, (A)-médulo de Hilbert a direita.

Definigao B.4. Suponha que ¢ : A — B € um homomorfismo entre anéis unitais
e B é um A-mdodulo a direita. Entdo B se transforma em um A-mddulo a esquerda

fazendo-se a.b = ¢(a)b e desta forma podemos construir o produto tensorial
Ey(E) :=FE®a B de E e B sobre A através de ¢

Este ¢ o grupo abeliano na qual os elementos sio somas finitas do tipo

Z a; ®b; com s; € E eb; € B, na qual deve ser satisfeito:
J

sa®b=s® ¢(a)b.
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Suponha agora que tenhamos um A-mdédulo de Hilbert E e um morfismo
de C*-algebras ¢ : A — B. Queremos estender E, para Médulos de Hilbert. Para
isso precisamos mostrar que o produto tensorial algébrico E,(E) se transforma natu-
ralmente em um pré-B-moédulo. Se s ®b denota um tensor simples do produto tensorial
algébrico £ ® B sobre C, uma aplicagao com valores em B sobre £ ® B pode ser

naturalmente definida por:
(s@b,rob) :=b¢p((s,r)b.

Esta aplicagao nao fica bem definida desta forma, e a eliminacao do
nicleo é equivalente a condigao suficiente para a boa definicao de E4(E), ou seja que
seja vélido sa ©® b = s ® ¢(a)b.

Seja x :=sa ® b — s ® ¢(a)b. Entdo, como

¢((sa, sa)) = ¢(a)"¢((s, s))d(a),

mostramos que (x,z) = 0. Por outro lado suponha que z = Zsj ® b; satisfaz

j=1
(x,z) = 0. Vamos considerar "F := E® E... ® E  como um M,(A)-mdédulo a direita,
—_—

nvezes
onde para os "vetores linha” s = (s1,S2,...5,) € t = (t1,%2,...t,) , s[a;;] =t significa
n

Z sia;; = t;. Entdo a matriz [(s;, s;)] satisfaz que para todo a € A",

n

Z (si,85)a Zs al,Zs]aJ ) >0em A

ij=1

e portanto pela proposicao 1.20 de [6] (s;,s;) é elemento positivo de
M, (A), com uma raiz quadrada positiva a« € M,,(A). Agora o morfismo ¢ : A — B
determina um morfismo ¢ de M,(A) em M,(B), fazendo ¢'™[a;;] := [¢(ai;)]. Se
8= ¢ (a), entao 5% = ¢ (a®) = [¢({si, 5;))]. Agora,

Z b BriBr;b; = Z bid((si,5))b; = (w,2) = 0,

i,j,k=1 i,j=1
donde segue Z Brjb; = 0 em B para cada k. Finalmete , se r € "E/ é determinado por

J
ra = s,
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teremos:

n

Z(rkak]G)b — 75, © ¢(ag;)b; ZSJG)b—Zrk@ﬁkjb—x

k=1 k=1
Portanto a aplicagao definida é degenerada somente sobre o espaco gerado
pelos elementos da forma sa©b—s® ¢(a)b. E por isso se transforma em uma aplicagao

positiva definida no espacgo quociente que nos podemos reescrever como:
(s@b,tRV) = b (s, t))V/

onde s ® b, t ® b sdo tensores simples sujeitos a condicao de boa definicao. Deste
modo, o espaco quociente se transforma em um pré-B-moédulo de Hilbert a direita.

Nos denotaremos agora por E4(FE) o completamento deste pré médulo.

Definicao B.5. Um pré B-A-bimddulo de Hilbert € um espaco vetorial complexo E que
€ um pré B-maodulo de Hilbert a esquerda e pré A-mddulo de Hilbert a direita e além

disso deve satisfazer
r(s,t) =[r,s]t para todo r,s,tekFE (B.2)
onde (.,.) e [.,.] sao os produtos internos definidos sobre A e B respectivamente.

Observagao B.1. Dizemos que E € cheio a direita se (E, E) é denso em A, e cheio
a esquerda se [E, E] é denso em B. Se ambas as condi¢oes mencionadas se mantém

entao diremos apenas que E € cheto.

Definicao B.6. Sejam E e F' A-maodulos de Hilbert. Uma aplicagio T : E — F é

adjuntdvel se existe uma aplicagao T* : F' — E, chamada adjunto de T tal que
(r,Ts) =(T*r,s) Vr e F,s€ E

O espago de todas as aplicagoes adjuntdveis de E em F denotaremos por L(E,F),

algumas vezes usaremos L4(E, F).
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Uma classe importante de operadores adjuntaveis é a andloga a classe
de operadores de posto finito sobre um espaco de Hilbert. Sejam E, F A-mddulos de

Hilbert , z € E, y € F', definimos €2, , : F' — E por:
Q,4(2) =2(y, z) para z € F

E facil ver que Q,, € L(F,E) , sendo ()" = Qy,, pois:
(I s(2)) = (Lr(s,2)) = (Lr)(s,2) = (1) (s,2) = (s(r 1), 2) = (Qs,(I), 2) para
l,re Es,zeF

Algumas relagoes importantes (onde G é um A-médulo de Hilbert),

(i)Qm,yQu,v - Qz(y,u),v — Q:L’,U(u,y) (u S fa v E G)
()T = Qrey (T € L(E,G))
(1i1) 2 48 = Qo sry (s € L(G, F))

Vamos denotar por IC(F, E), o subespago linear fechado de L(F, E)
gerado por {Q,, : € E,y € F'}. Denotaremos por End%(E) o fecho de
K(E) = Ends(F)™ na norma em L4(E) = Enda(F), i.é.
IT|| = sup{|[|Ts]|| : ||s|]|]] < 1}. Os elementos de End(E, F) sao chamados de oper-

adores A-compactos.

Vamos agora generalizar a construcao do produto tensorial E,(E), feita
anteriormente, considerando agora F é um pré-A-moédulo de Hilbert a direita, F' um
pré-B-mdédulo de Hilbert a direita, sendo A,B C*-algebras. Considere inicialmente uma
representacao de A por operadores sobre F', isto é um morfismo p : A — Endp(F'). Nos
podemos formar o produto tensorial algébrico E® F', que é naturalmente um B-modulo

a direita, juntamente com uma aplicagao sesquilinear positiva (.,.) satisfazendo:

(51 @11, 82 @ ta) == (t1, p((s1, 52))t2) = (p((s2,51))t1,12)

Observe que quando F' = B caimos no caso considerado anteriormente.

Da mesma forma devemos passar ao quociente pelo B-subméddulo, de elementos
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z € E® F tais que (z,2) =0.
Denotamos por £/ ®, F', ou simplismete por ¥ ®4 I, o pré-B médulo de Hilbert quo-
ciente. Se E e F' sao médulos sobre uma C*-algebra A também usaremos a notagao

E ®4 F para denotar o B-médulo de Hilbert obtido completando o quociente.

Lema B.1. Se A ¢ uma C*-dlgebra, entio End%(A) = A.
Demonstracao:

A demonstragao deste lema pode ser encontrada na pg 71 de [6].

O
Lema B.2. Se p € M,,(A) é uma projecio, pA™ é um A-mdédulo de Hilbert e
End)y(pA™) = pM,,(A)p.
Demonstracao:
A demonstragao deste lema pode ser encontrada pg 72 [6].

O

Consideremos agora um A-moédulo de Hilbert cheio a direita E e
a C*-dlgebra B =: EndY(E), esta age sobre F a esquerda. Estamos interessados em
transformar £ em um B-A-bimoédulo de Hilbert, as aplicagoes com imagens em B sao

dadas por:
[Ta S] - Qr,s

Para ver isto observe que T, s = Qr,  para T' € Enda(E), e em
particular para T' € B. Como [E, E] = End%(F) é por definigao denso em B, temos
que E é cheio a esquerda. A relacao de compatibilidade B.2 das aplicagoes segue

diretamente da definicao dos operadores de posto finito:

r(s,t) = Q, st
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Proposigao B.2. Seja E um A-mddulo de Hilbert cheio a direita. Se B = End%(E),
entdo Endy(E) = A.

Demonstracao:

A prova desta proposigao pode ser encontrada em [6].

O

Definicao B.7. Se F' ¢ um A-B-bimodulo de Hilbert e G é um B-C-bimddulo de
Hilbert, o produto tensorial F ®p G se transforma em um A-C-bimdodulo de Hilbert,

com aplicacoes sobre tensores simples dadas por:

(r1 ® 81,72 ® s9) := ((r2,71)BS1, S2)C

[r1 ® 81,72 @ 53] := [r1,72[52, 51]B]a
Observacao B.2. Se F e GG sao cheios entao o produto tensorial também é cheio.
Um resultado importante é o seguinte:

Teorema B.1. Duas C*-dlgebras A e B sao fortemente Morita equivalentes se e so-

mente se existe um A-mddulo cheio a direita E tal que End%(E) ~ B.

Demonstracao:

A demostragao pode ser encontrada em [6].
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Apéndice C

Limite Indutivo e AF-algebras

C.1 Categorias e Funtores

Definigao C.1. (Categorias e funtores). Uma categoria C' consiste de uma classe de
O(C) de objetos e para cada par de objetos A, B em O(C) um conjunto Mor(A, B) de

morfismos (de A em B) com uma lei associativa de composi¢ao.

Mor(A,B) x Mor(B,C) — Mor(A,C)
(0, 9) — oy
tal que para cada objeto A existe um elemento ida em Mor(A, A) que

satisfaz idg o p = p = @ oida para cada ¢ em Mor(A, B).

As categorias que abordaremos neste texto sao a categoria C*-alg das
C*-algebras e a categoria Ab dos grupos abelianos. A classe de objetos, O(C*-alg), em
C*-alg é a classe das C*-algebras, e Mor(A, B) é o conjunto dos x-homomorfismos de
A em B com a lei de composi¢ao usual. Os objetos em Ab sao os grupos abelianos, e

os morfismos sao os homomorfismos de grupo.
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Definicao C.2. Um funtor covariante (ou simplesmente funtor) F entre duas catego-
rias C' e D é uma aplicagio A — F(A) de O(C) em O(D) e uma cole¢ao de aplicagoes
o +— F(p) de Mor(A,B) em Mor(F(A),F(B)) para cada par de objetos A, B em
O(C) que satisfaz:

(i) F(ida) = idpay para todos objetos A em O(C),

(i1) F(¢ o) = F(¢) o F(p) para todo e quaisquer objetos A, B,C em
O(C) e quaisquer morfismos ¢ em Mor(A, B) e em Mor(B,C).

Definicao C.3. Um funtor contravariante F é como um funtor covariante, exceto
pelo fato que ele aplica um morfismo ¢ em Mor(A, B) a um morfismo F(p) em

Mor(F(B), F(A)), e alterando-se o item (i1) da definicao anterior convenientemente.

Definicao C.4. Um funtor covariante F' entre duas categorias C' e D € dito ser uma
equivaléncia categorica se:

(i) para qualquer par de objetos A, B € O(C) , a aplicagdo

F: Mor(A,B)— Mor(F(A), F(B))
¢ uma bijecao;
(ii) para qualquer objeto Z em O(D), existe um objeto A em O(C) tal
que F(A) = Z, isto é, existe um isomorfismo v : F(A) — Z.
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C.2 Limites Indutivos

Definicao C.5. Uma sequéncia indutiva em uma categoria C' é uma sequéncia { A }oo
de objetos em C' e uma sequéncia ¢, : A, — Ani1 de morfismos em C, usualmente

representada por

Ay 24, BoAs 2

Definicao C.6. Um limite indutivo de uma sequéncia indutiva

Ay 5 A, B2 A, (C.1)

em uma categoria C' € um sistema (A, {pn o), onde A é um objeto de C,p,, - A, — A

¢ um morfismo em C para cada n € N, e também devem ser satisfeitas as condi¢oes:

(i) O diagrama abaixo é comutativo para cada n

A, —= An (C.2)

\ \L,Uﬂnﬂ»l
Hn

A
(ii) Se (B, {\n}o2 ;) é um sistema, onde B é um objetoem C, A, : A, — B
é¢ um morfismo em C para cada n € N, onde \, = \,1 o ¢, para todo n € N, entao
existe um unico morfismo A\ : A — B fazendo o diagrama abaixo comutar para cada

n € N.

A, (C.3)

-l N

Uma observagao importante é que limites indutivos nao existem em todas
as categorias, por exemplo na categoria dos conjuntos finitos, onde os morfismos sao
fungoes, nao existem limites indutivos (para maiores detalhes ver [Larsen|pg 105.

Limites Indutivos, quando existem, sao essencialmente unicos no sentido

que se (A, {un}) e (B,{\.}) s@o ambos limites indutivos da sequéncia C.1, entao existe
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um tunico isomorfismo A : A — B tal que o diagrama (ultimo) seja comutativo. De-
notamos o limite indutivo da sequéncia C.1 por lim(A,, ¢,) ou limA,. Escreveremos

também

AI&AQ&AgﬂﬁA
para indicar que A é o limite indutivo da sequéncia C.1

Proposicao C.1. (Limite Indutivo de C*-algebras) Toda sequéncia indutiva de C*-

algebras

AI&AQ&A;;&...

tem um limite indutivo (A, {u,}). E valem:

(i) A= in(An);

(i1) ||un(La:)1|| = nlllgl)o lemn(a)]| para todon € N ea € A,;
(111) Ker(p,) = {a € A,/ limy, oo : @mn(a)|| = 0};

() Se (B,{\n}) e A\: A— B como em C.6 (ii),entdo:
(a) Ker(u,) C Ker(\,) para todon € N,

(b) X\ € injetivo se e somente se Ker(\,) C Ker(u,) para todo n € N,

(c) A € sobrejetivo se e somente se B = U An(Ay).

n=1

Demonstracao:

A demonstracao pode ser encontrada em [20] pg 94.

Proposicao C.2. (Limite Indutivo de grupos abelianos) Toda sequéncia
G125 Gy 25 Gy =5
de grupos abelianos tem um limite indutivo (G,{B,}). E valem:

(i) G = U ﬂn(Gn):

(i1) Ker(f,) = U Ker(am,y) para cada n € N;

m=n+1
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(111) Se (H,{v.}) ev: G — H como em C.6 (ii),entao:
(a) v € injetivo se e somente se Ker(vy,) = Ker(3,) para todo n € N,

(b) v € sobrejetivo se e somente se H = U Tn(Gr).

n=1
Demonstracao:

A demonstracao pode ser encontrada em [12].

C.3 (*-algebras de dimensao finita

Um exemplo importante de C*-algebra é a C*-dlgebra de matrizes obtida
apartir de uma C*-algebra dada. Para cada C*-algebra A e para cada nimero natural

n, seja M, (A) o conjunto das matrizes

aix Qa2 - Qip
Q21 Q22 -+ dAgp
ap1 Ap2 - Ann

onde a;; € A para todo ¢, j. Vamos equipar M,,(A) com as operacoes de

espaco vetorial e a multiplicagao matricial usuais e definir uma involucao como segue:

*

* * *
aix G2 - Qin Ay Qo1 -+ Gy

* * *
21 22 e Aon a/12 (122 coee (177,2

* * *
Ap1 Gp2 " App a1, Ao, -+ QAp.

Para definir uma C*-norma sobre o espago M,,(A) , vamos escolher um

espaco de Hilbert H e um *-homomorfismo injetivo ¢, : M,,(A) — B(H") dado por:

aip -t Qip &1 p(a11)é1 + -+ ¢(an)én
7 Ann én Qp(anl)gl + -+ Qp(ann)gn
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Defina uma norma sobre M, (A) da seguinte forma: ||a|| = ||¢n(a)| para
a € M,(A). Com estas operagdes M, (A) se transforma em uma C*-dlgebra, a norma
¢ independente da escolha da representacao ¢, devido a injetividade.

A categoria das algebras de matrizes tem a propriedade funtorial que

se A e B sao C*-dlgebras e se ¢ : A — B é um x-homomorfismo, entao a aplicagao

©n : My(A) — M, (B) dada por:

aiy - Qip SO(GM) Sp(aln)

Qp1  *  Qpp (p(anl) T @(ann)

é um x-homomorfismo para cada n € N.

A algebra de matrizes M,,(C) e, mais geralmente, a soma direta
A=M,,(C)aM,,(C)&---&M,,(C)

de algebras de matrizes, onde r e nq,no,...,n, sao inteiros positivos, é descrita por
suas matrizes unidades padrao, que sdo dadas como segue. Seja e(n,i,7) a (i, j)-ésima
matriz unidade padrao em M,,(C), ou seja matrizes as quais a (i, j)-ésima entrada é 1

e na qual as demais entradas sao nulas.Para 1 < k <rel <1,j <ny faca

o®) =(0,---,0,e(ng,1,7),0,---,0) € A

ij

com e(ny, 1, j) no k-ésimo somando. A matriz unidade satisfaz as seguintes

identidades:

o (k) (k k
(i) 61(-]«)651) = 6§1)7
(ii) ez(f)e%)n =0sek #1ousej#m,

(i) (el)" = €5t

(iv) A = span{eg?) 1 <k<r;1<i,5<ng}.

Se B é uma outra C*-algebra que contém os elementos fi(f) paral <k <r
(k)

e 1 <4, j < ny satisfazendo as andlogas de (i),(ii), e (iii) acima, com f;;
(k)

iy

no lugar de

(&
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entao existe um Unico *-homomorfismo
p:A— B

k
tal que ga(el(-j))
®

unidades {e;;

= fl-(f) para quaisquer ¢, 7, k. Na verdade, os sistema de matrizes

} é uma bas linear para A, e logo existe uma tnica aplicacdo linear

p:A—B
com go(egf) = fi(f).O sistema { fz-(f)} ¢ chamado um sistema de matrizes unidades em
B de tipo A. Se todos fi(f) sao nao nulos, entao ¢ ¢é injetivo; e ¢ é sobrejetivo se
span{ fz-(jk)} = B. Em particular, se o sistema { fi(f)} ¢ nao nulo e satisfaz (i),(ii) e (iii),

e (iv) acima , entao B é isomorfo a A.
Proposicao C.3. Toda C*-dlgebra de dimensao finita é isomorfa a
Mm ((C) ©® an (C) ©--- D Mnr (C)

para inteiros r,ny, N, - -+ , Ny.

Demonstracao:

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [20] pg 112.
O

Defini¢ao C.7. Uma AF-algebra é uma C*-algebra que € (isomorfa a) o limite indutivo

de uma sequéncia de C*-algebras de dimensao finita.

Proposicao C.4. Uma C*-algebra separdvel A é uma AF-dlgebra se e somente se para

cada € > 0 e para cada subconjunto finito {ay,aq,- - ,a,} de A existe uma sub-C*-
dlgebra de dimensao finita B de A e elementos by, be,--- ,b, € B tal que ||a; — b,|| < €
para cada j.

Demonstracao:

Ver [20] pg 144.
U

Observacao C.1. Ezxiste um modo sistematico para descrever sequéncias indutivas de

C*-algebras de dimensao finita, os entao chamados diagramas de Bratelli (veja/3]).
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Apendice D

Projecoes em uma C*-algebra

D.1 Projecoes e elementos unitarios

Definigcao D.1. Seja A uma C*-dlgebra dizemos que um elemento p € A é uma

projecdo se p = p* = p*.

Definigcao D.2. Um elemento u em uma C*-dlgebra unital A é uma isometria se

wu=1.

Definigao D.3. Se A ¢ uma C*-dlgebra unital dizemos que u € A € unitdrio se

uu* = uu = 1.
Veremos a seguir um exemplo de uma isometria nao-unitaria.

Exemplo D.1. Considere o shift unilateral S sobre o espaco de Hilbert I1*(N) dado

por:
0, se n=1
(5€)(n) =
En—1), se n>2,
para todo & € I*(N). O adjunto de S é dado por (S*€)(n) = &(n+1).
Donde seque que S*S = I, logo ||SE|| = ||€]| para todo & € I1*(N), ou seja S é uma

isometria. Por outro lado temos que S nao € sobrejetivo e portanto nao € unitdrio.
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D.1.1 Classes de Homotopia de elementos unitarios

Definicao D.4. Seja X um espaco topolégico. Dizemos que dois pontos a,b € X sao
homotopicos em X o que denotamos por a ~p b em X, se existe uma aplicacao continua

v:[0,1] — X tal que v(0) = a e v(1l) = b.
E fcil verificar que a relagao ~, definida acima é uma relagao de equivaléncia.

Exemplo D.2. Em uma C*-dlgebra A quaisquer dois elementos a,b sao homotopicos

em A, para ver isto basta considerarmos o caminho continuo t — (1 —t)a + tb.

Definicao D.5. Seja A uma C*-dlgebra unital. Vamos denotar por U(A) o grupo
dos elementos unitdrios de A. Consideremos em U(A) a relagdo de equivaléncia ~y, e

denotemos por Uy(A) o congunto de todos elementos u € U(A) tais que u ~p 1

Observagao D.1. Se uq, vy, us, v9 sao elementos unitdrios em uma C*-dlgebra A com
Uy ~p V1 € Uy ~p Vo, eNLA0 Uiy ~p V1V, POILS:

uy ~p v = 3w [0,1] = A continuo tal que:

e

wy(0) =u
2(0) =2 cUA).
wg(l) = V2
Logo temos que a aplicagio w = wiwy : [0,1] — A € um caminho
continuo tal que:
w1 (0)wz(0) = uyu
1(0)w2(0) = uyuy U

wl(l)wg(l) = UV1U2

e portanto uily ~ V1Vy em U(A).
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Lema D.1. (Whitehead) Seja A uma C*-dlgebra unital e sejam u,v € U(A). Entio:

u 0 uv 0 vu 0 v 0
~h ~h ~h em  U(M(A)).
0 v 0 1 0 1 0 u

Demonstracao:

A prova deste lema pode ser encontrada em [20)].

Proposicao D.1. Seja A uma C*-dlgebra.
(1) Uy(A) € um subgrupo normal de U(A).
(ii) Uy(A) € aberto e fechado relativamente a U(A).

(i1i) Um elemento uw € A pertence a Uy(A) se e somente se
u = exp(ihy) exp(ihs) - - - exp(ih,)

para algum n € N e elementos autoadjuntos hy, ha,...,h, € A.

Seja A uma C*-dlgebra unital vamos denotar por GL(A) o grupo dos
elementos invertiveis de A e por GLy(A) o conjunto dos elemntos em GL(A) que sao

homotopicos a 14.

Proposigao D.2. Seja A uma C*-dlgebra unital.

(i) Se z € GL(A), entao |z] € GL(A) e w(z) = z|z|~ € U(A).

(i) A aplicagio w : GL(A) — U(A) definida em (i) é continua, w(u) = u para cada
u€eU(A), ew(z) ~, z em GL(A) para cada z € GL(A).

(11i) Se u,v sdo elementos unitdarios emU(A), e seu ~, v em GL(A), entdo u ~p v

em U(A).

Demonstracao:

A demonstragao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [20)].
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D.1.2 Equivaléncia de Projecoes

Dada uma C*-algebra A, vamos denotar o conjunto de todas as projecoes
em A por P(A). Sobre P(A) podemos considerar a relagdo de homotopia em D.4 e

também as seguintes relagoes de equivaléncia:

e p~ gseexiste v € A com p = v*veq=vv* (Equivaléncia Murray-von Neu-
mann),

e p ~, ¢ se existe um elemento unitério U(A) com ¢ = upu* (equivaléncia unitaria).

(A denota a unitizacdo de A).

Definicao D.6. Um elemento v € A tal que v*v € uma projecao € dito ser uma

1sometria parcial.
Observagao D.2. Se v € uma isometria parcial, entdo vv* também serd uma projecao.
Seja z = v —vv*v = (1 — vv*)v,

1207 = [zl = lv* (1 — vo*) (L = vv*)ol| = | (v* = v*ov*) (v — v o) =

= ||[v*v — v vV — v v + v vt o|| = || — v u (v — v vv*)|| = 0
donde segue z = 0, ou seja v = V™.

Proposicao D.3. Sejam p,q projecoes em uma C*-dlgebra unital A. As sequintes
condicoes sao equivalentes:

(1) p ~u g,

(i1) ¢ = upu* para algum unitdrio u € A,

(iti)) p~qely—p~1a—q.

Demonstracao:
Seja 17 a unidade de Ae faca f =17 — 14. Entao A= A+Cf, e fa=af =0 para
todo a € A.

(1) = (ii). Suponha que ¢ = zpz* para algum z € U(A). Temos que z = u + af para
algum u € A e a € C. Donde segue que ¢ = (u + af )p(u + af)* = upu*.
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(13) = (¢i1). Suponha agora que g = upu* para algum unitério u € U(A).Faga v = up

ew =u(ls—p). Entao:
U*U:p, UU*:q, w*wzlA—p, ww*:lA_q. (D'l)

(7i1) = (i) Suponha que existem isometrias parciais v e w satisfazendo D.1, usando a

identidade seguinte, v = qu = vp = qup mostra-se que z = v + w + f é um elemento

unitario em A. Usando a mesma identidade mencionada chegamos a zpz* = vpv* =

vU* = q.
0

Lema D.2. Seja p uma projecio em uma C*-dlgebra A e seja a um elemento autoad-

junto em A. Se tomarmos § = ||p — al|. Entao
o(a) C[=6,8]U[1—06,1+74].

Demonstracao:

A prova deste lema pode ser encontrada em [20] pg 22.
O

Proposicao D.4. Se p,q sao projecoes em uma C*-dlgebra A e ||p — ¢q|| < 1, entdo

p ~n q em P(A).

Demonstracao:

Seja a; = (1 —t)p + tq para t € [0, 1], logo a; é autoadjunto,

llp—qll <

min ||a; — p||, |a; — q|| <5 %’

et — a; é continua. Além disso, se K = [—§,0] U [l — 0,1+ §],0 = ”pgq” < 1 cada

a; € wg onde wg € o conjunto dos elementos autoadjuntos em A com espectro contido
em K pelo lema D.2. Defina f : K — C a fungao continua que é nula em [4,4] e 1
em [1 — 6,1+ ¢]. Entdo teremos que f(a;) é uma projecao para cada t € [0,1] pois
f=f*=f*. O caminho t — f(a;) é continuo pelo lema 1.2.5 de [20], logo

p = f(p) = f(ao) ~n flar) = f(g) = g em P(A).
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O

Observacao D.3. A fatoracio z = w(z)|z| em D.2 de um elemento z € GL(A) €

chamada decomposicao polar unitdria para z.

Proposicao D.5. Sejam a,b elementos autoadjuntos em uma C*-dlgebra unital A,
suponha que b = zaz~' para algum elemento z € GL(A). Seja z = u|z| a decomposi¢ao

polar para z em U(A). Entio b = uau*.

Demonstracao:

Ver demonstragao em [20] pg 23.

O
Proposicao D.6. Sejam p,q projecoes em uma C*-dlgebra A.
(i) Se p ~p, q entdo p ~, q.
(ii) Se p ~, q entdo p ~ q.
Demonstracao:
Ver demonstracao em [20] pg 24.
O

No exemplo abaixo mostraremos que a reciproca do {tem (ii) na proposigao

D.6 nao é valida.

Exemplo D.3. Seja A uma C*-dlgebra unital contendo uma isometria nao unitdria
s, por definicao temos que s*s ~ ss*. A projecdo nula nao é Murray von Neumann
equivalente a uma projecao nao nula, pois se v:v =0, entdo v =0 e dai vv* = 0. Logo
1 —s*s(=0) nao é equivalente a 1 — ss*(# 0) e pela proposicao D.3 concluimos que as

projecoes s*s e s nao sao unitariamente equivalentes.
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D.1.3 Semigrupo de Projecoes

Definicao D.7. Um conjunto X com uma operacao bindria associativa * € dito um
semigrupo. Quando um semigrupo (X, *) estiver munido de uma unidade serd chamado

de mondide.
Defini¢ao D.8. (O semigrupo Ps(A)). Sejam,
Pr(A) = P(Myn(4)), Poo(A) = | Pu(4)
n=1

onde A é uma C*-dlgebra, n é um inteiro positivo, e os conjuntos Pn(A), n € N sao

considerados disjuntos aos pares.

Considere sobre Py (A) uma relacdo de equivaléncia (~q) como segue.
Suponha que p € P,(A) e ¢ € P,,(A). Diremos que p ~q ¢ se existe um elemento
v € M, ,(A), que denota o conjunto das matrizes m x n com entradas a;; € A, tal
que p = v*v e ¢ = vv*. Dado v € M,,,(A), o adjunto v* é obtido transpondo-se a
matriz e tomando o ajunto de cada entrada a,;;. Os produtos vv* e v*v sao obtidos
pelo produto usual de matrizes.

Agora vamos definir uma operacao binaria (&) sobre Py (A) por:

. p 0O
p®q = diag(p,q) = ,
0 ¢

ou seja, p D q € Prim(A). E f4cil verificar que esta operacao ¢ de fato associativa.

A relagdo ~¢ é uma relagdo de equivaléncia sobre P, (A) que combina a relagao de
equivaléncia Murray-von Neumann (~) com uma identificagao de projecoes em algebras
de matrizes de ordens diferentes sobre A. Se p,q € P,(A) para algum n € N, entao

D ~o q se e somente se p ~ q.

Proposicao D.7. Sejam p,q,r,p',q projecoes em Po(A) para alguma C*-dlgebra A.
(i) p ~o p & 0, para cada n € N, onde 0,, denota o elemento neutro de M,,(A).

(i1) Sep~op eqr~od, entiop®qe~op ®¢.

(iii) p & q ~0 q & p.
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(iv) Se p,q € P,(A) sdo tais que pq = 0, entdo p+ q € uma proje¢io e p+ q ~o p®dq.
(v)(peg®r=pe(qoT).

Demonstracao:

(i) Sejam m, n inteiros positivos , seja p € P,,(A). Considere

Uy = b € Mm+n,m(A)7
0

observe que: uju =p*p =p
e
pp* 0 p 0
uyuy = = =p®O0y,,

0 0 0 0

ou seja: p = ujuy ~o u1u] =p D 0,.

(i) Se p ~o p' € q ~p ¢ entdo existem v,w € M,, ,(A) tais que p = v*v,
P =vv* e q=ww, ¢ = ww*.

Seja uy = diag(v,w). Observe que:

) v* 0 v 0 v 0 p 0
0 w* 0 w 0 ww 0 ¢q
e
v 0 v* 0 v 0 p 0
sty = = = =p @,
0 w 0 w* 0 ww* 0 ¢

ouseja: pdqgr~op Bq.
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(iii) Suponha que p € P,(A) e g € P (A) e seja:

onde Oy; é o elemento neutro em My ;(A). Temos que ug pertence a

Mn+m(A)7 epdq= U§U3 ~0 U3’LL§ =qDp.

(iv) Se p,q € P,(A), temos que:
(p+¢q)*=p+qdesde que pg=0e (p+q)* =p+q, logo p+ ¢ é uma projecio.Seja :

p

S MQn,n(A> .

Uy
q

Observe que:
wjuy = p'p+qqg=p+q
pr* pqg* p 0

Uguy = = =pdy.
qar*  qq* 0 ¢

Logo teremos que p & q ~o p + q.

(v) A demostragao deste item é trivial.

Definicao D.9. (O semigrupo D(A)). Consideremos (Poo(A), ~o, ®),seja
D(A) = Pws(A)/~o0.

Para cada p € Py (A), seja [p]p em D(A) denotando a classe de equivaléncia

que contém p. Defina sobre D(A) uma adigao por:

o +dp =[P Ddp, p,a€Po(A).

Segue da proposicao anterior que a operagao definida acima estd bem

definida e também que (D(A),+) é um semigrupo abeliano.
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D.1.4 O grupo Ky de uma C*-algebra unital

Um grupo abeliano Ky(A) é associado a cada C*-algebra A. O grupo
KCo(A) surge apartir de um semigrupo abeliano (D(A), +) e a construgao de Grothendieck.
Veremos também que /Cp(A) é um funtor da categoria das C*-algebras unitais na cat-

egoria dos grupos abelianos.

A construcao de Grothendieck.
Seja (S, +) um semigrupo abeliano. Defina uma relagao de equivaléncia ~ sobre S x S

por:
(x1,71) ~ (x2,y2) se existe z € S tal que 1 +y2 + 2 = 22 + 11 + 2.

E f4cil ver que ~ é uma relacao de equivaléncia, pois para todo z € S
vale que T1+y1+2 = x1+y1+2, (z1,y1) ~ (x2,y2) implica que z1+ys+2 = o+ y; +2
para algum z € S, isto equivale a xo + y1 + 2 = 1 + Yo + 2z, donde (x2,y2) ~ (x1,y1),
e finalmente, (x1,71) ~ (22,y2) se existe z € S tal que 1 + Yo+ 2 =22+ 1 + 2 €
(22,Y2) ~ (x3,y3) se T3 + Y3 + w = T3 + Yo + w para algum w € S dai temos:
T14+ys+ (Yot z+w) = ooty +2+ys+w =3+ twry+2 = x3+y1 + (Yo +2+w),
donde segue que (x1,41) ~ (x3,y3).

Vamos denotar por G7(S) o quociente (S x S)/ ~, e seja (,y) a classe

de equivaléncia em Gr(S) que contém (z,y) em S x S. A operagao

(1, 91) + (22, 42) = (21 + 22, Y1 + 32)

estd bem definida e transforma (Gr(S),+) em um grupo abeliano. Observe também

que se tomarmos t € S tal que x + 2 +y+t = 2z + x + y + t, isto equivale por

definicao a (z +y,x + 2z) = (y, 2) donde segue que (z,x) = 0 para todo x € S e em

particular teremos que (x,y) = —(y, x) para quaisquer z,y € S. O grupo (Gr(S),+) é
denominado grupo de Grothendieck de S.
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Seja y € S. A aplicagao

v S —  Gr(5)
r — (z+y,y)
nao depende da escolha de y e ainda g ¢ aplicacao aditiva, a denominamos aplicacao de
Grothendieck. Dizemos que o semigrupo (.S, +) possui a propriedade de cancelamento
se, para z,y,z € S x + z = y + 2z implicar que x = y.

Vamos ver algumas propriedades da construcao de Grothendieck.

Proposicao D.8. Sdo vdlidas as sequintes propriedades:
(i) (Propriedade Universal). Se H € um grupo abeliano, e se p : S — H €
uma aplicag¢ao aditiva, entao existe um unico homomorfismo de grupo v : Gr(S) — H

tal que o diagrama abaizo comute.

(i1) (Funtorialidade)Para cada aplica¢ao aditiva ¢ : S — T entre dois
semigrupos S e T existe precisamente um homomorfismo de grupo Gr(y) : Gr(S) —

Gr(T) que faz o diagrama abaixo comutar,

SN

Gr(T)

e

S)

Gr(p)

(iii)
Gr(S) =vs(x) —s(y) v,y € S. (D.2)
(iv) Sejam z,y € S. Entao vs(x) = vs(y) se e somente se v+ z=y+ z

para algum z € S.
(v) A aplicacao de Grothendieck vs : S — Gr(S) € injetiva se e somente

se possut a propriedade de cancelamento.
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(vi) Seja (H,+) um grupo abeliano, e seja S um subconjunto nao vazio de
H. Se S € fechado sob adigao , entao (S,+) € um semigrupo abeliano com a propriedade

de cancelamento, Gr(S) € isomorfo o subgrupo Hy gerado por S, e

Hy={z—y:xz,yeS}.

Demonstracao:

(i) Se (z1,y1) = (w9,y2) entdo por definicdo z1 + yo + 2 = X2 + Y1 + 2
para algum z € S, logo ¢(x1) + ©(y2) + ©(2) = w(x2) + (1) + ¢(2) em H, donde
teremos (1) —@(y1) = @(x2) — p(y2). Portanto a aplicagao ¢ : Gr(S) — H dada por

Y((z,y)) = ¢(x) — p(y) é uma boa definigao e faz o diagrama mencionado comutar,
pois dado = € S temos ¥ o y5(x) = V((x +y,y)) = p(z +y) — ¢(y) = p(z), logo
Yoys =¢.

(ii) Como Gr(T) é grupo abeliano decorre de D.8 (i) que a aplicagao
aditiva yr o ¢ : § — Gr(T) fatora unicamente em um homomorfismo de grupo

Gr(p) : Gr(S) — Gr(T).

A prova para os demais itens pode ser encontrada em [20].
O

Exemplo D.4. O grupo de Grothendieck do semigrupo abeliano (Z+,+) € isomorfo a
(Z), pois por D.8 (vi) temos que:

Gr(ZTY=2Hy={z—vy:2,y€Z"} =7

Exemplo D.5. O grupo de Grothendieck do semigrupo abeliano (ZT U oo, +) € 0, e

(ZT Uoo,+) € um semigrupo que nao tem a propriedade de cancelamento.
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Definicao D.10. O grupo Ky para uma C*-algebra unital.

Seja A uma C*-élgebra unital, e seja (D(A), +) o semigrupo abeliano da
defini¢ao D.9. Defini-se Ky(A) como sendo o grupo de Grothendieck de D(A), ou seja,

Ko(A) = Gr(D(A))

Defina também [.]o : Ps(A) — Ko(A) por

[Plo = v([plp) € Ko(A),  p € Poo(A), (D.3)

onde 7 : D(A) — Ky(A) é a aplicacdo de Grothendieck.

O grupo Koo(A). A definigao dada em D.10 também faz sentido para
C*-algebras nao unitais. Seja Koo(A) o grupo de Grothendieck do semigrupo D(A)

para cada C*-algebra unital A ;| e considere a aplicacao,
[.Joo : Pso(A) — Koo(A) dada por [ploo = v([p]p) para cada p € Py (A).

Entao Ky(A) e Koo(A) sdo iguais por definigdo para C*-algebras unitais. No entanto,
os grupos Ko(A) e Koo(A) nao iguais em geral para C*-algebras nao unitais. (para

maiores detalhes sobre o assunto ver [20]).

Definigao D.11. (Equivaléncia Estével) Defina uma relagao ~s sobre Py (A) como
seque. Se p,q sao projecoes em Ps(A), entao p ~ q se e somente sSe p BT ~g q BT

para alguma projecio r € Py (A). A relagdo ~4 € chamada equivaléncia estdvel.

Suponha que A é unital e que p,q s@o projecoes em Py (A). Vamos
denotar por 1,, a unidade em M, (A). Entao p ~; ¢ se e somente se p B 1,, ~o ¢ ® 1,
para algum inteiro positivo n. Na verdade, se p @& r ~g ¢ @ r para algum r € P,(A),
entao:

P@lnwop@r@(ln—r) Noq@r®(1n_r) Nﬂq@ln
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Proposicao D.9. (O quadro padrdao do grupo Ko - caso unital)

Seja A uma C' *-dlgebra unital. Entdo:

Ko(A) = {[plo — [glo : P, ¢ € Poc(A)} = {[plo — [dlo : p.q € Pu(A),n €N} (D.4)

Além disso,

(1) [p ® qlo = [plo + [¢]o para quaisquer projecoes p,q € Pu(A),

(11) [04]o = 0, sendo 04 projecao nula em A,

(ii1) Se p,q € Pn(A) para algum n e p ~y, ¢ em P,(A), entdo [plo = [¢lo,

(iv) Se p,q sao proje¢oes mutuamente ortogonais em P, (A), entao [p+qlo = [plo+ [¢lo,
(v) para quaisquer p,q € Ps(A), [plo = [¢lo se e somente se p ~; q.

Demonstracao:

A identidade D.4 segue diretamente de D.2. Se g € Ky(A), entdao g = [p'lo — [¢']o
para algum p’ € Pr(A) e ¢ € P,(A). Escolha n = max{k,l}, esejap =p 0, ¢
qg=¢q ®0,_,;. Entao p, ¢ sdo projegoes em P, (A) com p ~q p' e ¢ ~¢ ¢’ pela proposic¢ao

D.7(i). Donde segue que g = [plo — [q]o-

(i) [p®dlo = v(p®qlp) = v([plp +lglp) = ¥([plp) +(ld)p) = [Plo+ [dlo-

(il) Como 04 @ 04 ~g 04, de (i) segue que [04]o + [04]o = [04]o

(iii) Este item segue das implicagoes seguintes:
prnq=p~q=p~oq=[plo = gp = [plo = ldo,
onde as duas primeiras relagoes sao definidas somente quando p, ¢ pertendem a mesma

algebra de matrizes sobre A, e as outras trés para quaisquer p € P, (A).

(iv) Em D.7(iv) mostramos que p + ¢ ~o p ® ¢,logo [p+ qlo = [p ® ¢lo =
[plo + [do-

(v) Se [plo = [glo, entao existe uma projecao r € Py (A) com [plp + [r]p
= [g]p + [r]p pela proposi¢ao D.8(iv). Logo [p@® r|lp = [¢ ® r]p, ouseja pdr ~gq@r,

e portanto p ~4 q. Reciprocamente, se p ~, ¢, entao existe uma projecao r € Py (A)

112



com p@r ~y q@r. Pelo ftem (i) temos [plo + [rlo = [¢lo + [r]o, donde segue que
[plo = [dlo-

Proposicao D.10. (Propriedade Universal do Ky). Seja A uma C*-dlgebra uni-
tal, seja G um grupo abeliano, e suponha que

v:Px(A) — G

€ uma aplicagdo que satisfaz

(i) v(p® q) = v(p) + v(q) para quaisquer p,q € Pos(A).

(11) v(04) = 0.

(111) Se p,q € P,(A) para algum n e p ~, q em P,(A) , entio v(p) = v(q).

Entao existe um unico homomorfismo de grupo o : Ko(A) — G que faz

o diagrama
Poo(A)
Hoi {
Ko(A) 7—G
comutar.
Demonstracao:

Inicialmente vamos provar que se p, ¢ sao projecoes em Py (A) e se p ~q ¢
entdo v(p) = v(q). Encontre k,l € N tais que p € Pr(A) e ¢ € Pi(A). Seja n
um inteiro tal que n = max{k,l}, e faca p' = p@® 0,1 ¢ ¢ = ¢ ® 0,_;. Entao
P,qd € Po(A)p ~op ~o q ~o ¢, edai p ~ ¢. Pela proposicao 2.2.8 de [20],
P @ 03, ~p ¢’ ® 03, em Py, (A). Concluimos que
v(p) =v(p) +v(0) + -+ v(0) = v(p) & 0s,) = v(¢' © 03,) = v(q).

-~

dn—k

Segue que a aplicacao
B :D(A) — G dada por 3([p|p) = v(p) estda bem definida. A aditividade de § segue
de:

B([plp + [dlp) = B([p © qlp) = v(p ® q) = v(p) + v(q) = B([pp) + B([d]p).
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Usando o item (i) da proposigao D.8 encontramos um homomorfismo de

grupo
a:Ky(A) - G

que faz o diagrama mencionado comutar. A unicidade de a segue de D 4.

D.1.5 Funtorialidade do K

O funtor Ko para C*-algebras unitais.
Sejam A e B C*-algebras unitais, e seja ¢ : A — B um x-homomorfismo. Vamos

associar a ¢ um homomorfismo de grupo
Ko(p) : Ko(A) — Ko(B)

como segue. Ja vimos no comego da secao que podemos estender ¢ a um *-homomorfismo

p: Mn(A) = Mn(B)
para cada n. Todo x-homomorfismo aplica projecoes em projegoes, e logo ¢ aplica
Px(A) em Poo(B). Defina

V:Po(A) = Ko(B)
por
v(p) = le(P)lo

para p € Py (A). Entao v satisfaz os itens (i),(ii) e (iii) da proposigao D.10, e portanto
segue que v fatora unicamente em um homomorfismo de grupo

Ko(p) : Ko(A) — Ko(B)

dado por:

P € Poo(A).

Em outras palavras, nos teremos um diagrama comutativo:

Poo(A) —2= P (B) (D.5)



Proposicao D.11. (Funtorialidade do Koy para C*-algebras unitais)

(i) Para cada C*-dlgebra unital A, Ko(ida) = idicy(a).

(i) Se A, B, e C sio C*-algebras unitais, e se ¢ : A — B ey : B — C sdo *-
homomorfismos, entao Ko(1) o p) = Ko(1) o Ko(p).

(iii) Ko({0}) = {0}

(iv) Para cada par de C*-algebras A e B,Ko(0p,4) = Oxy(B)ko(A)-

Demonstracao:

Ver Demonstracao em [20] pg. 43.

Exemplo D.6. (Traco e grupo Ky)

Para cada trago 7 sobre uma C*-algebra A existe precisamente um trago

7, (usualmente abreviado por 7) sobre M,,(A) que satisfaz
Tn(diag(a, 07 e 7O>> = T((l)

para qualquer a € A, e 7,, é dado por

a1; aipz -+ Aip

n

Q21 Qg2 *-°  Q2n
Tn . . ) . = ZT(CI”)

i=1
anl QGn2 **° Onn
Um trago 7 sobre uma C*-dlgebra da origem desta forma a uma funcao
7 : Pso(A) — C, e esta fungao satisfaz as condigoes (i),(ii) e (iii) na proposi¢ao D.10, e

logo existe um tunico homomorfismo de grupo KCo(7) : Ko(A) — C satisfazendo

Ko(m)([plo) = 7(p), p € Px(A) (D.6)

Para verificar o item (iii) de D.10, use que p ~ g se p ~p, q. Observe que
se 7 é trago entao Ko(7)([plo) = 7(p) é um nimero real positivo para cada p € Py (A),

e ICo(7) aplica KCp(A) em R.
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Proposicao D.12. O grupo Ko(M,,(C)) € isomorfo a Z para cada inteiro positivo n.

Mais especificamente, se Tr é o trago padrao sobre M,,(C) entao
IC()(TT) . ’Co(Mn(C)) — 7

¢ um isomorfismo. O grupo ciclico Ko(M.,,(C)) € gerado por [e]y, onde e é uma proje¢ao
unidimensional em M, (C). Como C = M;(C) nos obtemos em particular que

Ko(C) = Z.

Demonstracao:

Seja g um elemento em Ky(M,,(C)). Pelo quadro padrao de Ky (equagao D.4) podemos
encontrar k € N e projecoes p, ¢ em My(M,(C)) = My, (C) tal que

g = [plo — [g]o. Temos,

Ko(Tr)(g) = Tr(p) — Tr(q) = dim(p(C*™)) — dim(q(C*")).

Vemos que Ko(Tr)(g) ¢ um inteiro. Se ICo(Tr)(g) = 0, entao p ~ ¢ pelo exercicio 2.9,
donde g = [plo—[¢lo = 0. Logo Ko(T'r) é injetivo. A imagem de Ko(7'r) é um subgrupo
de Z, e um subgrupo de Z é igual a Z se contém 1. Agora, 1 = Ko(Tr)([e]o), quando
e é uma projecao em M,,(C) com imagem unidimensional.
U
Proposicao D.13. (Estabilidade do ) Seja A uma C*-algebra e seja n € N. Entdo
Ko(A) = Ko(M,(A)). Mais especificamente, o *x-homomorfismo
>\n,A . A — Mn(A)
a 0
a +H——
0 0
induz um isomorfismo Ko(An,a) : Ko(A) — Ko(M,,(A)).

Demonstracao:

Ver demonstragao em [20] pg 69.
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D.1.6 Continuidade do K,

Teorema D.1. (Continuidade do ICy) Para cada sequéncia indutiva
Ay 25 Ay B A B (D.7)

de C*-dlgebras, Ko(limA,) e imKo(A,) sio isomorfos como grupos abelianos. Mais
especificamente, se (A, {un}) € o limite indutivo da sequéncia D.7, e se (Go,{0n.}) € 0

limite indutivo da sequéncia

Ko(e1 Ko(p2 Ki(p3
Ko(Ar) " 1o (A) M) koo (4,) Y (D.8)

entao existe um unico isomorfismo de grupo 7y : Go — Ko(A) que faz o diagrama

Ko(A,)
ml Wj)
Go——— Ko(A)

comutar para cada n € N. Além disso:

(i) Ko(A) = | Kolha)Ko(An):

n=1
(1i) Ker(Ko(pn)) = U Ker(Ko(¢mmn) para cada n € N;
m=n+1
Demonstracao:

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [20] pg 99
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