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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia e unicidade de solucoes glo-
bais fortes para um sistema magneto-elastico em um dominio limitado,
conexo e de classe C? do R?, com a presenca de uma dissipacdo me-
canica nao linear e localizada em uma vizinhanca de uma parte da
fronteira. Além disso, se o dominio for simplesmente conexo, entao ob-
temos taxas algébricas e explicitas de decaimento da energia associada
as solugoes. Quando a dissipagdo mecanica tem um comportamento
‘quase linear’, o decaimento é exponencial. A existéncia e unicidade
de solugoes sdo obtidas através do método de Faedo-Galerkin. Para

as estimativas da energia, usamos um Lema de M. Nakao, algumas

identidades da energia e multiplicadores localizados.



Abstract

We study the existence and uniqueness of global strong solutions
of a magneto-elastic system in a bounded, connected domain © C R3
of class C?, under the presence of nonlinear mechanical dissipation
localized in a neighborhood of part of the boundary. Furthermore, if
the domain is simply connected, then we obtain explicit algebraic rates
of decay of the total energy associated with the solutions. When the
mechanical dissipation has a behavior ’almost linear’, the decay rate
is exponential. The existence and uniqueness of solutions are obtained
through the method of Faedo-Galerkin. For the energy estimates, we
use a Lemma due to M. Nakao, some energy identities and certain

localized multipliers.
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Notacoes

Usamos as seguintes notacoes neste trabalho:

N  conjunto dos ntimeros naturais e positivos;
R conjunto dos nimeros reais;
FE e F espacos de Banach reais;

E"™ paran € N espaco de Banach real F x --- x E, equipado com
—_———

R n Vezes
as operagoes usuais e com a norma dada por

s = (znuw) w u= ) € B

ou alguma outra norma equivalente;
L(E,F) espago de Banach das aplicagoes lineares e continuas de

E em F, com as operagoes usuais e norma dada por
Il = swp [f(@)llr;
llzll z=1

N(T) ntcleo de um operador T € L(E, F);
Im(T) imagem de um operador T € L(E, F);
E’  dual topologico de FE, isto é, E' = L(E,R);

( » )p produto interno em um espago de Hilbert E;



span [v1,ve, -+ ,v,] espago vetorial gerado pelo conjunto
{’01,112, . 71;71};

Q  aberto do R3 ;

I' fronteira de (;

n(z) normal unitaria exterior & z € T, se tal vetor existir;

I intervalo do R;

B(z,¢) bola aberta centrada em x e com raio ¢;

Blz,€] bola fechada centrada em z e com raio €;

C>(Q) espago vetorial das fungdes reais, definidas em 2 e infini-
tamente diferencidveis;

D(§2) espago vetorial das fungoes reais, definidas em €2, com su-
porte compacto e infinitamente diferenciaveis;

D(Q)  conjunto das funcdes D(R?) restritas & Q;

D(T')  conjunto das fun¢des D(fQ) restritas a I';

S(R3)  espago vetorial das fungoes C°°(R?) e que sdo rapidamente
decrescentes no infinito;

Cy(I,E)  espago vetorial das fungbes continuas e limitadas de [
em F;

C™(I,FE) param € N espaco vetorial das fungoes continuas de I
em F e com derivadas continuas até ordem m;

D'(Q2) espago vetorial das distribuicoes sobre D(2);

S'(R3)  espago vetorial das distribui¢des temperadas;

ou OJu 0
Vu = (8—51, 8752’ a—;) gradiente de uma distribuigdo u € D'(2);
2 du
divu = Z 3 Z divergente de uma distribuicao u = (u1, ug, us) €
i=1 "t

D'()%;
rotu = (% _ Quz Quy Oug Oup %) rotacional de uma
N aSL‘Q 8333’ 81’3 8.’171 ’ 8331 81‘2
distribuigao u = (u1, uz,usz) € D'(Q)3;



Ay = au Laplaciano de uma distribuicdo u € D'(2);
i=1

Au = (Auy,Aug, Auz) Laplaciano vetorial de uma distribuigao
u = (ui,ug,u3) € D'(Q)?;
M, sm(R) para n,m € N espago vetorial das matrizes de dimen-

sdo n X m, com entradas reais e o produto interno dado por

i=n,j=m
AB = Z al-jbij se A = (aij), B = (b”) S Mnxm(R)a
i=1,j=1
xr Xy = (T2ys — Y223, T3y1 — Y3%1,T1Y2 — Y1T2) Pproduto vetorial

usual para z = (x1,x2,23), y = (Y1, Y2, y3) € R%

3 3 3
r: A= ijalj,ijagj,ijagj para r = ($1,$2,$3) S
j=1 j=1 j=1
R3e A= (aij)ijzl S M3><3(R);
FE — F  existe uma aplicacao linear, continua e injetora de E em
F;
wCC wCewé compacto;
LP(Q) para 1 < p < oo espago de Banach das classes das fungoes

u reais, mensuraveis, definidas em € e tais que [Ju||1»(q) < oo, para

1
(/ |u(z)P dx) se 1 <p<oo;
l[ull Lo () = Q

supess,cq [u(z)] se  p=oo;

LP

oe(§2) para 1 < p < co  espago vetorial das classes das funcoes u

reais, mensuraveis, definidas em (2 e tais que u € LP(w), Vw CC Q e
w aberto;
Llloc(ﬁ) espaco vetorial das classes das funcoes u reais, mensu-

réveis, definidas em Q) e tais que u € L'(w), Vw C Q e w aberto e



limitado;

Wm™P(Q) param € Ne 1l <p<oo espago de Banach das classes
das funcgoes u reais, mensuréveis, definidas em 2 e tais que D%u €
LP(£2), no sentido das distribui¢des, ¥V« multi-indice com |a < m,

equipado com a norma

[ > 1Dl o),

lal<m

ou alguma outra norma equivalente;

WP (Q)  fecho de D(R2) em W™P(Q);

H™(Q) notagdo alternativa para W™2(Q);

HJ'()) notacio alternativa para Wy (Q);

H? (Q) espago vetorial das classes das fungdes u reais, mensuré-
veis, definidas em 2 e tais que u € H™(w), Yw CC Q e w aberto;

H-™(Q) dual topologico de HJ(£2);

F: S (R3) — S'(R®) transformada de Fourier;

H*(R3) para s € R espago de Banach das distribui¢des tempera-
das u € S'(R?) e tais que Js F(u) € L*(R3), para Js(z) = (1 + ||z]))?,

com a norma dada por

lull e ey = (I JsF (W)l 22(ze);

L?(T')  espago de Banach das classes das fungdes u reais, mensuréveis,

definidas em I' e tais que [[ul| 2y < oo, para

Jull2(r) = (/ |u(x)2d1"> ;
T

C e C, paran € N constantes reais, positivas e que podem assumir

valores diferentes em lugares diferentes.



Introducao

Neste trabalho consideramos um sistema de evolucao de equacoes
diferenciais parciais com valores iniciais e de fronteira, cujo modelo esté
associado ao movimento de um sélido elastico, isotrépico, homogéneo,
limitado do R? e sob a acdo de um campo magnético exterior, constante
e conhecido H. A seguinte semi-linearizacado do modelo é considerada

(veja [19] e [38)]):

Uy — L(u) — o (roth) x H + p(z,u) = 0 em (0,00) x Q (1)
1 -

ht + Erot rot h — rot (ut X H) = 0 em (0,00)xQ (2)

divh = 0 em (0,00)xQ (3)

u=0, h.n=0, (roth)xn=0 em (0,00)xT (5)

com Q C R3? aberto, limitado, com forteira I' de classe C? e L(u) =
wAu + (A + p) Vdivu. Temos também 8 > 0 constante proporcio-
nal & condutividade elétrica, p e A constantes de Lamé, o > 0 cons-

tante proporcional & permeabilidade magnética. Além disso, h(t,z) =



(h1(t,x), ha(t,x), hs(t,z)) € o campo magnético e u(t,z) = (uq (¢, x),
us(t, ), us(t,z)) é o vetor deslocamento a serem determinados. A fun-
cao p representa uma dissipagao localizada em uma parte de I', que

satisfaz, entre outras, a desigualdade p(z,s).s > 0.

O modelo acima tem a seguinte energia naturalmente decrescente:
1
2 =5 / [/ () + w1 | V) + (A + p) (divu)® + a|h(t)|? dz. (6)
Q

De fato, fazendo o produto interno da equagao dada em (1) por u,
e da equagao dada em (2) por ah, somando os resultados e integrando

em  x (0,t), formalmente obtemos:

(1]

(t) = / _a [rot h|? — p(z, us) . us da ds + Z(0). (7)
ax©) B

O sistema magneto-elastico pode ser considerado como um acopla-

mento entre o sistema de Lamé:

v —pAv— A+ p)Vdive = 0 em (0,00) x (8)

v = 0 em (0,00)xT 9)

que é conservativo, e o seguinte sistema:

1

=50 = 0 em (0,00 x 0 (10)
divg = 0 em (0,00) x (11)
g.m = 0 em (0,00)xT (12)

(rotg)xn = 0 em (0,00)xT (13)

que é naturalmente dissipativo. Do ponto de vista de u, essa dissi-

pacao natural é causada pelos termos de acoplamento rot (ut x H ) e



(rot h) x H. Notamos que a taxa de dissipagdo da energia ndo é influ-
enciada pela amplitude das vibragoes do corpo elastico, mas somente
pelo campo magnético. Portanto, dizemos que o acoplamento é apenas
parcialmente dissipativo.

O sistema magneto-elastico é similar ao sistema termo-elastico (veja
[21]). Neste tltimo caso, o sistema de Lamé esta acoplado com uma
equacgao escalar do calor e temos que a dissipagao é dada pelo gradi-
ente da temperatura. Desde que, em geral, ndo existe decaimento uni-
forme da energia associada ao acoplamento termo-elastico (veja [21]),
é natural indagar se a dissipagdo dada pelo campo magnético é sufi-
cientemente forte para produzir boas taxas de decaimento da energia
associada ao acoplamento magneto-elastico. Neste trabalho, seguindo
[3] e [7], inserimos uma dissipacdo extra dada por p para obtermos tais
taxas.

No que segue, sob a hipétese de €2 ser um conjunto conexo, mostra-
mos a existéncia e unicidade de solugoes globais fortes para o sistema
magneto-elastico e, para () simplesmente conexo, obtemos taxas de de-
caimento da energia associada as solucoes. No caso em que a dissipagao
p € nao linear, temos um decaimento polinomial do tipo (1+¢)~7, com
~v dado explicitamente em funcao do ’crescimento’ de p, e se p é ’quase
linear’, temos um decaimento exponencial. A prova de existéncia é
feita via o método de Faedo-Galerkin e é original. Incluimos também
a prova da existéncia dos espagos de aproximagdo de Galerkin para os
espacos de solucoes. Para as taxas de decaimento, seguimos as provas
originais dadas em [7].

Vamos destacar alguns resultados importantes sobre o sistema magne-
to-elastico. Em 1998, Menzala e Zuazua [29] provaram a existéncia e
unicidade de solugoes globais fracas para o caso p = 0 e, usando o prin-

cipio da invaridncia de La Salle’s, provaram que a energia decai para



zero, porém sem dar qualquer taxa de decaimento. Além disso, neste
mesmo caso, Rivera e Santos [41], pelo método da energia, mostraram
que a taxa de convergéncia é pelo menos polinomial para alguns tipos
de dominios precisos. Como dito, Charao, Oliveira e Menzala [7] obte-
ram a taxa de decaimento do tipo (1+4¢)~7 para o caso em que p é ndo
linear e decaimento exponencial quando p é 'quase linear’. O problema
de Cauchy para um sistema similar no R? foi considerado por Andreou
e Dassios [2], que provaram que solu¢des suaves que anulam-se quando
|z] — oo, decaem a zero quando t — oo com taxa de decaimento poli-
nomial coincidente com a taxa do sistema termo-elastico.

Este trabalho esté organizado da seguinte forma: no Capitulo 1 cita-
mos resultados auxiliares importantes, definimos os espagos funcionais
e demonstramos algumas propriedades relevantes destes espagos. No
Capitulo 2 provamos a existéncia e unicidade de solugoes globais fortes
para o sistema de evolucao apresentado. O Capitulo 3 é dedicado ao
estudo das taxas de decaimento para as solugoes obtidas no Capitulo

anterior.



Capitulo 1

Definicoes e Resultados

Preliminares

1.1 Resultados conhecidos

Nessa se¢do enunciamos alguns conceitos e resultados conhecidos
na literatura e que sao usados nos capitulos posteriores. Entre eles,
destacam-se os Teoremas 1.1.50 e 1.1.51 de regularidade eliptica para
o sistema magnético e elastico estaticos. Definimos também os espacos
funcionais adequados para o tratamento matematico do acoplamento
magneto-elastico. Citamos referéncias onde podem ser encontradas as
demonstragoes dos fatos enunciados. A sec¢do esta dividida na seguinte
maneira: na subsecao 1.1.1 enunciamos lemas e proposicoes de céalculo,
com destaque para o conhecido Lema de Nakao, usado em muitos tra-
balhos para a obtencao da taxa de decaimento da energia associada
a algum sistema de equagdes diferenciais parciais. Na subse¢do 1.1.2

expomos alguns teoremas classicos de anélise funcional, como o Teo-



rema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, importante ferramenta no método
de Faedo-Galerkin, que permite extrair subsequéncias convergentes a
solugdo no sentido fraco-* de uma determinada sequéncia limitada e
em um determinado espaco dual. Na subsecao 1.1.3 enunciamos alguns
resultados tradicionais dos espacos de Sobolev, empregados no trata-
mento de equacoes diferenciais parciais. Na subsecdo 1.1.4 usamos a
nocao de trago para tratarmos de forma conveniente as condicoes de
fronteira do sistema em questao. Na subsecao 1.1.5 definimos os espa-
cos de solucoes e, como dito, enunciamos alguns teoremas de regulari-
dade eliptica. Na subsec¢ao 1.1.6 expomos a teoria béasica dos espagos

L¥(0,T, E), que sao usados nos problemas de evolucio.

1.1.1 Calculo e topologia

Proposicao 1.1.1 (Valor Médio, [22], pg 138) Sejam f : R" —
R um funcao continuamente diferencidvel e a e v vetores fixos do R™.
Entao, existe 0 < 0 <1 tal que
Of(x)
fla+wv) = fla) = (v).

8x a-+0v

Proposigao 1.1.2 (Desigualdade de Young, [14], pg 622) Sejam
1 1
1<p, qg<oo, com -+ — =1, ee > 0. Entao, eriste uma constante

real e positiva C' tal que
ab<ea? +CbW, VYVa,b>0.

Proposigao 1.1.3 (Picard-Lindel6f, [11], pgs 384-385) Sejam F :
R"™ — R™ uma fungdo continuamente diferencidvel e o € R™ um ve-

tor firo. Entao, existem wm intervalo aberto e mazimal I C R, com

10



0 €1, e uma fungdo ¢ € C%(I,R™) tais que

dt) = F(ot)), Vtel
¢(0) = Zo.

Além disso, se sup |p(t)| < oo, entdo (0,00) C I.
tel;t>0

Lema 1.1.4 ([16], pgs 25 e 31) Seja Q C R3, aberto, limitado, co-
nexo e com fronteira Lipschitz-continua. Entdo, existe uma sequéncia
(Q)nen crescente de subconjuntos de R3 de abertos, conexos e com

fronteira Lipschitz-continua tal que

2, CcQVneN e Q=[]
neN
Além disso, se Q) for simplesmente conexo, entdo cada conjunto ), €

simplesmente conezo.

Proposicao 1.1.5 ([22], pg 313) Seja Q C R? aberto, limitado e
com fronteira de classe C2. Dado p € T, existem um conjunto aberto
e limitado V,, C R3, com p € V,,, e uma funcio f € C*(V,) tais que

satisfazem as sequintes condigoes:
1. TNV,=fY0);

2. Vf(z)£0, Va € V,;

3. n(x):m, Veel' NnV,.

V()|
Proposigao 1.1.6 (Particao C*™ da Unidade, [18], pg 5) Seja
()22, wma colegio de abertos do R®. Entdo, existe uma cole¢io de

fungées (1;)32, € C=(R?) tal que satisfaz a sequintes condigdes:

1. 0<¢(xz) <1, Vz € R3 V1<i< oo;

11



2. suppip; CC Qj, V1< i<ooecomj=ji);

3. {suppv;}tien € localmente finito;

i=1

=1

Usando a Proposicao anterior, temos de imediato o seguinte Coro-

lario:

Corolario 1.1.7 Sejam w e § abertos do R? tais que w CC Q. Entdo,

existe 1 € D(R3) tal que satisfaz as sequintes condigoes:
1. 0<9Y(x) <1, Vo € R%;
2. Yy =1 sobre w;

3. ¢ =0 sobre R3/Q.

Lema 1.1.8 (Nakao, [33], pg 266 e [31], pg 259) Considere

® : [0,00) —> [0,00). Entdo, valem as sequintes afirmagoes:

1. Se existem constantes reais e positivas T e C' tais que
sup P(s) <C (P(t)—2(t+T)), Vt >0,
1<s<t+T

entao existem constantes reais e positivas Cq e v tais que

O(t) < Cre M Vit > 0;

2. Se ewxistem constantes reais e positivas T, C e 0 < k < 1 tais que

b o

sup @(s)tF < C (®(t)—P(t+T)), YVt >0,

t<s<t+T

12



entio existe uma constante real e positiva Cy tal que

B(t) < C1(0) (1 +H)FT, Vi > 0.

Proposigao 1.1.9 ([12], pg 529) Sejam Q C R® aberto, limitado e

com fronteira de classe C' e u € C1(Q)3. Entao, vale a sequinte iden-

tidade de Gauss:
/ divudx:/ ulp .ndl. (1.1)
Q r

Proposicao 1.1.10 ([12], pg 550) Seja Q C R® aberto e simples-
mente conexo. Se

u € CHN)3,

com

rotu(z) =0, Vo € Q,

entdo existe p € C%(Q) tal que p € uma fungdo potencial para u, isto €,

Vp(z) =u(z), Ve e Q.

1.1.2 Analise funcional

Lema 1.1.11 ([20], pg 149) Sejam E um espago de Hilbert e F' um
subespaco vetorial de E. FEntao, F é denso em E se, e somente se,

FL = {o}.

Proposigao 1.1.12 (Gram-Schmidt, [20], pgs 157-158) Sejam E
um espago de Hilbert e (v;);en uma sequéncia linearmente independente
de E. Entao, eziste uma sequéncia (e;);en de E tal que satisfaz as se-

guintes condicoes:
1. <ei7€j>E = (Si,j, Vi, j S N,‘

13



2. span|vy,- - ,v;] = spanfey,--- ,e;], Vi € N.

Lema 1.1.13 ([5], pgs 28 e 29) Sejam E e F espagos de Banach,
com E reflexivo, e T € L(E,F). Entao, vale a sequinte igualdade:

para T" € L(F',E") o operador adjunto de T e
(N(T)° ={f € E; fly) =0, Vy e N(T)}.

Teorema 1.1.14 (Hahn-Banach, [20], pg 221) Sejam E um espago
de Banach, F um subespaco vetorial de E e g € F'. FEntao, eziste
f € E tal que

flr=9.

Corolario 1.1.15 ([5], pg 7) Sejam E um espago de Banach e F' um
subespaco vetorial de E. Entao, F' é denso em E se, e somente se, para

todo elemento de E' que se anula em I também se anula em E.

Defini¢ao 1.1.16 Sejam E um espa¢o de Banach, (xp)neny C E e
(Yn)nen C E'. Dizemos que a sequéncia (x,)nen converge para wm
elemento x € E no sentido fraco, se f(x,) converge & f(x) em R, para
todo f € E'. Analogamente, dizemos que a sequéncia (Y, )nen converge
para um elemento u € E' no sentido fraco-*, se y,(z) converge a y(z)

em R, para todo z € E.

Proposigao 1.1.17 ([39], pg 263) Sejam E e F espagos de Banach
e f € L(E,F) compacto. Se u,, converge fraco para u em E, entdo

f(unm) converge para f(u) na norma de F.

Teorema 1.1.18 (Banach-Alaoglu-Bourbaki, [5], pg 42) Seja E
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um espaco de Banach. Entdo, toda bola fechada e limitada em E' com

a topologia forte é sequencialmente compacta com a topologia fraca-*.

Teorema 1.1.19 (Lax-Milgram, [14], pg 297) Sejam E um espago

de Hilbert,
B: ExFE R

(u,v) +—— Blu,v]

uma forma bilinear, continua e coerciva e f € E'. Entao, existe um

inico u € E tal que

Blu,v] = f(v), Yv € E. (1.2)

1.1.3 Espacos de Sobolev

Lema 1.1.20 (Convergéncia Dominada de Lebesgue, [4], pg 44)
Sejam Q C R? aberto e (fn)nen uma sequéncia de funcdes reais, men-
surdveis, definidas em Q e tal que converge ponto a ponto em ) g¢.s..

Se existe g € L'(Q) tal que |fn| < g, Yn €N em Q ¢.s., entio

/ lim f,(x)dz = lim fn(x)d.
Q

Lema 1.1.21 (Desigualdade de Hélder, [40], pg 18) Seja 2 C R3

aberto. Considere um conjunto de nimeros reais e positivos (p;)7_,

n
1
tal que 1 < p; < o0, V1 < i < n e E — = 1. Se escolhermos
— Di
=1

u; € LPi(Q), V1 <i<m, entio Hul cLY(Q) e

i=1

n n
T willzr ) < T il e )
i=1 i=1
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Lema 1.1.22 (Desigualdade de Interpolagao, [5], pg 57) Sejam
Q C R3 aberto e 0 < p < 2. Entdo, vale a sequinte desigualdade:

lull o2y < llullZogy lull iz, Yu € LA NLAQ),  (1.3)

3p
0O=——.
para 2(p—|—2)

Lema 1.1.23 (Lions, [23], pg 12) Sejam Q C R? aberto e limitado
e (Um)men uma sucessio de funcies pertencentes a L*(Q). Se
m—»o0

e Uy — u q.s. em§;

o |lumllz2) < C, Vm €N, com C constante real, positiva e inde-

pendente de m,
entdo uy, " — - u fraco em L*(9).

Proposigao 1.1.24 ([1], pg 60) Seja @ C R3 aberto e conexo. Se
ueL*Q) e
Vu=0 em D'(Q)3

entdo u € constante em D'(Q).

Lema 1.1.25 ([35], pgs 47-51) Sejam e > 0 e Q C R? aberto e limi-
tado. Entdo, existe uma fungdio J. € D(R3) tal que

o J.(r) =0 se|z| >¢;

. /R Jo(z)dz = 1.

Além disso, dado u € L}, (), a fungdo definida por

loc
Joxu(@) = [ -yl (1.4)
Q
chamada suavizador de u, satisfaz as sequintes propriedades:
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1. Jexu € C®(R?), com

M(m) = / 9 Jw = y) u(y) dy, YV € Q, Va multi-indice;
Q

ore Ox®

2. Se suppu CC Q e dist(suppu,T') > €, entdo J. xu € D(Q);
3. Seu € L3(R), entdo J.xu € L?(Q) e lim, |u— Je * ul| 2(q) = 0.
e—0

Proposicao 1.1.26 ([1], pg 47) Seja Q C R® aberto. Entdo, H™(Q)

€ separdvel, V' m > 0.

Proposigao 1.1.27 ([18], pg 61) Seja Q C R? aberto e limitado. Se

uwe HY(Q)NC(@Q)

u(x) =0, Ve €T,
entio u € HL(Q).

Proposigao 1.1.28 ([30], pg 25) Sejam Q ew abertos do R? tais que
wCNel<p<oo. Entao, a aplicacdo

7 Wol’p(w) — Wol’p(Q)

dada por

u(z) se x€w;

0 se z€w,

estd bem definida e € continua. Além disso, vale a sequinte identi-

dade:

88;‘_ :%, Vue W, P(w), V1<i<3. (1.5)

17



Proposigao 1.1.29 (Desigualdade de Poincaré, [30], pg 36) Seja
Q C R? aberto e limitado. Entdo, existe uma constante real e positiva
C tal que

[ull L2y < ClIVull L2 ()3, Yu € Hy(9).

Proposigao 1.1.30 ([18], pgs 69, 78 e 84) Seja Q C R? aberto, li-
mitado e com fronteira classe C'. Entdo, valem as segquintes afirma-

¢oes:
1. D(Q) € denso em H'();
2. A inclusio H'(Q)) — L°(Q) € continua;
3. A inclugdo H*(2) — L?(Q) é compacta.

Definigao 1.1.31 Seja Q C R3 aberto, limitado e com fronteira de
classe C?. Consideramos {U;,;}_; um sistema de cartas locais (veja

[80], pg 68) para T tal que
o Y U —] — 1,13
[ wz(l“ﬂ Uz) :] — 1,1[2X{0}.

Consideramos também uma Particio C* da Unidade {¢;}!—, su-
bordinada a {U;}?_,. Definimos H*(I"), para s um nimero real, como o
espaco vetorial das classes das funcoes u reais, mensurdveis, definidas

em T e tais que w; € H*(R?), V1 < i < n, para

(6 w) (7' (4,0)) se |yl <1

wi(y) =
0 se |yl >1,

com a norma dada por

|

2

[l a2 ry = <Z IIwillifs(Rz)> ; (1.6)
i=1
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ou alguma outra norma equivalente.

Proposigao 1.1.32 ([25], pgs 34-36 e [16], pg 8) Seja Q C R? aber-
to, limitado e com fronteira classe C?. Entdo, valem as sequintes afir-
magoes:

1. H5(T") é um espago de Banach;

2. D(T') € denso em H*(T"), Vs > 0;

3. H3(T) = H™2(T), com a dualidade dada por/ uvdl', Vu €

r

Proposigao 1.1.33 ([34] pgs 19 e 20 e [16] pg 13) Seja Q C R?

aberto, limitado, conexo e com fronteira Lipschitz-continua. Entao,

H'(©)
R

fungoes constantes) é um espago de Hilbert com o produto interno dado

o conjunto quociente

(identificamos aqui R com o espago das

por

(u, V) g1(0y :/ Vu.Vuvdz. (1.7)
® Q

Proposicao 1.1.34 ([16], pg 20) Seja Q C R? aberto, limitado e

com fronteira Lipschitz-continua. Entao, a imagem do operador
Ve L(LA(Q), H Q)% (1.8)

é um subespago fechado de H—*(£2)3.

Proposigao 1.1.35 ([16], pg 21) Seja Q C R3 aberto, limitado, co-

nexo e com fronteira Lipschitz-continua. Se

pel? Q) e VpGHil(Q)B,

loc

1 Aqui / uvdl' denota uma aplicacdo dualidade e que toma o sentido classico
r

de integragdo de superficies se u € L2(T).
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entao

p e L*(Q).

1.1.4 Espagos H(div,(2), H(rot,(2) e teoria do trago

Teorema 1.1.36 (Trago para H'(Q)), [30], pg 100) Seja Q@ C R3

aberto, limitado e com fronteira de classe C%. Entdo, a aplica¢do

0 D@) — H(D)

v — g

prolonga-se, por continuidade e densidade de D(Q) em H'(Q), a uma
tinica aplicago linear, continua e sobrejetora, ainda denotada por |,
de HY(Q) em Hz(T). Além disso, o nicleo de I € tgual ao conjunto

HY(Q) e vale a sequinte formula de Green:

e Seu,ve HY(Q) el <i<3, entio

ov ou
d = — d ’Ld]-—" ]..
/Quaxil“ /Qvaxi fv+/FU|rvlr77 (1.9)

A partir do item 1 da Proposicao 1.1.30 e do Teorema 1.1.36, pro-

vamos o seguinte Corolério:

Corolario 1.1.37 Seja Q C R3 aberto, limitado e com fronteira de
classe C%. Seu € HY(Q) e w € WH>°(Q), entdo uw € HY(Q) e vale a
sequinte regra do produto:

O(uw) ow ou

=u +w ,

v1<i<3.

Além disso, se u € H}(Q), entdo uw € HL(Q).

. / .
Usando convergéncia em D (), mostramos os seguintes Lemas:

20



Lema 1.1.38 Seja Q C R? aberto. Entdo, o conjunto
H(div, Q) = {u € L*(Q)%; divu € L*(Q)} (1.10)
€ um espago de Hilbert com o sequinte produto interno:
(U, 0) fr(din,) 7= (U, V) p2(q)s + (divu, dive) s g - (1.11)
Lema 1.1.39 Seja Q C R? aberto. Entdo, o conjunto
H(rot, ) = {u € L*(Q)*; rotu € L*(Q)*} (1.12)
€ um espaco de Hilbert com o sequinte produto interno:

(W V) g (ror,0) = (W V) 2(q)s + (rotu, T0tV) 125 - (1.13)

Definigao 1.1.40 Seja Q C R? aberto. Definimos os sequintes con-
Juntos:
——H(rot,Q
Ho(rot, Q) := D()" ", (1.14)
—_— 70,0
Ho(div, Q) := D). (1.15)
Teorema 1.1.41 (Trago para H(div, (), [10], pg 204) Seja ) C R3

aberto, limitado e com fronteira de classe C?. Entdo, a aplicagio

e 02 DQ)? — H73(I)

v — Ul

prolonga-se, por continuidade e densidade de D(Q)3 em H(div,Q)), a
uma Unica aplica¢do linear e continua, ainda denotada por | .n, de
H(div,Q) em H=2(T). Além disso, o niicleo de | .m € igual ao conjunto

Hy(div, Q) e vale a segquinte formula de Green:
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e Seuec HY(Q) ev e H(div,Q), entio

/ U.Vudxz—/ udivvda:+/ ulp (v|p.m) dl. (1.16)
Q Q r

Teorema 1.1.42 (Trago para H(rot, (), [10], pg 204) Seja Q2 C R3

aberto, limitado e com fronteira de classe C%. Entdo, a aplicacdo

I xn:D@)3 — H ()3

v —  Ulp X7

prolonga-se, por continuidade e densidade de D(Q)> em H(rot,Q), a
uma unica aplicagdo linear e continua, ainda denotada por | X 1, de
H(rot,)) em H~z(I)®. Além disso, o nicleo de |p x n € igual ao

conjunto Hy(rot, Q) e vale a sequinte formula de Green:

e Seuec HY(Q)? ev e H(rot,N), entio

/ v.rotudx:/ u.rotvdx+/ ulp . (vlp xn) dl. (1.17)
Q Q r

Teorema 1.1.43 ([13], pg 358) Seja Q C R? aberto, limitado e com

fronteira de classe C?. Entdo, o conjunto

X = {u € L*(Q)* divu € L*(Q), rotu € L*(Q)* e u|p.n =0}
(1.18)

é um espago de Hilbert com o sequinte produto interno:
(u,0) x = (U, V) p2(0ys + (divu, divv) 12 + (rotu, T0tV) 12(g)s - (1.19)
Além disso, X é algebricamente e topologicamente igual a H* ()3,
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1.1.5 Espagos H(2), V(2), U(?), Z(Q) e regularidade

eliptica

Usando a continuidade das aplicacoes trago dadas nos Teoremas

1.1.41 e 1.1.42, obtemos as seguintes Proposicoes:

Proposicao 1.1.44 Seja Q C R? aberto, limitado e com fronteira de

classe C2. Entdo, o conjunto
H(Q) :={v € Hy(div,Q); divv =0} (1.20)

¢é um subespago linear e fechado de H(div, ().

Notamos que a norma em H() é |jul/z2(qys. Logo H(£2) é um

subespago linear e fechado de L?()3.

Proposicao 1.1.45 Seja Q C R? aberto, limitado e com fronteira de

classe C2. Entdo, o conjunto
V(Q):= H(Q)NH}Q)? (1.21)

¢ um subespago linear e fechado de H}(2)3.

Notamos que
V(Q) = {u € H}(Q)? divu =0} (1.22)

Quando © C R? for apenas um conjunto aberto, escolhemos a defi-
ni¢ao de V() como em (1.22).
Proposicao 1.1.46 Seja Q C R? aberto, limitado e com fronteira de

classe C?. Entio, o conjunto

U(Q) == H(Q)n H'(Q)>? (1.23)



¢ um subespago linear e fechado de H'(Q2)3.

Se (2 satisfaz as hipoteses dadas na Proposi¢ao 1.1.46, entao, usando

o Teorema 1.1.43, temos a seguinte igualdade:
U(Q) = {uc H(Q); rotu € L*()3}. (1.24)

Além disso, temos a seguinte norma equivalente e usual em U(Q):

SIS

(HUH%Z(Q)S + ||I'Ot UH%Z(Q)S) . (125)

Proposicao 1.1.47 Seja Q C R? aberto, limitado e com fronteira de

classe C2. Entdo, o conjunto
Z(Q) = {v e H(Q) N H*(Q)?, (rotv)|p x n =0} (1.26)

¢ um subespago linear e fechado de H?(Q)3.

Se () satisfaz as hipéteses dadas na Proposicao 1.1.47, pela separa-
bilidade dos espagos L%(92), H*(2) e H?(2), temos que H (L), U(Q),
V() e Z(Q) sdo espacos de Hilbert separaveis.

Lema 1.1.48 Sejam Q C R3, aberto e limitado e ju e A contantes reais

com A+2u >0 e p > 0. Entao,

u/Q Vv.Vudm—l—()\—&-u)/Q(divv)(divu) dx (1.27)

¢ um produto interno equivalente ao usual em H}(€2)3.

Prova
Usando a formula de Green dada em (1.9) para as fungoes D(Q2)

e argumento de densidade obtemos a seguinte igualdade para u, v €
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HY(Q)*

Vu.Vvdarz/

rotu.rotvdx—i—/ (divw) (dive) dz,. (1.28)
o

Q Q

Aplicando a desigualdade de Poincaré, o resultado segue de imedi-

ato.

Se Q, X e u satisfazem as hipdteses dadas no Lema 1.1.48, entdo

escolhemos a formula dada em (1.27) como o produto interno usual em
HYQ)3.

Proposicao 1.1.49 Seja Q C R? aberto, limitado e com fronteira de
classe C2. Entdo, valem as sequintes identidades:
1. / v. Audr = f/ Vo.Vudz, Yu € H*(Q), Vv € H}(Q)?;
Q Q
2. / v.Vdivudr = —/ (divv) (divu) de, Yu € H*(Q)?, Vv €
Q Q
Hy ()

3. / z.rotrothdm:/roth.mtzdac, Vhe Z(Q), Vze HY(Q)?;
Q Q

4. / z.rot (ux H) d:z::f/ u.((rotz) x H)ydz, ¥z € H'(Q)3,
Q Q
Yue Hy(Q)3 VH € R,

Prova
Os itens 1, 2 e 4 sdo provados usando a formula de Green dada em

(1.9) e o item 3 é provado usando a formula de Green dada em (1.17).
|

Para o Teorema a seguir, lembramos que a norma em U(£2) é como

dado em (1.25).
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Teorema 1.1.50 (Regularidade Eliptica, [15], pg 69) Sejam Q C
R3 aberto, limitado, conexo e com fronteira de classe C? e f € H().

Se u € U(Q) € solugdo fraca do seguinte sistema magnético:

rotrotu = f em € (1.29)
divu = 0 em (1.30)
upm = 0 em T (1.31)
(rotu)|pxn = 0 em T, (1.32)

15to €,
(rotu, rotv) gy = (f,v) p2(q)s » Yv € U(Q), (1.33)

entao
u € H*(Q)3 (1.34)

e existe uma constante real e positiva C, independente de f e u, tal que
lulla2(2) < CllfllL2(0)s- (1.35)

A prova do Teorema 1.1.50 também pode ser encontrada em [42].
Notamos que nao fica evidente que u satisfaz a equagao dada em (1.32).
De fato, isto é provado na Proposi¢ao 1.2.9. Além disso, lembramos que,
para os dois proximos resultados, a norma em H¢ ()3 é como dado em

(1.27).

Teorema 1.1.51 (Regularidade Eliptica, [27], pg 128) Sejam Q) C
R? aberto, limitado, conexo e com fronteira de classe C?, f € L?*(Q)3
e i e \ constantes reais com XA+ 2u > 0 e u > 0. Seu € H}(Q)? é

solucao fraca do sequinte sistema eldstico:
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u—pAu— A+ p)Vdivu = f em Q (1.36)
up = 0 em T, (1.37)

1sto €,
(W, V) 2y + <U>U>Hé(g)3 = (f,v) 123, YV E Hy(9)?, (1.38)

entao

ue H*(Q)? (1.39)

e eziste uma constante real e positiva C, independente de [ e u, tal que
llull 72y < Cllfllz2)s- (1.40)

Corolario 1.1.52 Sejam Q C R? aberto, limitado, conexo e com fron-
teira de classe C?, f € L2(Q)3 e u e \ constantes reais com \+2u > 0

ep>0. Seuec HHQ)? € solugdo fraca do sequinte sistema eldstico:

—pnAu— A+ p)Vdivu = f em Q (1.41)
up = 0 em T (1.42)

15to €,
(w0, ) gy ys = (f,0) 202 » Vv € Hg(Q)°, (1.43)

entao
u € H*(Q)? (1.44)

e existe uma constante real e positiva C, independente de f e u, tal que
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llull 72()s < Cll fllz2)s- (1.45)

Prova
Usando o Teorema 1.1.51, verificamos a condigdo dada em (1.44).

Além disso, vale a seguinte estimativa:
lullm2) < CIIf +ullz@)e < Cllfllz2@p + Cllullmy)s,  (1.46)

para alguma constante real e positiva C, independente de u e f. Por
outro lado, escolhendo v = u na equagdo dada em (1.43) e aplicando a

desigualdade de Holder, temos

[ullFz e < llull 2202 | fllz20)z- (1.47)

Pelas duas ultimas desigualdades dadas acima, vale a desigualdade

dada em (1.45).

1.1.6 Espagos L7(0,T; E)

Definigao 1.1.53 Sejam E um espaco de Hilbert separdvel e I C R
intervalo aberto. Dizemos que uma funcdo u : I — E € fortemente
mensurdvel se existirem um subconjunto N C I, de medida de Lebesgue
nula, e uma sequéncia (up)nen de fungoes de Cy(I, E) tais que

u(t) = i_}rn un(t), Yt € I\N.

n

Notamos que se u : I — E é uma funcao fortemente mensuravel,

entdo a fungao ||u||g : I — R é Lebesgue mensuravel.
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Teorema 1.1.54 (Pettis, [6], pg A-9) Sejam E um espago de Hil-
bert separdvel e I C R intervalo aberto. Entdo, uma fungiou: I — FE
é fortemente mensurdvel se, e somente se, ¥V f € E', a fun¢do f(u) :

I — R ¢ Lebesgue mensurdvel.

Definigao 1.1.55 Sejam E um espaco de Hilbert separdvel e I C R
intervalo aberto. Dizemos que uma func¢do u : I — FE fortemente
mensurdavel € integravel no sentido de Bochner se existe uma sequéncia

(un)nen de fungoes de Cy(I, E) tal que

n—oo

lim / ) = F()]| dt =0,

Neste caso, definimos a integral de Bochner de f como o limite da

integral de Riemann (veja [17], pg 142) das fp, isto é,

n— oo

/ ft)ydt = lim [ f.(t)dt.
I I

Teorema 1.1.56 (Bochner, [6], pg A-12) Sejam E um espago de
Hilbert separdvel e I C R intervalo aberto. Entio, uma fun¢io u :
I — E formentente mensurdvel € integrdvel no sentido de Bochner se

e somente se a fungao ||ul|g : I — R é Lebesgue integrdvel.

Lema 1.1.57 ([6], pg A-13) Sejam E um espago de Hilbert separdvel
e I C R intervalo aberto. Se u : I — E ¢ integrdvel no sentido de

Bochner, entao

<x/} u(®) dt>E :/1 (z,u(t))  dt, Yz € E.

Definigao 1.1.58 Sejam I C R wm intervalo aberto, E um espago de
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Hilbert separdvel e 1 < p < oo. Designamos por
LP(I,E)

o espacgo vetorial das fungoes u : I — E fortemente mensurdveis e
tais que a fung¢ao numérica ||u||g pertence a LP(I), com a semi-norma

dada por

1
(/ lu(t)]% dt) se 1 <p<oo;
1wl 2o (0,7:) = I

suplu(®) s se  p=oo.
tel

Identificando fungées iguais q.s. em I, o respectivo espago vetorial

normado das classes de equivaléncia é denotado por
LP(1,E).

Notamos que se p = 2, entdo L%(I, E) é um espaco vetorial com o

seguinte produto interno:

<U7U>L2(O,T;E) :/I (u,v) dt.

Lema 1.1.59 ([9], pg 59) Sejam E um espago de Hilbert separdvel e
I C R um intervalo aberto. Se F C E € um subespago vetorial denso,

entdo o espaco vetorial gerado pelo conjunto

F={Yu;vbe D) eucF} (1.48)
¢ denso em L*(I, E).
Teorema 1.1.60 ([43], pgs 407 e 411) Sejam E um espago de Hil-
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bert separdvel e I C R um intervalo aberto. Entao, valem as sequintes

afirmacgoes:
1. Se 1 <p< oo, entio LP(I,E) é um espago de Banach;

1 1
2. 51 <p<oo,l<g<ococom—-—+—-—=1oup=1eq= o0,
p q
entdo a aplicacdo

LYI,E) +— LPIE)
v — / g dx

€ um isomorfismo linear isométrico.

Corolario 1.1.61 Sejam E e F espagos de Hilbert separdveis, com
E — F, eI C R um intervalo aberto. Entao, valem as seguintes

afirmagoes:

n—oo ~ n—oo
1. Se u, "=° w fraco em L?*(I,E), entdo u, — wu fraco em

L*(I,F);

— . —
2. Se u, "= u fraco-* em L>(I,E), entio u, "—  u fraco em

L3(J,F), ¥J CcC I e J intervalo aberto.

Lema 1.1.62 ([9], pg 64) Sejam Q C R? aberto e I C R intervalo
aberto. Entdo, os espacos L*(I x Q) e L2(I, L*()) sao algebricamente

e topoldgicamente isomorfos.

Definigao 1.1.63 Sejam E e F espagos de Hilbert separdveis, com
E — F, eI C R um intervalo aberto. Dizemos que u : [ — FE

pertence a

L:D

loc

(I E),

paral <p < oo, seu € LP(J;E), ¥J CC I e J intervalo aberto. Dado

w e L, (I;E), dizemos que v € L}, .(I; F) é a derivada fraca de u, e
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denotamos por v’ (ou uy), se

/ o (1) ult) dt = — / p(8) v(t) dt, ¥ p € C5°(I).
I

I
Definimos a derivada fraca de ordem superior recursivamente.

Lema 1.1.64 ([43], pg 449) Sejam E e F espagos de Hilbert sepa-
raveis, com E — F, e I C R um intervalo aberto. Entdo, valem as
sequintes afirmagoes:
1. Se u, "= u fraco em L*(I,E) e ul, "= v fraco em L*(I, F),
entao v = v;

n—.

2. Se u, "= u fraco-* em L®(I,E) e ul, "= v fraco-* em

L>(I, F), entio v’ =v.

Lema 1.1.65 ([40], pg 121) Sejam E um espago de Hilbert separdvel

e I C R um intervalo aberto. Entao, o conjunto
W(I,H):={uec L*(I;E); v € L*(I; E)} (1.49)
€ um espaco de Hilbert com o sequinte produto interno:

<U7U>W(I,E) = (u, U>L2(I;E) + <u/77/>L2(I;E) : (1.50)

Proposigao 1.1.66 ([6], pg A-19) Sejam E um espago de Hilbert
separdvel e 0 < T < oo. Sew € W(0,T,H), entao existe xg € E

tal que \
u(t) = g —|—/ u'(r)dr, YVt € (0,T) ¢.s.. (1.51)
0

Além disso, se u' € continua em [0,T], entdo temos o sequinte limite:

1
lim

t+h
- ! = <t<T. .
h—>0h/t u'(r)dr=4u'(t), VO<t<T (1.52)
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Teorema 1.1.67 ([43], pg 422) Sejam E wm espago de Hilbert sepa-

ravel e 0 < T < co. Entao, temos a sequinte inclusdo:
w(,T,E) — C([0,T], E). (1.53)

Além disso, V0 < s <t < T eVu,v € W(0,T,E), temos a sequinte

formula de integracdo por partes:

(u(®),v(t)) p — (u(s), v(s))p = / (W' (r),v(r)) g + (u(r), v'(r)) g dr-

(1.54)
Sob as hipéteses do teorema anterior obtemos:
1 2 1 2 K !
3 @l = 5 lus)lle = [ (W(r),u(r)g dr (1.55)

Teorema 1.1.68 (Aubin-Lions, [40], pg 122) Sejam E um espago

de Hilbert separdvel e 0 < T < co. Entdo, a inclusao
W(0,T,E) < L*(0,T; E) (1.56)

é compacta.

1.2 Propriedade adicionais dos espagos H({?),
V(Q), U(Q) e Z(Q2)

Nesta secao obtemos dois Teoremas fundamentais para os Capitu-
los subsequentes. O primeiro é o Teorema 1.2.7, conhecido como desi-
gualdade de Poincaré com rot para o espaco U(2). Como é visto no
Capitulo 3, este resultado, que é vilido para conjuntos simplesmente

conexos, é importante para obtencao de estimativas da norma de h em

33



L2(2x(0,T)), no estudo da taxa de decaimento da energia associada as
solugoes do sistema magneto-eléstico. O segundo é o Teorema 1.2.11,
que garante a existéncia dos espacos de aproximagcao de Galerkin e é
usado no Capitulo 2 na projecao do sistema em espagos de dimensoes
finitas. Para demonstrarmos estes resultados, usamos de uma série de

Lemas e Proposigoes como seguem.

Lema 1.2.1 Sejam Q C R? aberto, limitado, conexo e com fronteira

Lipschitz-continua e f € H-*(Q)3. Entdo,
f(v) =0, Yv e V(Q)

se, e somente se, ewiste

peL*Q)

tal que
f=Vp em D' (Q)>

Prova

Consideramos o operador linear
div € L(HL ()3, L*(Q)). (1.57)

Temos que
—V € L(LA(Q), H 1(Q)?) (1.58)

é o operador dual de div. De fato,
(divu, v) 2y = —Vo(u), Yu € Hi(Q)?, Yv e L3(9Q).
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Usando o Lema 1.1.13 e a Proposicao 1.1.34 temos que
Im(V) =Im(V) = (N (div))°,

para

(N (div)° = {f € B Q)% f(v) =0, Vv e V(Q)}.
O resultado segue de imediato.
|

Proposicao 1.2.2 Sejam Q2 C R? aberto, limitado, conezo e com fron-

teira Lipschitz-continua e f € H=(Q)3. Se
flv) =0, Vv e V(Q),

para

V(Q) = {u € D(Q)?; divu =0}, (1.59)
entio existe p € L*(Q) tal que
f=Vp em D'(Q)>

Prova
Consideramos uma sequéncia de abertos (£2,)nen como no Lema

1.1.4. Fixamos m € N. Seja Uy, = (Um1, Um2, Um3) € H(Q)? tal que
SUPP Uy, C Q,, € divu, =0 em LQ(Q).

Escolhendo J. um suavizador como no Lema 1.1.25 e ¢ > 0 tal que

dist (Q,,,, ') > €, obtemos as seguintes propriedades:

o (']e * U1, Je * U2, Je *um3) S D(Q)3 ;
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o div (Je * U1 (2), Je * Uma (), Je * Umg () = Je *x divuy, (z) =

0, Vz € Q;

o 1im+(JE * U1, Je * Uma, Je % Uma) = um em HE(Q)3.
e—0

Pelas hipoteses de f, temos que

f(um) = lim f((Je * U1, Je * Um2, Je * um3)) =0.

e—0t

Usando o operador extensio - dado na Proposicao 1.1.28 (caso p = 2),

temos que
f((u1,uz,u3)) =0, Yu = (u1,uz,u3) € V().
Aplicando o Lema 1.2.1, obtemos um elemento
Pm € L* () (1.60)

tal que
f=Vp, em D'(Q,)>% (1.61)

Variando m no conjunto N, extraimos uma sequéncia (p,)men tal que,
para cada m fixo, p,, satisfaz as condigbes dadas em (1.60) e (1.61).

Pontanto, temos que
VDm = Vpmi1 em D/(Qm)ga vVm € N.

Como €, é conexo, aplicando a Proposicao 1.1.24, existe uma cons-

tante real C,, tal que

Pm+1 =Pm +Cm em D' (), VmeN.
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A partir desta, podemos obter uma nova sequéncia, ainda denotada por

(Pm)men, tal que
Pm € L*(Qm), Vm €N,

Pm = DPmi1 em D'(Q,,) e f=Vp, em D'(Q,)% VmeN.

Seja (¥ )nen uma Particdo C*° da Unidade subordinada a (2,)nen-

Definimos a seguinte funcao:

oo
p=Y_vipi
i=1
Notamos que
plo, =pm em D'(Qy), VmeN.
Portanto
peL? (Q) em D'(Q) e f=Vp em D'(Q)3.

Como f € H~1(Q)3, aplicando a Proposi¢ao 1.1.35, temos que

p € L*(Q).

Corolario 1.2.3 Sejam Q C R? aberto, limitado, conexo e com fron-

teira Lipschitz-continua. Entdo, V() € denso em V().

Prova
Seja
fev@)y
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tal que
flw) =0, Yo e V(Q).

Como V(2) é um subespago vetorial de H} ()3, aplicando o Teorema
de Hahn-Banach, podemos estender (ndo de forma tnica) f a um ele-

mento de H~!(Q)3. Usando a Proposicio 1.2.2, temos que
f=Vp em D'(Q)?
para algum p € L*(Q). Dado v € V(f2), obtemos:
f(v) = Vp(v) = = (p,divv) 2 () = 0.

Pelo Corolério 1.1.15 o resultado segue de imediato.

Proposicao 1.2.4 Sejam Q C R? aberto, limitado, conezo e com fron-

teira de classe C? e f € HY(2), com

/Q f(z)dx = 0.

Entdo, existe u € H*(Q) solugdo fraca do seguinte problema de Neu-

mann pare o Laplaciano:

—Au(z) = f(z), Ve e (1.62)
(Vu(z))|pnxz) = 0, Vzel, (1.63)
15to €,
/ Vu.Vvdx:/ fvde, Yo e HY(Q). (1.64)
Q Q

38



Além disso

u € H*(Q)

e € a unica solucao fraca a menos de uma constante.

Prova

Definimos o seguinte operador bilinear :

B: @O, H® R
(u,v) — / Vu.Vvdzr.
Q
HY(Q
Como / Vu.Vuvdx é o produto interno em Ié ) (veja Proposicao
Q

1.1.33), concluimos que B continuo e coercivo. Notamos que / fudr
Q

independe a escolha de representante para v. De fato,

/Qf(v—&-c)dm:/ﬂfvdx—i—c/ﬂfda::/ﬂfvdx, VeeR.

HY(O
Aplicando o Teorema de Lax-Milgram, existe tinico u € I[é ) tal que
HY(Q
Blu,v]= | fuvdz, VUEL.
0 R
H(Q)

Portanto, qualquer representante de u em é solugao fraca do

R
problema original. Por regularidade eliptica (veja [16], pg 15), temos

que u € H?(Q).
Seja w outra solucao fraca do problema de Neumann para o Lapla-

ciano. Entao, temos a seguinte igualdade:
/ V(u—w).Vodr = / (f - Hlvde =0, Vo € H'(Q). (1.65)
Q Q
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Escolhendo v = u — w, temos
V(iu—w)=0 em D'(Q)>

Como 2 é conexo, usando a Proposi¢ao 1.1.24, temos que v — w &

constante. O resultado segue de imediato.

|

Se u satisfaz a tese da Proposi¢do 1.2.4, vamos provar que
—Au = f em D'(Q) (1.66)
(Vu)lp.np = 0 em H™3(D). (1.67)

De fato, escolhendo v € D(£2) na equagio dada em (1.64), obtemos:

/fvdx:/ Vu.Vvd:r:f/ Auvdz. (1.68)
Q Q Q

Aplicando o Lema de Du Bois Raymond (veja [30], pg 10), a igual-
dade dada em (1.66) segue de imediato. Além disso, usando a férmula
de Green dada em (1.16), a equacdo dada em (1.64) e a igualdade dada

em (1.66), temos que

/vfdx = /Vu.Vvdx:—/ vAudx—i—/((VuﬂF.n) v|p dI’
Q Q Q r

= / vfdx—i—/ ((Vu)|p.n) vlp dl, Vv e H'Y(Q)(1.69)
Q r

Usando a sobrejetividade da aplicacao trago dada pelo Teorema
1.1.36 e a dualidade dada pelo item 3 da Proposicao 1.1.32, temos a
igualdade dada em (1.67).
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Corolario 1.2.5 Seja Q C R? aberto, limitado, conexo e com fronteira

de classe C2. Entdo, valem as sequintes afirmacoes:

L H(Q) = {Vp; pe H'(Q)} em L*(Q)%;
2 H(Q) = vy

Prova
Comegamos provando 1. Sejam p € HY(Q) e u € H(). Pela

formula de Green dada em (1.16), temos que

(Vp,u) 2 (gys = 0.

Por outro lado, se u € L?(Q)? é tal que v € H(Q)*, pela Proposi¢do
1.2.2, existe p € H'(Q) tal que

u=Vp em D'(Q)>

2 3
Vamos provar 2. Note que V(2) C H(2). Logo V(Q)L “@ C H(DQ).

Sejav € (V(Q))* em H(2). Aplicando a Proposi¢io 1.2.2, obtemos um
elemento p € H'(Q) tal que

v=Vp em D'(Q)>
Logo,

Ap=divye = 0 em D'(Q)

(Vp)lpn=vlpn = 0 em H 3(I).

Pela Proposicao 1.2.4, p é constante. Pontanto, u = 0. Usando o Lema

1.1.11, o resultado segue de imediato.
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Usando o Corolario 1.2.5, obtemos que Z(Q2), U(Q2) e V() sao
densos em H (), se Q C R3 ¢ aberto, limitado, conexo e com fronteira

de classe C2.

Proposicao 1.2.6 Sejam Q C R3 aberto, limitado, simplesmente co-

nexo e com fronteira Lipschitz-continua e u € L*(Q)3. Se
rotu=0 em D'(Q)3

entdo eziste p € H'(Q) tal que
u=Vp em D'(Q)>

Prova

Consideramos uma sequéncia de abertos (£2,)nen como no Lema

1.1.4. Fixamos m € N e € > 0 tais que

J Blz.gcq.

TEQm

Seja u = (u1, uz, us) como no enunciado. Escolhendo J. um suavizador

como no Lema 1.1.25, obtemos as seguintes propriedades:

(Je * Uy, Je * Uz, Je * U3) € COO(RS)3’

0 = (Jex((rotu)y) (z), Je x ((rotu)a) (z), Je * ((rot u)3) (z))
= 1ot (Je * Ut (Z‘), Je * Uz (3:)7 Je * u3 (.TJ)) , Vo € Qp;

lim (Je *ug, Je * ug, Je xuz) = u em L2(9)3.
e—0t
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Aplicando a Proposigio 1.1.10, obtemos um elemento p, ., € C*(£2,,)

tal que

(Je xuq (@), Je * ug (), Je xug (x)) = Vpe.m(x), VI € Qy,

Usando a Proposigao 1.1.35, concluimos que p.,,, € H'(Q,,). Va-
riando € no conjunto {—; n € N e n grande}, obtemos uma sequéncia
n

(P1 )nen de elementos de H'(Q,,) tal que
(J1xuy (x), Joxug (), J1*uz () = Vpr ,, em D'(Q m)3, ¥n eN.
Notamos que

lim Vp. , =u em L*(Qm)®.

,1
n—roo

Usando a Proposigao 1.1.33, obtemos um elemento p,, € H'(Q,,)
tal que
H' ()
lim p1,, =p, em ———.

n—oo’ n R
Logo,
w=Vp, em D'(Q,)>

Variando m em N, obtemos uma sequéncia (p,,)men tal que
Pm € H' (Q), Ym €N,
w=Vp, em D'(Q,)% YmeN.
Portanto,
VPm = Vpms1 em D'(Q,)% VmeN.
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Como 2, é conexo, aplicando Proposi¢ao 1.1.24, temos que existe uma

constante real ), tal que
Pm+1 =Pm +Cpm em D' (Q,), Vm eN.

A partir desta, podemos obter uma nova sequéncia, ainda denotada por

(pm)mENa tal que
Pm € L*(Qp), Vm €N,

Pm = DPmi1 em D'(Q,,), u=Vp, em D'(Q,)% VmcN.

Seja (1, )nen uma Particdo C'*° da Unidade subordinada a (€2, ) nen.

Definimos a seguinte funcao:

(oo}
p=Y_vipi
i=1
Notamos que
plo, =pm em D'(Qn), YmeN.
Portanto,
peLi (Qeu=Vp em D'(Q)°.
Como u € L?(2)3, pela Proposicio 1.1.35, temos que
p € L*(Q).

Teorema 1.2.7 (Poincaré com rot) Seja Q C R® aberto, limitado,

simplesmente conexo e com fronteira de classe C2. Entdo, existe uma

44



constante real e positiva C tal que

lull 2 () < Clrotulp2(q)s, Yu e U(K). (1.70)

Prova

Supomos, por absurdo, que a desigualdade é falsa. Entao, existe

uma sequéncia

{u"}nen CU(R)

tal que
n 1 n
||rotu ||L2(Q)3 < E, ||u ||L2(Q)3 =1, VneN. (1.71)

Logo, {u"}nen € uma sequéncia limitada em U(92).

Como U(Q) é um espaco de Hilbert, usando o Teorema de Banach-
Alaoglu-Bourbaki, existe uma subsequéncia, que ainda denotamos por
{u"™},en, que converge fraco em U()) para algum u € U(Q). Portanto,
{u"},en também converge fraco para u em H'(2)3. Aplicando a Pro-
posicdo 1.1.17 e o item 3 da Proposi¢do 1.1.30, temos que {u"},en

converge forte em L?(2)? para u.

Portanto,

Por outro lado, {u"},ecn € uma sequéncia de Cauchy em U(f2). De

fato,

Ju" —u™ |l < |lu™ —u™| 28 + [[rot u™ — rot u™ || 2 (qys
< e’ = UmHLZ(Q)S + ||rot u"||Lz(Q)3 + ||rot umHLz(Q)s
< g
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para algum dado € > 0 e, m e n grandes suficientes.

Logo, {u"} nen converge para u forte na norma de U(€2). Pela desi-

gualdade dada em (1.71), temos que
rotu =0 em D'(Q)>.
Usando a Proposicio 1.2.6, existe p € H(Q) tal que
u=Vp em D' (Q)>

Além disso, pelo item 1 do Corolario 1.2.5, concluimos que u € H(Q)*

Como u € H(Q), entdo
u=0 em D'(Q)>. (1.73)
As igualdades dadas em (1.72) e (1.73) geram uma contradicao.

Se  satisfaz as hipoteses do Teorema 1.2.7, entdo a norma usual

em U(Q) é dada por [[rot v|[z2(q)s.

Proposicao 1.2.8 Seja Q C R? aberto, limitado e com fronteira de

classe C2. Se

u € Hy(rot, ),

entdo

(rotu)lp.m=0 em H_%(I‘).

Prova
Notamos que

divrotu =0 em D'(Q).
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Logo, rotu € H(div,Q). Seja p € D(Q). Usando a formula de Green
dada em (1.16), temos que

/«mWMWMhﬂz/@mmvmm
I Q

Agora, usando a féormula de Green dada em (1.17), obtemos:

/(rotu).Vpdx:/ u.rothdx—/ (ulp xn) . (Vp)|p dI' = 0.
Q Q r

Portanto,

[ (Gotwlya) i dr =0, ¥p € D@)

Pela densidade de D(Q)) em H'(f) dada pelo item 1 da Proposigdo
1.1.30, sobrejetividade e continuidade da aplicagdo | dada no Teorema
1.1.36 e a dualidade H= (')’ = H~2(I") dada pelo item 3 da Proposi¢io
1.1.32, temos que

(rotu)|lp.n=0 em H*%(I‘).

Proposicao 1.2.9 Seja Q C R? aberto, limitado, conexo e com fron-
teira de classe C?. Entdo, u € Z(f) se, e somente se, existe f € H(S2)
tal que

(rotu, rotv) r2(g)s = (f, V) p2(q)s » Yo € U(Q). (1.74)

Prova

Seja u € Z(€2). Notamos que
rotu € Hy(rot, Q).
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Aplicando a Proposi¢ao 1.2.8, temos que
rotrotu € H().
Usando a formula de Green dada em (1.17), obtemos:
(rot u, 10t ) 2(g)s = (rOtTOL U, V) p2(gys, Vv € U(Q).
Escolhendo f = rot rot u, provamos que vale (1.74) para f = rot rot u.
Consideramos u € U(Q2) e f € H(Q) tais que

(rot u, 10t V) r2( )3 = (f, V) 2z » Vv € U(RQ). (1.75)

Pela Regularidade Eliptica dada no Teorema 1.1.50, temos

u e H?(Q)>. (1.76)

Resta provarmos que

(rotu)|lp xn =0 em H 3 ()% (1.77)

Vamos provar inicialmente a seguinte igualdade:
rotrotu = f em D'(Q)>. (1.78)

De fato, seja ¢ € D()3. Pela identidade de Gauss dada em (1.1) temos

/divgb:/ ¢l .ndl = 0.
Q T
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Consideramos ¢ € H?(f) solugio fraca do seguinte sistema de Neu-

mann para o Laplaciano:

“Ap(z) = dive, Ve (1.79)
(Ve(@)|lpm = 0, Vzel. (1.80)

Definimos a seguinte funcao:
v=¢+ V.
Entao, facilmente vemos que
v e U((N).

Como rotV = 0 em D'(Q)3, usando a equagdo dada em (1.75) e a

formula de Green dada em (1.16), obtemos:

(ot u,r0t @) 12y = (rOt u, 106 V) r2gys = (f,V) p2()s = () D) p2(qs
— (@ LR+ [ (o) el T
= (i) 2(s» Vo € D).
Portanto, usando Lema de Du Bois Raymond (veja [30], pg 10), vale a
igualdade dada em (1.78).

Seja g € H'(Q2)3. Pelo item 1 do Corolério 1.2.5, existem w € H (£2)
epc HY Q) tais que
g=w+ Vp. (1.81)

Temos a seguinte igualdade:
rotw =rotg em D'(Q)>.
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Logo, w € U(Q) e p € H*(Q). Usando a formula de Green dada em
(1.17), obtemos:

/rotrotu.gdw—i—/ (rotu)|p x 1. g|p dT’ /rotu.rotwdm
) r

Q
fwdz
Q

/ rotrotu.wdx
Q

Por outro lado, pela formula de Green dada em (1.16) e equagao dada

em (1.78), temos que

/rotrotu.Vpdx = —/p(divrotrotu)dw
Q Q

+ / ((rotrotu)|p.n) p|p dI' = 0. (1.82)
r

Logo,
/ (rotu)|p x 1. glp dl' =0, Vg € H*(Q)>.
r

Pela sobrejetividade da aplicagao traco dada no Teorema 1.1.36 € a
dualidade Hz(I') = H~%(I") dada no item 3 da Proposicao 1.1.32, o

resultado segue de imediato.

Proposicao 1.2.10 Seja Q C R? aberto, limitado, conezo e com fron-

teira de classe C%. Entdo, Z(Q)) é denso em U(1Q).

Prova
Seja
1:U(Q) — H(Q) (1.83)
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a inclusdo. Entao 7 é linear e continua. Consideramos
i H(Q)— U(Q) (1.84)

o operador adjunto de i. Vamos inicialmente provar que i*(H(Q2)) C

Z(Q). De fato, seja z € H(Q). Entdo, Vv € U(Q), temos que

(roti*(z),10t V) 120y = (I"(2), V) () — (I7(2), V) 12
= <1'7U>L2(Q)3 - <i*(x)7v>L2(Q)3

= (z—i"(2),0)2q)

Notamos que x — i*(x) € H(Q). Aplicando a Proposicdo 1.2.9, temos
que i*(x) € Z(Q). Resta provar que i*(H(2)) é denso em U(f2). De
fato, seja v € U(Q) tal que v € i*(H(Q2))*. Logo,

0= (i"(2), W)y = () gy » YV € H(Q).

Portanto, v = 0. Pelo Lema 1.1.11, o resultado segue de imediato.

Usando separabilidade, densidade e o processo de ortogonalizagao

de Gram-Schmidt, obtemos os seguinte Teorema:

Teorema 1.2.11 Seja Q C R? aberto, limitado, conexo e com fronteira

de classe C?. Entdo, existe uma conjunto
{zj}jen C Z(Q) (1.85)
tal que é base de Hilbert (i.e., o espago vetorial gerado € denso) de
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Z(Q), U(Q2) e H(QY). Além disso,

(zi,zj>L2(Q)3 =0;,, Vi, jeN. (1.86)
Analogamente, obtemos um conjunto

{wi}jen € Hy(2)° N H*(Q)° (1.87)

tal que ¢ base de Hilbert de Hy(Q)> N H?(Q)?, HY(Q)? e L*(Q)3. Além
disso,

(wi, wj) 12 (qys = 01y, Vi, j EN. (1.88)

Se () satisfaz as hipéteses do Teorema 1.2.11, definimos os seguintes

conjuntos:

Sm:[wlaw%"' awm]7 Sm:[ZhZQ,"' ,Zm], Vm e N. (189)

Os espagos {Sm tmen € {gm}meN satisfazem as seguintes proprie-

dades:
1. dim S,,, dim§m < oo, Vm€eN;

2. Dados u € H(Q) (U(Q) ou Z(2)) e v € L2(Q)3 (HL(Q)? ou
H ()3 N H?(Q)?), existem sequéncias (up)nen € (Un)nen tais
que satisfazem as seguintes condicoes:

o u, €5,, vnegn, Vn eN;
o u, "= wem H(Q)(U(Q) ou Z(Q));
n— oo

e v, = wvem L*(Q)3 (HJ(Q)? ou HY ()N H2(Q)?).

Os espacos com as propriedades 1 e 2 acima sao chamados de espacos

de aproximagdo de Galerkin.

52



Capitulo 2

Existéncia e Unicidade

2.1 Hipobteses adicionais

Nesta se¢do, seguindo [26], impomos algumas hipdteses sobre a fun-
¢do p que sao suficientes para provarmos a existéncia e unicidade de
solugoes globais fortes para o sistema magneto-elastico. As hipoteses
assumidas neste trabalho generalizam o caso p(zx, s) = a(x) |s|P s, para
0<p<2ea:Q+—[0,00) uma fungao continua.

Seja © C R? aberto e limitado. Daqui em diante consideramos uma
funcao

p:OxRY — R3
(z,s) —  p(z,s)

tal que satisfaz as seguintes condigoes:

1. p é continua em Q x R?;

dp

3 : Q) x R?® — R3 existe e é continua em  x R%, V1 <i < 3;
S4

3. p(x,5).5>0, ¥(x,5) € Q x R3;
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4§?%§m@fzomﬂ@@eﬁxkivgew;

5. |p(w,8)] < bylsl]?, V(x,5) € Q x R3 com |s| > 1 e b uma cons-

tante real e nao negativa;

0
¢" . S (w,s)

1 e b uma constante real e nao negativa.

6. < b |s|?[¢], V(z,5) € QxR3, V(¢ €R3 com |s| >

Usando os itens 1, 2 e 4 acima e a Proposi¢ao do Valor Médio, temos

que V(z,5,5) € Q x R x R3

(ol 5) — pl3) - (s—3) = (s=5 L (,05+1-0)3)
(s—3)>0,, (2.1)

para algum 0 < 6 <1 e dependendo de s, s e x.

Aplicando o item 2 da Proposi¢do 1.1.30, sabemos que existe uma

constante real e positiva C tal que
HUHLG(Q)S § C Hu||H1(Q)3, Vu S Hl(Q)3 (22)

Temos também que

19 < oo. (2.3)

Portanto, pelos itens 1 e 5 das hipdteses dada sobre a fun¢ao p, obtemos

a seguinte desigualdade:

[ elea@)Pde < @ spjpas)
Q ((z,5)€0xB[0,1])
+ /(b1|u(z)|3)2 dx
Q
< Crt OB [ulfiap, Yu € HYQ®, (2:4)
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com C e C constante reais, positivas e independentes de u.
Além disso, usando os itens 2 e 6 das hipdteses dada sobre a funcao

p e a desigualdade de Holder, obtemos a seguinte estimativa Yu, v €
HY(Q)3:

J

IN

o(@) - %, u(e))

2
dx sup ‘ap(x,s)
(z,8)€Qx B[0,1])

/ |v(x)]? da

+ o0 [ () [* o) ? dae

< C’g/ﬂ|v(as)\2dx

B ) sy 1) ooy

< OB (o) s aye 100 sy

+ CQHUH%U(Q)?’? (2.5)

com C' e (5 constantes reais, positivas e independentes de u e v.

Lema 2.1.1 Sejam Q C R® aberto, limitado, conexo e com fronteira
de classe C? e {wj}nen um conjunto como dado no Teorema 1.2.11.

Fizem e N, e 1 <i,l <m. Entao, temos as sequintes propriedades:

(t17--~,tm)'—><[} J:,thwj ,wi> € C'(R™;R); (2.6)
j=1

L2(Q)3
op "
atl < Zt wj ,wi> :<85 ,thwj .’LU[,U}Z‘>
L2(Q)3 J=1 L2(Q)3
(2.7)

Prova

Usando a desigualdade dada em (2.4), vemos que a fungdo dada em
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(2.6) esta bem definida. Se
(711v7t?n)n1>)oo(t17atM) em Rm7

entdo, aplicando os itens 1 e 5 das hipoteses dada sobre a funcao p,

temos que

P x,zt?wj(x) cwi(z)] < ( sup |p($,s)|> w; ()]
j=1 (z,s)€Qx B[0,1]
. 3
+ by Y trwi(a)| fwi)]
j=1
3
< G| 1+ [ wito)
j=1
|wi(x)], Yz € Q qs.,
com
3
Cy = sup |p(gc,s)|+b1( sup t;‘|> .
(z,8)€Qx B[0,1] 1<j<m,neN

Notamos que Cy ndao depende de n € N e z € 2. Além disso, usando
a continuidade da funcdo p, obtemos a seguinte convergéncia ponto a

ponto q.s:

P x,Zt?wj(x) cwi(z) "= p x,th wi(z) | wi(z), Yo e Q.
j=1 j=1

Pelo Lema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que a funcio

m
(t1,~-~,tm)»—><p J:,thwj ,wi> (2.8)
i=1

L2 (Q)s
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é continua. Se (t1,--- , &, -+ ,tm) nIpe (t1,« yti,- - yty) em R™,

entdo, pela Proposicdo do Valor Médio, existe 8 = 6(t1,- -+ ,tm, t], x)

com 0 < 0 <1, tal que, se

=0t + (1 - 0)t,

p |t w(x)+ Z tjw;i(z) cw;(x)

J=1,5#1
L(z,n) = —
l
p .’E,thw]‘(l’) w; ()
j=1
- — : (2.9)
" —t

temos que Yz € Q q.s.
ap m
“9e | T ti wy(z) + Z tiwi(x) | -wi(z).

j=1.3#1

- .0 . .
Usando a continuidade da funcao 8—p, obtemos a seguinte convergéncia
s

ponto a ponto:

n—r oo

L(z,n) = wi(x)T.% :C,thwj(x) cw(z), Yo e Q gs..
j=1

Além disso, usando os itens 2 e 6 das hipoteses sobre a fun¢ao p, temos

que
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dp
|L(z,n)| < ( sup 6($,8)>|wl(fﬂ)||wz’(x)|
(z,8)eQxB[0,1] | 98
2
_ m
+ b |ffwi()+ Y tjwi@)| fwi(@)] wi(@)]
j=1,j#1
2
< G| 1+ lea‘(xﬂ lwi(z)| lwi(z)], Vo € Q qs.,
j=1
com
Ip )
C, = sup (@, 8)| +ba | sup{ts, - ,tm,t)'} | -
(z,5)€QxB[0,1] s neN

Notamos que C7 nao depende de n € Ne xz € Q.

11 1
Aplicando a desigualdade de Holder para o caso 3 + 6 + 3= le
observando que Q] < oo, obtemos facilmente que
2
L D wj(@)] wi(@)] |wi(z)] € L (). (2.10)
j=1

Pelo Lema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que a apli-
cacdo dada em (2.8) é derivavel na variavel ¢; e vale a igualdade dada

m (2.7). Resta provarmos que a aplicagao

(tlv"'7tm)’_>/ﬂwi($)T.% x,thwj(m) cwi(x)dr (2.11)

é continua. De fato, se
n n—00
( 1>

b)) = (t1,- ,ty) em R
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entdo temos a seguinte estimativa Vz € Q q.s.:

a m
w;(z)T . p Zt"wj cw(x)) < Co [ 1+ Z|wj(:v)|

com

Cy = sup
(z,5)€Qx B[0,1]

2
+ b (sup{t’f, e ,t%})

neN

Op
87( ,S)

Além disso, pela continuidade da fun(;ao 8 , temos que
m
wi(z)T. %2 | Z t5 w;i(x) | .wi(x) converge a
j=1

w;(2)T .22 | z, th w;(z) | .w(x), Ve € Q g.s.. quando n tende

ao infinito.
Pelo Lema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos que a

aplicagao dada em (2.11) é continua.

2.2 Teorema de existéncia e unicidade

Nesta segao enunciamos o Teorema de Existéncia e Unicidade
de solucoes globais fortes para o sistema magneto-elastico. A prova

deste Teorema é feita na secao seguinte.

Teorema 2.2.1 (Existéncia e Unicidade) Sejam Q C R3 aberto,

limitado, conexo e com fronteira de classe C? e u, a e B constantes
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reais e positivas. Consideramos também uma constante real \ tal que

A+2pu>0ce H € R3 um vetor constante. Entao, dado
(uo,u1, h) € (Hy () NH*(Q)%) x H)(Q)* x Z(%Q),
existe um par
(u, h) € L%(0, 005 Hy () N H?(Q)%) x L(0,00; Z((2))
tal que
u € (C([0,00); Hy(2)*) N CH([0, 00); L*(2)%)) ,
h € C([0,00); U()),
(u/,h') € L>=(0,00; H} ()%) x L>(0,00; H(Q)),
n' € L*(0,T;U(Q)), VT > 0,
u” € L™=(0,00; L*(Q)?),
e que satisfaz as sequintes igualdades:
0 = o —pAu— (A4 p) Vdivu —a(roth) x H
+ plz,u') em Ljoe(0,00; L*(Q)%);
_ I l _ I 7
0 = h+ E rotroth — rot (u X H)
em Llloc<0a SN H(Q)>a
uw(0) = ug, u'(0) =wuy, h(0)= ho.

Além disso, o par (u,h) € inico.

(2.12)

(2.13)

(2.14)
(2.15)
(2.16)
(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Comecgamos provando que as expressdes dadas no lado esquerdo das

igualdades dadas em (2.19) e (2.20) estao nos espagos adequados.
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Lema 2.2.2 Suponha vdlida as hipdteses do Teorema 2.2.1. Se o par
(u, h) satisfaz (2.13), (2.16) e (2.18), entao temos as sequintes afirma-

¢oes:

W', Au, Vdivu, (roth) x H, p(z,u') € L®(0,00; L2(Q)%); (2.22)

B, rotroth, rot (u’ X ﬁ) € L™(0,00; H(Q)). (2.23)

Prova

Como consequéncia das hipdteses, temos as seguintes propriedades:

W', Au, Vdivu, (roth) x H, rotroth,
rot (u X f{r) € L=(0, 00; L2(Q)?), (2.24)
R € L*=(0,00; H()). (2.25)

Usando a desigualdade dada em (2.4), temos que
p(x,u') € L>(0,00; L*(2)3). (2.26)
Além disso, temos que

0 = divrotroth em D'(Q) (2.27)
0 = divrot (u’xfI) em D'(Q). (2.28)

Aplicando a Proposi¢ao 1.2.8, temos que

(rotroth)|p.n =0 em H? (T). (2.29)
Resta provar que

(rot (u/ X ﬁ)) ’F m=0 em H (D). (2.30)
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De fato, seja (tm,)men Uma sequéncia em D(2)® que converge a u/
em HL(Q)3. Entdo, (rot (tm, X H))men € uma sequéncia em D(Q)3 que

converge a rot (v x H) em H(div, Q). Logo,

o < 8)0 = (o (o x ),

= lim 0=0 em H 2(I).

m—o0

A seguir obtemos um sistema de equagoes equivalente as equacoes
dadas em (2.19) e (2.20) e que sdo uteis na prova de existéncia. Lem-
bramos que a norma em H} ()3 é dada pela expressido como em (1.27)

e a norma em U((2) é dada pela expressdo como em (1.25).

Lema 2.2.3 Suponha vdlida as hipdteses do Teorema 2.2.1. Seja (u, h)
uwm par que satisfaz (2.13), (2.16) e (2.18). Entdo, (u,h) satisfaz as
equagoes dadas em (2.19) e (2.20) se, e somente se, valem as sequintes

1gualdades:

_ " T
0 = (u 7w>L2(Q)3 + <u7w>H[}(Q)3 - <(7“0th) X H,w>L2(Q)3
+ (p(a,u'),w) 2 em  D'(0,T), Yuw € HY(Q)3, VT > 05(2.31)

_ / 1 / T
0 = (h\2)p2qp + 3 (roth,rotz) 12y — <mt (u X H) ,Z>L2(Q)3
em D'(0,T), Vze€U(Q), VT > 0. (2.32)

Prova

Comegamos provando a necessidade. Fixamos T > 0. Sejam 1 €

D(0,T), w e H}(Q)? e 2 € U(Q). Entao, facilmente verificamos que
wip € L2(0,T;L%(Q)3) e zv e L*(0,T; H(Q)).
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Fazendo o produto interno de w1 por ambos os lados da equacao
dada em (2.19) no espago L?(0,T; L?(Q2)3) e de 21 por ambos os lados
da equagdo dada em (2.20) no espago L2(0,T; H(f2)), obtemos:

0 = <u“, w¢>L2(O7T;L2(Q)3) — M <AU7 w w>L2(0,T;L2(Q)3)
— ()\ + /,L) <Vd1V u, w 1/)>L2 (0,T;L2(Q)3)
- a<(roth)xf[,wd)>

L2(0,T;L2(2)?%)

+ <p($, u’), w7/1>L2(0,T;L2(Q)3) ; (233)
1
0 = (Wo2¥) 20 m@) + 3 (rotrot b, 2 ¥) 120 1 1r(02))
- t(’ ﬁ} > 2.34
<ro u' X z e (0T ( )

Usando os itens 1, 2 e 3 da Proposi¢ao 1.1.49, obtemos facilmente

as equagoes dadas em (2.31) e (2.32).

Vamos provar a suficiéncia. Novamente usando os itens 1, 2 e 3 da

Proprosigao 1.1.49, obtemos:

0 = W —pAu— M+ p)Vdivu, w>L2(07T;L2(Q)3)
—a(roth) x H ' >
+ (raloth) < H b ple,) )
V¢ € D(0,T), Ywe Hy(Q)> VT > 0; (2.35)
1 ~
O = <h/ + —rotrot h —rot (U,/ X H) ,’l,[) 'Z>L2(0,T;H(Q))7

B
Vi e D(0,T), VYzeU(Q), VT > 0. (2.36)

Como vale a densidade de U(2) em H(Q) e de H}(Q)? em L*(Q)3,

aplicando o Lema 1.1.59, o resultado segue de imediato.
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2.3 Prova de existéncia e unicidade

2.3.1 Unicidade

Sejam (u,h) e (u,h) como no Teorema 2.2.1. Fixamos T' > 0.

Entao, obtemos as seguintes igualdades:

0 = (W'-4")—pAlu—1u)— A+ ) Vdiv (u — )
— a(rot (h—h) x H+ (p(z,u') = p(x, 7))
em L*(0,T;L*(Q)%); (2.37)
0 = (W-F)+ %rot rot (h—B) —rot. ((u/ ~) x )
em L2(0,T;H(Q)). (2.38)

Fazendo o produto interno da equagdo em dada em (2.37) por (u' —
@) no espacgo L2(0,T; L%(Q)?) e da equagdo dada em (2.38) por o (h—h)
no espago L?(0,T; H(Q?)), somando os resultados, usando os itens 1, 2

e 4 da Proposicao 1.1.49 e a desigualdade dada em (2.1), e escrevendo

T T
IT) = [ @) pgdit [ w0 gy e
0 0 ’

T
+ / a<h’—ﬁ’,h—ﬁ> dt,
0 L2(Q)3
obtemos a seguinte estimativa:
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Ir)y = plx,u') — p(z, @), u’ U’)Lz(ﬂ)s dt

rot (h — h),rot (h — h)>L2(Q)3dt

(
+ /Oa<r (u—u ﬁ),h—E>L2(Q)3dt
(¢

T
+ / a {(rot (h — h)) ><H7u’—ﬂ'>
0 L2(Q)3

T
= —/(; <p(l‘,ul) — p(x,ﬂl),ul — U’>L2(Q)d dt

T
/ (rot h — rot h,Tot b — rot E>L2(Q)3 dt
0

IA
S e

(2.39)

Aplicando a férmula de integracdo por partes dada no Teorema

1.1.67, obtemos:

0 = [[u/(0) =@ ()72 + u(0) = @(0) I3 e
+ af[h(0) = h(0)[[72 (0
> (7)) =@ (D)L s + 1u(T) =TT I3 e
+ allM(T) = BT 720 (2.40)

Pela arbitrariedade de T', temos que

S
Il
gl
@
>
I
>
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2.3.2 Existéncia

Na prova da existéncia no Teorema 2.2.1, seguimos o conhecido
método de Faedo-Galerkin. Essa método é baseado na construcio de
problemas projetados sobre os espagos de aproximacao de Galerkin.
Usando teoria de equacoes diferenciais ordindrias, garantimos a exis-
téncia e unicidade de solugoes suaves para os problemas projetados, que
sao chamadas solugoes aproximadas. Estabelecemos algumas estimati-
vas para mostrar que a sequéncia de solugoes aproximadas é limitada
em algum espaco adequado. Atraves de compacidade, extraimos uma
subsequéncia convergente. Mostramos que o limite desta subsequéncia
é solucao do problema original. Nesta subsecdo, dividimos o método

nas seguintes etapas:

e Projecao do sistema magneto-elastico nos espagos de aproximacao

de Galerkin e obtencao de solugbes aproximadas ., € hn,;

e Estimativa a priori dos termos ., (t) e hpy(t);

e Estimativa & priori dos termos w!/,(0) e h},(0);

e Estimativa a priori dos termos u.,(t), ur (t) e hl. (t);

e Extragdo do uma subsequéncia convergente & um par (u, h) can-

didato a solucao do sistema magneto-elastico;

e Passagem ao limite do sistema projetado;

e Regularidade da solugdo (u, h);

e Anilise das condigoes iniciais.
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Solugoes aproximadas

Consideramos os seguintes espacos de aproximacao de Galerkin como

dados em (1.89):

Sp=wy,...,w,] e Sp=][z1,...,24), VneN. (2.41)
Entdo, existe uma sequéncia (uon, u1,n,hon),cy tal que
(W0, U1y hon) € Sp X Sp X Sp, ¥n €N, (2.42)

(U0.ms Uty hom) "5 (w0, w1, ho)

em (Hy(Q)®NH*(Q)%) x H)(Q)® x Z(Q). (2.43)

Fixamos m € N. Vamos procurar alguma constante t,, > 0 e fun-

¢oes suaves

U, ¢ [0, Em) — S, U @ [0, ) — S (2.44)

tais que satisfacam o seguinte problema de valor inicial:

0 = <u/7/nvw>L2(Q)3+<umaw>Hé(Q)3

a <(r0t him) X fI7w>

LQ(Q)S
+ (p(x,u%),w)mm)s , Ywe Sy, VE€[0,ty); (2.45)
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1

0 = <h;n’Z>L2(Q)3 + ﬁ <r0t hm,rot Z>L2(Q)3
— !/ 7
<rot (um X H) ,Z>L2(Q)3 ,
Vz € Sm, VEE0,tn); (2.46)
Um(0) = uom, U, (0) = utm,  hm(0) = hom. (2.47)

Utilizando as propriedades de base, podemos escrever
um(t) = Z gjm(t) wy, (248)
j=1

hm(t) = Zgjm(t)zj, (2.49)

Uo,m = ZC]"U}]‘, (250)

j=1
m

Ut,m = Zdjwj’ (2.51)
j=1
m

h07m = Zeij. (2.52)
j=1

Usando as igualdades dadas em (1.86) e (1.88), vemos que é neces-

sario e suficiente acharmos func¢oes suaves

Gim  [0,tm) — R e Gjm : [0,tn,) — R, VI <j<m, (2.53)
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tais

por

que satisfagam o seguinte problema de valor inicial:

0 = g+ Giml®) (w5101) sy
j=1
_ Z Gim(t) a <(r0t zj) % H,wi>L2(Q)3
j=1
m
+ <P ﬂfvz G (1) w; ,wz'> ;
=t 12(9)?
V1<i<m, VO<t<tn (2.54)
~ o 1
0 = Ginlt)+ Z Gim (t) 3 (rot z;,T0t 2i) 5 )
j=1
_ ; g;.m(t) <rot (wj X H) ’Zi>L2(Q)37
V1<i<m, YO<t<tm (2.55)
gim(0) = ¢j, g5 (0) = dj, Gjm(0) =¢;, V1 < j < m. (2.56)
Definimos
A™, B™, C™, D™ €& Mpxm(R)
AZL = <wja wi)[{é(g)z s (2'57)
B} = -—a <(r0t zj) X H,wi>L2(Q)3 ) (2.58)
m 1
(CHEES 3 (rot 2j, 10t 2i) 12 (s » (2.59)
m — _ . r7 .
Dy = <r0t (wj X H) 7ZZ>L2(Q)3 . (2.60)

Definimos também
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Gyt R3™ — R3™

(t17"';t3m) — Oa"'7OaG12n(tm+la"'7t2m>70a"'70 3
~—— ~——
m vezes m vezes
com

ng(bla 7bm) = /P x?Z bj wj(x) .wl(l')d.’[,~~- )
Q

Aplicando o Lema 2.1.1, segue de imediato que a fun¢do G, é con-

tinuamente diferenciavel.

Além disso, escrevemos

¢m(t) = (glm(t)7"' agmm(t)agllm(t)"" 7g7/nm<t)7
§1m(t), T 7§mm(t))a (2'62)
Zo - (cla"'acmadlv"' admael,"' ;em)~ (263)

Entdo, o probrema de valor inicial dado em (2.54), (2.55) e (2.56) ¢é

equivalente ao seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias:
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Om I, Om

0, —-Cpn —Dp
+ Gul(dm(1), YOt < tp; (2.64)
¢m(0) = zo. (2.65)

Aplicando a Proposicdo de Picard-Lindeldf, obtemos o resultado

desejado para um ¢,, maximal e com as seguintes suavidades:

U € C3([0,); Sm) € hu € C2([0,tm); Sm)- (2.66)

Além disso, derivando as equagoes dadas em (2.54) e (2.55) e usando
o Lema 2.1.1, obtemos que o par de solugoes (u,,, by, ) satisfaz o seguinte

sistema derivado:

0 = (Upn(t),w)r2(qys + (U (1), W) g1 (q)e
J— / 7
a <(rot B (1)) x H,w>L2(Q)3

+ (L) .u;;<t>,w>m3,

Yw € Sy, YVt € [0,tn); (2.67)
0 = (hp(t),2)2q) + (rot iy, (t), 10t 2) 12 )3
= {ror (un ) )
Vz €Sy, Vte0tn) (2.68)
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Estimativa a priori I

Escolhendo w = u/,(t) na equagdo dada em (2.45) e z = h,(¢t) na

equagdo dada em (2.46), temos as seguintes igualdades:

1 d
5 = (Il 2@y + llum (D33 s )
T o
a <(rot O H,um(t)>L2(Q)3
(p(x; 1, (1)), 1, (£)) L2 (s » VE € [0, Em); (2.69)
1d 1
3 %”hm(t)”i?(ﬂﬁ + B ([0t hm (£)]|7 2 (05
S
(xot (1) x FT) ,hm(t)>L2(Q)3 ,
Vit e [0, ty). (2.70)

Multiplicando a equagdo dada em (2.70) por «, somando com a

equacdo dada em (2.69), aplicando o item 4 da Proposi¢do 1.1.49 e a

hipotese 3 dada sobre a fungio p, obtemos:

_|_

+

—{p
1d
2 dt

o
(2 U (£)) U (£)) 23 = 7 lIrot hn (8)|[72 2y

(Il ()12 0 + atm D13y

&l (Dl 2(ye ) » V1 € [0, tm). (2.71)

Integrando de 0 & ¢ e usando as suavidades dada em (2.66), temos
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que

+

||um(t)||§{é(ﬂ)3 + a|lhm (8|72

200 [*
+ 2 [ ot )l dr
||U1,WLH%2(Q)3 + ||U0,m||2Hé(Q)3

+ allhomllizys, Yt € [0, tm). (2.72)

[y, ()1 2202

IA

Pela convergéncia da sequéncia (ug n, U1,n, Po,n)nen dada em (2.43),

existe uma constante real e positiva C tal que

un, )72 < G, VmEN, VO <t <ty, (2.73)
||um(t)||§,é(m3 < C,YmeN, VO<t<t,, (2.74)
[ ()|72ps < C, VmEN, VO <t <tp, (2.75)
/Ot [0t o (F)[|2(0ys dr - < C, Ym €N, Y0 <t <ty (2.76)

Além disso, usando as igualdades dadas em (1.86) e (1.88), temos

que
igjm(t)2 = Num(@®)Z2()s YMmEN, V1 <t <ty (2.77)
j=1
ig}m(tf = up, (D)ll72(ysr YmEN, V1<t < tp, (2.78)
j=1
iﬁjm(tf = | (®)72(qysr YMmEN, V1<t < tn. (2.79)
j=1

Pelas estimativas dadas em (2.73), (2.74) e (2.75), igualdades dadas
em (2.77), (2.78) e (2.79) e a maximalidade de t,,, obtemos:

ty =00, Vm € N. (2.80)
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Estimativa a priori II

Escolhendo w = ), (t) na equagdo dada em (2.45), z = hl,(¢) na
equacdo dada em (2.46), aplicando ¢ = 0 e usando os itens 1, 2 e 3 da

Proposicao 1.1.49, temos as seguintes igualdades:

0 = Jum(O)lZ20p — i (Auom, 17, (0)) 2o
— (p+A) (Vdivug m, u;'n(O)>L2(Q)3
- « <(r0t ho.m) X f[,u;’n(O)>

L2(0)3
+ <p(x7u1,m>7u%(0)>[l2(9)3 5 (2.81)
1
0 = ||]’L;.,1(0)H%2(Q)3 + B <I“Ot rot hO,m, h;n(0)>L2(Q)3
— 7 /
<r0t (ul,m X H) ,hm(0)>L2(Q)3 . (2.82)

Pela desigualdade de Cauchy-Bunyakovskii-Schwartz (veja [4], pg

57), temos que

Cillug (0) < [ Auomllr2@)s + ViV uoml 2(0)s
+ ||(rot hom) X fIHLz(Q)g
+ e, urm) L2 @)2; (2.83)
Co|[hr, (0) |2y < [[vot ot g m | L2 (0ys
+ lrot (ul,m x ff) 2, (2.84)
para
C, = ! e (9= !

max{p, |+ p|,a, 1} m.

Usando a desigualdade dada em (2.4) para estimar o termo

|l p(%,u1,m) | £2(0)3, mostramos que existe uma constante real e positiva
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C tal que

IN

[ (0) ]| 22 ()2 C, ¥meN, (2.85)

17, (0|22 < C, Vm €N, (2.86)
Estimativa a priori III

Escolhendo w = w//, () na equacido dada em (2.67) e h = h/,(t) na

equacdo dada em (2.68), temos as seguintes igualdades:

= (I @2y + o (D33 )

dt
<(rot B (1)) % ﬁ,u;(t)>L2(Q)3

1
2
(0]
n <5”<x,u:n<t>>.u;;<t>,u:;<t>> V0 <t < 0o0x(2.87)
Os L2()?
1

d 1
0 =3 %thrn(t)niz(ﬂﬁ +3 [[rot Ry, (8)[172 s
" T I
_ < . .
<rot (um(t) X H) ,hm(t)>L2(Q)3 L VO<t<oo. o (2.88)

Multiplicando a equagao dada em (2.88) por «, somando com a
equacdo dada em (2.87), aplicando o item 4 da Proposicdo 1.1.49 e a

hipétese 4 sobre a fungao p, obtemos:

_ @ . o o
0 2 (G o)

1d
= 5 = (n®IEa@p + @@ + @ hn Ol

+

Integrando de 0 & ¢ e usando as suavidades dada em (2.66), temos
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que

O+ T O gy + @ IO e
2 t
+ 2 [ oty dr

s O Z2 s + llam gy (s

IN

+ allh (0|72, Y1 <t < oo

Pela convergéncia da sequéncia (ug. 5, U1 n, ho,n)nen dada em (2.43)
e desigualdades dadas em (2.85) e (2.86), existe uma constante real e

positiva C tal que

I, (Ol32ps < €. ¥meEN, YO <t < oo, (2.89)
lur (D3 < C, YmEN, YO <t < o0, (2.90)
I, (Ol32p < €. VmeN, VO <t <oo, (2.91)
/Ot [[rot hy, (F)]|2qps dr < C, Vm €N, V0 <t < oo. (2.92)

Candidato a solugao
Usando as estimativas a priori obtidas, temos a seguinte conclusao:
(Um)men € uma sequéncia limitada em L>(0, 0o; Hg (2)3);
(u!,)men € uma sequéncia limitada em L>°(0, 0o; Hg (Q)3);
(u Ymen € uma sequéncia limitada em L (0, o0; L%()3);

m

(hm)men € uma sequéncia limitada em L (0, c0; H(2));
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(hm)men € uma sequéncia limitada em L%(0,T;U()), V0<T <

(hl,)men € uma sequéncia limitada em L>°(0, co; H(2));

(R!,)men € uma sequéncia limitada em L2(0,T;U(Q)), V0<T <

Aplicando o Teorema, 1.1.60, o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki

e os Lemas 1.1.61 e 1.1.64, temos que existe um par

(u, h) € L>=(0,00; Hg(2)*) x L*(0, 00; H(S2)) (2.93)
tal que
(u', 1) € L*(0,00; Hy (2)*) x L>(0, 00; H(S2)), (2.94)
u” € L™=(0,00; L*(Q)?), (2.95)
h, W € L?(0,T;U(Q)), VT > 0, (2.96)

e, para cada 0 < T' < oo fixo, existe uma subsequéncia de (un, )men,

que é denotada por (Um, 7)men, tal que
U = u fraco-* em L°(0,00; HY(Q)?);
i " fraco* em L(0, 00; HY()");

wl "3 u fraco-* em L*(0, 00; L*(Q)%);
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B "= b fraco-* em L>°(0, 00; H(Q));

BT "2 h fraco em L0, T;U(Q));

m~>

h,r — W fraco-* em L>(0,00; H(Q));

[ "2 ! fraco em L2(0,T;U(S)).

Vamos provar que o par (u, h), satisfaz as hipoteses do Teorema.

Passagem ao limite

Fixamos T > 0. Comegamos provando a seguinte convergéncia:

m—» 00

<umT,v>L2(Q)3 = (U V)2 em D'(0,T), Vv € H3 ()3
(2.97)
De fato, se ¢ € D(0,T) e v € H}(Q)3, entdao v ¢ € L(0,T; L?(2)3).
Usando as convvergéncias dadas anteriormente e o Lema 1.1.61, temos
que u, 3% W fraco em L2(0,T; L*(Q)3). O resultado segue de
imediato pelo Teorema 1.1.60.

Analogamente, temos as seguintes convergéncias em D’(0,7T):

(tm, 7, 0) 3 (03 "= (w,0) gy qye » Vv € Hg(2)%; (2.98)
<h;n7T,z>L2(Q)3 T (W, 2) ey V2 €U (2.99)
(s 2) 2y = (B 2)pagys, Y2 € H(Q);  (2.100)

(P75 2) (0 e (B 2) > V2 € U(9Q). (2.101)

Além disso, das convergéncias dadas em (2.100) e (2.101), temos a
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seguinte convergéncia em D’(0,T):

m—r

(rot Ay, 1, TOt z>L2(Q)3 = (rot h,rot Z)p2(q)s - V2 € U((2)102)

Vamos provar as seguintes convergéncias em D’(0,T):

<(rot R, 1) % ﬁ],v>L2(Q)3 M0 <(r0t h) x ﬁ,v>L2(Q)3 ,
Yo € Hy(Q)>; (2.103)
<rot (u’mT X I:T) ,z>L2(Q)3 M0 <r0t (u’ X FNI) ,z>L2(Q)3 ,
VzeU(Q). (2.104)

De fato, usando o item 4 da Proposi¢cdo 1.1.49 e o Lema 1.1.61,

obtemos as seguintes convergéncias em D’(0,T):
<(I“Ot hm,T) X H,,U>L2(Q)3 = <hm’T,rot (U X H)>L2(Q)3
M <h,rot (v X ﬁ)>
L2(Q)3

<(roth) x H, v>

L2(Q)3 ’
Yo € Hi(Q)3; (2.105)
(i <) 2) gy = (v G002 )
<r0 Uy 0 X z Le Uy, 7 (TOE 2) X Le(y
m3ee <u/, (rot 2) x I;'>
LQ(Q)S
_ AV
= <rot (u X H) ,z>L2(Q)3 ,
VzeU). (2.106)

Finalmente vamos obter a seguinte convergéncia em D'(0,7T):

<p('vu/m,T)aU>L2(Q)3 m:>>00 <p('vul)vU>L2(Q)3 ’ Vv e H(} (Q)3 (2'107)
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Como visto anteriormente, é suficiente provar que

/ ) m—r o0

p(un, ) "= p(,u) fraco em L*(0,T; L*(2)?).
Além disso, pelo Lema 1.1.62, basta provar que
Pl ) " plyu) fraco em L2(Q),

para @ = (0,7) x Q.

Aplicando a desigualdade dada em (2.4), temos que

T T
[ [ i < [ |ﬂ|< sup p(x,s>|2> dt
0 Q 0 ((z,s)eQ2x B[0,1])

T
/0 C b3 Nlur, |Gy ey
O, (2.108)

IN

+

para alguma constante real e positiva C7, ndo dependendo de m e T

Por outro lado, note que
w7 fraco em W(0,T, L*(Q)®).
Usando o Teorema de Aubin-Lions e a Proposi¢ao 1.1.17, temos que
wl, 7 "= v na norma de L*(0,T; L*(Q)*). (2.109)

Aplicando o Teorema de Tonelli (veja [28], pg 96), temos

up, ¢ "= ' nanorma de L*(Q)*. (2.110)
Portanto, existe uma subsequeéncia, ainda denotada por (u, 7)men,
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tal que

Uy, 7 "2 q.s. em Q. (2.111)

Pela continuidade da funcao p, obtemos a seguinte convergéncia:

m—»0o0

pGul,) "= p(,u') q.s. em Q. (2.112)

Usando o Lema 1.1.23, a convergéncia dada em (2.107) segue de ime-

diato.

Aplicando o limite nas equagoes dadas em (2.45) e (2.46), temos as

seguintes igualdades:

(u",w>L2(Q)3 + <u7w>Hé(Q)3 -« <(r0th) x H, w>L2(Q)3
(p(w) W) poqeem  D'(0,T), Yw € Sy, VT >0, Ym € N;

/ l _ / 7
(W, 2)pagays + 5 (rot h, 10t 2) 12 )5 <rot <u X H) 7z>

em D'(0,T), Vz€ Sy, VI >0, Vm e N.

L2(Q)3

Usando as densidades de {Sy, }men em HE(Q)3 e de {Sp }men em

U(©), obtemos as seguintes igualdades:

_ " 7
0 = (W) pagays () py o — (o) x How)

+ {p(,u),w) 2z em D'(0,T), Vw € Hg(Q)*, VT > 0{2.113)

1 ~

— 4 U

0 = (h\2)p2qp + 3 (rot 1,10t 2) 12 ()3 — <rot (u X H) ,Z>L2(Q)3
em D'(0,T), Vz € U(Q), VT > 0. (2.114)

Regularidade

Usando as equagoes dadas em (2.113) e (2.114) e esccrevendo I =

{u(t), w

>H%(Q)3 e J = (rot h(t),r0t 2) 125, Obtemos:
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I = - <—a (vot h(t)) x H + p(a, ' (t)) + u”(t),w> ,

L2(Q)3
Yw € H}(Q)?, Vt>0qs.; (2.115)
_ _ / 7 /
J = =0 < rot (u (t) x H) +h (t),z>L2(Q)3,
VzeU(Q), Vt >0 q.s.. (2.116)

Aplicando o Teorema 1.1.50 e o Corolario 1.1.52 de Regularidade

Eliptica, segue que

u(t), h(t) € H*(Q)3, Vt > 0 q.s.. (2.117)

Além disso, existe uma constante real e positiva C' tal que satisfaz

as seguintes desigualdades Vit > 0 g.s.:

la@l@e < Cll—aloth(t)) x H + pla.w (1)) +u"(0)] 2@y,

IRz < Cll=rot (w(t) x ) + B )lz2(as -

N

Usando a Proposicao 1.2.9, temos

h(t) € Z(Q), ¥t >0 q.s.. (2.118)

Também, usando estimativas & priori, segue de imediato que existe

uma constante real e positiva C; tal que satisfaz as seguintes desigual-
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dades:

Ih Oz < Cl = rot /() x 7 ) 2@y + 11 (O)l2(aye)
< Cq, VE>0qs; (2.119)
lu®llmz@p < C(l = oot h(t)) x Hlzaps)
+  C(llp(z, ' ()| L2z + v ()] 2()s)
< Oy, Vt>0qs.. (2.120)

Portanto, temos que
(u, h) € L>=(0,00; H} (Q)> N H2(Q)?) x L>=(0,00; Z(Q)).  (2.121)
Usando a Proposicao 1.1.66 e o Teorema 1.1.67, mostramos que
u € C([0,00); Hy(2)*) N C ([0, 00); L*(2)?), (2.122)
h e C([0,00); U(Q)). (2.123)

Condigoes iniciais

Escolhemos ¢ € C1([0,7],R) tal que ¢(T) = 0 e ¢(0) = 1. Seja
Y € HY(Q)3. Entao, ¢ € W(0,T; H} (2)3). Aplicando a férmula de

integragao por partes dada no Teorema 1.1.67, temos que

T
<u0,mv w>Hé (Q)3 = - A <um,Ta ¢/ w>Hé Q)3 dt
T
+ / <u’ll’n,T7 ¢ ¢>H1(Q)3 dt
0 0

m—00 T
- - /0 <u7 d)/ 1/)>H6(Q)3 + <ulv ¢w>Hé (Q)3 dt
= <u(0)7 w>H%(Q)3 . (2.124)
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Logo,

U, m "% u(0) fraco em H(Q)3.

Pela convergéncia dada em (2.43), temos

u(0) = uo.

De forma anéloga obtemos
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Capitulo 3

Comportamento

Assintotico

3.1 Hipobteses adicionais

Seguindo [7], impomos algumas condi¢es adicionais sobre a fungao
p, além das ja mencionadas na secao 2.1, para garantirmos as estima-
tivas para a obtencdo da taxa de decaimento da energia associada as
solugoes do sistema magneto-elastico. De fato, supomos que a dissipa-
¢ao dada por p seja efetiva numa vizinhanca de uma parte da fronteira
de Q e tenha um comportamento do tipo 'polinomial’ na segunda va-
ridvel. Para o conjunto 2 e as constantes do sistema, supomos, em
todo o capitulo, que satisfazem as condicoes dadas no Teorema 2.2.1.
Além disso, supomos também que o par (u, h) é solugdo do acoplamento
magneto-elastico no sentido do Teorema 2.2.1, para uma dada condigao

inicial (UQ, Ui, ho)

85



Seja

a€ L¥@Q) (3.1)

tal que
a(z) >0, Vo € Q qgs.. (3.2)

Além das hipoteses dadas na sec¢do 2.1, supomos que p satisfaca as

seguintes condigoes:

5’. Existem constantes reais e positivas ¢y e ¢; tais que, V(z,s) €

Q x R? com |s| < 1, temos

a(@s2 < copla,s).s

p(z,s)] < cra(@) (|Is]"" +1sl),

IN

para algum

—1l<r<oo

fixo, e existem constantes reais e positivas cq e c3 tais que, V (z, s) €

Q x R3 com |s| > 1, temos

a(x)|s|PT? < cap(w,s).s
p(z,s)] < csala) (|s|P* +1sl) .
para algum
-1<p<2

fixo;

7. Existem w C R3? aberto, a, constante real e positiva e xy um

vetor fixo do R? tais que
a(z) > ap, Yz €wnNQ qs.
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[(zp) C w,

para

D(xg) :={z €T; (x—x).n(z) > 0}.

Notamos que as condicoes dadas na hipétese 5’ implicam na condi-
cao dada na hipoétese 5.
Para o nosso propésito, podemos assumir, sem perda de generali-

dade, que existem € > 0, ng € N e {z}]'°; C T'(z) tais que

w = UB(xi,E’). (3.3)

As constantes C e C,, obtidas daqui em diante, dependem das hi-
poteses fixadas na secdo 2.1 e nesta se¢ao, isto é, podem depender dos
coeficientes do sistema (u, A\, «, S, ﬁ), das condicoes iniciais fixadas
(uo, u1, ho), das hipoteses sobre a funcao p (r, p, b1, ba, co, ¢1, ¢2, C3,
ag, To, w) € do conjunto . Além disso, lembramos que a norma em

H}(2)3 é como dada em (1.27).

Definicao 3.1.1 Definimos a sequinte energia para o sistema magneto-

elastico:
2:[0,00) — [0, 00)
1 1 a
t — 5 [ ()72 (s + B} Hu(t)Hirg(Q)s T3 1A (g5

Se T > 0, entdo definimos também a sequinte fun¢do:

=

ApE:[0,00) +—>

t — E(t)—E(+T).

Fazendo o produto interno da equagdo dada em (2.19) por u’ e
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da equagao dada em (2.20) por ah em L*(0,t, L?(Q)3), somando os
resultados, usando os itens 1, 2, 3 e 4 da Proposicao 1.1.49 e aplicando
a formula de integracao por partes dada no Teorema 1.1.67, obtemos a

seguinte igualdade:

¢

- Q -

‘:‘(t) = 7‘/0 (<p('7us)7uS>L2(Q)3 + B ||I'Oth||%2(ﬂ)3> d5+‘:‘(0)a Vit > 0.
(3.4)

Logo, a fun¢do energia Z(t) é ndo crescente e Ar=E(t) > 0.

De forma anéloga, obtemos a seguinte igualdade:

t+T
ArE(t) = /t " ((p(.,us),us>L2(Q)3 + % |[rot h||2LQ(Q)3> ds, VT, t > 0.
(3.5)
Além disso, se € for um conjunto simplesmente conexo, entao, apli-
cando o Teorema de Poincaré com rot, existe uma constante real e

positiva C tal que
t+T t+T
/ 122 s ds < c/ [rot hl|2 e ds, YT, t> 0. (3.6)
t t
Definicao 3.1.2 Definimos os sequintes conjuntos:

N(t) = {zeQ Jult ) <1} (3.7)
W(t) = {zeQ jult,z)| > 1} (3.8)

Pela completude da medida de Lebesgue (veja [4], pg 152), os con-
juntos Q;(t) e Qa(t), que estdo definidos a menos de um conjunto de
medida nula, sdo mensuraveis.

A seguir, provamos dois resultados que sdo obtidos a partir das

hipéteses dadas.

Proposigao 3.1.3 Seja T > 0. Entdo, existe uma constante real e
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positiva C tal que satisfaz as sequintes desigualdades:

2

t+T
1. / / a(z) lus(s,z)[*drds < C (ArE())™2 se r >0,
Q1(s)
Vit >0;

t+T
2. / / a(x) |us(s, ) P2 dx ds
t QQ(S)

2, Vt > 0;

IN

C (ArE(t)) se 0 <p<

t+T
3. / / a(z) lus(s,z)[T2deds < C (ArE(t)) se —1 <
Q1(s)
r<0, Vt > 0;

t+T .
4. / / a(z) |us(s,z)*deds < C (ArE(t)T? se —1 <
t Qo S)
p<0, Vt>0.

Prova
Vamos provar cada item separadamente.

Item 1. Notamos que

2 n T
r+2 r4+2

Usando a desigualdade de Holder, a hipotese 5’ sobre a fungéo p, a

igualdade dada em (3.5) e escrevendo

t+T
/ / ) [ug(s, x)|* dz ds,
Ql(s

obtemos:
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a(x) [ug(s, z)|" T2 dz ds

2
co p(x,us) - us dxds)

t+T =
< </ /p(x7u5).usd:rds>

t Q

=(t) 7

IN IN

Q
7N N
\“ \ﬂ
+ +

S

:J\ D\
:

IN
Q
>
[
@
L

para C7 uma constante real, positiva e independente de t.

Ttens 2 e 3 : Pela hipotese dada em 5 e igualdade dada em (3.5),

temos que
t+T t+T
/ / z) lug(s, )|PT2dxds < cop(x,ug) . us drds
QQ t Qz(S)
< CAr=E(t), (3.10)
t+T t+T
/ / a(x) lus(s,z)|" T2 dxds < cop(x,us) . usdrds
t Q1 (s) t Q1(s)
< CArZ(t), (3.11)

para C' uma constante real, positiva e independente de t.
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Item 4: Notamos que

- 4
e S S
4—p 4—p
Definindo
4
o i)
4—p

i—p 6 i—p p+2

Usando a desigualdade de Holder, hipotese 5 sobre a funcao p, o
fato que

u' € L(0,00; Hy (2)%),

o item 2 da Proposicao 1.1.30 e escrevendo

t+T
J(t) = / / a(x) |us(s,z)|* dx ds,
t QQ(S)

obtemos:

t+T
() :/ / 0 s |2~ s da ds
t Q2(S)

t+T pt2 T—Tﬁ
/ / (alus|™) ™= dxds
t Q2(s)

<
t+T N 2;»{
(/ / (|u3|27”) 2=n da:ds)
t QQ(S)
4 t+T %TN
< Ci(A7E(t))*™r (/t ||us||?qg(n)3 ds)
< Oy (ArE(1) 77, (3.12)
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para C uma constante real, positiva e independente de t.

Proposigao 3.1.4 Seja T > 0. Entdo, existe uma constante real e

positiva C tal que satisfaz a sequinte desigualdade:

t+T N -
/t /Q o u)| (V] + Jul) dzds < CE()} (ArE(t)%

Vit >0, (3.13)
para
2
o ) se r > 0;
2(r+1) .
Tz se —1<r <0
4—p .
J=] D se 0<p<2
% se —1<p<O0;
+1 .
g §+2 se 0<p<2
2
ip se —1< < 0
Prova
Escrevemos

t+T
J(t) = / /Q 1o, us)| (V| + ul) de ds.
t
Pela hipotese 5" dada sobre a func¢ao p, temos que

J(t) < i (t) + c3 Jg(t), (314)
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para

t+T
/ / o (Jus|™ + Jus]) (V] + [u]) dzds,
Qi (s

t+T
T2(1) ::/ / a(Jus P+ fug]) (IVul + [ul) dz ds.
t QQ(S)

De fato, se r > 0, usando o item 1 da Proposi¢ao 3.1.3, as desigual-

dades de Holder e Poincaré e o ndo crescimento de E(t), obtemos:

t+T )
Ji(t) < C / / (a (Jus|"™" + |us]))” dads
t Q1(s)
4T 3
/ / |Vul|? de ds
t Ql(s)
t+T 3
1 (/ / a|us|2dxds>
t Ql(s)
t+T 2
/ / |Vul|? dz ds
t Ql(s)
L 4T
Ca (ATE(t)) ™ (/ [l Z 2y dS)
t

2

IN

1
2

IN

IN
&
>
ﬂ
[1]
=
e
)
—
T
H
[1]
=
.
V2]
N——
[N

IA
S
>
Dﬂ
[1
=
3
)
N~
(1
=
hre

— O3 (ArE()™ 2(1)F, (3.15)

para C3 uma constante real, positiva e independente de ¢.

Se —1 < r < 0, notamos que

1"Jr1+ 1 1 7’+2+71" 1
= e — = 1.
r+2 r+4+2 2 2

93



Usando a desigualdade de Hélder e Poincaré e o item 3 da Proposigao

3.1.3, temos:

r41

t+T 2
C </ / a(x) |us|" T dx ds)
t Q1(s)
t+T G
</ / (V| + |u]) ™ da ds)
t Q1(s)

- t+T 3 -
< C1 (ArE() / / \Vul>deds | (|9 T)z+>
t Q1(s)

< G (ALE) T 20, (3.16)

Ji(t)

IN

W=

para C3 uma constante real, positiva e independente de t.

Se 0 < p < 2, notamos que

p+1 1

p+2 p+2

Usando a desigualdade de Holder e o item 2 da Proposi¢ao 3.1.3, obte-

mos:
4T b
L(t) < C (/ / a(@) Jus [P+ dxds)
t QQ(S)
4T we
/ / (IVu| + |u))P*? da ds
t Qa(s)
ptl
< C(ArE(H)r*

t+T 2
/ / (V| + [u])P*? da ds . (3.17)
t QQ(S)

para C' uma constante real, positiva e independente de ¢.

Aplicando a desigualdade de interpolacdo dada no Lema 1.1.22, o
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item 2 da Proposigdo 1.1.30, a desigualdade de Poincaré, o fato que
u € L>(0, 00, H*(Q)?)
e escrevendo

= u\s,r u\s,xr p+2l'
mﬂ—kw¢w<,»+|m>n dr,

temos que
g(s) < Clllul + [Vull SE llul + [Vull 9>
< 01 (Jlullzs@e + NVulllzo) ™ 119ul)| o) @
< O (lullm e + lullm@s) *P > 11Vull g @+
< Gy |||VU|H(Ll2_(S))(p+2)
< C3E(s) T vs >0, (3.18)

para C3 uma constante real, positiva e independente de s e © =
S
2(p+2)

Logo, temos que

p+1

Jo(t) < Co(ATE(H)) 552 2(t) Tt (3.19)

para C4 uma constante real, positiva e independente de ¢.

Se —1 < p < 0, pelas desigualdades de Holder e Poincaré e pelo

item 4 da Proposicao 3.1.3 temos:
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t+T ) 3
C / / (a(|u,;|]”Jrl + |us|)) dx ds
t QQ(S)

Ja(t) <
t+T z
</ / |Vu|? dx ds)
t Qa(s)
4T 3
< C (/ / (alus])® dxds)
Q2(S
t+T
</ / |Vu|? dx ds)
Qa(s
< O (ArE()TF E(1)1, (3.20)

para C7 uma constante real, positiva e independente de ¢.

Com as estimativas acima, o resultado segue de imediato.

3.2 Multiplicador auxiliar

Nesta segdo, seguindo [7] e [8], obtemos um multiplicador usado no
tratamento das estimativas do termo u na norma L?((QNw) x (t,t+T)),
como € visto na Proposicao 3.2.2. Também, podemos obter estimativas
através de um argumento de contradi¢ao, usando continuacao dnica
para o sistema de Lamé (veja [24], pg 88). Tal argumento é usado,
por exemplo, em [36] (pgs 345-351) e em [37] (pgs 716-721). O método
utilizado neste trabalho, assim como em [7], além de simplificar a de-
monstracao, elimina a condicdo de que os dados iniciais devem estar

contidos em uma bola limitada para o caso p =r = 0.

96



Proposigao 3.2.1 Considere a fung¢io x(w) dada por

1 sezx € w;
x(w)(z) =
0 sex¢w.

Entao, existe uma fungao

v € L>(0,00; Hi ()3 N H2(Q)?), (3.21)

tal que, para cada 0 <t < 00, a fungdo v(t) é solugdo fraca do seguinte

sistema eldstico:

—pAv— A+ p)Vdive = x(w)u(t) em Q (3.22)

vp = 0 emT (3.23)
Além disso, temos que
v’ € L°°(0,00; H ()% N H?()%) (3.24)

e, para cada 0 < t < oo, a fungdo v'(t) € solugio fraca do seguinte

sistema eldstico:

—puAz— A+ p)Vdivz: = x(w)u'(t) em Q (3.25)
zZlp = 0 emT. (3.26)

Prova

Usando o Teorema de Lax-Milgram e a Regularidade Eliptica dada
no Corolario 1.1.52, obtemos uma funcio v(t) € (Hy(Q)* N H?*(Q)?),
Vvt < 0 e uma constante real e positiva C' tais que, para cada 0 < t < oo,

a funcdo v(t) é solugdo fraca do sistema dado em (3.22) e (3.23), com
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a seguinte estimativa:

@l 2@z < C lIx(w) u(®)l|zz (@), VE>0.

Como u € L*(0,00; L*(Q)?3), existe uma constante real e positiva

C4 tal que

[v(#)] g2 ()s < C1, YE> 0. (3.27)

Além disso, usando defini¢do de solucdo fraca e de produto interno

em H}(Q)3 dado em (1.27), obtemos:

(W, 0(0) g ey = (X (W) (D) 2o s Vo € HIQP (3.28)

Aplicando o Teorema de Pettis, temos que v(t) é fortemente men-

suravel. Logo, v satisfaz a condi¢do dada em (3.21).

Analogamente, obtemos uma fungio z € L>(0, 00; H}(Q)3NH?2(2)3),
tal que, para cada 0 < t < oo fixo, a fungdo z(t) é solugio fraca do sis-

tema dado em (3.25) e (3.26).

Resta provar que v/ = z. De fato, sejam y € H}(Q)3 e ¢ €

C§°(0,00). Usando o Lema 1.1.57, temos as seguintes igualdades:
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<y/0 v(t)¢’(t)dt>Hé(Q)3 = /0 (y,v(t) ¢'(t)) g1 () dlt
A (X (), u(t) &' (6)) 1o s

- <y’<<w>’— wu’<t>¢<t>dt>
L2(Q)3

| )= 0 66020

J

(y, —=(t) ¢(t)>Hé(Q)3 dt

<y, - /0 ") olt) dt>H1(Q)3 (3.29)

Aplicando Teorema de Hahn-Banach, o resultado segue de imediato.

Escolhendo y = v(t) na equagao dada (3.28) e y = v'(¢) na equagdo
analoga, obtemos uma constante real e positiva A; tal que satisfaz as

seguintes desigualdades:

IN

o gep < M [ uOPde viz0 as: (330

A

||v'(t)\|§{3(9)3 < Al/mg |u'(t)*dz, Vt >0 qs..  (3.31)

Além disso, escolhendo y = u(t), obtemos

<’U(t)7u(t)>Hé(Q)3 = /OQ lu(t)|? dx, ¥Vt >0 q.s.. (3.32)

Proposigao 3.2.2 Sejam v como na Proposicao 3.2.1 e € > 0. Entdio,
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existe uma constante real e positiva C tal que

4T
/ / |u|? dx ds
t wN

IN

t+T
CE(t)+C/ / o |2 da ds
t wN
t+7T
+oo [ [ pllpteuldeds
t Q

t+T
e/ / lus|? da ds, Vt, T > 0.(3.33)
t Q

+

Prova

Multiplicando a equagao dada em (2.19) por v, integrando €2, usando
os itens 1 e 2 da Proposi¢ao 1.1.49 e a igualdade dada em (3.32), obte-

mos e seguinte equagao:

0 = (we,) 120y + (U U 2(una)s — & <(rot h) x H7v>L2(Q)3
+ (s ue), v) 2 (q)e - (3.34)

Integrando de ¢t & t + T e aplicando a formula de integragao por partes

dada no Teorema 1.1.67, temos que

t+T
/ / |u|? dz ds
t w2

t+T t+T
/t (s, vs) p2(qye ds = (s, 0) 20 .

t+7T
= [ o) e ds
t

4T B
+ a/t <(rot h) x H’U>L2(Q)3 ds. (3.35)

Vamos estimar cada termo da igualdade dada em (3.35). De fato,
usando as desigualdades de Hdlder, Young e a desigualdade dada em

(3.31), temos:
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+T t+T 3
[ e ds < O ([l ds
t t
1
t+T 2
2
(/ ||vs|H5<m3ds>
r :
< / ||Us|\%2(§z)3d5
t
1
t+T 2
(/ ||us||%2<m>sds>
<

€ t+T )
5 Tl ds
t+T
oo / sl s s, (3:36)

para C3 uma constante real, positiva e independente de t e T

Também, usando a desigualdade dada em (3.30), obtemos:

2 (ts,0) 1205 zﬁ < 2fussrlz@ps [0+ T)ll L2
+ 2| 2ys [[v(E)] L2 ()8
< HutJrTH%?(Q)@' + vt + T)||2L2(Q)3
+ o luellZe@s + o)) 22ay
< el Za gy + Cllult + T) 122 ()
+ oy + C a2y
< O (E(t+T))+E(1), (3.37)

para C7 uma constante real, positiva e independente de ¢ e T, e, escre-

vendo

D(t,T)=« o (rot h) x H,v
J

L2(Q)3
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obtemos:

[NES

t+T t+T %
t t
t+T 3 t+T 3
< ¢ ( | ot ds) ( | Il ds>
t+T ) 1 t+T )
< 0 [ lrothlEagpdst g [ ullana ds
t t
1 t+T
< MO+ [ Tulunap ds (339

para Cs uma constante real, positiva e independente de ¢ e T. Pelas

desigualdades acima, o resultado segue de imediato.

Proposigao 3.2.3 Seja T > 0. Entdo, existe uma constante real e

positiva C tal que

t+T 1 !
[ [ le@ulnlizds < o=@} (daze)*
t Q

’

+ CEWB)Y (ArE(@)*, VYt >0,

para ', ¢' e s’ como na Proposicao 3.1.4.

Prova

Escrevemos

0= ["" [ il was

Pela hipotese 5’ dada sobre a fungdo p, temos que
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t+T
It) < «a / / a (Jus|"™" + |us|) |v|dzds
¢ Q1 (s)

t+T
+ c3 / / a (Jus[Pt + |us]) [v|dzds.  (3.39)
t QQ(S)

Vamos estimar as seguinte integrais:

t+T
ne ;:/ / a (Jus|™ + |us]) o] da ds;
t Ql(s)

t+T
Ir(t) :z/ / a (Jus[PTh + |us]) [v] dx ds.
t Qa(s)

De fato, se » > 0, usando o item 1 da Proposicao 3.1.3, as desi-

gualdades (3.30), de Holder e Poincaré e o ndo crescimento de E(t),

obtemos:
t+T ) 3
L(t) < C / / (a(|uS|T+1+|us|)) dz ds
t Qi(s)
t+T 3
(/ / |v|? da ds)
t Ql(s)
) t+T 3
< G2 (ArE())™ (/t ||UH12H[}(Q)3 ds)
) t+T 3
< Cy(ATE())™= (/ =(s) ds)
t
< O (ArE()™ E(1)3, (3.40)

para C3 uma constante real, positiva e independente de ¢.
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Se —1 < r < 0, notamos que

r—|—1+ 1 1 7"—|—2+—r 1
= e — — 1.
r+2 r+2 2 2

Usando a desigualdade de Holder, o item 3 da Proposicao 3.1.3 e desi-
gualdade dada em (3.30), temos que

—

r+

t+T T2
L) < C / / alus|"? dx ds
t Q1 (s)
t+T =
/ / |o|" 2 dx ds
t Ql(s)
e t+T 3 »
< Ci(ArE(t) / / l[2deds | (|9 T)=+D
t Q1(s)
< Oy (ATE(H) 7 Z(0)%, (3.41)

para C5 uma constante real, positiva e independente de ¢.

Se 0 < p < 2, notamos que

p+1 1

+
p+2 p+2

Usando a desigualdade de Holder e o item 2 da Proposicao 3.1.3, obte-

mos:

Ix(t)

IN

t+T ==
C </ / alug|PT? dx ds)
t QQ(S)
t+T =
</ / lo[P+2 da ds)
t Qa(s)

pi1 t+T ﬁ
C (ArE(t))»+2 / / |v[P*2 dx ds (3.42)
t QQ(S)
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para C' uma constante real, positiva e independente de t.

Aplicando a desigualdade de interpolacdo dada no Lema 1.1.22, o
item 2 da Proposicdo 1.1.30, as desigualdades dada em (3.30) e de

Poincaré, e o fato que
v e L®(0,00; H(Q)?),

temos:

o) 2 (1-e 2
/Q() wPtde < Cllv |||L§p§))|H |||L2(Q))(p+)
[e) 2 1-0 2
< O lISFER ol
1-© 2
< ||U||(LZ(Q))3(p+)
< GEE)TT Vs, (3.43)

para C7 uma constante real, positiva e independente de s e © =
S
2(p+2)

Logo, temos que

ptl 4-p
I (t) <Oy (ATE(t)) p+2 E(t) ir+2) | (344)
para C5 uma constante real, positiva e independente de ¢.

Se —1 < p < 0, pelas desigualdades dada em (3.30), de Holder e o

item 4 da Proposi¢ao 3.1.3, temos:
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t+T 9 2
L(t) < C / / (alus[P* + |us|)” dzds
t QQ(S)
t+T z
(/ / |112da:ds>
t Q2(s)
t+T 3
< (/ / (a|us])? dxds)
Qa(s
t+T
(/ / |1}2dxds>
QQ(S
< O (ArE(0)7F 201 (3.45)

para C7 uma constante real, positiva e independente de ¢.

Com as estimativas acima, o resultado segue de imediato.

3.3 Lemas auxiliares

Nesta secao enunciamos trés resultados conhecidos na literatura
(veja [24]) e que sdo tteis nas estimativas da energia do sistema magneto-
elastico na fronteira do conjunto 2. Este resultados sdo usados poste-
riomente nos Lemas 3.4.4 e 3.4.6. Lembramos que w é o conjunto dado

m (3.3).

Lema 3.3.1 Ezistem um conjunto w C R3 aberto e uma fung¢io m €
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W (Q) tais que satisfazem as sequintes condigdes:

I(xzg) Cw CC w; (3.46)
0<m(x) <1, Yz e (3.47)
|VZL|2 é limitado em Q ¢.s.; (3.48)
m(z) =1, Ve € QNuw; (3.49)
m(x) =0, Vo € Q/w. (3.50)
Esbog¢o da Prova
Seja € > 0tal que € < €e
no
[(xg) C U B(z', &),
i=1
para ¢ e {z°}1°, dados em (3.3).
Definimos o seguinte conjunto:
no
W= | J B(a', ). (3.51)

Consideramos a seguinte fungao:

1 se & € w;
o(x) =9 (6—7 —d(z,0w))?

(e—@)

se x€wW/w,

Notamos que ¢ € C(w) e ¢ = 0 sobre a fronteira de w.
Além disso, para quase todo y € w/w fixo, existe 1 < iy < ng (g

depende de y) tal que

ly — x| < ) min |y — x| (3.52)

<i<no, 710
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Entao, neste caso, temos a seguinte igualdade numa vizinhanca de y:

(Fevf |t — :17|)2

P(x) = —
(@) (e— e’)2
Portanto, temos que
0 se Y € w;
Aoy . , '
3(.) =9 2(a —wi) €~ Ja" —y]) -
Yi se Y= (y1,¥2,¥3) € w/W qss.,

E—2) a¥o — 1|

com x% = (21,2 x%) como dado em (3.52). Logo,

0 ()
(9371‘

V()

€ L®w), V1I<i<3 e supess,c,———— <00

¢(x)

Usando a Proposicao 1.1.27, obtemos:

¢ € Wh=(w) N Hy (w).

Aplicando a Proposicao 1.1.28 (caso p = 2), segue que a seguinte

funcao

satisfaz as conclusoes do Lema.

Lema 3.3.2 Considere w como no Lema 3.3.1. Entao, existe uma
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funcio ¢ € C1(Q)? tal que satisfaz as sequintes propriedades:

P(z) =n(z), Vo eT(zo); (3.53)
Y(x).n(x) >0, Vo €T (3.54)
Y(z) =0, Yz € Q/w. (3.55)

Prova
Seja x € I'(xp). Consideramos o par (V,, f) como dado na Propo-
si¢do 1.1.5. Como I" é compacto, existem n € N e {z;}_; C I'(z) tais
n

que I'(zg) C U Vz,. Definimos o seguinte conjunto:
i=1

Vi=|JVa. (3.56)

Seja {¢;}; uma Particio C°° da Unidade relativo a {V,,}1 ;.

Definimos também a seguinte funcao:

§=2 vf””f @i (3.57)

Note que ¢ € CH(V)3 e & = n sobre I'(zg). Escolhemos @ C R3
aberto com

I'(xg) CC W CC (VNnuw)

e o € C§° (VNw) uma funcdo real e ndo negativa tal que
o =1 sobre w.

Entao, a funcao v := £ o satisfaz as conclusoes do Lema.
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Lema 3.3.3 Seu € H}(Q)N H?(Q), entio

ou
8(Ej

_ Ou
=

%

n; em L*(T), V1 <4,j < 3. (3.58)
T

T

Prova

Seja ¢ € D(R3?). Aplicando a féormula de Green dada em (1.9),

obtemos as seguintes igualdades:
0¢ Ou 0%u
/¢|F3J oz, 0z; ¢ wida;
0¢p Ou
9, 0w, +/ %xjazz
92 2
0°¢ 0°u
8:1:j893i ut ¢ 61’]81:1 dx
o¢
3xi r
0%¢ 0%u
B 81:1-81:]- vt (b 8Ij8$i du
09 Ou +o 0*u
89@ (91'2 aifjaiﬂl
¢
87% - U|F Ni dr
0¢p Ou +o 0%u
ﬁx] 31'1 al’](?l?1

/ o ot

Usando a densidade de D(T') em L?(T") dada pelo item 2 da Proposi¢ao

dz

n; dI’
r

u|r n; dl’

dx

dzx

o dr. (3.59)

1.1.32 (caso s = 0), o resultado segue de imediato.
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3.4 Teorema de comportamento assint6ético

Nesta se¢ao, enunciamos um Teorema que descreve a taxa de decai-
mento da energia associada ao sistema magneto-elastico. A demonstra-
¢do completa, que é feita em [7], esta dividida em uma série de Lemas
e Proposicoes, e basea-se no Lema de Nakao (veja [32], [31] e [33]). Al-
gumas estimativas sao obtidas através de identidades da energia dadas

no Lema 3.4.4.

Teorema 3.4.1 Suponha que Q) seja simplesmente conexo e A+ p > 0.

Entao, valem as sequintes afirmagoes:

1. Ser=p=0, existem v, >0 e C > 0 tais que

(1]

(t) < C=(0)e " Vit > 0; (3.60)

2. Se—-1<r<ooe—-1<p<2, com (p,z)# (0,0), existem v > 0
e C > 0 tais que

E@)<CA+t)77, VE>0, (3.61)
para

2 4 1
oyzmin{f,M} ser>0e0<p<2;

r

4 1

oy:ﬂser:OeO<p§2;

b

2
072;567”>06p20,'

2 —4
fy:min{;,?} ser>0e—-1<p<0;

—2 1) 4 1
o v = min{ (r+ ), (p+ )}se—1<r<060<p§2;
r p

Y= -2(r+1)

se—1<r<0ep=0;
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-2(r+1)

e v =min{
r

—4
,—}se—-1<r<0e-1<p<O0;
p

evy=—ser=0e—-1<p<O.
p

Para demonstramos o Teorema 3.4.1, é suficiente provarmos a se-

guinte Proposicao:

Proposigao 3.4.2 Suponha que § seja simplesmente conexo e A+ pu >
0. Entao, existem constantes reais e positivas T e C tais que satisfazem

a sequinte desigualdade:

2(t) < CApE(®)+CArE®)” + C, ArE()Y

t+T
+ C’/ / lus|?dxds, Yt >0, (3.62)
t wN
com
o T_Qﬂ se r > 0;
(:_Ll) se —1<r<0;
) ) se 0<p<
p =
ﬁ se —1<p<0.

Prova do Teorema 3.4.1

Seja T como na Proposi¢ao 3.4.2. Usando a Proposic¢ao 3.1.3, temos

t+T t+T
/ / lus|? da ds — / / lus|? da ds
t w2

t+T
= = / alus|? dx ds
o Ji Qi (s

1 T
+ — / a|us|? dx ds
o Ji Q2(s)

C ATE(t) + C ApE(t)”

IA

IN

+ CApE()Y, V>0, (3.63)
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para C' uma constante real, positiva e independente de t.

Pela Proposicao 3.4.2, temos

=(t) < C (ATE(t) +AFE@)T + ATE(t)P') L VE>0.  (3.64)

Notamos que 0 < ', p’ < 1. Como ArZ=(t) é uma funcdo ndo nega-
tiva e limitada, existe uma constante real e positiva C7, independente

de t, tal que

[1]

(t) < Cy (ArE(t)*, Vit >0, para k = min{r’, p'}. (3.65)

Além disso, como Z(t) é descrescente, entdo

-

1

=

sup E(s)* < E(t)

< < C1 ArE(R). (3.66)
t<s<t+T

Aplicando o Lema de Nakao, o resultado segue de imediato.

Observamos que na estimativa dada em (3.63), usamos o fato que
ag > 0. Portanto este trabalho nao contempla o caso em que a funcao p
é identicamente nula. O objetivo daqui em diante é provar a Proposicao
3.4.2. Para tal, provaremos antes uma série de resultados auxiliares.

De fato, é suficiente provarmos a seguinte Proposicao:

Proposigao 3.4.3 Suponha que ) seja simplesmente conexo e \+pu >
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0. Entdo, existe uma constante real e positiva C' > 0 tal que

—
+
=

[1]
=
o
V2l
A

t+T
C/ / [roth| (|Vu| + |u|) dzds
t Q

_|_

t+7T
¢ [ [ Ipteud) (9ul + Jul) deds
t Q

t+T
C / / lus|? da ds
t wNQ

t+T
+ C’/ / |u|? dz ds + C Z(T), VT, t > 0.
t wN

+

Prova da Proposicao 3.4.2

Seja § > 0. Usando as desigualdades de Poincaré e Holder, obtemos:

t+T
] / / |Vul|? dz ds
¢ Q

t+T
+ C'/ rot h|? dx ds
Q

t

IN

t+T
/ / [rot h| (|Vu| + |u]) dz ds
t Q

IA

t+T )
015/t l[ull s s ds
+ CArE(®), VT, t > 0.(3.67)

para C e C constantes reais, positivas e independentes de t e T. Além

disso, C7 independe de 9.

Usando as Proposicoes 3.2.2 e 3.4.3 e escolhendo § e € suficiente-
mente pequenos, obtemos que existe uma constante real e positiva C,

idependente de T e t, tal que

/tJrT
t

[1]

(s)ds

IN

t+T
o/ /|p(x,us)||v|dxds+CE(t)
t Q

_|_

t+T
c / / 1o, us)| (V] + [u]) dzds
t Q

t+T
4 0/ / g2 deds, VT, ¢ > 0. (3.68)
t wNQ

114



Como = é ndo negativa e decrescente, temos

t+T t+T
TE(t+T) < / E(s)dsgc/ / o |2 da ds
t t wN§
t+7T
+ C/ / |p(z, us)| (|Vu|+ |u|) dxds
t Q

t+T
+ o/ /|p(m,us)||v|dwds+CE(t), (3.69)
t Q

para C' uma constante real, positiva e independente de t e T'.

Somando Z(¢) em ambos os lados da equagdo dada em (3.69), temos

t+7T
TEt+T)+Z2@1) < C/ / lus|? dz ds + (1 + C) Z(t)
t wNQ

+

t+T
C’/ / lo(x, us)| (|Vu| + |u]) dxds
t Q

+

+T
C/ / lp(x, us)| |v| dx ds. (3.70)
¢ Q

Escolhendo T' > C' + 1 e lembrando que =(t) ¢ uma func¢do ndo

negativa, obtemos:

t+7T
Et) < C/ / lus|? da ds + T ArE(t)

t wNQ
t+T

4 c/ /\p(x,us)\ (V| + |u]) da ds
t Q
t+T

+ C/ /\p(m,us)\|v|da:ds. (3.71)
t Q

Aplicando as Proposicoes 3.1.4 e 3.2.3, temos que



Considere novamente 6 > 0. Entdo, temos a seguinte desigualdade:

=)} (ArE() T < gE(t) + L (ATE()". (3.73)

Notamos que 0 < ¢’ < 1. Definindo ¢ = 1 — ¢’ e usando a desi-

gualdade de Young, temos a seguinte desigualdade:

’ 1
7

(1) (ArE(W)* < ¢ 57

2(t) + Lo (ApE() 7. (3.74)

E facil verificar que ;—,l, = p’. Escolhendo § suficientemente pequeno,

o resultado segue de imediato.

Resta provar a Proposicao 3.4.3. Esta prova é dividida em trés

Lemas como seguem:

Lema 3.4.4 Se ¢ € C1(Q), m € W1>(Q), entio valem as sequintes
tgualdades VT, t > 0:

t+T

4T
A+ p) / m (divu)? dzx ds
t Q
t+T
A+ ) / / (u.Vm) divudz ds
t Q
t+T
- / / m (—|us|® + p|Vul?) dzds
t+T
/ / a(roth) x ) .u) dx ds

t+T
— / / Oui a—m u; dxds
— Ox; O,

m (us . u) dx
Q

t

_|_




/ Ug . udx
Q

J(t,T)

para

Prova

t+T

lus|? dx ds

~

)ﬂ
@\@\@\@\

(1 |Vul®> + (A + p) (divu)?) dxds

/t
L

t+
-
t+T
J

(a (roth) XH) udx ds

plx,us) . udeds; (3.76)

t+T 3
/ / Z M% Ouj Ouj doe ds
. Q X Ox Ox; Oxy

T
oYy, Ou; 8u]

A dx ds
/t (At p )8xj Ox; Oxy,

t+T
%/t /(¢~n) (1 |Vu|® + (A + ) (divu)?) dT ds

a /tHT/Q(w L V). ((roth) X ff) dz ds

t+T
s [ [ ) (ul) as
1 [T )
2/ /Q(dwz/) (1| Vul]? = (A + p) (divu)?) dzds
t+T
/t /Q (1 : V) . p(x, ug) da ds, (3.77)

t+T

)

J(t,T)=— /Q(w:Vu).usdm

t

Vamos provar a igualdade dada em (3.77). De fato, multiplicando

a equacdo dada em (2.19) por ¢ : Vu, integrando em Q x (¢,t + T,
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obtemos:

=
I

t+T
/ (Uss, ¥ Vu>L2(9)3 ds
t
T
+ / (=pAu— A+ p)divVu, ¢ : Vu) 2oy ds
t
t+T -
+ —a(roth) x H+ p(.,us),v : Vu ds.(3.78
| (matoth) s 4 ol V), ds(378)

Vamos calcular cada termo da igualdade dada em (3.78) separada-
mente. De fato, aplicando o Lema 1.1.57 e o Teorema de Tonelli (veja

[28], pg 96), obtemos que

Y Vu € W(0,00; L*(Q)3), com (¢ : Vu); = (¥ : V).

Usando a férmula de integracao por partes dada no Teorema 1.1.67,

obtemos:
t+T t+T
| et Ve ds = = [ @ Vu) g ds
t+T
+ (usﬂ/) : VU>L2(Q)3 . (3.79)

Aplicando a férmula de Green dada em (1.9) e a regra do produto

dada no Corolario 1.1.37, temos que

(s V) gy = (st Vi) e — [ (v . R0

Usando novamente a formula de Green dada em (1.9) e a regra do

produto dada no Corolario 1.1.37, obtemos as seguintes igualdades:
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(Vdivu, v : Vi) rags = ; / (div ) (div u)? dz

3

_ / Z Ou; awk 8uj i
Ox; O0x; Oxy

i,5,k=1
- 5/@ n) (divu)? T
3
ou; (’)uj
+ [ Y G vy @81
i,5,k=1
(Au, ¥ : V) rag = 2/(d1v1/J)|Vu|2dx
/ > O Oy, Ouy
- R
Q i kel 8xj 8’Ij 8£L‘k
1
- 5 [ vupar
3
ou; Ou;
T. (3.82
v /”Zk:ﬁ% Y d. (382)

Além disso, aplicando o Lema 3.3.3, temos que

3

/ > gu’ O iy dr
z; O
i,j,k=1
3

Ou; Ou;
/ 2 azj en T = /F(w-n)IVUIQdF. (3.84)

i,7,k=1

/ (.n) (dive)2dl;  (3.83)

Pelas igualdades dada acima, a equagado dada em (3.77) segue de
imediato. As igualdades dadas em (3.75) e (3.76) sdo obtidas de forma
analogas multiplicando a equagdo dada em (2.19) por mu e u respec-

tivamente.
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4T
Lema 3.4.5 Sejam A pu >0eK(t,T) = / Hus||%2(9)3+||u||§lé(m3 ds.
¢

Entao, existe uma constante real e positiva C' tal que satisfaz a sequinte

desigualdade:
t+T
K(t,T) < C’,u/ / |Vul|? dT ds
i I'(2o)
t+T
+ C’(/\—|—u)/ / (divu)? dT ds
t I'(wo)
t+T
+ C’/ / (IVul + |ul) |p(z,us)| dzds
t Q
t+T
c/ /(\vu|+|u|) Irot h da ds
t Q
C=(t), VT, t>0. (3.85)
Prova

Escolha ¢ = (z — z0) na equagdo dada em (3.77). Escrevendo

t+T

J(t,T):—/Q((m—aso):Vu).usdx ,

obtemos as seguintes igualdades:

Jt,T) = —% /ttJrT/F((x—xo).n) (1| Vul?) dT ds
_ é /tHT/r((I —20).1) ((A+p) (diva)?) dl ds
+ /HT/Q ((x — xz0) : Vu) . (p(x,us)) drds
tt+T
- / /((x—xo):Vu). (a(roth)xﬁ[) dx ds
t Q

+

t+7T 3 ) 1 )
| 5 Tl = 5 lulfiy s ds. (3.86)

120



Usando a igualdade dada em (3.76), temos

T
— | wus.udx = / u |2 + |lu|l ds
/| t (M B eys + Il e
4T
— / / a (rot h) ) dz ds
t Q
t+T
+ / /u plx,us)) deds. (3.87)
Q
1 4T
iK(t’T) = —/ udx

4T B
+ / / ((roth) x H)dx ds

+T
- / / u. p(x,us) dx ds
¢ Q

- /((:c—zo) Vu) . usdx

t+T

t

+

/t+T/ (z = x0).m)) ((A+p) (divu)?) dI ds

/t+T/ ((x—20).m)) (1|Vul?) dl'ds
+ oz/tt+T/Q((a:—xo):Vu). (troth) x I duds

t+T
- /t /Q((w —x9) : Vu).p(z,us) dr ds. (3.88)

+

Usando a defini¢do de T'(zg) e o fato que u > 0 e A+ p > 0, existe

uma constante real e positiva C, independente de T e t, tal que

[ (@=a).n) (uValyar < ¢ [ plvaiar:

I'(zo)

/ ((x—20).1m) (A +p) (dive)?) dl < C / (A + p) (divu)?dr.
T I'(zo)
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Temos também a seguinte estimativa:

[(x — x0) : Vu(t,z)| < (sup ly — x0|) [Vu(t,z)| em (0,00) X Q q.s..
yeQ

Além disso, pelas desigualdades de Cauchy-Bunyakovskii-Schwartz
(veja [2], pg 57) e de Young, existe uma constante real e positiva C,

independente de T e t, tal que

/ Ug . udx
Q

A;«x—ﬂm):Vu)J@dx

t+T
<C (E(t+T)+E(1),

t
t+T

<C(E(t+T)+2(1)).

t

A partir da desigualdades acima, o resultado segue de imediato.
|

t+T
Lema 3.4.6 Sejam A+ p>0e M(t,T) :/ / wIVul? + (A +
t F(Io)

w) (divu)? dl' ds. Entdo, existe uma constante real e positiva C tal que

satisfaz a sequinte desigualdade:

t+T
C / / (Jus* + |ul?) dzds
t wN§2

t+T
+ C/ /|p(w,u5)||Vu|da:ds
t Q
T
+ C/ /|p(x,us)||u|dxds
t Q

t+T
+ C/ /|roth\|Vu|dxds

4T
C’/ /|roth\|u|da:ds

YT, t>0. (3.89)

M(t,T)

IN

Prova
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Consideramos fungbes ¥ e m e um conjunto w como dados nos
Lemas 3.3.2 e 3.3.1. Usando a equagdo dada em (3.77), a defini¢do de
I'(xg), as propriedades (3.53) e (3.54) da fungédo 1, o fato que u >0 e
A+ > 0, obtemos:

/HT/ (1.m) (p|Vul?) dr ds

/HT/ (A + p) (divu)?) dl'ds

(¢ : Vu) . ug dac

1
—M(t,T
SM(.T)

IN

I
\ NN R

Q t

t+T

" /(1/1 Vu).p(x,us)deds
t+T

- / / (¢ : Vu). ((roth)xH) dx ds
t+T

+ 7/ /(diw) (Jus|?) dxds
t+T

- / / (divep) (p|Vul® + (A + p) (dive)?) dzds

HT dvi Ou; du
+ /t / zk: ( D 83:? 35511) dx ds
3

81/% 8ul 8uJ
(O\ )820] Ox; Oxp
1

+
T~

) da ds. (3.90)

Notamos que

[((x) : Vu(t, )| < (Sup(llf(y))) [Vu(t, )] em (0,00) xQ qs..

yeN

Além disso, existe uma contante real e positiva C, independente de

teT, tal que
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t+T

/Q(1/):Vu).usdx <CEW+Z2t+T)).

t

Escrevemos

t+T
L(LT) = %/t /Q(diw) (Jus]?) da ds

t+T
- 1/ / (divep) (p|Vul® + (A + p) (dive)?) deds

tH+T 81/)1 8Uj an
i,7,k=1
T a¢k du; O
+ / / ”zkjl <)\+ B, O, (%ck) dxds. (3.91)

Usando as propriedades (3.55) da fungdo 1 e as propriedades (3.47)
e (3.49) da fungdo m, obtemos a existéncia de uma constante real e

positiva C, independente de T e t, tal que

t+T
LLT) < c/ / s |2 da ds
t wN

t+T
+ C / / m (p|Vul* + (A + p) (dive)?) dzds.
¢ Q

Resta estimar a seguinte integral:

t+T
Jo(t,T) = /t /Q m (uVul> + O\ + 1) (dive)?) deds.  (3.92)

Pela equagdo dada em (3.75) e propriedade (3.50) de m, obtemos:
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Jo(t,T)

= — mué udx

t+T
/ / m |ug|? da ds

t+T
—/ /m (x,us).u)drds

B /H'T / ou; Om
— Ox; 0

uZ dx ds

t+T
+ / / rot h) ) .udxds

— (A +p) /tt+T/Q(divu) (u.Vm)dxds

IN

t+T
OE(t)—i—C’/ / (a2 dz ds
t wN

t+T
+ C/ /(Ip(x,us)|+|roth|) lu| dz ds

B /”T / du; dm
Ox; Ox;

t+T
(A+p) /t /Q (divau) (u.Vm)dz ds. (3.93)

Devemos estimar os dois tltimos termos da desigualdade dada em

(3.93). De fato, seja € > 0. Entdo, pelas propriedades (3.48) e (3.50)

de m, obtemos:

[y

SZ; SZ u;drds <
+
<
+
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t+T
/ / me|Vul? dr ds

/HT/ |Vm| |u|? dz ds
wnQ e

- / / |u|? dx ds
wNQ

t+T
Ce / m|Vu\2da:ds;

DO =

Q i



t+T 1
/ /(divu) (u.Vm)derds < f/ / me (divu)? dr ds
t Q 2 /i wnQ
t+T 2
+ 1/ / M\uﬁdmds
2 t wNQ €
¢ [T
< f/ /m(divu)deds
2 Ji "
t+T
+ C/ / |u|? dz ds.
t w

para alguma constante real e positiva C' independente de ¢t e T'.
Escolhendo € suficientemente pequeno, o resultado segue de imedi-

ato.

Prova da Proposicao 3.4.3

Usando os Lemas 3.4.5 e 3.4.6, temos a seguinte estimativa:
t+T +T
2
| (s +llyepe) as < ¢ [ [ ullote.u)]deds

t+T
+ C’/ /\u||p(z,us)|dzds
¢ Q
t+T
+ C’/ /\Vu| [rot h| dx ds
¢ Q
t+T
+ C’/ /\u||r0th|dazd$
¢ Q
t+T
+ C’/ / lus|? da ds
wN
t+T
C’/ / |u|? dz ds
wNQ

2(t), VT, t > 0, (3.94)

para uma constante real e positiva C' independente de t e T'.
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Como ) é um conjunto simplesmente conexo, aplicando a desigual-
dade dada em (3.6) e a igualdade dada em (3.5), o resultado segue de

imediato.
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