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Resumo

O conceito de acoes parciais vem sendo muito utilizado na teoria
de C*-dlgebras bem como em sistemas dindmicos, veja [3]. Em 2005,
Dokuchaev e Exel obtiveram resultados a respeito de agoes parciais num
contexto puramente algébrico onde mostraram, sob certas condigoes, a
existéncia e a unicidade de uma agéo envolvente, veja [2].

Nosso principal objetivo neste trabalho é, baseado em [2], mostrar a
existéncia e a unicidade mencionadas acima. Para isso, desenvolvemos
a teoria de algebra dos multiplicadores e de agoes parciais no contexto
algébrico. Apresentamos alguns pré-requisitos que sdo de grande utili-
dade para o ultimo capitulo, no qual construimos um contexto de Morita
para os anéis A *, G e B x3 G e mostramos que, sob certas hipdteses,
tais anéis sao Morita equivalentes, em que A e B sao K-dlgebras com
unidade.



Abstract

The concept of partial actions has been widely used in the theory of
C*-algebras as well as in dynamical systems, see [3]. In 2005, Dokuchaev
and Exel have achieved results about partial actions in a purely alge-
braic context which showed, under certain conditions, the existence and
uniqueness of an enveloped action, see [2].

Our main goal in this work is to, based on [2], show the existence and
the uniqueness mentioned above. For this, we developed the theory of
multipliers algebra and partial actions on algebraic context. We present
some prerequisites that are of great use to the last chapter, in which
we build a Morita context for the rings A *, G and B *g G and show
that, under certain hypotheses, such rings are Morita equivalent, where
A and B are K-algebras with unit.
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Introducao

Estudos envolvendo agoes parciais vém crescendo e estao aparecendo
em varias areas da matematica, como na teoria de sistemas dindmicos
e, principalmente, na teoria de C*-algebras, onde mostrou ser uma
poderosa ferramenta, veja ([3] e [5]). Por exemplo, Exel (1998) mostrou
que dado um grupo G é possivel construir, de maneira canénica, um
semigrupo inverso S(G) associado & G e que as acoes de S(G) estao
em correspondéncia biunivoca com as ag¢oes parciais de G. Em outras
palavras, Exel mostrou que G e S(G) tém a mesma teoria de repre-
sentagao, veja [4].

O nosso principal objetivo neste trabalho é mostrarmos que dada
uma agao parcial é possivel, sob certas condigoes, garantir a existéncia e
a unicidade de uma acao global que chamamos envolvente. Dessa forma,
fizemos um estudo puramente algébrico sobre agoes parciais, mostrando
algumas propriedades envolvendo tal conceito, até chegarmos ao teo-
rema que fornece a condi¢ao necesséria e suficiente para este resultado.
Finalizamos o trabalho estudando um pouco sobre contexto de Morita
e construimos um tal contexto para os anéis A x, G e B *g G, em que
A e B sao K-dlgebras, além de mostrarmos que os mesmos sao Morita
equivalentes.

No primeiro capitulo, colocamos uma série de pré-requisitos para
lembrar o leitor sobre algumas defini¢oes e teoremas envolvendo a teoria
de médulos e produto tensorial. Sendo tais assuntos béasicos, algumas
demonstracoes sao omitidas, mas colocamos as devidas referéncias, caso
o leitor necessite de maiores informagoes. Além disso, escrevemos um
pouco sobre algebra dos multiplicadores de uma K-algebra A, sendo que
um dos resultados importantes deste assunto nos diz quando um ideal
de uma K-élgebra é (L,R)-associativo. Terminamos a mesma com uma
proposicao de grande utilidade para um teorema do capitulo posterior,
que diz respeito a comutatividade do skew anel de grupo parcial.

No segundo capitulo, definimos uma agao parcial . Como o préprio
nome sugere, veremos que acoes parciais generalizam a nogao de agoes
globais. Além disso, nossa meta é definir o skew anel de grupo parcial
que denotamos por A *, G e mostrar, mediante certa hipdtese, que
o mesmo é uma K-algebra associativa. O capitulo termina com um
exemplo de que A x, G nem sempre é associativo.

No terceiro capitulo, iniciamos com um exemplo mostrando que dada
uma agao global é sempre possivel construir uma agao parcial. Sendo



assim, a pergunta natural que podemos nos fazer é: dada uma acao
parcial, é sempre possivel obtermos uma tnica acao global? Se for esse
o caso, dizemos que a acao global é a envolvente para a acao parcial. A
resposta para esta pergunta é o “coragao” desta dissertagao e sera feita
em um teorema que se encontra no final deste mesmo capitulo.

No quarto capitulo, temos por objetivo principal construir um con-
texto de Morita para os anéis A*, G e B*g G e mostrar que os mesmos
sao Morita equivalentes. Para obtermos estes dois resultados, estudamos
um pouco sobre contexto de Morita, apresentamos alguns exemplos e
provamos um dos teoremas de Morita.

Neste trabalho, consideramos conhecidas as teorias de grupos, anéis,
modulos e algumas nogoes basicas de categoria.



Capitulo 1
Pré-requisitos

Neste capitulo, prezamos por alguns resultados que sao importantes
para o desenvolvimento deste trabalho. Nas duas primeiras segoes, que
abordam temas basicos, optamos por relembrar algumas defini¢oes e re-
sultados relevantes como o Lema da base dual - que nos d4 uma condicao
necesséria e suficiente para que um moédulo seja projetivo - e algumas
propriedades especificas do produto tensorial. O leitor vai constatar
que os resultados destas secoes sao “requisitados”’pelo Capitulo 4. A
ultima secao é dedicada a algebra dos multiplicadores, assunto este nao
muito conhecido pelo estudante, por isso tal secao é feita de maneira
mais detalhada e obviamente, os resultados envolvendo estas algebras
sao direcionados para um dos objetivos do trabalho, que é mostrar a

associatividade do skew anel de grupo parcial, mediante certa hipotese.

Agora, fixamos algumas notagoes. Neste trabalho, R é um anel nao
necessariamente comutativo, com unidade. Dados dois R-moédulos M
e N, um R-homomorfismo de M em N é chamado, simplesmente, um
R-homomorfismo. Denotamos por Ip; o R-homomorfismo identidade
de M em M. Quando M é um R-mdédulo a esquerda e um S-médulo a
direita dizemos que M é um (R, S)-bimédulo. Lembramos que, além das
estruturas de médulo a esquerda e a direita, M satisfaz a propriedade

de compatibilidade de ambas estruturas, isto é, rms = (rm)s = r(ms),



para quaisquer r € R, s € Sem € M.

Dada uma familia {M;};c; de R-submédulos de M, denotamos por
@,c; M;, a soma direta dos submédulos Mjs de M. Alertamos o
leitor para o fato de que ao invés de escrevermos um elemento qualquer
m € Gaiel M; como m = ZZ=1 m;,, com m;, € M;,, escrevemos sim-
plesmente, m = .., m;, com m; € M;, mas onde apenas um nimero
finito de m/s sdo nao-nulos. E fato que tal representacao é unica para
cada elemento. Para o caso particular em que M; = M, Vi € I, escreve-
mos M) para denotar @D;c; Mi, a soma direta do R-médulo M.

Este capitulo tem como base as referéncias [2], [8] e [14].

1.1 Moébdulos projetivos

Como foi dito acima, queremos mostrar o Lema da base dual que
serd utilizado somente no Capitulo 4. Para isso, faremos uma série de
definicoes e resultados. Trabalhamos com R-mddulos a esquerda e por-
tanto, na maioria das vezes, escrevemos apenas R-mdédulos. Além disso,

os resultados aqui obtidos valem também para R-médulos a direita.

Uma sequéncia finita de R-mdédulos M Q My E Mo E fn—71
M, 4 I M, é dita exata, se é exata em cada M;, parai € {1,2, -+ ,n—
1}, isto é, Im(f;) = Ker(fi+1), para i € {1,2,--- ,n — 1}, em que f; :
M;_1 — M; sdo homomorfismos de R-médulos, para i € {1,2,--- ,n}.

Uma sequéncia exata da forma 0 ELd My ER Moy EN M3 20 6 dita uma
sequéncia exata curta. Obviamente, fy e go sao os homomorfismos nulos
e, pela definicao de exatidao, notamos que f é um R-homomorfismo
injetor (ou monomorfismo) e g é um R-homomorfismo sobrejetor (ou

epimorfismo).

Definigao 1.1 Sejam M,N e P R-mddulos. Dizemos que a sequéncia
ezata curta 0 — M L N L P — 0 cinde, se Im(f) é um somando
direto de N.

Caso necessario, a demonstracao dos fatos abaixo encontra-se em
([8], p.177).



Proposicao 1.2 Seja 0 — M LN 2 P — 0 wma sequéncia ezata
curta de R-maodulos. Entao as segquintes afirmagoes sao equivalentes:
i) a sequéncia cinde;
ii) existe um R-homomorfismo W : N — M tal que Vo f = Iy,

iii) existe um R-homomorfismo ¢ : P — N tal que go o = Ip.

Corolario 1.3 Se a sequéncia exata curta 0 — M LNS%p 0
cinde entdo N ~ M & P.

Definicao 1.4 Seja M um R-mddulo. O subconjunto {my}rer de M €
dito uma base de M se qualquer elemento m € M escreve-se unicamente

comom =Y ;_,Tx,mx, com 1y, €R, para todo k € {1,2--- ,n}.

Se M possui uma base entdo M é dito um R-mddulo livre. As-
sim, como na soma direta, escrevemos um elemento qualquer m de um
médulo livre M com base {m }rea simplesmente como m = ZAE/\ AN,

mas apenas um numero finito de r{s sdo nao-nulos.

Exemplo 1.5 Seja A um conjunto nio vazio. Entdao R™ denota o
R-médulo livre com base 8 = {er}rea (base candnica), em que e, =

(ri)icn, onde 1, = 1 e r; = 0, para todo i # k.

Proposicao 1.6 Seja M um R-mddulo livre com base X. Para qual-
quer R-mddulo N, dada uma funcao f: X — N € possivel estendé-la a
um R-homomorfismo f : M — N, isto €, construir um R-homomorfismo
f: M — N tal que f restrito & X coincida com f. Além disso, f €

unica.

Demonstragao: Seja X = {z;};can uma base de M. Entao, dado
m € M, temos que m = ), a;x; com a; € R, para i € A. Definimos
f:M — N por f(m) =3, cpqif(z).

Mostremos que f é um homomorfismo de R-médulos. Sejam mq, my €
M er e R. Entao my = ), aquiT; € Mg = Y, p04x; com oy, o € R,

para i € A. Assim,



Flmy+ma) = FO (o +ahw) = (i + of) f(:)

i€A ieA
= Z i f(xi) + Z a;f(zi) = flma) + f(m2) e
ieA i€A
flrmy) = ?(Tzaixi) = f(Z(Tai)l‘i) = Z(Tai)f(ﬂfi)
i€A ieA ieA
= Y _aif(w) =rf(m).
i€A

Obviamente, f(x;) = f(z;), para todo i € A. Além disso, suponha-
mos que exista f' : M — N um R-homomorfismo tal que f'|x = f.

Entao, para todo m € M, temos

F'(m) = F'(Tien @imi) = Yien aif' (1) = Fjep aif (i) = f(m).

Portanto, f é tnica. [ ]

Corolario 1.7 Se M é um R-mddulo livre com base X = {x;};en entdo
M ¢ isomorfo a R,

Demonstragao: Basta definirmos f : X — R™ por f(z;) = ¢; , em
que 8 = {e;}ica é a base canonica de R™M) e usarmos a proposicio

anterior. m

Mostramos agora mais dois corolarios da proposicao acima. Um
deles é o isomorfismo de R-médulos entre R e A(R) = {f: A — R:
f(A) # 0 apenas para um nimero finito de X's em A}. Embora este
resultado seja ébvio, o mesmo é usado na prova do Lema da base dual
e portanto, vamos mostra-lo.

Nao é dificil ver que A(R) é um R-médulo a esquerda livre com as
operagdes definidas por (f +g)(A) = F(A) + g(A) e (rf)(A) = r(F(\),
para quaisquer f,g € A(R), r € Re XA € A. A base canénica de A(R) é
dada por {fi}rea tal que fr(k) = 9k (delta de Kronecker).

Corolério 1.8 Seja R um anel. Entdo A(R) ¢ R™ sio R-mddulos

isomorfos.



Demonstragao: Sejam v: A — R™ e a: A — A(R) funcoes definidas
por v(A) = ex e a(A) = fy, em que {ex}rea € {fa}rca sd0 as bases
canonicas de RN e A(R), respectivamente. Como R ¢ livre, pela
Proposicao 1.6, existe um tinico R-homomorfismo g : RN — A(R) tal
que goy = a.

Mostremos que g é bijetora. Seja z € Ker(g). Entao x =Y

ien @iCi

com a; € R, para ¢ € A. Logo,

0 = g(x)= Q(Z age;) = Zaig(ei) = Zaig('}/(i)) = Zai(g 0 y)(1)
i€ i€A i€A i€A
= > aali) =Y afi
€A AN

Como {f;}ica é base de A(R), segue que a; = 0, para i € A. Logo,
x = 0 e portanto, g é injetora.

Seja h = ), camifi € A(R) com r; € R, para i € A. Claramente,
T =) caTi€i € RW e g(x) = 9> senmi€i) = Y iearifi = h. Por-
tanto, g é sobrejetora. ]

Corolario 1.9 Todo mddulo € imagem homomdrfica de um mddulo

livre.

Demonstragao: Seja M um R-médulo e X = {z;};ca uma familia
de geradores de M. Definimos, para todo i € A, f : 8 — M por
f(e;) = x;, lembrando que 3 = {e;}ica - base canénica de R™. Logo,
pela Proposicao 1.6, existe um tnico R-homomorfismo f : RN — M

tal que ﬂg = f e claramente f é sobrejetora. ]

Definigao 1.10 Sejam U e M dois R-mddulos. O mddulo M € dito
U-projetivo se para qualquer R-mddulo N e quaisquer R-homomorfismo
f:M — N e R-epimorfismo m : U — N, existe um R-homomorfismo
g: M — U tal que mog = f. O mddulo M € dito projetivo se M
é U-projetivo para todo R-mddulo U. O diagrama abaizo ilustra esta

sttuagcao



U Y N——=0.
Proposicao 1.11 Todo maodulo livre € projetivo.

Demonstracgao: Sejam M um R-médulo livre, U e N dois R-mddulos,
f: M — N um R-homomorfismo e 7 : U — N um R-epimorfismo.
Mostremos que existe um R-homomorfismo g : M — U tal que mog = f.

Vejamos o diagrama

U Y N——=0.
Sejam E = {m;};e; uma base de M e, para todo i € I, f(m;) =
y; € N. Como 7 é um epimorfismo existe u; € U tal que 7(u;) = y;,
para todo ¢ € I. Assim, podemos definir ¢’ : E — U por ¢'(m;) = u;,
para todo ¢ € I. Pela Proposigao 1.6, existe um tnico R-homomorfismo
g: M — U definido por g(m) = 3_,.; Aig'(ms) = >, c; Mg, para cada
m=) . \im; € M e daf,

(mog)(m) = m(gm)) =x(D>_ Niws) =Y Nim(ws) = iy

icl iel iel
= D Nif(m) = FQ Aimi) = f(m)
iel iel
para todo m € M. Portanto, M é projetivo. [ ]

Proposigao 1.12 Seja M um R-mddulo. Entdo as condi¢des abaizo
sao equivalentes:

i) M ¢ projetivo;

il) M € isomorfo a um somando direto de todo o mddulo do qual ele
€ uma imagem homomorfica;

ili) M € isomorfo a um somando direto de um mddulo livre.



Demonstragao: i) = ii) Seja N um R-mddulo tal que g : N — M seja
um R-epimorfismo. Consideremos a identidade Ip; : M — M. Como
M ¢é projetivo existe ¢ : M — N, tal que go ¢ = I);. Assim, pela
Proposigao 1.2, a sequéncia exata curta abaixo cinde e, pelo Corolario
1.3, N = Ker(g) ® Im(p), porém, M ~ N/Ker(g) ~ Im(yp) e isso nos

diz que M é isomorfo a um somando direto de N.

M

0——> Ker(g)“—> N M 0

i) = iii) Pelo Corolario 1.9, existe um médulo livre L e um R-
epimorfismo ¢ : L — M. Por ii), M é isomorfo a um somando direto
de L.

ili) = 1) Para facilitar a escrita, consideramos M um somando direto
de um moédulo livre. Seja L um modulo livre tal que L = M & N, para
algum submédulo N de L. Sejam P e S dois R-médulos, f: P — S
um R-epimorfismo e g : M — S um R-homomorfismo. Mostremos que

existe ¢ : M — P tal que fop =g.

De fato, como L = M @ N, entao cada elemento | € L é escrito
de forma tinica como ! = m +n, em que m € M en € N e assim,
definimos ¢’ : L — S por ¢'(I) = ¢'(m + n) = g(m). Mostremos que ¢’
é um homomorfismo de R-mdédulos. Sejam l;,ls € L e r € R. Entao

ll =mi+nie lQ = ms9 + No. LOgO,

gl +1) = ¢ ((m+n1)+ (m2+n2)) =g ((m1+mz2)+ (n1 +n2))
= g(m1 +mgz) = g(mi1) + g(m2)
= g'(mi+n1)+g'(me+n2) =g (1) +9(l2) e

g'(rl) = g'(r(m1 +m1)) = ¢'(rm1 +rn1) = g(rma) = rg(ma) = rg'(l).

Como L ¢é livre segue, da Proposicao 1.11, que L é projetivo. Dai
existe um R-homomorfismo ¢’ : L — P tal que f o g’ = ¢’, olhemos o

diagrama abaixo que ilustra esta situagao

10
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Tomando ¢ = ¢’ 01, i é a inclusido candnica, temos que (f o p)(m) =

(fog oi)(m) = (¢ oi)(m) = g'(m) = g(m), para todo m € M. Logo,
M é projetivo. [ |

Definicao 1.13 Sejam P um R-mddulo, {p;}icn € P e {gi}tien C
P*={f:P — R: f é R-homomorfismo }. Dizemos que a familia
{pi, gi }ien € uma base dual para P se as sequintes condigdes sdo satis-
feitas:

i) para todo p € P, g;(p) # 0 para uma quantidade finita de i's em
A;

ii) para todo p € P, temos que p = . ; 9:(p)pi-

O fato de um moédulo possuir uma base dual nos garante que o
mesmo seja projetivo e reciprocamente. Enunciamos e provamos agora

o Lema da base dual, o qual prova este fato.

Lema 1.14 (Lema da base dual) Seja P um R-mddulo. Entao P é
projetivo se, e somente se, existem {p;}ticn € P e {gi}ica C P* tais

que a famdlia {p;, g;}ien € uma base dual para P.

Demonstragao: (=) Seja P um R-mddulo projetivo. Entao, pela
Proposigao 1.12, P é isomorfo a um somando direto de um maédulo livre
e, pelo Corolario 1.7, podemos considerar P isomorfo a um somando
direto de R™). Logo, a sequéncia exata curta 0 — P %4 RWM
R®W) /Tm(yp) — 0 cinde e, pela Proposicao 1.2, existe um homomorfismo
de R-médulos ¥ : R®) — P tal que Wo ¢ = Ip.

Para cada i € A, consideramos o R-homomorfismo v; : R» — R
dada por v;(f) = f(i), onde estamos enxergando R™) como sendo o
R-médulo A(R), veja Corolario 1.8.

Além disso, dados g € R™) e j € A, temos

11



9() = ¥;(9) £ D vila) i) = Q_vil9)fi) ()

ieA ieA

a igualdade (*) vem do fato de que fi(I) = i, isto é, oy =0se l #k
e 1 caso contrdrio. Logo, g = >, ¥i(9) fi-

Portanto, {fi}iea € R™ e {1 }ien C (RM)* satisfazem as condigdes
i) e i) da definicdo anterior e daf, { f;,¥; }ica é uma base dual para R,

Para cada i € A, sejam p; = U(f;) € P e g; = ¢; o ¢ € P*. Entao,
para todo p € P, gi(p) = (vi © 9)(p) = ¥i(v(p)) = (#(p))(i) # 0, para
um ndmero finito de i's em A e

)

> gip)pi =Y i) (£:) = ¥ i) fi) = (Wop)(p) =p,
ieA ieA ieA
para todo p € P, a igualdade () segue do fato de que {fi, %;}ica é uma
base dual para R™Y). Portanto, {pi, 9i}ien é uma base dual para P.

(<) Sejam P um R-mdédulo e {p;, g;}icn uma base dual para P.
Queremos mostrar que P é projetivo. Definimos 1 : R®) — P por

O(f) = 2ien F(@)pi e

o: P — RW
p = ¢p): A — R
i = (p()(@) = gi(p).

Mostremos que @ e 1 sao R-homomorfismos. De fato, sejam p,q € P,

f,g € R™ e r e R. Entéao, para todo i € A, temos que
(elp+)@) = gi(p+q) =gi(p) +gi(q) = p(p)(i) + ¢(q) (i)
= (pp) +¢(2)(@),
(p(rp))(@) = gi(rp) = rg:(p) = r(¢(p)) (i) = (re(p)) (i),
G(f+g9) = D (F+9)@pi =Y (FG) +9@)pi =D F@i)pi + g(i)pi
AN €A €A
= Y(f)+y(g) e
W(rf) =D () @pi =Y r(f()pi =1 fli)pi = r(f).

€A i€A 1€A
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Como (Yo @)(p) = h(0(p)) = Xsen (@) (@D)pi = > ica 9:(P)Pi = P,
para todo p € P, isto é, ¥ o ¢ = Ip e portanto, ¢ é injetora. Assim,
pela Proposicio 1.2, a sequéncia 0 — P % R®) — R /Im(p) — 0
cinde e, pelo Corolario 1.3, P é um somando direto de um maodulo livre.

Logo, pela Proposicao 1.12, P é projetivo. [ ]

1.2 Produto tensorial

Esta secao tem por principal objetivo relembrar alguns conceitos
envolvendo produto tensorial. Lembramos que todo grupo pode ser
visto como um Z-modulo e, desta forma, continuamos mergulhados em
teoria de médulos. Tendo em mente este fato, um grupo abeliano livre
é um Z-médulo livre e portanto, vale a Proposicao 1.6 para o caso
em que R = Z. Posteriormente, definimos uma fungao R-balanceada,
em que R é um anel nao necessariamente comutativo, funcoes estas
necessarias para que possamos demonstrar a existéncia e a unicidade do
produto tensorial de dois mdédulos. Esta secao é basica para o Capitulo
4, onde estudamos contexto de Morita. Todos os resultados e definigoes
colocados nesta se¢do podem ser encontrados em [8].

A seguinte definigdo encontra-se em ([8], p.207).

Definigao 1.15 Sejam M um R-mddulo a direita, N um R-mddulo a
esquerda e G um grupo abeliano. Dizemos que f: M X N — G € uma
funcao R-balanceada se as seguintes propriedades sao satisfeitas para
todo r € R e quaisquer m,m' € M en,n’ € N:

i) f(m+m',n) = f(m,n)+ f(m',n);

i) f(m,n+ ') = f(m,n) + fm,n');

iii) f(mr,n) = f(m,rn).

Para a definigao a seguir, dados M um R-médulo a direita e N um
R-médulo a esquerda, consideramos a soma direta de uma familia de Z-
mO6dulos {Z . n) } (m,n)eMx N €OM Ly, )y = Ly assim F' = @ Lim,n) =
ZM*N) & um grupo abeliano livre com base canénica {femm)}mm)yerx s

em que cada
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f(m,n) : M x N — Z ¢é dada por f(m,n) (:c,y) = 5(m,n),(x,y)'

Denotando cada elemento da base canénica f(y, ) por (m,n), vamos
“enxergar” M x N em F e assim, um elemento x € F é da forma =z =
k
i %i(@i,y;) com z; € Z, x; € M ey; €N.

Definicao 1.16 Sejam M um R-mddulo a direita e N um R-mddulo a
esquerda. Consideremos F o grupo abeliano sobre o conjunto M X N,
como acima, ¢ K um subgrupo de F' gerado por elementos da forma:

i) (m+m/,n) — (m,n) — (m/,n);

ii) (my,n+n') — (m,n) — (m,n');

iii) (mr,n) — (m,rn), em que m,m’ € M, n,n’ € N er € R.

O grupo quociente de F' por K, denotado por F/K = M ®r N, é
chamado produto tensorial de M e N.

Sendo M ®pr N um quociente, representamos por m ® n a classe do
elemento (m,n)+ K. Seguem algumas propriedades bésicas do produto

tensorial.

Observagao 1.17 i) Um elemento Z € M ®r N é da forma z =
S zi(z; ®y;) comx; € M, y; € N ez € Z. Isto é claro, uma
vez que um elemento z € F é da forma z =) .- | z;(2;,y;) com z; € Z,
z; € M e y; € N e agora basta considerarmos a congruéncia médulo K.

Esclarecemos ao leitor que, embora um elemento de M ®gr N seja
escrito como Z?:l(xi ®y;) com x; € M, y; € N, para facilitar as contas
feitas no Capitulo 4, trabalhamos com elementos da forma x ® y com
reMeyeN.

ii) Devido & defini¢do de K acima, temos que (m+m') @ n =m
n+m' @n, m@n+n)=men+maen emr®@n=m® rn, para
todo r € R e quaisquer m,m’ € M e n,n’ € N.

iii) M ®g N é um grupo abeliano, pois é o quociente de um grupo

abeliano.

E facil ver que a funcdo ¢ : M x N — M ® N dada por ((m,n)) =

m ®n é R-balanceada e a chamamos balanceada canonica.
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Teorema 1.18 Sejam M um R-mddulo a direita, N um R-mddulo a
esquerda e G um grupo abeliano. Se g : M x N — G é uma fungao R-
balanceada, entao existe wm unico homomorfismo de grupos g : M ®pg
N — G tal que gor = g, em que v € a balanceada candnica. Além disso,

M ®r N € unico, a menos de isomorfismo, com essa propriedade.

Demonstragao: Sejam F' o grupo abeliano livre sobre o conjunto M x
N, K osubgrupo de F gerado por elementos conforme visto na Defini¢ao
1.16 e a inclus@o i : M x N — F. Entao, pelo Teorema ?? iii), existe
um tnico homomorfismo de grupos g1 : F — G tal que g1|lpxn = g

Vejamos o diagrama

Mx N> F
gl /
g1
G.

Calculando g1 nos geradores de K, temos, para quaisquer m,m’ €
M,n,n € Nere R, que

g1((m,n+n")—(m,n)—(m,n’)) = g1(m,n+n")—g1(m,n)—g1(m,n’) =
g(m, n+n")—g(m,n)—g(m,n") 2 g(m,n)+g(m,n")—g(m,n)—g(m,n')
—0

Analogamente, gi((m+m',n) — (m,n)—(m/,n)) =0e g1 ((mr,n) —

(m,rn)) = 0. A igualdade (%) segue do fato de que g é R-balanceada.

Portanto, que K C Ker(g1) e desta maneira, podemos definir a fungao

g: F/K — G, vejamos o diagrama
gll /
g
G

por g(m®n) = (gom)(m,n) = g1(m,n), em que 7 é projecao candnica de
um grupo em seu grupo quociente. Claramente, g é um homomorfismo
de grupos e sendo F/K = M ®r N temos que g: M ®r N — G. Além
disso, para todo (m,n) € M x N, temos

15



(G o 1)(m,n) =g(m @ n) = gi(m,n) = g(m,n).

Dai, go ¢t = g. Suponhamos que exista h : M ®r N — G tal que
hot = g. Mostremos que h = g. De fato, para quaisquer m € M e

n € N, temos
h(m®@n) = (hot)(m,n) =g(m,n) = (gor)(m,n) =g(mn).

Mostremos que M ®gr N é tnico a menos de isomorfismo. De
fato, suponhamos que exista um grupo abeliano D e uma funcdo R-
balanceada f : M x N — D tal que para qualquer fungao R-balanceada
g: M x N — G, em que G é um grupo abeliano qualquer, exista um
tinico homomorfismo de grupos f: D — G com fo f = g.

Assim, existe um tnico homomorfismo de grupos h: D — M ®r N
tal que h o f = ¢ e também um tnico homomorfismo de grupos h’ :
M ®r N — D tal que ) o1 = f.

Mas, f =hor=ho(hof)=(Woh)ofer=hof=ho(h o) =
(hoh')or e tanto Ip quanto In;g,N sd0 homomorfismos de grupos tais
que Ipof = feque Iyg,not =t Pelaunicidade dos homomorfismos,
obrigatoriamente h' oh = Ip e ho ' = Ipg N, ou seja, M @g N e D

sao grupos isomorfos. ]

Observagao 1.19 i) Sejam R e S anéis, M um R-mdédulo a direita, N
um (R, S)-bimédulo e P um S-médulo a esquerda. Entdao M @ g N é um
S-médulo a direita e N ®g P é um R-moédulo a esquerda com as agoes
dadas por (m®mn)s =m®ns e r(n®x) = rn @ x, respectivamente.

ii) Seja f : M — M’ um homomorfismo de (S, R)-bimédulos e
g : N — N’ um homomorfismo de R-mddulos a esquerda. Entdo a
aplicacao definida por f ® g : M g N — M’ g N’ é um homomor-
fismo de S-médulos & esquerda.

iii) Sejam R um anel, M um R-mddulo a esquerda e N um R-
médulo & direita. Entdo ¢ : Rr M — M e ¢' : N ®r R — N dados
por p(r®m) =rm e ¢'(n®r) = nr sao isomorfismos de R-médulos a

esquerda e & direita, respectivamente.

O motivo de termos colocado estas observagoes acima é que estas
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sao usadas naturalmente no Capitulo 4 e o leitor, se necessédrio, pode
remeter-se diretamente a elas aqui. Os proximos exemplos servem para
ilustrar alguns isormorfismos envolvendo produto tensorial e s@o encon-
trados em ([8] p.216,217).

Exemplo 1.20 Z,, ® Z,, e Z. sao Z-mdodulos isomorfos, em que ¢ =
MDC(m,n).

Exemplo 1.21 Sejam R um anel comutativo, I e J ideais de R. Entao
R/I®QrR/J e R/(I+ J) sao R-mddulos isomorfos.

Teorema 1.22 Sejam R e S anéis, M um R-modulo a direita, N um
(R, S)-bimddulo e P um S-mddulo o esquerda. Entio (M @r N)®g P
e M @r (N ®g P) sdo grupos abelianos isomorfos, cujo isomorfismo €

dado por
(men)@r—me (nex), parame M,ne NexéeP.

1.3 Algebra dos multiplicadores

Iniciamos esta se¢ao definindo uma K-algebra, em que K é um anel
comutativo com unidade. Apresentamos algumas propriedades e resul-
tados envolvendo uma K-algebra particular, chamada dlgebra dos mul-
tiplicadores. A referéncia usada aqui para tal assunto é [6]. Um dos
principais resultados desta secao nos diz quando um ideal de uma K-
algebra é (L,R)-associativo.

Terminamos a mesma com uma proposicao de grande utilidade para
o Teorema 2.7, o qual diz respeito & comutatividade do skew anel de

grupo parcial.

Definigao 1.23 Seja K um anel comutativo. Uma K-dlgebra A é um
anel tal que A é um K-mddulo d esquerda (e a direita) e k(ab) = (ka)b =
a(kdb) para quaisquer k € K e a,b € A.

Caso o anel K possua unidade, a K-algebra A é um K-mddulo

unitario. Um subanel B de A é dito uma K-subdlgebra de A se B é uma
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K-édlgebra. Lembramos que um homomorfismo de K-dlgebras f : A — B
¢ um homomorfismo de anéis e de K-médulos tal que f(14) = 1p,se 4
e B possuem unidade.

Para a maior parte dos resultados mostrados nesta secao, a K-algebra
A nao possui unidade e quando necessdria a unidade, somos explicitos

no(s) enunciado(s).

Observagao 1.24 Sejam A uma K-algebra com unidade e I um ideal
de A. Entao I é uma K-subalgebra de A. De fato, I é claramente um
subanel de A e notemos que kx = k(1a2) = (kla)x € I, para quaisquer
k € K e x € I. Facilmente, verificamos as propriedades para que I seja
um K-médulo e que k(ab) = (ka)b = a(kb) para quaisquer k € K e
a,b € I, pois as mesmas sido herdadas de A.

Dado x € A, consideramos as multiplicagdes & esquerda e a direita de
Iporz,L,:I—IeR,:I— Idefinidas por L,(a) =zae R;(a) = az,
para todo a € I. Claramente, L, e R, sdo K-homomorfismos que
satisfazem L, (ab) = Ly(a)b, Ry(ab) = aR;(b) e Ry(a)b = aL,(b), para
quaisquer a,b € I. As trés igualdades acima seguem diretamente da

associatividade da K-algebra A.

Definicao 1.25 A dlgebra dos multiplicadores de uma K-dlgebra A € o

conjunto dos pares ordenados
M(A)={(L,R) : L, R sao K-homomorfismos de A},

que satisfazem as propriedades L(ab) = L(a)b, R(ab) = aR(b) e R(a)b =
aL(b), para quaisquer a,b € A. As operagoes em M(A) sao dadas
abaizo:

i) (L,R)+ (L',R") = (L+L',R+ R');

ii) a(L, R) = (aL,aR), para todo o € K;

iii) (L,R)(L',R')=(Lo L', R o R).

Proposicao 1.26 M(A) é uma K-dlgebra com unidade 154y = (14, 1a),
14 € identidade em A.

Demonstragao: A associatividade é clara, uma vez que a composicao

de fungoes é associativa. Para garantirmos que M (A) é uma K-dlgebra, é
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suficiente mostrarmos as seguintes propriedades. Para quaisquer k1, ko €

K, temos

((k1k2) L, (k1ko) R) © (k1(koL), k1 (k2 R))
= kl(kQL, kQR) = kl [kQ(L, R)] e também

(kle) [(L7 R)]

k[(L, R)(L, R)] = [ka (L, R)|(L', R) = (L, R)[ka (L', R'))].

De fato,
k[(L,R)(L',R) = k(LoL R oR)=(k(LoL'), k(R oR))
) (L) o L', R o (k1R)) = (k1 L, k1 R) (L, R
= [M(L,R)(L,R) e
k(L R)(L,R)] = k(LoL',R oR) "™ (Lo(kiL'), (k1R o R)

= (L R)(kL, kR) = (L, R)[k: (L', R)],

em que as igualdades em (x), (xx) e (* * *) sdo devidas aos fatos de
que L,L', R, e R sdo K-homomorfismos. E claro que (I4,14)(L,R) =
(L,R) e (L,R)(14,I4) = (L,R). Portanto, M(A) é uma K-&lgebra com
unidade. [ |

A fim de enunciarmos o préximo resultado, notemos que, para todo
x € A 5 ovpar (L, R;) € M(A), veja a Observacao 1.24, fazendo I = A.
Proposicao 1.27 A aplicagio ® : A — M(A) dada por ®(x) = (L, Ry)

€ um homomorfismo de K-dlgebras.

Demonstracao: De fato, usando que A é uma K-algebra, para quais-
quer z,y,z € A e k € K, temos

Lowy(z) = (@+y)z=wz+yz=La(2) + Ly(2) = (Lo + Ly)(2)
Loy(2) = (zy)z = a(yz) = 2(Ly(2)) = La(Ly(2)) = (La 0 Ly)(2) e
Liz(2) = (kx)z =k(xz) = k(Ly(2)) = (kLz)(2).

Logo, Lyqy =Ly + Ly Lyy = Ly o Ly e Ly, = kL. Analogamente,
Ryyvy = Ry + Ry, Ryy = Ryo R, e Rz = kR,. Portanto, para todo
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k € K e quaisquer z,y € A, temos

®(x+y) = (Laty Roty) = (Lo + Ly, Ry + Ry) = (Lo, Ry) + (Ly, Ry)
= @(2)+ 2(y),
®(zy) = (Lay, Ray) = (Ly o Ly, Ry o Ry) = (Ly, Ry)(Ly, Ry)
= 2(2)2(y)
O(kr) = (Likz,Riz) = (kLy,kR;) = k(Ly, Ry) = k®(x)

e se A possui unidade, entdo ®(14) = (L1, R1) = (Ia,1a) = 1ar(a)-

Logo, ® é um homomorfismo de K-algebras. [ ]

Definigao 1.28 Dizemos que uma K-dlgebra A é ndo-degenerada se
®: A — M(A), definida acima, € injetora.

Notemos que

Ker(®) = {z€A:9(x)=0}={zr€A:L, =R, =0}
= {ze€A:L,(a)=Ry(a)=0, Va € A}
= {r€A:za=0eax =0, Vac A}
= Annh(A) N Annfi(A),

em que Annk(A) é o anulador A esquerda de A em A e Annf}(A) é o
anulador a direita.

Portanto, pelo que foi desenvolvido acima, uma K-algebra A é nao-
degenerada se, e somente se, Ker(®) = Ann i (A) N AnnZ(A) =0 se, e
somente se, para todo 0 # a € A, ®(a) = (Ly, Rq) # 0.

Equivalentemente, uma K-algebra A é nao-degenerada se, e somente
se, para todo 0 # a € A, existe 0 # b € A tal que L,(b) = ab # 0 ou
R,(b) =ba #0.

Mais geralmente, se I é um ideal de A entdo podemos considerar o
homomorfismo de K-algebras, ¢ : A — M (I) dado por ¢(z) = (L4, Rs)

e dai,
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Ker(y) {reA:yY)=0t={z€cA: L, =R, =0}
{reAd:za=axr=0,Vacl}
{reA:za=0cax=0,Yacl}

= Annh(I) N Annf(D),

como acima Annk(I) é o anulador & esquerda de I em A e AnnZ(I) é

o anulador a direita de I em A.

Proposigao 1.29 Seja A uma K-dlgebra. Entdo sdo verdadeiras as
afirmacgoes.

i) ®(A) é um ideal de M(A).

i) ®: A — M(A) é um isomorfismo de K-dlgebras se, e somente

se, A € uma K-dlgebra com unidade.

Demonstragao: i) Sejam z,y € A e (L,R) € M(A). Entao ®(x) —
O(y) = P(x —y) € D(A). Além disso, para todo a € A, temos

(Ly o L)(a) = Lo(L(a)) = 2L(a) € R(z)a = Ly (a) e
(*)

=1L
(Ro R;)(a) = R(R.(a)) = R(ax) = aR(x) = Ry (a),

as igualdades () sdo devidas as propriedades que os multiplicadores
satisfazem, veja Defini¢ao 1.25. Logo, ®(z)(L, R) = (L., R:)(L,R) =
(Ly o L,Ro R;) = (Lg(), Rrx)) € ®(A). Analogamente, podemos
mostrar que (L, R)®(z) € ®(A).

il) Suponhamos que ® : A — M(A) seja um isomorfismo de K-
algebras e por ser M(A) uma K-élgebra com unidade, segue que A é
uma K-algebra com unidade.

Reciprocamente, para mostrarmos que ® : A — M(A) é um isomor-
fismo de K-&lgebras, basta provarmos que ® é uma bijecdo, pois ® é um
homomorfismo de K-algebras, devido & Proposicao 1.27.

Seja (L,R) € M(A). Como A possui unidade (14 = 1), entdo
para todo x € A, temos que L(z) = L(lx) = L(1)x = Lp)(z) e que
R(z) = R(x1) = xR(1) = Rg((x). Logo, L = Lpy e R = Rpq).
Além disso, R(1) = R(1)1 = 1L(1) = L(1).
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Considerando a = L(1) = R(1), segue que ®(a) = (Lq, Ry) = (L, R)
e dai, ® é sobrejetora.

Sejam z € Ker(®). Entao ®(x) = 0 e portanto, (L., R;) = 0.
Logo, Ly(a) = Ry(a) = 0, para todo a € A. Em particular, para
a =14, temos que L,(14) = R.(14) = 0 e isso nos diz que = = 0 e dai,
® ¢ injetora. [ |

Defini¢ao 1.30 Uma K-dlgebra A ¢ dita (L,R)-associativa se, dados
quaisquer dois multiplicadores (L, R), (L', R') € M(A), vale a igualdade
RoL=LoR.

A proposigao que enunciamos a seguir mostra duas condigoes sufi-

cientes para a (L,R)-associatividade.

Proposicao 1.31 Uma K-dlgebra A é (L,R)-associativa sempre que
uma das condigoes abairo € satisfeita.
i) A € nao-degenerada ou

i) A € idempotente.

Demonstragao: i) Sejam (L, R), (L', R’) € M(A) e a,b € A. Entao
R(L'(a))b = L'(a)L(b) = L'(aL(b)) = L'(R(a)b) = L'(R(a))b,

as igualdades acima seguem das propriedades dadas na Definigao 1.25.
Assim, para todo b € A, (R(L'(a)) — L'(R(a)))b =0, isto é, R(L'(a)) —
L'(R(a)) € Ann%(A). Analogamente, podemos provar que R(L'(a)) —
L'(R(a)) € Annf}(A) eisso nos diz que R(L'(a))—L'(R(a)) € Annk(A)N
AnnB(A).

Como A é ndo-degenerada, segue que Ker(®) = Annk(A)NAnnf(A) =
0. Logo, R(L'(a)) = L'(R(a)), para todo a € A. Portanto, Ro L' =
L' o R, isto é, A é (L,R)-associativa.

ii) Sejam aj,as € A. Chamamos a = ajas € A. Entao

R(L'(a)) = R(L'(a1a2)) = R(L'(a1)az) = L'(a1)R(az) = L'(a1R(a2))
= L'(R(aia2)) = L'(R(a)), (¥)
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novamente as igualdades acima seguem das propriedades dadas na Definicao
1.25.

Como A é idempotente entdo, para qualquer ¢ € A, temos que ¢ =
2?21 a;b;, em que a;,b; € A. Com o auxilio do que acabamos de provar

em (x), temos que

(RoL')(e) = Y R((aib) 23 L/(Raib) = (L' 0 R)(Y aiby)
i=1 i=1 i=1
= (L'oR)(c).
Portanto, Ro L' = L' o R e dai, A é (L,R)-associativa. [ ]

No préximo capitulo serd muito importante decidirmos quando os
ideais de uma K-dlgebra A sdo (L,R)-associativos. A proposi¢do que
enunciamos abaixo caminha nesta diregao. Antes, lembremos a defini¢ao

de uma algebra semiprima.

Definigao 1.32 Uma K-dlgebra A € dita semiprima se A ndo possui
ideais nilpotentes nao-nulos, isto €, se I € um ideal de A tal que I™ =0,

para algum n € N, entao I = 0.

Proposigao 1.33 Seja A uma K-dlgebra com unidade. Entdo sdo equiv-
alentes:

1) todo ideal nao-nulo de A € nao-degenerado;

il) todo ideal ndo-nulo de A ou € idempotente ou € ndo-degenerado;

iii) todo ideal nao-nulo de A é nao-degenerado & direita (dizemos que
I é nao-degenerado a direita se, para qualquer elemento nao-nulo a € 1,
al #0);

iv) todo ideal nao-nulo de A é ndo-degenerado d esquerda (definimos
de modo similar com Ia #0);

v) A € semiprima.

Neste caso, todo ideal de A € (L,R)-associativo.

Demonstragao: Para demonstrarmos esta proposicao faremos apenas
as implicagbes ii) = v) = iii) = i), pois o item iii) pode ser substituido

pelo item iv) por simetria e a implicagao i) = ii) é ébvia.
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ii) = v) Suponhamos que A nao seja semiprima. Entdo A possui um
ideal J nao- nulo tal que J® = 0, para algum n € N,n > 1. Claramente,
(JPH2 = J?n=2 C J" = 0 e isto implica que A possui um ideal nao-
nulo I = J* ! tal que I? = 0. Portanto, I ndo é nem idempotente e
nem nao-degenerado, o que é absurdo. Logo, A é semiprima.

v) = iii) Suponhamos que exista 0 # a € I tal que al = 0. Entao
o ideal J = AaA é ndo-nulo, pois A possui unidade. Entretanto, J? =
(AaA)(AaA) = Aa(AAa)A C AalA = 0. Assim, encontramos um
ideal .J de A ndo-nulo tal que J? = 0, o que contradiz o fato de A ser
semiprima.

ili) = i) Seja I um ideal ndo-nulo de A. Entéo, por hip6tese, para
qualquer 0 # a € I temos que al # 0, ou seja, existe b € I tal que

ab # 0 e isto é equivalente a dizermos que I é ndo-degenerado. [ |

Proposicao 1.34 Seja w : I — J um isomorfismo de K-dlgebras.

Entao a aplicacao

p: M) — M(J)
(L,R) +— (mroLom ' moRon 1)

€ um isomorfismo de K-dlgebras.

Demonstracgao: Inicialmente, mostremos que ¢ estd bem definida.
Seja (L,R) € M(I). Claramente, roLom ! :J — JemoRo
71 : J — J sio K-homomorfismos de J, pois sdo a composicio de
K-homomorfismos.

E necessério mostrarmos que o par (moLor~ 1, mo Ron™!) satisfaz

as propriedades dadas na Definigao 1.25. De fato, sejam x,y € J. Entao

(roLon (wy) = n(L{x @) 'y) =n(Lix (@) )
— w(Lr @)y = (moLom )(x)y e

analogamente, mostramos que (71 o Ro 7w 1)(zy) = z (7o Ron 1)(y).

Para y € J, existe z € I tal que 7(2) = y, entao
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(roRom ')(z)y = (roRon ")(z)m(z) =n(R(r"())2)
= m(r 7 (2)L(2)) = wm(L(2)) = e m(L(r ™ ()
)

= x(mroLom™ . (y).

LroRon™t) € M(J). Sejam (L,R),(L',R) €
M(I) e a € K. Entao, para todo a € J, temos que
(ro(L+al)or @) = (ro(L+al’))r (@)
= #(L(rY(a)) + aL'(r—1(a))
= #(L(rY()) + an(L' (17} (2)))
= (moLon ' +a(roL on 1)) a).

Portanto, (roLow™

Logo, mo(L+aL'Yor~! = (mroLor™!)+a(moL’or~1). Analogamente,
mo(R+aR )or ! = (roRom 1) +a(roR or1). Portanto, ¢((L, R)+
a(L',R") = ¢o(L,R) + ap(L', R').

Falta mostrarmos que ¢((L, R)(L', R")) = o(L, R)o(L', R'). De fato,

o((L,R)(L',R")) = p(LoL',R'oR) = (mo(LoL)or ™!, mo(R' oR)or 1)

=(ro(LormtomoLlor Lmo(RortoroR)on!)

LaoRor Y (moL o™t moR o™ 1) = (L, R)p(L', R').

=(roLomw™

Finalmente, mostremos que ¢ é uma bijecao. De fato, seja (L, R) €
M (J). Nao é dificil ver que (7~ toLom, 7~ toRom) € M(I) e claramente,
<p(7r_1 oLom 1 oRom)=(L,R).

Seja (L, R) € Ker(p). Entao 0 = ¢((L, R)) = (moLor~ 1, moRor~1).
Logo,toLom ' =0=moRon ! ecomo7en ! sio isomorfismos,
segue imediatamente que L = R = 0. Logo, Ker(p) =0 e ¢ é injetora.
|
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Capitulo 2

O skew anel de grupo
parcial e a questao da

assoclatividade

Dados um conjunto X e um grupo G é bem conhecida a definigao
de agao parcial de G em X. Tal definicdo apareceu em varias dreas da
matematica como, em particular, na teoria de dlgebra de operadores,
onde mostrou ser uma poderosa ferramenta veja ([1], [3], [4], [5], [10],
[11]). Como o leitor ird perceber, a defini¢do de agdo parcial dada neste
trabalho, que é a definigdo apresentada em [2], é muito geral, uma vez
que temos a acao de G em um conjunto qualquer. Nosso objetivo aqui
é trabalhar com o conceito algébrico de agoes parciais, isto é, ao invés
de um conjunto qualquer, consideramos uma K-algebra A em que K é
um anel comutativo com unidade.

Ao considerarmos uma K-algebra A com o grupo G agindo “parcial-
mente” em A, formamos a K-dlgebra Ax*, G, onde a é uma acao parcial

de G em A, chamada skew anel de grupo parcial.

Nosso principal objetivo neste capitulo é mostrar que, mediante cer-

tas hipdteses, A *, G é associativo e portanto é uma K-algebra como
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dissemos acima.

No que segue, definimos acoes parciais de um grupo G em um con-
junto X. Apresentamos formalmente a definicao do skew anel de grupo
parcial e no Teorema 2.7, provamos a associatividade de Ax,G mediante
a (L,R)-associatividade dos ideais Dy, g € G.

Definimos agora acao global de um grupo G em uma algebra com o
intuito de que o leitor possa perceber que a defini¢cdo de acao parcial é,

de fato, uma generalizagao da definicao de acao global.

Definicao 2.1 Sejam G um grupo, K um anel com unidade e A uma
K-dlgebra. Dizemos que G age globalmente em A se existe um homo-
morfismo de grupos 5 : G — Autg(A), em que Autg(A) € o grupo dos

K-automorfismos de A.

Definicao 2.2 Sejam G um grupo com elemento neutro 1 e X um con-
Junto. Uma agdo parcial de G em X € uma colegdo de subconjuntos D,
de X, com g € G, e bijecoes ag : Dyg—1 — Dy tais que:

i) D1 = X e ay € a aplicagao identidade de X ;

ii) Dgny-1 2 a;l(Dh N Dy-1), para quaisquer g,h € G;

iii) (agoan)(x) = agn(z), para todo x € a; ' (DpND,-1) e quaisquer

g,heqG.

Notemos que se D, = X para todo g € G, entado o é uma acao global
de G em X. Desta forma, podemos dizer que a definicao de agao parcial

é uma generalizacao da definicao de agao global.

Observagao 2.3 1) A condigao iii) nos diz que (apoay-1)(x) = = para
todo x € Dy, e que (ap-10ap)(y) =y, Yy € Dp—1. Assim, agl = Qp-1.
2) As condigoes ii) e iii) nos dao que agy, é uma extensao de a0 vy,
isto é, Ayn|2(ayoan) = g0 an, em que Z(ayoay) é o dominio da fungao
ag 0 ap,. Denotando por Z(agp) o dominio da fungéo agp, temos que
P(agoay) = {we€Dp-r:ap(z) € DyNDy}
= a;l(Dh N Dg—l) - D(gh)—l = .@(Oégh),

27



a inclus@o acima segue de ii) e por iii), concluimos que agn é uma

extensao de ag o ayp.

A seguir, mostramos uma definicao equivalente de acao parcial e
que, de fato, acaba por tornar-se mais utilizada no trabalho do que a

primeira.

Proposicao 2.4 As condigdes i), ii) e iii) da Defini¢do 2.2 sdo equiva-
lentes as condigoes:

i) D1 = X ey € a aplicagdo identidade de X ;

ii’) ag(Dgy-1 N Dy) = Dy N Dy, para quaisquer g,h € G;

iii’) ay(an(x)) = agn(r), para todo x € D1 N Dgpy—1 e quaisqer
g,h €G.

Demonstragao: Primeiramente, mostremos que a condicdo ii) pode
ser trocada pela igualdade a;l(Dh N Dy-1) = D1 N Dgpy—1 (), isto
é, mostremos que ii) e iii) implicam (x). Por outro lado, a igualdade (x)
implica obviamente ii).

Temos que ;' (Dy N Dy-1) C D1 e por i), a; (D N Dy-1) C
D gny-1- Logo, a;l(Dh NDg-1) € Dp-1NDgpy-1. Trocando h por ht
e g por gh, segue que a,:,ll(Dh—l N Digny-1) € Dp N Dy-1 e portanto,
Dp—x N Dgpy-1 € ap—1(Dp N Dy-1), mas iii) nos diz que ap-1 = a,:l,
veja Observagao 2.3 e assim, Dj,—1 N Dgp)-1 C o, (DN D,-1) e segue
a igualdade (x).

E claro que i), (%) e iii) implicam i), ii’) e iii’), pois trocando h por
g ' egpor h~! em (%), temos que a;_ll (Dg-1 N Dy) = Dy N Dgyp, mas
a,l = ag por iii) e daf, ay(Dy—1 N Dy) = Dy N Dyp. Além disso,
valendo (x) e iii), segue iii’).

Agora, vejamos que i), ii’) e iii’) implicam i), (*) e iii). Em ii’)
troquemos g por h e h por (gh) ™! e dai, ap(Dp-1NDgpy-1) = DpNDy—1
e consequentemente, temos que Dp-1 N Dgpy-1 = a;l(Dh N Dy-1).
Assim, valendo () e iii’) segue iii). |

No que segue, X = A em que A é uma K-dlgebra e para todo g € G,

Dy é um ideal de A e ay : Dy-1 — Dy é um isomorfismo de anéis.
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, . . . 12 ~
No caso em que a K-algebra A possua unidade, os ideais D,'s sao K-

subélgebras de A e 0s ay’s sao isomorfismos de K-algebras.

Definigao 2.5 Dada uma ag¢do parcial o de um grupo G em uma K-
dlgebra A, o skew anel de grupo parcial A ., G, correspondente a acdo

parcial « € o conjunto de todas as somas formais finitas

Ax, G = Zagég:ageDg ,
geG

em que 59'3 sao simbolos que indicam a “posicao” dos elementos na
soma. A adigdo € a usual e a multiplicacao € dada por (agdy)(brdn) =

ag(ag-1(ag)bn)dgn, para quaisquer g,h € G.

Proposigao 2.6 O skew anel de grupo parcial A %o, G € um K-mddulo
cuja a agdo € dada por k(Y- cq agdy) = >, cq(kag)dy, para todo k € K
e deG agdy € Axq G. Além disso, para quaisquer x,y € Ax, G e
k € K, vale que k(zy) = (kx)y = x(ky).

Demonstragao: Sejam z,y € A x, G e ki1,ks € K. Entao z =
>gec Qg0g € Y =D g bgdy. Portanto,

(k1 +k)e = (k1 +k2) (O aghy) =Y (k1 + ka)ag)d,

geG geG
Y S (hay + koag)dy =k S agdy + ks 3 agd,
geG =tel geG
= kix+ kom,

ki(z+y) = k’l(z agdy + Z bydg) = kl(Z(CLg + bg)dg)

geG geG geG

= Z(]ﬁ(ag +bg))dg el Z(klag + k1bg)dg

geG geG

= k1Y agly+ki Y byl =kiz+ kyy,

geqG geG

29



(kiko)z = (kika) (D agdy) = Y ((kika)ag)d,

9eG 9€C
(*;*) Z(kl(kzag))§g =k Z(l@ay)ég = k1(k2 Z agég)
geG 9eG g9ec
= kl(ka)7

em que as igualdades em (x), (xx) e (x * x) sdo devidas ao fato de que
D, (Vg € G) é uma K-élgebra e portanto, um K-mdédulo.

Suponhamos que = = a4dy e y = bpdy, em A x, G. Entéo

k((agdy)(bndn)) = k(ag(agfl(ag)bh)‘sgh):(kO‘g( ~1(ag)bn))dgn
— ay(ag-1 (kag)bn)on = (Kag)d,)(budh)
= (k(agégn(bh(sh)a

k((agdg)(bndn)) = k(ag(ag—1(ag)bn)dgn) = (kog(ag-1(ag)bn))dgn

—

(g (k(crg-1 (ag)bn)))dgn 2 (g (g1 (ag) (kb1)))dgn
= (ag0y)((kbn)dn) = (agdy)(k(bndn)).

Usando a linearidade segue que k(zy) = (kz)y = x(ky) para todo
k € K e quaisquer x,y € A *, G. As igualdades acima sdo devidas aos
fatos de que os D,'s sdo K-dlgebras e os ay's sdo K-isomorfismos. A

igualdade () segue do fato de que A é uma K-élgebra. [ |

O skew anel de grupo parcial A, G nem sempre é associativo. Mais
a frente exibimos um exemplo que mostra este fato. No entanto, sob
certa condicao é possivel mostrar que A *, G é associativo, isto é o que

veremos no proximo teorema.

Teorema 2.7 Se A é uma K-dlgebra e o uma ac¢ao parcial de um grupo
G em A tal que cada Dy € (L, R)-associativo, entdo o skew anel de grupo

parcial A xo G € associativo.

Demonstragao: Claramente, A *, G é associativo se, e somente se,
(adpbdy)cdy = adp(béycdy) (%), para quaisquer h,g,f € G, a € Dy,
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be Dy ece Dy. Temos que
(adnbdg)cdy = (an(an-1(a)b)dng)(cdy)
= ang(Qpg)—1 (an(a-1(a)b))c)dng) -

Como ap-1(a) € Dp-1 e b € Dy, segue que ay-1(a)b € Dp—1 N Dy,
pois Dy-1 e Dy séo ideais de A. Portanto, aj(ap-1(a)b) € ap(Dp-1 N
Dy) = Dj, N Dy, esta ultima igualdade é decorrente da condigao ii’).
Usando iii’), segue que

a(ng)-1(an(an-1(a)b)) = ag-1p-r(an(an-1(a)b))
= ag-i(ap-(an(ap-1(a)b)))
= ag-1(ap-1p(ap-1(a)b))
= ag-1(ap-1(a)b).

Logo, (adnbdy)cdy = ang(ag—1(ap-1(a)b)c)dpg) . Aplicando iii’) a
esta tiltima igualdade, temos que a(pg)-1 (ap(ap-1(a)b)) = ag-1(ap-1(a)d)
e assim, ag-1(ap-1(a)b) € Dy-1 N D(pq)-1. Usando este fato, segue de
iii’) que

(a5h659)05f = ozhg(ozgq(ozhfl(a)b)c)é(hg)f
= aplaglag-1(ap-1(a)b)c))dmg) ;-

O lado direito da igualdade (x) é
adp(bdgcdy) = (adn)(ag(ag-1(b)c)ogr) = Oéh(Oéh—l(a)Oég(Oég—l(b)C))(;h(gf).
Portanto, A x, G é associativo se, e somente se,

an(ag(ag-1(an-1(a)b)c))dng) s = an(ap-1(a)ag(ag-1(b)c))dngr)-

Como G é um grupo, é ébvio que h(gf) = (hg)f e por ser «, injetora,

segue que A *, G é associativo se, e somente se,

aglag-1(ap-1(a)b)c) = ap-1(a)ag(ay-1(b)c), Vae€ Dy, be Dy e
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cE Df‘
Sendo ay,-1 : D, — Dp,—1 um isomorfismo, ay,-1(a) “percorre” todo

Dj,-1 e assim a condicao acima é equivalente a
ag(ag-1(ab)c) = ang(ag-1(b)c), para quaisquer a € Dy-1, b€ Dy e

¢ € Dy. (xx)
Se h = f =1entao Dy = Dy = Ae Ax,G é associativo se, e somente
se, (xx) vale para quaisquer g € G, a,c € A e b € D,. Claramente, (k)

é equivalente a
(g © Re o g 1) 0 La)(b) = (La o (g 0 Re o ay1))(b)

para todo b € Dy, g € G e quaisquer a,c € A.
Consideremos R, um multiplicador a direita de Dg-1 e L, um mul-

tiplicador & esquerda de D,. Como oy : D,~1 — Dy é um isomorfismo

g
de K-algebras segue, da Proposigao 1.34, que aygo R.oay-1 : Dy — D,
¢ um multiplicador & direita de Dy. Sendo cada Dy (g € G) um ideal
(L, R)-associativo temos que (ago Rcoag-1)oL, = Lgo(agoRcoay-1)

e dai, A *x, G é associativo. [ ]

Em vista da Proposic¢ao 2.6 e do teorema acima, segue que A *, G é

uma K-algebra com unidade 1497 em que 14 é a unidade de A.

Corolario 2.8 Se o € uma ag¢do parcial de um grupo G em uma K-
dlgebra A tal que cada Dy (g € G) ou € idempotente ou € nio-degenerado,

entao o skew anel de grupo parcial A x, G € associativo.

Demonstragao: Como cada D, ou é idempotente ou é nao-degenerado
entdo, pela Proposicao 1.31, cada D, é (L, R)-associativo. Pelo Teorema

2.7, temos que A *, G é associativo. [ ]

Definigao 2.9 Uma K-dlgebra A é dita fortemente associativa se, para
qualquer grupo G e para qualquer a¢do parcial o de G em A, o skew

anel de grupo parcial A x, G € associativo.

Corolario 2.10 Uma K-dlgebra semiprima é fortemente associativa.
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Demonstracgao: Sejam A uma K-ilgebra semiprima, G um grupo e
« uma agdo parcial de G em A. Entdo, pela Proposi¢ao 1.33, cada
ideal D, (g € G) da élgebra A ou é idempotente ou é ndo-degenerado.
Pelo Corolédrio 2.8, A %, G é associativo e portanto, A é fortemente
associativa. ]

O exemplo que segue nos mostra que nem sempre o skew anel de

grupo parcial é associativo.

Exemplo 2.11 Sejam K um corpo e A um K-espaco vetorial de di-
mensao quatro com base {1,u,t,v}. Definimos a multiplicacdo em A

2=l =tP=w=vu=tu=ut =0, tv =0t =

da seguinte forma u
uela=al=a,VaceA.

Claramente, A é uma K-dlgebra de dimensdo quatro. Sejam G =
<g 1g? = 1> e I o ideal de A gerado por v, isto é, I = AvA = Av, pois
A é comutativa.

Agora, notemos que I é um K-subespago de A gerado por u e v. De
fato, seja x € I. Entao x = (a1+asu+tasgt+asv)v = aqv+asu € Ko+Ku.
Por outro lado, dado z € Ku + Kv temos que * = kju + kv com
k1, ks € K. Obviamente, kov € I e como u =tv € Av=1edal, v € I.
Logo, I = Ku + Kuw.

Definimos D; = A, a; : A — A a aplicagdo identidade em A,
Dy=1=Dy1eay:1—1Iporay(r)=agkiu+kw) =kv+ kau.
Como G é um grupo de ordem 2 e {1,u,t,v} é base de A, as condigdes
para que o = ({A,1},{c1,y}) seja uma acdo parcial sdo facilmente
verificadas.

Mostremos que A*, G = Ad; ® 1, nao é associativo. De fato, basta

considerarmos x = td; + udy. Logo,

(t61 + udy) (t01 + udg)) (t61 + udy)

161101 + t01udg + udgtdr + udgudy) (t61 + udy)

= (£201 4 tudy + ay(vt)dy + ag(vu)dy) (t61 + udy)
(ag(u)dg) (t01 + udg) = (vdy) (t01 + udy)

= Wi, td + véyud, = ay(ut)d, + ay(u®)s; = 0.

(zx)x =

(
(
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Por outro lado,

z(xzx) = (o1 +udy) ((t01 + udg) (td1 + udy))
= (t51 + U(Sg) (t51t51 + t51u5g + U59t51 + uéguég)
(t61 + udy) (vdg) = td1v04 + udgvdy

= udy.
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Capitulo 3

Acoes envolventes

Iniciamos este capitulo com um exemplo, o qual mostra que, dada
uma acdo [ (global) de um grupo G em uma K-dlgebra B, é sempre
possivel construir uma acao parcial « e, neste caso, dizemos que « é uma
restricao de . Sendo assim, uma pergunta que naturalmente ocorre é:
dada uma acao parcial a é sempre possivel construir uma unica agao
(global) 3 tal que /69|D971 = ay? Se isso ocorre, dizemos que 3 ¢ a
envolvente para a agao parcial a.

A fim de enunciarmos o teorema que fornece uma resposta sobre a
existéncia e a unicidade para (3, precisamos desenvolver alguns conceitos
que sao muito utilizados em sua demonstracao, ou seja, precisamos dizer
quando uma agao parcial a é uma restricao admissivel de (3, definir o

que significa duas acoes parciais o e o’ serem equivalentes.

Exemplo 3.1 Sejam G um grupo, B uma K-dlgebra com unidade e A

um ideal de B. Suponhamos que G age em B por K-automorfismos

8: G —  Autg(B)
g +— p4:B— B.

Devido a Observagao 1.24, concluimos que A é uma K-dlgebra. Con-

sideremos D, = A N 3,(A) para todo g € G e a4 a restrigdo de G, a
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Dy-1. Entao a = ({Dg} e » {ag:Dyr — Dg}geG) é uma agao parcial
de G em A.

De fato, como A ¢é um ideal de B e 3, ¢ um K-automorfismo de
B segue que, para cada g € G, (4(A) é um ideal de B. Portanto,
Dy = ANpy(A) é um ideal de A.

Além disso, para cada g € G, D, é de fato uma K-édlgebra. Para
cada x € Dy e k € K, temos que kxz € A, poisx € A e A é uma K-
algebra e kx € [4(A), pois x € G4(A) e fy é K-automorfismo. Logo,
kx € AN By(A) = Dy.

Mostremos que ag(D,-1) C Dy. Seja € Dy-1. Entdo oz € A e
z € fB4-1(A). Como ag = fy|p,_, segue que fy(z) € By(A) e que
Bg(x) € By(By-1(A)) = A. Assim, ay(x) = By(x) € AN By(A) = D,.

Agora, provemos que para cada g € G, ag : Dyg-1 — Dy é um
isomorfismo de K-dlgebras. E claro que oy ¢ um K-homomorfismo de
algebras injetor.

Dado y € D, = ANB,(A), segue que existe z € A tal que y = G4(x).
Dai, B,-1(y) =x € ANBy-1(A) = Dy-1 e ag(x) = B4(x) = y. Portanto,
ag é sobrejetora. Concluimos que a4 ¢ um isomorfismo de K-algebras.

Vamos mostrar que « satisfaz as condigoes i), ii’) e iii’) da defini¢ao
de agao parcial.

De fato, a condicao i) é claramente satisfeita pela forma como « estd
definida. Para a condicdo ii’), vejamos que ay(Dy-1 N Dy) = Dy N Dy
para quaisquer g,h € G. Sejay € Dy N Dyy,. Entao y € Dy e y € Dyp,.
Como y € Dy e oy é um isomorfismo existe z € D -1 tal que ay(x) = y.
Mas y € Dy, = AN Byn(A) e isso implica que y = a4(x) € Bgn(A) =
B¢(Brn(A)). Sendo ay a restrigao de 34 a Dy-1, concluimos que x € (5, (A)
e como = € A, segue que x € AN Br(A) = Dj. Logo, y = ay(x) com
x € Dyg-1 N Dy e portanto, Dy N Dyp C ag(Dg-1 N Dy).

Sejay € ag(Dy-1NDy). Entdo existe x € Dy—1 N Dy, tal que ay(x) =
y. Como y = ay(z) € Dy = AN By(A) segue que y € A. Além disso,
como z € Dy, e aj é um isomorfismo, existe z € Dy-1 = AN G,-1(A) tal
que an(2) = 2. Como y = ay (@) = ag(an(2)) = By(Bn(2)) = Byn(2) €
Bgn(A). Logo, y € Dy, e como y € D, segue que y € Dy N Dgy,. Donde,
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ag(Dg-1 N Dy) C Dy N Dpy.

Para a condic8o iii’), é necessario mostrarmos que (og 0 ap)(z) =
agn(r) para todo € Dyp—1 N Dgpy-1. Seja x € D1 N D(gpy-1. Entdo
x € Dp-1 e x € Dgpy-1. Afirmamos que ap(x) € Dy-1. De fato,
como r € Dgpy-1 e agpy-1 é um isomorfismo, existe z € Dy, tal
que T = oqgn)-1(2) = PBgn)-1(2) = Bp-1(84-1(2)). Logo, Bu(z) =
Bg-1(2) € Byg-1(A). Sendo que x € D1 e ap = Bulp, .,
ap(z) = Br(x) € By-1(A). E claro que ap(z) € A. Assim, ap(x) €
AN By-1(A) = Dg-1. Portanto, para todo x € Dj-1 N D(gpy-1, pode-
mos escrever ag () = Byn(w) = By(Bu(x)) = By (an()) = aglan (@) =
(ag 0 an) ().

segue que

A acao « construida no exemplo acima € dita uma restricao de 3 a
A. A partir de agora, temos interesse em saber sob quais circunstancias
uma dada acao parcial pode ser obtida, a menos de equivaléncia, como
uma restrigao de uma agao global.

Seja B; a subélgebra de B gerada por |J (34(A). Pode ocorrer que
geqG
B seja diferente de B e, como B; ¢ invariante com relacao a (3, isto é,

Bq¢(B1) C By para todo g € G, podemos construir uma acdo parcial «
que é a restricdo de 8 a Bj.

Seria razoavel pedirmos que B fosse igual a B; e, neste caso, dizemos
que « é uma restricao admissivel de (. Definimos abaixo agoes parciais

equivalentes.

Definicao 3.2 Dizemos que uma agio parcial « = ({Dg}gea, {ay
Dy — Dgy}lgeg) de um grupo G em uma K-dlgebra A é equivalente
a uma agdo parcial o/ = ({Dg}eec,{ay : Dy-y — Dglgec) de um
grupo G em uma K-dlgebra A’ se existe um isomorfismo de K-dlgebras
o : A — A tal que, para cada g € G, as sequintes condi¢des sao
satisfeitas:

1) ¢(Dg) = Dy;

ii) (oziq o)(x) = (poay)(r) para todo x € Dy-1.

Definicao 3.3 Uma acdo 8 de um grupo G em uma K-dlgebra B € dita
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ser uma a¢ao envolvente para a a¢do parcial o de G em uma K-dlgebra

A se a € equivalente a uma restrigdo admissivel de B a um ideal de B.

Em outras palavras, uma a¢ado # de um grupo G em uma K-édlgebra
B é dita uma agao envolvente da acao parcial o de G em uma K-algebra
A se existe ¢ um isomorfismo de K-algebras de A em um ideal de B tal
que, para todo g € GG, as seguintes propriedades sao satisfeitas:

i) p(Dg) = ©(A) N By(p(A)) = Dy;

ii’) (Bg 0 @)(x) = (¢ o ag)(x) para todo x € Dy-1;

iii’) B é gerada por |J B4(¢(A4)).
geG
O problema ¢ decidir quando ou nao uma agao parcial a possui uma

acao (global) envolvente 3.

Proposicao 3.4 Se 3 € uma ag¢do de um grupo G em uma K-dlgebra
B a qual é uma acgao envolvente para a acdo parcial o de G em uma K-
dlgebra A entdo A+, G pode ser mergulhado em B3 G. Em particular,

A x, G € associativo.

Demonstracao: Como (3 é acao envolvente para a entao existe um
isomorfismo de K-dlgebras ¢ de A em um ideal de B. Vamos denotar a
acao parcial equivalente a o por 3, que é a restricao admissivel de 3.
Para todo = € D,-1, temos que (84 0 p)(z) = (@ o ay)(z).

Definimos ¢ : Ao G — B g G por (Y agdy) = Y plag)d,.
geG geG
Vamos mostrar que ¥ é um homomorfismo de anéis e de K-modulos.

De fato, sejam z,y € A%, G e k € K. Entdo z = ) a4d, e y =
geG
> bydy e dai,

geG
Yty = w(z agdg + Z bydg) = 1#(2(% + bg)dg)
geG geG geG
= Z plag +bg)dy = Z(‘P(ag) + ¢(bg))dg
9eG geqG
= Z p(ag)dy + Z p(bg)dg = () +P(y).
S geq

Para mostrarmos que 1 é multiplicativa, basta verificarmos que
Y(agdgbndn) = P (agdy)(bndy) para quaisquer g, h € G. De fato,
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Plaghgbndn) = lag(ag-1(ag)bn)dgn) = p(ag(ag-1(ag)bn))dgn
= (poag)(ag-1(ag)br)dgn = (Bg © p)(ag-1(ag)bn)dgn
= Bylp(ag-1(ag))e(br))dgn = By((By—1 0 ©)(ag)e(bn))dgn
= By(Byg-1(p(ag))p(bn))dgn = ¢(ag)dgp(bn)on
= p(agdg)h(bndn)

e finalmente,

Ylha) = Pk ag6y) =v(D _(kag)ds) = plkag)d,

geG geG geG
= kY plag)dy = kip(x).
geG

Mostremos que ¢ é injetora. De fato, seja x € Ker(¢). Entdo © =

> agge(x) = ) p(ag)d, =0. Como BxsG = P D,d,, segue que
9geG geG geqG
cada elemento de B *3 G é escrito de forma tnica. Portanto, ¢(ay) =0

para todo g € G e isso nos diz que a; = 0 para todo g € G, pois ¢ é

injetora. Logo, x = ) a4d, = 0.
geG

Finalmente, provemos que ¢(14)01 = lyas,q)- De fato, seja x €

P(A o G). Entdo z = ) ¢(ay)d, e portanto,
g€’

p(la)drz = @(1A)§1(Z plag)dy) = Z(‘P(lA)él)(@(ag)ég)

geG geG
= Y BilBip(1a)p(ag)dy = Y p(1a)p(ag)d,
geG geG
= Z p(ag)dy
g€eG
2p(1a)01 = () elag)dg)e(1a)di =Y ((ag)dy)(p(14)1)
geG geG
= D BBy ((ag))p(14))8g = > @lag)By(p(14))d,
geG geG
3T By(0(be)) By 01403y = S By(plby)9(14))3
geG geG
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= Z Be(p(bgla))dy = Z Bg(p(bg))dg = Z p(ag)dg
9eG rge] geG

A igualdade (x) é devido ao fato de que ¢(Dy) = ¢(A4) N By(¢(A4)),
isso significa que, para cada g € G, ¢(ag) = B4(p(b,)) para algum
by € A.

Logo, ¥(1461) = ¢(14)d1 = ly(as.q)- Assim, ¥ : Axq G — (A x4
G) é um isomorfismo de K-élgebras. Para mostrarmos que A *, G é
associativo é suficiente mostrarmos que B *g G é associativo. De fato,

sejam ag40g4, bpop,c.0, € B *g G. Entao

(agbgbndn)c.0. = Bg(Bg-1(ag)bn)dgnc.d.
= Bgn(Bgn)-1(By(Bg-1(ag)bn))c=)dgn)=
= Bg(Bg-1(ag)bn)Bgn(cz)dg(nz)
= By(By-1(ag)bnBn(cz))dg(nz)
= ay6y(bnBn(c:)on-)
= ag6y(Bn(Bn-1(bn)c:)dnz)
= ay04(brdnc.0;).

Assim, completamos a prova. [ |

Pelo Exemplo 2.11 nem todo skew anel de grupo A, G é associativo
e portanto podemos concluir que nem toda agao parcial o admite uma

acao envolvente .

Observagao 3.5 Sejam A uma K-dlgebra e I um ideal de A com unidade
1; de I. Entao 1; é um idempotente central de Ae I = 1;A4 = Al;.

De fato, 1 é claramente um idempotente e, para qualquer a € A, al;
e 17a estdo ambos em [. Além disso, al; = 1;(aly) = (17a)l; = 1ja,

para todo a € A e isso nos diz que 17 é central em A.

Lema 3.6 Seja A uma K-dlgebra que é uma soma (ndo necessaria-
mente direta) de um nidmero finito de ideais em que cada ideal é uma

K-dlgebra unitaria. Entdo A € uma K-dlgebra unitdria.
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Demonstragao: Usando o processo de induc¢ao no nimero de soman-
dos, é suficiente mostrarmos para o caso em que A =1+ J em que I e
J sao ideais de A com unidades 1; e 1; respectivamente. Seja a € A.

Entao a =x+y com z € I e y € J. Portanto

a(ly +1;—171;) = (z+y)(1r+1;—171y)
= zlr+al;—2(1;15) +ylr +yly —y(lrly)
= z+zl;—xl;+ylr+y—yls
= Tr+y=a.

Analogamente, (1; +1; — 1;1;)a = a, para todo a € A, e isso nos diz
quelA=1[+1J—111J. |

Enunciamos agora o teorema que fornece uma condicao necessaria e

suficiente para a existéncia de uma acao envolvente.

Teorema 3.7 Seja A uma K-dlgebra unitdria. Entdo a agdo parcial o
do grupo G em A possui uma acdo envolvente 3 se, e somente se, cada
ideal Dy (g € G) € uma K-dlgebra unitdria. Além disso, B (se existir)

€ unica, a menos de equivaléncia.

Demonstragao: Suponhamos que exista 5 a agdo envolvente de « e
p de A em um ideal de B um K-isomorfismo de dlgebras que nos dé
a equivaléncia correspondente. Pela definicao de uma agao envolvente
temos, para cada g € G, que ¢(Dgy) = @(A) N By(¢(A)) é um ideal de
B, pois ¢(A) e B4(v(A)) sao ideais de B. E claro que ©(Dy) é uma
K-subdlgebra de B, pois ¢ e 34 sdo K-homomorfismos de algebras e A
é uma K-algebra.

Afirmamos que ¢(14)84(¢(14)) € ©(A) N Bg(¢(A)) é a unidade de
@(Dy). De fato, seja y € ¢(Dy). Entao y = p(a) = B4(p(b)) para alguns
a,b € A. Portanto,
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(p(1a)Be((1a))y = (@(1a)Be((14)))Be(0(b))

(La)(By(p(14))By(0(b)))

= p(14)By(p(1a)p(b))
(14)Bq(e(

(
14)By(p(b)) = (1a)p(a) = ¢(a) = y.

(v(1a))
(v(1a))

1a

I
S

Analogamente, y(p(1a)Bq(¢(1a))) = y. Logo, ¢(Dy) é uma K-
algebra unitdria e isso nos diz que Dy ¢ uma K-algebra unitédria.

Agora, facamos a reciproca. Sendo D, uma K-algebra unitaria,
segue pela Observagao 3.5 que, para cada g € G, existe 1, um idempo-
tente central em A tal que D, = 1,4 = Al,.

Consideremos F = F(G, A) a K-dlgebra das funcoes de G em A com
as operagoes dadas por (f + h)(z) = f(z) + h(z) e (fh)(z) = f(x)h(z),
Va € G. Além disso, para todo k € K e para qualquer f € F, (kf)(x) =
kf(x),Vx € Gelr:G— Adadapor 1g(z) =14, Yz € G, é a unidade
de F. Definimos

B: G —  Autg(F)

g — Blg=06: F F
f

= (Be(f)(h) = flg~*h), h€G.

Mostremos que (3 estd bem definida, ou seja, 8, € Autx(F). De fato,
para quaisquer fi, fo € F e para todo k € K temos

By(fr+ () = (fr+ f)(g7'h) = filg™ h) + falg™'h)
= (Ba(F))(h) + (Ba(f2))(h) = (By(f1) + By(f2))(h)

e isso nos diz que B4 (f1 + f2) = By(f1) + B4(f2), também

Bg(frf2))(h) = (fif2)lg™"h) = fi(g~'h) f2(g~"h)
= (By(f1))(R)(By(f2))(h) = (By(f1)By(f2))(h)
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e portanto, Bq(f1f2) = Bg(f1)By(f2). Finalmente, para todo k € K,

(By(kf))(R) = (kfi)(g~ h) = kfi(g~"'h)
= k(By(f1)(h)) = (kBy(f1))(h)
para todo h € G e dai, B4(kf1) = kBy(f1) e claramente, B4(17) = 1£.

Mostremos que 8 é uma acao de G em F. De fato, sejam f € F e

h € G. Entao para quaisquer g, gs € G, temos

((Blarg2))(NN)(h) = (Borgs(F))(h) = Fg3 " (g7 ")) = (Bea (F))(g™"h)
= (B9 (B () (R) = (B, © Bg,)(f))(R)
= ((Blg1) 0 B(g2))(f))(R),

e portanto, 8(g192) = B8(g1) o 5(g2).

Claramente, para cada g, h € G, o idempotente central 1,15 de A é
a unidade da K-dlgebra Dy N Dy, e portanto, DygN Dy, = 141, A. Sendo «
uma agao parcial, a igualdade agy(Dgy-1 N Dy) = Dy N Dy, implica que

Olg(lg—llh) = lglgh~ (31)

Para cada a € A, obviamente al, € D, e podemos definir

p: A — F
a — ¢la): G — A
g = (p(a))lg) = ag-1(aly).

Afirmamos que ¢ é um monomorfismo de anéis. Sejam a,b € A e
h € G. Entao

(p(a+0))(h)

ah—1((a + b)lh) = ah—l(alh + b].h)
ap-1(alp) + ap-1(bln) = @(a))(h) + (£ (b)) (h)
(p(a) + ¢(b))(h).
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Logo, p(a +b) = ¢(a) + ¢(b). Também,

(#(a))(h) (2 (b)) (h) = ap-1(aln)ay-1(b1n)

= ap1(alpbly) = ap-1(abl?) = a1 (ably)

(p(ab))(R).

(p(a)p(b))(h)

Assim, ¢(a)p(b) = p(ab).

Seja a € Ker(y). Entao ¢(a) = 0. Logo, (¢(a))(g) = 0 para todo
g € G, em particular, para g = 1 (neutro de G). Assim, 0 = (¢(a))(1) =

ay(aly) = a e isso implica que Ker(¢) = {0} . Donde, ¢ é injetora.

Claramente, ¢ : A — ©(A) é um isomorfismo de anéis. Além disso,
observemos que ¢(14) = 1,4) € que ¢ é um homomorfismo de K-
médulos. De fato, Vk € K, temos que ((kp(a))(h) = k((¢(a))(h)) =
k(ap-1(aly)) = ap-1(k(aln)) = ap-1((ka)ly) = ¢(ka)(h) e isso implica
que kip(a) = p(ka).

Consideremos B a subdlgebra de F gerada por |J B4(¢(A)). Prove-

geG
mos que a restricao de 8 a B é uma acao envolvente para «. Denotamos

tal restricao por (.

Primeiramente, verifiquemos a condigéo ii’) da Defini¢ao 3.3, isto é,

para todo & € Dy-1, (By 0 )(x) = (¢ 0 ag)(x).

De fato, para quaisquer g,h € G e qualquer a € D,-1, temos
((Bg 0 9)(@))(h) = (p(a))(g~'h) = ap-1g(aly-1p) €
((poag)(a))(h) = (plag(a))(h) = an-1(ag(a)ln).
Portanto, a condigdo ii’) é satisfeita se, e somente se,
ap-1g(alg-1y) = ap-1(ag(a)ly). (3.2)
Como aly-1, € Dyg-1 N Dy-1}, (a € Dy-1), podemos separar oy,-1,
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no lado esquerdo da igualdade acima e obtemos

Oéh—lg(alg—lh) = ahq(ag(algflh)):oth(ozg(algfllgflh))
= ap-1(ag(a)ag(1y-11,-14)) 2 apor (ag(a)lyln)
= ap-1(ag(a)ln),

em que (*) segue da igualdade (3.1).

Agora mostremos que ¢(Dgy) = ¢(A) N By(p(A)) para todo g € G,
que é a condicao 1').

Sefa y € (A4) N f,(p(4)). Entio y = p(a) = ,((b)) para alguns
a,b € A Temos que (¢(a))(1) = (3,((8))(1) que é equivalente A
a = (p(b)(g7") = ag(bly-1) € Dy. Portanto, y = ¢(a) € p(D,) e
P(A) N By(p(A)) € p(Dy).

Seja y € @(D,). Entdo y = ¢(a) para algum a € D,. E claro que
y = vla) € o
temos que

A). Consideremos b = «a,-1(a) e para qualquer h € G

(By((0)))(h)

() (g~"h) = (plag-1(a))(g~"h)

Oéh—lg(ag—l (a)lgflh) = ahflg(agfl (a)lgfl 1g—1h)

—~
*
Z

= ah—l(ag(ag—l(a)lg—llg_lh))
= api(aay(lyily1n) == apoi(alyly)
= op-1(alp) = (e(a))(h),

em que (k) e (xx) sao devidas, respectivamente, as igualdades em (3.2)
e (3.1).

Logo, y = ¢(a) = By(p(b)) € By(p(A)) e portanto, p(Dy) C p(A) N
Bq(p(A). A condicao iii’) é claramente satisfeita.

Com o objetivo de provarmos que 3 é uma acao envolvente para
o, mostremos a seguir que ¢(A) é um ideal de B. E claro que op(A) é
subanel de B e portanto, devemos provar que, para quaisquer y € p(A)
e z € B, temos que yz e zy pertencem & p(A).

Sendo B a subélgebra de F gerada por |J B4(¢(A)), podemos es-
geG
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crever z = . fg,(¢(a;)) em que a; € A e y = ¢(b) para algum b € A.
g, €G

Assim, zy = 3 By, (p(ai))p(b) e yz = 3 ¢(b)By,(p(a:)) e desta
g:€G gi€G

forma, é suficiente provarmos que, para quaisquer g € G e a,b € A,

Be(p(a))p(b) e o(b)By(p(a)) pertencem & o(A).

Para todo h € G, temos

(Bg(p(a))p(b))(h) = (By(e(a))(h)(e(b))(h)

= (@) (g~ h)((b))(R)
alg—1p)op-1(bly)
alg-1p)lp-141p-10p-1(b1p)
alg-1p)op-14(1g-1,1g-1)0p-1(b1y)
alg-1p1g-1)ay,-1(bly)

(
(
(%) (
(
(alg-11g-1p)ap-1(b1n)

= apyla
=" ap-1(ag(alg-1)lp)ap-1(b1s)
= ap-1(aglaly—1)1,bly)

= ap-1(agalg-1)bly)

= (plaglaly-1)b))(h),

em que (%) e (xx) sdo devidas as igualdades (3.1) e (3.2) respectiva-
mente. Portanto, f,(¢(a))e(b)) = ¢(ag(aly,-1)b)) € ¢(A). Analoga-
mente, mostramos que yz € ¢(A). Logo, p(A4) é um ideal de B.

Vamos mostrar que § é tnica, a menos de equivaléncia, ou seja, se
B é acao de G em uma K-dlgebra B’ e, além disso, é uma envolvente
para «, entao existe um isomorfismo de K-algebras ¢ : B’ — B tal que

as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1) ¢(¢'(A) N By(#'(A))) = p(A) N By(p(A)) para cada g € G em que

¢’ : A — B’ é o monomorfismo correspondente & 3';

i) (¢ 0 fg)(x) = (By 0 ¢)(x) para todo x € ¢'(A) N G(#'(A)).

Denotaremos a restricao de 8’ que é equivalente & « por 3/ mesmo.
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Sendo 3" a envolvente para «, segue que B’ é gerada por |J 3;(¢'(4))
geG

S
e isso nos diz que dado = € B’, entdo v = ) 3, (¢'(a;)) com g; € G e
i=1
a; € A.

Definimos ¢ : B" — B por ¢(3,(¢'(a))) = B4(p(a)) e estendemos
linearmente, isto é, qb(z B, (¢'(a;))) = iﬂgl( (a;)). Vejamos que ¢

i=1 i=1
estd bem definida, ou seja, se Z By, (#'(ai)) = 0 entao Z By, (p(ai)) =
0. -
Temos, para todo h € G, que ) 3 (¢'(a:))B,(#'(a)) = 0. Apli-

i=1

cando f3) _, segue que Z Bl-1,,(¢'(a:))¢'(a) = 0. Como ¢'(A) é um

ideal de B’, entao ﬁh 1y ( "(a;))¢’(a) € ﬁh 1g (LP/(A))WPI(A) = <P/(Dh*1gqa) =

(p/(Alh—lgi).
Claramente, ¢'(15-14,) é a unidade de ¢'(Alj,-1,,). Assim,

/

B (@)@ @) = By,

(@' (ai)¢' (@)@’ (1n-14)
Br-14,(#"(ai))¢’ (Ln-14:) ¢ (a)
Bh-1g,(¢' (1)) (9" 0 ap-14,)(1-1, )¢ (a)
ﬁh,lgi(go'(al)) ~1g, © @l)(lgi—lh)@/(a)
= By, (' (ai)¢ (1-1,,))¢' (a)
B, (061, 1)) a)

= (Bhorg, 09 )ail -1,)¢ (a)
= (¢ oap-1, _)(ailgiflh)go’(a)
= ¢(ap- 1g, (a1 i—1h)a)7

—~
*
~

(
By

em que as igualdades (x) e (**) sdo devidas & condigao ii’) da definigao de
agao envolvente. De maneira similar, mostramos que 3,14, (¢(a;))p(a) =

oap-1g4, (ailgi—lh)a). Assim,
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0 Zﬁh 1 a;))¢' (a) :Z@l(ahfl (allgflh)a)

@/(Z Qp-1g, (ai]‘gi_lh)a)'
i=1

Como ¢’ ¢ injetora, entao Z ap-1g,(ail 1) )a = 0. Aplicando ¢ em
i=1 9s
ambos os lados da igualdade temos

0 = Zahl a;l flh Zsﬁahl ail *1;1))

= Zﬁh—lgi(man)(@(a)).

Aplicando 3}, na igualdade acima, vem que 0 = > B3, (¢(a;))Br(p(a)),

=1
para quaisquer a € A e h € G. Concluimos que o elemento Y B, (¢(a;))
i=1
anula cada S (¢(A)).

Seja By asubdlgebra de B gerada por |J 8y, (¢(A)). Entao > G, (¢(ai)) €

i=1

i=1
S
By e, pelo Lema 3.6, B; tem unidade 1p,. Logo, > B4 (v(a;)) =
i=1
S
> Bg.(p(a;))1p, = 0, pois 1p, é escrito como uma soma (finita) de

elementos que sdo anulados por Z Bg: (0(as)).
i=1

Portanto, ¢ : B’ — B estd bem definida. De maneira similar, é
possivel mostrar que ¢’ : B — B’ dada por ¢'(8,(v(a))) = B;(¥'(a))
estd bem definida.

Claramente, ¢ é linear. Para k € K e z € B’, escrevemos © =

gﬁ’i(@'(ai)) e dalf,
P(kx) = ¢(kZﬂ;i(<ﬁ/(az‘))) = ¢(Z KBy, (#'(ai)))
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Donde, ¢ é K-linear e obviamente é sobrejetora. Assim, ¢(1p/) = 1p,

pois para todo y € B, ¢(1p)y = ¢(1p)d(x) =) ¢(1p) = d(a) = y e

da mesma forma, y¢(lp/) = y; a igualdade (%) se deve ao fato de que
sendo ¢ sobrejetora, y = ¢(x) para algum z € B’ e (xx) se deve o fato

de que ¢ é multiplicativa, abaixo mostramos este fato.

Para concluirmos que ¢ é um homomorfismo de K-dlgebras, resta

provarmos que ¢(8;(¢'(a))B;, (¢’ (b)) = ¢(8;(¢'(a))) (8, (¢’ (b))). Va-
mos identificar A com sua imagem em B e em B’ omitindo desta forma
¢ e ¢'. Mostremos que ¢(3;(a)B;, (b)) = B4(a)Bn(b).

De fato, como A é um ideal de B, entao para qualquer z € G, temos
que 3,(A) é também um ideal de B. Portanto, para quaisquer a,b € A,
aB.(b) € AN, (A) = D,. Como D, tem unidade 1., temos

aﬂz(b) = ]-zaﬂz(b) = ﬂz(ﬂz—l(lza)b) = ﬂz(az_l(]-za)b)'
Portanto,

Bg(a)Bn(b) = Bg(aBy-1n(b)) = By(Bg-1n(an-14(1g-1,a)b))
= ﬁh(ahflg(lgflha)b) (*)

Analogamente, 3 (a)B;, (b) = B} (ap-14(1g-14a)b) (**). Assim,

¢(6(’](G/)6;L(b)) = ¢(ﬁ/@(ah*1g(1g*1ha)b)) = ﬁh(ah“g(lg*ha)b)
()
= Be(a)Bn(b) = ¢(Bg(a)) (5 (b)).
Finalmente, é imediato que ¢ o ¢’ = Idg e ¢’ o ¢ = Idp: e dai, ¢
é um isomorfismo de K-élgebras. Devemos verificar as condigoes i) e

ii) da definicdo de agdes parciais equivalentes. A condicdo i), isto é,
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¢ injetora segue que ¢(¢'(A) N Gy (¢'(A))) = ¢(¢'(A)) N (54 (¢'(A))) e
célculos simples mostram que ¢(¢'(A)) = ¢(A) e que ¢(By(¢'(A))) =
B4(¢(A)), para todo g € G.

Agora, a condicdo ii). Seja z € ¢'(4) N B _.(¢'(A)). Entao z =

o(¢" (A)N B, (9" (A))) = p(A) N By(p(A)), Vg € G é imediata, pois sendo
) =

By-1(¢(a)) para algum a € A e assim,

(@oBy)(x) = (¢08,)(By-1(¥'(a))) = d(By(By-1(¢'(a)))
= 0(¢'(a)) = ¢(a) = By(By-1(¢(a)))
= ﬂg(¢(

By-1(#'(a)))) = (B © ) (By-1(#'(a))
)(x)
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Capitulo 4

O contexto de Morita

para acoes parciais

O principal objetivo deste capitulo é construir, explicitamente, o
contexto de Morita para os anéis A, G e Bxg G, em que o é uma agao
parcial de um grupo G em uma K-dlgebra A e (3, B) é a agdo envolvente
para tal acdo parcial a. Além disso, mostraremos que os anéis A x, G
e B x3 G sao Morita equivalentes.

A fim de mostrarmos os resultados acima, faremos um estudo sobre
o contexto de Morita. Apresentamos exemplos onde construimos tal
contexto para familiarizar nao somente o leitor, mas principalmente, o
proprio autor deste trabalho sobre este assunto.

Mostramos um teorema importante de Morita tal que para seu de-
senvolvimento, sao apresentados uma série de defini¢oes e resultados que
aparecem ao longo das duas primeiras secoes deste capitulo, justificando
assim a existéncia das mesmas.

Neste capitulo, M é um R-mdédulo a esquerda, por isso escrevemos
apenas M um R-mddulo ficando subentendido que é & esquerda. Deno-
tamos por R-Mod a categoria dos R-mddulos & esquerda e naturalmente,
Mod-R a categoria dos R-médulos a direita. Para quaisquer R-mddulos

a esquerda M e N, denotamos o grupo abeliano dos R-homomorfismos
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de M em N por Hom(M,N).

As definicoes e resultados deste capitulo sao baseados principalmente
em [2] e [12], mas sdo bibliografias auxiliares importantes [7], [8], [13] e
[14].

4.1 Geradores em R-Mod

Iniciamos esta secao definindo um R-mddulo gerador da categoria R-
Mod e fazemos observagoes decorrentes de tal definigdo. Apresentamos
o ideal trago de um R-médulo M, cuja utilidade é caracterizar quando

um R-médulo é um gerador de R-Mod.

Definicao 4.1 Seja M um R-mddulo. Dizemos que M € um gerador de
um R-mddulo N se existe um conjunto de indices I e um epimorfismo
de R-médulos 1 : MD) — N. M € dito um gerador de R-Mod, se M

gera qualquer modulo em R-Mod.

Observagao 4.2 i) O anel R é um gerador de R-Mod, pois todo médulo
é imagem homomérfica de um médulo livre, veja Corolario 1.9.

ii) Seja f : M/ — M um epimorfismo de R-médulos. Se M é um
gerador de R-Mod entao M’ também o é. De fato, seja N um R-
modulo. Como M é um gerador, existe um conjunto de indices I e um
epimorfismo de R-médulos ¢ : M) — N. Definimos ¢ : M’ — M)
por (3 ,crxi) = Y ;cr f(%:) e como f é um epimorfismo, segue que ¢
também o é. Logo, 1o ¢ : M'D) — N é um epimorfismo de R-médulos
e isso nos diz que M’ é um gerador de R-Mod.

iii) Seja M um gerador de R-Mod. Se N é um gerador de M, entao
N é também um gerador de R-Mod, veja ([14], p.109).

O préximo lema é 1til no sentido que o mesmo nos diz quando
um moédulo é um gerador de R-Mod, além de ser importante para a
demonstracao do Teorema 4.14. Para fazé-lo, definimos o ideal trago de
um R-médulo M e precisamos da seguinte observagao. No que segue,
M* = Hom(M, R).
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Observagao 4.3 Seja M um R-médulo. Entdo M* é um R-mdédulo a
direita com a agao dada por (fr)(z) = f(x)r, para quaisquer f € M*,
r € Rex € M. Mostremos que fr € M*, para quaisquer f € M* e
r € R. Sejam 1,70 € M e r’ € R. Entao

(fr)(zr+mx2) = flzr+x2)r=(f(z1) + f(22))r = flo1)r + f22)r
(fr)(@1) + (fr)(z2) e

(fr)(r'ay) = f(r'z)r = (' f()r = r'(f(20)r) = r'((fr)(21)).

Finalmente, para quaisquer r1,73 € Re f € M*, temos

(f(rire))(@) = f(@)(rire) = (f(2)r1)re = ((fro)(@))r2 = ((fri)re)(2),

para todo © € M. Logo, f(rir2) = (fri)rs. As demais condigoes para

que M* seja um R-médulo a direita sao facilmente verificadas.

Definigao 4.4 Seja M um R-mddulo. O ideal tragco de M em R é

definido como

k
Tr(M,R) = {Zfle kJGNszMeszM*}

i=1

Na verdade, Tr(M,R) é um ideal de R. Sejam z € Tr(M,R) e
r € R. Entdo xz =Y., fi(z;) comz; € M e f; € M*. Dali,

Zfl x;) —Zsz z;) Zfz ra;) € Tr(M,R).

=1 =1

Também,

Zfz ;) T—Zfz xz"”—z fir)(xi) € Tr(M, R),

pois fir € M*, para todo i € {1,2,---,s}.

Lema 4.5 Seja M um R-mddulo. Sao equivalentes:
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i) M é um gerador de R-Mod;
ii) Tr(M,R) = R;

iii) R € imagem homomdrfica de M™, para algum n € N.

Demonstragao: i) = ii) Basta mostrarmos que R C Tr(M, R), pois
Tr(M,R) é um ideal de R. De fato, como M é um gerador, existe um
epimorfismo 1 : MY) — R, para algum conjunto de indices I. Assim,
existe ) . ;@ € MWD tal que Y(> ;e i) = 1. Consideremos, para
cada i € I, a inclusdo canonica p; : M — MU e dai, op; : M — R é

um elemento de M*. Portanto, dado r € R, temos que

r = rl= rw(z x;) = rw(z pi(i)) = T(Z(i/f o wi)(wi))

icl iel iel
= 2(1/1 o p;)(ra;) € Tr(M, R).
iel

Logo, R C Tr(M, R) e dai, R =Tr(M, R).

ii) = iii) Como Tr(M,R) = R, existem n € N, f; € M* em; € M
tais que > i, fi(m;) = 1. Seja g : M™ — R dada por g(>_, vi) =
iy fi(yi). Mostremos que g é um epimorfismo de R-médulos. Clara-
mente, g € um homomorfismo de R-médulos, pois cada f; o é.

Agora, seja r € R. Entao z = ZZL:I rm; € M™ e portanto,
n n n

g(z) = Q(Z rm;) = TQ(Z m;) = TZ film)) =rl=r.
i=1 i=1 i=1

iii) = i) Sendo R imagem homomérfica de M) para algum n € N,
segue que existe um epimorfismo de R-médulos 1 : M(™ — R e isso
significa que M gera o R-mddulo R. Como R é um gerador de R-Mod,

entdo M também o é, veja Observacao 4.2 iii). [ ]

4.2 Contexto de Morita

Agora, apresentamos a definicio de um contexto de Morita. Na

proxima segdo, é construido um tal contexto para os anéis A *x, G e
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B x5 G. Entretanto, antes do contexto parcial, apresentamos exemplos
como os anéis de matrizes cujas entradas nao sao necessariamente anéis
e um outro exemplo no qual trabalhamos um pouco mais com o anel
de endomorfismos de M e com o R-médulo a direita M™*, para ambos é

construido um contexto de Morita.

Definicao 4.6 Um contexto de Morita é uma séxtupla (R, R', M, M’ 1,
7') em que R e R’ sdo anéis, M ¢é um (R, R')-bimddulo, M' é um
(R', R)-bimddulo e as fungées T : MQp M' - Ret : M'@pM — R’
sa@o homomorfismos de bimddulos tais que os sequintes diagramas co-

mutam

I T’ Iy QT
Mop M &g M 225 Mop R M @g Mop M 2252 M @ R

J{T@)II\/I ldn iTl@IM' lwi
W ¥y

R®r M ’ M R Qp M' ——— M.

A comutatividade dos diagramas é equivalente as igualdades i, o
I @7T) =10 (1®@In) e oIy ®T) =10 (17 QIy), em que
1, e, Y] e Yk sdo os isomorfismos candnicos.

No exemplo a seguir, temos por objetivo a construcao de um contexto
de Morita. Para isso, consideramos R e T" anéis, M um (R, T")-bimédulo
e M’ um (T, R)-bimddulo.

Exemplo 4.7 Definimos o conjunto

M
A= & = rom creRmeMteTem e M ;.
M T m ot

Primeiramente, queremos introduzir em A uma estrutura de anel.
Definimos a soma de dois elementos de A como a soma componente a
componente. Ja para o produto, sao necessarias a existéncia de duas
aplicacoes f: M x M’ — Re g: M x M — T tais que para quaisquer

dois elementos de A tenhamos
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reomy re ma \ [ rmire+4 f(mi,my)  rime +mats

my mh  to miry + tym) g(mf, ma) + tity

Para que A seja um anel, é necesséria a verificagao das propriedades
distributiva (& direita e & esquerda) e a associativa. Veremos, no en-
tanto, que tais propriedades sao validas se as fungoes f e g satis-
fazem determinadas condicoes que serdo dadas a seguir. As demais

propriedades para que tenhamos um anel sao facilmente verificadas.

Sejam z,y, z € A. Entao

rL mq o Mao r3  ms
Tr = , Y = e z= .
m’l tl m’2 tg mg t3

Desenvolvendo os cdlculos para z(y + z) e xy + 2z, obtemos

w(y+2)=<i Z)

em que a = r1(ra+73)+ f(m1, mh+mj), b = ri(ma+mg)+mq(te+t3),
c=my(ra +13) +t1(mh+mh) e d=g(mi,ma +mg) +t1(ta +t3) e

al b/
Ty +x2 = oo ,

em que a’ = ri(re +r3) + f(m1,mb) + f(my,m%), b = ri(ma +m3) +
my(ta +t3), ¢ = mi(ra+r3) +t1(mh+mb) e d = glmi,ma) +t1(t2 +
t3)+g(m}, m3). Assim, concluimos que z(y+2) = xy+zz se, e somente
se,

f(mlvmé +mé) = f(mlamé) + f(mlvmé) €
g(mllva + mB) = g(m/lva) +g(mllvm3)'

Analogamente, concluimos que (z + y)z = xz + yz se, e somente se,
f(my +mg,mz) = f(my,m3) + f(ma,m3) e
g(my +miy,m3) = g(m},ms) + g(ms, ms).
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Logo, f e g sdo funcoes aditivas em cada componente e mediante

esta propriedade de f e g, temos que z(yz) = (zy)z se, e somente se,
r1f(ma,my) + f(mi, mors) + f(ma, tamy)

= f(my,my)rs + f(rimg, my) + f(myta, my),
g(m', ramg) + g(my, mats) + t1g(my, ms)
= g(mira, m3) + g(timay, m3) + g(my, ma)ts,
mig(my, msg) = f(my, my)ms e m} f(ma, ms) = g(m}, ma)ms,

para quaisquer m; € M, m; € M',r, € Ret; € T, parai=1,2,3.

Tendo em mente as quatro igualdades acima, podemos dizer que se
as fungoes f e g satisfazem as condigoes abaixo, para quaisquer m € M,
m' e M',re ReteT, entao vale a associatividade. As condigoes sao

as seguintes:
f(m,tm’) = f(mt,m),rf(m,m) = f(rm,m’) e f(m,m)r = f(m,m'r),
g(m’,rm) = g(m/r,m), tg(m',m) = g(tm’,m) e g(m’, m)t = g(m’, mt),
zg(m/,m) = f(z,m)m e yf(m,m’) = g(y,m)m’, Vo € M e Vy € M'.

Claramente, f e g sao T-balanceada e R-balanceada, respectiva-
mente. Assim, definimos os homomorfismos de grupos 7 : M@rM' — R
et : M Qg M — T tais que Totr = f e 7ot = g, em que
L MxM - MrM e : M x M — M ®p M sio as balanceadas
canonicas.

Nestas condigoes, M @7 M’ é um R-bimddulo com as agoes dadas
por r(m®m’) =rm®m' e (m @ m')r = m ® m’r, para todo r € R.
Também, M'®@p M é um T-bimdédulo com as agoes t(m' @m) = tm’@m
e (m' @ m)t =m’ ® mt, para todot e T.

Agora, mostremos que 7 e 7’ sdo homomorfismos de R-bimddulos e

T-bimddulos, respectivamente. Sejam m € M, m' e M',re ReteT.
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r(rime@m’)) = 7(rmem’)=70lrm,m’)) = f(rm,m’)

= rf(m,m")=r((tov)(m,m)) =rr(mam),

T(memr) = t(mem'r)=7{'(m,m'r)) = f(m,m'r)

= f(m,m)yr=((rot)(m,m))r=1(mem)r,

'(t(m' @m)) = 7(tm’ @m)=7"(/({tm',m)) = (7" or)(tm',m)
= g(tm',m) =tg(m',m) = t((7" o ') (m", m))

= tr'(mem’)e

(m'@m)t) = 7' (m' @mt)=7"(/(m',mt)) = (7" o) (m', mt)
= g(m';mt) = g(m’,m)t = ((v" o /) (m/,m))t

= 7'(m @m)t.

Agora, verifiquemos a comutatividade dos diagramas da Definigao

4.6. De fato, sejam my,mg € M e m’ € M'. Entao

(1o @7))(m1@m @ma) = Yi(my @7 (m' @my))
= m7'(m' @my) =mig(m’,ms)
= f(mi,m)ma =7(m1 @ m")my

= (Yoo (r®In))(m @m @ms).

Logo, o primeiro diagrama da Defini¢do 4.6 comuta. Analogamente,
mostramos a comutatividade do segundo diagrama. Portanto, con-

cluimos que (R, T, M, M’,7,7") é um contexto de Morita.

A proposicao que enunciamos a seguir é ttil para provarmos o préximo

lema.

Proposicao 4.8 Sejam R, S e T anéis, M um (R, S)-bimddulo e N
um (R, T)-bimddulo. Entao Hom(M,N) é um (S, T)-bimddulo com as
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acgoes dadas, respectivamente, por (sf)(z) = f(xs) e (ft)(z) = f(a)t,
para quaisquer s € S, t €T, x € M e f € Hom(M, N).

Demonstragao: Primeiramente, verifiquemos que sf e ft estdo em
Hom(M,N), para quaisquer f € Hom(M,N), s€ S et € T. De fato,
dados z,x’ € M e r € R, temos que

(sNz+a) = [f(z+a")s) = flxs+2's) = f(xs) + f(a's)
= (sf)(x) + (sf) (@),

(sf)(rz) = f((rz)s) = f(r(zs)) = rf(zs) = r((sf)(2)),
(fO+2) = fle+at=(f(2)+ @)t =fla)t+ )
(ft)(@) + (fE)(2') e
(ft)(rz) = f(ra)t = (rf(z))t = r(f(x)t) = r((ft)(@)).

Agora, sejam s1,82 € S, t1,ta € T e f € Hom(M,N). Entao, para
todo z € M,

((s152)f)(2) = f(a(s152)) = f(ws1)s2) = (s2f)(ws1) = (s1(s2f)) ().
Logo, (s182)f = s1(s2f). Também,

(f(tata))(2) = (f (2))(trt2) = (f(2)t1)t2 = ((ft1)(@))t2 = ((ft1)t2)(2)
e assim, f(t1t2) = (ft1)t2. Além disso,

(s1(ft1))(x) = (ftr)(ws1) = fzsi)ty = ((s1.) (@)t = ((s1f)t2) ().

Donde, s1(ft1) = (s1f)t1. E imediato que 15f = f e flp = f, para
qualquer f € Hom(M, N), assim como as demais propriedades para que
Hom(M, N) seja um (S, T)-bimédulo. [ |

Como foi dito na introdugao deste capitulo, para quaisquer R-mddulos
a esquerda M e N, Hom(M,N) é um grupo abeliano. No caso em que

N =M, Hom(M, M) é um anel, chamado anel dos endomorfismos de
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M, que denotamos por End(M). A soma é definida pontualmente e a
multiplicacao é a composicao de fungoes.

Dado um R-médulo a esquerda M, é possivel introduzir em M uma
estrutura de End(M)-médulo a direita, definindo para quaisquer x € M
e f € End(M), a agdo zf = (x)f, isto é, escrevemos (x)f ao invés de
f(@).

Portanto, a composta de quaisquer duas fungdes f,g € End(M) é
escrita como (x)(f o g) = ((x)f)g.

Lema 4.9 Sejam R um anel, M um R-mddulo ¢ esquerda, R' = End(M)
e M* = Hom(M,R). Entio M é um (R, R')-bimddulo e M* é um
(R', R)-bimddulo.

Demonstragao: Mostremos que M é um R’-mdédulo & direita com a
agao dada acima. De fato, sejam x € M, r € Re f1, fo € R'. Entao

z(fio f2) = (x)(f10 f2) = ((x) fr) f2 = (xf1) fo,

2l =(@)lp =(@)y=xe

(rz)fi =r((@)f1) =r(xf1).

Logo, M é um (R, R')-bimddulo e como R é um R-bimédulo segue,
da proposicao acima, que M* é um (R’, R)-bimédulo cujas agdes sdo

dadas como na referida proposicgdo, fazendo S = R’ ¢ T = R. ]

No préximo exemplo, construimos um contexto de Morita para os
anéis R e R' = End(M).

Exemplo 4.10 Sejam M um R-médulo, R’ = End(M) e M* = Hom(M, R).
Pelo lema anterior, M é um (R, R’)-bimédulo e M* é um (R', R)-
bimoédulo.

Definimos ¢ : M x M* — R por ¢(z, f) = f(z). Afirmamos que ¢ é
R’-balanceada. Claramente, ¢ ¢ aditiva em ambas componentes e, para

quaisquer x € M, f € M* e r' € R’, temos que
()
ear', f) = flar') = (' f)(x) = oz, 7' f),
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a igualdade (%) segue do fato de que M* é um R’-mdédulo & esquerda.
Portanto, existe um tnico homomorfismo de grupos 7 : M @ M* — R
tal que 7(m ® f) = p(m, f) = f(m), para quaisquer m € M e f € M*.
E facil ver que M ®pr M* é um R-bimddulo cujas agoes a esquerda e a
direita s@o, respectivamente, r(m® f) =rm® fe (m® fir =m® fr,

para quaisquer 7 € R, m € M e f € M*.

Mostremos que 7 é um homomorfismo de R-bimdédulos.

T(rm® f)) = 7(rm® f) = p(rm, f) = f(rm) =rf(m) = re(m, f)
= rr(m®f)e

((me f)r) = 1(me fr)=p(m, fr)=(fr)(m) = f(m)r = p(m, f)r
= 7(m® f)r.

Definimos ¢’ : M* x M — R’ tal que a agdo de ¢'(f,x) em M

satisfaz a seguinte igualdade

yy'(f,x) = () (' (f,x)) = 7(y ® f)z, para todo y € M.

Mostremos que, com esta igualdade, ¢’ é R-balanceada. De fato,

sejam f € M* m € M er € R. Entao, para todo y € M, temos

W@ (frm) = ryefrmZ cyeHrm 'Sy fHem)

= (W' (f,rm)),

e assim, ¢'(fr,m) = ¢'(f,rm). A igualdade (x) é justificada pelo fato
de 7 ser um homomorfismo de R-bimddulos e (x*) segue do fato de que
M é um R- médulo. Assim, existe um tinico homomorfismo de grupos
7' M*®@rM — R’ tal que 7/(f@m) = ¢'(f,m), para quaisquer f € M*
em e M. E facil ver que M* ®r M é um R’-bimddulo com as acoes a
esquerda e & direita dadas, respectivamente, por r'(f @ m) =r'f @ m e
(f@m)r' = f @ mr', para quaisquer ' € R', me M e f € M*.

Mostremos que 7/ é um homomorfismo de R’-bimdédulos. De fato,
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sejam f € M* x € M e a € R'. Entao, para todo y € M, temos

(T (a(fe) = @' (af®) = af2)="Hyeaf)
= 1(ya® flz = (ya)(¢'(f,2) = (Y)o)(7'(f ® 7))
= W(ao(T(fe ).

Logo, 7/ (a(f ® x)) = ao (r'(f ® z)). Também,

WEF(fon)) = G ©ra) = @) (f.2a)
= 1o NHea)? ry® fHra
— (W@ (f,0)a = (W) (f ©)))
— (P (foa)ea)

a igualdade (%) vem do fato de que M é um (R, R’)-bimédulo.

Portanto, 7 ((f ® x)a) = 7/(f ® x) o @. Agora, mostremos a comu-
tatividade dos diagramas da Definicao 4.6. De fato, sejam z,y € M e
f,g € M*. Entao

oIy )Nyefer) = hyer(fer)=yr(fe)
= (W' (fer) = ()
= 7y flz=v(r(y® f) @ 2)
= (po(t@Iu))y® fox) e
(o=@ 1)(fRr@g)(y) = Wi(fer(z®9)))(y)
frz®g)(y) = fy)r(z®9)
= fWg(z) =7y fg(z)
= g(r(y® fz) = g(y¢'(f,2))
= g (fo2) 2 (@ (fo2)9)y)
= (yo(r@In))(f@2®9))(y),

(¥
(

em que (x) segue do fato de que M* é um R’-mdédulo & esquerda, veja
Proposicao 4.8. Dai, (R, R', M, M*,7,7") é um contexto de Morita.

62



4.2.1 Um teorema de Morita

Como dissemos no inicio deste capitulo, além de construir um con-
texto de Morita para os anéis A *, G e B *g G, gostarfamos de mostrar
que tais anéis sdo Morita equivalentes. Para esta ultima afirmacao, é
necessario apresentarmos mais algumas definigoes e resultados, um deles
é um resultado fundamental de Morita.

O teorema de Morita apresentado nesta subsecao pode ser encon-
trado em ([12], Theorem 4.1.17, p.472-474) e aqui esclarecemos ao leitor
que, embora apenas a afirmagao v) deste teorema seja usada em nossa
préxima secao para a questao da equivaléncia de Morita para anéis, faze-
mos cinco de suas seis afirmagoes, devido a importancia de tal resultado
e também por interesse do aluno em entender sua demonstragao.

Para o que segue, ¥ e Z sao categorias, o leitor interessado pode
consultar ([7], p.12; [8], p.468 e [13], p.423).

Definigao 4.11 Sejam F e G funtores de € em 2. Uma transformagdo
natural n: € — 2 € uma funcao que associa a cada objeto C em € um
morfismo ne : F(C) — G(C) em 2 de maneira que para todo morfismo
f:C —C" em ¥ o sequinte diagrama comuta

P(C) - F(C)

ac) YL o).

Se, para cada objeto C' em %, nc é um isomorfismo, dizemos 1 é
um isomorfismo natural ou uma equivaléncia natural. Se existe uma
equivaléncia natural entre os funtores I’ e GG, os mesmos sao ditos nat-

uralmente equivalentes e escrevemos F = G.

Definigao 4.12 Duas categorias € e & sao ditas equivalentes se exis-
tem funtores F : ¢ — P e G: D — € tais que I4y = GoF eIy = FoG,
em que Iy e Iy sao os funtores identidade nas respectivas categorias,

isto é, Ig : € — € € tal que Ix(C) = C, para qualquer objeto C' em €
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e, para qualquer morfismo f : C — C' em €, I+(f) = [ e da mesma

forma tem-se Ig.

Na demonstragdo do item v) do teorema a seguir, usaremos forte-
mente as defini¢oes acima. Como o leitor podera constatar, trabalhamos
com categorias bem conhecidas, como a categoria de R-médulos a es-
querda e, neste caso, seus objetos sao os R-mddulos a esquerda e seus
morfismos sdo os homomorfismos de R-médulos a esquerda ou simples-
mente, os R-homomorfismos.

Agora, definimos médulos progeradores. Antes, lembramos que um
mddulo (& esquerda) M é finitamente gerado se existem my, ma, - -+ , Mg
em M tais que M = > 0, Rm;, isto é, para cada m € M, existem
1,72, ,Ts € R, que dependem obviamente de m, tais que m = rymi+

roMmo + - + TsMsg.

Definigao 4.13 Um progerador é um R-mddulo projetivo finitamente

gerado que € um gerador de R-Mod.

Teorema 4.14 Suponhamos que (R, R', M, M’,7,7') seja um contexto
de Morita com T e T’ sobrejetoras. Entdao sao verdadeiras as afirmacoes.

i) M ¢é um progerador em R-Mod e em Mod-R’.

") M’ é um progerador em Mod-R e em R’'-Mod.

i) 7 e 7 sdo isomorfismos (de bimddulos).

iii) M’ e Hom(M, R) = M* sao isomorfos como R-mddulos a direi-
ta.

iv) R' e End(M) sao anéis isomorfos.

v) As categorias R-Mod e R'-Mod sdo equivalentes via os funtores
M®pr e M'®g.

Demonstragao: Inicialmente, observamos que, por serem 7 e 7’ sobre-
jetoras, existem z; € M e x, € M’ parai € {1,2,--- ,n}ey; € M e
y; € M' para j € {1,2,--- ,m} tais que

m

n
Z%@x 227' r;@x)) =1lg et Zy]@)y] :ZT/(Z/;@yj):lR"
1=1 j=1

j=1
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i) Devido ao que notamos acima, podemos definir f : M®™ — R por
FOor my) =30 7(m; ®}). Claramente, f é um homomorfismo de

R-médulos a esquerda, pois 7 é um homomorfismo de R-bimédulos.

Mostremos que f é sobrejetora. Seja r € R. Entao z = Y . rz; €

M®) e flx) = f(zn: ra;) = zn: T(re; @a) =r Zn: T(r; @) =rlg=r.
i=1 ; i=1

i=1

Portanto, R é imagem homomérfica de M (™ para algum n € N e,
pelo Lema 4.5, M é um gerador de R-Mod.

Provemos que 8 = {(y;, f;);1 < j < m}, em que f;(z) = 7(z @ y}),
para todo x € M, é uma base dual do médulo M. De fato, para todo
r € M, temos

m
*

m
r = le/:xZTl(y;(g)yj Z:L"r y]®y] :Z :U®yj

Jj=1 =
= ij yja

aigualdade () segue da comutatividade do primeiro diagrama da Definigao
4.6. Do que foi mostrado acima, claramente M ¢ finitamente gerado e

a projetividade segue do Lema 1.14, uma vez que § é uma base dual de
M.

ii) Para mostrarmos que 7 e 7’ sdo isomorfismos basta verificarmos
a injetividade. Seja x € Ker(r). Entao © = 22:1(% ®2z,) com z € M
ez, € M', para todo k € {1,2,--- I} e T(x) = 22:1 T(2 ® 2p,) = 0.
Logo,

3

k=1 k=1 =1
l n l n
= > (@Y gr@e) =Y Y (%o 57(w; @)
k=1 i=1 k=1 1=1



l n
;Z (zr @7 (2, @ Ti)h) =
k=1 =1

—~
N

MN

(217 (21, @ 1) ® x7)

i=1

=
=1
_

T
3
(-

(T(2 ® 23) 2 @ x7)

b
Il

14

~ |
—

|

S
Il
-

o>~

(> 7(zk ®2p,))Ti @2 =0,

=

em que as igualdades (x) e (x%) seguem da comutatividade dos diagra-

mas da Defini¢ao 4.6. Analogamente, mostramos que 7’ é injetora.
iii) Definimos
v: M — M*
r = P)=¢y,: M — R
m  — P (m)=7(mx).
Obviamente, 1) estd bem definida, isto é, ¥, € M*, Vo € M’, pois

7 é um homomorfismo de R-bimédulos (e portanto, de R-mddulos &

esquerda).

Mostremos que 1 é um isomorfismo de R-mdédulos a direita. De fato,

sejam 1,72 € M’ e r € R. Entao, para todo m € M, temos

(21 4+ 22))(m) = VYoyta,(m) = T(M® (21 + 22))
= 1Mz +mx2) =7(MRx1) +7(M Q x2)
= o, (M) + Yo, (M)p(21) (M) + Y (22)(m)
= (¥(z1) +¢(22))(m)

portanto, ¥ (z1 + x2) = ¥(x1) + ¥(x2) e além disso,

W(xr))(m) = tYgr(m)=7(MmRar) =7(M Q 2)r = Y (M)1

= (Yar)(m) = (P(x)r)(m).

—~
N

Logo, ¥(xzr) = ¢(z)r e a igualdade (*) vem do fato de que M* é um

R-médulo a direita, veja a agao dada na Proposicao 4.8.
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Seja x € Ker(y). Entdo ¢(z) = 0, ou seja, (¢(x))(m) = y(m) =
7(m ® x) = 0, para todo m € M. Logo,

m
*

m
x:lR/I:(ZT/ y]®y] .I—ZT y]®y] :Z yj®x —0
Jj=1

J=1 Jj=1

aigualdade () segue da comutatividade do segundo diagrama da Defini¢ao
4.6. Portanto, 1 é injetora.

Seja f € M*. E ébvio que z = Z;nzl y;f(y;) € M’ e, para todo
z € M, temos

(Y(2))(z) = %(Z)=T(Z®x)=T(Z®Zy§f(yj))

(@i () =D 7(= @y f (y)))

= (

NgE

Jj=1 Jj=1
m m
= ZT(Z®yJ Zf Z®Z/] Z/g)
j=1 j=1
= ) T o) er Y; ®y;))

<.
Il
—

Dai, ¥(x) = f e 9 é sobrejetora. No que foi desenvolvido acima,
usamos o fato de que f € M* e a comutatividade do primeiro diagrama
da Definigao 4.6.

iv) Definimos a aplicagao

p: R —  End(M)

/

o p(r)=pp: M — M

m  —  (m)p. =mr’

O fato de que M é um (R, R’)-bimdédulo, nos garante que p estd bem
definida, isto é, que p,» € End(M), para todo r' € R'.
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Mostremos que p é um isomorfismo de anéis. Primeiramente, veri-
fiquemos que p é um homomorfismo. De fato, sejam 7,75 € R'. Entéo,

para todo m € M, temos

(m)(p(ri +715)) = (M)prqry = m(ry +15) = mr} +mry
= (m)pr; + (m)pyy, = (M)(pry + pry)
= (m)(p(r}) +p(r3)) e
(m)(p(riry)) = (m)pyiry =m(riry) = (mry)ry = (mr})pr,
= ((m)pry)pry) = (m)(p(ry) o p(r5)).
Seja r’ € Ker(p). Entao p(r’) = p» = 0, ou seja, (m)p» = mr’ =0,
para todo m € M. Portanto,

m

m m
= Ty =) T Wey)r =Y T yjeyr) =0
j=1 j=1 j=1

e isto nos diz que p ¢ injetora.
Seja f € End(M). Claramente, r' = 3770, 7'(y; ® f(y;)) € R' e,

para todo z € M, temos

@) = (z)pw—zr—zzlr (y; @ f(1)) =i (Y5 @ f(y3)

. =
= ir(z@yj if (r(z @ 5)y;)

=
= if(zr(y]@)yj ZZT y; ®y;))

=
_ i () @) = F(1m) = F(2),

=

sendo, no que foi feito acima, usados o fato de que f € End(M) e a

comutatividade do primeiro diagrama da Defini¢ao 4.6.

v) Agora, consideremos as categorias ¥ = R-Mod e 2 = R'-Mod.
Para quaisquer N em % e N’ em 2 segue, da Observagao 1.19 i), que
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M' ®@r N e M ®gr N’ sdo objetos de & e de €, respectivamente. Dai,

podemos definir os funtores
F=M®r:4—2e¢ G=M®r :2 — €,

tais que F(N) = M’ ®gr N e G(N') = M ®p N’ e, para quaisquer

R-homomorfismo f : Ny — Ny e R'-homomorfismo f': N; — Nj tem-

Iy
se que F(f) : M' ®r N, w & ®p Nz ¢ um R’-homomorfismo e

G(f") : M ®@p Nj ey ®p Nj é um R-homomorfismo. Podemos

visualizar tal situagao através dos diagramas

M ! Ny Ny ! Ny
o
F G(f'
M on N L M @ N Meop N YL v op N

Com as notagoes ja estabelecidas, para concluirmos a prova, basta
mostrarmos que Iy 2 Go F e que Iy = F o GG, em que os funtores I¢
e I sao como na Definigao 4.12.

Para cada N em €, temos que I (N) =N e (Go F)(N) = M Qg
(M’ ®g N). Definimos

7’]NZN—>M®R/ (M/®RN)

pela composta ¥ o (771 ® Iy) o p, em que ¢ : (M ®@p M') @g N —
M ®@p (M’ ®g N) é o isomorfismo de R-mdédulos & esquerda dado no
Teorema 1.22, ¢ : N — R®pr N é o isomorfismo de R-médulos a
esquerda dado por p(n) = 1g ®n, ¥n € N e 77! é o isomorfismo
inverso de 7, veja ii) acima. Logo, ny é um isomorfismo de R-médulos
a esquerda. Além disso, para qualquer R-homomorfismo f : N; — Nj,

o diagrama abaixo
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I =
N, «(f)=f Ny

lan lnl\’z

M (M’ N M (M N-
Q@r (M ®r ﬂ((TF)()f) Qpr (M'®r No)

é comutativo. Chamamos a atencao para o fato de que
(GoF)(f)=GF(f)=Gn & f) =In ® (In & f).

Agora, provemos a comutatividade do diagrama. Seja n € Nj.

Entao

(v 0 f)(n) = v (f(n)) = (o (17! @ In,) 0 9)(f(n))
= P (1R) @ f(n) = $(Q_mi @ af) @ f(n)
i=1

n

= (D _((zi®a) ® f(n)) Zmz ® (27 ® f(n)),

i=1

por outro lado,

((Inr @ (I © f)) o) (n) = (I @ (L @ £)) (Y 2 ® (2 © )
i=1
D wi @ (@ ® f(n).

=1

1

Portanto, I = G o F. De maneira andloga, mostramos que Iy
Fod. [ ]

4.3 Contexto de Morita e agoes parciais

Nosso principal objetivo nesta secao é retornar aos conceitos e defini¢ées
que foram vistos nos Capitulos 2 e 3, para construir um contexto de

Morita utilizando os anéis A x, G e B g G. Para tal, consideramos
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dois K-submédulos de B %3 G que chamamos M e N, construimos
T:M®ps,g N — AxqGeT : N®a,cM — Bxz G e mostramos
que a séxtupla (A%, G,B*3 G, M,N,7,7") é um contexto de Morita.

Consideramos « uma ag¢ao parcial de um grupo G em uma K-dlgebra
A com unidade e (3, B) a agao envolvente para (a, A) tal que B também
tenha unidade. O leitor ird constatar que, por construgdo, 7 e 7' séo
sobrejetoras e usando o Teorema 4.14 é mostrado que as categorias
A xo G-Mod e B x5 G-Mod sao equivalentes.

Além disso, daqui para frente omitimos o isomorfismo ¢ de A em
um ideal de B, conforme foi visto no capitulo anterior e assim, A é visto
como um ideal de B.

Podemos verificar facilmente que M e N dados por

M= cydgicg€ AVgEG ) e N =3 dydy: dy € By(A), Vg € G
9eG geG

sdo K-submddulos de B #g G.

Proposigao 4.15 Com as defini¢oes acima, M €é um ideal a direita e

N € um ideal a esquerda de B x5 G.

Demonstragao: Sejam cd, € M e bdy, € B g G. Entao
(cdg)(b0n) = Bg(Bg-1(c)b)dgn = cBg(b)dgn € M,

pois ¢ € A e como A é um ideal de B, segue que c¢f3,(b) € A. Portanto,
M é um ideal a direta de B 3 G.
Sejam cdy € N e bdy, € BxgG. Entdo existe & € A tal que c = G4(x).

Assim,
(00n)(cdg) = (b6n)(Bg(x)dg) = Br(Br-1(b)Bg(2))dng = bBng(2)dng € N,

pois Brg(x) € Brg(A) e como Bpy(A) é um ideal de B, segue que
cBrg(x) € Prg(A). Portanto, N é um ideal a esquerda de B %z G.
|

Do resultado acima, M e N podem ser vistos como B *3 G-médulos
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a direita e a esquerda, respectivamente. Na proposi¢ao abaixo, consid-
eramos A #, G como uma subdlgebra de B *g G, conforme Proposicao
3.4.

Proposicao 4.16 Com as defini¢oes acima, (Axo G)M C M e N(Ax,
G) C N, isto é, M e N podem ser considerados como A *, G-mddulos

a esquerda e a direita, respectivamente.

Demonstracao: Sejam bd, € A*, G (b€ D) e ¢, € M. Entao
(bdg)(cdn) = bBy(c)dgn-

Como b € D, C A e A é um ideal de B, segue que bf,(c) € A.
Portanto, (bdg)(cdn) € M.

Sejam cdp, € N e bd, € A%, G (b€ D). Entao existe ¢’ € A tal que
¢ = Br(c"). Portanto,

(c0n)(by) = cBu(B)ng = Bu(c)Bn(B)ong = Bn(cB)ong 2 Bu(arg(x))dng
= Bu(By(@)) = Bag(®)ong € N,

aigualdade () segue do fato de que ¢’b € Dy (pois b € Dy que é um ideal
de A) e como o é um isomorfismo de K-dlgebras, existe x € Dy-1 C A
tal que ag(x) = ’b. Assim, x € A e frg(x) € Brg(A), nos dando que,
de fato, Brg(x)dng € N. ]

Devido as Proposicoes 4.15 e 4.16, concluimos que M é um (A #,
G, BxgQ)- bimédulo e N é um (Bx3G, Ax, G)-bimédulo. Desta forma,

temos a terceira e a quarta componentes do contexto de Morita.

Proposigao 4.17 Seguindo as defini¢oes acima, MN = Ax,G e NM =
B *3 G.

Demonstragao: Sejam bd, € M e ¢, € N. Entao existe z € A tal
que ¢ = By (z). Logo,
(b5g)(c5h) = bﬁg(c)égh = bﬁgh(x)égh € Ax, G,

pois A e B4, (A) sdo ideais de B e isso nos diz que bf,,(x) € ANByn(A) =
Dyp,. Portanto, MN C A x, G.
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Seja ¢ € Dy. Entao ¢ € ap(Dp-1) = Br(Dp-1) C Br(A) e dali,
cdp € N. Claramente, 146, € M e (140.)(cop) = 1acdp, = cdp, € MN.
Como c é arbitrario, segue que A x, G C M N.

Obviamente, NM C B x5 GG. Resta provarmos a outra inclusao.
Sejam g,h € G e ¢c € A. Entao fy(c)dy € N e 1404-15, € M e além
disso,
(ﬁg(c)ég)(l,q(sg—lh) = ﬁg(ClA)(sh = Bg(c)éh.

Como B é gerada por UgeiBg(A), segue que B, € NM e portanto,

Motivados pela proposicao acima, definimos as aplicagoes ¢ : M x
N — Ax,Gporp(m,n) =mnep: NxM — BxgG por ¢(n,m) = nm
que sao, respectivamente, B *3 G e A x, G balanceadas. Portanto,

existem homomorfismos de grupos

T:M@B*ﬁgNﬁA*aGeTl:N@A*agMHB*ﬁG

dados, respectivamente, por 7(m ® n) = mn e 7'(n ® m) = nm.

Como M éum (A%, G, BxgG)-bimédulo e N é um (B3 G, A%, G)-
bimédulo, entdo M ®p.,c N é um A #4 G-bimédulo e N ® 44, M é
um B *g G-bimédulo.

Mostremos que 7 é um homomorfismo de A*, G-bimédulos. De fato,
sejamm € M,n € Ner € Ax,G. Logo,
T(r(m®n)) =7(rm®n) = (rm)n © r(mn)=rr(m®n) e
r(m@n)r) =71(m@nr) =mnr) = (mn)r=7(mn)r,
as igualdades (x) e (**) seguem da associatividade de B *g G. Analoga-

mente, mostramos que 7/ é um homomorfismo de B *3 G-bimédulos.

Para finalizar, mostremos a comutatividade dos diagramas da Defini¢ao

73



4.6. De fato, sejam my,m} € M e ny,n} € N. Logo,

(W1o(Iy@7T))(mi @ny@my) = Yi(m @7 (n1 @m))

ma7' (n1 @ my) = my(nym})

—
*
N

= (miny)m} = 7(m1 ® ny)m}
= Po(r(m1 ®ny) @ m})
= (Yoo (1@ In))(m1 ®ny @my),
Wo(y®m)mem®n) = Yimerim o)
=  m7(mp ®@nf) =ni(min))
=" (mama)ny =7'(n1 ® my)n}
= Py’ (n1 @ m1) @ nh)
= (o (7 ®In)) (1 ®m @n)),

em que () e (xx) seguem da associatividade de B #g G.
Logo, a séxtupla (A %, G,B *g G,M,N,7,7") é um contexto de
Morita. A fim de enunciarmos o ltimo teorema deste trabalho, lem-

bramos a definicdo de anéis Morita equivalentes.

Definigao 4.18 Dizemos que os anéis R e R’ sao Morita equivalentes

se as categorias R-Mod e R'-Mod sdo equivalentes.

Teorema 4.19 Seja o uma ag¢do parcial de um grupo G em uma K-
dlgebra A com unidade e suponhamos que (8, B) seja ag¢dao envolvente
para («, A) tal que B também tenha unidade. Entdo os anéis A x, G e

B xg G sao Morita equivalentes.

Demonstragao: Basta mostrarmos que as categorias A *, G-Mod e

B xg G-Mod sao equivalentes. Pela Proposicao 4.17,
T:M®pu,g N—Axq Ger : N®Qa,a M — Bxsg G

s@o sobrejetoras e o resultado segue do Teorema 4.14 v). ]
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