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Resumo

Nesta dissertação tratamos do estudo da estabilidade de soluções

estacionárias das equações de Navier -Stokes, através dos métodos li-

near e não-linear. Com relação ao método linear, estudamos resultados

fundamentais devidos à Sattinger, que justi�cam o uso desse método

e estabelecem condições su�cientes para a ocorrência de instabilidade.

Em complemento, através do método não-linear (método da energia),

obtemos condições su�cientes para a ocorrência de estabilidade, e conse-

quentemente obtemos critérios universais de estabilidade. Analisamos

também algumas das conexões que existem entre esses dois métodos e

aplicamos estas teorias ao escoamento de Couette.
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Abstract

In this work, we study the stability of steady motions of the Navier-

Stokes equations, through the linear and nonlinear methods. In the

linear method, we study Sattinger's classical result to justify the use

of this method and to provide su� cient conditions for instability. In

addition, through the nonlinear theory (energy method), we studied

su�cient conditions for stability. Finally, we have also analyzed some

of the connections that exist between these two methods and apply

these theories to the Couette �ow.
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Notações

Usamos as seguintes notações neste trabalho:

C : B = CijBij ;

B.u = Bijuj ;

v.B.u = viBijuj ;

∇u =
∂ui

∂xj
;

divu =

n∑
i=1

∂ui
∂xi

;

∆u = (∆u1,∆u2,∆u3);

Re (.) = parte real;

Im(.) = parte imaginária;

Nuc(T ) = núcleo de um operador T ;
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Im(T ) = imagem de um operador T ;

D(T ) = domínio um operador T ;

Ω = conjunto aberto e limitado de Rn;

∂Ω = fronteira de Ω;

R = número de Reynolds;

V = {u ∈ D(Ω)n, divu = 0};

H := VL
2(Ω)n

;

V := VH
1
0 (Ω)n

;

|v|L2(Ω)n = |v|2H =

∫
Ω

vivi dx;

|v|H1
0 (Ω)n = ∥v∥2V =

∫
Ω

∂vi
∂xj

∂vi
∂xj

dx;

Au = Pσ(−∆u) = −∆u − ∇p, para algum p ∈ H1(Ω), sendo que

u ∈ V ∩H2(Ω)n;

Pσ = projeção de L2(Ω)n sobre H;

Lu = Pσ[−
1

R
∆u+ U.∇u+ u.∇U ], u ∈ V ∩H2(Ω)n;
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L∗ = adjunto de L;

Mn = subespaço de H gerado pelas autofunções de L com parte real

menor ou igual do que n;

Nn = complemento ortogonal de Mn em H.

Pn = projeção ortogonal de H sobre Mn;

Ek = projeção ortogonal de H sobre o espaço invariante de A gerado

pelas primeiras k + 1 autofunções;

Fk = I − Ek;

E(t) =
1

2

∫
Ω

u2(x, t) dx;;
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Introdução

O escoamento de um �uido Newtoniano com densidade de massa e

viscosidade constantes ocupando uma região Ω ⊆ R3 ou R2 é modelado

matematicamente pelas equações de Navier-Stokes:

ρ

(
∂v

∂t
+ v.∇v

)
= −∇p+ µ∆v em Ω× (0,∞),

∇ · v = 0 em Ω× (0,∞).

(1)

sendo que v(x, t) representa o campo de velocidade, p(x, t) o campo

escalar de pressão, µ o coe�ciente de viscosidade e ρ a densidade de

massa.

O sistema (1) é obtido através do princípio de conservação de massa

e do princípio de conservação de quantidade de momentum. A este

modelo é necessário agregar informações do escoamento quando t = 0 e

do comportamento do escoamento na fronteira da região considerada.

Em muitos casos é conveniente trabalhar com o sistema (1) em sua

forma adimensionalizada

∂v

∂t
+ v.∇v = −∇p+ ν

LV ∆v em Ω× (0,∞),

∇ · v = 0 em Ω× (0,∞),

(2)
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pois permite o estudo simultâneo de uma classe de escoamentos. No

sistema (2) v(x, t) representa o campo de velocidades do escoamento,

p(x, t) o campo escalar de pressão e ν = µ
ρ o coe�ciente de viscosidade

cinemática, todos adimensionais.

Esta forma adimensionalizada é obtida fazendo a seguinte mudança

de variáveis no sistema:

{t, x, v} −→ {t L
V
,
x

L
,
v

V
},

sendo V uma velocidade característica do �uido e L um comprimento

representativo para Ω.

Denotamos a constante positiva adimensional (LVν ) que surge em (2)

porR e a chamamos de número de Reynolds. Além disso, denominamos

uma solução (v, p) de (1) ou (2) por escoamento/campo básico e no caso

de (v, p) ser independente do tempo, dizemos que o escoamento/campo

básico é estacionário.

Um fato muito curioso ocorre quando dispomos de uma solução das

equações Navier-Stokes. Algumas vezes ela representa o escoamento

observado na natureza e outras vezes, devido às perturbações que todo

escoamento está sujeito, não representa. Assim, torna-se necessário

um estudo a �m de descobrir quando a solução obtida realmente re-

presenta o escoamento real ou quando trata-se apenas de uma solução

matemática das equações.

Para alcançarmos este objetivo, analisaremos o efeito de uma per-

turbação inicial imposta aos campos de velocidade e pressão de uma

solução estacionária(escoamento básico estacionário). Diremos que o

escoamento é estável se os campos de perturbação de velocidade e

pressão, permanecem "pequenos" em qualquer instante de tempo desde
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que a perturbação inicial seja su�cientemente 'pequena'. Em caso con-

trário, diremos que o campo básico é instável. Quando as perturbações

desaparecem com o passar do tempo, diremos que o escoamento básico

é (assintoticamente) estável.

Desta maneira, o estudo da estabilidade de soluções é muito rele-

vante, pois soluções não estáveis, mesmo sendo soluções do sistema

de equações, podem não representar o escoamento modelado pelas

equações. Além disso, a instabilidade do escoamento pode estar as-

sociada à perda de unicidade de soluções (bifurcação), ou a transição a

um comportamento caótico bastante complexo denominado turbulên-

cia.

Osbourne Reynolds, físico e engenheiro hidráulico irlandês (1883),

foi uma das primeiras pessoas a estudar a respeito da estabilidade

hidrodinâmica. Seus experimentos ainda hoje são muito usados, pois

representam muito bem a transição de um �uido estável para um ins-

tável. Nesse sentido Reynolds observou que a passagem da estabili-

dade para a instabilidade ocorria de acordo com o número de Reynolds,

R = UL/ν, dependente de uma velocidade média dimensional, U, de

uma propriedade do �uido denominada de viscosidade cinemática, ν,

e de um comprimento (dimensional) L representativo da região (Ω)

ocupada pelo �uido.

Ainda em sua época foram formuladas várias maneiras de analisar a

estabilidade do escoamento de �uidos. Uma das primeiras abordagens

é a denominada Teoria Linear. Na década seguinte, com o mesmo

objetivo, o próprio Reynolds (1895) e Orr (1907) desenvolveram um

outro método, denominado Método da Energia. Ambos os métodos

serão abordados com detalhes na dissertação.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma:

6



No primeiro capítulo reunimos os resultados básicos de cálculo varia-

cional e análise funcional utilizados. Além disso, apresentamos algumas

propriedades básicas dos espaços utilizados nos capítulos seguintes, e

propriedades de um problema de autovalor auxiliar.

No capítulo 2 abordamos a teoria linear. Trabalhamos com um dos

pilares desta teoria: Um teorema importante de Sattinger, que valida

o uso da teoria linear. Mostramos também que para perturbações su�-

cientemente pequenas e sob algumas outras restrições, a instabilidade

linear implica em instabilidade.

No capítulo 3 tratamos a respeito de um método não-linear para

analisar a ocorrência de estabilidade: o método da energia. Este método

traz condições su�cientes para a ocorrência de estabilidade, indepen-

dendo do tamanho inicial da perturbação.

No capítulo 4 apresentamos algumas das relações existentes entre

as teorias linear e não-linear.

No capítulo 5 consideramos aplicações ao escoamento de Couette:

O escoamento entre dois cilindros in�nitos, concêntricos e em rotação.

Este capítulo foi baseado na monogra�a([10]) de Giovanni Paolo Galdi.

Ressaltamos que nesta dissertação não abordaremos questões de

existência/unicidade para o campo básico do escoamento e para o campo

de perturbações. No caso em que o domínio é limitado, consideramos

que o campo básico (U,P ) existe nos espaços V × L1
loc(Ω)(ver seções

1.6 e 1.7 para as de�nições destes espaços) e satisfazem, no caso n = 3

com f em L2(Ω), a seguinte equação variacional:

(1/R)((u, v)) + b(u, u.v) = (f, v), ∀ v ∈ V,

sendo b(u, v, w) =
∑
i,j

∫
Ω

ui(Divj)wj dx, ((u, v)) =
∑
i

(grad ui, grad uj).

7



Este resultado de existência está provado em ([39], pg. 164). Além

disso, na página 167 da mesma referência, está provado que se n = 2, 3

e (1/R)2 > c(n)∥f∥V′ então o problema tem uma única solução. Nesta

desigualdade c(n) é uma constante (dependente da dimensão n) tal que

|b(u, v, w)| ≤ c(n)∥u∥H1
0 (Ω)∥v∥H1

0 (Ω)∥u∥H1
0 (Ω)∩Ln(Ω).

No caso não-limitado, na mesma referência temos o resultado de

existência em outro espaço (ver [39], pg. 168).

Com relação ao problema de evolução, supondo que f ∈ L2(0, T ;V′)

e que u0 ∈ H, a solução (fraca) u existe em L2(0, T ;V ) ∩L∞(0, T ;H),

u fracamente contínua de [0, T ] em H e com du/dt ∈ L1(0, T ;V′) para

o caso em que Ω é um aberto limitado (caso não limitado em [39], pg.

290) com fronteira Lipschitz ([39], pg. 282). Para n = 2, a unicidade

de soluções é garantida (Teorema 3.2, [39], pg. 294). A unicidade no

caso tridimensional tem forte relação com resultados de regularidade.

Supondo que os dados do problema são su�cientemente "pequenos" (ou

que R é muito pequeno), é possível provar tais resultados de regulari-

dade ([39], pg. 299).

Se Ω é um aberto limitado com fronteira de classe C2 com n = 2

ou n = 3 e f = 0 prova-se que u ∈ L∞(T ∗,∞;V) e u decai a zero, em

V, quando t tende para in�nito ([39], pg. 318). T ∗ = 0 se n = 2. O

decaimento é exponencial no caso bidimensional e polinomial (t−1/4)

no caso tridimensional.

Concluímos essa breve menção dos resultados básicos referentes

a questões de existência/unicidade de soluções para as equações de

Navier-Stokes observando que o problema de estabilidade que consi-

deraremos no trabalho faz sentido para soluções fracas em vista da

8



existência de soluções globais. No caso tridimensional, a existência de

soluções globais mais regulares (u em C([0,∞);V)∩L2(0,∞;H2(Ω)))

tem sido obtida ao custo de hipóteses bastante restritivas sobre os da-

dos do problema (f e u0 bem "pequenos"), Ω suave e tal que vale

desigualdade de Poincaré, D(A) contido em H2(Ω;R3) (ver [38]).

9



Capítulo 1

Noções Básicas

Este capítulo está dividido em três seções. Na primeira seção vamos

enunciar os resultados de Equações Diferenciais Ordinárias, Cálculo

Variacional e Análise Funcional considerados como pré- requisitos. Na

segunda seção, vamos apresentar os espaços V e H, que são os espaços

onde trabalharemos no decorrer da dissertação e na terceira seção es-

tudamos um problema de autovalor auxiliar que será importante para

o desenvolvimento do capítulo 2.

1.1 Resultados Auxiliares

1.1.1 Equações Diferenciais Ordinárias

De�nição 1.1.1 ([40], pg. 137) Seja A uma matriz quadrada, então

eAt :=
∞∑
n=0

1

n!
Antn.
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Proposição 1.1.2 ([40], pg. 143, 144) Todos os elementos da Ma-

triz etA são da forma

s∑
k=1

eαkt[p(t)cos(βkt) + q(t)sen(βkt)],

sendo que, αk+iβk são as raízes da equação característica det(A−λI) =

0, pk e qk são polinômios com coe�cientes reais e grau menor ou igual

a mk − 1, sendo que mk é a ordem da multiplicidade da raiz αk + iβk

com k = 1, 2, ..., s.

Proposição 1.1.3 ([3], pg. 80) Sejam λ1, λ2, ..., λk os autovalores

distintos de uma matriz A, sendo que λi tem multiplicidade �nita ni e

n1 + n2 + · · ·+ nk = n. Seja ρ, tal que

ρ > max
j=1, 2, 3, ...,k

{Re(λj)},

então existe uma constante K > 0, tal que

|eAt| ≤ Keρt, 0 ≤ t <∞,

sendo |e−Lt| =
∑
j

∑
i

|(e−Lt)ij |.

Proposição 1.1.4 (Desigualdade de Gronwall; [31], pg. 13)

Sejam f, g funções contínuas, não negativas sobre [a, b] e c(x) contínua

e não-decrescente. Se

f(x) ≤ c(x) +

∫ x

a

f(s)g(s) ds,∀x ∈ [a, b],

então

f(x) ≤ c(x)e
∫ x
a
g(s) ds,∀x ∈ [a, b].

11



Proposição 1.1.5 (Desigualdade de Bihari; [40], pg. 45) Sejam

x, k : [a, b] −→ R+, w : R+ −→ R+ funções contínuas com w não-

decrescente sobre R+. Se

x(t) ≤ m+

∫ t

a

k(s)w(x(s)) ds,∀t ∈ [a, b],

então

x(t) ≤ Φ−1

(∫ t

a

k(s) ds

)
,∀t ∈ [a, b],

sendo que, Φ : R+ −→ R é de�nida por

Φ(d) =

∫ d

m

ds

w(s)
,∀d ∈ R+.

1.1.2 Resultados de Cálculo Variacional

De�nição 1.1.6 Sejam X espaço de Banach e F : X −→ R. A

derivada de F em x, na direção de y, é de�nida por

F ′(x)y = lim
ϵ→0

F (x+ ϵy)− F (x)

ϵ
,

e a diferenciabilidade ( no sentido de Frechet) de F em x é dada por

F (x+ y) = F (x) + F ′(x)y + o(∥y∥X), quando ∥y∥X −→ 0.

Se a aplicação F ′ : X −→ X ′ é contínua, então dizemos que F é C1.

De�nimos x como um ponto crítico de F , se F ′(x) = 0, isto é,

F ′(x)y = 0, ∀y ∈ X. (1.1)

Proposição 1.1.7 ([25], pg. 229) Sejam X um espaço de Banach

12



e F,G : X −→ R de classe C1. Supomos que existe x0 ∈ X tal que

G(x0) = 0 e x0 é um extremo local para F quando restrito ao conjunto

de nível S = {x ∈ X : G(x) = 0}. Então uma das possibilidades a

seguir, e apenas uma, é válida:

(i) G′(x0)v = 0,∀v ∈ X.

(ii) Existe µ ∈ R, tal que F ′(x0)w = µG′(x0)w,∀w ∈ X.

1.1.3 Resultados de Análise Funcional

De�nição 1.1.8 ([22], pg. 168) Sejam X um espaço normado e

M ⊆ X. Então M é dito ser um conjunto total se spanM = X.

Proposição 1.1.9 (Desigualdade de Bessel; [22], pg. 157) Seja

{e1, e2, e3, ...} um conjunto ortonormal em um espaço de Hilbert X,

então ∑
k

|(x, ek)X |2 ≤ ∥x∥2X ,∀ x ∈ X.

Proposição 1.1.10 (Relação de Parseval; [22], pg. 170) Seja

M = {e1, e2, e3, ...} um conjunto ortonormal em um espaço de Hilbert

X, então M é total em X se, e somente se,

∑
k

|(x, ek)X |2 = ∥x∥2X ,∀ x ∈ X.

Proposição 1.1.11 (Soma direta; [22], pg. 146) Seja H um es-

paço de Hilbert e Y um subconjunto fechado de H. Então H = Y ⊕Y ⊥.

Teorema 1.1.12 (Representação de Riesz; [22], pg. 189) Sejam

H um espaço de Hilbert e H ′ o seu dual. Então, ∀f ∈ H ′, existe um

único y ∈ H, tal que

13



(i) f(x) = (y, x)H , ∀x ∈ H, em que < ·, · >H é o produto interno em

H.

(ii) ∥f∥H′ = ∥y∥H .

Teorema 1.1.13 (Lax-Milgram; [15], pg. 6) Sejam X um espaço

de Hilbert real e a : X×X −→ R uma forma bilinear contínua e elíptica,

isto é, existem duas constantes M e α > 0, tais que

|a(u, v)| ≤ ∥u∥X∥v∥X , ∀u, v ∈ X,

|a(u, u)| ≥ ∥u∥2X , ∀u ∈ X.

Então, dado l ∈ X ′ existe único u ∈ X tal que

a(u, v) =< l, v >,∀ v ∈ X,

sendo que < ·, · > representa a dualidade entre X e X ′. Ademais, a

função l −→ u é um isomor�smo de X ′ em X.

De�nição 1.1.14 ([22], pg. 257) Sejam X um espaço de Banach,

X ′ o seu dual e {xn}n∈N ⊆ X. Dizemos que {xn}n∈N converge fraco

em X, se existe x ∈ X, tal que para todo f ∈ X ′ temos lim
n→∞

f(xn) =

f(x).

Lema 1.1.15 ([22], pg. 258) Seja {xn}n∈N uma sequência fraca-

mente convergente para x em um espaço normado X. Então

(i) O limite fraco x é único.

(ii) Toda subsequência de {xn}n∈N converge fracamente para x.

(iii) A sequência {||xn||}n∈N é limitada.
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Proposição 1.1.16 ([22], pg. 242) Todo espaço de Hilbert é re�e-

xivo.

Proposição 1.1.17 ([41], pg. 126) Sejam X um espaço de Banach

re�exivo e {xn}n∈N uma sequência limitada em X. Então podemos

extrair de {xn}n∈N uma subsequência {xnk}k∈N que converge fraco em

X.

Proposição 1.1.18 ([20], pg. 137) Se X é espaço de Hilbert e uj →

u fraco em X, então |u|X ≤ lim inf
j→∞

|uj |X .

Proposição 1.1.19 ([24], pg. 132) Sejam X,Y espaços de Banach.

Se T : X −→ Y é um operador linear fechado bijetivo, então T−1 é

contínuo.

De�nição 1.1.20 ([22], pg. 292) Sejam X e Y espaços normados

e T : D(T ) −→ Y um operador linear densamente de�nido em X.

Dizemos que T é um operador fechado se, e somente se, seu grá�co

é um conjunto fechado no espaço normado X × Y.

Teorema 1.1.21 (Teorema do Grá�co fechado; [22], pg. 292)

Sejam H espaço de Hilbert complexo e T : D(T ) −→ H um operador

linear densamente de�nido.

(i) T é um operador fechado se, e somente se, dado {um}m∈N ⊆

D(T ), tal que um → u e Tum → w em H implicar que u ∈ D(T )

e Tx = w.

(ii) Se T é um operador limitado. Então T é fechado se, e somente

se, D(T ) é fechado.
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Proposição 1.1.22 ([22], pg. 536) Sejam H espaço de Hilbert e

T : D(T ) −→ H um operador linear densamente de�nido. Então T ∗ é

fechado.

Teorema 1.1.23 ([20], pg. 187) Seja T um operador fechado em

X com resolvente compacto para algum ξ ∈ X, então o espectro de T

consiste de uma sequência de autovalores, com multiplicidades �nitas,

podendo se acumular somente no in�nito.

Proposição 1.1.24 ([26], pg. 213) SejamW e H espaços de Hilbert

e T :W −→ H densamente de�nida, então T ∗ é fechado e Nuc(T ∗) =

Im(T )⊥.

Lema 1.1.25 ([2], pg. 284) Sejam X e Y dois espaços de Hilbert

separáveis e T : X −→ Y um operador linear contínuo. Se a série

∞∑
n=1

|Ten|2Y

converge para uma base ortonormal {en} de X, então

∞∑
n=1

|Ten|2Y =

∞∑
n=1

|Te
′

n|2Y =

∞∑
n,m=1

|(Ten, f∗m)Y ∗ |2 =

∞∑
m=1

|T ∗f∗m|2X

independente de qual base {e′n} de X e {f∗m} de Y ∗ for escolhida.

De�nição 1.1.26 ([2], pg. 285) Sejam X e Y dois espaços de

Hilbert separáveis e T : X −→ Y um operador linear contínuo. Se

a série
∞∑
n=1

|Ten|2Y

converge para pelo menos uma base ortonormal {en} de X, então T é

denominado um operador de classe Hilbert-Schmidt.
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Proposição 1.1.27 ([9], pg. 1012) Se T é um operador de classe

Hilbert-Schmidt e B é um operador limitado, então TB e BT são ope-

radores de classe Hilbert-Schmidt .

Proposição 1.1.28 ([9], pg. 1012) Todo operador de classe Hilbert-

Schmidt é compacto.

Proposição 1.1.29 ([22], pg. 375) Sejam X um espaço de Banach

e T : X −→ X um operador limitado. Se ||T || < 1, então (I − T )−1

existe e é limitado.

De�nição 1.1.30 ([34], pg. 807) Um raio de crescimento míni-

mo de um operador T é um raio {ρ eiθ; ρ > 0} no plano complexo,

tal que, (L − λ)−1 existe para |λ| = |ρ eiθ| su�cientemente grande e

|(T − λ)−1| = O(|λ|−1) quando λ tende para o in�nito ao longo do

raio.

Teorema 1.1.31 ([9], pg. 1039) Sejam γ1, γ2, ..., γ5 curvas diferen-

ciáveis no plano complexo, partindo da origem. Suponha que cada uma

destas cinco regiões, nas quais o plano foi dividido, está contida em um

setor com abertura menor do que π/2. Seja N > 0 um inteiro, e seja

T um operador de classe Hilbert-Schmidt em um espaço de Hilbert H,

cujo resolvente satisfaz a seguinte igualdade

|R(λ;T )| = O(|λ|−N )

quando λ → 0 ao longo de qualquer um dos arcos γi. Então o espaço

gerado pelas autofunções de T contém o subespaço TNH.

Corolário 1.1.32 ([9], pg. 1042) Seja T um operador não-limitado,

de�nido em um espaço de Hilbert H, com a propriedade de que para
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algum λ0 no resolvente de T temos que (T − λ0)
−1 é de classe Hilbert-

Schmidt. Sejam γ1, γ2, ..., γ5 curvas diferenciáveis, com uma direção

limitada no in�nito e curvas adjacentes não podem formar um ângulo

tão grande quanto π
2 . Suponha ainda que (T − λ)−1 satisfaz |(T −

λ)−1| = O(λ−N ) quando λ → ∞ ao longo de cada arco γi. Então

o fecho do subespaço gerado pelas autofunções é igual a H, isto é as

autofunções de T são completas em H.

1.1.4 Espaços Lp(Ω)

Nesta seção, de�niremos os espaços Lp(Ω), e apresentaremos algu-

mas de suas principais propriedades. As de�nições e resultados enun-

ciados nesta subseção estão baseadas nas referências [1], [4] e [27].

Seja Ω um conjunto aberto e não-vazio de Rn e 1 ≤ p ≤ ∞. Deno-

tamos por Lp(Ω) o conjunto das funções f : Ω −→ K mensuráveis, tais

que

∥u∥p =

(∫
Ω

|f(x)|p dx
) 1

p

<∞, se 1 ≤ p <∞, (1.2)

∥u∥∞ = inf{M ∈ R+ : |f(x)| < M, quase sempre em Ω} <∞, se p = ∞.

(1.3)

Os conjuntos Lp(Ω) são espaços vetoriais e seus elementos são classes

de equivalência, pois identi�camos funções que são iguais quase sempre.

As expressões (1.2) e (1.3) de�nem normas em Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞

e p = ∞, respectivamente. Além disso, Lp(Ω) é espaço de Banach para

todo p, e L2(Ω) é espaço de Hilbert, com o seguinte produto interno

natural

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x) dx.

Teorema 1.1.33 (Desigualdade de Hölder; [4], pg. 56) Sejam

Ω um conjunto aberto de Rn, 1 ≤ p ≤ ∞ e p′ tal que
1

p
+

1

p′
= 1. Se
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f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lp
′
(Ω), então f.g ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|f(x)g(x)| dx ≤ ∥f∥p · ∥g∥p′ .

Teorema 1.1.34 (Imersão para espaços Lp; [1], pg. 25) Sejam

Ω um conjunto aberto, com medida �nita do Rn e 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Se

u ∈ Lq(Ω), então u ∈ Lp(Ω) e ∥u∥p ≤ med(Ω)
1
p−

1
q ∥u∥q.

Seja Ω um conjunto aberto e não vazio de Rn e p ∈ [1,+∞]. De-

notamos por Lploc(Ω) o conjunto das funções mensuráveis f : Ω −→ K,

tais que fχk ∈ Lp(Ω) para todo conjunto compacto K contido em Ω,

e χk é a função característica de K. É imediato ver que Lp(Ω) ⊆

Lploc(Ω),∀p ∈ [1,+∞].

1.1.5 Distribuições

As principais referências utilizadas nessa subseção são [21] e [27].

Um multi-índice é uma n-upla de números inteiros não-negativos

α = (α1, α2, . . . , αn).

Denotamos o conjunto de todos os multi-índices por Nn0 . Associamos a

um multi-índice os seguintes símbolos

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αn;

xα = xα1
1 + xα2

2 + · · ·+ xαn
n , x ∈ Rn;

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 + ∂xα2

2 + · · ·+ ∂xαn
n
.
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Proposição 1.1.35 ([4], pg. 68) Sejam Ω um conjunto aberto e

não-vazio de Rn e u : Ω −→ R uma função mensurável. Consideremos

a família de todos os conjuntos abertos (wi)i∈I , wi ⊂ Ω, tais que para

cada i ∈ I, u = 0 quase sempre em wi. Seja W =
∪
i∈I

wi. Então, u = 0

quase sempre em W .

De�nição 1.1.36 ([4], pg. 68) Sejam u : Ω −→ R uma função

mensurável e W de�nido como na proposição anterior. De�nimos o

suporte de u como sendo o complementar de W em relação a Ω, isto

é, supp u := Ω \W .

Seja Ω um conjunto aberto e não-vazio de Rn. Denotamos por

C∞
0 (Ω) o conjunto das funções in�nitamente diferenciáveis e com su-

porte compacto contido em Ω. O conjunto C∞
0 (Ω) é um espaço linear

sobre K e chamamos seus elementos de funções testes. Ademais, dize-

mos que uma sequência de funções (φµ)µ∈N de C∞
0 (Ω) é convergente

para zero quando as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Existe K compacto tal que supp (φµ) ⊂ K, ∀µ ∈ N.

(ii) ∀α ∈ Nn0 , a sequência (Dαφµ) converge a zero uniformemente em

K.

De�nição 1.1.37 ([27], pg. 10) O espaço linear C∞
0 (Ω) com a

noção de convergência acima é denominado o espaço das funções

testes e é representado por D(Ω).

De�nição 1.1.38 ([27], pg. 10) Seja Ω um conjunto aberto e não-

vazio de Rn. Uma distribuição sobre Ω é um funcional linear T sobre

D(Ω) que é contínuo em relação a noção de convergência de�nida em

D(Ω).
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O conjunto de todas as distribuições sobre Ω é um espaço vetorial

e o denotamos por D′(Ω). Ademais, uma sequência (Tµ)µ∈N ⊆ D′(Ω)

converge para zero, se para todo φ ∈ D(Ω) a sequência Tµ(φ) converge

para zero em K.

Seja u ∈ L1
loc(Ω), sendo Ω ⊆ Rn aberto e não-vazio, então o fun-

cional linear de�nido sobre D(Ω) por

Tu(φ) =

∫
Ω

u(x).φ(x) dx,

é uma distribuição sobre Ω, denominada distribuição regular.

Lema 1.1.39 (de Du Bois Raymond; [27], pg. 10) Seja u ∈

L1
loc(Ω). Então, Tu = 0 se, e somente se, u = 0, quase sempre, em Ω.

Deste modo, como Lp(Ω) ⊆ L1
loc(Ω), podemos associar a cada

função de Lp(Ω) uma distribuição. Essa identi�cação será usada na

de�nição dos espaços de Sobolev, isto é, sempre que nos referirmos a

alguma função de Lp(Ω) estaremos nos referindo à distribuição regular

associada.

De�nição 1.1.40 ([27], pg. 14) Sejam Ω um conjunto aberto e não

vazio de Rn, T ∈ D(Ω) e α ∈ Nn
0 , um multi-índice. A derivada de

ordem α de T é a forma linear em D(Ω) de�nida por

(DαT )(φ) := (−1)|α|.T (Dαφ),∀φ ∈ D(Ω).

1.1.6 Espaços de Sobolev

Consideraremos Ω um conjunto aberto de Rn e ∂Ω sua fronteira.

De�nição 1.1.41 ([21], pg. 51) Seja m > 0 um número inteiro e
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1 ≤ p ≤ ∞. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é de�nido por:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), para todo |α| ≤ m}.

Segue da de�nição que W 0,p(Ω) = Lp(Ω) e Wm2,p(Ω) ⊆Wm1,p(Ω),

sem1 ≤ m2.Além disso,Wm,p(Ω) é um espaço vetorial e com a seguinte

norma torna-se um espaço de Banach, para 1 ≤ p <∞,

∥u∥m, p, Ω =
∑

|α|≤m

∥Dαu∥Lp(Ω),

e Wm,∞(Ω) é um espaço de Banach com a norma

∥u∥m, ∞, Ω = max
|α|≤m

∥Dαu∥L∞(Ω).

Introduzimos as seguintes semi-normas em Wm,p(Ω):

|u|m, p, Ω =
∑

|α|=m

∥Dαu∥Lp(Ω), para 1 ≤ p <∞,

|u|m, ∞, Ω = max
|α|=m

∥Dαu∥L∞(Ω).

Quando p = 2, denotamos Wm, p(Ω) por Hm(Ω), ∥u∥m, p,Ω por

∥u∥m,Ω e |u|m, p,Ω por |u|m,Ω. Ressaltamos que Hm(Ω) é espaço de

Hilbert com o seguinte produto interno natural

(u, v)m,Ω =
∑

|α|≤m

∫
Ω

DαuDαv dx.

Proposição 1.1.42 ([21], pg. 53) W 1,p(Ω) é re�exivo, para todo

1 < p < ∞, e separável para 1 ≤ p < ∞. Em particular, H1(Ω) é

separável e re�exivo.
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De�nição 1.1.43 De�nimos o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho

de D(Ω) em Wm,p(Ω).

Observamos que H1
0 (Ω) é espaço de Hilbert e portanto é re�exivo.

Teorema 1.1.44 (Desigualdade de Poincaré; [21], pg. 70) Seja

Ω um conjunto limitado do Rn. Então existe uma constante positiva

C = C(Ω, p), tal que

|u|0, p,Ω ≤ C|u|1, p,Ω,∀u ∈W 1,p
0 (Ω).

Em particular, u → |u|1, p,Ω de�ne uma norma em W 1,p
0 (Ω) que é

equivalente a norma ∥ · ∥1, p,Ω. Em H1
0 (Ω), a forma bilinear

(u, v) −→
∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx

de�ne um produto interno, cuja norma associada | · |1,Ω é equivalente

a norma ∥ · ∥1,Ω.

De�nição 1.1.45 ([25], pg. 08) Dizemos que um conjunto aberto

Ω ⊆ Rn é de classe Cr se existe cobertura aberta localmente �nita

(Ui)i∈I de ∂Ω e um difeomor�smo de classe Cr

ψ : Ui −→ D = BRn(0, 1),

tal que,

ψ(Ui ∩Ω) = D+ = {x ∈ D : xn > 0}, ψi(Ui ∩∂Ω) = D0 = {x ∈ D : xn = 0}.

Proposição 1.1.46 (Rellich-Kondrasov; [21], pg. 84) Seja Ω um

conjunto aberto limitado do Rn e com fronteira de classe C1. Então as

seguintes imersões são compactas.
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(i) se p < n, W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ p∗, sendo p∗ =
np

n− p
;

(ii) se p = n, W 1,n(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ ∞;

(iii) se p > n,W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω).

Proposição 1.1.47 ([21], pg. 89) Seja F ∈W−1,p′(Ω). Então exis-

tem funções f0, f1, ..., fn ∈ Lp
′
(Ω), tais que

F (u) =

∫
Ω

f0 u dx+

n∑
i=1

∫
Ω

fi
∂ u

∂ xi
dx, u ∈W 1,p

0 (Ω),

e ∥F∥ = max
0≤i≤n

|fi|0, p′,Ω. Ademais, se Ω é limitado, então f0 = 0.

Teorema 1.1.48 (Teorema do Traço, [21], pg. 102) Seja Ω ∈ Rn

aberto, limitado e com fronteira de classe C2. O operador traço

γ0 : H1(Ω) → L2(∂Ω)

é um operador limitado que estende a operação restrição u → u|∂Ω
para funções u ∈ C1(Ω). Nuc(γ0) = H1

0 (Ω),H
1
2 := Im(γ0)(é espaço

de Hilbert).

Teorema 1.1.49 (Teorema de Green; [21], pg. 102) Sejam Ω um

conjunto aberto do Rn, limitado, que está do mesmo lado da fronteira

e com fronteira de classe C1. Sejam u e v ∈ H1(Ω). Então, para

1 ≤ i ≤ n, temos∫
Ω

u
∂v

∂xi
dx = −

∫
Ω

∂u

∂xi
v dx+

∫
∂Ω

uvνi dσ.

Ademais, se u ∈ H2(Ω), então

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx = −

∫
Ω

∂2u

∂x2i
v dx+

∫
∂Ω

νi
∂u

∂xi
v dσ.
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Teorema 1.1.50 (Teorema da Divergência de Gauss, [21], pg.

103) Sejam Ω um conjunto aberto do Rn, limitado, que está do mesmo

lado da fronteira e com fronteira de classe C1. Seja u ∈ H1(Ω)n.

Então, ∫
Ω

∇.u dx =

∫
∂Ω

u.η ds.

1.2 Espaços V e H

Nesta seção vamos de�nir os espaços que serão utilizados nos capítu-

los posteriores e ver algumas de suas propriedades. Todas as de�nições

e resultados constam na referência [39].

Iniciemos denotando o seguinte espaço:

V := {u ∈ D(Ω)n, divu = 0}.

De�nimos então

H := VL
2(Ω)n

,

V := VH
1
0 (Ω)n

.

Como L2(Ω)n e H1
0 (Ω)

n são espaços de Hilbert, inferimos que H e V

também são. Consequentemente H e V são espaços re�exivos.

Com o intuito de melhor caracterizar os espaços V e H, vamos in-

troduzir o seguinte espaço linear e obter algumas de suas propriedades:

E(Ω) = {u ∈ L2(Ω)
n
, div u ∈ L2(Ω)}

Proposição 1.2.1 ([39], pg. 05) E(Ω) é um espaço de Hilbert com
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o seguinte produto interno:

((u, v))E(Ω) = (u, v) + (divu, div v),∀u, v ∈ E(Ω).

De�nição 1.2.2 Dizemos que Ω é Lipschitz contínuo se ∂Ω pode

ser parametrizada por uma função Lipschitz contínua.

Proposição 1.2.3 ([39], pg. 06) Seja Ω um conjunto aberto e Lip-

schitz de Rn, então D(Ω)n é denso em E(Ω).

Proposição 1.2.4 ([39], pg. 09) Seja Ω um conjunto aberto, limi-

tado e Lipschitz de Rn, então existe um operador linear contínuo γν ∈

L(E(Ω),H−1/2(∂Ω)) tal que

a) γν u = u.ν|∂Ω,∀u ∈ D(Ω)n.

b) Nuc(γν) = E0(Ω).

c) Im(γν) = H−1/2(∂Ω).

d) Ademais, para todo u ∈ E(Ω) e w ∈ H1(Ω) temos

(u, gradw) + (divu,w) =< γν u, γ0 w > .

Proposição 1.2.5 ([39], pg. 14) Seja Ω ∈ Rn, aberto, fi ∈ D′(Ω), i =

1, 2, ..., n. Então, f = ∇p para algum p ∈ D′(Ω) se e somente se

(f, v) = 0,∀v ∈ V.

Proposição 1.2.6 ([39], pg. 15) Seja Ω ∈ Rn um conjunto aberto,

limitado, Lipschitz e f ∈ L2(Ω)n. Se f = ∇p para algum p ∈ L2(Ω) ou

para algum p ∈ H1(Ω) então (f, v) = 0,∀v ∈ V.
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Impondo algumas condições de regularidade na fronteira de Ω obte-

mos as seguintes caracterizações para H,H⊥ e V.

Proposição 1.2.7 ([39], pg. 15) Seja Ω ∈ Rn, aberto, limitado,

localmente Lipschitz. Então:

a) H⊥ = {u ∈ L2(Ω)n : u = ∇p, p ∈ H1(Ω)};

b) H = {u ∈ L2(Ω)n : divu = 0, γνu = 0}.

Proposição 1.2.8 ([39], pg. 18)Seja Ω ∈ Rn, aberto, limitado e

localmente Lipschitz. Então:

V = {u ∈ H1
0 (Ω)

n, divu = 0}.

Proposição 1.2.9 A imersão de V em H é compacta.

Demonstração 1.2.10 Seja {um}m∈N ⊆ V ⊂ H, limitada em V.

Então como V ⊂ H1
0 (Ω)

n, temos, devido ao Teorema de Rellich-Kon-

drasov, que existe uma subsequência, {umk}mk∈N, de {um}m∈N conver-

gente em L2(Ω)n. Por outro lado {um}m∈N ⊂ H, que é um espaço de

Hilbert, logo {um}m∈N é convergente em H e portanto a imersão de V

em H é compacta.

Proposição 1.2.11 ([23], pg. 66) Seja Ω ⊆ R3 um conjunto aberto

e limitado. Valem as seguintes desigualdades:

(i)
∫
Ω

u · ∇v · w dx ≤ ||u||4||v||2||w||4, u, w ∈ L4(Ω) e v ∈ V.

(ii) ||v||44 ≤ (4/3)(3/4)|v|||v||3, v ∈ V ∩ L4(Ω).
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1.3 Problema de autovalor auxiliar

Consideremos Ω um conjunto aberto e limitado do Rn e o seguinte

operador linear

A : V ∩H2(Ω)n −→ L2(Ω),

de�nido por Au = Pσ(−∆u) = −∆u−∇p, para algum p ∈ H1(Ω).

Os autovalores de A satisfazem Au = µu, para algum u ̸= 0 em

V ∩H2(Ω)n, isto é,


−∆u−∇p = µu, em Ω

divu = 0 em Ω

u = 0 em ∂Ω.

(1.4)

Multiplicando a primeira equação de (1.4) por v ∈ V, integrando

sobre Ω e usando a fórmula de Green, segue que u e µ satisfazem:∫
Ω

∇u : ∇v dx = µ

∫
Ω

uv dx,∀ v ∈ V. (1.5)

As soluções de (1.5) também são soluções de (1.4), via resultados

de regularidade elíptica.

De�nimos os seguintes funcionais:

F : V −→ R, por F (u) =
∫
Ω

|∇u|2dx e

G : V −→ R, por G(u) =
∫
Ω
u2dx− 1.

Mostremos que F atinge seu valor mínimo em V, sujeito a restrição

G(u) = 0 e vamos relacionar este valor mínimo com o primeiro autovalor

de A.

Denotemos S = {x ∈ V : G(x) = 0}.
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Notemos que F (u) ≥ 0. Logo, I := inf{F (u), u ∈ V ∩ S} existe.

Escolhemos uj ∈ V ∩ S, tal que,

F (uj) → I e F (uj) = ∥uj∥2V ≤ I + 1.

Através da desigualdade de Poincaré, temos que ∥uj∥V é limitada infe-

riormente por 1, pois |uj |L2(Ω)n é limitada inferiormente por 1. Deste

modo, devido à compacidade da imersão de H1
0 (Ω)

n em L2(Ω)n e a

compacidade sequencial fraca de conjuntos limitados em V, existe uma

subsequência ujk e u ∈ L2(Ω)n, tais que ujk → u em L2(Ω)n e ujk → u

fraco em V. Como ujk ∈ S, ∀ k ∈ N, implica que u ∈ S, isto é,

|u|L2(Ω)n = 1.

Mostremos então que u minimiza F . Devido a Proposição 1.1.18,

temos

F (u) = ∥u∥2V ≤ lim inf
jk→∞

∥ujk∥2V = lim inf
jk→∞

F (ujk) = I,

donde F (u) = I e u minimiza F.

Observamos agora que

F ′(u)v = 2

∫
Ω

∇u : ∇v dx e G′(u)v = 2

∫
Ω

uv dx, u, v ∈ V.

Ademais, como F,G são aplicações de classe C1 e

G′(u)u = 2

∫
Ω

|u|2dx = 2 ̸= 0,

temos, pela Proposição 1.1.7, que existe ν ∈ R, tal que

F ′(u)v = νG′(u)v,∀v ∈ V,
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ou seja, ∫
Ω

∇u : ∇v dx = ν

∫
Ω

uv dx.

Assim, (u, ν) satisfaz (1.5) e portanto ν e u são autovalor e autovetor

de A, respectivamente.

Por outro lado, colocando v = u, resulta que

I = F (u) =

∫
Ω

|∇u|2dx = ν

∫
Ω

|u|2dx = ν.

Concluímos então que ν = I e

ν = inf

{
∥u∥2V

|u|2L2(Ω)n
, u ∈ V ∩ S

}
.

Notemos que ν > 0. De fato, supondo o contrário temos ∥u∥V = 0

e então devido a desigualdade de Poincaré |u|L2(Ω)n = 0. Mas isto é

uma contradição, pois por hipótese |u|L2(Ω)n = 1.

Denotemos (u, ν) por (u1, µ1).

Vamos supor agora que (u2, µ2) é outra solução de (1.5), com µ1 ̸=

µ2. Segue de (1.5) que

(µ1 − µ2)

∫
Ω

u1u2 dx = µ1

∫
Ω

u1u2 dx− µ2

∫
Ω

u1u2 dx

=

∫
Ω

∇u1 : ∇u2 dx−
∫
Ω

∇u1 : ∇u2 dx

= 0.

Como µ1 ̸= µ2, inferimos que
∫
Ω

u1u2 dx = 0. Constatamos então

que autofunções associadas a autovalores distintos são ortogonais na

norma de L2(Ω)n e consequentemente na norma de H. Além disso,
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obtemos que

u2 ∈ X1 := {v ∈ V : (v, u1) = 0}.

De�nimos

µ2 = inf{F (v) : v ∈ X1 ∩ S},

ou equivalentemente,

µ2 = inf

{
∥v∥2V

|v|2L2(Ω)n
, v ∈ V ∩ S, (v, u1) = 0

}
.

Pelo fato de X1 ⊆ V, inferimos que µ2 ≥ µ1.

Notemos que X1 é um espaço de Hilbert com o mesmo produto

interno de V, pois X1 é o espaço nulo do funcional contínuo (·, u1)

sobre V. Usando então os argumentos anteriores é possível mostrar

que µ2 é atingido em algum u2 ∈ X1.

Procedendo indutivamente obtemos

µk = inf

{
|v|2V

∥v∥2L2(Ω)n
, v ∈ V ∩ S, (v, ui) = 0, i = 1, 2, 3, ..., k − 1

}
.

A autofunções associadas são ortonormais em L2(Ω)n por construção

e ortogonais em V. De fato, devido a (1.5) temos

(vn, vm)V =

∫
Ω

∇vn : ∇vm =

 µn, se n = m

0, se n ̸= m.

Mostremos agora que µn → ∞, quando n→ ∞.

Vamos supor, por absurdo, que µn não tende para o in�nito, então

µn é limitada, ou seja, existe C > 0 tal que |µn| ≤ C,∀n ∈ N. Isto
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implica que un é limitada em V, pois

∥un∥2V = µn ≤ C.

Deste modo, pelo Teorema de Compacidade de Rellich, {un}n∈N possui

uma subsequência convergente em L2(Ω)n, que continuaremos a deno-

tar por {un}n∈N. Consequentemente {un}n∈N é sequência de Cauchy

em L2(Ω)n. Mas isto é um absurdo, pois

|un − um|2L2(Ω)n = (un − um, un − um) = 2,∀m,n ∈ N.

Provamos então o seguinte resultado:

Teorema 1.3.1 Os autovalores de A formam uma sequência não de-

crescente de números reais positivos, µ1, µ2, ..., tais que lim
n→∞

µn = +∞.

As autofunções associadas, u1, u2, ...., formam uma sequência ortonor-

mal em L2(Ω)n e ortogonal em V. Ademais,

µk = inf

{
∥v∥2V

|v|2L2(Ω)n
, v ∈ V ∩ S e (v, ui) = 0, i = 1, 2, 3, ..., k − 1

}
.

Proposição 1.3.2 As autofunções de A formam um conjunto total em

V e em H.

Demonstração 1.3.3 Mostremos que para qualquer f ∈ H, existem

coe�cientes αn ∈ R, tais que,

f =
∞∑
n=1

αnun. (1.6)
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Equivalentemente, mostraremos

|pN |L2(Ω)n := |f −
N∑
m=1

αmum|L2(Ω)n → 0, quando N → ∞. (1.7)

Primeiro mostraremos (1.7) para f ∈ V.

De�nimos αn := (f, un) e então devido a ortonormalidade das au-

tofunções de A em L2(Ω)n, segue que

(pN , un) = 0, n = 1, 2, ..., N. (1.8)

Notemos que pN ∈ V, pois f, un ∈ V. Deste modo, escolhendo em

(1.5), v = pN , µ = µn, u = um e utilizando (1.8), obtemos

(pN , un)V = 0, n = 1, 2, ..., N. (1.9)

Segue de (1.9) e (1.5) que

∥f∥2V = ∥pN −
N∑
n=1

αnun∥2V

= ∥pN∥2
V
+

N∑
n=1

α2
nµn.

Assim obtemos que

∥pN∥2V ≤ C = constante, (1.10)

pois µn > 0 e ∥f∥2V não depende de N .

Por outro lado, devido a (1.9), temos

µN+1 |pN |2L2(Ω)n ≤ ∥pN∥2
V
. (1.11)
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Concluímos a partir de (1.10) e (1.11) que

|pN |2L2(Ω)n ≤ C

µN+1
→ 0, quando N → ∞,

pois µN → ∞.

Agora, vamos estender este resultado para f ∈ H.

Como V é denso em H, consideremos {fl}l∈N ⊆ V, tal que fl → f em

L2(Ω)n, quando l → ∞. Então

αn, l := (fl, un) → αn,∀n ∈ N.

Além disso, temos

|f −
N∑

n=1

αnun|L2(Ω)n ≤ |f − fl|L2(Ω)n + |fl −
N∑

n=1

αn,lun|L2(Ω)n

+|
N∑

n=1

(αn,l − αn)un|L2(Ω)n .

(1.12)

Devido a ortonormalidade das autofunções de A em L2(Ω)n e a

desigualdade de Bessel, inferimos que

|
N∑
n=1

(αn,l − αn)un|L2(Ω)n =

(
N∑
n=1

(αn,l − αn)
2

) 1
2

≤ |fl − f |L2(Ω)n .

Substituindo esta última expressão em (1.11) obtemos o resultado

para f ∈ H, ou seja, as autofunções de A formam um conjunto total

em H.

A totalidade das autofunções de A em V pode ser encontrada em

[33], pg. 199, onde o autor apresenta a demonstração do seguinte re-

sultado.
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Proposição 1.3.4 ([33], pg. 199) Se X = H,V or V∗, então

∥Pnu∥X ≤ ∥u∥X e Pnu → u em X. Sendo que, Pnu =
n∑
j=1

(u,wj) wj

com Awi = λi wi sendo {wi} uma base ortonormal em H e ortogonal

em V.

Observação 1.3.5 Denotamos Ar = (A+ r)−1, r > 0.

Proposição 1.3.6 Seja λ um número complexo, λ = |λ|eiθ, tal que λ

não é autovalor, então (A− λ)−1 mapeia H em V e

∥(A− λ)−1u∥V ≤
[
2|λ|(1− cos θ)

]− 1
2 |u|H.

Demonstração 1.3.7 Normalizando as autofunções de A, obtemos

uma sequência ortonormal total em V: φ1, φ2, φ3, ... . Logo, dado

u ∈ V, vale a relação de Parseval

∥u∥2V =

∞∑
k=1

|(u, φk)V|2 =

∞∑
k=1

|
∫
Ω

∇u : ∇φk dx|2. (1.13)

Substituindo a equação (1.5) em (1.13) obtemos que

∥u∥2V =
∞∑
k=1

µk|
∫
Ω

u.φk dx|2 =
∞∑
k=1

µk|(u, φk)|2. (1.14)

Deste modo, como

(A− λ)−1u =
∞∑
k=1

(u, φk)φk
µk − λ

,
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segue que

∥(A− λ)−1u∥2V =
∞∑
k=1

µk|(u, φk)|2

|µk − λ|2
. (1.15)

A função
µ

|µ− λ|2
, para µ > 0, atinge seu valor máximo em µ = |λ|.

Logo,
µk

|µk − λ|2
≤ |λ|

|λ− |λ||2

=
|λ|

||λ|eiθ − |λ||2

=
1

|λ|
1

2(1− cos θ)
.

Substituindo esta estimativa em (1.15), obtemos

∥(A− λ)−1u∥2V ≤ (2|λ|(1− cos θ))−1

∞∑
k=1

|(u, φk)|2

= (2|λ|(1− cos θ))−1

∞∑
k=1

µ−1
k |(u,√µkφk)|2

≤ (2|λ|(1− cos θ))−1c
∞∑
k=1

|(u,√µkφk)|2

≤ (2|λ|(1− cos θ))−1c|u|2H.

Corolário 1.3.8 Para r su�cientemente grande, Ar é de classe Hilbert-

Schmidt.

Demonstração 1.3.9 Mostremos que
∞∑
k=1

|(A + r)−1φk|2H < ∞, para

36



a sequência ortonormal de autofunções de A.

∞∑
k=1

|(A+ r)−1φk|2V =
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣
∞∑
l=1

(φk, φl)φl
µl + r

∣∣∣∣∣
2

V

=
∞∑
k=1

|φk|4H|φk|2V
(µk + r)2

≤
∞∑
k=1

|φk|6V
(µk + r)2

=

∞∑
k=1

1

(µk + r)2

≤
∞∑
k=1

1

µ2
k

≤
∞∑
k=1

1

(µ′
k)

2
<∞,

sendo que µ′
k são os autovalores do operador Laplaciano (∆). A con-

vergência de
∞∑
k=1

1

(µ′
k)

2
segue da Teoria de Hilbert-Schmidt aplicada a

operadores compactos, pois ∆−1 é um operador compacto ([16], pg.

275).
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Capítulo 2

Teoria da estabilidade

linear

Iniciamos este capítulo com uma de�nição rigorosa do conceito de

estabilidade. Devido a esta de�nição reduzimos o estudo da estabilidade

ao estudo de um sistema de equações diferenciais parciais não-linear

para os campos de perturbação, que possui difícil resolução.

Como uma primeira aproximação ao estudo da estabilidade, um

caminho histórico foi utilizar o método linear, que consiste em estudar

o sistema para os campos de perturbação desconsiderando o termo não-

linear.

Neste capítulo, após uma introdução sobre o método linear, temos

como objetivo justi�cá-lo matematicamente. Para alcançar este obje-

tivo vamos demonstrar um teorema devido a Sattinger. Este Teorema

a�rma que se a parte real do primeiro autovalor de um operador linear,

associado ao sistema de equações diferenciais parciais para os campos
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de perturbação linearizado, (L), for positiva, então ocorre estabilidade.

Diante disso, dedicamos as seções 2.3 e 2.4 a de�nir o operador L e

estudar propriedades relativas deste operador, como por exemplo, ca-

racterizar o seu espectro e provar algumas propriedades técnicas. Na

seção 2.5, provamos �nalmente a validade do método linear, sob as

seguintes hipóteses: O escoamento básico e as autofunções de L e L∗

terem primeiras derivadas parciais de primeira ordem limitadas e os

campos de perturbação serem su�cientemente pequenos em um instante

inicial.

Porém, apresentamos apenas ao �nal deste capítulo, na seção 2.6,

o grande mérito do método linear: Um teorema que garante a insta-

bilidade de um escoamento básico independente do tamanho inicial da

perturbação.

Neste capítulo, consideraremos o escoamento básico e os campos de

perturbação nos espaços já citados na introdução.

2.1 De�nição de estabilidade

Seja m = (U,P ) uma solução estacionária do sistema de equações

de Navier-Stokes, isto é, uma solução que satisfaz



1

R
∆Ui −

∂P

∂xi
= Uj

∂Ui
∂xj

em Ω× (0,∞),

∂Ui
∂xi

= 0 em Ω× (0,∞),

U = ψ em ∂Ω× (0,∞),

(2.1)

Consideremos agora uma perturbação nos campos de velocidade e

pressão, (u(x, t), p(x, t)), tal que u satisfaça as mesmas condições de
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fronteira que U e tenha divergente nulo. Deste modo, wi = Ui + ui

satisfaz as equações de Navier-Stokes, visto que continua a descrever o

movimento de algum �uido. Ademais, o sistema de equações (2) para w

nos traz o seguinte sistema de equações diferenciais para u, denominado

sistema de equações para os campos de perturbação:



∂ui
∂t

− 1

R
∆ui + Uj

∂ui
∂xj

+ uj
∂Ui
∂xj

+ uj
∂ui
∂xj

= − ∂p

∂xi
em Ω× (0,∞),

∂ui
∂xi

= 0 em Ω× (0,∞),

u = 0 em ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

(2.2)

De�nição 2.1.1 Seja m = (U,P ) uma solução básica estacionária

para as equações de Navier-Stokes. Dizemos que m é estável se, e

somente se,

∀ ϵ > 0,∃ δ(ϵ) > 0 :

∫
Ω

u20 dx < δ ⇒ sup
t∈[0,∞)

∫
Ω

u2(x, t) dx < ϵ.

Dizemos que m é instável se não é instável.

De�nição 2.1.2 Dizemos que m é assintoticamente estável se, e

somente se, m é estável e,

∃ γ ∈ (0,∞] :

∫
Ω

u20 dx < γ ⇒ lim
t→∞

∫
Ω

u2(x, t) dx = 0.

Se γ = ∞, então m é dito incondicionalmente assintoticamente

estável.
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Observação 2.1.3 Esta de�nição continua sendo válida caso a solução

básica não seja estacionária.

Uma consequência imediata da de�nição é que o estudo da esta-

bilidade de U resume-se ao estudo da evolução no tempo das soluções

do sistema de equações diferenciais (2.2). No entanto, esse sistema

apresenta um termo não-linear, tornando o seu estudo bastante difícil.

2.2 Uma introdução à teoria linear

Na teoria linear, motivo de estudo deste capítulo, tenta-se contornar

a di�culdade apresentada anteriormente linearizando o sistema (2.2),

isto é, ignorando o termo não linear. Isso facilita bastante a análise,

conforme veremos.

Considerando o sistema (2.2), para a perturbação, sem o termo não-

linear

∂ui
∂t

+
1

R
∆ui + Uj

∂ui
∂xj

+ uj
∂Ui
∂xj

= − ∂p

∂xi
em Ω× (0,∞),

∂ui
∂xi

= 0 em Ω× (0,∞),

u = 0 em ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), em Ω.

(2.3)

podemos obter soluções da forma

u(x, t) = ψ(x)e−σt e p = ϕ(x)e−σt, σ complexo. (2.4)
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Sendo σ complexo, σ = Re (σ) + iIm (σ), temos que

u(x, t) = ψ(x)e−Re(σ)t (cos(Im (σ)t)− i sin(Im (σ)t)) .

Logo, se Re (σ) > 0, então u e p tendem a zero com o passar do

tempo, de modo que, a evolução no tempo de soluções da forma (2.4)

depende apenas do sinal de Re (σ).

Substituindo (2.4) em (2.3), obtemos que σ é um autovalor do

seguinte problema:
− 1

R
∆ψ + U.∇ψ + ψ.∇U +∇ϕ = σψ em Ω,

divψ = 0 em Ω,

ψ(x) = 0 em ∂Ω.

(2.5)

Então, se todos os autovalores de (2.5) tiverem parte real positiva,

o escoamento básico é estável para perturbações da forma (2.4).

Para que o escoamento seja estável é necessário que ele o seja para

qualquer perturbação, isto é, para qualquer solução de (2.3) e não ape-

nas para soluções da forma (2.4). No entanto, Galdi mostrou que se

estas soluções especí�cas tendem a desaparecer com o tempo, então o

mesmo ocorre com todas as soluções de (2.3) ([10], pg. 18).

Salientamos que a priori não sabemos se existe estabilidade ou ins-

tabilidade como de�nido na seção 2.1, uma vez que esta análise foi feita

para soluções de (2.3) e não de (2.2). Logo,

De�nição 2.2.1 Dizemos que um escoamento básico estacionário m

é dito linearmente estável se, e somente se todos os autovalores de

(2.5) são positivos. m é dito linearmente instável se, e somente se,

(2.5) possui algum autovalor negativo.
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A análise linear, como vimos acima, facilita bastante o estudo da es-

tabilidade e evidências experimentais mostram que, para perturbações

su�cientemente pequenas, existe realmente uma concordância da solução

vinda das equações linearizadas com a realidade. Por estes motivos du-

rante muito tempo, cerca de 80 anos, a teoria linear foi muito utilizada,

para �ns práticos, sem uma justi�cativa matemática rigorosa de sua

validade.

A princípio poderíamos justi�car o uso da teoria linear a�rmando

que o termo não linear é insigni�cante, pois estamos considerando per-

turbações su�cientemente pequenas. No entanto, isso não é evidente,

devido ao fato desse termo envolver derivadas.

G. Prodi, em 1962, foi o primeiro a apresentar um resultado que

justi�cava o uso da teoria linear. Anos mais tarde, em 1969, Davis H.

Sattinger apresentou um resultado com algumas hipóteses diferentes do

trabalho de G. Prodi.

Neste capítulo, vamos justamente apresentar o Teorema devido a

Sattinger. Este Teorema reduz o estudo da estabilidade ao estudo do

espectro de um operador linear conveniente (L), que está relacionado à

parte linear do sistema de equações para as perturbações. Deste modo,

o termo não-linear não in�uencia no conceito de estabilidade.

2.3 O operador L

Nesta seção vamos de�nir o operador L associado à parte linear do

sistema de equações para a perturbação. Veremos que a análise do

espectro deste operador garantirá ou não a estabilidade do escoamento

básico.
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Consideraremos Ω com fronteira de classe C2 e as seguintes normas

em H e V, respectivamente,

|v|2H =

∫
Ω

vivi dx, ∥v∥2V =

∫
Ω

∂vi
∂xj

∂vi
∂xj

dx.

Lembramos que L2(Ω)n = H⊕H⊥, pois H é um subespaço fechado

de L2(Ω)n, que por sua vez é espaço de Hilbert. Logo, dado u ∈ L2(Ω)n

temos que u = w +∇p, sendo w ∈ H e ∇p ∈ H⊥.

A partir desta decomposição de�nimos as projeções ortogonais de

L2(Ω)n sobre H⊥ e sobre H da seguinte maneira:

Pπ : L2(Ω)n −→ H⊥

u 7−→ ∇p
Pσ : L2(Ω)n −→ H

u 7−→ I−Pπ(u)

sendo u = w +∇p, w ∈ H e ∇p ∈ H⊥.

Aplicando a projeção Pσ em (2.2) obtemos a expressão a seguir:

∂u

∂t
+ Lu+N(u, u) = 0, (2.6)

sendo 

Lu = Pσ[−
1

R
∆u+ U.∇u+ u.∇U ];

N(u, u) = Pσ(u.∇u);

Pσ(∇p) = 0, pois ∇p ∈ H⊥;

Pσ

(
∂u

∂t

)
=
∂u

∂t
, pois

∂u

∂t
∈ H.

Ressaltamos que, devido a de�nição de Pσ, temos uma expressão
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explícita para L : V ∩H2(Ω)n → L2(Ω)n:

L(u) = − 1

R
∆u+ U.∇u+ u.∇U − Pπ[−

1

R
∆u+ U.∇u+ u.∇U ].

Ademais, como todo elemento de H⊥ é da forma ∇p, para algum

p ∈ H1(Ω), temos −Pπ[−
1

R
∆u + U.∇u + u.∇U ] = ∇p, para algum

p ∈ H1(Ω). Consequentemente,

L(u) = − 1

R
∆u+ U.∇u+ u.∇U +∇p. (2.7)

2.4 Lemas

Nesta seção vamos provar vários lemas com o intuito de provar o

teorema já citado no início do capítulo.

Lema 2.4.1 Se o campo de velocidade do escoamento básico U e as

autofunções de L e L∗ possuem derivadas parciais de primeira or-

dem limitadas em Ω, então as seguintes desigualdades são válidas para

v(t), u(t) ∈ V ∩H2(Ω)n:

(i)
d

d t

|u|2H
2

+ (Lu, u) = 0;

(ii) |(Lu, v)| ≤ c1∥u∥V∥v∥V;

(iii) Re(Lu, u) ≥ ∥u∥2V − c2|u|2H;

(iv) Im(Lu, u) ≤ c7∥u∥V|u|H.

Demonstração 2.4.2 (i) Multiplicando (2.6) por u, no produto in-

terno de L2(Ω)n, obtemos

d

d t

|u|2H
2

+ (Lu, u) + (N(u, u), u) = 0. (2.8)
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No entanto,

(N(u, u), u) = (Pσ(u.∇u), u)

= (u.∇u, P ∗
σu)

= (u.∇u, u)

=
∫
Ω
uj
∂ui
∂xj

ui dx

=
∫
Ω

(
∂uju

2
i

∂xj
− ui

∂(uiuj)

∂xj

)
dx

= −
∫
Ω
ui
∂(uiuj)

∂xj
dx

= −
∫
Ω
ui
∂ui
∂xj

uj dx

= −(N(u, u), u).

Concluímos, deste modo, que (N(u, u), u) = 0 e

d

d t

|u|2H
2

+ (Lu, u) = 0.

(ii) De fato,

∣∣(Lu, v)∣∣ =
∣∣ ∫

Ω

(
−∆uivi + Uj

∂ui
∂xj

vi + uj
∂Ui
∂xj

vi

)
dx
∣∣

=
∣∣ ∫

Ω

(
− ∂

∂xj
(
∂ui
∂xj

vi) +
∂ui
∂xj

∂vi
∂xj

+
∂

∂xj
(Ujuivi)

−∂Uj
∂xj

uivi − Ujui
∂vi
∂xj

+ uj
∂Ui
∂xj

vi
)
dx
∣∣

=
∣∣ ∫

Ω

(
∂ui
∂xj

∂vi
∂xj

− Ujui
∂vi
∂xj

+ uj
∂Ui
∂xj

vi

)
dx
∣∣
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=
∣∣ ∫

Ω

∂ui
∂xj

∂vi
∂xj

dx
∣∣+ ∣∣ ∫

Ω

Ujui
∂vi
∂xj

dx
∣∣+ ∣∣ ∫

Ω

uj
∂Ui
∂xj

vi dx
∣∣

≤ c̃1
∥∥u∥∥

V

∥∥v∥∥
V
+
∥∥U∥∥

4

∥∥v∥∥
2

∥∥u∥∥
4
+
∥∥u∥∥

4

∥∥U∥∥
2

∥∥v∥∥
4

≤ c̃1
∥∥u∥∥

V

∥∥v∥∥
V
+ c̃2|u|1/4H

∥∥u∥∥3/4
V

∥∥v∥∥
V
+ c̃3|u|1/4H

∥∥u∥∥3/4
V

|v|1/4H

∥∥v∥∥3/4
V

≤ c1
∥∥u∥∥

V

∥∥v∥∥
V
.

Notemos que no terceiro passo usamos o Teorema da Divergên-

cia, no quinto passo usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o

item (i) da Proposição 1.2.11. No sexto passo usamos o item (ii)

da Proposição 1.2.11, a desigualdade de Poincaré, e a hipótese que

as primeiras derivadas parciais de U são limitadas. No último passo

usamos a desigualdade de Poincaré nas segunda e terceira parcelas.

(iii) Notemos que

∫
Ω

∂(Ujui)

∂xj
ui dx =

∫
Ω

(
Uj∂ui
∂xj

ui −
∂Uj
∂xj

uiui

)
dx

=

∫
Ω

(
∂(Ujuiui)

∂xj
− Ujui

∂ui
∂xj

)
dx.

Consequentemente
∫
Ω

Uj
∂ui
∂xj

ui dx = −
∫
Ω

Ujui
∂ui
∂xj

dx, donde

Re
(∫

Ω

Uj
∂ui
∂xj

ui dx

)
= 0.

Deste modo,

Re(Lu, u) = Re
∫
Ω

(
−∆uiui + Uj

∂ui
∂xj

ui + uj
∂Ui
∂xj

ui

)
dx

= Re
∫
Ω

(
−∆uiui + uj

∂Ui
∂xj

ui

)
dx
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= Re
∫
Ω

(
−div [∇ui]ui + uj

∂Ui
∂xj

ui

)
dx

= Re
∫
Ω

(
∇ui.∇ui − div (ui∇ui) + uj

∂Ui
∂xj

ui

)
dx

= Re
∫
Ω

(
∇ui.∇ui + uj

∂Ui
∂xj

ui

)
dx

= ∥u∥2V + Re
(∫

Ω

uj
∂Ui
∂xj

ui dx

)
.

Usando a Proposição 1.2.11, a desigualdade de Poincaré e o fato

que as primeiras derivadas parciais de U são limitadas, inferimos que∣∣∣∣ ∫
Ω

uj
∂Ui
∂xj

ui dx

∣∣∣∣ ≤
∥∥u∥∥

4

∥∥U∥∥
2

∥∥u∥∥
4

≤ c̃
∣∣u∣∣1/2

H

∥∥u∥∥3/2
V

≤ c2
∥∥u∥∥2

V
.

Por conseguinte, usando a desigualdade de Poincaré, temos

Re

(∫
Ω

∂Ui
∂xj

ujui dx

)
≥ −c̃2

∥∥u∥∥2
V

≥ −c2|u|2H.

Logo,

Re (Lu, u) ≥ ∥u∥2V − c2|u|2H.

(iv) Devido aos itens anteriores temos

Im (Lu, u) = Im
(∫

Ω

uj
∂ Ui
∂xj

ui dx

)
+

∫
Ω

Uj
∂ui
∂xj

ui dx

= Im
(∫

Ω

uj
∂ ui
∂xj

Ui dx

)
+

∫
Ω

Uj
∂ui
∂xj

ui dx
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≤
∥∥u∥∥

4

∥∥u∥∥
2

∥∥U∥∥
4
+
∥∥U∥∥

4

∥∥u∥∥
2

∥∥u∥∥
4

≤ c
∣∣u∣∣1/4

H

∥∥u∥∥3/4
V

∣∣u∣∣
H

≤ c
∥∥u∥∥1/4

H

∥∥u∥∥3/4
V

∣∣u∣∣
H

≤ c7|u|H∥u∥V.

No segundo passo usamos na primeira parcela o Teorema da Divergên-

cia e os seguintes fatos: u se anula na fronteira e u tem divergente nulo.

No terceiro passo usamos o item (i) da Proposição 1.2.11. No quarto

passo usamos o item (ii) da Proposição 1.2.11 e em seguida, usamos a

desigualdade de Poincaré e o fato que as derivadas parciais de primeira

ordem de U são limitadas. No quinto passo, usamos a desigualdade de

Poincaré novamente.

Lema 2.4.3 Os espectros de L e L∗ consistem ambos de um conjunto

in�nito enumerável de autovalores tendendo ao in�nito no lado direito

do plano. Cada autovalor tem multiplicidade �nita, e os autovalores

não podem se aglomerar perto de um número complexo �nito.

Demonstração 2.4.4 Vamos provar que L é um operador fechado e

que existe r tal que (L + rI)−1 é compacto, pois devido à Teorema

1.1.23, teremos que o espectro de L consiste de um conjunto in�nito

enumerável e com multiplicidades algébrica e geométrica �nitas. Em

seguida, mostraremos que os autovalores de L estão dentro de uma

região parabólica no lado direito do plano, donde seguirá o resultado.

Consideremos a forma bilinear

Lr[u, v] = ((L+ r)u, v), (u, v) ∈ V ∩H2(Ω)n × V, r ≥ c2 > 0,
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sendo c2 de�nido no item (iii) do Lema 2.4.1.

Lr é contínua. De fato,

|Lr[u, v]| ≤ |(Lu, v)|+ r|(u, v)|

≤ c1∥u∥V∥v∥V + r|u|H|u|H

≤ c1∥u∥V∥v∥V + r̃∥u∥V∥v∥V

= c∥u∥V∥v∥V.

Notemos que para obter a segunda desigualdade usamos o item (ii) do

Lema 2.4.1 e a desigualdade de Cauchy-Schwarz; para obter a terceira

usamos a desigualdade de Poincaré.

Mostremos agora que o operador (L + r) : V ∩ H2(Ω)n −→ H é

fechado.

Seja {un}n∈N ⊆ V ∩ H2(Ω)n, tal que un → u quando n → ∞ e

(L + r)un → w em H. Notemos que u ∈ V ∩ H2(Ω)n, assim para

mostrar que (L+ r) é fechado, basta mostrar (L+ r)u = w. Mostremos

então que ((L+ r)u− w, v) = 0, ∀ v ∈ H.

Dado v ∈ H temos:

|((L+ r)u− w, v)| ≤ |
((
L+ r

)
(u− un), v

)
|+ |

(
(L+ r)un − w, v

)
|

≤ c∥u− un∥V∥v∥V + |(L+ r)un − w|H|v|H,

sendo que a última desigualdade segue, respectivamente, da continuidade

da forma bilinear Lr[u, v] e da desigualdade de Cauchy- Schwarz.

O termo c∥u−un∥V∥v∥V + |(L+ r)un−w|H|v|H tende a zero, pois

un → u em V ∩H2(Ω)n e (L + r)un → w em H, donde
(
(L + r)u −

w, v
)
= 0, ∀v ∈ H. Segue que (L + r)u = w e portanto (L + r) é

fechado.

Consequentemente obtemos que L é fechado. Notemos que Lr[u, v]
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é forma bilinear contínua de�nida em V×V, V é espaço de Hilbert e

devido aos itens (iii) e (iv) do Lema 2.4.1, temos

|Lr(x, y)| ≤ α∥x∥V.∥y∥V e Lr(x, x) ≥ ∥x∥2V.

Assim, devido ao Teorema de Lax-Milgram, dado f ∈ H, o problema ge-

neralizado de Dirichlet abaixo possui uma única solução u ∈ V,∀φ ∈ V.

Lr[u, φ] = (f, φ).

Como Lr[u, φ] = ((L+r)u, φ), temos ((L+r)u, v) = (f, v), para todo v

em V. Consequentemente segue da Proposição 1.2.6 que (L+r)u−f =

∇w, para algum w ∈ H1(Ω).

No entanto, ∇w está no complemento ortogonal de H e (L+r)u−f

está em H (pois L + r aplica V em H e f está em H), logo ∇w = 0,

isto é, (L + r)u = f. Constatamos assim que (L + r) : V −→ H é

bijetivo.

Deste modo, como (L+r) é operador linear fechado e bijetivo inferi-

mos, devido a Proposição 1.1.19, que (L+ r)−1 : H −→ V é contínuo.

Além disso, devido a Proposição 1.2.9, temos que a imersão i de V

em H é compacta. Logo, i ◦ (L + r)−1 : H −→ H é compacto, pois é

a composição de um operador compacto com um contínuo. Segue que

L : V ∩H2(Ω)n −→ H tem resolvente compacto.

Vamos mostrar agora que os autovalores de L estão dentro da região

parabólica

c3τ
2 < σ + c4, (λ = σ + iτ ∈ C.)

De fato, seja λ um número complexo, pertencente ao conjunto re-

solvente de L, então (L− λI)−1 existe e é limitado. Logo, dado f ∈ H
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existe u ∈ V tal que Lu− λu = f , a saber u = (L− λI)−1f .

Fazendo o produto interno por u ∈ V em ambos os lados de Lu −

λu = f , segue que

(Lu, u)− λ(u, u) = (f, u). (2.9)

Consideramos a seguir a parte real e imaginária de (2.9) para obter

uma relação entre as partes real e imaginária de λ.

Considerando a parte real de (2.9) obtemos a seguinte equação:

Re (Lu, u)− σ|u|2H = Re (f, u). (2.10)

Pelo item (iii), do Lema 2.4.1, temos Re (Lu, u) ≥ ∥u∥2V − c2|u|2H
e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz resulta que Re (f, u) ≤

|f |H.|u|H. Substituindo estas estimativas em (2.10) segue que

∥u∥2V − σ|u|2H ≤ |f |H.|u|H + c2|u|2

≤ 2

(
|f |2H
4

+ |u|2H
)
+ c2|u|2H

=
|f |2H
2

+ c4|u|2H.

Assim,

−σ|u|2H ≤ |f |2H
2

+ c4|u|2H − ∥u∥2V. (2.11)

Agora vamos considerar a parte imaginária de (2.9):

Im (Lu, u)− τ |u|2H = Im (f, u).

Usando o item (iv) do Lema 2.4.1 e a desigualdade de Cauchy-
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Schwarz, temos

τ |u|2H ≤ Im (Lu, u) + |f |H.|u|H

≤ c7|u|H.∥u∥V + |f |H.|u|H

≤
(
∥u∥V +

|f |H
c7

)
|u|Hc7.

Por conseguinte,

τ2|u|2H
c27

≤ (∥u∥V +
|f |H
c7

)2

≤ 2(∥u∥2V +
|f |2H
c27

),

ou seja,
τ2|u|2H
2c27

≤ ∥u∥2V +
|f |2H
c27

. (2.12)

Adicionando (2.11) e (2.12) obtemos

(c3τ
2 − σ − c4)|u|2H ≤ c8|f |2H,

e então, se (c3τ
2 − σ − c4) > 0, segue que

|u|H
|f |H

≤ c
1
2
8

(c3τ2 − σ − c4)
1
2

, ∀ f ∈ H.

Além disso,

|(L− λ)−1f |H
|f |H

=
|u|H
|f |H

≤ c
1
2
8

(c3τ2 − σ − c4)
1
2

, ∀ f ∈ H.
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Consequentemente

|(L− λ)−1| = sup
v∈H, v ̸=0

|(L− λ)−1v|H
|v|H

≤ c
1
2
8

(c3τ2 − σ − c4)
1
2

(2.13)

e (L− λ)−1 está bem de�nida. Deste modo, se λ é tal que (c3τ
2 − σ −

c4) > 0, então λ está no conjunto resolvente de L. Logo, o conjunto

dos autovalores de L está na região interior da parábola c3τ2 < σ+ c4,

sendo λ = σ + iτ .

Observação 2.4.5 Segue de (2.13) que em um raio {λ = ρeiθ; ρ > 0}

do plano complexo, temos

|(L− λ)−1| ≤ c
1
2
8 |λ|−1|λ|

(c3τ2 − σ − c4)
1
2

= |λ|−1 c
1
2
8 (σ

2 + τ2)
1
2

(c3τ2 − σ − c4)
1
2

= |λ|−1
c

1
2
8 (1 +

τ2

σ2
)

1
2

(c3
τ2

σ2
− 1

σ
− c4
σ2

)
1
2

.

Devido a de�nição de raio de crescimento mínimo de um operador,

temos que
τ2

σ2
= tan θ =constante. Logo, exceto pelo eixo real positivo,

todo raio é de crescimento mínimo para o operador L.

Lema 2.4.6 Para r su�cientemente grande o operador (L+ r) possui

inversa de classe Hilbert-Schmidt.
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Demonstração 2.4.7 Escrevemos L = A+B, sendo

Bu = Pσ[Uj
∂ui
∂xj

+ uj
∂Ui
∂xj

].

Notemos que B é um operador limitado:

|Bu|2H =

∫
Ω

(
Uj
∂ui
∂xj

+ uj
∂Ui
∂xj

− ∂p

∂xi
)(Uj

∂ui
∂xj

+ uj
∂Ui
∂xj

− ∂p

∂xi
) dx

=

∫
Ω

(
Uj
∂ui
∂xj

+ uj
∂Ui
∂xj

)(Uj
∂ui
∂xj

+ uj
∂Ui
∂xj

) dx

=

∫
Ω

u2j (
∂Ui
∂xj

)2 dx

≤ c|u|H

≤ c9∥u∥2V. (2.14)

Notemos que para obtermos o terceiro passo utilizamos o Teorema

da Divergência em conjunto com os seguintes fatos: u se anula na

fronteira e U possui divergente zero. No quarto passo usamos que as

primeiras derivadas de U são limitadas em Ω; e para a obtenção do

quinto passo usamos a desigualdade de Poincaré.

Devido a Proposição 1.3.6 e ao Corolário 1.3.8, temos que Ar mapeia

H em V e é de classe Hilbert-Schmidt. Assim a composição BAr é um

operador de H nele mesmo e BAr é um operador de classe Hilbert-

Schmidt, pois é o produto de um operador de classe Hilbert-Schmidt

com um limitado. Consequentemente BAr é um operador compacto.

Deste modo, através da equação (2.14) e a Proposição 1.3.6, obte-

mos

|BAru|H ≤ c9∥Aru∥V ≤ c9

2r
1
2

|u|H.
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Notemos, na desigualdade acima, que se r for grande o su�ciente,

então |BAr| < 1. Concluímos, devido a Proposição 1.1.29, que (I +

BAr)
−1 existe e é limitado.

Logo,

(L+ r)−1 = (A+B+ r)−1 = ((I +BAr)(A+ r))−1 = Ar(I +BAr)
−1,

e então (L + r)−1 é um operador de classe Hilbert-Schmidt, pois é o

produto de um operador de classe Hilbert-Schmidt com um limitado.

Lema 2.4.8 As autofunções de L e L∗ são completas em H.

Demonstração 2.4.9 O resultado segue devido a observação 2.4.5, ao

Lema 2.4.6 e ao Corolário 1.1.32.

De�nimos agora Mn como sendo o subespaço de H invariante por

L, correspondente aos autovalores que tem parte real menor ou igual

do que n. Devido ao Lema 2.4.3 sabemos que os autovalores de L

tem multiplicidades algébrica e geométrica �nitas e podem acumular-

se apenas no in�nito, logo a dimensão de Mn é �nita e portanto Mn é

um subespaço fechado de H.

Denotaremos por Nn o complemento ortogonal em H e por M∗
n o

espaço dual de Mn. Como Mn é um subespaço fechado de H temos,

devido a Proposição 1.1.11, que H = Mn ⊕Nn.
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Então, Mn e Nn são respectivamente imagem e núcleo do seguinte

operador de projeção ([32], pg. 418)

Pn =
1

2πi

∫
Cn

(λ− L)−1 dλ,

sendo que Cn engloba exatamente os autovalores λ com Re (λ) ≤ n.

Além disso, M∗
n é a projeção do operador adjunto de Pn

P ∗
n =

1

2πi

∫
Cn

(λ− L∗)−1 dλ.

Assim, devido a Proposição 1.1.24, temos que (Nn)
⊥ = M∗

n.

Lema 2.4.10 Seja Mn o subespaço invariante de L correspondendo

aos autovalores λ tais que Re (λ) ≤ n e seja Nn o subespaço comple-

mentar. Então para n su�cientemente grande,

(Lu, u) ≥ 1

2
∥u∥2V,∀u ∈ Nn ∩V.

Demonstração 2.4.11 Pelo item (iii) do Lema 2.4.1, temos que

Re(Lu, u) ≥ ∥u∥2V − c2|u|2H = ∥u∥2V(1− c2
|u|2H
∥u∥2V

), ∀u ∈ V ∩H.

Logo, para demonstrarmos o lema, basta mostrarmos que ∥u∥2V ≥

2c2|u|2H, u ∈ Nn ∩V, n grande o su�ciente.

Denotemos

d(M∗
n) := inf

{
∥u∥2V
|u|2H

, sendou ∈ (M∗
n)

⊥ ∩V = Nn ∩V

}
= 0.

Consideremos o operador A(u) = Pσ(−∆u). Pelo Teorema 1.3.1,

os autovalores de A formam uma sequência enumerável µ1, µ2, µ3, ...,
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de números reais positivos, tendendo para o in�nito, as autofunções

associadas {φ1, φ2, ...} formam uma sequência ortonormal em H, e or-

togonal em H, além disso

µk = inf

{
∥u∥2V
|u|2H

, u ∈ V, (u, φi) = 0, i = 1, 2, 3, ..., k − 1

}
. (2.15)

Mostraremos então que para qualquer k existe n tal que d(M∗
n) ≥

µk, pois deste modo, dado µk ≥ 2c, teremos

∥u∥2V ≥ d(M∗
n)k|u|2H ≥ µk|u|2H ≥ 2c2|u|2H,

para qualquer função u ∈ Nn ∩H, e o lema estará demonstrado.

Denotemos por Ek o operador linear que projeta ortogonalmente

sobre o espaço gerado por {φ1, φ2, ..., φk+1}. Então

Eku =
k+1∑
i=1

(u, φi)φi.

De�nindo Fk = I −Ek, temos (Ek(u), Fk(u)) = 0 e (Ek(u), Fk(u))V =

0 para toda u ∈ H ∩V. Consequentemente

|u|2H = |Eku|2H + |Fku|2H, (2.16)

∥u∥2V =

∫
Ω

(
∂(Eku)i
∂xj

+
∂(Fku)i
∂xj

)
.

(
∂(Eku)i
∂xj

+
∂(Fku)i
∂xj

)
= ∥Eku∥2V + ∥Fku∥2V+

+

∫
Ω

∂(Eku)i
∂xj

∂(Fku)i
∂xj

+
∂(Fku)i
∂xj

∂(Eku)i
∂xj

= ∥Eku∥2V + ∥Fku∥2V. (2.17)

58



Sejam u ∈ V e φi autofunção de A, então

(Fku, φi) = (u− Eku, φi)

=

(
u−

k+1∑
i=1

(u, φi)φi, φi

)

= (u, φi)−

(
k+1∑
i=1

(u, φi)φi, φi

)

= (u, φi)− (u, φi)(φi, φi)

= 0,∀i = 1, 2, ..., k + 1.

Logo,

∥Fku∥2V
|Fku|2H

≥ inf

{
∥v∥2V
|v|2H

, v ∈ V, (v, φi) = 0, i = 1, 2, 3, ..., k

}
= µk+1.

Consequentemente

∥Fku∥2V ≥ µk+1|Fku|2H. (2.18)

Pelo Lema 2.4.8, as autofunções de L∗ são completas em H e então

dado ϵ > 0, k �xo, n su�cientemente grande, existem v1, v2, ..., vk+1 ∈

M∗
n tais que

|φi − vi|H < ϵ
1
2 (k + 1)−

1
2 .

Finalmente, seja u ∈ Nn ∩V ⊆ (M∗)⊥. Devido a desigualdade de

Cauchy-Schwarz e a desigualdade anterior, obtemos

|(u, φi)| = |(u, φi − vi)| ≤
√
ϵ|u|H√
k + 1

, ∀ϵ > 0, i = 1, 2, ..., k + 1,

donde,

|Eku|2H =
k+1∑
i=1

|(u, φi)|2H ≤ ϵ|u|2H, ∀ ϵ > 0. (2.19)
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Estimando (2.16), através de (2.19), podemos a�rmar que

|Fku|2H = |u|2H − |Eku|2H ≥ (1− ϵ)|u|2H,∀ϵ > 0. (2.20)

Portanto, usando respectivamente (2.17), (2.18) e (2.20), constata-

mos
∥u∥2 = ∥Eku∥2V + ∥Fku∥2V

≥ ∥Fku∥2V

≥ µk+1|Fku|2H

≥ µk+1(1− ϵ)|u|2H,∀ϵ > 0,∀u ∈ Nn ∩V.

Consequentemente d(M∗) ≥ µk+1 ≥ µk e o resultado segue.

Lema 2.4.12 SejaM um subespaço de H, com dimensão �nita, gerado

por ψ1, ψ2, ..., ψn. Seja u ∈ M, u =
n∑
k=1

ckψk, então:

(i) Existem constantes d e d′ tais que

d

(
n∑
k=1

c2k

) 1
2

≤ |u|H ≤ d′

(
n∑
k=1

c2k

) 1
2

.

(ii) Se ∥ψi∥V < ∞ e se ψ

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, para i = 1, ..., n, então as normas

| · |H e ∥ · ∥V são equivalentes em M, isto é, existem constantes d

e d′ tais que d|u|H ≤ ∥u∥V ≤ d′|u|H para todo u em M.

Demonstração 2.4.13 (i) Como u =

n∑
k=1

ckψk segue, respectiva-

mente, pela desigualdade triangular e desigualdade de Cauchy-
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Schwarz, que

|u|H ≤
n∑
k=1

|ck| |ψk|H ≤

(
n∑
k=1

|ck|2
) 1

2

·

(
n∑
k=1

|ψk|2H

) 1
2

.

Deste modo, para obtermos a segunda desigualdade basta conside-

rarmos d′ =

(
n∑
k=1

|ψk|2H

) 1
2

.

Para provarmos a primeira desigualdade, notemos que

(u, ψj) =

(
n∑
k=1

ckψk, ψj

)
=

n∑
k=1

(ψk, ψj)ck = Ajkck.

Como o conjunto {ψj , j = 1, 2, · · · , n} é linearmente independente

temos que a matriz Ajk é inversível, donde ck = (Ajk)
−1(u, ψj) e

então

n∑
k=1

c2k =
n∑
k=1

|(Ajk)−1(u, ψj)|2

≤
n∑
k=1

|(Ajk)−1|2 |(u, ψj)|2

≤
n∑
k=1

|(Ajk)−1|2 |u|2H |ψj |2H

= |u|2H
n∑
k=1

|(Ajk)−1|2|ψj |2H.

Deste modo, basta considerar d = 1/
n∑
k=1

|(Ajk)−1|2|ψj |H.

(ii) Através do processo de ortogonalização de Gram Schmidt podemos
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considerar um conjunto {φi} ortonormal no produto interno (·, ·)

ao invés de {ψi}. Logo, dado u ∈ M, temos que ck = (u, φk), e

então

u =
n∑
k=1

(u, φk)φk =
n∑
k=1

akφk.

Assim,

|u|2H =

∫
Ω

n∑
k=1

akφk

n∑
l=1

alφl dx

=

∫
Ω

n∑
k,l=1

akalφkφl dx

=
n∑
k=1

a2k

∫
Ω

φkφk dx =
n∑
k=1

a2k.

Por outro lado,

∥u∥2V =

∫
Ω

n∑
k=1

ak
∂φki
∂xj

n∑
m=1

am
∂φmi

∂xj
dx

=

∫
Ω

n∑
k,m=1

akam
∂φki
∂xj

∂φmi

∂xj
dx

=
n∑

k,m=1

akam

∫
Ω

∂φki
∂xj

∂φmi

∂xj
dx

≤
n∑

k,m=1

akam∥φk∥V∥φm∥V (Cauchy-Schwarz)

≤ c̃

n∑
k,m=1

akam ≤ c

n∑
k=1

a2k = c|u|2H.

Por hipótese, ∥ψi∥V < ∞. Logo se u ∈ Mn então u ∈ V e então
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vale a desigualdade de Poincaré para u. Consequentemente

d|u|H ≤ ∥u∥V,∀u ∈ Mn.

2.5 Teorema de Estabilidade

Teorema 2.5.1 Se todos os autovalores de L tem parte real positiva,

então U é condicionalmente assintoticamente estável na norma de L2(Ω).

Demonstração 2.5.2 Seja u uma solução do sistema de equações para

os campos de perturbações. É su�ciente provar que u tende para zero,

quando t tende para o in�nito, sempre que todos os autovalores de L

têm parte real positiva.

Sabemos que u satisfaz a equação (2.4.2), ou seja

∂

∂t

|u|2H
2

+ (Lu, u) = 0.

Pelo Lema 2.4.3, L tem uma quantidade enumerável de autovalores

tendendo para in�nito no lado direito do plano e cada autovalor tem

multiplicidades algébrica e geométrica �nitas. Por hipótese estamos

supondo que tais autovalores tem parte real positiva, e então existe

γ > 0, tal que se λ é autovalor de L, então Re (λ) ≥ γ. De posse destes

fatos, consideremos os subespaços Mn e Nn, como no Lema 2.4.10, de

modo que, se w ∈ H, então w = w1 + w2, w1 ∈ Mn, w2 ∈ Nn e Mn

com dimensão �nita.

Substituindo u = u1 + u2 em (2.4.2) temos, devido a linearidade de
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L e do produto interno, que

∂

∂t

|u|2H
2

+ (Lu2, u2) = −(Lu1, u2)− (Lu2, u1)− (Lu1, u1). (2.21)

Agora vamos estimar cada uma das parcelas do lado direito de (2.21).

Todo operador linear é contínuo sobre espaços vetoriais de dimen-

são �nita. Em particular, L é limitado sobre Mn, donde existe uma

constante c1 = c1(n), tal que c1 → ∞, quando n→ ∞ e

|Lu1|H ≤ c1|u1|H.

Consequentemente, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

|(Lu1, u1)| ≤ |Lu1|H.|u1|H ≤ c1|u1|2H,

|(Lu1, u2)| ≤ |Lu1|H.|u2|H ≤ c1|u1|H.|u2|H.

Seja L∗ o operador adjunto de L, então

(Lu2, u1) = (u2, L
∗u1) = (u2, Lu1) + (u2, (L

∗ − L)u1).

Como

L∗(u) = −∆u− U.∇u+ u.∇U −∇p e

L(u) = −∆u+ U.∇u+ u.∇U −∇p

constatamos que (L∗−L)u1 é um operador diferencial parcial de primeira

ordem e então existe c > 0, tal que

|(L∗ − L)u1|H ≤ c∥u1∥V.

Além disso, Mn tem dimensão �nita e é gerado por autofunções que
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estão em V. Logo, devido ao Lema 2.4.12, existe uma constante d′, tal

que c∥u1∥V ≤ d′|u1|H. Logo, |(L∗ − L)u1|H ≤ d′|u1|H, e portanto

|(Lu2, u1)| ≤ (c1 + d′)|u1|H.|u2|H.

Substituindo estas estimativas para |(Lu1, u1)|, |(Lu1, u2)|, |(Lu2, u1)|

em (2.21), usando Lema 2.4.10 e a desigualdade

ab ≤ a2

4ϵ
+ ϵb2

conseguimos a seguinte estimativa

∂

∂t

|u|2H
2

+
∥u2∥2V

2
≤ c3|u1|2H + ϵ|u2|2H, (2.22)

com c3 =

(
c1 +

(2.c1 + d′)2

4.ϵ

)
tendendo para o in�nito quando n→ ∞

ou quando ϵ→ 0.

Escolhendo n su�cientemente grande obtemos, da demonstração do

Lema 2.4.10, que ∥u2∥2V ≥ c4|u2|2H, sendo c4 tão grande quanto necessário.

Logo, segue de (2.22) que

d

dt

|u|2H
2

+ c5|u2|2H ≤ c3|u1|2H, sendo c5 =
c4
2

− ϵ. (2.23)

Notemos ainda que |u|2H = |u1 + u2|2H ≤ 2|u1|2H + 2|u2|2H, e isto

implica que

|u2|2H ≥ |u|2H
2

− |u1|2H.

Substituindo esta estimativa inferior para |u2|H em (2.23) garantimos

que
d

dt
|u|2H + c5|u|2H ≤ c6|u1|2H, (2.24)
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e c5, c6 tendem para in�nito quando n→ ∞.

Agora vamos obter uma estimativa para |u1(t)|H e posteriormente

substituí-la em (2.24).

Seja Pn a projeção de H sobre Mn considerada antes do Lema

2.4.10. Podemos representá-la da seguinte forma

Pn(u(t)) =

m∑
j=1

Cj(u)φj ,

sendo {φ1, φ2, ..., φm} uma base de Jordan para Mn.

Como Pn é linear e contínua, inferimos que Cj(u) ∈ H∗. Logo

existe φ∗
j ∈ H∗, tal que

Pn(u(t)) =
m∑
j=1

(u, φ∗
j )φj . (2.25)

Segue de (2.25) que (φi, φ
∗
j ) = 0 se i ̸= j e (φi, φ

∗
j ) = 1 se i = j.

Ademais, considerando que Pn comuta com L e que {φ1, φ2, ..., φm}

é uma base de Jordan para L em Mn, obtemos que {φ∗
1, φ

∗
2, ..., φ

∗
m} é

uma base de Jordan para L∗ em M∗
n.

Aplicando Pn em (2.6) obtemos

du1
dt

+ Lu1 + Pn(N(u, u)) = 0, (2.26)

pois

Pn(
du
dt ) =

m∑
j=1

(
du

dt
, φ∗

j )φj

=

m∑
j=1

φj

∫
Ω

du

dt
φ∗
jdx
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=
d

dt
(

m∑
j=1

(u, φ∗
j )φj)dx =

du1
dt

.

Multiplicando (2.26) por φ∗
k (no produto interno de H) e denotando

(u, φ∗
k) por qk(t), podemos a�rmar que

dqk
dt

+ Lkjqj + (PnN(u, u), φ∗
k) = 0, (2.27)

pois (
du1
dt

, φ∗
k

)
=

(
d(Pnu)

dt
, φ∗

k

)
=

 d

dt
(
n∑
j=1

(u, φ∗
j )φj), φ

∗
k



=

 n∑
j=1

[
d

dt
(u, φ∗

j )φj + (u, φ∗
j )
d

dt
φj ], φ

∗
k


=

d

dt
(u, φ∗

k) =
dqk
dt
.

(Lu1, φ
∗
k) =

L( n∑
j=1

(u, φ∗
j )φj), φ

∗
k


=

 n∑
j=1

(u, φ∗
j )L(φj), φ

∗
k


= (L(φk), φ

∗
j )(u, φ

∗
j ) = Lkjqj .

Agora vamos estimar o termo (Pn(N(u, u)), φ∗
k) :

(Pn(N(u, u)) , φ∗
k) = (N(u, u), P ∗

n(φ
∗
k))

= (N(u, u), φ∗
k)

= (Pσ(u · ∇u), φ∗
k)
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= (u · ∇u, φ∗
k)

=

∫
Ω

uj
∂ui
∂xj

(φ∗
k)i dx

=

∫
Ω

(
∂(ujui)

∂xj
(φ∗
k)i −

∂uj
∂xj

ui(φ
∗
k)i

)
dx

=

∫
Ω

∂(ujui)

∂xj
(φ∗
k)i dx

=

∫
Ω

(
∂(ujui(φ

∗
k)i)

∂xj
− ujui

∂(φ∗
k)i

∂xj

)
dx

= −
∫
Ω

ujui
∂(φ∗

k)i
∂xj

dx.

Notemos que para a obtenção do sétimo passo, usamos que u tem diver-

gente zero em Ω, e para a obtenção do último passo usamos o Teorema

da Divergência e o fato que u se anula na fronteira de Ω.

Logo,

|(N(u, u), φ∗
k)| ≤

∫
Ω

|uj | |ui| |
∂(φ∗

k)i
∂xj

| dx,

e assumindo que

∣∣∣∣∂(φ∗
k)i

∂xj

∣∣∣∣ ≤ c̃6, temos

|(N(u, u), φ∗
k)| ≤

∫
Ω

|uj | |ui| c̃6 dx

≤ nc̃6

∫
Ω

(|uj |2 + |ui|2) dx = c6|u|2H.

Substituindo esta estimativa para |(N(u, u), φ∗
k)| em (2.27) obtemos

dqk
dt

+ Lkjqj ≤ c6|u|2H. (2.28)
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Podemos reescrever o sistema (2.28) matricialmente

q′ ≤ −Lq + f(t, x), (2.29)

sendo q = (q1, q2, ..., qm)T , f(t, x) = (c6|u|2H, ..., c6|u|2H)T e L a matriz

com componentes Lkj .

A solução de (2.29) é dada por:

q(t) ≤ e−Ltq(0) +

∫ t

0

e−(t−s)Lf(s, q(s)) ds. (2.30)

Como os autovalores de −L tem parte real negativa e menor do que

−γ, inferimos, devido a Proposição 1.1.3, que existe uma constante

positiva K, tal que,

|e−Lt| ≤ Ke−γt(t ≥ 0), (2.31)

sendo |e−Lt| =
∑
j

∑
i

|(e−Lt)ij |.

Logo, de (2.30) e (2.31) segue que

|q(t)| ≤ e−γt|q(0)|+ c8

∫ t

0

e−γ(t−s)|u|2H ds, (2.32)

sendo |q(t)| =

√√√√ m∑
k=1

q2k, a norma Euclidiana.

Notemos que dado u1 ∈ Mn temos u1 =
∑
j

(u, φ∗
j )φj =

∑
j

qjφj ,

e então, pelo Lema 2.4.12, a norma q é equivalente a norma de |u1|H.

Deste modo, podemos substituir q(t) por |u1|H na equação (2.32), ob-
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tendo

|u1(t)|H ≤ c7|u1(0)|He−γt + c8

∫ t

0

eγ(s−t)|u(s)|2H ds. (2.33)

Elevando ao quadrado em ambos os lados de (2.33), usando a de-

sigualdade de números reais, 2ab ≤ a2+b2, e a desigualdade de Hölder,

obtemos que

|u1(t)|2H ≤
(
c7|u1(0)|He−γt + c8

∫ t

0

eγ(s−t)|u(s)|2H ds

)2

≤ 2c27|u1(0)|2He−2γt+

2c28

[∫ t

0

eγ(s−t)|u(s)|2H ds

] [∫ t

0

eγ(s−t)|u(s)|2H ds

]

≤ 2c27|u1(0)|2He−2γt+

2c28

[∫ t

0

eγ(s−t) ds

] [∫ t

0

eγ(s−t)|u(s)|4H ds

]
.

Mas como |u1(0)|H = |Pn(u(0))|H ≤ c|u(0)|H e

∣∣∣∣∫ t

0

eγ(s−t) ds

∣∣∣∣ ≤const.
quando t→ ∞, existem constantes c9 e c10 tais que:

|u1|2H ≤ c9e
−2γt|u(0)|2H + c10

∫ t

0

e−γ(t−s)|u(s)|4H ds.

Substituindo esta estimativa para |u1|H em (2.24), multiplicando

pelo fator ec5t e em seguida integrando de 0 à t, obtemos

|u(t)|2H ≤ c13e
−γt|u(0)|2H + c12e

−c5t
∫ t

0

∫ τ

0

ec5τ−γ(τ−s)|u(s)|4H ds dτ.

(2.34)

Agora vamos estimar a última parcela da inequação integral (2.34)
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acima.

Pelo fato de c5 crescer com n, podemos assumir c5 > 2γ, e então

e−c5t
∫ t

0

∫ τ

0

ec5τ−γ(τ−s)|u(s)|4H ds dτ =

= e−c5t
∫ t

0

eγs|u(s)|4H
∫ t

s

e(c5−γ)τ dτ ds

=
∫ t
0
eγs−c5t

e(c5−γ)t − e(c5−γ)s

c5 − γ
|u(s)|4H ds

≤ c
∫ t
0
e−γ(t−s)|u(s)|4H ds, pois (c5 − 2γ > 0).

Logo,

|u(t)|2H ≤ c13e
−γt|u(0)|2H + c14

∫ t

0

e−γ(t−s)|u(s)|4H ds. (2.35)

Denotando eγt|u(t)|2H por α(t) obtemos

α(t) ≤ c13α(0) + c14

∫ t

0

e−γsα2(s) ds,

cujas soluções são dominadas pelas soluções de

β(t) = c13β(0) + c14

∫ t

0

e−γsβ2(s) ds. (2.36)

Diferenciando (2.36) obtemos β′(t) = c14e
−γtβ2(t)

β(0) = c13α(0)

cuja solução é

β(t) =
c13γα(0)

γ − c14α(0)(1− e−γt)
.
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Deste modo,

|u(t)|2H ≤ c13γ|u(0)|2He−γt

γ − c14α(0)(1− e−γt)

≤ c13γ|u(0)|2He−γt

γ − c14α(0)
.

Portanto, se |u(0)|2H <
γ

c14
, então |u(t)|H → 0, quando t→ ∞, pelo

menos exponencialmente.

Observação 2.5.3 Para dar uma idéia da demonstração de que

{φ∗
1, φ

∗
2, ..., φ

∗
m} é uma base Jordan para L∗ em M∗

n, consideremos o

fato de que Pn comuta com L (ver [32], pg. 417). Como {φ1, φ2, ..., φm}

é uma base de Jordan para L em Mn, podemos considerar

L(φ1) = φ1

L(φ2) = φ2 + φ1

L(φ3) = φ3 + φ2....

QuandoMn tem dimensão um, temos então L(φ1) = φ1 e LPn(u) =

PnL(u), logo

(u, φ∗
1)φ1 = (u, φ∗

1)L(φ1) = (Lu, φ∗
1)φ1 = (u, Lφ∗

1)φ1,∀u ∈ D(L)

ou seja, (u, φ∗
1 − L∗φ∗

1) = 0, ∀u ∈ D(L). Por conseguinte, L∗φ∗ = φ∗.

Quando Mn tem dimensão dois, temos

Pu =
2∑
i=1

(u, φ∗
i )φi = (u, φ∗

1)ϕ1 + (u, φ∗
2)φ2.
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Logo,

LPu = (u, φ∗
1)Lφ1 + (u, φ∗

2)Lφ2.

Por outro lado,

PLu = (Lu, φ∗
1)φ1 + (Lu, φ∗

2)φ2.

Segue então que

(u, L∗φ∗
1)φ1 + (u, L∗φ∗

2)φ2 = (Lu, φ∗
1)φ1 + (Lu, φ∗

2)φ2

= (u, φ∗
1)Lφ1 + (u, φ∗

2)Lφ2

= (u, φ∗
1 + φ∗

2)φ1 + (u, φ∗
2)φ2,∀u ∈ D(L).

Logo, L∗(φ∗
2) = φ∗

2 e L∗(φ∗
1) = φ∗

1 + φ∗
2.

O resultado para dimensão n qualquer pode ser feito por indução.

2.6 Teorema de Instabilidade

Teorema 2.6.1 Se L tem pelo menos um autovalor com parte real ne-

gativa então alguma perturbação crescerá com o tempo, sendo portanto

a solução básica instável.

Demonstração 2.6.2 Vamos supor, por absurdo, que L tem pelo me-

nos um autovalor com parte real negativa e que a solução básica, U, é

estável.

Seja u(t) uma perturbação. Devido a de�nição de estabilidade, dado

ϵ > 0, existe δ > 0, tal que, se |u(0)|H < δ, então |u(t)|H < ϵ, para

todo t > 0.

Através da demonstração do Teorema de Estabilidade, sabemos que
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u satisfaz
dqj
dt

+ Lijqi = fj , (2.37)

sendo qk(t) = (u, φ∗
k), fj = −(N(u, u), φ∗

j ), {φ∗
1, φ

∗
2, ..., φ

∗
k} uma base

de Jordan para L∗ em M∗
n e {φ1, φ2, ..., φk} uma base de Jordan para

L em Mn. Sabemos também que existe c1 > 0 tal que

|fj(t)| ≤ c1|u(t)|2H. (2.38)

Além disso, devido ao item (i) do Lema 2.4.12 sabemos que existem

constantes positivas c, c′ tais que

c|u1(t)|2H ≤
k∑
j=1

|qj |2 ≤ c′|u1(t)|2H. (2.39)

Seja {ψ1, ψ2, ..., ψk} uma normalização adequada da base de Jordan

que estávamos considerando para L em Mn, de modo que a matriz Lij

nessa base (que continuamos a denotar por Lij) possui zeros ou γ′s na

superdiagonal, sendo γ um número positivo arbitrário.

Por hipótese, L tem pelo menos um autovalor com parte real neg-

ativa. Assumimos, reordenando se necessário, que os autovalores com

parte real negativa estão nas l primeiras entradas da diagonal da matriz

Lij, l ≤ k. Assim, se λ é um destes autovalor, então Re (λ) < −σ,

para algum σ > 0.

Desta forma:

Re

 l∑
i,j=1

Lijqiqj

 ≤ (−σ + γ)
l∑
i=1

|qi|2, (2.40)
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Re

 k∑
i,j=l+1

Lijqiqj

 ≥ (−γ)
k∑

i=l+1

|qi|2. (2.41)

Denotemos

R(t) =

l∑
i=1

|qi|2, ρ(t) =

k∑
i=l+1

|qi|2.

Derivando R(t) e usando respectivamente (2.37), (2.40), (2.38) obte-

mos

∂

∂t
R(t) =

l∑
j=1

∂qj
∂t

qj +
∂qj
∂t

qj

= 2Re

 l∑
j=1

∂qj
∂t

qj


= 2Re

 l∑
j=1

qj(−
l∑
i=1

Lijqj + fj)


≥ 2(σ − γ)R− c2|u|2HR

1
2 .

(2.42)

Estamos assumindo, por absurdo, que |u(t)|H < ϵ, para algum ϵ > 0

que escolheremos de forma conveniente mais tarde. Assim segue, de

(2.42), que

∂

∂t
R(t) ≥ 2(σ − γ)R− c2ϵ|u|HR

1
2

≥ 2(σ − γ)R− c2
ϵ

2
(|u(t)|2H +R).

Logo,
∂

∂t
R(t) ≥ k1R− c3ϵ|u(t)|2H, (2.43)
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sendo k1 = 2(σ − γ)− c2
ϵ
2 e c3 = c2

2 .

Integrando (2.43) de 0 à t obtemos

R(t) ≥ R(0) + k1

∫ t

0

R(s) ds− c3ϵ

∫ t

0

|u(s)|2H ds. (2.44)

Analogamente temos

∂

∂t
ρ(t) ≤ 2γρ+ c4|u(t)|2Hρ

1
2

≤ (2γ + c4
ϵ
2 )ρ+ c4

ϵ
2 |u(t)|

2
H.

Logo,

∂

∂t
ρ(t) ≤ k2ρ+ c5ϵ|u|2H, k2 = (2γ + c4

ϵ

2
), c5 =

c4
2
.

Integrando esta última equação de 0 à t segue que

ρ(t) ≤ ρ(0) + k2

∫ t

0

ρ(s) ds+ c5ϵ

∫ t

0

|u(s)|2H ds. (2.45)

Subtraindo (2.45) de (2.44) resulta que

R(t)− ρ(t) ≥ [R(0)− ρ(0)] + k1

∫ t

0

R(s) ds

−k2
∫ t

0

ρ(s) ds− ϵc6

∫ t

0

|u(s)|2H ds.

(2.46)
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Por outro lado, como u1(t) =
k∑
i=1

qiψi, temos

|u1|2H =
k∑

i,j=1

qiqj(ψi, ψj)

=
k∑
i=1

|qi|2

=
l∑
i=1

|qi|2 +
k∑

i=l+1

|qi|2

= R(t) + ρ(t).

(2.47)

De maneira análoga a obtenção da equação (2.35), obtemos que

|u(t)|2H ≤ e−c4t|u(0)|2H + c7

∫ t

0

e−c4(t−s)|u1(s)|2H ds. (2.48)

Substituindo (2.47) em (2.48), e integrando de 0 a t, inferimos

∫ t

0

|u(τ)|2H dτ ≤ |u(0)|2H
∫ t
0
e−c4τ dτ

+c7

∫ t

0

∫ τ

0

e−c4(τ−s)(R(s) + ρ(s)) ds dτ,

donde, segue que∫ t

0

|u(τ)|2H dτ ≤ c9|u(0)|2H + c10

∫ t

0

(R(s) + ρ(s)) ds. (2.49)
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Assim, estimando (2.46) através de (2.49) obtemos:

R(t)− ρ(t) ≥ [R(0)− ρ(0)− ϵc11|u(0)|2H ] + k1

∫ t

0

R(s) ds−

−k2
∫ t

0

ρ(s) ds− ϵc12

∫ t

0

(ρ(s) +R(s)) ds.

(2.50)

Notemos que, usando (2.47), temos

|u(0)|2H = |u1 + u2|2H ≤ 2|u1|2H + 2|u2|2H

≤ 2.(R(0) + ρ(0)) + 2|u2|2H

= c13(R(0) + ρ(0)) + 2|u2|2H.

Deste modo, podemos reescrever a estimativa (2.50) da seguinte

forma:

R(t)− ρ(t) ≥ [R(0)− ρ(0)− 2ϵc11|u2(0)|2H − 2ϵc11c13(R(0) + ρ(0))]+

k1
∫ t

0
R(s) ds− k2

∫ t

0
ρ(s) ds− ϵc12

∫ t

0
(ρ(s) +R(s)) ds.

(2.51)

Escolhendo ϵ, γ, tomados inicialmente, tão pequenos quanto seja

necessário para que 2ϵc11c13 e 2ϵc11 sejam menores do que 1
2 e para

que

k1R− k2ρ− ϵc12(ρ+R) ≥ k3(R− ρ),

para algum k3 > 0 e para todo R, ρ > 0, segue que:

(R(t)− ρ(t)) ≥
[R(0)

2
− 3ρ(0)

2
− |u2(0)|2H

2

]
+ k3

∫ t

0

(R(s)− ρ(s)) ds.

(2.52)

Vamos assumir agora que a perturbação u(t), tomada no início da
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demonstração, é pequena o su�ciente para satisfazer

[R(0)
2

− 3ρ(0)

2
− |u2(0)|2H

2

]
≥ R(0)

4
> 0.

Deste modo, segue de (2.52) que

(R(t)− ρ(t)) ≥ R(0)

4
+ k3

∫ t

0

(R(s)− ρ(s)) ds,

ou seja,

(ρ(t)−R(t)) ≤ −R(0)
4

+ k3

∫ t

0

(ρ(s)−R(s)) ds. (2.53)

Aplicando a desigualdade de Gronwall em (2.53) inferimos que

(−R(t) + ρ(t)) ≤ −R(0)
4

ek3t,

ou seja,

R(t) ≥ R(0)

4
ek3t. (2.54)

Finalmente, devido as desigualdades (2.47) e (2.54), temos

c′|u(t)|2H ≥ c|u1(t)|2H ≥ R(t) ≥ R(0)

4
ek3t.

Isto é uma contradição, pois havíamos considerado |u(t)|H ≤ ϵ, ∀t > 0.

2.7 Conclusões

Pelo Teorema de Estabilidade temos que estabilidade linear implica

em estabilidade condicional assintótica. Justi�camos deste modo as
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evidências experimentais que mostram que a Teoria Linear é uma boa

aproximação. No entanto, ressaltamos que não temos controle sobre

quão pequena deve ser a perturbação inicial para que isso aconteça,

uma vez que ela depende da constante c14. Por este motivo, em geral,

este resultado não é muito aplicável.

O grande mérito da Teoria Linear é o Teorema de Instabilidade, pois

ele garante que instabilidade linear implica em instabilidade para per-

turbações de tamanho inicial arbitrário e não apenas para perturbações

su�cientemente pequenas.

Um ponto a destacar na Teoria linear é que �xamos um número de

Reynolds, e analisamos se ocorre estabilidade ou instabilidade para ele.

Por trás deste fato está o trabalho de encontrar o número de Reynolds

que é o limite entre os regimes estáveis e instáveis do escoamento.

Evidências experimentais mostram que escoamentos com baixo nú-

mero de Reynolds, isto é, escoamentos com viscosidade cinemática alta

e ou velocidade característica baixa, são estáveis. Deste modo, é con-

veniente procurarmos o menor número de Reynolds que garante insta-

bilidade acima dele. Na literatura denotamos este número de Reynolds

por RL.

Lembramos que em nosso desenvolvimento da Teoria Linear con-

sideramos o número de Reynolds igual a um, simplesmente a �m de

evitar carregar este fator.
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Capítulo 3

O Método da Energia

Seja u um campo de velocidade satisfazendo o sistema de equações

para os campos de perturbação. De�nimos sua energia cinética por

E(t) =
1

2

∫
Ω

u2(x, t) dx.

Se garantirmos que a energia cinética de u tende a zero quando t

tende para in�nito, então estamos garantindo que u tende a zero, na

norma de L2(Ω)
n. Deste modo, a �m de estudar a estabilidade de

um escoamento básico, podemos estudar o comportamento da energia

cinética das perturbações.

O Método da Energia é um método que permite-nos estudar justa-

mente a evolução da energia cinética da perturbação no tempo. Ele con-

siste, resumidamente, em obter estimativas para soluções de equações

diferenciais parciais, no nosso caso, as soluções do sistema para as per-

turbações (2.12). Este método não descarta o termo não-linear durante

sua análise, e por este motivo é também conhecido como um Método
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não-linear.

O interessante é que este método complementa os resultados apre-

sentados no capítulo anterior, pois ao contrário do Método linear que

nos traz condições su�cientes para o ocorrência de instabilidade, este

nos traz condições su�cientes para a ocorrência de estabilidade de um

escoamento básico, com relação a perturbações de tamanho inicial ar-

bitrário. Além disso, ele não é usado exclusivamente para a análise de

estabilidade, ele também é útil, por exemplo, para provar unicidade e

existência de soluções.

Os primeiros registros da aplicação do Método da Energia são de

Osbourne Reynolds em 1895, William McF. Orr em 1907 e ainda no

�nal do século IXX, pelo matemático russo A. M. Lyapunov.

Apresentaremos resultados devidos a James B. Serrin de 1959 para

domínios limitados e posteriormente, uma reformulação devida à Stephen

H. Davis e Christian V. Kerczek de 1973, que pode ser considerada tam-

bém para domínios não-limitados.

A primeira seção, a seguir, é dedicada a obtenção de uma estimativa

para a taxa de variação com o tempo da energia cinética da perturbação.

Ela será fundamental para a obtenção de resultados posteriores

3.1 Identidade fundamental para a energia

Nesta seção vamos apresentar uma identidade para a taxa de va-

riação da energia de uma perturbação no tempo. Ela é devida a

Reynolds e Orr. Lembremos que estamos considerando Ω um con-

junto aberto, conexo, limitado de um lado da fronteira e com fronteira

de classe C2, (U,P ) ∈ V ∩ H2(Ω)n × H1(Ω) um escoamento básico

estacionário e (u(t), p′(t)) ∈ V ∩H2(Ω)n ×H1(Ω), um campo de per-
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turbações.

Teorema 3.1.1 (Identidade fundamental para a energia) Seja

m=(U, P) um escoamento básico e (u, p') um campo de perturbações,

então
d

dt
E(t) = −

∫
Ω

u.D.u dx− ν

∫
Ω

∇u : ∇u dx,

sendo que D := 1
2 (∇U + ∇UT ) e denomina-se tensor taxa de defor-

mação associado ao escoamento básico m.

Demonstração 3.1.2 Mostraremos primeiro que derivando a energia

cinética de u, com relação a t, obtemos

dE

dt
=

∫
Ω(t)

[
uj
∂ui
∂xj

Ui − ν
( ∂ui
∂xj

)2]
dx. (3.1)

Denotaremos U∗ = U + u e P ∗ = P + p′.

As equações que modelam os escoamentos m e m∗ := (U∗, P ∗),

usando a convenção da soma, são, respectivamente,

∂Ui
∂t

+ Uj
∂Ui
∂xj

= −1

ρ

(
∂P

∂xi

)
+ ν

∂2Ui
∂x2j

;

∂U∗
i

∂t
+ U∗

j

∂U∗
i

∂xj
= −1

ρ

(
∂P ∗

∂xi

)
+ ν

∂2U∗
i

∂x2j
.

Subtraindo estas equações e denotando p := (P − P ∗)/ρ, temos

∂ui
∂t

+ uj
∂Ui
∂xj

+ U∗
j

∂ui
∂xj

= − ∂p

∂xi
+ ν

∂2ui
∂x2j

. (3.2)

Multiplicando (3.2) por ui, escrevendo em forma de divergência e
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usando que U,U∗ e u tem divergente zero, obtemos:

∂

∂t
(
1

2
u2i ) =

∂

∂xj

[
− uiujUi −

1

2
u2iU

∗
j − ujp+ νui

∂ui
∂xj

]
+

+
∂ui
∂xj

ujUi − ν

(
∂ui
∂xj

)2

.

(3.3)

Deste modo, integrando (3.3) sobre Ω(t), usando o Teorema da Di-

vergência, e o fato de u se anular sobre a fronteira, segue que∫
Ω(t)

∂

∂t
(
1

2
|u|2) dx =

∫
Ω

[
∂ui
∂xj

ujUi − ν(
∂ui
∂xj

)2] dx. (3.4)

Por outro lado, utilizando o Teorema do Transporte de Reynolds, e

o fato de u se anular em ∂Ω, obtemos

d

dt

∫
Ω(t)

1

2
|u|2 dx =

∫
Ω(t)

∂

∂t
(
1

2
|u|2) dx+

∫
∂Ω(t)

1

2
|u|2en ds

=

∫
Ω(t)

∂

∂t
(
1

2
|u|2) dx.

(3.5)

Portanto, (3.1) segue de (3.4) e (3.5) e a identidade fundamental

segue de (3.1) aplicando o Teorema da Divergência no primeiro termo.

Observação 3.1.3 Através da identidade fundamental podemos obser-

var que o segundo termo do segundo membro contribui para o decai-

mento da energia da perturbação, pois é sempre negativo.
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3.2 O Método da Energia segundo Serrin

[35]

Teorema 3.2.1 Seja Ω(t) uma região ocupada por um �uido viscoso

incompressível e contido em uma esfera de diâmetro L. Seja U(x, t)

uma solução do sistema de equações de Navier-Stokes em Ω(t) que sa-

tisfaz a condição de contorno U = UB(x, t) sobre ∂Ω(t) e UM uma cota

superior para |U | em Ω(t), para todo t. Supomos que existe uma outra

solução U∗(x, t) que satisfaz à mesma condição de contorno citada,

mas U e U∗ satisfazem condições iniciais distintas. Então, a energia

cinética, E, de u = U∗ − U satisfaz:

E(t) ≤ E0e
(U2

M−3π2ν2/L2)t/ν ,

sendo E0 = E(0).

Demonstração 3.2.2 Inicialmente observemos que u = 0 sobre ∂Ω(t)

e que vale (3.1), ou seja,

dE

dt
=

∫
Ω(t)

[
uj
∂ui
∂xj

Ui − ν
( ∂ui
∂xj

)2]
dx.

Notemos que, para todo Aij, temos

( ∂ui
∂xj

)2
+ 2Aij

∂ui
∂xj

+A2
ij ≥ 0. (3.6)

Em particular, escolhendo Aij =
−Uiuj

ν , obtemos

Uiuj
∂ui
∂xj

≤ 1

2ν
U2
i u

2
j +

1

2
ν
( ∂ui
∂xj

)2
. (3.7)
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Usando (3.7) como uma estimativa para (3.1), resulta que

dE

dt
≤ 1

2ν

∫
Ω

[
U2
i u

2
j − ν2

( ∂ui
∂xj

)2]
dx ≤ 1

ν

[
U2
ME − 1

2

∫
Ω

ν2
( ∂ui
∂xj

)2]
dx.

(3.8)

Por outro lado, escolhendo Aij = hjui em (3.6), sendo hj escolhida

de maneira adequada posteriormente, obtemos que

( ∂ui
∂xj

)2 ≥ −2hjui
∂ui
∂xj

− h2jui = − ∂

∂xj
(hju

2
i )− h2ju

2
i + u2i

∂hj
∂xj

. (3.9)

Integrando (3.9) sobre Ω(t), usando o Teorema da Divergência e

notando que ui = 0 sobre ∂Ω, temos∫
Ω

( ∂ui
∂xj

)2
dx ≥

∫
Ω

(divh− |h|2)u2i dx.

Deste modo, se existir h(x, t) tal que (divh − |h|2) ≥ 3
(
π
L

)2
em Ω(t),

então ∫
Ω

( ∂ui
∂xj

)2
dx ≥ 2.3π2

L2
E(t), (3.10)

e consequentemente estimando (3.8), através de (3.10), obtemos:

dE

dt
≤ 1

ν
(U2

M − 3
π2ν2

L2
)E,

donde, ao multiplicarmos pelo fator integrante e−(U2
M− 3π2ν2

L2 ) t
ν , segue a

conclusão do teorema.

Mostremos agora que existe a função h, isto é, vamos mostrar que

h(r) =
π

L
tg
(πr
L

)
er, r <

L

2
,

satisfaz as condições exigidas acima.
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Note que h está em coordenadas esféricas e possui apenas a coorde-

nada radial.

Se r < L
2 , então h(r) é diferenciável e

divh− |h|2 =
(π
L

)2(
1 +

2

x0
tg x0

)
≥ 3

(π
L

)2
,

sendo x0 = πr
L .

Deste teorema seguem dois resultados muito importantes em Esta-

bilidade Hidrodinâmica. O primeiro, nos oferece condições su�cientes

para o ocorrência de estabilidade através do método da Energia, in-

dependendo da geometria do domínio e do tamanho inicial da per-

turbação, sendo por estes motivos denominado um Critério Univer-

sal de Estabilidade. Ele apresenta um número de Reynolds crítico

RE(Reynolds da Energia), tal que todo o �uido ocupando Ω é estável

quando o número de Reynolds R é menor do que RE .

O segundo resultado é a respeito da unicidade da solução básica

estacionária, sempre que o �uido ocupa uma região Ω limitada e o

escoamento satisfaz certas restrições.

Corolário 3.2.3 Se o número de Reynolds
UML

ν
de um escoamento

básico, satisfazendo as hipóteses do teorema acima, for menor do que

π
√
3, então E(t) → 0 quando t→ +∞, e o escoamento básico é estável.

Demonstração 3.2.4 Basta notar que se
UML

ν
< π

√
3, então (U2

M −

3π2ν2/L2) < 0, donde segue que, E(t) → 0 quando t→ +∞.
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Observação 3.2.5 Estando dentro das hipóteses do Teorema 3.1.1,

garantimos estabilidade da solução básica sempre que R :=
UML

ν
<

π
√
3. Por este motivo podemos de�nir π

√
3 como um número de Reynolds

crítico. No entanto, esta estimativa para a ocorrência de estabilidade

não é necessariamente ótima, ou seja, é possível do escoamento manter-

se estável para R ≥ RE, pois poderíamos ter escolhido uma função h,

durante a demonstração do teorema acima, que permitisse uma estima-

tiva melhor na equação (3.10). Em seguida veremos reformulações do

Método da Energia que permitem outras estimativas.

Corolário 3.2.6 Seja Ω uma região �xa ocupada por um �uido, de

modo que, Ω está contida dentro de uma esfera de diâmetro L. Sejam

U e U∗ duas soluções estacionárias das equações de Navier-Stokes em

Ω, ambas com a mesma velocidade UB(x) sobre a fronteira de Ω. Seja

UM uma cota superior para U em Ω. Então, se R =
UML

ν
< π

√
3, os

dois escoamentos são idênticos, isto é, U = U∗.

Demonstração 3.2.7 Seja u = U∗ − U . Vamos supor, por absurdo,

que u ̸= 0. Deste modo, E(t) = 1
2

∫
Ω
|u|2 = c ̸= 0, pois u não dependente

de t. Logo, E0 = E(t) ̸= 0,∀t ≥ 0.

Pelo Teorema 3.1.1 temos E(t) ≤ E0.e
(U2

M−3π2ν2/L2) t
ν ,∀t ≥ 0 e

devido ao fato de E0 = E(t) ̸= 0,∀t, segue que

1 ≤ e(U
2
M−3π2ν2/L2) t

ν , ∀t ≥ 0.

Esta última desigualdade caracteriza um absurdo, pois se R < π
√
3

temos (U2
M − 3π2ν2/L2) < 0, e então não conseguimos manter o se-

gundo membro maior do que 1 para valores su�cientemente grandes de

t. Logo u = 0 e o resultado segue.
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3.3 Reformulação do Método da Energia se-

gundo Davis e Kerczek [7]

Sejam m = (U,P ) uma solução básica estacionária e u ∈ V uma

perturbação para o sistema de Navier-Stokes, então vale a igualdade

fundamental da energia:

1

2

d

dt

∫
Ω

|u(x, t)|2 dx = −
∫
Ω

u.D.u dx− ν

∫
Ω

∇u : ∇u dx,

sendo queD := 1
2 (∇U+∇UT ) e denomina-se tensor taxa de deformação

associado ao escoamento básico m.

De�nimos em V o seguinte funcional:

G(u,U) =

∫
Ω
u.D.u dx+ ν

∫
Ω
∇u : ∇u dx∫

Ω
|u|2 dx

. (3.11)

G assume seu valor mínimo em V, isto é, existe

λ = min
u∈V

G(u, U). (3.12)

A prova desta a�rmação é análoga a prova de que

G(u) =
∫
Ω
∇u : ∇u dx∫
Ω
|u|2 dx

assume seu valor mínimo γ em H1
0 (Ω)

n, cuja idéia de demonstração

encontra-se no início da seção 1.8.

Multiplicando e dividindo a igualdade da energia por
∫
Ω
|u|2 dx,
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supondo λ > 0 e usando (3.12) como uma estimativa superior, obtemos

1

2

d

dt

∫
Ω

|u(x, t)|2 dx ≤ −λ
∫
Ω

|u(x, t)|2 dx. (3.13)

Multiplicando (3.13) pelo fator integrante e2λt, segue que

d

dt
(e2λt

1

2

∫
Ω

|u(x, t)|2 dx) ≤ 0,

donde inferimos que e2λt 12
∫
Ω
|u(x, t)|2 dx é não crescente, ou seja,

1

2

∫
Ω

|u(x, t)|2 dx ≤ 1

2

∫
Ω

|u(x, 0)|2 dx e−2λt.

Provamos então o seguinte teorema:

Teorema 3.3.1 Se o mínimo λ do funcional G é positivo, então o

escoamento básico m é incondicionalmente assintoticamente estável e

E(t) ≤ E0e
−2λt

é válida para todas as soluções do sistema das perturbações.

Observação 3.3.2 Se o escoamento básico não é estacionário, então

o valor mínimo do funcional G depende de t. Deste modo, inferimos

E(t) ≤ E0e
−

∫ t
0
λ(s) ds.

Logo, nesse caso, obtemos estabilidade assintótica para o escoa-

mento básico se

lim
t→∞

∫ t

0

−λ(s) ds = −∞.
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3.3.1 Problema de autovalor associado ao Método

da Energia

A princípio, sabemos apenas que λ = min
u∈V

G(u,U), mas nesta sub-

seção vamos caracterizá-lo como o primeiro autovalor de um funcional

linear. Desta forma reduziremos o estudo do Método da Energia ao

estudo de um problema de autovalor, analogamente ao que ocorre na

Teoria Linear.

Seja u0 a função em que G assume seu valor mínimo λ, isto é,

λ = min
u∈V

G(u,U) = G(u0, U).

Então para todo t real e para toda g ∈ V, temos

G(u0 + tg, U) ≥ λ.

Deste modo, φ(t) := G(u0 + tg, U) tem um mínimo em t = 0 e

consequentemente, (
dφ

dt

)
t=0

= 0. (3.14)

Logo, como

φ(t) =

(
ν

∫
Ω

∇u0 : ∇u0 dx+ t2ν

∫
Ω

∇g : ∇g dx+ 2tν

∫
Ω

∇u0 : ∇g dx

+t2
∫
Ω

g.D.g dx+

∫
Ω

u0.D.u0 dx+ 2t

∫
Ω

u0.D.g dx

)/∫
Ω

(u0 + tg)2 dx

segue, por (3.14), que

(∫
Ω

u20 dx

)(
2

∫
Ω

∇u0 : ∇g dx+ 2

∫
Ω

u0.D.g dx

)
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−
(
ν

∫
Ω

∇u0 :∇u0 dx+

∫
Ω

u0.D.u0 dx

)(
2

∫
Ω

u0.g dx

)
= 0.

Dividindo-se esta equação por 2
∫
Ω
u20 dx obtemos∫

Ω

∇u0 :∇g dx+

∫
Ω

u0.D.g dx =

=

[
ν
∫
Ω
∇u0 :∇u0 dx+

∫
Ω
u0.D.u0 dx∫

Ω
u20 dx

] ∫
Ω

u0.g dx.

Identi�cando a quantidade entre colchetes com G(u0, U) = λ, segue

que: ∫
Ω

∇u0 : ∇g dx+

∫
Ω

u0.D.g dx = λ

∫
Ω

u0.g dx. (3.15)

Mas ∇u0 : ∇g = (div (∇u0.g) − ∆u0 g), então, substituindo esta

expressão em (3.15) e usando o Teorema da Divergência, obtemos

∫
Ω
−∆u0 g dx+

∫
Ω
u0.D.g dx = λ

∫
Ω
u0.g dx,

ou seja, ∫
Ω

(−∆u0 + u0.D − λu0).g dx = 0, ∀g ∈ V.

Como esta última igualdade vale para todo g ∈ V temos, pela

Proposição 1.2.6, que

(−∆u0 + u0.D − λu0) = ∇p,

para algum p ∈ H1(Ω).

Logo λ e u0 são, respectivamente, autovalor e autofunção do seguinte

problema  −∆ψ + ψ.D −∇ p = λψ

divψ = 0, ψ = 0 sobre ∂Ω.
(3.16)
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É possível mostrar ainda que os autovalores de (3.16) formam um

sequência de números reais tendendo para o in�nito e podemos associar

λ com o primeiro autovalor.

Portanto, se o primeiro autovalor do problema (3.16) é positivo,

então o escoamento básico é estável.

3.3.2 Outro Critério Universal de Estabilidade

Na seção 3.1, já obtemos um Critério Universal de Estabilidade, e

agora, como consequência do Teorema 3.3.1, vamos obter outro, através

de uma estimativa para λ.

Consideremos um escoamento básico m ocupando uma região Ω

limitada e a seguinte desigualdade de Poincaré, provada por L. Payne

e H. Weinberger, válida para toda u ∈ V.∫
Ω

u2 dx ≤ d2

α

∫
Ω

∇u : ∇u dx, (3.17)

sendo α ≃ 80, d = diamΩ.

Seja ψ a autofunção associada a λ, então usando (3.17) e denotando

k = max
i,j

|Dij |, segue que

λ =
(
∫
Ω
ψ.D.ψ dx+ ν

∫
∇ψ : ∇ψ dx)∫

Ω
ψ2 dx

≥ −k + αν

d2
,

pois

−
∫
Ω

ψ.D.ψ dx∫
Ω

ψ2 dx

≤

∫
Ω

|ψ.D.ψ| dx∫
Ω

ψ2 dx
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=

∫
Ω

|ψiDijψj | dx∫
Ω

ψ2 dx

≤

k
∑
i, j

∫
Ω

|ψi||ψj | dx∫
Ω

ψ2 dx

≤

k

1

2

∑
i

∫
Ω

|ψi|2 dx+
1

2

∑
j

∫
Ω

|ψj |2 dx


∫
Ω
ψ2 dx

= k.

Pelo Teorema 3.3.1, se λ > 0, então o escoamento básico é estável.

Para que isso ocorra basta que
(
− k+ αν

d2

)
> 0, ou seja, kd

2

ν < α ≃ 80.

De�nimos, deste modo, kd
2

ν como um número de Reynolds R para m e

α um número de Reynolds crítico RE .

Em geral, α também não é um número de Reynols crítico considera-

do ótimo, pois m pode continuar a ser estável para R ≥ α, mas o inte-

ressante deste resultado é que ele garante a estabilidade do escoamento

básico independente da forma do escoamento básico e da geometria do

domínio. Por esta razão também conhecido como Critério Universal de

Estabilidade.

Para obtermos critérios de estabilidade melhores é necessário ana-

lisar as Equações de Euler-Lagrange associadas a equação (3.12).
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Capítulo 4

Relações entre a teoria

linear e a não-linear

4.1 Os problemas de autovalor

O objetivo principal deste capítulo é estudar as conexões e diferen-

ças existentes entre as teorias linear e não-linear, vistas nos capítulos

anteriores.

Sabemos, através dos capítulos 2 e 3, que ambas as teorias, linear

e não-linear, estão associadas, respectivamente, ao estudo do sinal dos

autovalores dos seguintes problemas:


−ν∆ψ + U.∇ψ + ψ.∇U +∇p = σψ

divψ = 0 em Ω

ψ(x) = 0 em ∂Ω.

(4.1)
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−ν∆ψ + ψ.D +∇φ = µψ

divψ = 0 em Ω

ψ(x) = 0 em ∂Ω.

(4.2)

Vimos que se o primeiro autovalor de (4.1) é positivo, então todos

são e o escoamento básico é estável condicionalmente assintoticamente,

ou seja, é estável linearmente. Se ocorrer de pelo menos um autovalor

ser negativo então o escoamento básico é instável à perturbações pe-

quenas e consequentemente é instável, já que, para ser instável basta

que o seja para alguma perturbação.

Vimos também que se todos os autovalores de (4.2) são positivos

então o escoamento é estável a perturbações de tamanhos arbitrários,

ou seja, é estável não-linearmente. Por outro lado a teoria não-linear é

completamente silenciosa com relação a ocorrência de instabilidade.

4.1.1 Estabilidade não-linear implica em estabili-

dade linear

Nesta subseção mostraremos que se o primeiro autovalor do pro-

blema (4.2) é positivo, então o primeiro autovalor do problema (4.1)

também é. Deste modo, provaremos rigorosamente o seguinte fato que

é intuitivo �sicamente: se um escoamento básico é estável para pertur-

bações de tamanho arbitrário, então também será para perturbações

pequenas, de modo que a estabilidade não-linear sempre implica na

estabilidade linear.

Lema 4.1.1 Seja µ um autovalor do problema (4.1) e ψ uma auto-
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função associada. Então:

Re (µ) =
ν
∫
Ω
∇ψ : ∇ψ dx+

∫
Ω
ψ.D.ψ dx∫

Ω
|ψ|2dx

.

Demonstração 4.1.2 Introduziremos os seguintes operadores

LSψ = −ν∆ψ + ψ.D e LAψ = ψΘ+ U.∇ψ,

sendo U o campo de velocidade básico, Dij = 1
2 (Ui,j + Uj,i) e Θi,j =

1
2 (Ui,j − Uj,i).

Notemos que, devido a simetria de D, temos

ψ.D.φ = φ.D.ψ. (4.3)

Fazendo uso da igualdade ∆a.b = ∇.[∇a.b]−∇a.∇b, e Teorema da

Divergência conseguimos∫
Ω

∆ψ.φ dx =

∫
Ω

∆φ.ψ dx. (4.4)

De posse de (4.3) e (4.4) inferimos que LS é um operador simétrico∫
Ω

LSψ.φ dx =

∫
Ω

ψ.LSφdx, ∀ψ,φ ∈ V.

Analogamente obtemos que LA é anti-simétrico∫
Ω

LAψ.φ dx = −
∫
Ω

ψ.LAφdx, ∀ψ,φ ∈ V.

Usando os operadores LS e LA, podemos reescrever o problema de
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autovalor (4.1) da seguinte maneira


LS(ψ) + LA(ψ) +∇p = µψ

divψ = 0 em Ω

ψ(x) = 0 em ∂Ω.

(4.5)

Multiplicando a primeira equação de (4.5) por ψ, integrando sobre

Ω, e usando que ∇p é ortogonal a ψ, obtemos∫
Ω

LS(ψ).ψ dx+

∫
Ω

LA(ψ).ψ dx = µ

∫
Ω

|ψ|2 dx.

Consequentemente

µ =

∫
Ω

LS(ψ).ψ dx+

∫
Ω

LA(ψ).ψ dx∫
Ω

|ψ|2 dx
.

Mostremos agora que
∫
Ω
LS(ψ).ψ dx é um número real e

∫
Ω
LA(ψ).ψ dx

é um número imaginário puro, pois se assim for, teremos mostrado que

Re (µ) =

∫
Ω

LS(ψ).ψ dx∫
Ω

|ψ|2 dx
=

ν

∫
Ω

∇ψ : ∇ψ dx+

∫
Ω

ψ.D.ψ dx∫
Ω

|ψ|2 dx
,

como queríamos.

Para mostrar que
∫
Ω
LS(ψ).ψ dx é real, notemos que, devido a sime-

tria de LS, temos

∫
Ω

LS(ψ).ψ dx =

∫
Ω

LS(ψ).ψ dx.
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E por �m, devido a anti-simetria de LA, temos

∫
Ω

LA(ψ).ψ dx = −
∫
Ω

LA(ψ).ψ dx,

donde
∫
Ω

LA(ψ).ψ dx é um número imaginário puro.

Lema 4.1.3 Os autovalores do problema (4.2) são reais.

Demonstração 4.1.4 Usando LS podemos reescrever o problema (4.2)

da seguinte forma


LS(ψ) +∇φ = σψ

divψ = 0 em Ω

ψ(x) = 0 em ∂Ω.

(4.6)

Multiplicando a primeira equação de (4.6) por ψ, integrando sobre

Ω, e usando que ∇φ é ortogonal a ψ, obtemos∫
Ω

LS(ψ).ψ dx = σ

∫
Ω

|ψ|2 dx.

Consequentemente,

σ =

∫
Ω

LS(ψ).ψ dx∫
Ω

|ψ|2 dx
.

Pela demonstração do lema anterior temos que
∫
Ω

LS(ψ).ψ dx é um

número real, donde concluímos que σ é real.
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Teorema 4.1.5 Se o primeiro autovalor do problema (4.2) é positivo,

então o primeiro autovalor µ1 do problema de autovalor da teoria linear

tem parte real positiva.

Demonstração 4.1.6 Do Lema 4.1.1 temos

Re (µ1) =

ν

∫
Ω

∇ψ1 : ∇ψ1 dx+

∫
Ω

ψ1.D.ψ1 dx∫
Ω

|ψ1|2 dx
.

Escrevendo ψ1 = a + ib, substituindo acima e observando que as

partes complexas se cancelam, obtemos

Re (µ1) =

ν

∫
Ω

∇a : ∇a dx+

∫
Ω

a.D.a dx∫
Ω

a2 dx+

∫
Ω

b2 dx

+

+

ν

∫
Ω

∇b : ∇b dx+

∫
Ω

b.D.b dx∫
Ω

a2 dx+

∫
Ω

b2 dx

=

(∫
Ω

a.D.a dx+ ν

∫
Ω

∇a : ∇a dx
)
/

∫
Ω

a2 dx(∫
Ω

a2 dx

∫
Ω

b2 dx

)
/

∫
Ω

a2 dx

+

+

(∫
Ω

b.D.b dx+ ν

∫
Ω

∇b : ∇b dx
)
/

∫
Ω

b2 dx(∫
Ω

b2 dx+

∫
Ω

b2 dx

)
/

∫
Ω

b2 dx

≥ λ

∫
Ω

a2 dx∫
Ω

a2 + b2 dx

+ λ

∫
Ω

b2 dx∫
Ω

a2 + b2 dx

= λ.
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Deste modo, se λ > 0, então Re (µ1) > 0.

Notemos que a majoração acima é possível pois λ é o valor mínimo

assumido pelo funcional

G(u) =

ν

∫
Ω

∇u : ∇u dx+

∫
Ω

u.D.u dx∫
Ω

|u|2 dx
.

Agora vamos ver que, se o primeiro autovalor da parte simétrica de L

é positivo, então o escoamento é estável não-linearmente. Consequente-

mente teremos que, se o operador L da teoria linear for simétrico então

ele ofertará os mesmos limites para estabilidade que a teoria não-linear.

4.1.2 Simetria

Nesta subseção mostraremos que o problema de autovalor da teoria

não-linear está relacionado com a parte simétrica do problema de auto-

valor da teoria linear. A �m de explicitar esta relação, denominaremos

os operadores de (4.1) e (4.2) respectivamente por L e LE , isto é:

Lψ = −ν∆ψ + U.∇ψ + ψ.∇U +∇p e

LEψ = −ν∆ψ + ψ.D +∇φ,

e usaremos os operadores introduzidos no início da demonstração do

Lema 4.1.1:

LSψ = −ν∆ψ + ψ.D e LAψ = ψΘ+ U.∇ψ.
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Uma simples observação aos problemas de autovalores acima, permi-

te-nos escrever L = LA + LS +∇p e LE = LS +∇φ. Logo, podemos

concluir que, o problema de autovalor da teoria não-linear, a menos

da parcela ∇p, é a parte simétrica do problema de autovalor da teoria

linear. Consequentemente, os resultados obtidos pelas duas teorias co-

incidem quando a parte não simétrica de L é nula. Podemos também

a�rmar nesta situação que, se ocorre estabilidade pelo método linear,

então o método da energia também implicará estabilidade.

Agora vamos ver, dentro de um contexto mais geral que, se o primeiro

autovalor da parte simétrica de L é positivo, então o escoamento é es-

tável não-linearmente.

4.2 Formulação Abstrata

4.2.1 Situação Geral

Seja H um espaço de Hilbert com um produto interno (·, ·) e a

norma associada | · |. Consideraremos o problema de autovalor abaixo:

ut + Lu+Nu = 0, u(0) = u0, (4.7)

sendo L um operador linear possivelmente não-limitado, N um ope-

rador não-linear com N(0) = 0, de modo que, (4.7) admite a solução

nula. Assumiremos também que:

(i) L é um operador fechado, densamente de�nido, e tal que para

algum λ ∈ C, (L − λI)−1 é compacto, isto é, L é um operador

com resolvente compacto.
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(ii) A forma bilinear associada com L é de�nida (e limitada) sobre um

espaço de Hilbert H∗ imerso compactamente em H. Denotaremos

a norma de H∗ por | · |∗.

(iii) O operador não-linear N satisfaz

(N(u), u) ≥ 0,∀u ∈ D(N),

sendo que, D(N) denota o domínio de N .

As a�rmações do item (i) constituem as hipóteses do Teorema 1.1.23.

Esta proposição garante que o espectro de L consiste inteiramente de

um conjunto enumerável de autovalores {σn}n∈N, com multiplicidades

�nitas e tais autovalores apenas podem se acumular no in�nito. Logo

podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.2.1 O espectro de L consiste inteiramente de um conjunto

enumerável de autovalores {σn}n∈N com multiplicidades �nitas e tais

autovalores podem apenas se acumular no in�nito.

Em geral, o operador L não é simétrico, donde seus autovalores não

são reais, mas devido ao fato deles formarem um conjunto enumerável,

podemos ordená-los do seguinte modo

Re (σ1) ≤ Re (σ2) ≤ Re (σ3) ≤ · · ·Re (σn) ≤ · · ·

Inseridos neste contexto, vamos apresentar de�nições abstratas de

estabilidade linear e não-linear para a solução nula de (4.7).

De�nição 4.2.2 A solução nula de (4.7) é dita ser linearmente estável

se Re(σ1) > 0.
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De�nição 4.2.3 A solução nula de (4.7) é dita ser não-linearmente

estável se

∀ϵ > 0,∃ δ(ϵ) > 0, tal que |u0| < δ ⇒ |u(t)| < ϵ.

Além disso, ela é dita ser assintoticamente não-linearmente estável, se

existe γ ∈ (0,∞], tal que

|u0| < γ ⇒ lim
t→∞

|u(t)| = 0.

E por �m, ela é dita ser incondicionalmente não-linearmente estável se

γ = ∞.

Devido ao fato de L não ser necessariamente um operador simétrico,

vamos supor que L pode ser decomposto na soma de operadores L1 e

L2, tais que,

(i) L = L1 + L2.

(ii) L1 é simétrico, com resolvente compacto.

(iii) L2 é anti-simétrico e limitado em H∗.

Portanto, como o operador L1 tem resolvente compacto, vale um

teorema análogo ao Teorema 4.2.1 para L1, mas desta vez sabemos

que os autovalores, que denotaremos por λn, são reais, pois L1 é um

operador simétrico. Podemos enumerá-los então da seguinte maneira

λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ · · ·λn ≤ · · ·

Consideremos agora a forma bilinear, L1[φ,φ] = (L1φ,φ),∀φ ∈ H∗,

associada à L1. Vale para L1[φ,φ] o seguinte resultado, análogo ao
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Teorema 1.3.1, do Capítulo 1.

Lema 4.2.4 O funcional L1[φ,φ]
|φ|2 assume seu valor mínimo em H∗ em

uma autofunção φ̃ normalizada associada ao autovalor λ1, e

λ1 = L1[φ̃, φ̃] = min
φ∈H∗

L1[φ,φ]

|φ|2
.

Teorema 4.2.5 Se λ1 > 0, então a solução nula de (4.7) é incondi-

cionalmente não linearmente estável.

Demonstração 4.2.6 Multipliquemos ambos os lados de (4.7) por u,

através do produto interno de H

1

2

d

dt
|u|2 + (Lu, u) + (Nu, u) = 0. (4.8)

Notemos que (L2u, u) = 0, pois L2 é anti-simétrico. Então, como L =

L1 + L2, (L2u, u) = 0 e (Nu, u) ≥ 0, segue de (4.8), que

1

2

d

dt
|u|2 + (L1u, u)

|u|2
|u|2 ≤ 0, em H∗. (4.9)

Pelo Lema 4.2.4 temos que λ1 ≤ (L1u,u)
|u|2 . Substituindo esta estima-

tiva em (4.9) obtemos

(
1

2

d

dt
+ λ1)|u|2 ≤ 0.

Consequentemente

|u(t)| ≤ |u0|.e−λ1t,

donde o resultado segue, já que estamos supondo λ1 > 0.
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4.2.2 Operador Simétrico

Teorema 4.2.7 Se L2 = 0, então a solução nula de (4.7) é incondi-

cionalmente não-linearmente estável, se ela for estável pelo método li-

near, isto é, estabilidade linear implica em estabilidade não-linear.

4.2.3 Operador Simetrizável

Iniciemos esta subseção com algumas de�nições.

De�nição 4.2.8 Dizemos que um operador linear satisfaz o princí-

pio da troca de estabilidade se o seu primeiro autovalor satisfaz a

seguinte propriedade

Re(σ1) = 0 ⇒ Im(σ1) = 0.

De�nição 4.2.9 Dizemos que um operador linear satisfaz o princípio

da troca de estabilidade forte se todos os seus autovalores são reais.

Observação 4.2.10 O princípio da troca de estabilidade forte é um

caso particular do princípio da troca de estabilidade.

Consideremos o problema de autovalor (4.7). O operador linear L,

a princípio não é simétrico com relação ao produto interno de H, (·, ·),

mas caso valha o princípio da estabilidade forte, vamos supor que L

torna-se simétrico com relação a um novo produto interno < ·, · >, tal

que a norma associada a ele (∥ · ∥) é equivalente a norma | · |. Logo,

< Lϕ,ψ >=< ϕ,Lψ >,∀ϕ, ψ ∈ D(L).
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Vamos assumir também que a forma bilinear L′[ϕ, ψ] associada à L,

com relação ao novo produto interno, admite a seguinte decomposição

L′[ϕ, ψ] = I(ϕ, ψ) +D(ϕ, ψ),

sendo que, I,D são formas bilineares limitadas e simétricas em H∗ e

I(ϕ, ϕ) ≤ c1|ϕ||ϕ|∗, (4.10)

D(ϕ, ϕ) ≥ c|ϕ|2∗. (4.11)

Tendo em vista que L é simétrico com relação à < ·, · > e que

estamos assumindo que seus autovalores são todos reais, vale o seguinte

resultado, análogo ao Lema 4.2.4:

Lema 4.2.11 Seja ϕ uma autofunção normalizada de L associada ao

autovalor σ1. Então

σ1 = L′[ϕ, ϕ] = min
ϕ∈H∗

L′[ϕ, ϕ]

∥ϕ∥2
.

Lema 4.2.12 Se (4.10) e (4.11) são válidas, então existe ψ ∈ H∗, tal

que:

max
ψ∈H∗

{
− I[ψ,ψ]

D[ψ,ψ]

}
= − I[ψ,ψ]

D[ψ,ψ]
=:

1

RE
.

Demonstração 4.2.13 Do Lema anterior e das equações (4.10) e (4.11)

obtemos que {− I[ψ,ψ]

D[ψ,ψ]
, ψ ∈ H∗} é limitado, então existe ς ∈ R, tal

que,

sup
ψ∈H∗

{− I[ψ,ψ]

D[ψ,ψ]
} = ς <∞.
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Deste modo, é su�ciente mostrarmos que existe ψ ∈ H∗, tal que

− I[ψ,ψ]

D[ψ,ψ]
= ς. (4.12)

No entanto, notemos que

−
I[ ψ√

D(ψ,ψ)
, ψ√

D(ψ,ψ)
]

D[ ψ√
D(ψ,ψ)

, ψ√
D(ψ,ψ)

]
= − I[ψ,ψ]

D[ψ,ψ]
,

e que

D(
ψ√

D(ψ,ψ)
,

ψ√
D(ψ,ψ)

) = 1.

Logo, basta encontrarmos ψ ∈ H∗ tal que D(ψ,ψ) = 1 e (4.12) é válida.

Consideremos {ψn}n∈N ⊆ H∗ tal que

lim
n→∞

−I(ψn, ψn) = ς <∞, D(ψn, ψn) = 1,∀n ∈ N.

Pela equação (4.11), temos que |ψ|∗ ≤ 1

c
D(ψn, ϕn) =

1

c
,∀n ∈ N, e

então, através da compacidade da imersão H∗ em H existe uma subse-

quência, que continuamos a denotar por {ψn}n∈N, tal que

ψn → ψ fraco em H∗, (4.13)

ψn → ψ forte em H. (4.14)

Mostremos agora que limn→∞ −I(ψn, ψn) = −I(ψ,ψ), e D(ψ,ψ) =

1, donde segue o lema.

Pela bilinearidade e simetria de I temos

|I(ψn, ψn)− I(ψ,ψ)| = |I(ψn − ψ,ψn − ψ) + 2I(ψ,ψn − ψ)|
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≤ |I(ψn − ψ,ψn − ψ)|+ |2I(ψ,ψn − ψ)|.
(4.15)

As duas parcelas (4.15) tendem a zero quando n tende para in�nito.

De fato, usando (4.10), (4.13) e (4.14) obtemos, para n su�cientemente

grande, que

|I(ψn − ψ,ψn − ψ)| ≤ c1|ψn − ψ|.|ψn − ψ|∗ < ε. (4.16)

A segunda parcela tem ψ �xo, logo 2I(ψ,ψn − ψ) é um funcional

linear sobre H∗. Consequentemente pelo Teorema de Riesz, existe ψ ∈

H∗, tal que

I(ψ,ψn − ψ) = (ψ,ψn − ψ)∗,∀n ∈ N. (4.17)

Deste modo, usando a desigualdade de Cauchy -Schwarz e (4.10)

em (4.17) obtemos, para n su�cientemente grande, que

|2I(ψ,ψn − ψ)| ≤ |ψ|∗.|ψn − ψ|∗∀n ∈ N < ε. (4.18)

Logo, por (4.15), (4.16) e (4.18) concluímos que

lim
n→∞

−I(ψn, ψn) = −I(ψ,ψ).

Além disso, é claro que D(ψ,ψ) = 1.

Lema 4.2.14 O primeiro autovalor σ1 de L e RE são tais que:

σ1 > 0 se, e somente se R−1
E < 1.

Demonstração 4.2.15 (⇒) Por hipótese σ1 > 0. Queremos provar
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que R−1
E < 1.

Temos que L′(ϕ, ψ) = I(ϕ, ψ)+D(ψ,ψ), logo, usando o Lema 4.2.11

e denotando por ψ̃ a autofunção associada a σ1, obtemos

D(ψ,ψ)

{
− I(ψ,ψ)

D(ψ,ψ)
− 1

}
= −I(ψ,ψ)−D(ψ,ψ)

= −L′(ψ,ψ)

< −L′(ψ̃, ψ̃).∥ψ∥2

= −σ1∥ψ∥2, ∀ψ ∈ H∗, ψ ̸= 0.

Consequentemente

D(ψ,ψ)

{
− I(ψ,ψ)

D(ψ,ψ)
− 1

}
< 0, ∀ψ ∈ H∗. (4.19)

A equação (4.19) vale para toda ψ ∈ H∗, em particular, vale para

a função maximizante ψ, do Lema 4.2.12. Logo, como D(ψ,ψ) = 1,

obtemos
1

RE
− 1 = − I(ψ,ψ)

D(ψ,ψ)
− 1 < 0,

donde, segue que R−1
E < 1.

(⇐) Através dos Lemas 4.4 e 4.5 temos, respectivamente, que

−σ1 = −L′[ψ̃, ψ̃] =

{
− I(ψ̃, ψ̃)

D(ψ̃, ψ̃)
− 1

}
D(ψ̃, ψ̃), (4.20)

− I(ψ̃, ψ̃)

D(ψ̃, ψ̃)
≤ 1

RE
, (4.21)

sendo ψ̃ a autofunção minimizante do Lema 4.2.11.
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Deste modo, de (4.20) e (4.21), segue que

−σ1 ≤
(

1

RE
− 1

)
D(ψ̃, ψ̃). (4.22)

Como ψ̃ é autofunção, segue, pela equação (4.11), que D(ψ̃, ψ̃) > 0.

Por hipótese temos RE > 1. Majorando (4.22) através destas estima-

tivas inferimos que −σ1 < 0, ou seja σ1 > 0, como queríamos demons-

trar.

Durante a análise anterior, usamos que (N(u), u) ≥ 0, ∀u ∈ D(N),

no entanto, não temos necessariamente que o mesmo ocorre com <

N(u), u >. Assumiremos, de agora em diante, que, ou


∀ ϵ > 0,∃ c = c(ϵ) tal que

| < N(u), u > | ≤ ϵ.D(u, u) + c∥u∥α,

∀ u ∈ D(N) e para algum α > 2,

(4.23)

ou

 | < N(u), u > | ≤ k∥u∥βD(u, u),

∀ u ∈ D(N) e certos k, β > 0.
(4.24)

Teorema 4.2.16 Suponhamos válido o princípio de estabilidade forte,

(4.10), (4.11), (4.23) ou (4.24). Se a solução nula de (4.7) é estável

linearmente, então também é estável assintoticamente não-linearmente.

Em particular, existem constantes A, γ, δ > 0 tais que

∥u0∥2 < γ ⇒ ∥u(t)∥2 < A∥u0∥2 exp(−δt),∀t > 0.
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Demonstração 4.2.17 Provaremos o Teorema sob a hipótese (4.23).

Multiplicando (4.7) por u, usando o produto interno < ·, · >, obte-

mos
1

2

d

dt
∥u∥2+ < Lu, u > + < N(u), u >= 0. (4.25)

Através do Lema 4.2.12 obtemos a seguinte majoração inferior para

< Lu, u >:

< Lu, u >= L′[u, u] = I(u, u) +D(u, u)

=

(
I(u, u)

D(u, u)
+ 1

)
D(u, u)

≥
(
− 1

RE
+ 1

)
D(u, u).

(4.26)

Logo, estimando (4.25) através de (4.23) e (4.26), temos

1

2

d

dt
∥u∥2 +

(
− 1

RE
+ 1− ϵ

)
D(u, u) ≤ c∥u∥α.

Por hipótese σ1 > 0 e então pelo Lema 4.2.14, segue que(
− 1

RE
+ 1

)
> 0.

Assim, existe k′ > 0, tal que, k′ ≤
(
− 1

RE
+ 1− ϵ

)
e então

1

2

d

dt
∥u∥2 + k′D(u, u) ≤ c∥u∥α.

Por (4.11) e pela imersão compacta entre H∗ e H, inferimos que

D(u, u) ≥ c|u|2. Assim, pelo fato de as normas | · | e ∥ · ∥ serem equi-

valentes, existe uma constante k∗, tal que
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1

2

d

dt
∥u∥2 + k∗∥u∥2 ≤ c∥u∥α. (4.27)

Colocando z := ∥u∥2, podemos reescrever (4.27) da seguinte maneira

dz

dt
≤ −δz + γ1z

n, (4.28)

sendo δ, γ1 > 0 e n > 1.

Multiplicando (4.28) pelo fator integrante exp(δt) e integrando de 0

à t, obtemos:

z(t). exp(δt) ≤ z(0) + γ1

∫ t

0

exp(δs)zn ds. (4.29)

Aplicando a desigualdade de Bihari em (4.29) segue que

w(t) ≤ z(0)

[
1− γ1

δz(0)1−n

(
+ 1− exp

(
δ(1− n)t

))] 1
1−n

. (4.30)

Deste modo, se

∥u0∥2 = z0 < (
γ1
δ
)

1
1−n =: γ,

então

∥u(t)∥2 ≤ (exp
(
δ(1− n)t)∥u0∥2 exp(−δt) ≤ ∥u0∥2 exp(−δt).

Corolário 4.2.18 Supomos que o operador L é simétrico com relação

ao produto interno < ·, · > e que todas as hipóteses do Teorema 4.2.16

são válidas. Supomos ainda que µ é uma constante positiva e A é um
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operador anti-simétrico. Então, se σ1 > 0, a solução nula de ut + Lu+ µAu+Nu = 0,

u(0) = u0.
(4.31)

é assintoticamente não-linearmente estável.

Demonstração 4.2.19 Basta notarmos que ao multiplicar (4.31) por

u recaímos na equação (4.25), pois (Au, u) = 0 devido ao fato de A ser

um operador anti-simétrico.

Observação 4.2.20 Vimos então que os resultados obtidos pela teoria

linear e não-linear coincidem quando o operador L é simétrico ou é

simetrizável.
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Capítulo 5

Aplicações

5.1 Escoamento de Couette

Neste capítulo vamos analisar a estabilidade de uma solução esta-

cionária para o Escoamento de Couette Circular, F , através dos méto-

dos linear e não-linear. Este escoamento é obtido con�nando-se um

�uido viscoso entre dois cilindros in�nitos C1 e C2, co-axiais, com raios

r1 e r2, (r2 > r1) e em movimento em torno do eixo comum com ve-

locidades angulares ω1 e ω2.

5.1.1 Solução Estacionária

Vamos procurar uma solução estacionária, campos de velocidade e

pressão, para este escoamento que dependam apenas da distância r,

contada a partir do eixo comum aos cilindros, e para isto vamos tra-

balhar com o sistema de coordenadas cilíndricas.

Consideraremos que W está sob uma força conservativa f = ∇U.
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Denotemos por W (r) = u(r)er + v(r)eφ + w(r)ez o campo de ve-

locidades e π = π(r), o campo de pressão. Deste modo, o par (W,π)

deve satisfazer o Sistema de Equações de Navier Stokes, em coorde-

nadas cilíndricas, com as seguintes condições de fronteira para W :

W (r1) = r1ω1eφ e W (r2) = r2ω2eφ.

u
du

dr
− v2

r
=

∂

∂r
(π − U) + ν[

1

r

d

dr
(r
du

dr
)− u

r2
]

u
dv

dr
+
uv

r
= ν[

1

r

d

dr
(r
dv

dr
)− v

r2
]

u
dw

dr
= ν

1

r

d

dr
(r
dw

dr
)− ∂

∂z
(π − U)

d

dr
(ru) = 0

W (r1) = r1ω1eφ;W (r2) = r2ω2eφ.

(5.1)

A partir da quarta equação de (5.1) obtemos que ru é uma constante

em [r1, r2], e então temos necessariamente que u = 0 nesse intervalo.

A substituição desta informação no sistema (5.1) permite a seguinte

simpli�cação do mesmo



v2

r
=

∂

∂r
(π − U)

d

dr
(r
dv

dr
− v

r2
) = 0

d

dr
(r
dw

dr
) = 0

d

dr
(ru) = 0

W (r1) = r1ω1eφ;W (r2) = r2ω2eφ.

(5.2)
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Notemos que integrando a primeira equação de (5.2) com relação a

r obtemos a seguinte expressão para a pressão π

π = U +

∫
v2

r
dr. (5.3)

Da terceira equação de (5.2) obtemos que
d

dr
(r
dw

dr
) = 0, donde

inferimos que

r
dw

dr
= k′, k′ constante. (5.4)

Integrando (5.4) obtemos que w(r) = k′ log r+ c e então usando as

condições de fronteira da quinta equação de (5.2), obtemos o seguinte

sistema homogêneo  k′ log r1 + c = 0

k′ log r2 + c = 0,

cuja única solução é a trivial. Logo w = 0 em [r1, r2].

Finalmente, da segunda equação de (5.2), segue que v é uma solução

da seguinte equação de Euler

d

dr
(r
dv

dr
) =

v

r
. (5.5)

A solução geral para (5.5) é v(r) = Ar+ B
r , com A, B ∈ R, a deter-

minar. Logo,W (r) = (Ar+B
r )eφ e comoW deve satisfazer as condições

de fronteira de (5.2)5, determinamos unicamente as constantes A e B:

A =
ω2r

2
2 − ω1r

2
1

r22 − r21
e B = −r

2
1r

2
2(ω2 − ω1)

r22 − r21
.

Concluímos então que W é a única solução radial estacionária do

escoamento de Couette. Por conveniência vamos chamar (W,π) de es-

coamento de Couette ao invés de escoamento básico para o escoamento
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de Couette.

5.1.2 Estabilidade Linear do Escoamento de Cou-

ette

Vamos provar o seguinte teorema devido a J. L. Synge, de 1938, que

consta em ([10]):

Teorema 5.1.1 Se o movimento dos cilindros que delimitam o �uido

é tal que

ω2r
2
2 > ω1r

2
1,

então o escoamento de Couette é condicionalmente assintoticamente

estável com relação a perturbações que independem de φ.

Observação 5.1.2 Justi�ca-se experimentalmente a escolha da restri-

ção para as perturbações.

Demonstração 5.1.3 Vamos mostrar que a parte real do primeiro au-

tovalor do problema (4.1) é positiva e então o resultado segue pelo Teo-

rema 2.5.1.

Sejam (ψ, π) campos de perturbação para o escoamento de Couette,

em coordenadas cilíndricas. Por hipótese os campos de perturbação

independem de φ, ou seja,

ψ(r, z) = ψ1(r, z)er + η(r, z)eφ + ψ2(r, z)ez e π = π(r, z). (5.6)
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Então ψ e π satisfazem o problema (4.1), em coordenadas cilíndricas



−ν�ψ1 − 2η[A+
B

r2
] = −∂π

∂r
+ σψ1

−ν�η + 2Aψ = ση

−ν△ψ2 = σψ2 −
∂π

∂z
1

r

∂

∂r
(rψ1) +

∂

∂z
(ψ2) = 0

ψ1(r1) = ψ1(r2) = ψ2(r1) = ψ2(r2) = η(r1) = η(r2) = 0,

(5.7)

sendo 
� = △− 1

r2

△ =
1

r

d

dr
(r
d

dr
) +

d2

dz2
.

A partir da quarta equação de (5.7) segue que existe uma função ψ,

tal que

ψ1 = −∂ψ
∂z

e ψ2 = −1

r

∂

∂r
(rψ). (5.8)

Aplicando − ∂
∂z em ambos os lados da primeira equação de (5.7), ∂

∂r

em ambos os lados da terceira equação de (5.7), somando-as e substi-

tuindo as informações de (5.8) obtemos

−ν�2ψ + 2

(
A+

B

r2

)
∂η

∂z
= σ�ψ. (5.9)

Assim, através de (5.8) e (5.9), podemos reescrever o sistema (5.7)

da seguinte maneira

−ν�2ψ + 2

(
A+

B

r2

)
∂η

∂z
= σ�ψ

−ν�η − 2A
∂ψ

∂z
= ση

∂

∂r
(rψ) =

∂ψ

∂z
= η = 0, em r = r1, r2.

(5.10)
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Agora vamos introduzir as seguintes quantidades adimensionais


ξ = r

r1
≥ 1, χ = z

r1

α = r2
r1
> 1, β = ω2

ω1
, R =

ω1r
2
1

ν

a = α2β−1
α2−1 , b = −α2(β−1)

α2−1 .

Substituindo elas em (5.10) obtemos o seguinte sistema



−�2 ψ + 2R

(
a+

b

ξ2

)
r1
∂η

∂χ
=
σ

ν
� ψr41

−r1 � η − 2Ra
∂ψ

∂χ
=
σ

ν
ηr31

� =
1

ξ

∂

∂ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)
+

∂2

∂χ2
− 1

ξ2
.

(5.11)

Estamos supondo que a perturbação é periódica na direção z, visto

que o domínio não é limitado nesta direção. Vamos introduzir esta

informação no problema (5.11) colocando

ψ(ξ, χ) = r1f(ξ)e
iλχ, η(ξ, χ) = ig(ξ)eiλχ (λ ∈ R). (5.12)

Substituindo (5.12) no sistema (5.11) obtemos o seguinte problema

de autovalor para f e g:

(L− λ2)(L− λ2 +
r41
ν σ)f = −2λR(a+

b

ξ2
)g

(L− λ2 +
r21
ν σ)g = −2λRaf

f = df
dξ = g = 0 em ξ = 1, α

L = d2

dξ2 + 1
ξ
d
dξ −

1
ξ2 .

(5.13)

Multiplicando a primeira equação de (5.13) por ξf , integrando de 1
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a α e integrando por partes em algumas parcelas obtemos

−r
4
1

ν
σ(J2

1 + J2
0 + λ2K2

0 ) + I22 + 3(I21 − I20 ) + 2λ2(J2
1 + J2

0 ) + λ4k0

= 2λR

∫ α

1

(a+
b

ξ2
)ξfg dξ, (5.14)

sendo que,
I22 =

∫ α
1
ξ|f ′′|2dξ, I21 =

∫ α
1
ξ−1|f ′|2dξ, I20 =

∫ α
1
ξ−3|f |2 dξ,

J2
1 =

∫ α
1
ξ|f ′|2dξ, J2

0 =
∫ α
1
ξ−1|f |2dξ, K2

0 =
∫ α
1
ξ|f |2 dξ.

Multiplicando a segunda equação de (5.13) por (a +
b

ξ2
)ξg, inte-

grando de 1 a α e integrando por partes em algumas parcelas obtemos

−r
2
1

ν
σ

∫ α

1

(1+
b

aξ2
)ξ|g|2 dξ+

∫ α

1

(1+
b

aξ2
)[ξ|g′|2 +(ξ−1 +λ2ξ)|g|2] dξ−

−2b

a

∫ α

1

ξ−3|g|2 dξ = 2λR

∫ α

1

(a+
b

ξ2
)ξfg dξ. (5.15)

Notemos que somando (5.14), (5.15), (5.14) e (5.15) conseguimos

−Re (σ)P + L+M +N = 0, (5.16)

sendo,

P =
r41
ν (J

2
1 + J2

0 + λ2K2
0 ) +

r21
ν

∫ α
1
(1 +

b

aξ2
)ξ|g|2dξ

L = I22 + 3(I21 − I20 ) + 2λ2(J2
1 + J2

0 ) + λ4K2
0

M =
∫ α
1
(1 +

b

aξ2
)(ξ|g′|2 + ξ−1|g|2)dξ − 2b

a

∫ α
1
ξ−3|g|2dξ

N = λ2
∫ α
1
(1 +

b

aξ2
)ξ|g|2dξ.
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Agora, com o intuito de encontrar o sinal de Re (σ), vamos estimar

os sinais de P, L, M e N .

Pela hipótese do Teorema obtemos que α2β > 1, e então como α > 1

e ξ ∈ [1, α] temos:

1 +
b

aξ2
=
α2β(ξ2 − 1) + α2 − ξ2

ξ2(α2β − 1)
> 0.

De posse desta estimativa, inferimos que P > 0 e N > 0.

Devido ao fato de ξ ∈ [1, α], temos que∫ α

1

ξ−1|f ′ − f

ξ
|2 ≥ 0,

e desenvolvendo esta desigualdade resulta que:∫ α

1

ξ−1|f ′|2 dξ −
∫ α

1

ξ−2(f ′f + ff
′
) dξ +

∫ α

1

ξ−3|f |2 dξ ≥ 0. (5.17)

Usando integração por partes na segunda parcela de (5.17) temos:

−
∫ α

1

ξ−2(f ′f + ff
′
) dξ = −2

∫ α

1

ξ−3|f |2dξ.

Assim, podemos reescrever (5.17) da seguinte forma:

I21 − 2I20 + I20 ≥ 0. (5.18)

Como consequência de (5.18), obtemos que I21 ≥ I20 , donde segue

que L > 0.

Já provamos acima que 1 +
b

aξ2
> 0 e sabemos que ξ ∈ [1, α], logo

∫ α

1

(ξ +
b

aξ
)|g′ − g

ξ
|2 dξ ≥ 0. (5.19)
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Desenvolvendo a estimativa (5.19) temos:

∫ α
1
(1 +

b

aξ2
)ξ|g′|2 −

∫ α
1
(1 +

b

aξ2
)(gg′ + gg′) dξ+

+
∫ α
1
(1 +

b

aξ2
)ξ−1|g|2 dξ ≥ 0

(5.20)

Usando integração por partes na segunda parcela de (5.20), obtemos∫ α

1

(1 +
b

aξ2
)(gg′ + gg′) dξ =

2b

a

∫ α

1

ξ−3|g|2dξ.

Deste modo, podemos identi�car (5.20) com a equação M , e então

concluímos que M ≥ 0.

Logo, como P, L, N > 0 e M ≥ 0, para −Re (σ)P +L+M+N = 0

ser verdadeiro, devemos ter obrigatoriamente que Re (σ) > 0.

5.1.3 Estabilidade não-Linear do Escoamento

de Couette

Nesta seção vamos apresentar um resultado devido a James Serrin,

que consta na monogra�a ([10]) e que nos oferece condições su�cientes

para a ocorrência de estabilidade incondicional e assintótica do escoa-

mento de Couette.

Lema 5.1.4 Seja f ∈ V . Então

(1/ log(r2/r1))
2

∫
Ω

f2

r2
dx ≤

∫
Ω

∇f : ∇f dx.
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Demonstração 5.1.5 Como f se anula em r1, temos que∫ r

r1

∂ f

∂ r
dr = f(r, θ, z).

Logo, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

|f(r, θ, z)| ≤

(∫ r2

r1

∣∣∣∣∂ f∂ r
∣∣∣∣2 r dr

) 1
2 (

log(
r2
r1

)

) 1
2

,

e então,

|f(r, θ, z)|2r
r2

≤

(∫ r2

r1

∣∣∣∣∂ f∂ r
∣∣∣∣2 r dr

)(
log(

r2
r1

)

)
1

r
.

Finalmente, integrando em r, θ e z e majorando

∣∣∣∣∂ f∂ r
∣∣∣∣ por |∇ f |,

obtemos o resultado:

∫
Ω

|f(r, θ, z)|2r
r2

dr dθ dz ≤

(∫
Ω

∣∣∣∣∂ f∂ r
∣∣∣∣2 r dr dθ dz

)(
log(

r2
r1

)

)2

.

Teorema 5.1.6 Se

∣∣∣∣ω2 − ω1

ν

∣∣∣∣ < (r22 − r21)
{

1

r1r2 log(r2/r1)

}2

, então o

escoamento de Couette é incondicionalmente assintoticamente estável.

Demonstração 5.1.7 Vamos mostrar que o valor mínimo, λ, do fun-

cional G é positivo. Denotemos a função em que G assume seu valor

mínimo por ψ1 = wer + veφ + uez ∈ V , então

λ =

∫
Ω
ψ1.D.ψ1 dx+ ν

∫
Ω
∇ψ1 : ∇ψ1 dx∫

Ω
|ψ1|2 dx

. (5.21)

Notemos que o sinal de λ depende apenas do sinal do numerador de
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(5.21), pois o denominador é positivo. Isto é,

sinal(λ) = ν

∫
Ω

∇ψ1 : ∇ψ1 dx+

∫
Ω

ψ1.D.ψ1 dx. (5.22)

Trabalharemos agora com os termos de (5.22), a �m de utilizar a

hipótese do teorema e concluir a positividade de λ.

Notemos que, em coordenadas cilíndricas, D = −B

r2


0 1 0

1 0 0

0 0 0

,

donde obtemos ∫
Ω

ψ1.D.ψ1 dx = −2B

∫
Ω

wv

r2
dx. (5.23)

Utilizando a desigualdade |ab| ≤ 1
2 (a

2 + b2), a, b ∈ R, em
wv

r2
no

lado direito de (5.23), inferimos:

2B

∫
Ω

wv

r2
dx ≤ |B|

∫
Ω

(w2 + v2)

r2
dx

≤ |B|
∫
Ω

(w2 + v2 + u2)

r2
dx

= |B|
∫
Ω

ψ2
1

r2
dx.

Logo, ∫
Ω

ψ1.D.ψ1 dx ≥ |B|
∫
Ω

ψ2
1

r2
dx. (5.24)

Pelo Lema 5.1.4 temos que∫
Ω

∇ψ1 : ∇ψ1 dx ≥ (1/ log(r2/r1))
2

∫
Ω

ψ2
1

r2
dx. (5.25)
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Substituindo as estimativas (5.24) e (5.25) em (5.22) inferimos que

sinal(λ) ≥
{

ν

log2(r2/r1)
− |B|

}∫
Ω

ψ2
1

r2
dx.

Como |B| = r21r
2
2|ω2 − ω1|
r22 − r21

, e por hipótese

∣∣∣∣ω2 − ω1

ν

∣∣∣∣ < (r22 − r21)

{
1

r1r2 log(r2/r1)

}2

,

temos que |B| < ν

log2(r2/r1)
, donde sinal(λ) > 0 e o resultado segue.

126



Considerações Finais

Neste trabalho apresentamos sucintamente os fundamentos da Teo-

ria Linear de Estabilidade Hidrodinâmica, enfatizando o Teorema de

Sattinger, embora o primeiro resultado tenha sido obtido por G. Prodi

em 1962, citado no trabalho de Sattinger. Prodi assumiu que o campo

básico U possui derivadas parciais de segunda ordem em L2 e mostrou

a estabilidade assintótica condicional com relação à norma de H1(Ω).

Sattinger, assumindo que U e as autofunções de L, o operador linear não

simétrico associado ao problema linearizado para o campo de perturba-

ções, e seu adjunto L∗ têm derivadas parciais de primeira ordem limi-

tadas em Ω, provou a estabilidade assintótica condicional com relação

à norma L2. A análise linear é realizada para um número de Reynolds

�xo e baseia-se essencialmente em determinar o espectro do operador

L. A análise não-linear é o assunto do restante da dissertação e teve seu

desenvolvimento mais acelerado a partir do trabalho de James Serrin

em 1959, que representa marco importante no denominado Método da

Energia. O método da energia tem esse nome porque considera-se uma

equação fundamental para a energia das perturbações. Esta equação

é obtida sem restringir a magnitude das perturbações. Serrin também

mostrou que existe um problema de autovalor bastante similar ao pro-

blema de autovalor associado à teoria linear que no entanto possibilita

que se determine a região de estabilidade absoluta do escoamento. Por

outro lado, como destaca Serrin, o método da energia estabelece a es-

tabilidade com relação a perturbações arbitrárias, e não apenas pertur-

bações que satisfazem o problema hidrodinâmico. Galdi e Rionero em

sua monogra�a ([12]) consideram o método da energia como um caso

particular do método dos funcionais de Lyapunov para a análise da es-
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tabilidade não linear de escoamentos de �uidos. Depois do trabalho de

Serrin, surgiram várias contribuições importantes de D. D. Joseph, que

resolveram vários problemas empregando funcionais de energia genera-

lizadas obtidos heuristicamente. Posteriormente ([10], [37], [11], [13]),

Galdi, Rionero, Padula, Mulone e Straughan em vários trabalhos ex-

ploraram a relação entre as teorias linear e não linear, alguns dos quais

abordamos neste trabalho. Essencialmente mostrou-se que se o opera-

dor linear não-limitado associado ao problema linear for simetrizável,

então as duas teorias completam-se perfeitamente, ou seja, o número

de Reynolds previsto pela teoria linear, RL, e o número de Reynolds

previsto pela método da energia, RE (de estabilidade incondicional),

coincidem. Quando isso não ocorre tem-se RE < RL. A grosso modo

pode-se dizer que ainda hoje os pesquisadores procuram em algum pro-

blema em aberto descobrir um novo `funcional generalizado` de modo a

obter um número de Reynolds RG de estabilidade condicional tal que

RE < RG < RL

com RG mais próximo de RL do que no último resultado publicado na

literatura (por exemplo, [18], [19], [29]). Finalmente, destacamos que

em [14] encontra-se um estudo abrangente e detalhado de condições

su�cientes para a estabilidade de escoamentos, incorporando também

as contribuições de Adelina Georgescu(1942-2010), não abordadas nesta

dissertação.
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