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RESUMO

Este trabalho visa a abordar alguns topicos sobre geometria simplética com o intuito
de estudar técnicas que serao tuteis para trabalhos futuros. Apresentamos uma estrutura
diferenciavel para a Grassmanniana Lagrangeana de um espago vetorial simplético, com tal
estrutura definimos o indice de Maslov via grupéide fundamental para caminhos na Grass-
manniana Lagrangeana e provamos algumas de suas propriedades. Antes, fazemos uso da
topologia algébrica para definir e estudar algumas das propriedades do grupo6ide fundamen-
tal de um conjunto, neste momento apresentamos o teorema de Seifert-van Kampem. Para
efeito de completude do trabalho, comecamos esta dissertagao exibindo os conceitos basicos
da algebra linear simplética, e em seguida dedicamos um capitulo para o estudo de algumas
propriedades do indice de uma forma bilinear em um espaco vetorial, e de alguns resultados
a respeito de curvas no espago das formas bilineares simétricas de uma espaco vetorial de
dimensao finita.

Palavras-chave: Indice de Maslov, Grassmanniana Lagrangeana, espaco vetorial sim-

plético, variedade diferenciavel, grupdide fundamental.



ABSTRACT

The goal of this dissertation is to consider some topics in symplectic geometry aiming at
studying techniques that will be useful in future work. We present the differentiable structure
of the Lagrangean Grassmannian of a symplectic vector space and with this structure at hand
we define the Maslov index for paths in the Lagrangean Grassmannian via the fundamental
grupoid and study some of its properties. We first make use of algebraic topology in order
to define and study some properties of the fundamental grupoid of a set; at this point we
state the theorem of Seifert-van Kampen. To make the work self-contained we begin the
dissertation giving the basic concepts of symplectic linear algebra that will be used and we
devote a chapter to the study of the index of a bilinear form on a vector space and some
results regarding paths in the space of symmetric bilinear forms on a finite dimensional vector
space.

Keywords: Maslov Index, Lagrangiann Grassmannian, symplectic vector space, differ-

entiable manifold, fundamental groupoid.
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Introducao

Esta dissertacao versa sobre alguns topicos de Geometria Simplética que sao importantes
para o Indice de Maslov, objeto de futuros estudos. Nesta direcio, a grassmaniana la-
grangeana desempenha um papel importante e ¢ um topico central nesta dissertagao. Dentre
as referéncias citadas na bibliografia, o texto [9] foi um dos mais utilizados na preparacao
deste trabalho.

A seguir descrevemos o contetido de cada capitulo.

No capitulo 1 fazemos um apanhado geral sobre algebra linear simplética e inserimos a
notagao que sera seguida no restante do texto.

No capitulo 2 falamos um pouco sobre formas bilineares, definimos o indice de uma
forma bilinear simétrica e apresntamos alguns resultados interessantes que nos serao tteis no
capitulo final.

No capitulo 3 definimos o grupdéide fundamental de um espago topolégico e exibimos
algumas de suas propriedades. Este capitulo sera improtante para definirmos e estudarmos
o indice de Maslov no capitulo final, uma vez que tal indice ser4 um invariante homotopico.

No capitulo 4 exibimos algumas propriedades da agao de grupos de Lie sobre variedades
diferenciaveis, exibimos uma estrutura diferencidvel para Grassmanniana de um espaco, e
finalizamos construindo uma estrutura diferenciavel para a Grassmanniana Lagrangeana de
um espaco vetorial simplético. Este é o passo fundamental que nos permitira, no capitulo
final, definir o indice de Maslov para caminhos na Grassmanniana Lagrangeana.

No capitulo 5 definimos o indice de Maslov para caminhos na Grassmanniana Lagrangeana
de um espago vetorial simplético, via grupdide fundamental, e estudamos algumas de suas
propriedades.

A interdependéncia dos capitulos se da da seguinte forma: Os capitulos de 1 a 4 sao

10



necessarios para compreensao do capitulo 5, o capitulo 4 necessita apenas do capitulo 1, os
capitulos 2 e 3 sao independentes podendo alias serem lidos apenas como pré-requisito para
o capitulo final.

Para um melhor aproveitamento deste trabalho, espera-se do leitor um pouco de famil-
iaridade com as noc¢oes béasicas de Variedades Diferencidveis bem como a definicao de Grupo

de Lie e algumas das propriedades das a¢oes destes sobre variedades.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem como principal objetivo inserir a linguagem e os conceitos bésicos,
bem como um pouco da notacao que utilizaremos no restante do trabalho. Iniciaremos
com algumas defini¢oes e propriedades das formas simpléticas, em seguida falaremos do
importante conceito de simplectomorfismo e encerraremos com uma breve exposicao sobre

formas hermitianas.

1.1 Algebra Linear Simplética

1.1.1 Formas Simpléticas

Definicao 1.1.1 Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo K, o qual a
menos que seja dito o contrdrio serd tomado como sendo R. Uma forma simplética sobre V

€ uma forma bilinear anti-simétrica e nao-degenerada w sobre V.

Defini¢ao 1.1.2  Um espago vetorial simplético é um par (V,w), no qual V' é um espago
vetorial de dimensao finita sobre K e w € uma forma simplética sobre V.
Note que pelo fato de w : V x V' — K ser bilinear, cada u € V induz um funcional linear

Wy © v +— w(u,v) e a forma bilinear ndo degenerada w induz um isomofismo canoénico

U, :V —= V" definido por V¥, (u) = w,. (1.1)
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Exemplo 1.1.3 Em K> = K" x K" a forma bilinear w definida por
w((pa), (', 4)) = D pidy — Pg
j=1

€ simplética.
Observe que w € uma forma bilinear antissimétrica e nao-degenerada sobre K* x K". Tal
forma é chamada a forma simplética canonica sobre K™ x K™,

Uma versao livre de coordenadas é a forma simplética sobre V = U x U* definida por

w((z,8),(y,m) =&W) —n(x), z,yel {nelr,

definida para qualquer espago vetorial de dimensao finita U sobre K.

1.1.2 Subespaco Isotrépico

Lembremos da Algebra Linear que se V é um espaco vetorial e L C V é um subespaco

de V', entao definimos o anulador de L em V' como sendo o conjunto
L% :={a € V*/a(v) =0,Yv € L}.

Definigao 1.1.4 Seja w uma forma bilinear nao-degenerada sobre V', nao necessariamente
antissimétrica. Se L é um subespago linear de V', entao o complemento w-ortogonal L* de L
em V' € definido como

LY :={u e V/w(u,v) =0,Yv € L}.

Note que L“ é um subespaco linear de V' e
LY =0 (L") = ((L))", (1.2)
onde ¥} é a aplicagao dual de W, : V* — V* (V** ~ V).

Lema 1.1.5 Se (V,w) € um espago vetorial simplético e L, M C V sao subespagos vetoriais

de V', entao:
(1) dim{L¥} = dim{V} — dim{L}

13



(2) LCM=— M“CL"

(3) (L+M)*=L¥NM>

Dem.: Completemos uma base de L, vy, ..., v, para uma base de V', vy, ..., U, Ugs1,- -, Un,

k k+1
)

e seja vt ..., vF vkt . v" a base dual desta. Entdo, v**1, ... o™ forma uma base de L,
logo, dimV = dimZL + dimL°. Como ¥, é um isomorfismo, resulta desta igualdade o item
(1). O segundo item segue-se da defini¢ao de complemento w-ortogonal. Vejamos o item (3).
Como L, M C L+ M segue-se da segunda afirmacdo que (L + M)¥ C LY N M¥. Por outro

lado, para todo v € LY N MY, temos

wv,z+y) =w(,z)+ww,y) =0, paratodo z€ Leye M,
portanto, L* N M* C (L + M)“. O item (3) segue desta dupla inclusao. |
Definicao 1.1.6 Um subespacgo L € dito ser isotrdpico com respeito a w se L C L.

Definicao 1.1.7 Um subespaco de V', isotrépico e maximal, é chamado plano Lagrangeano,

ou simplesmente Lagrangeano de V.

Proposicao 1.1.8 Qualquer subespago isotropico estd contido em um plano Lagrangeano.
Dem.: Segue da finitude da dimensao de V' e da definicao acima. [
A antissimetria de w implica que w(v,v) = —w(v,v) entdo 2w(v,v) = 0. Portanto, se

carK # 2 (caracteristica de K), e w for antisimétrica
w(v,v) =0, YoeV (1.3)
Reciprocamente, se (1.3) é verificado, ent@o

0 = wu+v,u+o)
= w(u,u) +w(u,v) +wv,u) +w(v,v)

= w(u,v) +w(v,u)
= w(u,v) = —w(v,u), Yu,veV.

Se carK = 2, entao tudo que segue sera valido se trocarmos a condigao de antisimetria

pela condigao (1.3).
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Proposicao 1.1.9 Todo subespaco linear de V' de dimensao um € isotrdpico.

Dem.: Direto de (1.3). |

Proposicao 1.1.10 Um subespago L C V' € um plano Lagrangeano se, e somente se, L =
L.
Dem.: Se L C L¥ e L # L¥, entéo pelo terceiro item do Lema 1.3 temos que se v € L“ \ L,
entao
(L + Kv)* = LY N (Kov)~“.

Como Kv C L¥, temos (Kv)* D L, logo L“ N (Kv)* D L.

Além disso, v € LY N (Kv)¥, logo o subespago linear (L + Kuv)“ contem L 4+ Kv, o que
significa que

L' =L+ Kv

¢ isotropico, L C L’ e dim(L') = dim(L) + 1. Portanto, L ndo é maximal, e isto conclui a

prova. [ |

Corolario 1.1.11 Se L C V € um plano Lagrangeano, entio dim(V) = 2dim(L). Em
particular, a dimensao de um espaco vetorial simplético € par.

Dem.: Pela proposicao anterior temos que se L C V ¢é Lagrangeano, entao
dim(L) = dim(L*) = dim(V) — dim(L)

= dim(V) = 2dim(L).

1.1.3 Forma Canoénica de uma Forma Simplética

O objetivo desta se¢@o é mostrar que se (V,w) é um espago vetorial simplético de dimensao

2n entao existe uma base {ey,- - , e, f1,- -+, fn} de V na qual

w(ei, ;) =0 e w(ei,e;) =w(fi, f;) =0,

onde d;; ¢ igual a 1 ou 0, conforme seja ¢ = j ou 7 # j.

Para isso, comecemos com a seguinte

15



Proposicao 1.1.12 Seja A = A(V,w) o conjunto de todos os planos Lagrangeanos no espago
vetorial simplético (V,w). Se Lo € A, entao € possivel tomar Ly € A tal que LoN Ly = {0}
e, consequentemente, V = Lo & L;.

Dem.: Sejam Ly € A e Ly C V isotropico com Ly # LY e LyN Ly = {0} (basta por exemplo
considerar u # Lo e Ly = Ku). Tome v € LY \ L; e defina L] := L + Kuv.

Note que se Ly N L} # {0} para todo v € LY \ Ly, entdo existiria x,, € L; e ¢, € K tal que

Yo = Ty + CU € Lo, y, #0

:>'U€L()+L1, \VIUELT\Ll
= LY C Lo+ L.

Segue portanto que
LoNLY = L8N LY = (Lo + L)* C Ly,
logo,
LO N Lw = {O},
pois Ly N L, = {0}.
Por outro lado, dim(Ly) = n e dim(Ly) = dim(V') — dim(L;) > dim(V') —n, donde

dim(Lg) + dim(Ly) > dim(V),
logo
dim(Lo N LY) > dim(Ly) + dim(L7) — dim(V') > 0,

uma contradigao.
Logo, podemos tomar v € LY\ Ly tal que LoN L} = {0}, onde L) := L+ Ku, e prosseguir

desta forma até encontrar um plano Lagrangeano com a propriedade desejada. |

Teorema 1.1.13 Seja (Lo, Ly) uma decomposi¢io Lagrangeana de (V,w)'. Entdo a apli-
cacao linear

Pro., - L1 — L definida por  pr, ., (v) = w(v,-)|L, (1.4)

€ um isomorfismo.

'V = Ly @ L e tanto Ly como L sdo Lagrangeanos.
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Dem.: Esta aplicacdo ¢ injetiva, pois se pr, r,(v) = 0, com v € Ly, temos w(v,u) = 0 para

todo u € Ly
— ve (L) =Lo
= vE LyNIly
= v =0.
Portanto, pr, ., ¢ injetiva, logo um isomorfismo, pois Ly e Lj tém a mesma dimensao. [ |
Agora seja {e, - ,e,} uma base de Ly e {€1,--- ,€,} a base dual correspondente em L.
Seja {f1,---, fn} a base de Ly tal que pr,1,(fj) = —¢;.
Entao

w(ei,ej) = (,d(fl‘, f]) = O VZ,]
—(,4)(61‘, f]) = W(fj, ei) = —ej(ez-) = —(51'7]' \V/’L,j

Definicao 1.1.14 Uma base na qual w tenha a forma candnica acima € dita uma base
simplética de (V,w).

Note que se {e1, -+ ,en, f1,- -+, fn} € uma base simplética de (V,w) e escrevemos
n n
U:ZPiei‘i‘Qz‘fi e Uzzp26i+q;fia
i=1 i=1

entdo w(u,v) é igual ao lado direito da igualdade no exemplo (1.1.3). Isto significa que o

pull-back de w pelo isomorfismo linear

(p.q) — Zpiei + ¢ i,

i=1
de K™ x K" sobre V' ¢ igual a forma simplética canodnica sobre K" x K”.

1.1.4 O Grupo Linear Simplético

Defini¢ao 1.1.15 Sejam (V,w) e (U, T) espagos vetoriais simpléticos sobre um corpo K.

Uma aplicagao linear T :'V — U € dita simplética se satisfaz

7(Tu, Tv) = w(u,v) Yu,v €V. (1.5)

Note que T é necessariamente injetiva, pois ¥, : V' — V* é injetiva. Logo dim(V) <

dim(U), e no caso em que dim(V) = dim(U) temos a seguinte

17



Definicao 1.1.16 Um simplectomorfismo de V- em U € uma aplica¢ao linear simplética T

de V em U bijetiva.

Defini¢ao 1.1.17 O conjunto das aplicagoes lineares simpléticas de (V,w) em (V,w) €

chamado o grupo linear simplético, e serd denotado por Sp(V,w).

Observagao 1.1.18 De fato, Sp(V,w) é um subgrupo do grupo Gl(V).
Agora sejam (V,w) um espago vetorial simplético e n = {eq, -+ ,e,, f1,- -+, fn} uma base

simplética de V. Entao a matriz de w nesta base é dada por

Onxn In><n
W]y =
_]nxn Onxn

Logo, uma matriz T' € Sp(V,w) se, e somente se,
[Tu)'|w],Tv = u'w],v, Yu,veV.

Ou seja, se fizermos J = [w],, temos que T € Sp(V, w) se, e somente se,

T JT = J. (1.6)
Portanto, se escrevemos
Q@
T = &
v oo

na base 7, onde «, 3,7, sd@o matrizes n x n temos por (1.6) que T' € Sp(V,w) se, e somente

se
afy —v'a = 0
g6 -6 = 0
b —~p = 1

Proposigao 1.1.19 Seja T € Sp(2n), onde Sp(2n) = Sp(R?*",w) e w € a forma simplética
canénica do R?". Entao X\ € autovalor de T se, e somente se, \™' também o é. Se 1 ¢

autovalor de T entao sua multiplicidade € par, o mesmo ocorre para —1. Além disso, se

Tz= Xz, TZ =Nz IN#1

18



entao

w(z,2')=0.

Dem.: Se A ¢ autovalor de T' € Sp(2n) entdao A~ ¢ autovalor de 7!, e como T* ¢ conjugada
de T7!, pois vale a equacao
T =JTr'J,
temos que A~! é autovalor de T*. Uma vez que T* e T possuem os mesmos autovalores (aqui
¢ essencial que consideremos K = R), segue que A\~! ¢ autovalor de T'. A reciproca agora ¢
imediata.
A segunda afirmacao segue do fato do determinante de T ser igual a 1 e o mesmo ser

igual ao produto dos autovalores. Finalmente, a ultima afirmacao segue da identidade

AN (Joz, 2y = (JyTz, T2
= w(T=zT7)
= Trw(z,2)
= w(z,2?)

= <J0272:I>7

donde a terceira igualdade segue do fato T*w = w. Portanto w(z,2") = (Jyz,z’) = 0, pois

AN £ 1. m

Proposicao 1.1.20 A dlgebra de Lie sp(V,w) de Sp(V,w) consiste das aplicagdes lineares
T:V —V tais que
w(Tu,v) +w(u, Tv) =0, Yu,veV (1.7)

equivalentemente, lembrando que [w], = J,

JT +T*J =0,

Dem.: O grupo simplético Sp(V,w) é a imagem inversa de J pela fungao

f: Map(K) — Ay, (K)  definida por f(X) = X*JX,

19



onde A, (K) é o espago das matrizes anti-simétricas. Esta fungao ¢ bilinear, portanto ¢ de

classe C*° e sua derivada é dada por
Df(X)-H=H"JX+ X"JH.

Observemos que J € Ay, (K) ¢ valor regular de f. De fato, seja X € f~!(J). Entao
XJB
X*JX = J, donde dado B € Ay,(K), tomando H = — temos que Df(X) - H = B,

provando que J é valor regular.

Como I € f~1(J), segue-se que a élgebra de Lie sp(V,w) de Sp(V,w) é

TiSp(V,w) =kerDf(I) = {C € My, (K); C*J + JC = 0}.

|
Corolario 1.1.21 dim(Sp(V,w)) = 2n* +n
Dem.: Basta contar dimensoes,
(2n)? — w =2n® +n.
|

1.1.5 Formas Hermitianas

Sejam V' um espago vetorial de dimensao n sobre C e h : V x V — C uma forma
hermitiana em V. Olhando V' como um espago vetorial de dimensao 2n sobre R definimos a

forma bilinear simétrica nao-degenerada g por

e a forma simplética w por
w = Jm(h).
Note que a antisimetria de w é consequéncia de

Jm(h(u,v)) = —Re(ih(u,v))



Se definimos J(u) = iu, segue da primeira igualdade acima, que
w=—goJ,

logo, ¥, : V- — V* ¢é injetivo pois g e J o sao, donde segue a nao degenerabilidade de w.

Além disso, como J? = —Id podemos escrever
h=woJ+iw.

Definicao 1.1.22 Se V' é um espago vetorial sobre R, entao uma estrutura complexa em V'
¢ uma aplicacio linear (real) J :V — V tal que J* = —1d.
Com tal estrutura podemos tornar V' um espaco vetorial complexo. Com efeito, basta
definir
(a+ib)v =av+ J(bv), Va,beReVvel.

E imediato verificar que a dimensao de V' como espaco vetorial real é 2n se n denota a

dimensao de V' como C-espago vetorial.

Proposicao 1.1.23 Qualquer forma simplética € igual a parte imagindria de uma forma

hermitiana com respeito a uma estrutura complexa conveniente.

Dem.: Basta tomar a forma canoénica de (1.1.3) e escrevendo
Zj = qj +1p;

considerar a forma hermitiana candnica

n

h(z,2') = szz

Jj=1
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Capitulo 2

Indices de Caminhos de Matrizes

Simétricas

Neste capitulo faremos um estudo sobre algumas propriedades das formas bilineares.
Estamos interessados em usar, a posteriori, alguns resultados acerca do indice e do co-indice
de uma forma bilinear, bem como a respeito de curvas no espago das formas bilineares
simétricas.

Sejam V' e W espacos vetoriais. Vamos denotar por Lin(V, W) e B(V, W) respectivamente
o espago vetorial das aplicagoes lineares T : V. — W e o das aplicagoes bilineares, B :
V x W — K, também chamadas formas bilineares.

O espago dual de V', Lin(V, K), sera denotado por V*, e faremos as abreviagoes Lin(V') =
Lin(V,V) e B(V) = B(V, V). Existe um isomorfismo natural

O : Lin(V,W*) — B(V,W) definido por &(T)(v,w) = (T (v))(w).
Definigao 2.0.24 Dada T € Lin(V, W), o pull-back de T' € a aplicagio
T : B(W) — B(V) definida por T*(B)= B(T(-),T(-)).
Se T € um isomorfismo, o push-forward de T ¢ a aplicagdo

T, :B(V) — B(W) definida por T.(B) = B(T~'(-),T7(-)).
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2.1 Indice de uma Forma Bilinear Simétrica

Nesta se¢ao, V sempre denotara um espago vetorial real (nao necessariamente de dimensao

finita). Denotaremos por By, (V') o espago das formas bilineares simétricas B : V x V — R.
Definigao 2.1.1 Se B € B,,,,(V), dizemos que B é:

1. definida positiva se B(v,v) > 0 para todo v € V, v # 0;

2. semi-definida positiva se B(v,v) > 0 para todo v € V;

3. definida negativa se B(v,v) < 0 para todov € V, v # 0;

4. semi-definida negativa se B(v,v) < 0 para todov € V.

Dizemos que um subespago vetorial W de V' é positivo com respeito a B, ou B-positivo,
se Blwxw € definida positiva. Da mesma forma dizemos que W é negativo com respeito a

B, ou B-negativo, se Bl xw for definida negativa.
Definicao 2.1.2 O #ndice de B € Byy,,,(V), denotado por n_(B), € definido por

n_(B) = sup{dim(W)/W ¢é um subespag¢o B-negativo de V'}.

Note que o indice de B € By, pode ser um inteiro nao negativo, ou +oo.

Definicao 2.1.3 Definimos o co-indice de B € By,,,(V'), e denotamo-lo por n(B), como

sendo o indice de —B, i.e.

ny(B) =n_(—B).

Observe que o co-indice pode ser definido como sendo o supremo das dimensoes dos

subespagos B-positivos de V.

Defini¢ao 2.1.4 Quando ao menos um dos nimeros n_(B) e ny(B) € finito, definimos a

assinatura de B, denotada por sgn(B), por

sgn(B) =n,(B) —n_(B).
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Definicao 2.1.5 Dada B € By, (V) definimos a degenerabilidade de B, denotada por
dgn(B), como sendo a dimensao de Ker(B).
A seguir enunciamos o Teorema da Inércia de Sylvester o qual relaciona os inteiros

dgn(B), ny(B) e n_(B), associados a uma forma B € By, (V) com dim(V') < +o0.

Teorema 2.1.6 Suponha dim(V) =n < +oo e seja B € By, (V). Entao existe uma base

de V' para qual a matriz de B € dada por

|

P OPXQ OPXT

B ~

qup _Iq OqXT )

Orxp Orxq Or

onde ny(B) =p, n_(B) = q e dgn(B) = r. Por conseguinte,

ny(B) +n_(B)+dgn(B) = n.

A demostracao deste teorema sera omitida e pode ser encontrada em varios textos de
Algebra Linear, por exemplo, em [3].

De agora em diante, consideramos V' um espaco vetorial de dimensao finita. Escolhamos
uma norma arbitraria em V' denotada por ||-||, e consideremos a norma de uma forma bilinear
B € B(V) definida por

1Bl = sup [B(v,w)].

[o]]:[|wl[<1

Observe que como V' e B(V) tém dimensao finita, entdo todas as normas nestes espagos

induzem uma mesma topologia.

Lema 2.1.7 Para cada k > 0 fixado, os conjuntos
B (V) ={B €Byn(V)/ni(B) 2k} e B, (V)={B€Byn(V)/n(B) >k}

sao abertos em Bgym, (V).
Dem.: Se B € B, (V), existe um subespago W de V, de dimensao k, tal que W é B-positivo.
Como a esfera unitaria de W é compacta, a fungao continua em W, v — B(v,v), assume um

minimo ¢ > 0 nela.
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Se A € By (V) € tal que ||A — B|| < §, segue-se que A ¢ definida positiva em .
Com efeito, se v € W com ||v|| = 1 entao

A(v,0) > B(v,v) = |A(v,0) = Bv.v)| > = 5 = = >0,

donde, para todo v # 0, temos A(v,v) = ||v||*A ( v ) > 0.

ol [l

Portanto ny(A) > k, logo, A € B (V). Isto mostra que B} (V) é aberto em By, (V).
A segunda afirmagao segue do fato de que para qualquer B € By,,,(V), temos que —B €
Bsym(V) e n_(B) = ny(—DB). [

Corolario 2.1.8 Sejam k > 0 er > 0 fizados. O conjunto das formas bilineares simetricas

B € By (V) tais que ny (B) =k e dgn(B) =r € um aberto do conjunto

{B € Bgym(V)/dgn(B) > r}. (2.1)

Dem.: Pelo Teorema de Sylvester, temos n_(B) = n — dgn(B) — ny(B), donde vemos que
o conjunto

Bk (V)={B € Byyn(V)/ny(B) =k e dgn(B) =r} (2.2)
é igual a
{B € Byym(V)/dgn(B) = r}0{B € By (V)/n4(B) = k}{B € Byym(V)/n_(B) > n—r—k},

logo,

B, (V) C{B € Bgyn(V)/dgn(B) > r}n B (V)N B, , (V). (2.3)
Esta inclusao é uma igualdade, pois se B pertence ao lado direito, pelo Teorema de
Sylvester, temos

dgn(By=n—n,(B)—n_(B)<n—k—(n—r—Fk)=r,

logo, dgn(B) = r, pois também, dgn(B) > r. Isto mostra que B € B, (V).
Como pelo Lema (2.1.7), B (V) e B, , (V) sdo abertos em By, (V), a igualdade (2.3)
mostra que B, ; (V) é aberto em {B € By, (V)/dgn(B) > r}. |

Para demonstrar o proximo resultado desta secao fagamos primeiro a seguinte
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Observagao 2.1.9 : Seja B € By, (V), com dim(V) = n < 400, ny(B) = p, n_(B) = ¢
e dgn(B) = r. Em geral, ndo € verdade que se tomarmos uma outra forma B € Bsym (V)
suficientemente prozima de B teremos ny(B) = ny(B) ou n_(B) = n_(B). Tal fato pode

ser facilmente verificado tomando-se a e-perturbagao de B,

L, Opxg Opxr

B =

Opp Ty Oges
Orip Orq el

Contudo, o argumento usado no coroldrio acima nos mostra que no conjunto das matrizes
com dgn(B) = r fizo, é possivel tomarmos uma vizinhanga U (B), tal que se Be Bsym (V)
pertence a U(B), entdo ny(B) =n,(B) e n_(B) = n_(B).
Lema 2.1.10 Seja B : I — By, (V) uma curva continua definida em algum intervalo
I C R. Se a degenerabilidade de B(t) independe de t € I entdo n_(B(t)) e ny(B(t)) também
mdependem de t.
Dem.: Como dgn(B(t)) = r para todo t € I, temos B : I — {B &€ By, (V)/dgn(B) > r}.
Agora, dado k > 0, temos

Jp={t € I/n (B(t)) =k} = B"(B,x(V)),

onde B, (V) éo conjunto definido em (2.2), o qual é aberto em {B € By, (V) /dgn(B) > r},
pelo Corolario (2.1.8). Como B é continua, segue-se que Ji, ¢ aberto em I. Pela observacao

acima, o conjunto
I—Jy =A{t €I/n (B(t) # k}

também é aberto em /.

Com efeito, se ¢ € I — J € tal que ny (B(f)) = k' # k, temos que existe uma vizinhanca
U, de B(f) em {B € Bsym(V)/dgn(B) = r} tal que U, = U.N B,w(V) é uma vizinhanca de
B(t) em B, (V). E pela continuidade de B, B! (U.N B(t)) ¢ um aberto de I —.J, contendo
t. Donde cada ponto t € I — J,, é ponto interior.

Como I é conexo, temos que J, = ) ou J, = I. Se k = dgn(B(f)) para algum ¢ € I,
entao Jy, # 0, logo, J,, = I donde segue o resultado. [ |
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Proposigao 2.1.11 Seja V' um espago vetorial real de dimensao finita e B, B" € By, (V).

Entao
1 1 , 1 1 ,
§sgn(B) - ésgn(B )=ny(B)—ny(B)+ §dgn(B) - édgn(B ).

Dem.: Seja dim(V) =n. Se p=n,(B), ¢ =n_(B), r =dgn(B), p' =n(B’), ¢ =n_(B’)

e ' = dgn(B’), entao pelo teorema da Inércia de Silvester
n=p+q+r=p+q+r"

E por defini¢ao, sgn(B) = p — q e sgn(B’) = p’ — ¢’. Portanto,

1 _1 N — p=q_ P-4
55gn(B) — 5sgn(B') = & 5
_ p=p'+d—q
2
p—p'+n—p'—r'—(n—p—r)
2

= p—p+5-
= ny(B) —ny(B') + 3dgn(B) — 3dgn(B’).

2
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Capitulo 3

O Teorema de Seifert-van Kampem para

o grupoide fundamental

Neste capitulo denotaremos por I o intervalo fechado [0,1] C R e por C°(Y, Z) o conjunto

das funcgoes continuas f : Y — Z entre dois espagos topologicos Y e Z.

Definicao 3.0.12 Sejam v, : I — X curvas continuas em um espaco topoldgico X . Dize-

mos que 7y e i sao homotdpicas se existe uma funcao continua
H:IxI—X

tal que H(0,t) = ~(t) e H(1,t) = u(t) para todo t € I. Se além disso tivermos H(s,0) =
7(0) = 1(0) e H(s,1) = (1) = p(1) para todo s € I, dizemos que v é homotdpica a p com
extremidades fixadas.

E facil ver que homotopia e homotopia com extremidades fixas sdo relacoes de equivaléncia
em C°(I, X).

Dado X um espago topologico denotaremos por €2(X) o conjunto das curvas continuas
v:I — X, ou seja

QX)) =C%, X).

Para v € Q(X), denotaremos por [y] a classe de equivaléncia das curvas que sao homotopicas

a v com extremidades fixas, e por Q(X) o conjunto de tais classes, i.e.,

QX) = {[/7 € AX)}.
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Se 7, 1 € Q(X) sao tais que (1) = p(0), definimos a concatenagao de vy e p como sendo a

curva 7y - 4 em Q(X) definida por

~
m
=)

]
71]

N[ =

7(20),
p(2t —1), te]

(v-p)(t) =

DO [

Além disso, se v € Q(X), definimos 7! € Q(X) por
Yty =1 —1t), tel.
Para cada ponto x € X denotaremos por o0, € Q(X) a curva constante
0,(t) =z, tel.

Prova-se sem dificuldade que , se y(1) = p(0), [v] = [11] e [u] = [p1], entdo

oul=Da-ml, D=0l

De modo que ficam bem definidas

Bl =-ul, DI =0

em (X)), desde que (1) = u(0).
Deste modo temos que dadas v, i,k € Q(X) com v(1) = u(0) e u(1) = £(0), entao

B -7 =loyw), DI 1] = [0yl

Lema 3.0.13 Seja v € Q(X) uma curva continua e considere uma reparametriza¢io v o o
de 7y, onde o : I — I é uma funcgao continua. Se 0(0) =0 e o(1) = lentao [y] = [y o o].

Dem.: Basta definir H(s,t) = v((1—s)t+so(t)) e notar que H é continua, pois é composi¢ao
de continuas, H(0,t) = ~(t) e H(1,t) = v o o(t) para todo t € I. Logo v e o o s@o

homotopicas. [ |
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Em alguns casos precisaremos considerar classes de homotopia de curvas 7 : [a,b] - X
definidas em um intervalo fechado arbitrario [a,b]. Neste caso, denotaremos por [y] a classe

de homotopia com extremidades fixadas da reparametrizagao de v em I dada por
I>t—y((b—a)t+a) € X. (3.1)

Pelo Lema anterior, temos que (3.1) é homotopica com extremidades fixadas a qualquer
reparametrizagao vy o o de v, onde o : I — [a,b] é continua, 0(0) = a ¢ (1) = b. Em
geral, identificaremos uma curva continua v : [a,b] — X com sua reparametrizacao (3.1).
Em particular, a concatenagao de curvas definidas em intervalos fechados arbitrarios deve ser

compreendida como a concatenacao de suas reparametrizagoes em I.

Defini¢ao 3.0.14 O conjunto Q(X) munido da operacio de concatenagio é chamado o

grupoide fundamental do espaco topologico X .

Defini¢ao 3.0.15 Se G é um conjunto, dizemos que uma aplicagao ¥ : QX) — G €
invariante por homotopia se ¥(y) = () sempre que v, € Q(X) sao homotdpicas com
extremidades fixas.

Claramente, ¢ : Q(X) — G é invariante por hotopia se, e somente se, existe uma aplicagao

¢ : QX) — G tal que ¥(v) = ¢([7]), para toda v € Q(X).

Defini¢ao 3.0.16 Se G ¢ um grupo, dizemos que uma aplicagao ©p : QUX) — G é com-

pativel com concatenacoes se:

V(v - ) = D)),

para todas v, p € Q(X) com (1) = u(0). Sep é compativel com concatenagoes e invariante

por homotopias, dizemos que v € um homomorfismo de grupdide.
Lema 3.0.17 Se i é compativel com concatenacoes entao
¥(0,) = e (elemento neutro de G),

para todo x € X. Se 1 é um homomorfismo de grupdide entao

Yy =9(y)
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para toda v € Q(X).
Dem:. A primeira afirmacao segue da aplicacao de ¢ em ambos os lados da expressao

0, = 0,-0,. A segunda segue da aplicacao de 1) em ambos os lados da expressao v-v~! = o0,. B

Teorema 3.0.18 Sejam G um grupo, X um espago topoldgico e {Uy}aca uma cobertura
aberta de X. Se para cada o € A existe um homomorfismo de grupoide v, : U, — G tal que

para todos o, B € A e toda v € Q(U, NUg) tenhamos

Va(7) = Ys(7),

entao existe um unico homomorfismo de grupdide ¥ : Q(X) — G tal que P(y) = ¥ (7), para
todo o € A e toda v € Q(X).

O teorema acima é conhecido como o Teorema de Seifert-van Kampem e sua demonstragao
pode ser encontrada em [6]. Contudo ha um corolario deste que serda muito importante na
demonstracdo da existéncia e unicidade do Indice de Maslov, o qual sera visto no tltimo

capitulo. Vejamos tal resultado.

Corolario 3.0.19 Sejam G um grupo, X um espago topoldgico € {Uy}aca uma cobertura
aberta de X. Suponha que para cada o € A existe uma aplica¢ao g, : U, — G e que para

todos «, B € A, a aplicagao
UaNUz 3 1+ go(2)gs(x) ' € G

¢ constante em cada componente arco-conexa de U,NUg, entao existe um tinico homomorfismo
de grupoide v : Q(X) — G tal que (y) = ¥, ()}, para todo o € A e para toda v € QU,).
Dem.: Dados o, f € Ae v € Q(U,NUg) temos que y(0) e y(1) estdo na mesma componente
arco-conexa de (U, N Ug). Logo,

9a(7(0)gs(v(0)™" = gal(v(1))gs(r(1))~"
= 9a(7(0)) g (v(1)) = gs(7(0))"'ga(v(1)).

'Dado um grupo G e uma aplicagao g : X — G definimos a aplicagao 1, : 2(X) — G por

para toda v € Q(X). Note que 1, é claramente um homomorfismo de grupoide.
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Como

Vg (7) = 9a(7(0)) " galr(1))

g = 95(7(0)) " ga((1)),

segue que g, () = ¥g,(7). E uma vez que cada v, : Q(U,) — G ¢ um homomorfismo de

grupoide, segue do Teorema (3.0.18) que existe um unico homomorfismo de grupdéide
Vv QUX) — G

tal que ¥(y) = 1, (7), para todo o € A e toda v € Q(U,). |
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Capitulo 4

A Geometria da Grassmanniana

4.1 Variedades Diferenciaveis

Nesta secao faremos algumas defini¢coes bésicas e fixaremos notagoes com o intuito de
inserir a linguagem necessaria para as secoes posteriores. Neste texto, o termo “variedade”
sempre designara uma variedade diferenciavel real de dimensao finita cuja topologia satifaz
a propriedade de Hausdorff e o segundo axioma da enumerabilidade, i.e., admite uma base

enumeravel de abertos. O termo “diferencidvel” sempre significara “de classe C'°°”.

Definicao 4.1.1 Seja M um conjunto nao vazio. Uma carta em M € uma bijecao
¢o:U— (7,

onde U C M é um subconjunto qualquer e U ¢é um aberto de algum espaco Fuclideano R™.

Em algumas situagoes, com um leve abuso de notagao, tomaremos U como sendo um

subconjunto aberto de um espaco vetorial real de dimensao finita.

Definicao 4.1.2 Dizemos que duas cartas ¢, : U — U e Oo: V — V em um congunto M
sao compativeis se UNV = 0 ou se p1(UNV) e ¢po(UNV) sao abertos e a fungio de
transicao

Pppodr 1 (UNV) — ¢(UNV)
é um difeomorfismo. Um atlas diferencidvel A em M é um conjunto de cartas em M que sao
duas a duas compativeis e cujos dominios cobrem M. Dizemos que uma carta € compativel

com um atlas diferencidvel se € compativel com todas as cartas de tal atlas.
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E facil ver que duas cartas que sdo compativeis com um atlas sdo compativeis entre si.
Logo, todo atlas diferenciavel A esta contido em um tunico atlas difereciavel maximal, o qual
é obtido a partir da colecao de todas as cartas em M que sao compativeis com A.

Um atlas diferenciavel A = {¢q}aer induz em M uma tunica topologia 7 tal que cada
carta de A é um homeomorfismo definido em um subconjunto aberto de (M, 7). A topologia

7 de M é definida por:

AeT < ¢, (ANU,) é aberto em R" Va € I.

Lema 4.1.3 Sejam M um conjunto e A um atlas enumerdvel em M. FEntdo, a topologia
induzida em M por um atlas maximal contendo A possui base enumerdvel.
Dem. Basta notar que se V' é um aberto da topologia induzida pelo atlas maximal podemos

escrever

V—DVQ%
=1

onde os U;’s sao os dominios das cartas de A. |

Lema 4.1.4 Seja A um atlas em M tal que quaisquer dois pontos de M pertencem a um
mesmo dominio de alguma carta de A. Entao a topologia de M induzida por A é Hausdorf.
Dem. Observe que ¢ : U — U é um homeomorfismo, logo a separabilidade em U é garantida

pela separabilidade de U CR". [ |

Definigao 4.1.5 Uma variedade diferenciavel ¢ definida como sendo um par (M, A),
onde M € um conjunto e A é um atlas diferencidvel maximal em M, cuja topologia correspon-
dente T € Hausdorff e com base enumerdvel. Uma carta ou um sistema de coordenadas,
em uma variedade diferencidvel (M, A) é uma carta que pertence a A.

Sejam (M, A) uma variedade e N C M um subconjunto. Dizemos que uma carta ¢ : U —
U ¢ uma carta adaptada para N se ¢(U N N) é igual a intersegao de U com um subespaco
vetorial S de R™.

Neste caso, dizemos que

dluw :UNN —UNS

¢ a carta em N induzida por ¢.
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O subconjunto N é dito uma subvariedade mergulhada de M se para todo x € N existe
uma carta adaptada para N cujo dominio contenha x. A inclusao i : N — M seré portanto
um mergulho de N em M, i.e., uma imersao’ que é um homeomorfismo sobre sua imagem

equipada com a topologia relativa.

4.1.1 Acao de grupos de Lie
Se G' é um grupo e M é um conjunto, uma agao (a esquerda) de G em M é uma aplicagao

f: GxM — M
(g,m) +— f(g,m)=gm

satisfazendo
1. em = m, onde e € G é o elemento neutro de G,
2. (gh)m = g(hm).

para todos g, h € G e para todo m € M.

Dado m € M, definimos a aplicacdo f,,, : G — M por 5,,(g) = gm, se fizermos G,,, = {g €
G/gm = m}, temos que G,, é um subgrupo de G o qual serd chamado de estabilizador
de m. Também definimos o conjunto G(m) = {g-m/g € G} o qual sera dito a érbita
de m relativa a acdo de GG. Se H é um subgrupo de G definimos G/H = {gH/g € G},
onde gH = {gh/h € H}. De modo que fica estabelecida, para cada m € M, uma bije¢ao
B : G/Gpy — G(m) dada por B, (9Gyn) = gm.

Diremos que dois pontos de M sao equivalentes sempre que estiverem em uma mesma
oOrbita, determinando deste modo uma relagao de equivaléncia em M. Denotaremos por M/G
o espaco quociente de tal relacao de equivaléncia.

Embora tenhamos descrito acao a esquerda, a acao a direita M x G — M ¢é essencialmente
a mesma coisa.

Se M for uma variedade diferenciavel consideraremos que a acao G x M — M ¢é difer-

enciavel. Um caso particularmente importante de agao diferenciavel é quando o grupo G é

'Em geral definimos uma imersao f : M; — M, entre duas variedades como sendo uma aplicacao de classe

C° cuja derivada é injetiva em cada ponto.
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um grupo de Lie, neste a aplicacao f : G x M — M é C*°. Neste caso, damos ao espago
quociente M /G a topologia quociente.

Seja G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel. Se H é um subgrupo fechado
de G, entdo existe uma unica estrutura diferenciavel em G/H tal que a aplicagdo quociente
q : G — G/H ¢ uma submersao®. O nicleo de dg(e) é precisamente a algebra de Lie b de
H, donde o espago tangente a G/H no ponto e pode ser identificado com o espago quociente
g/h. Observe que, como g é aberto e sobrejetivo, segue que G/H tem a topologia quociente
induzida pela topologia de G via q.

Por continuidade, para todo m € M, o grupo G,, é um subgrupo fechado de G, donde
podemos inserir uma estrutura diferenciavel em G/G,, com a qual a aplica¢ao gG,, — gm é

uma imersao. Obtemos assim a seguinte

Proposicao 4.1.6 Se G € um grupo de Lie que age diferenciavelmente sobre uma variedade

M, entao para todo m € M a drbita G(m) tem uma tnica estrutura diferencidvel que torna
B : G/Gy — G(m)

um difeomorfismo. Com tal estrutura G(m) € uma subvariedade imersa em M, e o espago

tangente T,,G(m) coincide com a imagem da aplica¢ao

dBm(e) : g — T,,, M.

Definicao 4.1.7 Seja X um espaco topologico. Um subconjunto S C X ¢é dito localmente
fechado se S for a interse¢ao de um subconjunto fechado e um subconjunto aberto de X.

A demonstragao do teorema a seguir serd omitida. Contudo, esta pode ser encontrada

em [10].

Teorema 4.1.8 Seja G um grupo de Lie agindo diferenciavelmente sobre uma variedade
M. Dado m € M, a drbita G(m) é uma subvariedade mergulhada de M se, e somente se,

G(m) € localmente fechado em M.

2dq & sobrejetiva
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4.2 A Estrutura Diferenciavel da Grassmanniana

Sejam n, k inteiros fixados, com n > 0 e 0 < k < n. Denotaremos por Gx(n) o con-
junto de todos os subespagos vetoriais de R™ de dimensao k. Diremos que tal conjunto é a
Grassmanniana dos subespacos k-dimensionais de R".

O objetivo deste capitulo é mostrar que G(n) possui uma estrutura diferenciavel. Para

isto, comecemos com algumas consideragoes.

Definicao 4.2.1 Seja Wy C R™ um subespago vetorial de dimensao n — k. Definiremos o

conjunto dos subespacos de R™ transversais a Wi como sendo o conjunto
G(n, W) = {W € Gr(n)/W N W, = {0}} C Gr(n).

Quando estiverem claras as dimensoes escreveremos apenas G3(Wh).
Considere uma decomposi¢ao em soma direta R" = Wy @ Wy, onde dim(Wy) = k. Para

toda aplicacgao linear T : Wy — Wy, o gréafico de T' é dado por
Gr(T) ={v+T(v)/v e Wy}.

A aplicagao linear v — v + T'(v) é injetiva pois se v + T'(v) = 0, entdo v = 0, ja que
Wo N Wy = {0}. Por conseguinte, o subespago W = Gr(T') tem dimensao k. Mas, nem todo

W € Gi(n) é um grafico. De fato, vale o seguinte resultado:

Teorema 4.2.2 Um elemento W € Gi(n) € algum Gr(T) se, e somente se, for transversal
a Wl.
Dem. Se W = Gr(T) entao

W+W1:{U+(TU+U1); UEWo,Ulewl}:Wo—i—Wl:Rn.

Esta é uma soma direta, pois W e W; tém dimensoes complementares, logo, W N W; = {0},
portanto W € GY(n, W1).

Reciprocamente, se W € Gg(n, W1), entdo cada vy € W se escreve de maneira tnica na
forma vy = w — vy, onde w € W e v; € W;. Definindo

T(’Uo) =1, (41)

37



temos que T': Wy — W é aplicagao linear e que W = Gr (7). [ |
Note que esta aplicagio linear T' é univocamente determinada por W € G%(W;) =

GY(n,W7). Isto permite definir uma aplicagao bijetiva
dwowr 1 GR(W1) —  Lin(Wo, W) )
w = T 7

onde W = Gr(T).
O espaco Lin(Wy, W) é isomorfo a R¥"~*) ¢ veremos que a colecio das bijecoes Do, W15
quando o par (W, W) varia define uma estrutura diferenciavel em Gg(n). Para isto devemos

mostrar que se R" = Wy & W, = W& W] e GYU(W,) NGY(W]) # 0, as fungdes de transigao

~1
¢W6,W{ o §b{/[/(),1/1/1

sao diferenciaveis. Provaremos isto nos casos em que W) = Wy e W{ = W), o caso geral

seguindo-se destes por transitividade, uma vez que

—1 —1 -1
Pwiwi © Pwowy = (¢wa,vvf ° ¢w5,w1) ° (éf)wa,wl ° ¢wo,w1)-

Teorema 4.2.3 Sejam 7y e 7™ as projecoes sobre Wy e Wy, respectivamente, relativas a
decomposi¢io R" = Wy & Wy. Se W ¢ transversal a Wy, entao molw : W — Wy é um

isomorfismo. Além disso, se W = Gr(T), temos

T = (milw) o (molw) ™"

Dem.: Todo w € W ¢é da forma w = wy + w; € Wy + Wj. Assim, se mp(w) = 0, temos que
wo = 0, logo, w = w; € WNW;, donde w = 0, pois WNW; = {0}. Portanto, m|w € injetiva,

logo um isomorfismo, ja que W e Wy tém a mesma dimensao. Agora, por (4.1), segue-se que
T(mo(w)) = m(w), logo, Tomlw =mlw. W

Sejam Wy, W) C R” subespagos de dimensao k e W; um complementar comum destes,
ie. R" =Wy W, = W] @ W;. Como W, é transversal a W7, a proposigao anterior garante
que

Wi ! . /
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¢ um isomorfismo, ao qual nos referiremos como o isomorfismo de Wy em W/ determinado
pelo complementar comum Wi .
Como todo vy € Wy é da forma vy = v| + v, € Wi+ Wiy, ou seja, v = vp — vy, vemos

que 7o(vp) = vo e my(vo) = vy, donde |y = (7r(’)|WO)71. Portanto,

-1
77W’ Wo — (nWOW’> . (4.3)

O teorema seguinte garante a diferenciabilidade da fungao de transicao ¢wy w, o(dwy,w, )t
Teorema 4.2.4 Se R" =W, W, = W] & W, entao

Swpam © (Dwoms) ™ (T) = (wilwy + T) 0 My (4.4)

Dem.: Seja T" = éw:w, o (dwomn) H(T) e seja W = (dwomw,) H(T) € GY(W;). Entao,
T = dwyw, (W) e T" = ¢y w, (W), logo, o Teorema 4.2.3 nos dé

-1 -1

T = (mlw) o (molw)” e T'=(milw) o (mlw)

A figura ao lado mostra que

(W(I)\W)il = (WO‘W>71 ° (Wofw(;)

mlw = mlw + (71lwy) © (molw)-

A verificagao analitica destas igual-

dades é simples e as deixamos como ex-

Relagdes entre as projegdes

ercicio. Segue-se entao que

T = (mlw+ (7T1|Wo) o (m!w)) © (Wofw)_l © (770|W(3)

= <7T1|W 7T0|W +7T/1|WO>O(7TO|W5)

T+ 7T1|Wo) © UW/

Provaremos agora a diferenciabilidade do outro tipo de fun¢ao de transicao.
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Teorema 4.2.5 Seja R" = Wy @ Wy = Wy & W] com GY(W;) N GUW]) # 0. Entio, a
aplicagao linear

S:]d+(7T6|W1)OTEW0—>W(),

onde Gr(T) € GLUW1) N GUWY), € invertivel, e

¢W07W1' © (¢W07W1)_1(T) = UEV/T,W{ oTo (Id + (7r()|W1) © T)_l' (45)

Dem.: Seja W € GJ(W1) N GL(WY]) e sejam T = dyw,w, (W) e T" = dw,w:(W). Entao, pelo

Teorema 4.2.3, temos que

T = (mlw)o (molw) ™ e T' = (xlw) o (mhlw) "

A figura ao lado mostra que

mlw = (71w, ) © (milw)

molw = molw + (7glwy ) © (m1|w)

igualdades de facil verificagao analitica.

Relagdes entre as projegbes

Usando a segunda equacgao e a expressao de 7', obtemos
(7T6|W) o (7T0|W)71 = Iy + (7T[/)|W1) oT,

donde
(molw) ™ = (molw)™ = (molw) ™ o (zhlwy) o T
logo, pela expressao de T”, temos

1

"= (mlw) o (molw) ~ = T"e (molwi) o T,

donde, usando a expressao de 7|y, obtemos

T o (IWO + (7r6|W1) oT) = (Wi|wl) oT.
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Provando-se a invertibilidade de S resulta dai a expressao (4.5), uma vez que 7} |w, = 77%),‘4/{'
Agora, S : Wy — W) é invertivel por ser injetiva, como veremos. Se S(vg) = 0 com vy € Wy,
temos vg + (7f|w, ) (T(v0)> = 0, e decompondo T'(vy) = wj + wj € Wy + W/, obtemos
vo + wh = 0, donde wy = vy + T(vg) € Gr(T) N W/, logo, wj = 0 pois Gr(T) € G (W7).

Portanto, wj, = T'(vy) € Wy N W7, logo, wj = 0. Assim vy = 0, o que prova ser S injetiva. W

Teorema 4.2.6 A colecao de bijecoes {(bWo,Wl} di a Gig(n) uma estrutura de variedade
diferencidvel de dimensao k(n — k).

Dem.: A diferenciabilidade da mudanga de cartas segue-se dos Teoremas 4.2.4, 4.2.5 e da
observacao sobre a transitividade das cartas. Além disso a topologia induzida pelo atlas
{éwo.w, } ¢ Hausdorf. Com efeito, se Vi, V5 € G(n) tome v; € R*\ (V1 UV;) e faga V) =V, @
R™vy, obtendo assim V{ e V; ambos de dimensao k + 1. Repetindo o processo determinamos
indutivamente os vetores {vy, - , v, 1} 08 quais geram um complementar comum, digamos
W, de V; e Vs, ou seja, Vi, Vo € GY(W). A propriedade de Hausdorf segue do fato de
quaisquer dois pontos pertecerem ao dominio de uma mesma carta (ver Lema 4.1.4).

Para ver que a topologia induzida pelo atlas {¢w, w,} possui base enumeréavel basta
observar que se considerarmos o conjunto finito das cartas ¢w, w,, tais que Wy e W, sao
gerados pelos vetores candnicos de R", temos que os dominios de tais cartas cobrem Gg(n).
Portanto a topologia tem base enumerével (ver Lema 4.1.3). |

Por fim, faremos uma descri¢ao concreta do espago tangente Ty Gy(n) para W € Gi(n),

mostrando que este pode ser identificado com o espago Lin(W,R™/W).

Proposicao 4.2.7 Sejam W € Gi(n) e Wi um subespago complementar de W em R™.
Denote por q1 : Wi — R"/W a restricio da aplicagio quociente sobre R™/W. FEntdo a
aplicagao

¢ o doww, (W) : Ty Gi(n) — Lin(W,R" /W), (4.6)

€ um isomorfismo. Além disso, tal isomorfismo independe da escolha do subespaco comple-

mentar Wi.

Dem.: Como ¢; é um isomorfismo e ¢y, ¢ uma carta numa vizinhaga de W, segue que

(4.6) ¢ de fato um isomorfismo. Restando provar que o mesmo nao depende da escolha de

41



Wi.
Considere W7 um outro subespago complementar de W em R”, e observe que ¢y, (W) =

dw,w: (W) = 0. Derivando a fungao de transicdo (4.5) em 7' = 0 obtemos que

dpww; (W) = 1y, wy © doww, (W).

O resultado segue do fato de termos ¢; = ¢ o UII;‘V/I,W{7 onde ¢} denota a restricao a Wy da

projecao sobre R"/W. [ |

4.3 A Grassmanniana Lagrangeana

Nesta secao mostraremos que o conjunto A de todos os subespagos Lagrangeanos de um
espago vetorial simplético (V,w), de dimensao 2n, é uma subvariedade da Grassmanniana de
todos os subespacgos de V' de dimensao n. Diremos que A é a Grassmanniana Lagrangeana
de (V,w).

A seguir faremos algumas definicoes que sdo apenas uma generalizaciao do caso V = R?",

Por G (V') denotaremos o conjunto de todos os subespagos de V' de dimensao k (0 < k <
dim(V)), e se Wy é um subespago de V de codimenséo k, definimos G9(WW;) como sendo o

conjunto dos subespagos de V' que sao transversais a Wy, isto é,
Gr(Wh) = {W € Gx(V)/V =W & Wi }.
A Grassmanniana Lagrangeana ¢é explicitamente o conjunto
A=A(V,w)={L € G,(V)/L é Lagrangeano}.
Lembremos que a forma bilinear nao degenerada w induz um isomofismo candnico
U, :V—=V* dadopor VY,(v)=w(v,e). (4.7)
Outro isomorfismo candnico que usaremos com frequéncia é o seguinte:
U Lin(V,V*) = By(V,R), definido por W(T)- (u,v) =T(u) - v. (4.8)

Dada uma aplicagao linear T : Ly — Ly, temos para pr,r, o1 : Ly — L (ver teorema

1.1.13) que
(pLO,Ll o T)(v) = PLo.L (T(v)) = w(T(v), o),
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donde, para a forma bilinear py, 1, o T, temos por (4.8)
(pLo,Ll © T) (U, ’LU) = W(T(U)a U)). (49)

Teorema 4.3.1 Seja (Lo, L1) uma decomposi¢ao Lagrangeana de V'; entao um subespaco

L € G%(L,) € Lagrangeano se, e somente se, a forma bilinear
PLo.Ly © DLo.Ly (L) € Lin(Lo, L) ~ B(Lo)

€ simétrica.
Dem.: Como L € G2%(L,), podemos considerar a aplicagao linear T = ¢, r,(L). Seja
B = pryr, © ¢r,.0,(L). Entao, por (4.9) temos que B(v,w) = w(T'(v),w). Agora, para

quaisquer v, w € Ly temos

w+TW),w+T(w)) =ww,w)+wv,T(w))+wT(v),w)+wT @), T(w))

= w(T<U)7 U}) - W(T(w)7 U)a
pois Ly e L sao subespagos Lagrangeanos. Logo, L é Lagrangeano se, e somente se
w(T(v),w) =w(T(w),v), para quaisquer v,w € Ly,

portanto, se e somente se, B é simétrica. |
Se L C V for um subespago Lagrangeano, denotaremos por A°(L) o conjunto dos sube-

spago Lagrangeanos de V' que sao transversais a L, explicitamente
A(L)=ANGY(L).
O teorema anterior permite considerar a fungao definida no seguinte teorema.

Teorema 4.3.2 Seja (Lo, L1) uma decomposi¢ao Lagrangeana de V. Entao a aplica¢ao

¥Lo,L1 - AO(Ll) — Bsym(L(]) deﬁnida por YOrg,Lq (L) = PLoy,L1 © ¢L0,L1 (L> (41())

€ uma bijecao.
Dem.: Como pr, 1, € ¢r,,1, sao bijetivas, segue-se que ¢r, 1, ¢ uma bijecao sobre a sua

imagem. Provemos que esta é igual a By, (Lo). Seja f € Bgym(Lo). Estendamos § a uma
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aplicacao bilinear 5 : V x V — R definindo (v, w) = ﬁ(ﬂo(v), Wo(w)). O isomorfismo (4.7)
permite-nos construir uma aplicagdo linear 7 : V — V tal que

w(Tv,w) = B(v,w), para quaisquer v,w € V.
Seja T = m o T|, : Ly — L. Como Ly é Lagrangeano, w|, = 0, logo se w € Ly temos
w(Tv,w) = w(me(Tv) + m (Tv),w) = w(Tv,w). Portanto, para quaisquer v,w € Ly, vale a
igualdade
w(Tv,w) = B(v, w).

Seja L = ¢, (T) € GY(Ly). Por (4.9), segue-se desta equagio que
(0102 © (bro.02) (L)) (0, w) = B(v,w),  pare quaisquer v,w € Ly, (411)
portanto, ¢r, r,(L) = . [

Teorema 4.3.3 A Grassmanniana Lagrangeana A é uma subvariedade diferencidvel de di-
mensao 3n(n+1) mergulhada na variedade G, (V). As cartas o, 1, formam um atlas diferen-
cidvel para A conforme (Lo, L1) percorre o conjunto de todas as decomposi¢oes Lagrangeanas
de V.

Dem.: A colecao de bije¢oes {¢pr, r,} define um atlas sobre A, pois como todo espaco
Lagrangeano admite um complementar Lagrangeano, o dominio das cartas ¢y, , cobre A
conforme (Lyg, L1) percorre o conjunto de todas as decomposi¢oes Lagrangeanas de V. Este

atlas é diferencidvel uma vez que as transigoes sao feitas diferenciavelmete, por exemplo, se

L= @Z;,Ll (B)v entao B = PLo,Ly © (bLo,Ll (L)a donde, (bLO,Ll (L> = PZ;,LI o B, logo

(ery0, 0 0rer,)(B) = pryr, o (b0, © (Dr0.0,) ") (pLir, © B). (4.12)

Como Biym(Lo) € isomorfo a R%"(”“), este é o espaco que modela esta variedade a qual tem,
portanto, dimensao 3n(n + 1). Finalmente, esta ¢ uma subvariedade de G,(V), pois pela
propria construgao das cartas ¢r, r,, estas sao cartas adaptadas. |

Os dois teoremas seguintes dao as expressoes explicitas das transi¢oes de cartas da Grass-

manniana Lagrangena.
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Teorema 4.3.4 Se (Lo, Ly) e (Lg, L1) sao duas decomposicoes Lagrangeanas de V', entdo

(SOLE),L1 © (@Lo,ld)il) (B) = YLy, (LO) + (nié,L())* oBo néé,Lo (4'13)

para todo B € Bgym(Lg), onde nf&LO = mo|z;, denota o isomorfismo de Ly sobre Lo determi-
nado pelo complementar comum L.

Dem.: De (4.4) e (4.12), temos

(@L{),L1 © ((pLo,Ll)il) (B) = PLy,L, © (ﬂ-’l‘Lo) ° Ufg,Lo + (/OL{),L1) © /)Zol,Ll oBo 77557[,0

onde 7| denota a projegao sobre L; relativa a decomposicao V = Lj & L;.
Esta equacgao vale para todo B € By, (Lo) € como ¢r, 1,(Lo) = 0, tomando B = 0,

vemos que a primeira parcela é igual a ¢/ 1,(Lo). A igualdade (4.13) segue-se entdao de que

— L * * *
PrLy,L, © pL;,Ll = (nLé,LO) Ly — (Lo)", (4.14)
fato que provaremos agora. Seja fy € L. Pelo Teorema 4.10, existe um tnico v € L, tal que

PLo,L1 (’U) = fo, donde

<'0L67L1 o pi&,m)(f(l)(w) = pLéle(v)(w) =w(v,w), paratodo w € Lj.
Por outro lado
(17} 1) (fo) (w) = (fo o} 1) (w) = (fo o (molzy)) (w) = w(v, 70|y (w)).
Como L, é Lagrangeano e v € Ly, temos
w (v, mol (w)) = w(v, mo| Ly (w) + ™|y (w)) = w(v,w), paratodo w € L,

logo,

(niévLo)*(fo)(w) =w(v,w), paratodo w € Lj,

e a comparacao das duas igualdades mostra a validade de (4.14). [

Teorema 4.3.5 Se (Lo, L1) e (L, L)) sao decomposi¢oes Lagrangeanas de V', com A°(Ly) N
A°(LY) # 0, a sequinte identidade € verificada

¥Lo,L} © (90L0,L1)_1(B) =Bo (Id + (7T(,)|L1) © PZ;,Ll © B)_l (415)
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para todo B € ¢r,1,(A°(L})) C Bsym(Lo), onde wy denota a projecao sobre Lo relativa a
decomposi¢io V = Ly @ L.
Dem.: Segue da definigao de ¢ e da equagao (4.5) que

@0z, © (Pro,0,) (B) = pror © ¢ror; © (brer,)” ' ©pr, 1, (B)
PLo,Ly © 771]::?,L'1 o PZOI,Ll o Bo (Id+ (m|r,) o PZOl,Ll © B)_l-

Portanto resta mostrar que pr, 1, © néf 1 © ng r, =1d: Ly — Lg.
1 )
Para isto, considere fy € L§ e v € Ly tais que w(v, )|, = fo e v =1y + v1 com vy € Ly e
vy € LY, donde

PLo,Ly © 771{5(1),L/1 (v) = PLo,L, (v1) = w(vy, ).

Se u € Ly entao

w(v,u) —w(v,u) = w(vy,u) =0,

pois Ly é Lagrangeano, o que implica em fo = w(vy, *). [ |

4.3.1 As subvariedades A*(L)

Considere um espago vetorial simplético (V,w), com dim(V) = 2n, e um subespago La-

grangeano Lo C V. Para k= 0,--- ,n definimos
A*(Lo) = {L € A/dim(L N L) = k}.

Nosso intuito é mostrar que cada A*(Lg) é uma subvariedade de A e descrever seu espaco
tangente.
Denote por Sp(V,w, Lg) o subgrupo fechado de Sp(V, w) consistindo dos simplectomorfis-

mos que preservam Ly, i.e.,
Sp(V,w, Lo) = {A € Sp(V,w)/A(Lo) = Lo}

E facil ver que a algebra de Lie sp(V,w, Ly) de Sp(V,w, L) é dada por
sp(V,w, Ly) = {X € sp(V,w)/X(Lo) C Lo}

O Lema a seguir exibe mais explicitamente tal algebra.
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Lema 4.3.6 A dlgebra de Lie sp(V,w, Lg) consiste dos endomorfismos X € Lin(V') tais que

w(X-,-) € uma forma bilinear simétrica que se anula em Lyg.

Dem.: Segue da caracterizagao da algebra sp(V, w) feita em (1.7), observando que w(X -, -)|yxr, =

0 se, e somente se, X (L) C L. Mas Lg = Ly, pois Ly ¢ Lagrangeano. |

E claro que a agdo de Sp(V,w) sobre A deixa cada subconjunto A¥(Lg) invariante, além
disso, A¥(Ly) ¢ uma orbita da acao de Sp(V,w, Lg). A estratégia, portanto, vai ser usar o
Teorema (4.1.8) para concluir que A¥(Lg) é uma suvariedade mergulhada de A, para isto
devemos mostrar que A¥(Lg) é localmente fechada em A.

Para cada k=0, --- ,n definimos
AF(Lo) = | JA'(Lo),  A™F(Lo) = [ JA'(Lo).
i=k i=0

Lema 4.3.7 Para todo k = 0,--- ,n o subconjunto A=*(Ly) é aberto e o subconjunto

ASF(Lg) € fechado em A.

Dem.: Note que o conjunto dos espagos W € G,,(V) tais que dim(W N Ly) < k ¢é aberto em
G, (V). Como a topologia de A ¢ induzida pela de G, (V), temos que ASF(Ly) ¢ aberto em

A. Uma vez que A=*(Lg) é o complementar de ASF~1(Lg), segue o resultado. |

Corolario 4.3.8 Para todo k = 0,--- ,n, o subconjunto A*(Ly) € localmente fechado em A.
Dem.: Segue de A*(Lg) = A=*(Ly) N AS*(Lg) e do Lema anterior. |
Temos portanto que os subconjuntos A¥(Lg), k = 0, - - - , n, sdo subvariedades mergulhadas

em A.
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Capitulo 5

Indice de Maslov via Grupéide

Fundamental

Neste capitulo estamos primeiramente interessados em dar uma defini¢ao mais geral do indice
de Maslov para curvas na Grassmanniana Lagrangeana que a defini¢ao classica para caminhos
cujos pontos finais sao transversais a Ly. Veremos que o grupodide fundamental da Grass-
manniana Lagrangeana nos fornece um semi-inteiro associado a curvas com pontos finais
arbitrarios. Apoés definir tal semi-inteiro provamos algumas de suas principais propriedades.
Para este fim, precisamos fazer uma série de resultados que sao nada mais que consequéncias

de varios resultados vistos durante os capitulos anteriores.

Lema 5.0.9 Sejam Z espago vetorial de dimensdo finita, B € Bgy(Z) ~ Lin(Z,Z*) e
C € Boym(Z*) ~ Lin(Z*, Z) formas bilineares simétricas. Se a aplica¢io Id+CoB € Lin(Z)

€ um isomorfismo, entao:
ny(B) —ny(B+BoCoB)=n (C+CoBo()—ny(C).
Dem.: Considere a forma bilinear R em Z ¢ Z* definida por
R((u,a), (v,B)) = B(u,v) + C(e, B), Yu,v e Z, Vo, € Z*.

Defina também as aplicagoes lineares injetivas:

T:Z35u +—— (u,B(u))€ZdZ"
S:Z"3a — (—C(a),q)e Z® Z*.
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Note que
R(T(u),S(a) = R((u, B(u), (=C(a),a))
= —B(u,C(a))+ C(B(u),a)
= —(CoB)(u,a)+(Co B)(u,a)
= 0,
para todo u € Z e para todo a € Z*. Logo, T'(Z) e S(Z*) sao ortogonais com respeito a R.
Afirmacao: Z ® Z* =T(Z) @ S(Z).
Para validar a afirmagao devemos mostrar que dado (u, @) € Z® Z*, existem tnicos v € Z
e € Z* tais que
(u, ) = T(v) + 5(5).

Note que a equacao acima é equivalente a

f=a-B()
(Id+ C o B)(v) = u + C(a),

onde a segunda equagao se deve a substitui¢do da primeira na igualdade u = v — C(f3). Deste

modo, temos que dado (u, ) € Z @ Z* existe tnico v € Z tal que
Id+CoB(v) =u+ C(a),

pois Id+ C'o B é isomorfismo. Consequentemente, existe tinico S dado pela primeira equacao
do sistema acima, o que demonstra a afirmagao.

Voltando ao Lema, temos por um lado que
ni(R) = ny(B) +n.(0),

pois fazendo Z ~ Z x {0} e Z* = {0} ~ Z*, temos que Z e Z* sdo ortogonais com respeito
a R.
Por outro lado, uma vez que Z @ Z* =T(Z)® S(Z*) e T(Z) e S(Z*) sao ortogonais com

respeito a R, temos
ni(R) = ny(Rl|rz)xr(z)) + 1+ (Blszxs(2))-
Como T e S sao isomorfismos sobre T'(Z) e S(Z*), respectivamente, temos que:
ny(Rlrzyxrz) = ne(T°(R)) e ni(Rlszexsz) = ne(S*(R)).
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Mas
T*R(u,v) = R(T(u),T(v))

(
= R((u, B(u)), (v, B(v)))
= B(u,v)+ C(B(u), B(v))
= (B+ BoCoB)(u,v), VYu,veZ.
Similarmente, S*R =C+ C o Bo (),

—=n,(R)=n (B+BoCoB)+n+(C+CoBo()

Lema 5.0.10 Dados subespacos Lagrangeanos L1, L, € A°(Ly), entao a aplicacio
AY(Ly) NAYLY) 3 L — ny(9r,L, (L) = 0 (0ro,14 (L)) € Z (5.1)

¢ constante em cada componente arco-conexa de A°(Ly) N A°(L}).

Dem.: Considere C' € By, (L) definido por

C = (moly) © pro 1,
Dado L € A°(Ly) N A°(L}), escreva B = ¢, 1,(L) € Bgym(Lo). Pela equagao (4.15) temos

que

(10L07L/1(L) =Bo ([d"— Co B)il.

Visto que L € A°(Ly) N A°(L}) se, e somente se, (Id + (m)|r,) © (pre,r,) *(B)) for um
isomorfismo de Lg, temos que para provar o Lema devemos mostrar que
B+—n,(B)—n,(Bo(Id+CoB)™) (5.2)
¢ constante em cada componente arco conexa do aberto de Byy,,(Lo) consistindo das formas
B tais que (Id+ C o B) é um isomorfismo de Ly. Como o pull-back de (Bo (Id+C o B)™!)
pelo isomorfismo (Id + C o B) é dado por
(Id+CoB) (Bo(ld+CoB)™)(-,-) = (Bo(Id+CoB)™Y)((Id+ CoB)(-),(Id+CoB)(")
= (Bo(Id+CoB)o(Id+ CoB))(-)(Id+ Co B)()
= Bo(ld+CoB)
= B+ Bo(CoB

20



temos que

ny(Bo(Id+CoB)™")=n,(B+ BoCoB).

Segue do Lema (5.0.9) que a aplicagao (5.2) é dada por

Br—ni (C+CoBoC)—ny(C).

Para concluir, devemos mostrar que se ¢t — B(t) € By, (Lo) é uma curva continua definida
no intervalo I e se (Id+ C o B(t)) é um isomorfismo para todo t € I, entao n,(C'+Co Bo(C)
independe de t.

Uma vez que
Ker(C+CoB(t)oC) = Ker[(Id+ Co B(t))oC]
= Ker(C),

para todo t € I, temos que dgn(C' + C o B o C) idepende de t € I, donde pelo Lema (2.1.10)

temos o resultado. ]

Coroléario 5.0.11 Dados Ly, L, € A°(Ly), a aplicagio

1 1 1
A(Li) NAYLY) 3 L ssen(p, (D) — gsenlpron (D) € 52 (53)

€ constante em cada componente arco-conexa de A°(Ly) N A°(L}).

Dem.: Uma vez que dgn(er,,r, (L)) = dgn(pr,,r; (L)) = dim(Le N L), segue da Proposi¢ao
(2.1.11) que

1 1

Esgn(soLo,Ll(L)) - Esgn(wLo,Lg(L)) =11 (Pro.L, (L)) = 1y (@r,,r; (L))

Logo, a fungao (5.3) ¢ igual a funcao (5.1). |

Teorema 5.0.12 Existe um tnico homomorfismo de grupoide jir, : A — %Z tal que

1 1

KLy (6) = §Sgn [@Lo,Ll (6(1))} - isgn [SOL07L1 (E(O))]’ (54>
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para toda € € Q(A°(Ly)) e todo Ly € A°(Ly).

Dem.: Faca G = 37, A = A°(Ly), Uy, = A°(Ly) e g1, (L) = isgn(ypr,.1,(L)), para todos

Ly € A, Ly € U,. Temos pelo corolario anterior que a aplicagao
Up, NUp 2 L— g, (L)gr, (L)~

é constante em cada componente arco-conexa de U, N Uy, . Portanto, o resultado segue do

corolario (3.0.19). |

Defini¢ao 5.0.13 Dada uma curva continua € : [a,b] — A e um Lagrangeano Ly € A,
definimos o indice de Maslov de { com respeito a Ly como sendo o semi-inteiro pur,,(¢).
Seja £ : [a,b] — A um curva continua. Segue da definigdo do indice de Maslov e da

definicao de homomorfismo de grupdéide que:

1. se o : [d,V] — a,b] é uma aplicagdo continua com o(a’) = a e o(b') = b entdo

HLo (é o 0) = ML (5)7

2. se v : [d,V)] - A é uma curva continua tal que ~y(a’) = €(b), entdo ur,(¢-vy) =

HLo (6) + KL (7)5

3. ML (g_l) = _,LLLo(e)‘

Proposicao 5.0.14 Sejam (V,w) e (V' ') espago vetoriais simpléticos. Se A : (V,w) —
(VW) € um simplectomorfismo, Ly € A(V,w), Lj = A(Lg) e £ : [a,b] — A(V,w) € uma
curva continua entao

Hro (6) = ML (A © E)

Dem.: Se L; € A°(Ly) e L} = A(L,), temos que L} € A°(L}).
Com efeito, V' = A(Ly) ® A(L}) e A(Ly), A(L1) € A(V' ).
E por definicao,

pry(Aol) = %Sgn [ry o (A-0(1))] - %Sgn [0 (A-€(0))],
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donde

:U’L{) (A © E) = A* (QOLO,Ll (6(1)))] - %Sgl’l [A* ((pLo,Ll (5(0)))]

sgn Loz, (0(1))] — 3sgn L.z, (€(0))]

Proposicao 5.0.15 Se £ : [a,b] — A é uma curva continua cuja a imagem estd contida em

algum A(Lo), entao pur,(¢) = 0.

Dem.: Uma vez que pur, € aditivo por concatenacao, podemos assumir, s.p.g., que a imagem
de ( esta toda contida no dominio de ¢y, 1,. Neste caso o indice de Maslov é dado por (5.4).
Do fato de ¢ estar toda contida em A*(Lg) temos que dgn[er, ., (€(t))] = k para todo
t € [a,b].
Com efeito, fixando ¢ € [a,b] temos que se u € Lo N £(t) entao
Lo, (1)) (u,0) = w(Pro,r, ((1))u,v)
= w(m o (my")(u),v)
(m(u),v)
(0,v)

= W

I
&

0

qualquer que seja v € V. Donde dgn {@Lo,Ll (K(t))] > k. Contudo, nao podemos ter
dgn Ly, (0())] > k.

De fato, supondo o contrario teriamos um subespago U de V' tal que dim(UNLy) =1 > k
e pry,0, (0(t))(w,-) = 0 para todo w € U N Lg. Tomando {wy,--- ,w;} uma base de U N Lg e
fazendo v; = (7r0|g(t))71(wi), i=1,--- 1, obterfamos que {vy,- - ,v;} seria um conjunto l.i.
de £(t). Além disso,

w(m(v;),-) =0, Vi=1,-,L.

o que implicaria em 7 (v;) = 0 para todo i, consequentemente cada v; pertenceria a Ly e
portanto a £(t) N Ly. Mas isto resultaria em {vy,--- ,v;} ser um conjunto li. de ¢(t) N Ly,
e dim (f(t)) = [. Contradi¢ao. Logo, como t € [a,b] foi tomado arbitrariamente temos que
dgn [pre,r, (0(t))] = k para todo t € [a, b].

Donde segue do Lema (2.1.10) que sgn[e¢r, 1, (£(t))] independe de t. |
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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