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Resumo

Neste trabalho, estudamos numericamente a formacao e a dinamica de defeitos to-
poldgicos do tipo parede de dominio em superfluidos em um modelo (3+1)-dimensional
do tipo Maxwell-Higgs abeliano, no contexto da correspondéncia AdS/CFT. Obtemos os
propagadores bulk-fronteira, assim como as fungoes de correlacao na fronteira, para um
campo escalar nos casos massivo e nao-massivo. Se impusermos que os campos depen-
dem apenas da coordenada radial no bulk e de uma coordenada na fronteira, conseguimos
obter na teoria dual as solugoes do tipo parede de dominio encontradas na literatura.
A partir dessas solucoes, estudamos suas propriedades, verificando que o superfluido é
caracterizado por duas escalas de comprimento, uma para o parametro de ordem e outra
para a densidade de carga. Estudamos também a variacao da densidade de carga na
regiao préoxima a interface do defeito, e por fim, investigamos as modificagbes necessarias

na teoria para se estudar a dinamica dessas solucoes.



Abstract

We numerically study the formation and dynamics of domain-wall-like topological
defects in superfluids, using a (3+1)-dimensional abelian Maxwell-Higgs model, under
the AdS/CFT correspondence. We obtain the bulk-boundary propagators, as well as
the correlation functions on the boundary for a scalar field, both in massive and non-
massive cases. If we impose that the fields depends only on a boundary coordinate and
the bulk radial coordinate, we obtain in the dual theory the domain wall solutions found
in literature. From these solutions we found that the superfluid is characterized by two
length scales, one for the order parameter and other for the charge density. We also study
the change of charge density in the region near the interface of the defect, and finally we

investigate the modifications needed in theory to study the dynamics of these solutions.



Sumario

Lista de Figuras

Introducao

1

6

Geometria do espaco Anti-de Sitter

1.1
1.2

AdS como espaco de Einstein . . . . . ... ... L Lo
AdS através de uma imersao . . . . . .. ...
1.2.1 Analogia: espacos de curvatura constante . . . . . . ... ... ...
1.2.2  Sistemas de coordenadas globais e AdS compactificado . . . . . . .
1.2.3  Coordenadas estereograficas . . . . . . . .. ... ... .. ... ..
1.2.4 Coordenadas de Poincaré . . . . . . . ... ... .. ... ... ..
1.2.5 Fronteira do espagco AAS . . . . . . ...

Supercondutividade e superfluidez

2.1
2.2

2.3

Revisao histérica . . . . . . . . .. L
Teorias classicas . . . . . . . . L
2.2.1 Teoriade London . . . . . . .. ... .. ...
2.2.2  Teoria de Ginzburg-Landau . . . . . ... ... ... ... .....
Teorias quanticas . . . . . . . . . ..
2.3.1 Teoria BCS eo gap deenergia . . . . . . ... ... ... ... ..
2.3.2 Simetria de calibre, quebras de simetria e supercondutividade

A Correspondéncia AdS/CFT

3.1
3.2
3.3

Introducao . . . . . . . L
Campo escalar nao-massivo . . . . . . . ...
Campo escalar massivo . . . . . . . . ...

Supercondutividade Holografica e defeitos tipo parede de dominio

Dinamica de Defeitos Topolégicos

5.1
5.2

Grupo de isometrias . . . .. L. Lo
Métodos Numéricos: Diferencas finitas . . . . . .. ... ... ... ....
5.2.1 Método de Jacobi e Gauss-Seidel . . . . .. ...

Conclusoes e perspectivas

Referéncias Bibliograficas

vii

viii

14
14
17
17
19
24
24
27

30
30
32
35

38

44
44
47
49

51

53



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4

2.1
2.2
2.3
24

4.1
4.2
4.3
4.4

5.1

Modelo esférico para o espago. . . . . . . . . ..o 6
Representacao grafica do espago AdSy4q. . . . . . . .o oL 7
Diagrama de Penrose para o espaco AdS. . . . . . ... ... ... ... .. 9
Espago AdS em coordenadas de Poincaré. . . . . . . ... ... ... .... 13
Comportamento classico para os condutores . . . . .. ... ... .. ... 14
Resultados dos experimentos de Onnes . . . . . . . .. ... ... ..... 15
Efeito Meissner-Ochsenfeld. . . . . . . . . . ... ... .. .. ..., . 17
Interface supercondutora . . . . . . ... ... L o 21
Solucao para os campos na teoria O . . . . ... ... 42
Solucao para os campos na teoria Oy . . . . . . . ... 42
Perfil na superficie 2 = 0 para os campos na teoria Oy . . . . . . . . .. .. 43
Perfil na superficie 2 = 0 para os campos na teoria Oy . . . . . . . . .. .. 43
Discretizacao do intervalo unitario para solugdo numérica . . . . . . . . .. 48

viii



Introducao

A supercondutividade, ou condensacao de Bose-Einsten (BEC), é um dos fenémenos
mais estudados em fisica da matéria condensada, e que tem muita importancia quando se
quer estudar o diagrama de fase da Cromodinamica Quéantica (QCD)[!l]. Embora existam
teorias como Ginzburg-Landau (GL) e a teoria de Bardeen-Cooper-Schieffer (BCS) que
expliquem de forma satisfatéria varias propriedades dos supercondutores, como a condu-
tividade infinita e o efeito Meissner-Ochsenfeld, existem certos aspectos que ainda nao
sao compreendidos. O exemplo mais recente é a descoberta dos supercondutores a al-
tas temperaturas ou cupratos, onde a dinamica para a transicdo da fase normal para a
supercondutora é diferente da que ocorre nos supercondutores descritos pela teoria BCS.

Supercondutividade holografica é o nome dado a uma classe de teorias de campos
no regime de acoplamento forte (altas constantes de acoplamento), que abaixo de uma
temperatura critica passam para um estado supercondutor (ocorréncia de uma quebra es-
pontanea na simetria global U(1)), e que podem ser descritos por uma teoria gravitacional
(chamada de teoria dual) através da correspondéncia AAS/CFT [2, 3, 4, 5]. Sua existéncia
foi sugerida pelos trabalhos de Gubser[0], ao estudar perturbac¢oes em buracos-negros do
tipo AdS-Schwarzschild por um campo escalar.

Ele verificou que quando o buraco-negro tinha uma temperatura Hawking proxima
a uma certa temperatura 7" = T,, havia uma quebra espontanea de simetria quando o
campo escalar adquiria um valor esperado de vacuo nao-nulo: o buraco-negro passava
entao para um estado que ele denominou supercondutor, pela analogia com a quebra que
ocorre nos supercondutores reais.

A correspondéncia AdS/CFT relaciona a dindmica dos campos presentes em uma

teoria gravitacional com a dinamica quantica de seus respectivos operadores em uma



teoria conforme de dimensao menor; assim, tem-se uma ferramenta valiosa para estudar
as fungoes de correlagao em uma teoria de campos fortemente acoplada através de calculos
perturbativos em uma teoria gravitacional, onde o acoplamento é fraco.

No entanto, como esse tipo de tratamento é relativamente novo, nao é ébvio quais
os tipos de sistema que podem ser tratados utilizando uma teoria dual. O primeiro
modelo gravitacional para a supercondutividade foi proposto em [7], baseado no estudo
de Gubser[0]; a discussdo da modelagem de supercondutores descritos pela teoria BCS é
feita em [7, 8], e para o caso de superfluidos que sofrem uma quebra esponténea da simetria
de calibre U(1)[9]. Em [10], esse tipo de modelo é estendido para estudar propriedades de
um fluido Hall quantico.

Para o caso dos superfluidos, foram estudadas suas propriedades hidrodinamicas [11,
12], onde se calculam modos actsticos e as massas das quasiparticulas associadas a esses
modos|13], na regido préxima a temperatura critica.

Um aspecto interessante no caso dos superfluidos, tanto teérico quanto experimental[14],
é que eles admitem uma classe de defeitos topoldgicos (andlogo as paredes de dominio)
denominados dark solitons, que funcionam como uma interface para a densidade de carga
entre regioes de fases diferentes (uma normal e a outra supercondutora).

O modelo dual para esse tipo de defeito foi proposto em [15], onde se verifica que,
ao contrario do modelo padrao para os superfluidos (equacao de Gross-Pitaevskii), esses
solitons exibem uma escala de comprimento adicional, tanto para a densidade de carga
quanto para o parametro de ordem, comparando com as massas microscopicas de suas
quasiparticulas; mais ainda, o calculo da variagdo da densidade de carga mostra que sao
possiveis duas escolhas para o parametro de ordem. Como os modelos duais podem exibir
excitagoes bosonicas ou fermionicas, espera-se que seja possivel modelar a superconduti-
vidade(superfluidez) tanto para BEC’s quanto para os supercondutores que sao descritos
pela teoria BCS; mais ainda, que seja possivel estudar sistemas que exibem comporta-
mento misto e os mais recentes supercondutores de altas temperaturas|16].

A dissertacao esta organizada da seguinte forma. No capitulo 1, faremos uma breve

revisao da geometria do espaco anti-de Sitter, introduzindo alguns sistemas de coordena-



das e estudando a sua fronteira, que sera importante para a descri¢ao da teoria de campos
dual. No capitulo 2 faremos um apanhado histérico e uma revisao sobre a teoria de super-
condutividade, focando principalmente na teoria de Ginzburg-Landau, que nos servira de
base para interpretarmos os dados obtidos pela correspondéncia AdS/CFT. No capitulo
3 estudaremos a ferramenta principal para a nossa investigagdo, que é a correspondéncia
AdS/CFT. Calcularemos os propagadores entre o bulk e a fronteira, e pela correspondén-
cia obtemos as fungoes de correlacao na teoria dual, mostrando que os campos no bulk
agem como fontes para operadores na fronteira. No capitulo 4 faremos a ponte entre a
correspondéncia AdS/CFT e a supercondutividade, obtendo solugoes do tipo parede de
dominio para os campos dentro de um ambiente do tipo buraco-negro de Schwarzschild, e
através do comportamento assintotico, obter as grandezas de interesse para a supercondu-
tividade. Isso é conseguido pela comparacao com a teoria de Ginzburg-Landau, na forma
da equacao de Gross-Pitaesvkii. Por fim, no capitulo 5 discutimos sobre a dindmica das
solugoes obtidas, verificando que é necessaria uma modificagao na métrica de fundo para

que seja possivel utilizarmos os boosts de Lorentz.



Capitulo 1

Geometria do espaco Anti-de Sitter

1.1 AdS como espaco de Einstein

Considere a agao de Einstein-Hilbert [17, 4] em um espago D-dimensional, com a

inclus@o de uma constante cosmoldgica A:

S— 1673GD/(1%\/@(R+A). (1.1)

Se aplicarmos o principio variacional para esta agdo (tomando a métrica como variavel

dindmica) obtemos as equagoes de campo de Einstein para o espago vazio:

R A

_g/»‘“’ fr— _g,uz/- (12)

R, —
H 2 2

Fazendo a contracao com a métrica inversa g"”, encontramos a relagao
R=——A, (1.3)

que substituindo novamente em (1.2) nos da

A

R;UJ = mguu- (14)

Assim, os espagos descritos pela agdo (1.1) tem o tensor de curvatura proporcional ao

tensor métrico: esses espacos sao conhecidos como espagos de Einstein. Essa classe de
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espacos ¢ um tanto geral; nosso interesse maior reside nos que satisfazem

R
Ruypa = m (guagup - gupQua) ) (15)

que é chamada de condi¢ao de simetria maximal. Tal condi¢ao expressa o fato de que
espacos desse tipo sao homogéneos e isotropicos em todos os pontos.

A curvatura escalar nula corresponde ao espago chato de Minkowski. Quando ela nao
o0 é, podemos ter esferas (S”), espacos de-Sitter (dSp) e espagos Anti-de Sitter (AdSp).
Vamos considerar aqui apenas o espaco Anti-de Sitter, que corresponde a uma constante

cosmologica positiva.

1.2 AdS através de uma imersao

1.2.1 Analogia: espacos de curvatura constante

Em Geometria Diferencial, os espagos de Sitter (dS) e Anti-de Sitter (AdS) sao bas-
tante conhecidos no estudo de espacos de curvatura constante: seus grupos de simetria
(isometria) possuem um numero de geradores igual ao do espago de Minkwoski, e assim
eles funcionam como a sua generaliza¢ao mais simples para espagos curvos.

Uma forma intuitiva de investigarmos propriedades de espagos curvos é através de
geometria extrinseca, quando estudamos um espago como se estivesse imerso em um espago
ambiente, da mesma forma que fazemos no estudo introdutoério de quadricas, como esferas
e hiperboléides (que sao superficies bidimensionais), em um espago tridimensional.

Por exemplo, se quisermos fazer um pouco de geometria curva no espago euclideano tri-
dimensional R? podemos ir para um espaco quadridimensional ficticio R*, e 14 estudarmos

a geometria de superficies tridimensionais:
S® = {(21, 72, 73, 74) € R*, 27 4+ 25 + 23 + 25 = R*}. (1.6)

A esfera S* é um espago homogéneo, isotrépico e de curvatura constante 6/R?. Sua
homogeneidade e isotropia podem ser expressas dizendo que seu grupo de invariancia é o

grupo SO(4), o grupo de rotagdes do espaco ambiente (nesse caso, o R*).
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As propriedades geométricas de S podem ser inferidas a partir da restricio da geo-
metria do espaco ambiente. As geodésicas, que sao os analogos na geometria curva das
linhas retas, sdo obtidas ao tomarmos a intersecao S® N II entre a esfera e um plano II
que passe pelo seu centro geométrico (figura 1.1). E claro que ao tomarmos a restricio
da geometria do espaco ambiente, podemos perder algumas simetrias: enquanto no R*
podemos adicionar o grupo de translagoes ao SO(4), resultando no grupo mais geral O(4),

na esfera isso nao é possivel, pois as translacoes nesse caso nao sao comutativas.

z

Figura 1.1: Modelo esférico para o espaco. As geodésicas sdo circulos mdximos obtidos pela
intersegdo da esfera com o plano que passa pelo seu centro no espago ambiente.

Assim, vamos utilizar as idéias discutidas anteriormente e nos mover agora para um

espaco chato de D + 2 dimensdes RP*2 de coordenadas (z°,...,2”%1) e munido da
métrical
D . .
§=—d’®da® — dz"" @ daxPT + ) da’ @ da, (1.7)
i=1
que possui assinatura diag(—,+,---,+,—). Utilizando a norma induzida por essa mé-

trica, definimos o espaco Anti-de Sitter (D + 1)-dimensional como
AdSpi = {X e RP"? | X| = —K?}, (1.8)
onde K é uma constante real arbitraria. De forma mais explicita, temos a quadrica
~(a%)? — (2P 1 2@2)2 K2 (1.9)

Embora o espago ambiente nao seja um espago-tempo (no sentido de conter apenas

INa verdade, pseudo-métrica. A métrica é uma forma quadratica positiva definida, e isso ndo ocorre
necessariamente quando adicionamos dimensdes temporais (sinal negativo) no espago.
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uma coordenada temporal), o espaco AdSp.; é e sua representagao pictérica é mostrada

na figura 1.2. Sua métrica é determinada pela restri¢ao g = g| AdS,,, © Possui assinatura

o)

Figura 1.2: Representacdo grifica do espago AdSii1, visto como um hiperboldide imerso em
um espaco euclideano.

de Lorentz diag (+,+, -+ ,+, —). Observe que, sendo ¢ invariante sob transformagoes do
grupo SO(2, D), a métrica induzida g também o é; assim, dados dois vetores X,Y €

AdSp.q, teremos

g(MX), A(Y)) = g(X,Y) (1.10)
para qualquer A € SO(2, D).
1.2.2 Sistemas de coordenadas globais e AdS compactificado

Baseados nas coordenadas de imersao, vamos definir outros sistemas de coordenadas,
que permitam evidenciar outras propriedades interessantes do espaco AdS. Um sistema

de coordenadas que cobre todo o espaco é chamado de sistema de coordenadas globais,
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composto pelas coordenadas {7, p,w!, -+, wP}, e definido por

2 = K cosh pcos,

2P = K cosh psen T,

r' = K senh pw',

onde o indice i corre de 1 a D, e as coordenadas w; se encontram sobre a esfera unitaria

O dominio de definicao é p > 0 e 0 < 7 < 27w. Pode-se verificar facilmente que com

essa definicao a relagao (1.9) é satisfeita e que a métrica toma a seguinte forma:
j=K? (— cosh? pdr @ dr + dp @ dp + senh? deQD_l) : (1.11)

onde dQ% |, é a métrica da esfera unitaria (D — 1)-dimensional.

Observe que a coordenada tipo tempo (7) é periddica, e entdo a métrica (1.11) induz
a topologia S! (tempo) x R""!. Isso significa que as curvas do tipo tempo podem ser
fechadas, violando causalidade. Para evitar esse tipo de problema, nés simplesmente
“estendemos” o circulo S!', considerando agora toda a reta —oo < 7 < oo. Com isso
obtemos o chamado recobrimento universal do espaco AdS, que agora tem a topologia
RO+

A métrica (1.11) tem uma forma bastante sugestiva, ja que a métrica de uma esfera

de raio K em D + 1 dimensoes tem uma forma semelhante:
gsp+1 = K? (0052 pdw ® dw + dp @ dp + sin? 0 dQ%_l) : (1.12)
Se fizermos a mudanca de variavel tanf = senh p em (1.11) teremos

2

(—dT @ dT + df @ df + sen® 0.dQ%, ), (1.13)

9= cos? 0
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onde 6 € [0, /2] para todas as dimensoes exceto 2, quando tem-se 0 € [—m /2, +7/2].

Essa métrica é entdo conformalmente equivalente 2 a
§ = —dr @ dr + df @ d + sin* 0 dQ @ dQ,,_1, (1.14)

e o fator conforme ¢ dado por o = K?/cos?f. A métrica (1.14) representa a regiao 0 <
0 < /2 do universo estéatico de Einstein que possui a topologia R (tempo) x SP (espago).
Entao a fronteira do espago, que se localiza em ¢ = 7, tem a topologia R x SP—t. Como os
pontos no infinito espacial foram mapeados em uma regido compacta (o intervalo [0, 7/2]),
dizemos que (1.14) é uma compactificagdo conforme do espago AdS.

A estrutura causal é apresentada na figura 1.2.2 através do diagrama de Penrose.

T=23r
-
T=27 2
T=:iF =2
_3m
T=7 =9
S T=7T
2
T="1
=0 2
- _ T
9—2 i 0 a 5
T=0
i _ _
9:5 =10 97?

(a) (b)

Figura 1.3: Diagrama de Penrose para o espago AdS (a), onde identifica-se T =0 com T = 2,
e para o recobrimento universal (b), onde nao hd identificagoes

2duas métricas g(x) e ¢’(z) sdo conformalmente equivalentes por um fator conforme Q(x) se g'(z) =
Q(x)g(z), onde Q é uma fungao positiva.
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1.2.3 Coordenadas estereograficas

Considere agora o seguinte sistema de coordenadas:

0o_ 1+‘Y‘2
P71_|Y|27
2yH
ptl 5 2F =0.---.D
p1_|Y|27 :u ) 9

e |Y|2 = ("2 + -+ (¥ ?)? — (y» )2 Calculando as diferenciais de cada uma das

coordenadas, obtemos

]‘ + |}/|2 4 yﬂdyu

dxy = dp1_7‘y‘2 + pm, (1.15)
dx, = ﬁd/}—l— Oj%; (1.16)
e através do calculo dos seus quadrados
dx0®dx0:dp®dpw+l6 2M+8pyudp®dy“w, (1.17)
(1- |Y2| )? (21 - Y 2 (1 —1Y])?

dr, @ dr" = dp ® dp(l _| |}|/|2) + B —4|pY|2)2 + 16,02% (1.18)

+ 8py, dp®dy“%, (1.19)
substituimos essas expressoes em (1.7) para obter
. 4p?

g=—dp®dp+ mdw@dy“. (1.20)

Basicamente, fizemos a decomposi¢ao da métrica em uma parte radial e outra angular.
Nesse sistema de coordenadas, o espaco AdS corresponde a superficie p = K; isso nos

permite concluir que a métrica induzida g é simplesmente

4K*

a=ype” e

g:

onde 7 é a métrica do espago de Minkowski D+ 1 dimensional. Assim, (1.21) é conformal-
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mente plana, e se a escrevermos na forma g = e¢”)p, onde w(Y) = log(4K?) — 2log(1 —

\Y\Q), podemos chegar a relagdo (1.4), para uma constante cosmoldgica dada por

P )] 2), (1.22)
K2

que é positiva como haviamos mencionado.
1.2.4 Coordenadas de Poincaré

Por fim, vamos discutir as chamadas coordenadas de Poincaré. Este sistema vai ser
util ao construirmos as métricas de fundo para a descricao das fases no supercondutor
holografico. Para isso, introduzimos as coordenadas no cone de luz {t,u,v,y, -+ yP~1}

em termos das coordenadas de imersao:

u= %(xo—xl)l), (1.23)

v = %(mo + 2P, (1.24)
4D

= (1.25)

Y = ;u (1.26)

agora, vamos calcular as coordenadas de imersao em termos destas novas coordenadas,
para podemos calcular a métrica nesse novo sistema. A partir das duas primeira relacoes,

podemos obter

1" = —(v +u), (1.27)

= —(v—u), (1.28)

que substituindo em (1.9) nos déa

D-2
1X|? = ~K'uv — 2% + Y (22) = - K>

i=1
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Substituindo as relacoes para t e y° na equacao anterior temos

D—2 D—2
— K'wv — a2 + Y (2}) = —K'uv — K*u? <t2 -3 (xl)2> =K% (1.29)
i=1

i=1
Dai, podemos extrair a coordenada v como

1 — 2 (t2 - i);—12(xi)2)

v K?u ’
e por fim, as coordenadas ry e rp_q:
1 2 (12 2 2
xo—%(1+u (K?+ X =), (1.30)
— 1 2 2 2 2
:ED_l—%<1+u (—K2+ X - 1)), (1.31)

2 o . Lo .
onde |X|* = Y27%(2%)2. Com isto, podemos encontrar a métrica nesse sistema como
sendo [17]

du®d
g=K> (M +u? (—dt @ dt + dX2)> , (1.32)

onde dX? é a métrica para um espaco Euclideano de D — 2 dimensoes.

Ao conjunto de coordenadas {t,u,x1, - ,xp_o} damos o nome de coordenadas de
Poincaré. Observe que a menos de um fator conforme, ela é essencialmente como o espago
de Minkowski (embora nao cubra todo o espago). De fato, nesse sistema de coordenadas
podemos interpretar o espaco AdS como um espaco de Minkowski em (D — 1) dimensoes

com um fator de warp que depende exclusivamente da coordenada extra wu.
1.2.5 Fronteira do espaco AdS

Considere a transformacao z = 1/u nas coordenadas de Poincaré; a métrica (1.32) se

torna
2

K
9= (z@dz— dt @ dt + dx?) .
z

A fronteira do espaco AdS é definida como sendo a superficie z = 0, mais o ponto no
infinito z = co. Apods uma rotagao euclideana, a superficie z = 0 representa um espago

Euclideano de D — 1 dimensoes: a adicao do ponto no infinito torna o espago automa-
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ticamente compactificado, fazendo sua topologia equivalente ao de uma esfera SP~1. Na
figura 1.2.5 tem-se uma representacao esquematica do espago AdS e de sua fronteira nas

coordenadas de Poincaré.

W~ -

\)

e

Boundary Horizon

2=0 =

Figura 1.4: Espaco AdS em coordenadas de Poincaré. W representa o fator de warp.

As defini¢oes anteriores para o espago AdS implicam que o seu grupo de simetria
(SO(2, D — 1)) atua sobre a fronteira , e sendo um grupo conforme, concluimos que esse
grupo de isometria atua como um grupo conforme na fronteira, agindo sobre o espago de

Minkowski ou o espago euclideano, dependendo da assinatura.



Capitulo 2

Supercondutividade e superfluidez

2.1 Revisao historica

O fendmeno da supercondutividade foi descoberto em 1911, por H. Kamerling Onnes
!, Embora o fato de que a resisténcia elétrica de um metal decresce com a temperatura
fosse conhecido ha bastante tempo, apenas apés a liquefagao do Hélio (feita pelo proprio
Onnes) foi possivel estudar a variacao da resisténcia em baixas temperaturas (abaixo de
4,2K).

Até entao as teorias correntes sobre a condutividade de materiais admitiam trés com-

portamentos possiveis, mostrados esquematicamente na figura 2.1.

A

Resisténcia

= . -
4,2K Temperatura

Figura 2.1: Comportamento cldssico para os condutores

O comportamento I ocorreria se a resisténcia do material se devesse inteiramente a

'H. Kamerling Onnes, Leiden Comm. 120b 122b 124¢(1911)

14
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obstrucao das trajetérias dos elétrons pelas vibragoes térmicas: cessadas essas vibragoes
a temperatura zero, a resisténcia se anularia. O comportamento II ocorre caso as im-
purezas do material e sua geometria sejam dominantes, e o comportamento III acontece
caso haja uma diminui¢cao no nimero de elétrons de condugao, por algum mecanismo de
condensagao.

No entanto, ao realizar medidas de resisténcia em platina de alta pureza, Onnes ve-
rificou que a resisténcia se tornava constante, ao invés de passar por um minimo ou de
anular-se no zero absoluto. Os resultados mostraram também que essa resisténcia-limite
dependia fortemente das impurezas presentes nas amostras; isto o levou a realizar expe-
rimentos com mercurio, que era o material mais puro que se podia obter. Os resultados
encontrados foram ainda mais surpreendentes: abaixo de uma certa temperatura diferente
de zero (denominada temperatura critica) a resisténcia era quase nula; como o material
apresentava propriedades elétricas extraordinarias, Onnes chamou esse novo estado de
estado supercondutor.

Um esquema dos resultados encontrados por Onnes para esses dois experimentos estao
sumarizados na figura 2.1. Assim, temos como primeiro marco na historia da supercon-

dutividade: a condutividade perfeita.

0,02 +

0,01 +

10 20

Figura 2.2: Resultados dos experimentos de Onnes

Sendo um material de resisténcia elétrica nula, imaginava-se que um supercondutor
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tinha todas as propriedades de um condutor perfeito, como o que estudamos na eletrodi-
namica classica. Esse paradigma veio a ser quebrado em 1933, com os experimentos de
Meissner e Ochsenfeld?, que verificaram um efeito hoje conhecido como efeito Meissner-
Ochsenfeld.

O efeito reside no fato de que um supercondutor expele de seu interior um campo
magnético fraco, quando este passa do estado normal para o supercondutor. Suponha
inicialmente que temos uma amostra esférica de um material supercondutor, no estado
normal (7" > T.) e sem a presenga de campo magnético externo (figura 2.1, canto su-
perior esquerdo). Se resfriarmos a amostra abaixo da temperatura critica mantendo o
campo nulo, e entdo torna-lo diferente de zero, o campo no interior da amostra continu-
ard nulo(figura 2.1, canto inferior esquerdo). Isto é perfeitamente explicado fazendo-se
uso da relacdo constitutiva j = oE para o condutor perfeito®, combinada com a equacdo
de Maxwell

VXE+0B=0,

para nos dar 9;B = 0 no interior da amostra. Portanto, uma vez que o campo externo
seja inicialmente nulo, assim o permanecera.

A situacao muda quando consideramos os passos na ordem reversa: agora, colocamos
o campo magnético externo enquanto a amostra se encontra no estado normal (figura
2.1, canto superior direito). Nessa etapa, o campo permeia completamente o interior da
amostra, mas ao resfriarmos a amostra abaixo da temperatura critica, o efeito observado é
que o campo é expulso do interior da amostra (figura 2.1, canto inferior direito). Usando
0 mesmo argumento para a situagao anterior, concluiriamos que o campo magnético no
interior deveria ser constante (nao necessariamente nulo); portanto, o modelo para condu-
tores perfeitos nao se aplica nesse caso, e devemos tratar a supercondutividade como outro
fenémeno distinto do mero condutor perfeito. De fato, para a maior parte dos propdsitos,

se define um supercondutor como um sistema que exibe o efeito Meissner-Ochsenfeld, por

2W. Meissner e R. Ochsenfeld, Naturwissenschaften 21, 787 (1933)

3Num condutor perfeito a resistividade p do material vai a zero, enquanto a condutividade o = 1/p
tende a infinito; para que a equagao fique consistente, o campo elétrico E deve ser sempre nulo nos pontos
interiores ao material: E = 0.
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ser mais pratico de se demonstrar experimentalmente e pelo fato de ser uma propriedade

de equilibrio térmico (a resistividade é um efeito de transporte fora do equilibrio[18]).

B=0 s B=0

Y

Y

Y

T>T. T=>T.

T<T.

Figura 2.3: Efeito Meissner-Ochsenfeld.

2.2 Teorias classicas

2.2.1 Teoria de London

A primeira teoria que conseguiu descrever o efeito Meissner-Ochsenfeld apresentado
pelos materiais supercondutores foi desenvolvida pelos irmaos London* em 1935, moti-
vados pelo modelo de dois fluidos para o superfluido *He. No modelo proposto pelos
irmaos London, é assumido que uma parte dos elétrons de condugao se comporta como
um superfluido enquanto o outro permanece no estado normal. Enquanto os elétrons
supercondutores se movem sem dissipa¢ao (como num condutor perfeito), os elétrons na
fase normal continuam se comportando como se tivessem um resistividade finita, de tal
forma que a resistividade coletiva é nula.

Neste caso, a densidade de corrente supercondutora é dada por j = ngev, onde njg
¢ o nimero de elétrons supercondutores por unidade de volume e e a carga de um dos

elétrons. A acdo de um campo elétrico € sobre um dos elétrons supercondutores causa

4F. London e H. London, Proc. Roy. Soc. (London) A149, 71 (1935).
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uma aceleracao constante dada pela relacao m.v = ee; assim podemos escrever

e = A0,j, onde A = e

nge>

Utilizando esta equacao em conjunto com a equagao de Maxwell
1 . :
V x e = —=0:h (¢ é a velocidade da luz)
c

obtemos

1

Se tomarmos o rotacional da equacao anterior e utilizarmos a Lei de Ampere

4
V xh= —Wj
c
teremos
VxVxhe-—2Th
A2
Definindo-se
N2 Mec?
~ dmrnge?’
a equacgao se torna
. 1.
V X V X h = —ph

O parametro A tem dimensoes de comprimento, e é chamado de comprimento de
penetracao do supercondutor.
Se integrarmos no tempo, iremos obter

1

V% Vx (h—ho) = —5

(h —hy),

onde hy é independente do tempo. Com isso podemos ver porqué assumir somente a
condutividade perfeita nao da conta do efeito Meissner no supercondutor: como ja foi

discutido na secao 2.1, o campo magnético no interior nao é necessariamente nulo.
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Por isso, eles impuseram que em um material supercondutor vale a relagao

A \?
c

Vxj+h=0, (2.2)

que é a equacdo de London. Em uma forma mais moderna, a equacao é escrita em termos

do potencial-vetor do campo magnético; se escrevermos

h = rot(a), (2.3)

(2.2) fica

2 4 \?

C

. ij+V><a:V><< j—i—a)zO;

se o rotacional de um campo vetorial é nulo, significa que ele pode ser escrito como o

gradiente de uma funcgao escalar ¢:

AT \? | N v . c
a = — =
c ) 4 1= e

(a4 Vp); (2.4)

e sem perda de generalidade podemos escrever simplesmente

c
4 \2

j= a. (2.5)

A consequéncia mais importante desta equagao é a explicagao para o efeito de Meissner-
Ochsenfeld: pode-se mostrar que um campo magnético externo é repelido de seu interior
exponencialmente,

h = hoe "/, (2.6)
e penetra em sua superficie apenas uma pequena distancia A, deixando o interior com um
campo nulo.
2.2.2 Teoria de Ginzburg-Landau

A teoria de supercondutividade de Ginzburg-Landau descreve a transicao para a fase

supercondutora sob o ponto de vista da Termodinamica. Introduzido inicialmente de



2.2 Teorias classicas 20

forma fenomenologica, foi posteriormente demonstrado que na verdade a teoria pode
ser completamente derivada da teoria microscépica BCS; também, ela conseguiu agregar
em seu tratamento classico aspectos puramente quanticos dos supercondutores, como a
quantizacao do fluxo de campo magnético e a predicao dos vértices de Abrikosov, que se
formam nos chamados supercondutores tipo II.

Ela ¢ essencialmente uma adaptacao da teoria de transicoes de fase de segunda ordem
de Landau, desenvolvida em por volta de 1930, para este sistema em particular. Nessa
teoria é postulado que o parametro de ordem da teoria, 1), deveria ser um nimero com-
plexo, fazendo com que este funcionasse como uma fun¢ao de onda macroscépica para o
sistema, de forma analoga ao modelo para o superfluido *He. Na préxima secio veremos
que na derivagao da teoria de Ginzburg-Landau pela teoria BCS o médulo-quadrado desse
parametro de ordem esta associado, a menos de fatores multiplicativos, a densidade de
pares de Cooper presentes na amostra. Vamos estudar inicialmente o caso de uma teoria

sem a presenca de campos magnéticos.
Equacgao de Ginzburg-Landau na auséncia de campo magnético

Neste caso, Ginzburg e Landau propuseram que a energia livre do sistema é dada por

h
2m*

Fo(T) = fulT) + 5— [Vo(x)|* +a(T) [ (x)* + ucs [p()[*, (2.7)

onde o parametro m*, que tem dimensoes de massa, contem o custo energético associado
ao gradiente do parametro de ordem. Utilizando o principio variacional para a energia

livre do sistema,

b(T)

FAT) = 7D + [ o (G (9060R + D) 0P + P oelt) 2

encontramos a equacao a ser satisfeita pelo parametro de ordem:

h? 2
— %Aw +ayp + by [|” = 0. (2.9)

Assim, ao minimizar-se a energia livre do sistema, somos levados a concluir que o
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parametro de ordem satifaz uma equagao de Schrodinger nao-linear: isso nos da a inter-
pretagdo para a constante m*, que agora representa a massa da particula associada ao
parametro de ordem®.

A equagao (2.9) é bastante 1til quando se quer por exemplo estudar o comportamento
do sistema sob perturbacoes externas, como propriedades de interfaces supercondutoras.

Vamos tomar um caso em que temos uma interface entre um metal normal e um
supercondutor. Considere uma interface localizada no plano zz (figura 2.2.2). O metal
normal consiste na regiao x < 0, enquanto o material supercondutor fica na regiao = > 0.
O parametro de ordem % (x) é nulo na regiao do metal normal; se assumirmos que v é

continuo, ele deve satisfazer a equagao nao linear de Schrodinger

o |

Material

Material
supercondutor

normal

><“

Figura 2.4: Interface supercondutora

h2
@) + () + bt =0, (2.10)
com a condi¢ao de contorno ¥ (0) = 0 (continuidade). Multiplicando os membros da

equagao por ¢'(z), podemos escrevé-la na forma

)" () = ¢ (2)U (), (2.11)

onde U(y) = 2}%*1/) (a + b?). Integrando os dois membros da equacgio, obtemos

[ et (@' (@) = [ do /(@)U (w); (2.12)

se observamos a forma dos integrandos, vemos que é possivel escrevé-los como uma deri-

5De forma geral, o termo representa uma massa efetiva do sistema.



2.2 Teorias classicas 22

vada total; para a integragao no lado direito, basta escolher U(y)) = d\;’f;p):
/ iz d . 1 d d . d
V()" (@) a:—%w P = Sy (o)
: _ (V) AV ()
VU = @) e = /() = avi)
Com isto, a equacao (2.12) fica
1
5 [ dv'@? = [av()
o que resulta em
V()? =2V (¢) (a+b0?),

2m* 9

Resolvendo essa equacao diferencial, encontramos

2 — g — / \/ %2 (2.13)

e assim temos a solucao
— tp tanh | — T) = - 2.14
Y(x) = v tan s §(T) = o a(T)| (2.14)

onde o parametro ¢ é chamado comprimento de coeréncia de Ginzburg-Landau, muito
importante na caracterizacao do supercondutor (tipo I, tipo II).
A equagao (2.9) pode ser comparada a equagao de Gross-Pitaevskii

h2
C om*

V(@) + (V(w) = w(z) + gv(2)* = 0, (2.15)

que descreve o estado fundamental de um sistema quantico de bdsons idénticos, através
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da aproximagao de Hartree-Fock. Em (2.15), V' é um potencial e u representa o poten-
cial quimico do sistema. A solugao (2.14), que nesse jargao é denominado dark soliton,
representaria a particula associada a formagao de um defeito topolégico no condensado
de bosons, e a constante 1y esta relacionada com o potencial quimico por

V—u

do =1/ L.

Por fim, vale mencionar que nessa interpretacao a densidade de carga do condensado é
nula na regiao préxima a interface do material (denominada core do séliton), pois ela
¢ relacionada ao pardmetro de ordem por p = 1?; isso significa que essa descricio é
apropriada para tratar sistemas de particulas neutras como superfluidos, ou situacoes

onde nao ha supercorrentes.
Ginzburg-Landau na presenca de campo magnético

Embora a discussao anterior mostre a importancia da teoria de Ginzburg-Landau,
o seu real potencial na descricao da supercondutividade se torna apreciavel quando se
trabalham com as equagoes na presenca de um campo magnético externo. Dessa forma,
é possivel englobar a teoria de London e assim conseguir descrever o efeito de Meissner-
Ochsenfeld.

Os efeitos do campo magnético podem ser incluidos de forma relativamente simples

na teoria, através da substituicao nao-minima

— ihV — —ihV — QA (2.16)

m (2.7). O pardmetro () representa a carga da particula, e potencial vetor para o campo
magnético é representado por A.

Experimentalmente, se sabe que o valor apropriado para a carga () é —2e; isso foi
explicado por Gorkov, ao fazer a ponte entre a teoria BCS e Ginzburg-Landau. Para isso,
ele mostrou que a interpretacao correta do parametro de ordem ) (x) é que ele representa
a funcdo de onda quéntica para o centro de massa dos pares de elétrons, os pares de

Cooper; logo, a carga liquida é de —2e.
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Com a modificacao (2.16), a densidade de energia livre se torna

J(T) = [olT) + % [(=ihV +2eA) ()" + a(T) [p(x)]* + == [(x)[*. (2.17)

A energia livre é obtida pela integracao dessa densidade no espaco, com a inclusao do
termo

1
— [ &z B(x)?, 2.18

que corresponde a energia do campo magnético. Utilizando novamente o principio varia-

cional para a energia livre, pode-se obter a equacao

h (v - %A> (%) + (a(T) +b(T) \1/1(X)|2) Y(x) =0, (2.19)

T omr h

que é novamente uma equagao de Schrodinger nao linear, mas agora com a adi¢ao de um
termo contendo o potencial vetor.

A presenga do campo magnético induz uma supercorrente, que é dada pela derivada

funcional
oF
j,=— . 2.20
Calculando esta derivada para todas as componentes A, somos levados a
. ieh ;- - 4e?
jo=—— (Ve —uVY) - — [¢]° A, (2.21)
m m

que é a mesma expressao quantica para a densidade de corrente de probabilidade de

particulas de massa m* e carga —2e.

2.3 Teorias quanticas

2.3.1 Teoria BCS e o gap de energia

Outra caracteristica importante dos supercondutores é o chamado gap de energia entre
o estado fundamental e a excita¢oes das quasi-particulas do sistema, que é denotado por

A e é da ordem de kgT,. As primeiras evidéncias experimentais surgiram em medidas de
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calor especifico para supercondutores reais®, quando os resultados mostraram que o calor
especifico dos elétrons, bem abaixo da temperatura critica, tinha crescimento exponencial
do tipo

C~yToae /T,

onde o calor especifico no estado normal é C = ~T', e a,b sao constantes. Sendo b
encontrado com o valor aproximado de 1,5, temos um minimo para a energia de excitacao
por particula de 1,5kgT..

Nesse ponto entra a teoria BCS. Ela ¢é assim denominada em homenagem a Bardeen,
Cooper e Schieffer”, seus desenvolvedores, e foi a primeira teoria microscépica a conseguir
explicar satisfatoriamente as propriedades dos materiais supercondutores. Isso permitiu
calcular de forma mais precisa parametros da teoria como o comprimento de penetracao,
comprimento de coeréncia ou o campo magnético critico, assim como predizer o gap de
energia, o que era impossivel trabalhando com as teorias classicas.

O pilar principal da teoria reside no fato de que num solido, a forca efetiva entre os
elétrons pode ser atrativa ao invés de repulsiva: isso é explicado pelo acoplamento entre
os elétrons e os fonons® da rede cristalina. Dessa forma, embora os elétrons tenham uma
interacao repulsiva entre si, quando se movem pelo solido o que se vé nao sao os elétrons
“puros”, mas sim uma quasiparticula que consiste no elétron com a chamada interagdio
de troca . E essa interacio de troca que “amortece” a interacio de Coulomb e permite a
interacao atrativa entre os elétrons.

A partir daf, Leon Cooper? verificou que a interacdo entre os elétrons poderia ser
atrativa, na regiao proxima a superficie de Fermi, e entdao mostrou que nessa regiao um
par de elétrons pode formar um estado ligado (pares de Cooper). Isto significa que a
superficie de Fermi nesse caso é estavel mesmo para interagao (efetiva) atrativa entre as
particulas.

Tendo mostrado isso apenas para um par de particulas, deve-se esperar entao que no

SW. S. Corak, B. B. Goodman, C. B. Satterthwaite, and A. Wexler, Phys. Rev. 96, 1442(1954); 102,
656(1956)

7J. Bardeen, L. N. Cooper e J. R. Schieffer. Phys. Rev.108, 1175 (1957).

8Quasiparticulas associadas as propagacdo do som ao longo da rede.

9L. N. Cooper. Phys. Rev.104, 1189 (1956).
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caso de muitas particulas ocorra a formacao de pares até um ponto de equilibrio seja
alcancado. No entanto, resta o problema de escrever uma fungao de onda para tal estado,
onde todo elétron na regiao proxima a superficies de Fermi se encontra pareado.
Havendo trabalhado inicialmente em uma funcdo de onda no espago de Fock, onde a
funcao de onda do sistema é construida pelo produto de fungoes de onda de uma tnica

particula,

o tratamento se mostrou inconveniente, e ao invés disso, Schieffer deu um tratamento de
estados coerentes ao problema. Construindo operadores de criacao e aniquilagdo como clT(T,
que cria um elétron de momentum k e spin up. Com esta notagao, definiu-se o operador
Pli que cria os pares de Cooper:

Pl = cfcly). (2.23)

Observe que o momentum total do par de elétrons é nulo, e os spins opostos. Em termos

desse operador, Schieffer propds o seguinte estado
) = CeXixF|). (2.24)

Os niimeros oy sao escolhidos de forma a minimizar a energia total do sistema. E possivel

mostrar que

[Pl Be] =0, (2.25)

e assim, temos a fungdo de onda para o conjunto de pares de Copper (2.24) escrita como

um produtoério de exponenciais:
) = CTee™<Fx|0). (2.26)

Dessa forma, partimos de um estado de vacuo e entdao vamos adicionando os pares de
elétrons: podemos ver entdao um estado na teoria BCS como um condensado de pares de
elétrons acima de um ja preenchido mar de Fermi (também de elétrons).

Para finalizar, vale lembrar que a teoria BCS falha na descricao de materiais que
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sao chamados de “high-T.” supercondutores, onde alguns exemplos como as ceramicas
baseadas em 6xido de cobre (cupretos), podem se tornar supercondutores a temperaturas
acima de 100K. Ela também falha (embora seja possivel fazer uma extensao) no regime
de acoplamento forte, ja que toda teoria foi desenvolvida com a hipdtese de acoplamento

fraco entre os elétrons, quando se pode desprezar o seu efeito sobre os fonons da rede.
2.3.2 Simetria de calibre, quebras de simetria e supercondutividade

Embora pareca um tanto incomum cogitar supercondutividade em teorias de campos
e particulas, na verdade o fendmeno proveu um dos primeiros exemplos reais da quebra
espontanea de simetria. Com isso se abriram novas possibilidades no estudo da supercon-
dutividade, onde todo aparato de teoria de campos pode ser utilizado para tentar entender
com maior profundidade quais mecanismos a governam.

Dentro desse contexto, pode-se dizer que um supercondutor é qualquer material que
exiba uma quebra espontanea da simetria de calibre eletromagnética. Isto significa que um
dos campos presentes na teoria adquire um valor esperado nao nulo que nao ¢é invariante
de calibre.

Considere um modelo envolvendo um campo de calibre A,(x) e um campo escalar

complexo 1 (z); isto é, sob transformagoes de calibre

Y(x) = e Pp(a), (2.27)

Au(x) — A, + 9\(x), (2.28)

para um A(z) arbitrario, as equagoes de movimento para os campos nao se alteram. Sendo

2
e

a carga () multiplo da carga elementar e, as fases # e 6 + <& sao equivalentes. Este é o

grupo de simetria que se assume ser espontaneamente quebrado na supercondutividade,
.« . . oA . 10
pelo campo escalar, ao adquirir valor esperado que quebra a sua invariancia™.
A quebra de simetria que ocorre quando o material passa do estado normal para o

estado supercondutor é uma quebra global de simetria; isso condiz com o fato de que no

interior do material supercondutor, o pardmetro de ordem é tal que no estado fundamental

100 grupo de simetria comentado é um subgrupo do grupo Z;, que consiste das transformacdes de
calibre A\ =0e A =7/e.
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ele é constante[18]. Caso nao fosse assim, e considerdssemos uma quebra local de simetria,
haveria um custo na energia livre maior do que no caso global, violando o principio
variacional para energia minima.

Para vislumbrarmos como o formalismo de teoria de campos pode ser usado para
mostrar as propriedades notaveis dos supercondutores, vamos estudar uma teoria de um

campo escalar real acoplado ao campo de calibre, dado pela densidade Lagrangiana

L= [dk <—iFWF’“’ + DD+ v<|¢|)) | (2.29)

onde F),, sao as componentes do tensor de campo eletromagnético e D, = 9, —iQA,, sdo
as componentes da derivada covariante.

O sistema (2.29) ¢ estdvel na auséncia de campos externos[l7]: isto significa que
a energia do sistema alcanga um minimo quando o campo de calibre é dado por um

gradiente de uma fungao escalar:

A, =0,0.

Nesse caso, A é dito ser de calibre puro. Dai podemos deduzir o efeito Meissner: na
regiao interior do supercondutor (bulk), onde se pode ignorar os efeitos de borda, tem-se
a auséncia de campos externos, e portanto o campo eletromagnético é de calibre puro,
tornando assim o campo magnético nulo nessa regiao.

Para discutir a condutividade infinita presente nos supercondutores, encontramos a
quadricorrente J, que é dada pela derivada funcional da Lagrangiana com respeito as
componentes do campo de calibre A; enquanto a componente temporal desse vetor nos

da a densidade de carga p, as trés componentes espaciais nos dao a corrente elétrica J:

J(z) = — 52@) (2.30)
pla) = (0) = i = - &fo) (231)

A dltima equagao nos diz que p(x) é o momentum canonicamente conjugado ao campo

escalar. Assim, tomando agora uma formulagao Hamiltoniana onde o par canonicamente
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conjugado é dado por {¢(z), p(x)}, a dindmica do campo escalar sera dada pela equagao

(2.32)

O lado direito da equacgao é essencialmente a variacao da densidade de energia pela
densidade de carga: é uma diferenca de potencial entre os pontos no supercondutor. A

dindmica do campo fica entdao determinada por

o(x) = —U(x). (2.33)

Dai segue que um fio supercondutor é percorrido por uma corrente estacionaria e nao ha
dependéncia temporal nos campos, a diferenca de potencial entre as extremidades deve
ser nula. Para que tenhamos simultaneamente uma corrente finita e uma diferenga de

potencial nula, a condutividade deve ser infinita.



Capitulo 3

A Correspondéncia AdS/CFT

3.1 Introducgao

A idéia de que pudesse existir uma equivaléncia entre teorias de calibre e teorias de
cordas nao é nova: a teoria de cordas foi inicialmente desenvolvida como uma teoria efetiva
para as interagoes fortes, e foi muito bem sucedida na modelagem do espectro de hddrons.
Contudo, foi descoberto que uma teoria de cordas quantica s6 era matematicamente con-
sistente em um certo nimero de dimensoes, e com o advento da Cromodinamica Quantica,
que explicava as mesmas propriedades e sem a necessidade de dimensoes adicionais, o in-
tento inicial foi abandonado. Porém, com a posterior inclusao da supersimetria na teoria
de cordas, houveram evidéncias de que ela podia ser descrita por uma de supergravidade,
tornando-a uma candidata a teoria quantica para a gravidade.

O regime perturbativo das teorias de calibre se ajusta muito bem no limite de al-
tas energias; no entanto, quando se passa para o limite de acoplamento forte, acaba se
tornando dificil fazer o tratamento de baixas energias.

Agora, o fato de que uma teoria de cordas pudesse descrever o limite de baixas energias
de uma teoria de calibre com confinamento veio da QCD onde existe um fluxo que conecta
os pares quark-antiquark, encerrado em um tubo. A idéia é que a dinamica desse tubo de
fluxo seja descrita em baixas energias pela dinamica de uma corda, em cujas extremidades
se localizam os quarks. Com isso, se tornaria possivel tratar a dindmica do sistema tanto
no limite de altas energias (quando se utilizaria uma teoria de calibre) quanto no limite de

baixas energias, quando a teoria de cordas dual se tornaria mais adequada (nesse limite

30
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o acoplamento é fraco).

A conjectura de Maldacena [2] diz que hd uma equivaléncia entre teorias de cordas
em espagos AdS, xMp_,, (AdS, é espago Anti-de Sitter n-dimensional e Mp_,, é uma
variedade compacta em D — n dimensoes) e uma teoria quantica de campos que “vive”
na fronteira conforme desse espaco. O regime onde umas das teorias é de acoplamento
forte, na outra é perturbativo.

Posteriormente ao enunciado da conjectura, trabalhos de Gubser, Klebanov, Polyakov
e Witten [3, 19] deram uma formulagdo mais precisa, estudando suas implicagoes. O fato
de haver uma equivaléncia entre teorias quanticas em dimensoes diferentes torna a conjec-
tura de Maldacena uma realizacao do principio Holografico, um principio bastante geral
para teorias de gravitagdo quantica. Uma descri¢ao detalhada do mecanismo utilizado na
discussao da conjectura foge do escopo desse trabalho; portanto, iremos nos deter apenas
ao “ingredientes” necessarios para o estudo do problema principal.

No estudo tipico da teoria quantica de campos, se quer determinar func¢oes de corre-
lacao do tipo

(O1(21)O2(2) - - - Op(2n)) (3.1)

para todos os operadores que invariantes de calibre, como o tensor momentum-energia

T,

v, correntes de Noether J, e operadores escalares O(x). Assim, o que queremos fazer é

modelar a teoria de cordas de tal forma que nos dé os dados que desejamos para a nossa
teoria de campos.

Witten [19] sugere a identificagao

Zs = Zorr (3.2)

entre a funcao de particdo Zg da teoria de cordas e o funcional gerador da teoria conforme.

Se a funcao de particdo da teoria de cordas for aproximada por

Zs = exp(—Is), (3.3)

onde Ig é a acao classica de supergravidade, podemos escrever o funcional gerador da
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teoria conforme como

werr(¢o) = —1s(Pa), (3.4)

onde ¢y representam os campos na fronteira e ¢, sdo as solugdes das equagoes de mo-
vimento. Assim, os campos que obtemos como solugdao na teoria de cordas quando se
aproximam da fronteira funcionam como fontes de operadores na teoria confome. Nor-
malmente a solucao das equagoes de movimento divergem a medida que se aproxima da
fronteira z = 0 (em coordenadas de Poincaré X = (z,x,t)); assim, definimos como con-
dicdo de fronteira ¢. = ¢(z = €,x, 1), tomando entao o limite ¢ — 0. A divergéncia de
b é comparavel a e *, onde A\ é um nimero real: definimos entdo o valor do campo na

fronteira como

do(x,t) = llir(l] e)‘gbe(x, t).

Com isto, a dimensao conforme do campo é —A\, e ele dard origem a operadores com
dimensao conforme A = D + A.

Seguindo o trabalho de Witten[19], vamos estudar casos de campos livres no espago
AdS (especificamente, campo escalar e campo de calibre abeliano), e tipo de implicagoes

eles trazem para a teoria dual conforme.

3.2 Campo escalar nao-massivo

Um campo escalar no espaco AdSp 1 é um campo invariante sob o seu grupo de sime-
tria. Como ele nao diverge quando nos aproximamos da fronteira do AdS, sua dimensao
conforme é A = 0, e portanto ele dara origem a um operador de dimensao conforme D. A

acao para esse campo no espago AdSpyq €

1
16) =75 fuas, ., @7 V50000 (3.5)

Utilizando as coordenadas de Poincaré apdés uma rotacao euclideana, teremos as coorde-

nadas X = (z,x,it), com um elemento de linha dado por

1
ds® = ——dz,dx".

(z0)?
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Nessas coordenadas, através de integragao por partes podemos chegar a[2()]

100) =~ [ aPae Paraner = 5 [ 74150 (220, (Vi) (60)
onde

¢E - ¢(X)|X0:Ea (37)
0
0o0° = 8—;i|mo:€. (3.8)

A variagao dessa acdo, além de nos dar a equagdao de movimento, nos da uma condic¢ao
de fronteira do tipo Dirichlet:
09 = 0. (3.9)

Assim, devemos encontrar por um campo classico que satisfaca a equacao de movimento

1

Z50n (V50"9) =0, (3.10)

que ¢é a equagao de Laplace dentro do espago AdS, e que satisfaca também a condi¢ao de
fronteira (3.9).
Para resolver esta equacgao, utilizamos o método da funcao de Green, onde procuramos

um nucleo K (z,x") para o operador de Laplace,

Lo, (VoK (e, = L0 =)

7 N (3.11)

que também satisfaca as condigoes de fronteira.
Encontrada essa funcao, podemos escrever a solucao classica a partir do valor de

fronteira:

mm:/ﬁfx@fmmm (3.12)

O ntcleo K (z, ") é entao o propagador entre o bulk e a fronteira; na assinatura euclideana,
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pode-se verificar que ele é explicitamente dado por

D
/ Zo
K(z,2") =C , 3.13
0 =0 () o

para 2 # 0 e X # X'. A solucio cléssica (3.12) fica entao

To
3+ X - X

b0, %) = C / APz ( |2> (') (3.14)

De posse da expressao para o campo classico, substituimos na ac¢ao (3.6) para obter

[(¢a) = _071) lim d%d%’% +0O(€) (3.15)
¢D ) P0(X) (X’
= /dD:L‘dDZL‘ (3(( _))gx()w)’ (3.16)

e pela relagdo (3.4), temos o funcional gerador para a teoria conforme:

xdpx/%(x)(bo(x/)

cD
werr(do) = T/d (X — x/)2D (3.17)
Com isto, podemos calcular as funcoes de correlagdo da seguinte forma:
577/
O(X1)0(Xs)---0O(X,)) = w , 3.18
(O(X1)O0(X2) (Xn)) 500(X1)0d0(Xa) - 500 (X,) crr(do) (3.18)

onde as derivadas funcionais sdo tomadas em ¢g = 0. O exemplo mais simples é o da

funcao de correlacao de dois pontos, que é dada por

CD

(OX)OXY) = 7=

(3.19)

e corresponde ao esperado para um teoria conforme num espaco euclideano D-dimensional,

para um campo de dimensao conforme D.



3.3 Campo escalar massivo 35

3.3 Campo escalar massivo

No caso de um campo escalar massivo, os operadores Oa gerados pelo campo tem

dimensao conforme A, dada pela maior raiz da equagaol!]
A(A - D) =m?. (3.20)

Podemos observar que esta relagdo engloba o caso anterior para o campo nao-massivo,
pois quando a massa € igual a zero teremos a dimensao do operador conforme igual a D.

A agao para o campo é

J@n::%/dD“xv@(@¢0w¢+nf¢ﬁ, (3.21)

mas seguindo Witten[19], utilizamos coordenadas estereograficas com uma rotagao eucli-

deana; assim, temos

4
M:u_fwmﬂw X* =t =1 (u=0,--D). (3.22)

Fazendo a mudanca de variavel

r = tanh <%) (3.23)

conseguimos separar explicitamente a parte radial e a angular de (3.22):
ds® = dy* + sinh” yd2. (3.24)

Nesse sistema de coordenadas, a equacao de movimento para o campo se torna

1 d d L?
— |sinh? y—o | — ——— = m? 25
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onde L? representa a parte angular do operador. Para grandes valores de y, podemos
ignorar a parte angular, e equagao é aproximada por

ny & [ p,d
Y — V¢ | =m? 2
e y <e y(b) m-e, (3.26)

que admite uma solucdo €2 desde que
A(A+ D) = m?; (3.27)

dai, temos duas solugoes linearmente independentes para a equagao (3.26), que se com-
portam assintoticamente como e®+¥ e ¢2-Y, onde A, e A_ representam respectivamente
a maior e menor raiz da equagao (3.27). Como uma combinacao linear dessas duas so-
lugbes divergem exponencialmente na fronteira, concluimos que nao é possivel encontrar
uma solugao para a equagao de movimento (3.25) que tenda a uma constante préximo a
fronteira.

Assim, o que se faz é escolher uma funcao f que tenha um zero simples na fronteira,

e procurar por uma solucao “amortecida” que tenha o comportamento

R (3.28)

na fronteira do espago AdS. Seguindo a discussao feita em [1], conclui-se ¢y atua como
uma densidade conforme com dimensao de massa —A,: portanto, o termo de massa age
como um regulador da dimensao conforme. O campo escalar ird entdao gerar operadores
Oa de dimensao conforme D + A, de tal forma que Oa¢q seja uma densidade com peso
A.

Como no caso nao-massivo, queremos encontrar as fungdes de correlagdo, e portanto
encontrar o propagador K (X, X’) correspondente a equagao de movimento. Aqui, temos o
vinculo adicional de precisarmos do comportamento (3.28). Nas coordenadas de Poincaré

(também com rotagao euclideana) (zg,x), calcula-se primeiro o propagador na regiao
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xo — 00, quando ele passara a ter apenas a dependéncia K (xg):

- (xO)HD% ((xo)l_D%K(xOO = -—m?K(2°). (3.29)

Esta equacao admite uma solugao da forma (z°)**? apenas se

A+ D) =m?, (3.30)
cujas solugdes A, A_ sdo
1
A= (=D + Vam? + D?), (3.31)
1
A=3 (=D - Vam? + D?) ; (3.32)

como apenas a solucio (2%)P*+ se anula em x4 = 0, pode-se chegar a seguinte expressio

para o propagador[4, 19], através de uma transformagao do grupo de isometria SO(1, D+

1):

0 / (xO)n+>\+
KX, X)) = ——— (3.33)
(@) + (X — X7)?)
Assim, temos a expressao para o campo classico,
0 D ./ (xO)n+)\+ /
é(a°, X) = ¢ / T (X do(X"), (3.34)

que ao realizar o mesmo procedimento que fizemos para o caso nao-massivo (calcular a

agao classica), nos da

P(X)p(X')
(X _ X/>2(D+>\+) ’

La(6) = / dPzdPx’ (3.35)

Como A, é a maior raiz da equagao (3.30), podemos calcular a dimensao conforme do

operador como

A== (D+VD?+4m?). (3.36)

N | —



Capitulo 4

Supercondutividade Holografica e defeitos tipo

parede de dominio

Os exemplos mais compreendidos da correspondéncia AdS/CFT envolvem espagos
de 10 ou 11 dimensdes (teoria de cordas ou teoria M), onde os campos no limite de
baixas energias sao encontrados através de uma reducao dimensional. Para o caso em
que queremos descrever um fendmeno especifico (supercondutividade ou Cromodinamica
Quéntica), podemos simplesmente escolher os campos e suas interagdes no interior do
espaco de tal forma que possamos modelar o fendmeno desejado da melhor forma possivel.

Portanto, vamos escolher os campos que precisamos para descrever supercondutivi-
dade. O objeto basico para a nossa teoria gravitacional é a métrica g,,. O seu valor de
fronteira ggy é interpretado como a métrica da teoria dual[3].

De forma anéloga, um campo de calibre A, corresponde a uma corrente J* e um
campo escalar complexo corresponde a um operador (também com carga) cuja natureza é
desconhecida. O lagrangeano para um campo escalar complexo, na presenca de gravidade,

pode ser escrito como

1 1 /1 = -
£ = (R4 8) = 5 ([FuP™ + DD+ V(o) ) (4.1)

onde k1, Ko sa0 constantes de acoplamento. O primeiro termo entre parénteses representa o
lagrangeano de Einstein-Hilbert, enquanto o segundo lembra o lagrangeano para o modelo

de Higgs (abeliano), exceto pela escolha do potencial. A quebra esponténea de simetria

38
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ocorreria ao escolher-se um potencial do tipo V(1) = 3 (¢ — a%)’; no entanto, escolhe-se
simplesmente V(¢)) = —m?2 [¢)]* para a modelagem dos supercondutores. Esse tipo de
potencial nao ¢ limitado, e o campo seria portanto instavel. Também, como argumenta
Gubser[6] uma eventual carga de fundo pode trazer um deslocamento para o termo de
massa, contribuindo ainda mais para a sua instabilidade. No entanto, dentro do espaco
AdS existe uma certa escolha para a massa do campo escalar, chamado de limite de
Breitenlohner-Freedman[21, 22] na qual este continua estavel, mesmo na presenga desses
tipos de potenciais ilimitados. Entao, como o potencial é arbitrario, escolhe-se um que
nao viole esse limite.

Para simularmos os efeitos da temperatura na teoria dual, considera-se que os campos
vivem dentro uma espago que seja apenas assintoticamente AdS, e que possua uma métrica

da forma

gs? = L (;i(—j — f(2)dt* + da? + dy2> . flz)=1-2% (4.2)

esta é uma métrica do tipo buraco-negro, e a sua temperatura Hawking Ty = 3/47
determina a temperatura de equilibrio da teoria dual.

As equagoes de movimento para os campos da lagrangeana (4.1) sao

%Du (v/go"p) = m*y, (4.3)
1 v . v VIEAY v 2
NGk (VGO F™) = =i (v — ") — 24" [y (4.4)

Resta ainda escrever as equacoes de Einstein para o sistema gravitacional. No entanto,
para simplificar o problema, recorre-se ao chamado limite de prova, onde os efeitos dos
campos sobre a métrica é desconsiderado. Tal limite é feito fazendo-se k1/ky — 0, mas
mantendo os campos finitos.

Para procurarmos solugoes do tipo kink na teoria dual, vamos estudar inicialmente
solucoes estaticas para o sistema em questao. Também por simplicidade, vamos consi-
derar que todos os campos tem dependéncia apenas na coordenada z no bulk e em uma
coordenada na fronteira, x. Na teoria dual, isso implica uma invariancia de translacao de

direcao y.
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Um ponto de partida para estudarmos solugoes do tipo kink é considerar solugoes
que envolvem um parametro de ordem real, e uma simetria Z, para substituir a simetria
U(1). Assim, se considerarmos a fase do campo escalar constante, duas das equagoes de
Maxwell (a saber, v = z e v = z) s@o satisfeitas trivialmente se tomarmos suas respectivas
componentes do campo de calibre nulas: A, = A, = 0. Se assumirmos também invariancia
translacional, podemos ajustar A, = 0, restando apenas a componente temporal do campo

de calibre:

A= ¢(z,z)dt

Assim, se escrevermos o campo escalar como ¥(z,z) = %zR, podemos escrever as equa-

¢oes de movimento da seguinte forma:

2

fRzz+Rmm+f,Rz+ (7

s + tpw — B2 = 0. (4.6)

- z) p =0 (4.5)

Através de uma expansao para os campos do tipo Frobenius na direcao z, pode-se

chegar ao seguinte comportamento assintético para os campos na regiao z — 0:
R =~ R1 -+ ZRQ, Ar AO + Alz. (47)

pela correspondéncia, os coeficientes da expansao estao relacionados com as grandezas
da teoria dual. Neste caso especifico, podemos interpretar R, como sendo a fonte de um

operador com carga O, de dimensao conforme 2:
Ry =1Jy, Ry=(02), Ao=p, Ai=p, (4.8)

onde p é o potencial quimico, p representa a densidade de carga e J, uma corrente.
Também ¢é possivel invertermos os papéis dos coeficientes Ry e Ry, tornando Ry uma

fonte para um operador de dimensao conforme 1:

R1 = <OQ> RQ = Jl, Ao = W, A1 = pP, (49)
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dessa forma, a o sistema gravitacional d& origem a duas teorias de campos na fronteira.
Para podermos resolver as equagoes de movimento, precisamos ainda impor as condi-

¢oes de contorno, de tal forma que tornem tnica a solu¢ao do nosso problema. Assumindo

que o campo escalar é regular em todo intervalo z € (0, 1), para manter a norma do campo

de calibre também regular quando z — 1 devemos ter

Ryo+ f'R. — 2R =0 (4.10)

¢=0 (4.11)

nessa regiao.

Como o sistema de equacoes diferenciais que constituem as equagoes de movimento
é eliptico, basta agora fixarmos as condi¢bes de contorno na fronteira. Nessa regiao,
vamos escolher condi¢oes que nos permitam obter apenas um dos coeficientes R; e Rj

separadamente; dessa forma, escolhemos

O: ¢=pu, R.=0 (4.12)

Op: ¢=p, R=0 (4.13)

O sistema de equagoes (4.5), (4.6) é dificil de se tratar analiticamente (talvez im-
possivel), e portanto, recorremos a métodos numéricos para obter as solugoes. O método
utilizado foi o de diferencas finitas, que seréa explicado no préximo capitulo, ao estudarmos
a dindmica das paredes de dominio. Resolvemos as equagdes em uma regiao retangular
[0,1] x [-L/2,+L/2], nas dire¢des z e x respectivamente, discretizada em uma rede de
n, X n, pontos. Partindo de uma configuragao inicial (chamada de semente) para as so-
lugoes, e iterando impondo as equagoes diferenciais (apropriadamente discretizadas) e as
condigoes de contorno, ela converge para a solucao do sistema. Abaixo, temos as solugoes
para os campos tanto para o operador J; como para o operador Os.

E interessante notar que a derivada dos campos em relacdo & coordenada espacial z
parece se anular nos extremos do intervalo [—L/2; L/2]. Isso foi verificado em todos os

tamanhos tomados para o sistema, e portanto, poderiamos também impor condigoes de
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Figura 4.1: Solu¢do para os campos na teoria O1
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Figura 4.2: Solugdo para os campos na teoria O

Neumann para os campos sem afetar o resultado final. Outro fato importante é que se
perturbarmos essas solugoes, elas voltam ao estado original rapidamente, sugerindo que
sao configuragdes estaveis para os campos.

A partir das solu¢oes encontradas, extraimos os perfis na fronteira, que é o local onde
desejamos estudar o comportamento dos campos. Na figuras 4 e 4 temos os perfis de
fronteira para os campos nas duas teorias, em funcao da coordenada espacial x.

Esses perfis lembram as funcoes tanh e sech?; se fizermos um ajuste dos pontos uti-
lizando essas fungoes e compararmos com equacao de Gross-Pitaevskii, veremos que os
coeficientes do ajuste estao relacionados com os comprimentos de coeréncia de Ginzburg-

Landau.
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Capitulo 5

Dinamica de Defeitos Topolégicos

Neste capitulo vamos discutir a principal contribuicao do nosso trabalho, que é o estudo
cinematico de defeitos topoldgicos. Veremos como podemos obter solugoes dinamicas do
problema a partir das solugoes estaticas, através de transformacgoes do grupo de isometrias
da métrica utilizada: a partir do caso mais conhecido, que sao as transformacoes de

Lorentz[23], tentaremos extender a idéia para os supercondutores holograficos.

5.1 Grupo de isometrias

Considere a equagao de onda em (1+1)-dimensoes,
Lo 2

uma caracteristica dessa equacao é que, dada uma fungao real diferenciavel f(y), podemos
torna-la solugao de (5.1) fazendo-se ¢(t,z) = f(x % ct); teremos entdo uma solugdo que
se propaga com velocidade +c e que nao apresenta mudanca em sua forma.

Isso estd relacionado com o fato da equagao (5.1) ser invariante sob as transformagoes

de Lorentz, em particular as do tipo

r =2 +ot'), (5.2)

= (t' + 1)1‘,) , (53)

o 1 ~ . ~ .
onde v = — Transformagoes desse tipo sao chamadas boosts, e podem ser ima-
Vi-(%)
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ginadas como rotagbes envolvendo angulos imaginéarios. As transformacgoes de Lorentz

representam as isometrias da métrica de Minkowski,
n = da® — dt*; (5.4)
ou seja, a métrica é preservada sob essas transformacgoes:

dz? — di* = 4 (da’ + vdt')” — +* (dt’ + vdz')?
= 2 ((d:zc’)2 +v*(dt')* + Zde'dt') — 2 ((dt')2 + v*(da’)? + 2vdt'dx')
=7*(1 = v?)(da’)” +7*(v* = 1)(at')’

= (dz')? — (dt')2.

Assim, em sistemas com invariancia relativistica como (5.1), uma vez que se conhega
uma solugao estatica, pode-se obter uma solucao dinamica através de um boost. Isto pode
ser extentido, desde que saibamos o grupo de isometria do espaco considerado.

Discutimos brevemente na se¢ao 1.2.5 que o grupo de isometrias do AdS atua sobre a
sua fronteira como uma transformacao de Lorentz; entao, o principio discutido pode ser
aplicado as equagoes de movimento dos campos.

Vamos entdao tomar a métrica de buraco negro apresentada no capitulo 4,

f(Z)dtQ + 1

==

1
dz? + = (dx2 + dyQ) C f(2) =12 (5.5)

e fazer a transformagao de coordenadas (5.2), (5.3), e mantendo as outras coordenadas
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constantes:
ds® = ‘%72 (dt’' +vda')* + 22;(2)4&2 + ; ((da’ + vdt')* + dy?)

- 1 if )72 ((dt’)2 + v*(da’)? + 2vdaz’dt’) + ngl(z)dg
+% (((da')? + v*(dt')? + 2vda’dt’) + dy?)

_ fz) —v*\ 1

= -7 < > ) (@) + 5%

1 2 2 "2 2 272@ I,

5 (7P (1= () (@' 4+ dy?) + =5 (1= f(2)) da'dt

Percebe-se claramente que a métrica nao foi preservada sob as transformagoes (5.2),
(5.3), e portanto as equagoes de movimento para os campos nao sao preservadas pelos
boosts.

A métrica resultante da mudanca de coordenadas nao é sequer assintoticamente AdS,
e portanto nao podemos esperar que haja uma correspondéncia na fronteira (caso esse
espago tenha); no entanto, se observarmos os coeficientes da métrica que foram modifica-
dos, todos contém termos de segunda ordem em v, exceto o termo cruzado da’dt’. Assim,
a estratégia que vamos adotar é fazer um estudo aproximado, valido em primeira ordem

em v, ao fazermos uma perturbagao na métrica do buraco-negro (5.5):

guu = Juv + Uhuua (56)
de modo que teremos entao
o f(2) 0 1 2 1 2 2 .
ds* = — > dt” + z2f(z)dz + ] (d:v + dy ) + 2uzdzdt (v < 1); (5.7)

nessa aproximagao, a métrica volta a ser assintoticamente AdS, e ainda admite boosts na
teoria dual.

Portanto, para estudarmos a dindmica das paredes de dominio nesse novo cenario,
resolvemos as novas equagoes de movimento, e nas solugdes encontradas fazemos um

boost de Lorentz.
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As equagdes de movimento agora ficam

fhez + Ve + [ — @m + (%2 —z— @) W=0 (5.8)
fboz+ Goa — 2070 =0 (5.9)

[+ 3ffz — 2 9 =0 (5.10)

202 e = 0 (5.11)

O caso perturbado recupera as solugoes estaticas quando v — 0; como ainda queremos
encontrar solucoes do tipo parede de dominio, mantemos as mesmas condigoes de contorno
do caso estatico nas bordas espaciais; a tnica condi¢do de contorno a ser modificada ¢é a
do campo escalar na regiao z — 1:

4ivz3

¢xx+fl¢z_7wx_zw:0

5.2 Métodos Numéricos: Diferencas finitas

As equagoes de movimento (5.8) e (5.9) sao muito complexas para serem tratadas
analiticamente; iremos recorrer entao a métodos numéricos para resolvé-las.

A forma mais simples de se procurar solu¢oes numéricas para uma equacao € através do
método das diferencas finitas, quando substituimos as derivadas nas equacoes diferenciais
por aproximagoes de diferencas, obtendo assim um sistema de equagoes algébricas cuja
solugao é uma aproximacao da solugao real.

Como exemplo, considere a equacao de Poisson em uma dimensao

¢"(z) = f(z), (5.12)

a ser resolvida no intervalo unitario [0, 1] sob condigoes de contorno de Dirichlet ¢(0) =
¢(1) = 0.
O método consiste em transformar o dominio de solu¢do em uma rede (figura 5.2),

formada por um conjunto finito de N + 1 pontos dados z; = iAx de tal forma que zo = 0
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e xy = 1, e entao fazer a aproximacao

&' () ~ Gi1 _Zﬁi2+ Git1 (5.13)

para as derivadas. Nestas equagoes, os nimeros ¢; representam os valores da funcao

tomados nos pontos da rede: ¢; = ¢(x;), e i ¢ um nimero inteiro tal que rg =0 e xy = 1.

s
) e ® ® ® ® ® o X
i) T i1 & i1 IN-1 TN

Figura 5.1: Discretizacio do intervalo unitdrio para solucio numérica

Com isso, a equacao (5.12) pode ser aproximada por

Gim1 — 2¢i + dina
hs

= f.. (5.14)

Como essa equacao deve ser satisfeita em todos os pontos interiores do dominio, temos
um sistema de M + 1 equagoes algébricas a resolver: as condig¢oes de contorno aparecem
quando escrevemos a equacao para os sitios proximos a fronteira. Neste exemplo, as
condicoes de contorno sao expressas por ¢o = ¢p; = 0, e as equacdes para os sitios

vizinhos (respectivamente i =1 e i = M — 1) sao

—2¢; +
}1%26 ¢2 - f1
¢M—2 - 2Qbel o

Se escrevermos todas as equagoes, para os sitios ¢ = 2,3,..., M — 2, iremos observar
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que as equagoes para todos os sitios podem ser sumarizadas pela equagao matricial

0 —2 1 %o Jo
1 -2 1 o1 fi
1 -2 1 P2 | = | fo

1 2 0) \ona v

Este sistema de equagoes pode ser resolvido por varios métodos, como por exemplo
eliminacao Gaussiana. A matriz dos coeficientes é denominada matriz esparsa, por ter a
maior parte de seus elementos iguais a zero. Para um ntiimero muito grande de equacoes
(o que significa que o espagamento entre os pontos da rede é menor) e para outros tipos
de equagOes mais gerais e complicadas que a mostrada aqui, o nimero de equagoes fica
maior e a matriz pode deixar de ser tridiagonal; dado que o grau de esparsidade da
matriz também aumenta e o padrao seus dos zeros pode ser dificil de se determinar, uma
solugao direta para o sistema de equagoes algébricas deixa de ser uma problema simples.
Para isso, pode-se recorrer a uma solugao iterativa, onde escolhemos uma solucao inicial e
utilizamos uma regra para determinarmos uma solugao mais acurada. Existem varios tipos
de métodos, como o método de Jacobi, Gauss-Seidel, Newton-Raphson e sucessive over
relazation(SOR); embora os dois primeiros fornegam uma convergéncia bastante lenta,

serao os que utilizaremos por mais simples de ser explicados e implementados.
5.2.1 Meétodo de Jacobi e Gauss-Seidel

Considere novamente o problema (5.12); observe que podemos reescrever as equagoes
(5.14) como

¢ = (cbi—l + Git1 — hifi) : (5.15)

DO | =

para o caso de uma equacao de Laplace (f; = 0) esta equagao diz que o valor da fungao
em cada ponto é uma média dos seus valores nos pontos vizinhos. Isto expressa a seguinte
propriedade das fung¢oes harmonicas: o valor da fungdao em cada ponto é igual ao valor

médio da fun¢do em torno de uma superficie fechada contendo o ponto,no limite que a
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superficie colima no ponto. No contexto da conducao de calor, diz-se que havera um fluxo
de calor no ponto até que a condigao (5.15) seja satisfeita.

A equagao (5.15) sugere o seguinte esquema iterativo para se determinar uma estima-
tiva ¢§"“+1) a partir de uma gbz(k):

S =

1

(6% + oty — h2fi) - (5.16)

N | —

Este esquema é chamado de método iterativo de Jacobi, e para alguns tipos de problema
(especialmente no caso de equagoes elipticas) é possivel mostrar que que a partir de uma
configuragao inicial gbl(o) a solugao converge.

Observe que no método de Jacobi os valores da func¢ao no passo k + 1 depende uni-
camente dos valores da func¢ao no passo anterior k. Se escrevermos os valores da funcao

como dependentes da iteracao k e da iteracao k + 1, teremos o esquema

D ( D 4 p®) hifi) : (5.17)

DO | —

que é conhecido como esquema iterativo de Gauss-Seidel. Embora a implementacao seja
quase idéntica ao do método de Jacobi, incrivelmente a sua velocidade de convergéncia é
cerca do dobro da convergéncia do método de Jacobi.

Uma das vantagens desses métodos iterativos é que podemos observar que a matriz
correspondente ao sistema de equagoes nao é armazenada, reduzindo o armazenamento

de dados e assim o algoritmo se torna mais eficiente.



Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

O trabalho teve como objetivo o entender a formagao e a dindmica de paredes de
dominio em superfluidos, utilizando-se a correspondéncia AdS/CFT. Construimos os pro-
pagadores que relacionam os campos classicos dentro do bulk com seus valores assintéticos
na fronteira, verificando que um campo escalar complexo atua na fronteira como um ope-
rador carregado, cuja dimensao conforme depende do ntimero de dimendes do espaco e se
0 campo tem ou nao massa.

A partir do modelo abeliano de Maxwell-Higgs, utilizamos um acoplamento fraco com
a gravidade para escrevermos as equagoes de movimento dos campos sob um fundo fixo, de
um buraco-negro no espago AdS. Pela correspondéncia AdS/CFT, isso nos permitiu tratar
o problema a uma temperatura finita, dada pela temperatura Hawking do buraco-negro.

Verificamos ainda que é possivel obter solugoes do tipo parede de dominio em superflui-
dos através desse tratamento. Dada a dificuldade em se resolver as equagoes diferenciais
que o problema apresentou, optamos por fazer uma investigacao numeérica, onde resolve-
mos o sistema de equagoes diferenciais resultante para as equagoes de movimento através
de um método iterativo.

As solugoes encontradas se mostraram estaveis sob pequenas perturbacoes, e exibiram
duas escalas caracteristicas de comprimento, uma dada pelo campo escalar e outra pelo
campo de calibre. Isso contrasta com o fato de s haver uma escala caracteristica (a do
pardmetro de ordem) na teoria de Ginzburg-Landau.

Por fim, investigamos a dinamica das solugoes encontradas, onde verificou-se que para
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se utilizar as isometrias de Lorentz nas solugbes estaticas afim de se obter dinamica,
é necessario modificar a métrica de tal forma que ela seja invariante sob esse tipo de
transformacao, tal como é a métrica de Minkowski.

As principais perspectivas deste trabalho sdo a resolugao das equacoes de movimento
para a métrica modificada, verificando se nesse caso ainda é possivel obter as solucoes
de parede de dominio, e caso positivo, se elas sao estaveis. Como a modificacao feita na
métrica ¢ valida em primeira ordem na velocidade, pode-se também investigar o com-
portamento do sistema para o conjunto de equagoes derivadas da métrica completa, ou
considerar a métrica utilizada no capitulo 4 com a dependéncia temporal para os campos.

Por fim, gostariamos de explorar também a formagao de outros tipos de defeitos to-
pologicos, como os vortices, que ocorrem com frequéncia em supercondutores tipo II, e

cuja dinamica é extensivamente estudada.
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