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Resumo

Neste trabalho estudamos o nao vicio assintético, a consisténcia forte e a consisténcia uniformemente forte
de uma classe de estimadores do tipo ntcleo f,, para a densidade f definida sobre uma esfera unitaria

k-dimensional.

Palavras-chave: Estimagao nao paramétrica, Estimador do tipo ntcleo, Consisténcia forte, Consisténcia

uniformemente forte, Nao vicio assintético.



Abstract

In this work we studied the asymptotic unbiasedness, the strong and the uniform strong consistencies of
a class of kernel estimators f,, as an estimator of the density function f taking values on a k-dimensional

sphere.

Palavras-chave: Non-parametric estimation, Kernel estimators, Strong consistency, Uniform storng

consistency, Asymptotic unbiasedness.
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Introducao

Quando estudamos inferéncia, observamos que existem dois tipos de estimacao, a saber: estimacao

paramétrica e estimacao nao paramétrica.

Os métodos estatisticos cldssicos de estimagdo eram paramétricos. Nesses métodos supoe-se que a
amostra é de uma populacao cuja distribuicao é de uma familia paramétrica conhecida, bastando apenas
estimar os parametros desconhecidos. Essa suposicao pode causar problemas quando se tenta aplicar
esse método a modelos levemente perturbados, pois as conclusdes podem ser erradas. Esses problemas
motivaram o desenvolvimento de métodos estatisticos ndao paramétricos. O problema fundamental dos
métodos de estimagao nao paramétrica é estimacgao de densidades, quando existem, da populagao da qual
se toma uma amostra. Existem varias técnicas para estudar estimacao nao paramétrica, uma delas é

utilizando-se uma classe de estimadores chamados estimadores do tipo ntcleo.

Em 1962, Parzen [1] estudou uma classe de estimadores chamados estimadores do tipo nicleo e

definidos por
n
1 T — Xz
nh 4 h
i=1
para estimar a densidade f de uma varidvel aleatéria, com base em uma amostra i.i.d. Xi,...,X,, em
que h = h,, | 0 quando n — oo e K é uma fungao do tipo nicleo apropriadamente escolhida. Ele mostrou
que esses estimadores tém boas propriedades estatisticas como nao vicio assintético, consisténcia e nor-

malidade assintética.
Em 1983, Prakasa Rao [2] fez um vasto estudo sobre métodos de estimagao ndo paramétrica em seu
livro. Dentre os quais, destacamos os estimadores do tipo ntcleo para estimar densidades, tanto no caso

unidimensional quanto no caso multidimensional.

Em 2001, Campos [3] estudou os estimadores do tipo niicleo para densidades gerais f, com respeito
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a uma medida o-finita sobre (E,€), onde E C R* e £ é uma o-4lgebra de subconjuntos de E.
1 n
ju@:EZ?me&yh:hn

onde, para cada h e para cada x, W(h,z,-) é uma fungdo mensurdvel definida em E.

Em 2005, Campos e Dorea [4] estudaram a classe de estimadores apresentada em 2001 considerando
uma cadeia de Markov com espago de estados geral a fim de estimar sua densidade limite. Os detalhes

desse trabalho podem ser vistos na dissertagdo de mestrado de Soares (2010) [5].

Em todos os trabalhos anteriores, a funcdo f estimada é definida sobre R¥. Considerando € a
esfera unitéaria em R* e f uma densidade sobre €, podemos estimar a densidade f em um ponto
x € Qy fazendo uso desses estimadores citados. Para tanto, escolhemos y € i, y # = e tomamos uma
bijecio ¢ : Q) — {y} — R*¥"!1. Usando estimadores do tipo ntcleo, podemos estimar a densidade de
¢(X), baseando-se na amostra ¢(X1), ..., #(X,,), e pela inversa da bijegdo ¢ podemos estimar f(X). Esse
método porém esbarra em duas dificuldades praticas. Primeira, a bijecao e sua inversa podem ser dificeis
de calcular, sobretudo para valores grandes de k. Segunda, qualquer que seja a bijegao utilizada, existe
sempre algum ponto y € Q. no qual a densidade néo pode ser estimada. A classe de estimadores do tipo
nicleo f,(z) que estudamos neste trabalho é definida diretamente sobre §2;, de modo que nao esbarramos

nessas deficuldades.

Neste trabalho tratamos com estimacao nao paramétrica, onde estudamos a construcao de uma classe
de estimadores do tipo niucleo para uma fungao de densidade desconhecida f, baseado em uma amostra
independente e identicamente distribuida (i.i.d.) de vetores aleatdrios que assumem valores em uma esfera

de R¥, k > 3, com densidade comum f.

Nosso trabalho serda baseado no artigo Kernel estimators of density function of directional data de
Bai, Rao e Zhao (1988) [10] cujo objetivo é desenvolver uma teoria adequada de estimagao do tipo nicleo
para a densidade f de vetores aleatérios i.i.d. que tomam valores em uma esfera unitaria k-dimensional

Q. e que tém f como sua distribui¢cdo comum.

Estudamos o nao vicio assintético, a consisténcia forte e a consisténcia uniformemente forte do
seguinte estimador do tipo nicleo para f(z) baseado em uma amostra ii.d. Xi,..., X,
1 = 1-2'X
falz) = WO(h)ZK (hzl) ;T € Qg (0.1)
i=1
em que €, é a esfera unitaria de R¥, k > 3, e onde h = h,, > 0, K(-) e C(h) satisfazem algumas condicoes

apropriadas que vamos comentar posteriormente.
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Nosso trabalho serd dividido em quatro partes: no Capitulo 1, apresentamos com mais detalhes o
nosso objeto de estudo, o estimador f,(x). Na Secao 1.1, enunciamos alguns resultados cldssicos que
serao usados ao longo de todo o nosso trabalho. Na Secao 1.2, enunciamos alguns resultados relacionados

a estimacao sobre a esfera, alguns deles apresentamos a demonstragao.

A seguir estudamos as condigoes dadas sobre a funcdo K e a sequéncia h sobre as quais obtemos: no

Capitulo 2, o néo vicio assintético de f,(x), isto é,

i |Bfu(x) — ()] =0,
e quando f é continua em
lim sup |Efy(z) — f(z)] = 0.

No Capitulo 3, mostramos a consisténcia forte de f,(x), isto é,

lim f,(z) = f(z) q.c. (quase certamente)

n—oo

para todo ponto = de continuidade da f.

No Capitulo 4, mostramos a consisténcia uniformemente forte de f,(z), isto é,

lim sup |fn(z) = f(@)| =0 q.c.

n—oo

Observamos apenas que para estudar a consisténcia uniformemente forte foi necessario a introdugao do

conceito de V-C classe, qual foi introduzida no Capitulo 1.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos os resultados que serao utilizados ao longo deste trabalho. Na Secao 1.1
apresentamos os resultados classicos cujas demonstragoes podem ser encontradas em muitos livros-textos
de medida e de probabilidade como, por exemplo, [6], [7], [8] e [9]. Na Segdo 1.2 apresentamos alguns
resultados que dizem respeito ao problema de estimacao sobre a esfera, e a maioria deles foi demonstrada.
Vemos em (4.12) que o termo C(h) aparece na expressao do estimador f,(z). Nos préximos capitulos

precisaremos ter a garantia de que lim C(h) existe, e isso serd mostrado na Segao 1.3.
h—0

1.1 Resultados Classicos

Iniciamos esta segao com a definicao das fungoes Gama e Beta.
Defini¢ao 1.1 A funcio Gama, denotada por T'(-) € definida por
o0
I'(t) :/ 27 te"*dz, parat > 0. (1.1)
0

Através de integragdo por partes temos que I'(t + 1) = tI'(t). Se n € N, entdo I'(n + 1) = n!l. Em
1
particular, T <2> = /7.

Definicao 1.2 A func¢do Beta, denotada por 3(a,b) € definida por
1
B(a,b) = / 22711 — 2)Ydz, para a,b> 0 (1.2)
0

Para as fungoes Gama e Beta, vale a seguinte relagao

['(a)C(b)

A0 = Tav oy

(1.3)
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Teorema 1.1 (Teorema da convergéncia dominada) Se  {f,} € uma  sucessdo de

funcdes mensurdveis e g e h sao funcgoes integrdveis, entdo:

(a) fn < g quase certamente, para todo n = /lim sup f, > lim sup/fn

(b) fn > h quase certamente, para todo n = /lim inf f,, <lim inf/fn ;

(c) Se fn LAY I elfnl < g quase certamente para todo n, entio /f = lim/fn.
n

o0
Lema 1.1 Seja an uma série absolutamente convergente, com b, # 0 para todo n € N. Se a

n=1
&S]

sequéncia (ay, /by,) for limitada (em particular, se for convergente) entdo a série E a, serd absolutamente
n=1
convergente.

o0
Lema 1.2 (Borel-Cantelli) Para a sequéncia de eventos {E,}, temos que se ZP(E”) < o0, entdo

n=1
P <lim sup En> =0.
n
Lema 1.3 A sequéncia {Y,,} converge quase certamente para 0 se, e somente se, para todo € > 0, tem-se

P <lim sup{|Y,| > 5}> =0.

Lema 1.4 (Teorema Central do Limite de Liapunov) Seja{X,, : n > 1} uma sequéncia de varidveis

2

n’

aleatorias independentes, com esperanca ji, e variancia o2, com o2 < 0o e pelo menos um dos o2 ’s maior
n

que zero. Sejam S, = X1+ Xo+ -+ X,, e 82 = Zaf. Se a condicao de Liapunov estiver satisfeita,
i=1
isto €, se existir 6 > 0 tal que

] 1 n 6
Jim —5 37 B ) =0,
nog=1
entao
Snp — E(Sp)

2 N(0,1).
Sn
Definicao 1.3 Sejam A um retingulo de R, g : A — R wma funcgdo limitada, e P uma particio de A.

Para cada subretangulo S da particao, denotemos

ms(g) = inf{g(z):x €S}

Ms(g) = sup{g(z):z e S},

e v(S) o volume de S. As somas inferior e superior de g com relagdo & particao P sao definidas,
respectivamente, por
Lg.P) =) _ms(gw(s) e  Ulg.,P)= Y Ms(g)u(S).
SePp SePp
Teorema 1.2 Uma fungdo limitada g : A C R* — R € integrdvel a Riemann se, e somente se, para

todo € > 0 existe uma particao P de A tal que U(g,P)—L(g,P) < €.



1.2 Resultados Particulares 13

1.2 Resultados Particulares

Iniciamos esta secao enunciando e demonstrando o Lema 1.5, que é uma versao mais fraca do Lema

1 encontrado em [10], pois inserimos a hipétese de que as varidveis &1, ..., &, s@o identicamente distribuidas.

Lema 1.5 Sejam &1, ...,&, varidveis aleatdrias i.i.d. tais que E(&1) = 0 e Var(§&) = o%. Suponha

também que existe uma constante b tal que P(|&;| < b) =1, i = 1,...,n. Entdo para todo € > 0 e para
todo n suficientemente grande temos

1 — ne?
Pl |- il > <2 —_— .
(i55e]2) <200 (o)

Demonstragao. Faremos a demonstragao inicialmente para o = 0 e depois para ¢ > 0.

Se 02 = 0, entdo para cada i temos & = ¢; € R. Logo, E(&;) = ¢;. Por outro lado E(&;) = 0 por

hipétese. Assim, ¢; = 0 e consequentemente &; = 0. Desse modo, para todo € > 0, temos

1 n TL62
Pl|=) &|ze|=P0>e)=0<2 -,
(71_15 _6> 0=9=0= Emp( 2o2+bs>

para todo n € IN.

> 0, entao lim 32 = lim E 0?2 = lim no? = oco. Vamos mostrar, agora, que para as
n—oo

n—oo n—o0

Se o2

variaveis aleatdrias &; a condigao de Llapunov é satisfeita quando § = 2.

1
s S - = i LS R(al)
i—1 n =1
= HILIEOQZE“&'Z‘&F)’
n =1

mas, por hipétese, P(|&;| < b) = 1 e podemos escrever

1
IMQHZEm/WW hquEw@

n— o0 n—o0 Sp
i=1

IN

= lim —b2§ E(&%)
=1
n
= lim —b? E a?
n—oo 8§ ‘
n i=1
= lim b2s?
oo §22 1
n-n
. 1
= lim —b?
n—oo §
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Seja S, = Zfi. Pelo Teorema 1.4, temos

i=1

Sn D, N(0,1).

Sn

ne
—, temos
Vno

P(SHZy) = P

Seja € > 0. Fazendo y =

: (
n ne
(752 7o)
= P (S, > ne)
= P &25

ou seja,

1 n 1 [o'e) 12
lim P | — i > € :—/ e 2dx = ®(—y).
lim_ (ngf ) %=, (-y)

onde ®(—y) é a funcao de distribuicio de uma v.a. W ~ N(0,1). Logo, cW ~ N(0,0?). Assim,

o(-y) = P(W=y)

(o 2)
= P (VnoW > ne).

Podemos considerar Y = I(z>pe), em que Z é uma v.a.. Assim,

1, se Z > ne;
Y:

0, c.c.

E(Y) = P(Z > ne).
Dado o > 0, podemos observar que se Z < ne, entdo Y = 0 < e*Z="%); ¢ também que se Z > ne,
entaio 0 < Z —ne e 0 < a(Z —ne), ouseja, Y =1 =1¢" < e®(Z=1¢)  Em todo caso, temos Y < e*(Z—ne)

e, pela monotonicidade da esperanga,

P(Z > ne) E(Y)
E (ea(z_"a))

= e "E (7). (1.4)

IN
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Usando a inequagéo (1.4) com Z = y/ncW e denotando por My, a fungdo geradora de momentos de

W, obtemos
P(VRoW 2ne) < emeE (envioW)
e_naaMW(O[\/ﬁO')

_ 2 2
— e nasga’no /2

_ efna€+a2na2/2

Para minimizar a tltima expressao com relacdo a «, devemos ter a = /0. Logo,

ne

®(—y) = P (VnoW > ne) < exp (—202> .

2 2

n ne
Agora, notemos que 202 < 202 4 be e, consequentemente, — —— < —————
202 202 + be

ne? ne?
ey = ew (=55 ) < exp | —5a )

1 n
Como lim P ( E & > s) = ®(—y), temos para n suficientemente grande:
n
i=1

. Assim,

n—oo

O mesmo ocorre com P (rlz zn:(—g,») > E), pois E(=&) = —E(&) =0e Var(=&) = (=1)*Var(§;) = o2.

i=1

Portanto, para n suficientemente grande, temos

1 n
A(EaIEn

Il Il
| o
/‘\/:T\
M- M-
L o
Y V
™ ™
~
+ +
e o
/‘\/‘\
1 s
1
m o
et Vv
v ™
™ N—————
~_—

Il
[\}
@
o]
ko]
/7~
)
)
N3
+ %%
S
ot
~_

]
O lema a seguir, encontrado em [11], é um resultado que foi importante na demonstracao da con-

sisténcia uniformemente forte, apresentada no Capitulo 4.

Lema 1.6 Suponha que K é uma funcio nao-negativa, limitada e integrdvel a Riemann sobre R¥. Para

cada n,0,p > 0 podemos encontrar uma fungdo

K*(z) = ZaﬂAi ()

em que
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(i) ai1,...,an, sGo nimeros reais nao-negativos,
(ii) Ay, ..., Ay, sdo retangulos disjuntos contidos em [—p, p|*,
(iii) K*(z) <supK(z), =z € R,

x

(iv) |K*(z) — K(x)| < n em [—p, p|*, exceto em um conjunto D,
N*
(v) DCB= U B;, em que By, ..., Bx+ sdo retangulos de [—p, p|* cuja unido tem medida de Lebesgue

i=1
menor que d.

Demonstraciao. Sejam 7,5,p > 0. Pelo Teorema 1.2, existe uma particio P de [—p, p]* tal que
U(K,P)-L(K,P) < né, pois K é integravel a Riemann sobre R¥. Denotemos por S os retangulos
da partigiao P de [—p, p|¥. Fazendo

= Z Msls e Kz= Z msls,

SeP SeP

em que Mg e mg sao respectivamente o supremo e o infimo de K no retangulo S, temos

D ={z € [—p,p|*; K(x) — Ka(z) = n} € {z € [-p, p*; K1 (z) — Ka(z) > n}.

=Sn{zel[-p ] i Ky (z) — Ka(x) > n}.
Assim,
né > U(K,P)—L(K,P)
= ZMS st
S
= Z( s(f) —ms(f)v(S)

S

> (Ms(f) = ms(f))v(Bs)
Bs
> m(Bs)
Bgs
= 0y v(Bs),
Bgs

v

v

ou seja, nZV(BS) < nd, que nos da
Bs

> v(Bg) < 6.

Bs
Logo, D esta contido em uma uniao disjunta de retangulos e tém medida de Lebesgue menor que ou igual

a 0. Para concluir a demonstragao, basta tomar K* = Ko. [
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Também para mostrarmos a consisténcia uniformemente forte foi necessario a introducao de um con-
ceito, a saber: classe de Vapnik-Chervonenkis (ou V-C classe) com indice s. Para que esse conceito fique

claro apresentamos a seguir a definicao dos elementos envolvidos bem como um exemplo.

Sejam 1, ..., z, r elementos de R ¥, e &7 uma classe de borelianos de R ¥. Denotemos por A”Q{(xl, ey Tp)

o nimero de conjuntos distintos em {F N A; A € &/}, onde F = {z1,...,x,}. Defina
m? (r) = max A (21,020, (1.5)

Vapnik e Chervonenkis mostraram que m® (r) = 2" para qualquer inteiro positivo r, ou m® (r) < r5+1,
onde s é o menor inteiro j tal que m? (4) # 27. Uma classe de conjuntos 7 para a qual vale este tiltimo

caso serd chamada uma classe de Vapnik-Chervonenkis (ou V-C classe) com indice s.

Exemplo 1.1 (Exemplo de uma V-C classe)

Seja B = {(z,y) € R? ; 2,y > 0}. Consideremos a o-dlgebra & = o(B) = {,IR?, B, B¢}. Notemos que
essa é a o-algebra gerada pelo primeiro quadrante e é uma classe de borelianos de R 2. Para r = 1,2, ...,

podemos calcular m (r) = max A7 (z1,...,x,), em que F = {1, ...,x,}.

Para r = 1, o conjunto F' é da forma F = {z1}, e temos as seguintes possibilidades:
e Sex; € B,entio FN)=FNB°=0e FNB=FNR?=F. Disso, A (z;) = 2.
e Sex; € B entio FN)=FNB=0e FNB°=FNR2=F. Disso, AY (1) = 2.

Logo, m¥ (1) = m}@xA”(xl) =2=2%L

Para r = 2, o conjunto F' é da forma F = {x1, x5}, e temos as seguintes possibilidades:
e Sexy, 23 € B,entdo FNP)=FNB°=0Pe FNB=FNR?=F. Disso, A% (z1,25) = 2.
e Sexy, 10 € B entdio FN)=FNB=0e FNB°=FNR?=F. Disso, AY (z1,22) = 2.

e Sex; € Bexy € B, entdao FNP =0, FNR?2 =F, FNB = {21} e F N B® = {x3}. Disso,
Ad(arl,xg) =4,

e Sex; € B e x5 € B, também temos A7 (21, 13) = 4.

Logo, m¥(2) = max A (z1,29) = 4 =22

Para r = 3, o conjunto F' é da forma F = {x1,x2,x3}, e temos as seguintes possibilidades:

e Sexy, 13,73 € B,entdo FN)=FNB°=0e FNB=FNR?=F. Disso, A? (x1, 29, 23) = 2.
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e Se xy,x9,73 € B¢, entdo FN)=FNB=0e FNB°=FNR?=F. Disso, AY (x1, 25, 13) = 2.

e Sexy, 19 € Bewz € B¢, entao FN 0 =0, FNR?=F, FNB = {21,722} e FN B® = {x3}. Disso,
A'Q{(ml, x2,x3) = 4. Este resultado é o mesmo para qualquer caso em que um dos vetores de F

estd em B (ou B€) e os demais em B¢ (ou B).

Logo, m¥ (3) = max A7 (21,19, 73) = 4 # 23

Observemos que 3 é o primeiro inteiro positivo j para o qual m® (4) # 27. Daqui por diante, ou
seja, para r = 3,4,5, ... devemos ter m? (r) < r3T! = 4. O fato de ndo se ter m?(r) = 2" para todo

r=1,2,... significa que &/ é uma V-C classe com indice 3.

Observemos também que B(IR?2), os borelianos de R?, nio é uma V-C classe, pois temos

mB(]R2)(7") =27 para todo r = ]-7 23

No préximo lema, precisaremos da definigdo de probabilidade induzida empirica (ou, simplesmente,
probabilidade empirica) p,, que serd comparada com a probabilidade induzida (ou, simplesmente, proba-
bilidade) p. Lembre-se que a probabilidade induzida de uma varidvel aleatéria X ¢é dada por

w(A) = P(X € A) para todo A € B(RY).

Sejam X1, Xs, ... uma sequéncia de vetores aleatérios i.i.d. de R* com probabilidade p, e seja p, a

probabilidade empirica de Xy, ..., X,, isto é,
1 n
fin(A) = o > Ia(X3), (1.6)
i=1
em que I4 é a fungao indicadora. Denotemos a “medida de distancia” entre u, e pu por

D (o, ) = sup, lpn (A) = p(A)].

Além disso, assumamos que

Dn(e,pn),  sup |pun(A) — pan(A),  sup pn(A)
Aced Aco

sao varidveis aleatorias. Temos entao o seguinte lema.

Lema 1.7 Seja o/ uma V-C classe com indice s tal que 21612 wlAd) < 6§ < é Entao, para qualquer
e >0,
P(Dp(e, 1) >¢) < 5(2n)° exp(—ne?/(916 + 4¢))
+7(2n)* exp(—nd/68) + 22 Tn1+2% exp(—nd/8)
desde que

n > max{125/¢%, (68(1 + s)log 2)/5}.
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Denotemos por | - || a norma euclidiana em R*. Vamos escrever

B(z,p) ={y;|ly—z| < p}, ze€R¥p>0,

B(z,p) ={y;lly—z|| < p}, zeR¥p>0.

Temos agora o seguinte lema.

Lema 1.8 Sejam B(k) o conjunto de todas as bolas abertas B(x,p) e B(k)o conjunto de todas as bolas
fechadas B(x, p). Entdo, B(k) e B(k) pertencem a V-C classe com o mesmo indice s = k + 2, para todo
k=12, ...

1.3 Existéncia de Limite de C(h)

Em tudo o que fizermos daqui em diante estaremos sempre supondo que k > 3.

Relembrando o exposto na introdugao, estamos trabalhando com vetores unitarios Xy, ..., X,, i.i.d.

com funcao de densidade f sobre €2 tal que

(x)dwy(z) =1, (1.7)
foft

onde wy, é a medida de Lebesgue sobre 2.

No objetivo é estimar f(x), e para tanto consideramos a seguinte classe de estimadores do tipo nicleo

baseado na amostra Xy, ..., X,
1 - 1—-2'X;
fn(z) = WC(h)ZK <h2> ;T € Q, (1.8)
i=1

em que z’X; denota o produto interno canénico, h = h, > 0, com lim h, = 0, K(-) é uma fungio

n—oo

nao-negativa definida sobre [0, c0) tal que
o0
0< / K()v*=3/2dy < 0o (1.9)
0
e C(h) é um numero positivo tal que

Zk(h) B /Q K <1_hy) duon (). (1.10)

Para calcular a integral de K sobre (), tomamos discos sobre essa esfera em torno de um ponto x

escolhido arbitrariamente percorrendo toda a esfera. A funcdo K é aplicada no ponto

l-a'y 2-2'y alvtyy—ay—yz (2-yz—y) _|z—y|

h? 2h? 2h? 2h? 2h2 7
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isto é, aplicamos K em um numero que depende de ||z —y||, e esse valor ndo depende do vetor z escolhido.

Assim, a integral em (1.10) ndo depende de z.

Vamos mostrar agora que existe lim C(h).

n—oo

Sejam dwy o elemento de drea em Qp = {z;z € RY|x|| = 1} e wy a drea de Q4. Aqui,

l|z]|? = 2% + - + 22. Se €1, ..., e sdo vetores ortonormais de R* e z € Q, entdo
r=zep+V1—221, —1<2<1,

onde z = x’ey, £,_1 é um vetor unitdrio do subespaco formado por €1, ...,£5_1. Justificamos no Apéndice

que vale

dwy, = (1 — 22)F=32dzdw,_;. (1.11)

W = / dwk
Qp
1
/ /(1—22)(k_3)/2dzdwk,1
Qr_q1 J-1

1
/ dwk_l/ (1— 22324
Qr_1 —1

1
= wk_l/ (1 — 22)(k=3)/24,

-1

Assim,

Como (1 — 22)(¥=3)/2 ¢ uma funcio par com relacio & varidvel z, temos
1 1
/ (1- 22)(k73)/2dz = 2/ (1-— 22)(k73)/2dz
1 0
1
= / 2(1 - 22)(k*3)/2dz
0
1
= / 22271 (1 — 22) (=312
0

1
= / 2711 = 22)F=3)/29242
0

k-1 _

1
= / (22)%71(1 —22)77 1224z,
0
Fazendo u = 22, temos du = 2zdz. Assim,

1 1
/ (1 —22)k=3)/2q, = / u%_l(l - u)%_ldu.

-1 0

Usando as fungoes Gama e Beta definidas, respectivamente, em (1.1) e (1.2), e a relagdo entre essas
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duas fungbes, apresentada em (1.3), escrevemos:

/1 (1-— 22)(k*3)/2dz = f <

—1

Logo,
w0 (551)
I'(k/2)

Como a area de wy = 2w, temos por recorréncia

WE = We—1-

riT (551) wir (552) riT
W = —
r(z) () If

= . (1.12)

Para usar o resultado (1.11), tomemos &1, ..., e vetores ortonormais de R ¥ em que ¢, = z. Denotando

z = x'y e usando (1.12), reescrevemos (1.10) da seguinte maneira:

1 ! 1—2
-1 2\(k—3)/2
oot = e, [ ey
1 ! 1—2z
— - _ K 1— 2y\(k—3)/2
hk—1 /Qk_lde 1/4 < h? >( ) az
1 ! -z 24 (k—3)/2
= hklwk_l/_lK< - )(1—2)( 12

orb-D/2 1y
= K[| —= 1— 2\(k—3)/2 )
=173 ( 2 >( ST

Fazendo v = (1 — 2)/h?, temos z = 1 — vh? e dz = —h?dv. Também,
(1 _ Z2)(k73)/2 _ (1 _ (1 _ UhZ)Q)(k73)/2 — [Uh2(2 _ Uh2)}(k73)/2.

Observemos que v > 0, pois —1 < z < 1. Quanto aos limites de integragdo, para z = —1 temos v = 2/h?,
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e para z = 1 temos v = 0. Logo,

o) 20 [ ()22 - o) n2)d
= V)|V — v — v
RF=1T((k —1)/2] Jope
o (k=1)/2 2/h?
= K)o F=3/2(2 — ph?) k=32 pk=3p2
e, KO e )
o (k—1)/2 2/h?
— K(v ,U(k:—3)/2 9 _ th (k—3)/2hk—1dv
o, KO Re )
op(k—1)/2 2/h? , (
= hkfl/ K)o *F=3)/2(2 — yp2)==3)/2 4y
T (Y A A
op(k=1)/2  2/h? ~ ~
= =12 1)/2]/ K (v)o*=3)/2(2 — pp2)k=3)/2 gy,
2r(k—1)/2 Joh=3)/2(2 2\ (k—3)/2
e m K ( ’Uh, ) I(o 2/h2]( )d

Observemos que quando n — oo, h — 0 e portanto 2 — vh? — 2. Fixado v € (0,00), existe
N = N(v) € N tal que para n > N, temos 0 < v < 2/h* e lim I(y2/52(v) = 1. Como v € (0,00) foi

qualquer, temos que nILH;O I(0,2/n2)(v) = 1 para todo v € (0, 00). Logo,
Jim Tg,2/m2)(v) = 1(0,00) (V)-
Temos entao uma sequéncia de fungoes mensuraveis que satisfaz
nhlrolo K(w)oF=3/2(2 — oh?)EI2L 6 5 e (v) = K (v)oF=3)/29(k=3)/2,
Como k > 3, temos

K(U)U(k73)/2(2 . vh2)(k73)/21(072/h2](1}) § K(v)v(k73)/22(k73)/2’

para todo n € N e, por (1.9), a funcio K (v)v#=3)/22(k=3)/2 ¢ integrével.

Assim, pelo item (c¢) do Teorema 1.1, temos

lim K(v)v(}“*3)/22(’“*3)/21(0,2%2](v)dy:/ K (0)oh=3)/200:=3)/2

n—oo 0

Portanto,
. _ . 2 (k=1)/2 > (k—=3)/2 24 (k—3)/2
nh_{réo [O(h)] = nh_)II;o W K(’U)U (2 — 'Uh ) 1(0’2/h2]('U)d/U
_ (@m)kmhe / Yo k=312 —
= K(v)v dv=X>0. (1.13)



Capitulo 2

Nao Vicio Assintotico

Neste capitulo, mostramos o nao vicio assintético da classe de estimadores f, (z), definida em (1.8).

2.1 Demonstracao do Nao Vicio Assintético

Nesta segdo, vamos mostrar o ndo vicio assintético da classe de estimadores f,(z) definida pela ex-
pressao (1.8), ou seja, vamos mostrar que lim |Ef,(z)— f(z)| = 0 quando 2 é um ponto de continuidade
n—oo

da f.

Lema 2.1 Suponha que as fungoes K(-) e h satisfazem as sequintes condigdes:
(a) K € limitada em R,
(b) 0 </ K()v*=3/2dy < oo,
0
(c1) lim K(v)o*=1/2 =0 ou
(c2) f € limitada em Q, e
(d) lim h=0.

Entao, para todo ponto x de continuidade da f, temos
lim |Ef,(z) — f(z)| = 0.
n—oo

Além disso, se f € continua em Sy, entao

Am_sup |Efn(2) — f(z)] = 0.
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Demonstragao. Usando o fato dos vetores X7, ..., X,, serem i.i.d., temos

#ah) > (- h”)] - f@
e ()

- [ (5]
- el

|Efn(z) = f(x)] = |E

- |5 [ () et - 1)
e
hEk—1

Usando (1.10), obtemos:

B = @) = G| [ () et - 1) [ 5 (S5 dat)
- 3| x () 0w - e

IN
%2
LE/ =
S

Para § > 0, fazendo uma particdo conveniente do dominio, podemos decompor essa ultima integral

€m uma soma, € assim

Eh@ =@l = 50 [ k() ) - f@lda)

e [ K () ) - f@denty
[ K () ) - sty
o [ K (55 s

C(h 1—a
+ 2 5 @) / s (hy) deor ()

1—2'y

IN

Pela continuidade da f em =z, dado € > 0, podemos encontrar § > 0 tal que

y) — f(x)| < g, sempre que 1 — 2’y < 6. Assim,
1 'y < 6. Assi

=1 R G TRy E
T R

C(h) 1—2a'y
<
< < [ K () de
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e usando (1.10) obtemos:

Pela condigao (a), temos

C(h 1—2'y
L = hk(fl)/ K( B )f(y)dwk(y) (2.3)
1—a’y>4d
C(h)/
sup K
hk_l 1—2/y>68 (1—$’5>5

_ C(h) ] 1—-2'y
- (e w (5

IN

N
2
—
w
o
e}
=
N\
D
|
H\
<

1 !
Fazendo v = v(z) = hzx y’ temos que 1 — 2’y > § se, e somente se, v > %. Para k > 3,
(1-k)/2 1-k)/2
W1=0)/2 (5) _ O bz
B2 pl—k :
Assim,
C(h
I, = hk(—l) sup K(v)
v>%
h
C(h) (k=1)/2, (1—k)/2
= it | sup K(v)v v
v>%
h
< Ck(hf §—k)/2p k=1 sup K(U)U(k—l)/z
hk= o>
h2
= C(h)o1P/2 | sup K(v)o*k=1/2] (2.4)
v>h%
Para mostrar que lim Iy = 0, vamos mostrar que lim | sup K(v)v(k_l)/2 = 0. Fixado x € Q,
n— oo n—0oo v>h%
para hy < hy temos ¥ > ¥ e consequentemente
1 2
0< sup K(v)o* /2 < sup K(v)o*=D/2, (2.5)
v>% v>hi%

Isso significa dizer que quando o valor de h diminui, o valor de sup K (v)v(k’l)/ 2 também diminui. Desse
v>h%
modo, a funcao definida por sup K (v)v(k’l)/ 2 ¢ mondtona crescente e limitada inferiormente por zero
)
V> 5
h2
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com relacdo & varidvel h; logo, seu limite & direita existe quando h — 0T, ou seja, quando n — oo.

Suponhamos por contradigao que
lim | sup K@w*=D/2 ] =1>0.

Pela condigéo (cq1) existe o > 0 tal que

l
v>a=0< Kok b2 < 5

)
Da condigao (d), existe hg tal que o < 7z Disso,

0
o6 _ 29 (k—1)/2 (h-1)/2 o !
h<hy= -5 <:3=0< sup K(v)v < sup K(v)v <-<l
hO h o> 5 > 5 2
h2 3
Assim,
l
lim [ sup K(v)o®D/2] < -
noo | w8 2
h2
contradizendo a hipétese desse limite ser igual a [. Portanto, temos
lim | sup K(v)o*~V/2 | =o. (2.6)

n—oo
v>%

Notemos que esse mesmo raciocinio pode ser feito para qualquer z € €, fixado. Como consequéncia disso

e de (1.13), temos

lim I, = 0. (2.7)
Com relacao a I3, podemos escrever
C(h 1—-2'y
B e [ k() daw (28)
h 1—ay>s h

- C(h) 1-4 1—2' ( _ )/
= hklf(x)/szk—l/_1 K( 3 )(1—z2)k 3)/2,
1-46

Oy i e N L

Fazendo v = (1 — z)/h?, temos z = 1 — vh? e dz = —h?dv. Observemos que
(1 _ z2)(k—3)/2 _ (1 _ (1 _ ,Uh2)2)(k—3)/2 — [UhQ(Q _ Uh2>](k—3)/2

e, para k > 3,
2 —vh? <2 = (2 - vh?)F3/2 < ok=3)/2, (2.9)

Quanto aos limites de integragio, para z = —1 temos v = 2/h?, e para z = 1 — § temos v = §/h?.
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Por (1.12), podemos escrever

Iy = clh )f(x) 2”(k e / v K (v)[vh?(2 — vh?)|*=3/2(—h?)dv
2

/h?

B C(h) N o (k—1)/2 2/h?
= e Org >/2]/5

/h?

hE-1 (x)r[( k—1)/2 .

o(k=1)/2 2/h?
= C(h)f(x)i/ K(v)v(’f—?’)/?(z _ th)(k—?,)/zdv
P

Tk —1)/2]

/h?

op(k=1)/2  p2/h?
< = K (k=3)/29(k=3)/2 q,,
< W@ NG /W (W) o

Usando (2.9), obtemos a seguinte desigualdade:

, o Dl ARy
< .
» < OWI@ 7 /W (0)v v

7)) (k=1)/2 2/h?
- C(h)f(x)lw/é/hz K(o)o®9/24y

(k=12 poo
OV gy7 [, K100

(2m) (k= 1)/2
T[(k—1)/2]

IN

= Ch)f(z)

K (v)[vh?(2 — vh?)]*=3)/2p2qy

k—1)/2 2/h?
_ Ccm) 2r(k=1)/ ]hk—l/ K (0)o®=3/2(2 — ph2)(k=3/2g,,
5

/ K (k 3)/21(6/h2 )( )d’U

Dado v > 0, existe N = N(v) € N tal que para n > N temos v < §/h? e consequentemente

I(5/h2,00)(v) = 0. Disso, lim I(5/h2 o)(v) = 0. Como v > 0 foi qualquer, temos que lim I(5/52 o0)(v) = 0
n—00 n—oo

para todo v > 0.

Temos entao uma sequéncia de fungoes mensuraveis que satisfaz

lim K(’U)’U(kig)/2]’(5/h27oo) (’U) =0.

n—oo

Temos também

K(U)U(k_?’)/QI((S/h?,oo) (v)| < K’(v)v(le—?))/z7

que é integravel, pela equagao (1.9).

Assim, pelo item (c) do Teorema 1.1, temos

lim K(v)v(kf?’)/ZI((;/hz’OO)(U)dv =0.

n—oo 0

Como consequéncia disso e de (1.13), temos

lim I3 = 0.

n—oo

(2.10)

(2.11)
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Por (2.1), (2.2), (2.7) e (2.11), temos lim |Ef,(z)—f(z)| = 0 para todo ponto x de continuidade da f.

n—oo

E importante observarmos que a condigao (c;) foi usada para calcular o limite apenas de I, nao

interferindo no limite de I; ou de I35. Mostremos agora que vale lim I = 0 quando trocamos a condicao
n—oo

(c1) pela condigao (c3), isto é, quando supomos que f é limitada em ;. Desse modo, existe A > 0 tal

que |f(y)| < A, para todo y € Q. Assim, por (2.3), temos
C(h 1—2
no= [ k() i
—z'y>

C(h) 1—2a'y
<

que difere de I3 em (2.8) apenas pela troca da constante f(x) por A. Logo,

I < C(h)AM / h K)o =215 42 o0y (v)do, (2.12)
Tk =1)/2] Jo ’
que por (1.13) e (2.10) temos
nILH;o I, =0.

Agora, suponhamos que f é continua em ;. Segue da compacidade de Qj que f é uniformemente
continua e limitada. Como

|Efa(z) — f(x)| <L + 12 + I3,
definidos em (2.1), temos
sup |Efn(z) — f(z)] <sup(Iy + Iy + I3) <suplj + sup s + sup I3. (2.13)

Pela continuidade uniforme da f em €, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que
|f(y) — f(x)] < e quaisquer que sejam z,y € §Q satisfazendo 1 — 2’y < 6. Disso, I < € para todo

x € Qy, como fizemos em (2.2), ja que todos os pontos sdo de continuidade. Logo,
supl; <e. (2.14)
xr

Como procedemos anteriormente em (2.4)

I, < C(h)s=R/2 | sup K(v)o*=D/2 ]

)
U>}T2

em que v = (1 — 2'y)/h?. Logo,

suply < sup [C(h)5""H/2 | sup K(v)o*~1/?

)
v>ﬁ

= C(h)s=/ 2 sup | sup K(v)ok—1/2

x 5
v> 72
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Para mostrar que lim sup Iy = 0, vamos mostrar que

n—oo 4

lim sup [ sup K(v)o*~Y/2 | =o.

n—o00
z 1)>f’62
v

A desigualdade em (2.5) pode ser obtida para todo x € €y, sendo o supremo da expressao do lado direito

em relagao a x uma cota superior para a expressao do lado esquerdo. Desse modo,

0 <sup | sup K(v)v(k_l)/2 <sup | sup K(v)v(k_l)/2

T o> T o> -9
>h,% >h,%

k—1)/2

em que v = (1—x'y)/h%. Em outras palavras, a funcio definida por sup | sup K (v)v( ¢ mondtona

z v> %
crescente e limitada inferiormente por zero com relagao a variavel h; logo, seu limite & direita existe quando

h — 07, ou seja, quando n — oo. Suponhamos por contradicio que

lim sup | sup K(U)v(k_l)/2 =L>0.
n—eo g v>h%

Logo, existe hg tal que para h < hg temos

L
= <sup | sup K(v)pk—1)/2

2 * s
’U>ﬁ

Disso, existe xg € Q. tal que

L
= < sup K(v)ok=1/2
2 v>-S

nZ

em que v = (1 — x)y)/h?. Consequentemente:

< lim | sup K(v)ok=1/2

)
U>h72

o que contradiz o fato de que vale (2.6) para todo x fixo em €. Portanto,

lim sup [ sup K(v)o®*=D/2| =0 (2.15)
n—oo 4 U>h%
e por (1.13), temos
lim sup Iy = 0. (2.16)

n—oo o

Com respeito a I3, por (2.10) temos

k=12 poo
sgplg < sup (C(h)f(x)I(‘?(k‘)—l)/Q]/o K(v)v(k_g)m[((;/hz,oo)(v)dv)

) (k=1)/2 oo )
C(h) (Sgp f(l‘)) I(‘[Q(k)—l)/Q] Sl;p/o K(U)’U(k_g)/QI(g/hgoo) (v)dv. (2.17)

IN
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Vamos verificar que lim sup/ K(v)v(k_‘q’)/?.f((;/mm)(v)dv = 0. Notemos que a igualdade em
0

n—oo T
) )
(2.10) pode ser obtida para todo = € k. Notemos também que para hy < hg temos e > . e
1 2
consequentemente /(5/52 5)(v) < I(5/n2,00)(v), sendo assim

/O K(U)U(k73)/2l(6/hfyoo)(U)dvS/O K)o 2L 3 o) (v)dv,

¢ portanto
5up/ K(v 3)/2 (5 /h2 00y (V )dv<bup/ K (v)oF=3)/2 L5 /n2,00) (V) dv,

isto é, a funcdo definida por sup/ K(v)v(’“_?’)/QI((;/th)(U)dv é mondtona crescente e limitada inferi-
z Jo
ormente por zero com relacao 3 variavel h; logo, seu limite & direita existe quando h — 07T, ou seja, limite

quando n — oo, pela condi¢ao (d). Suponhamos por contradigdo que
lim sup/ K(v)vk=3)/2 I(5/n2,00)(v)dv =T > 0.
Logo, existe hg tal que para h < hg temos
g < Slip /000 K(v)v(k*?’)/QI((;/hzyoc)(v)dv.

Sendo assim, existe xg € Q. tal que

T > .
5 < / K(v)o® 3)/2I(5/h27oo)(v)dv,
0
em que v = (1 — x)y)/h?. Consequentemente:

T oo
£y < lim K(v)v(kfg)/zf((;/tho)(v)dv.

n—oo 0

Isso contradiz o fato de que vale (2.10) para todo z fixo em 2, donde concluimos que

lim sup/ K(v)v(kfg)/ZI((;/tho) (v)dv = 0, (2.18)
0

e por (1.13) temos
lim sup I3 = 0. (2.19)

n—oo xT

Portanto, de (2.13), (2.14), (2.16) e (2.19), temos

lim_sup |Ef,(x) — f()| = 0.

n—oo T
Novamente observamos que a condigdo (c¢1) poderia ser trocada pela condigao (c3), em que f é

limitada em 2, nao alterando o limite de sup I5. Por (2.12), temos

2 (k—1)/2 0o
sup Ty < CNAST——sup [ K002 510 (0)do,
x 0

Ll(k-1)/2] &

e também por (1.13), (2.10) e (2.18) temos

lim sup I, = 0.

n—oo o



Capitulo 3

Consisténcia Forte

O objetivo principal deste capitulo é demonstrar a consisténcia forte da classe de estimadores do tipo

nicleo f,,(x) definida em (1.8), isto é, vamos mostrar que

lim f,(x) = f(z) q.c.,

n—oo

e para isso vamos usar o Lema 2.1 e também o Lema 1.5.

3.1 Demonstracao da Consisténcia Forte

Teorema 3.1 Sejam K(-) e h satisfazendo as sequintes condigdes:
(a) K ¢ limitada em R,

(b) 0< /000 K()o*=3/2dy < oo,

(c1) Ulgr;o K(v)v*=1/2 =0 ou

(c2) f € limitada em Q,

(d) lim h=0, e

n—oo

@ 1 (fg) ==

Entao, para todo ponto x de continuidade da f, temos

nlLH;o falz) = f(z) q.c.
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Demonstragao. Inicialmente, observamos que

[fn(z) = f@)] = |fal@) = Efu(z) + Efa() — f(2)|
[fn() = Efo(2)[ + [Efu(x) = f(z)]. (3.1)

IA

Pelo Lema 2.1, temos

nlgrolo |Efn(z) — f(z)| =0,

Entao falta provar que

nlin;o |fu(z) = Ef,(z)| =0 q.c.,

e assim lim f,(x) = f(z) q.c., que é o resultado desejado.

n—oo

Notemos que

e = o (memyor (P)

=1

= S OWE (Zn:K (“éX))

C(h) & 1-2'X;

! ZEK< h2 ) (3:2)

i=1

C(h) 1-— J,‘IXl

= nhklnEK< 2 )
C(h) 1-— (E/Xl

= hk—1EK< 02 ) . (3.3)

Definindo
C(h) 1-— LL'IXi 1-— .’L'IXZ'
G () e (2)

temos que &1, ..., &, sdo varidveis aleatérias i.i.d., com E(&1) = 0, pois os vetores X7, ..., X, sdo i.i.d..

Pela condigao (a), existe M > 0 tal que K(v) < M, Vv € R*. Assim,

C(h) 1-— I]'J/Xl 1-— IIZ’/Xl

ol = [ (e () o (57
C(h) 1-2'X, 12X,
e () e ()|

C(h) 1-— .’IZ‘/Xl 1-— .I‘/Xl
= hk—1 (K < h2 +EK h2

gk@ (M + M)

C(h)
pk—1°

= 2M
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e por (33
pe) = p|(T0) (o () e (L) ]
) )
()
) (e () (o)
- () o)
() ()
= O e ()
= M B (@), (36

Agora vamos mostrar que existem a > 0 e a(xz) > 0 constantes em relacdo a n e tais que, para n
suficientemente grande,

& <ah'™ e E(&) <a(z)h'™k

De fato, dado &1 < A = lim [O(h)]™}, existe ny € IN tal que para n > n; temos
1 1
0<X—e <[C(h)]™! < A+ ¢1, 0 que implica em e < CO(h) < ppup— Fazendo a = QM)\_El,
temos por (3.5)
C(h) 1 -k
€l < 2M 7= SQthfufel =ah'™",

para todo n > ny.

Pelo lema 2.1, temos lim (Ef,(x) — f(x)) = 0. Assim, dado g3 > 0, existe no € IN tal que

f(z) —ea < Efn(x) < f(x) + e2. Considerando a(z) = M>\ 16 (f(x) + €2), temos por (3.6)
— €1
C(h
BE) < Mo Br@) < Mgy 12— (@) + ) = !,

para todo n > ng = max{ni,na}.
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A partir de (1.8), de (3.2) e (3.4) temos

fule) ~ Bfar) = iK (1 ;;/Xi) -y Ex <1ng>

I
S|
HM:
219
I | >
L
=
7 N
2
|
s
Is
N———
|
&
=
N
2
s
>
N———
N——

(02 +---02) = %(na%) =o? = E(¢) < a(x)h' ™"

202 + ah' e < 2a(x)h*~F + aht~Fe.

Logo,

ne? ne?

>
202 + ah'~*e = 2a(x)h'=F + ahl~ke

e consequentemente

ne? - ne?
exp | —=—5—+—+7 exp | — :
P\ 7202 rant—ke ) = P 2a(x)h'=F + ahl~—ke

Para todo i = 1, ...,n, podemos proceder do mesmo modo como fizemos em (3.5) para |£1], obtendo

C(h
€] < 2th(73,Vn eN.

Esta desigualdade nao depende do n em questao, pois o indice 7 interfere apenas na v.a. X; utilizada
para definir &. Em particular, a desigualdade acima vale para n suficientemente grande. Assim, existe

C(h
b=2M hk’(—f tal que

para todo i = 1,...,n. Logo, podemos aplicar o Lema 1.5 com as varidveis aleatérias &;. Disso, existe

1 n
136)2)
5 ne?
exp| ——o——
P 202 4+ ahl—ke

56 ne?
<o [ —
P 2a(x)h!=F + ahl—Fe

nhF=1g2
= 2exp|—-—=———].
2a(x) + ae

ng € N tal que para n > ng, temos

P(|fu(z) = Efn(z)| 2 ) = P(

IA

IA
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Assim,
e hk 1.2
_Z P(|fn(z) — Efn(z)] > ¢) < Z 2exp< e )+ae>
n=ng n=ng
&2
Denotando A = ——— > 0, temos

2a(x) + ae

exp —M = exp (—nhk_lA) = [exp(—A)]"hki1 .
2a(x) + ae

0o BA
1
Como IR nao é limitado superiormente, existe B € IR tal que BA > 1. Disso, E () < 00.
n

n=1
Podemos escrever
1\ B4 N
B Blog(n
(3) = rewpl=log(m))™* = [exp(-a)" 5 o,
A série an é entdao absolutamente convergente. Assim, fazendo a, = [exp(—A)]”hk_l7 temos pela
n=1

condigao (e)

[exp(=A)"™"

i an, i
im — = lim
n— o0 bn n— 00 [exp(—A)]BlOg(n)
= lim [exp(—A)]nhkil_Blog(")
nhk—1 _
= lim [exp(—A)]lOg(n)( Tostm B)
= 0)
pois exp(—A) < 1. Logo, pelo Lema 1.1, a série
> o0 k—1_2
nh" e
o= aire)

é absolutamente convergente e, portanto,

Y Pllfal@) = Efu(@)| 2 €) < o0

n=no

Assim, pelo Lema 1.2, temos P <limsupfn(m) — Efn(2)| 25) = 0, e pelo Lema 1.3 temos
lim |f,(z) — Ef,(z)| = 0 quase certamente.

Portanto,

como queriamos demonstrar. ]



Capitulo 4

Consistencia Uniformemente Forte

Neste capitulo, vamos mostrar a consisténcia uniformemente forte da classe de estimadores do tipo

nicleo f,,(x) definida em (1.8), isto é, vamos mostrar que
lim sup|fn(z) — f(x)]=0 q.c.
n—oo 4

Para demonstrar esse fato, usaremos o conceito de V-C classe e alguns resultados dados no Capitulo 1,

dentre os quais destacamos o Lema 2.1.

4.1 Demonstracao da Consisténcia Uniformemente Forte

Nesta segao, mostraremos a consisténcia uniformemente forte da classe de estimadores f,,(x). Daqui
em diante, diremos que p é a medida sobre €, com func¢do de densidade de probabilidade f(x), e p,, é a

medida empirica baseada na amostra X, ..., X,,, como em (1.6).

Teorema 4.1 Suponha que f é continua em Qi e K € limitada em R ™ e integrdvel a Riemann em todo

intervalo finito de R+, com

/ sup { K (u) : |v/u— /| < 1}v(k*3)/2dv < oo.
0

Se lim h=0 e
k—1
lim nh = 00, (4.1)
% \log(m)
entao
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Demonstragao. Pelo Lema 1.8, para cada 1, § pequenos e p grande podemos encontrar uma fungao

No
= E OéiIAi (’U)
i=1
em que I4, é a funcdo indicadora:
(i) ai,...,an, s@o nimeros nao-negativos,
(ii) Ay, ..., AN, s@o intervalos disjuntos contidos em [0, p],

<
(iil) |fnax, a; < sup K(v) =M,
iv) |K*(v) — K(v)| <nem |0, p|, exceto em um conjunto D,
n p g
(v) DCB= Uf;l B;, em que By, ..., By« séo intervalos em [0, p], cuja unido tem medida de Lebesgue

menor que 9.

Observemos que

[fn(x) = ()] < [fnl2) = Efa(2)| + [Efa(z) — f(2)],

e consequentemente
sup |fu () — f(z)] <sup|fu(x) — Efn(z)| + sup [Efp () — f(z)]. (4.2)
Como f é continua em €1, temos pelo Lema 2.1

lim_sup |E fr(z) — f(2)| = 0.

n—oo T

Com isso, falta provar que

lim Sup |fn(m) - Efn(x” =0 qc,

n—oo g

e assim lim sup|f,(z) — f(z)| = 0 g.c., que é o resultado desejado.
xr

n—oo

Por (1.8), temos

[fu(@) — Efp(2)] = [Efa(x) — ful2)]
1

(
- O] (1) s L (1525
- WL () o - [ () a0
Y

>d,u(y)/QkK*<1 n? )dun( )
S - 3 () |

Qp

+

—

g
A/~ 7
—

> |
l\.’)a\
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Usando a desigualdade triangular, podemos escrever:

|, (F52) st - [ o () auto)
/m. K* (1—h§f’y> du(y)_/nk K (1—h;c’y) dun(y)’

C(h)
[ (5o L)

pF—1
Seja {dm tmen uma sequéncia de fungoes simples definidas sobre €y, com ¢, > 0 para todo m, tal

1— 7'
que¢mxy)xl<( -

[fu(z) = Efu(z)] <

+

y) para todo y € Q0 quando m — oo. Essas fungoes sao da forma

N
bm = _Bila,,
j=1

com A; C Q para todo j =1,...,N. Para cada m € N temos

0 d)m(y)dﬂn(y) = Zﬂ]ﬂn(AJ)

Assim,

/QK<1_;; y) din(y) = lim [ ém(y)dua(y)

m— 00 Qk

i=1

1 n
=3 lim g (X)
n pat m—oo

() (1

Fazendo

V@) = S [ K () - wr () |
Usn(z) =

USn(m) = C(h) \/Q K*

1—a'y 1—2a'y
h2 ) _K< h2 > d:un(y)a
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e usando (4.3), podemos escrever:

IN

Logo,

Podemos escolher 7 e
k—1

(,j;@ /QkKC_hf/y)f(y)dwk(y)—/ ( ) y)dwi (y ’
o] e (52wt | (15

2wt
) dinl

+§;&1) /Qk K* (1_};/9) dpn (y) —/QkK (h21 y)‘
[ e () - () e

+fk@ / K (1?5/‘”) [dptn(y) — dps( >]]

+fk@ /Qk K* (1_hfly> - ( h21X>’dun( )

Uin(z) + Uan () + Usy ()

—Efa(x

)| < Zsup Uin(x

¢ suficientemente pequenos e p suficientemente grande,

sup | fn(z)
x

(4.5)

de modo que

h
|[K*(v) — K(v)] < n@ em [0, p|, exceto em um conjunto D que tem medida de Lebesgue menor

que §. Assim, temos

Uln (l‘)
e
Ugn({L‘)
1—-2'y
desde que 2 € [0, p]
Sejam

C(h)
BE—1

) \ F)d(y)

K<1

A
C(h) pr-1
w1 o Tem)

k—1
s | s

= n

— 'y Al
)

f(y)dwy(y)

IN

C(h)
hk—l

e

1_,;/1/) - K (1_hfly>’dun(y)
fk@ /Q k ngk(hl) dpin(y)

C(h) hF-1
hk(—l)nC(h) /Qk dpin(y)
(%)

IN

C(h) RhE1
hk—1 nc(h),un
UB

1— 2
”TyeAl}

Ai) = {v e i3

(4.6)
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Notemos que A; C [0, p] = Af(z) C Q}(z).

Fazendo z = 2’y e v = (1 — 2)/h?, temos z = 1 — vh? e dz = —h?dv. Desse modo,
1—2%=1—(1—-vh??=20h> 4 v?h* = vh*(2 — vh?),

donde
(1 o Z2)(k73)/2 _ [Uh2(2 . th)](k73)/2.

1—2z
Logo, temos 0 < T < p se, e somente se, 0 < 1 — z < ph?, que é equivalente a 1 — ph? < z < 1.

Observemos que, para k > 3,

2 —vh? < 2= (2 — vh?2)*=3)/2 £ 9(h=3)/2,

A continuidade da f em €y, é uniforme, pois Q) é compacto. Disso, f(€) também é compacto e, em

particular, limitado. Assim, existe My € R ™ tal que f(z) < My, Vz € Q4. Disso,

ui@) = [ e

Mf/ dwi(y)
A (=)

< My o )dwk(y)-

IN

(4.8)

Como z = z'y, o maior intervalo em que z pode variar é [—1, 1], e o maior intervalo em que v varia é

[0,2/h?]. Com base nisso e em (1.12) temos

o (k=1)/2 1
dwp(y) = 7/ 1 2)(k=3)/21 Nz
/ﬂ*m i Ik —1)/2] l—phz( ) -1.1)(2)

27T(k_1)/2 0 3

= m/ [vh2(2—vh2)](k 3)/2<_h2)1[0,2/h2](v)dv

P

27T(k_1)/2 P B

= W/O [Uh2(2—’()h2)](k‘ 3)/2h21[0’2/h2](1})dv
op(k=1)/2 P - )

- F[(k—l)/Q]/o DR (2 — oh?)ED R g 5y (v)
or(k—1)/2 P B

B th 1/0 o2 (2 — o) EmI 2L ey (0)d
or(k=1)/2

<

P
th—l/o ”(k_?’)/22(k_3)/21[o,2/h2](v)dv

_ (2m) (= D)/2 -1 /p o312 gy
L[(k —1)/2] 0
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o) (k=1)/2 o
Assim, fazendo v = My (2m) / v =3/2dy e usando (4.8) temos

Tk =1)/2] Jo

p(A; (z)) < yh*1,

fici de tal < 2
para n suficientemente grande tal que p < R

n—oo

1
Seja 0 < § < 3 De lim h = 0, podemos tomar hg tal que se h < hg, entdo u(Af(z)) < yh*~1 <6

para todo i = 1, ..., Ny.

Notemos que para todo z,y € Q

ly—zl” = (y—a)(y—=z)=yy—yz—a'y+aa

= |yl? -2y — 2y + ||z]]* = 2 - 22"y = 2(1 — 2'y).
Escolhendo A; = [a;, b;), i =1, ..., Ny, temos

1_ /
{yEQk;aiS xy<bi}

Al (z) =

{y €Oah?><1—2'y< bihQ}

= {y € W;2aq;h° < 2(1 —2'y) < 2b;h°}
= {y € W;2aq;h° < |ly — z|* < 2b;h%}
= {yeQuvaah < lly - all < 2}
C  B(xz,\/2b;h) N B(x,v/2a;h)C.

Fixemos = € Q) e escrevamos
o ={A](z);x € Q,i=1,...,No}.

Sejam 21, ..., z,, n elementos de R¥. Considerando F' = {z, ..., z, }, temos que o niimero de conjuntos

distintos em {F' N Af(x); Af(z) € &/} é menor que ou igual ao nimero de conjuntos distintos em
{F N B(u, p); B(u,p) € B(k), u€ R¥, p>0}.

Pelo Lema 1.8, temos
md(n) < mB(k)(n) < nk+2+1 _ nk+3'

k+3
= 0, temos n*3 < 27 para n suficientemete grande. Assim, o/ é uma V-C classe

Como lim
n—oo

com algum indice s, como definido na equagao (1.5).
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De (4.4), temos

suptin(e) = s (T | [ & (R dinnt) - )]
- (g,g@ [ = )
< O (maxar) s /U oy () = o)
< o (maml)sup;mn (41(2)) - (A7 (@)
< T (maxas) sup sup i, (4) ~ n(4)].

C(h
Assim, sup Uy, (x) > € implica em hk(—l) (maxozl) sup sup |pn(A) — u(A)| > € ou equivalentemente
T T Acd

C(h) -
Slmlp 51615{ |[pn(A) — p(A)| > S (m;f:mx ai) =é.

Seja (z,,) uma sequéncia de pontos de 2 tal que
9(@m) = sup [pun(A) — p(A)| () 1 sup sup |un(A) = u(A)].

Acal r Acd

Para | < m, temos

[9(21) > €] C [g(zm) > €],

isto ¢, a sequéncia de eventos [g(x,) > &] é mondtona nao decrescente. Pela continuidade da probabili-

dade, temos

lim P(g(xy,) > €) = P( lim g(z;) > é) =P (sup sup |un(A) — u(A)| > 5) (4.9)
m— oo m— 00 r Aco
2 5 nd
Seja ¢ tal que 0 < ¢ < min{f)l(?j—élg’ZS’ 718} De nlgroloh = 0, existe n; € IN tal que se n > nq,
entaio ch*™! < ¢ que implica em exp(—cn) < exp(—cnhF~1). Assim, para
125 68(1 log 2
n>ng = ax{ 3 ,% 1}, temos pelo Lema 1.7
€

P <jlelp |n(A) = p(A)| > 5) < 5(2n)" exp (_91(?1245>

2 s 22+S 1+2s
+7(2n)° exp <_68> + n exp (_8 )

< 5(2n)* exp(—cnh*~1)
+7(2n)% exp(—enhF 1) 4 22750128 exp(—cnh®~1)
< 5.2°n!% exp(—cnhFY)

+7.25n125 exp(—enh® 1) + 22750128 exp(—enhf )
= (54 742%)2°n2 exp(—cnh* 1)

= 251+ exp(—enhF ). (4.10)
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Notemos que a expressao em (4.10) nao depende de m. Logo,

P (suptian(e) 2 <) < P (sup sup i) — ()] 2 2)
T x A€ol

=t P (s aa(4) - )] > ¢)
m—00 AE-!Z{

< 2512 exp(—enhF ).
Vamos agora mostrar a convergéncia de
oo
§ 2s+4n1+2s exp(_cnhk—l)

n=ng

para assim concluir nossa demonstragao.

De ¢ > 0, temos

exp (—enh* 1) = [exp(—c)}"hki1 .

o] Be
1
Como R nao é limitado superiormente, existe B € IR tal que Bc > 1. Disso, E () < 0.
n
n=1
Podemos escrever

Bce
1 (& og(n
(5) = Lol tog)™ = [exp(-e)” = =,
A série Z b, é entdo absolutamente convergente. Assim, fazendo
n=1
a, = 2541t exp (—cnhk_l)
= 257 exp(log(n'*?%)) exp (—cnhkil)
= 2°™ exp((1 + 2s) log(n)) exp (—enh* 1)
_  ostd [ eXp(_C)]—(1/c)(1+2s) log(n) [ eXp(_C)]nhk*
— st eXp(_c)]nh"*l—(1/0)(1+28) log(n)
temos por (4.1)
) an ' 9s+4 [ eXp(_c)]nhk71—(1/c)(1+25) log(n)
lim — = lim
n— 00 bn n—oo [ eXp(—C)]Bbg(n)
_ lim 2s+4 [ eXp(_C)]nhk71—(1/c)(1+25) log(n)—Blog(n)
n—0oo
nnk—1
_ lim 25+4 [ eXp(_c)]log(n)( lcig(n) 7(1/0)(1+2s)7B)
n—oo
= 07

pois exp(—c) < 1. Logo, pelo Lema 1.1, a série

o0

o0
Z ay = Z 2541428 exp(—enhF1h)
n=1

n=1
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é absolutamente convergente e, portanto,

oo

>opr <s1;p Usp () > e) < o0

n=ngo
para todo € > 0.

Assim, pelo Lema 1.2, temos P (lim sup {Sup Uan(z) > a}) =0 e pelo Lema 1.3

n

lim supUsz,(z) =0  q.c.. (4.11)

n—oo xT

Pelas expressoes (4.5), (4.6), (4.7) e (4.11), temos

n—oo

lim sup|fn(z) — Efn(z)|=0 q.c.

Como consequéncia disso e de (4.2), temos que

lim sup |fu(@) = f(2)| = 0 que.



Conclusao

Nosso trabalho foi baseado no artigo Kernel estimators of density function of directional data de Bai,
Rao e Zhao (1988) [10] cujo objetivo é desenvolver uma teoria adequada de estimagao para a densidade
f de vetores aleatérios i.i.d. que tomam valores em uma esfera unitaria k-dimensional 2 e que tém f

como sua distribuicao comum.

Estudamos o nao vicio assintético, a consisténcia forte e a consisténcia uniformemente forte do

seguinte estimador do tipo nicleo para f(x)

1 ~ (1—95’XZ-

fn(m):WC(h)Z:K ~ ) z ey, (4.12)

onde X1, ..., X,, é uma amostra de vetores aleatorios i.i.d. com distribuicao comum f tomando valores
em (Q,  é a esfera unitaria de R, k > 3, onde h = h,, > 0, K(-) e C(h) satisfazem algumas condicdes

apropriadas, que foram apresentadas nos capitulos anteriores.
No Capitulo 1, apresentamos os resultados classicos utilizados no decorrer do trabalho.

No Capitulo 2, mostramos o néao vicio assintético de f,, (), isto é,
lim [Ef,(x) — f(z)] =0,
n—oo

e quando f é continua em 2y,

lim sup |Ef,(2) - /()| = 0.

n—oo T
No Capitulo 3, usamos o nao vicio assintético mostrado no Capitulo 1 para mostrar a consisténcia
forte de f,(x), isto é,

lim f,(z) = f(z) q.c. (quase certamente)

n—oo

para todo ponto = de continuidade da f.
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No Capitulo 4, usamos os resultados apresentados nos capitulos anteriores para mostrar a consisténcia

uniformemente forte de f,(x), isto é,

lim sup|fn(z) — f(z)]=0 q.c..

n—oo o



Apeéendice

A justificativa para o elemento de drea que aparece na equagao (1.11) foi retirada do livro Lima

(2009) [13].

Seja E um espago vetorial real de dimensdo m > 0. Dadas duas bases ordenadas 8 = {f1, ..., Om} €

v ={71,..,7m} em E, existe uma unica matriz real m x m invertivel A = (A;;) tal que

V= Z AijBi
i=1

para todo j = 1,...,m. A chama-se a matriz de passagem da base [ para a base 7. Quando a matriz
de passagem A tem determinante positivo, dizemos que as bases 3 e v sao igualmente orientadas. Es-
crevemos entao § = . Esta é uma relagao de equivaléncia no conjunto das bases de E. Cada classe de

equivaléncia segundo esta relagao chama-se uma orientacdo no espago vetorial E.

Seja F um espago vetorial de dimensao m, orientado e munido de um produto interno. Definiremos
uma forma m-linear alternada w : £ X ---x E — IR, chamada o elemento de volume de E. Primeiramente
tomamos uma base ortonormal positiva {81, ..., B} em E. Dada a sequéncia de vetores vy, ..., v, € E,

temos
m
v =Y ai;B;
i=1
para todo j =1,...,m. Seja a = (a;;) a matriz m x m assim obtida. Por definicdo, pomos

W1y ooy Up) = det a.

Verifiquemos agora que w independe da escolha de base que fizemos. Para isto, introduzimos a matriz
de Gramm g = ((v;,v,)), na qual o elemento situado na i-ésima linha e na j-ésima coluna é o produto

interno (v;,v;). Como
m m m
(i v;) = O aniBr, Y asiBs) = > aniar;,
k=1 s=1 k=1

vemos que g = a’a, em que a’ é a transposta da matriz a. Daf resulta que det g = (det a)?. Em particular,

det g > 0, sendo det g = 0 se, e somente se, os vetores vy, ..., U, sa0 linearmente dependentes. Concluimos
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que

w(v1, ..., V) = £4/det((v;,v5)),

onde o sinal + ou — é o sinal de deta. A igualdade acima, mostra que a defini¢do de w independe da

escolha de uma base.

No caso em que E = R™, |deta| é o volume do paralelepipedo que tem como arestas os vetores

Vi1yeeoy Um-

Sejam dwy, o elemento de drea em Q, = {z|z € R¥ ||x|| = 1} e w;, a drea de Q. Aqui, ||z]]® =

2?2 + -+ 3. Se £1, ...,k 30 vetores ortonormais de R¥ e x € Q, entdo

r=zep+V1—-2%1, —1<2<1,

onde z = z'ey, £,_1 é um vetor unitario do subespaco formado por ¢1, ..., ep_1.

De um modo intuitivo, mostraremos que
dwy, = (1 — zz)(k_g)/dedwk_l,
para k > 3.
Observemos inicialmente o que ocorre quando k£ = 3. Consideremos a parametrizagao ¢ de {23 fazendo

x1 = x1(u), T2 = 22(u) e u variando de modo que x? +23 = 1. Assim, temos z = p(z,u) com —1 < z < 1.

Disso,

(\/]- - Z2$1, \/]- - 221'2, Z) 5

2

x1dz, Todz, dz) e

z z
vz <_\/1—22 Vi-z22
Nl L Y

du du

Escolhemos entdo {p, ¢., v, } como base de R . Assim,

Pu
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2 z
. —71722,x1dz —7%1722372612 p V1—22z,  V1-— 22z
V1= 22 dzy V1 _ z2dz2 \/1_22% \/1_22%

z T T 1 T2
2 2
= —zimv 1—22%dz P (1—2%)dz .

du du du du
T T2 Tl X2
= —2%dz + (22 = 1)dz
d:cl da?z d$1 da}z
du du du du
1 T2
= —dz
dacl dwz
du du
Logo
dws = |detal
Z1 T2
= |—dz
dxl d:L’Q
du du
= dzdws

(1 — 2287392 dzdw,.

Observemos agora o que ocorre quando k = 4. Consideremos a parametrizacao ¢ de 2y fazendo
21 = 21 (U1, us), To = (U, us), v3 = w3(U1,u2) € uy,us variando de modo que a3 + 3 + 3 = 1. Assim,

temos & = p(z,u1,uz) com —1 < z < 1. Disso,

o = (VImBn 1= Fna 1= Fm.2)
z z z
= — r1dz, — rodz, ————=x3dz,dz | ;
i ( VI—22 " T2~ N )
28%‘1 28$2 281‘3
Puy = \/1—2’7,\/1—27,\/1—2770 €
1 1 1
0 0 0
Ouy = 1— 22270 12972 /12578 ).
Ous Ous U2

Escolhemos entdo {¢, ¥z, Pu,, Pu, } como base de R*. Assim,

V1 — 221, V1 — 2224 V1 — 2225 z

z z z
—— e ——————x3dz dz
0 = V122 Vi-22 Vi-z2°
V1—225% V1—225% VI=228%2 0

T1dz Todz
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r3dz

z z z
—ﬁxldz _ﬁxQdZ —ﬁ
V1—2z V1—z V1—2z2
= — le} o) o]
o = = Vit@gm o Vio@gm JToagm
V1 —-z2g%§ V1 —-zgggf V1 —-ZQggg
V1—2221  V1—22z9 V1 — 2225
tdz| V12288 V1-2282 /13208
v],—-nggi x/l——z2g%§ \/1——ng%%

T T2 T3

z 2
— A/ _ 2 6:61 81‘2 8953
z V1= 22 ( 1 z ) dz ouq ouq ouq
811 812 8I3

31/,2 37712 37712

z1 T2 x3

3
\/1 — 22 Oz1  Ozy  Ozxs
+( 1 Z) dz Ou;  OJuy  Ouy
Oz Omy  O=zs
6u2 au2 8u2

X1 Zo T3 X1 i) T3

= 2 _ 22 Oz Ox2 Ox3 _ .2 _ 2 Oxq Oz2 Oz3
o \/ﬁdz OJu1 Our + (1 z )\/ﬁdz Ouy Ou1 Oduy

Ouy

61-1 BIQ 81‘3 6I1 01‘2 8.’1;3
8’[1,2 6u2 8”2 8u2 8”2 auz

ry T2 I3
— A/ — 2 Bacl 61172 6Z3
1 z dZ 8u1 8u1 8u1

le 812 8’E3
auz aug 8uz

Logo

dwy = |detaql
T1 Z2 zs3

— A/ — 2 8:171 612 313

1 22z Ouy Ouq ouq

oz dxy  Ozs
a’uz a’u.z aug

V1 — 22dzdws

= (1-2)U320zdw,.

Consideremos entao a parametrizagao ¢ de Qi fazendo x1 = x1(uy, ..., Ug—2), oo, Th—1 = T—1 (U1, -, Uk—2)

€ Ui,...,ur_o variando de modo que x% + -+ xi_l = 1. Assim, temos x = ¢(z,u1,...,ug—2) com

—1 < 2z < 1. Disso,
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V1—2221,...V1—2225_1,2) ;
) ) 7)7

z
—mn1dz, ..., ———=x_1dz,dz | ;
\/1—22 ' VT2 ! >

= (
(
(

Pup_2

N 01 \/—8@C 1 >

Oup_o’ Oug—o’

Escolhemos entdo {¢, ¥z, Pu, , - Pus_, } como base de RX. Assim,

V1 — 222 e V1— 222, z

z z
———=u1dz ——
V1— 22 ! V1 — 22
a = Vi- z2—g§1 e VI 22735;1 0

Tr_1dz dz

/1_22 811 / Zzamk 1 O

Oug_2

z z
——xdz - ———xp_1dz

V1—22 V1—22
o) Oy
— (—1)itk, V9I—z22 V1= 2255t

VIS e VTS

Oup_2

V1— 222 e V1 =223
VI Z 2021 . /] 2%kt

—J)2+kd2 1 Z Oui 1 z ouy

) oz, /17223% 1

Oug 2 Oug 2
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Z1
oz

e O e L I

Oz
Oug_2
‘rl o 'Tk;—l
k-1 dxy .. Otk
+(—1)2F ( 1 —»22) dz| on dur
8$1 PP 8wk*1
Oup_2 Oup_2
xl PRI -kal
k—3 dz ., 9Tk
= (—1)2Fky2 ( 1_ Zg) dz| ?w Juy
8I1 .. ark,1
Oup_o Oup_o
Z1
k—3 oz,
+(=1)2F(1 - 2?) (\/1 —»z2) dz| 9
oz,
Oup—2
L1 R |
k-3 Oz . 0%k
= (P (VIZRR) a0 o
61‘1 ... amk,1
Oup_o Oup_o
Logo
dw = |detal
T
oz

= o2 ( 1—22)k73dz o

Oz

Ouy_2

(\/1——22>k_3dzdwk,1

(1 — 22) 532z dwy,_,.

Tp—1
OTp_1
Ouq
Oxrp_1
Oug_o
Tp—1
Oxp—1
Juy
Ok _1
Oup_2
Tp—1
OTp_1
Ouy
OxTp_1
Ouy_2
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