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Resumo

Apresentamos aqui o modelo esférico quantico de vidro de spin usando a aproximacao
de recozimento. Sao calculadas a energia livre, bem como a temperatura critica em fungao
do momentum de inércia e a entropia. Sao consideradas interacoes aleatérias de longo
alcance (campo médio) com distribuigdo normal de média zero, e a energia cinética de
cada spin. O céalculo é feito utilizando o formalismo funcional de Feynman de integrais
de caminhos. O limite classico é apresentado e coincide com o limite conhecido de teorias
anteriores.



Abstract

We introduce here the quantum spherical model of a spin glass using the annealed
approach. We compute the free energy, as well as the critical temperature as a function
of the momentum of inertia, and the entropy. We consider long range random interaction
(mean field) with a normal distribution with zero mean, and the kinetic energy per spin.
The explicit calculation is done using Feynman’s path integrals formalism. The classical
limit is shown and agree with the known classical theories.



1 Introducao

Os vidros de spin despertaram um grande interesse na comunidade cientifica desde sua
descoberta nos anos 70 |1, quando medidas experimentais da suceptibilidade em uma liga
metdlica com impurezas magnéticas apresentaram uma quina a uma certa temperatura.
Desde entao, os fisicos vem buscando uma teoria que explique esse comportamento, sempre

obtendo apenas parcial sucesso.

Essa quina na suceptibilidade acontece
também em sistemas antiferromagnéticos,
0 que sugere que ha uma transicao de fase

de segunda ordem. Entretanto, nao se trata

de um sistema antiferromagnético, pois observa-
se que a magnetizacao local é diferente de
zero, sendo apenas a magnetizacao global
igual a zero. Essas ilhas de magnetizacao
sao formadas gracas as interagoes entre os
spins e as impurezas, interacoes essas que

sao aleatorias em sinal. Isto significa que

L ]
as interagoes entre os spins estao compe-
tindo entre si, gerando assim um fenémeno
conhecido como frustracao. Figura 1: Quando dois spins mandam

. . ordens diferentes a um terceiro spin, este fica
A frustragao ocorre quando um spin

. . . ) frustrado.
recebe “ordens” antagonicas de dois outros
spins, por exemplo. Olhando para a Figura 1, observamos que o spin localizado no topo do
triangulo nao conseguiré satisfazer ambas as ordens vinda dos dois outros spins, estando

esse entao frustrado.

Classificamos, entao, os vidros de spin como um sistema desordenado, pois ele possui

os dois ingredientes essenciais para tal sistema: aleatoriedade e frustragao. Ingredientes



que geram muitas complica¢oes no tratamento matematico dos modelos presentes.

A maior dificuldade estd em calcular o estado fundamental dessa nova classe de sis-
temas. Como calcular a energia livre de equilibrio, se nao sabemos exatamente como se

comportam as interagoes entre os spins?

O que se propoe é que conhecemos uma distribuicao de probabilidades para os valores
de interacao entre os spins. Dessa distribuicdo, definimos uma média sobre todas as

configuragoes, a média configuracional, que é dada por
(Voa= /HdJZ-jP(JU)(...).
Jij

Essa é a média configuracional da quantidade “...” dada a distribuicao de probabilidades
P(Jij) para os valores de J;;. Como as impurezas sao consideradas fixas (isto é, nao
flutuam com a temperatura), devemos primeiro calcular a energia livre para um dado
conjunto de variaveis aleatorias, e depois tomar a média das energias livres para cada
configuracdo, isto ¢, a energia livre do sistema sera dada por fF = — (In Z) 4, onde Z ¢é

a funcao de particao definida por
Z="Tr (e‘ﬂH) ,

{ é o inverso da temperatura e H é o hamiltoniano do sistema a ser considerado, obtendo
assim o que se acredita ser o estado fundamental do vidro de spin (do inglés quenched,
aqui referido como temperado). Dessa forma, consideramos que o sistema nao entra em
equilibrio para cada temperatura, isto é, elevamos a sua temperatura, depois o resfriamos
rapidamente. Esse tipo de sistema é chamado de temperado (em inglés quenched). Este
¢ um problema muito dificil de se tratar matematicamente, pois as aleatoriedades do
sistema se encontram em uma fungdo nao linear (logaritmo), sendo preciso recorrer a
métodos como o “método das réplicas” introduzido por S. F. Edwards e P. W. Anderson

[2], onde usa-se a identidade matematica

. " —1
In(z) = lim (T)

substituindo 2", sendo x uma variavel matematica genérica, por Z", que é interpretado
como sendo n réplicas do sistema em questao, e se obtém a energia livre do sistema fazendo

o limite para o nimero de réplicas indo a zero.

O problema é muito complexo, e somente os resultados para a teoria de campo médio,

isto é, considerando que a interagao entre os spins ¢ de longo alcance, sao bem conhecidos.



Este trabalho vai se focar no caso de campo médio. Também trataremos o modelo como se
as variaveis aleatorias flutuassem com a temperatura, obtendo assim um valor de equilibrio
para cada uma, e para isso usaremos o tratamento de recozimento (annealed), o que a

priori leva a fisica errada do problema.

O fato de usarmos uma técnica que, a principio, nao leva a resultados aceitaveis, é
devido a um trabalho anterior de A. Theumann|3|. A. Theumann mostra, usando super
algebra [4], que podemos tratar o modelo esférico de um vidro de spin das duas formas

equivalentemente: usando a média temperada ou a recozida.

A proposta deste trabalho é aplicar a média recozida a um modelo esférico de vidro
de spins quanticos, e mostrar que, de fato, pode ser usado tal tratamento. Usaremos
o Hamiltoniano introduzido por Shukla e Singh [5] e resolveremos o modelo usando a
técnica das integrais funcionais de Feynman [6, 7]. Obtemos a energia livre, a entropia
e o diagrama de fases, mostrando que o tratamento recozido é valido também no caso

quantico de vidros de spins esféricos.

Encontramos também uma divergéncia nos resultados originais, que é justificada pela
mé normalizagao da funcao de particao. Com a normalizagao correta, obtemos os limites

classicos corretos.

O trabalho esta dividido em 3 capitulos:

e No primeiro capitulo mostramos a fundamentacao tedrica, mostrando o que é o
tratamento temperado e o que é o tratamento de recozimento; fazemos uma breve
apresentacao do formalismo de Feynman para uma e para muitas particulas (me-
canica estatistica); dissertamos brevemente sobre o modelo de Ising; mostramos, a

titulo ilustrativo, o modelo esférico original de Berlin e Kac [8].

e No segundo capitulo apresentamos os modelos conhecidos de vidros de spin, pas-
sando por dois modelos classicos (O modelo SK [9] e o tratamento por super élgebra

no modelo esférico [3]) e dois modelos quanticos.

e No terceiro capitulo modelamos o problema proposto, e o resolvemos apresentando
os resultados para a energia livre, para a temperatura critica dependente do inverso

do momentum de inércia e a entropia.

Na conclusao, discutimos o que aprendemos com o modelo apresentado.

Nos apéndices temos os calculos feitos para resolver o modelo, bem como os programas

usados para o calculo numérico de algumas integrais necessarias a obtencao dos resultados.



2 Fundamentacao

Neste capitulo apresentamos os conceitos fisicos das abordagens temperada e recozida,
bem como uma breve introducao de como devemos trata-las matematicamente; o forma-
lismo de Feynman é apresentado de forma detalhada para que seja possivel acompanhar
todos os célculos feitos no desenvolvimento do modelo (célculos apresentados nos apéndi-
ces a, b e c; uma breve apresentacao ao modelo de Ising, de carater apenas introdutorio
e ilustrativo, para deixar firmado o que queremos dizer com modelos do tipo Ising; uma
breve discussao sobre o modelo esférico, mostrando suas semelhancas e diferencas com o

modelo de Ising.

2.1 Sistemas Temperados vs Sistemas Recozidos

“Quenched”; ou em portugués “temperado”, é o tratamento onde, por exemplo, toma-
mos uma amostra de metal, aquecemos e subitamente diminuimos sua temperatura, de

modo que o sistema nao passe por diversas etapas de equilibrio.

“Annealed”, ou em portugués “recozido”, é o tratamento onde tomamos, por exemplo,
uma amostra metalica, aquecemos e diminuimos lentamente sua temperatura, fazendo

assim que o sistema passe por diversas fases de equilibrio.

Matematicamente, uma média temperada deve ser feita sobre a energia livre, pois,
no caso dos vidros de spin, por exemplo, devemos considerar as impurezas congeladas, ou

seja, considerar cada configuracao
Of =—InTr (e’m{)

onde H é o Hamiltoniano do sistema, que depende da configuracao aleatoria das interagoes

entre os spins, e J = kBLT, para depois fazer a média sobre as impurezas, ou seja

BFr = (Bf)ey = = (W [T (e7)]),,



onde BFr é a energia livre resultante da média configuracional de (f, significando que
as impurezas nao estdo flutuando com a temperatura ((...),, ¢ a média configuracional

introduzida anteriormente). O sub-indice “I” indica que a média é temperada.

Uma meédia recozida é feita diretamente sobre a funcao de particao, que é definida

como
Z = Tr (e‘ﬁH)
e sua média configuracional é

BF4=—1In <Tr (e’ﬁH)>

ca’

Fisicamente, estamos permitindo que as aleatoriedades do sistema flutuem com a tempe-
ratura, e entrem em equilibrio para cada temperatura 7. O sub-indice “A” indica que a

média é recozida.

No caso dos vidros de spin, a média annealed em geral leva a fisica errada do sistema,
pois devemos considerar as impurezas fixas, isto é, elas nao flutuam com a temperatura.
Entretanto, o modelo esférico permite ambas as abordagens (temperada ou recozida),
apresentando os mesmos resultados, como mostrou A. Theumann [3]. Nosso objetivo é

mostrar que esse tratamento se extende também para um modelo quantico.

2.1.1 Sistemas Temperados e réplicas

A complicacao matematica de fazer uma média temperada estd em fazer a média
sobre variaveis aleatorias que estao no interior de uma fungao nao linear: o logaritmo.
Para contornar esse problema, Edwards e Anderson apresentaram um método conhecido

« 4 N H 9 : Anli :
como “o método das réplicas”, que consiste em fazer n réplicas do sistema a ser tratado,

e depois tomar o limite para o niimero de réplicas tendendo a zero, na seguinte igualdade

1
Inz = lim (x )
n—~0 n

onde x é um nimero qualquer. O sistema entra em forma de réplicas substituindo = pela

matematica

funcao de particao Z. Deste modo, a média temperada se torna

(BF)eq = — lim ((Z”>_—1)

n—~0 n

onde devemos tomar o cuidado de primeiro tomar o limite das réplicas e depois o limite

termodinamico N — oo. Esse método mostrou-se muito eficiente no célculo das propri-



edades dos modelos onde se aplica, embora exista uma discussao sobre qual limite deva
ser tomado primeiro (o limite das réplicas ou o termodinamico). No entanto, acredita-se

que essa ordem nao cria problemas [1, 10].

2.1.2 Sistemas Recozidos

Se consideramos que as variaveis de interacao aleatérias podem flutuar com a tem-
peratura como as variaveis de spin, podemos considerar que, a cada temperatura uma

configuracao de equilibrio é estabelecida. Deste modo, consideramos matematicamente

BF =—In(Z)

ca

o que ¢ mais simples do que a média anteriormente apresentada.

No caso dos vidros de spin, esse tratamento nos leva a fisica do sistema errada, pois
devemos considerar que as interagoes aleatorias sao fixas, independentes de temperatura.
Sabemos ([1|) que a energia livre obtida por esse método é maior ou igual a energia livre
obtida pelo calculo usando a média temperada. Por outro lado, sabemos também que o

modelo esférico permite o uso da abordagem de recozimento [3].

2.2 Formalismo de Feynman

Nesta secao apresentamos o Formalismo de Feynman com suas principais caracteris-
ticas e o modo que devemos lidar com ele. Na primeira parte apresentamos o formalismo
para uma particula mostrando um exemplo (a particula livre), e na segunda parte mostra-
mos o propagador para muitas particulas e a conexao com a mecanica estatistica. Aqui,
nao exemplificamos, pois usamos tal formalismo para o calculo do modelo. Desta forma, o
proprio modelo serve de exemplo para o desenvolvimento de sistemas estatisticos usando

o formalismo [6, 7|.

2.2.1 Conceito e desenvolvimento

Feynman queria desenvolver um formalismo para a mecanica quantica que fizesse uso
de idéias e funcoes classicas, tais como o Lagrangeano ou mais especificamente, a acao
S, que é a integral indefinida do Lagrangeano. Dirac, em um de seus trabalhos, sugeriu
que ha uma conexao entre uma fun¢ao de onda a um tempo, digamos, t3, com a fungao

de onda a um tempo posterior t. que seria dada por uma fun¢ao transformagao (o que



chamaremos de propagador) proporcional a exponencial do Lagrangeano £ multiplicada

pelo imaginario puro ¢ e o intervalo de tempo ¢, isto é

[(te) >oc e i (to) > .

Partindo dessa observacao, Feynman iniciou seus estudos para descobrir se era ou nao
possivel fazer com que a equagao acima se tornasse uma igualdade. De fato, observou-se

que essa funcao exponencial poderia ser usada diretamente dessa maneira, para € pequeno.

Trabalhando mais um pouco para desenvolver o formalismo para intervalos de tempo
finitos (ndo tao pequenos quanto ¢), descobriu-se que para tempos macroscopicos, deveria-

se levar em conta a integral no tempo do Lagrangeano no expoente,

to 1 dz\ 2

mas devendo ser feita a integral sobre todas as variaveis de espaco a cada instante de
tempo. Surgiu, entao, a idéia de integrais de caminho, que sao essas integrais sobre todos

os valores de espaco para cada tempo infinitesimal.
e Caminhos

O principio da minima agao, em me-
canica classica, determina qual o caminho
que a particula seguird dadas as interacoes ty

que ela sofre. Entretanto, em mecanica

quantica, a determinacao de caminho se A
torna muito dificil, pois devido as incerte- /

zas intrinsecas desses sistemas, nao pode- /‘/

. . , . £
mos dizer qual caminho a particula percor-
reu ao ser medida em um ponto, digamos, W

x. Para resolver isso e dar uma interpre- X, Xs

o

or

or

b |

tagao intuitiva a nova teoria, Feynman ex-

plica que uma particula quantica percorre

todos os caminhos possiveis para sair de Figura 2: Alguns dos caminhos que sao
um lugar xy no tempo %y, € chegar ao seu levados em conta no formalismo
destino (isto ¢, onde ela foi medida) z; no tempo ty. Para cada caminho se define uma

amplitude parcial, ou o propagador pelo caminho x(t) dado por

Ola(t)] = Cet V)



onde C é uma constante escolhida de modo a normalizar o propagador total

Ub.a) =Y Pla(t)]

a—b
onde U é o propagador para tempo finito a ser calculado, b sdo as coordenadas (espago

e tempo) de onde a particula foi medida, a é de onde a particula saiu, e a soma indica a

soma sobre todos os caminhos possiveis entre a e b.
Como fazemos para seguir todos os caminhos, e somé-los?

Devemos dividir o espago em M fatias no tempo, como mostra a Figura 2, de tamanho

g, depois tomar o limite M — oo e € — 0, obtendo assim uma integral. Matematicamente

- £ 97 M Mt - € a7 - £ 97y
U.0) = Gogl () ooy = [ TT o Gogle T oarr) foarmaf e 1% ar-a)
k=1

X <ZL'M_2| G_i%H |£L'M_3> . <l’1| 6_7'%7_( |£L’0> (21)
onde foram usadas M — 1 identidades do tipo [ |z;) (x;|dx; = 1. O proximo passo é

calcular cada elemento infinitesimal desse operador
(wnl T s} = [ ol ) (ol 77 ). 22)

Queremos uma aproximagao para este elemento que nos reproduza exatamente a evolucao
da funcao de onda no limite ¢ — 0, e também nos gere um resultado aceitavel quando
atuar nos autovetores de posicao e momentum. Para isso, aproximamos o operador entre

os autovetores de momentum e posicao por sua ordem normal.

Para operadores expressos em termos de Z e p, a ordem normal é definida quando
todos os p’s estao a esquerda, e os 2’s a direita. Por exemplo

A2

H = % + V(ﬂf) (23)
estd em ordem normal, e
iR f: (_ZE)” z": 1 ﬁ k V(@)
' ' et h pr kEl(n — k)! \ 2m '

O operador completo, entretanto, nao é diretamente igual a sua ordem normal. Mais
precisamente
0o .\
R ] ¥ <§>2 <_Z?z) [ﬂmz_ Fyn2 :] ‘
(n+2)!

n=0



Note que o termo de correcdo ¢ da ordem de £2, de modo que para o operador infinitesimal,
no limite ¢ — 0, a ordem normal nos leva ao resultado correto para o propagador. Deste

modo, o elemento infinitesimal se torna
(wal o) = [ ool pa) T )
/dgpn <$n| pn> <pn| . eii%H : |xn71> -

- /dgpn (@n| Pa) (pu] €7 FHPE) |,y =

3
_ / dpn esz"(xn Ty— 1)6 H(p,xn—l)
(2nh)?

Q

onde H(p, z,_1) é uma fungao, e ndo um operador e foram usadas as auto fungdes do ope-

sz

rador momentum no espago de coordenadas (x|p) = Voltando para o propagador

completo, e usando o Hamiltoniano dado em (2.3), temos

3M

Ub,a) = hm /Hdﬂck 271'%_}11)T Fe - 1[ (w) _V(“—l)]

O conjunto dos pontos {xg...xy} definem uma trajetoria. No limite M — oo, usamos a

b 2 b )
u(b,a):/ Da(t)] et o @[3 (H) V@] =/ D [z(t)] en S0

b M m %
/ Dle(®)] = lim_ / 11 dz <2m'5ﬁ>
a k=1

representa a soma sobre todas as trajetorias possiveis comegando em a = (xg, o) e termi-

notacao

onde

nando em b = (zy,t5).

2.2.2 Tempo imaginario e funcao de partigao
A funcao de particao para uma particula deve ser escrita da seguinte forma
Z = Tre M = /da: (x| e 1 |z) (2.4)

e pode ser pensada como a soma dos elementos diagonais da matriz do propagador a
tempo imaginario

Ub, a) = (x] e 0% |z)
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calculado para o intervalo 7y —7; = h, 3 = kBLT Aqui, a representa o ponto xg ao tempo

imaginario 7, e b representa o ponto z; ao tempo imaginario 7. Fazendo a substituicao
t=1T

temos entao que
dr  dtdx dx

dr _drdt  'dt

nos dando a acao

i (8 ] ()]
- [ n(a0)

e, substituindo isso nas equagoes (2.2) e (2.1), obtemos, fazendo os mesmos passos ante-

riores

3M

ep—z_1)2
Uba) = lim / H P (2 ﬁ)ze—hz%{g(k;ﬂ) o] _

/ D 6 thO ‘Hdt

onde € = ﬁ(’/’f — 7p). Note que a exponencial da acao ficou levemente modificada, nos
dando a exponencial da integral do Hamiltoniano, ao invés do Lagrangeano. Voltando

agora a (2.4), temos que

z(Bh)=x
:/dx/ D [z(7)] e BthT—/ D [z(7)] e~ Jo Har
z(0)=zx z(Bh)==(0)

Agora, temos tudo pronto para um sistema de muitas particulas. Devemos seguir os
mesmos passos anteriores, mas devemos introduzir as relagoes de clausura para muitas

particulas

Z |z120 . ) (T2 x| = 1

Z1,T2.-

Z [pip2- - pa)(P1p2--.pN| = 1

L1,T2.-

onde os vetores representados acima sao simplesmente o produto tensorial

T2 . an) = |21 > Qe > @ ... Q@ |zy > .
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Para um Hamiltoniano de muitas particulas dado por

N ]32 1
H: 121%—‘—5;11(331—23])

a funcao de particao deve ser escrita como

— 1 (Bh g |soN m doy(r))\2 1 v(xi(T)—xi (T
z=[ D). Dl [ () A S et )
z(Bh)=z;(0)

que é o que usamos no desenvolvimento do presente trabalho.

2.3 O Modelo de Ising

O modelo de Ising (ver por exemplo [11]) foi proposto como uma teoria microscopica de
transicao de fase para ferromagnetos. Trata-se de uma rede cristalina com sitios ocupados
por spins o; que interagem apenas entre seus vizinhos mais proximos, que podem assumir

os valores 1. O Hamiltoniano do modelo é dado por

N

H:—J O'Z'Uj—HZO'i
(i5) i=1

onde a primeira soma é entre primeiros vizinhos, e representa a energia de interagao entre

um spin e seu vizinho préximo; o segundo termo é a interagao entre os spins e um campo

externo H. O nimero de vizinhos serd determinado pela dimensionalidade da rede, isto

é, para uma rede unidimensional tem-se 2 vizinhos; bidimensional quadrada, 4 vizinhos;

etc.

Note que fica em aberto a interpretacao desses spins. Uma vez que podem tomar
2 valores apenas, podemos considerar que sao componentes do spin dos atomos, que
podem apontar para cima (+1) ou para baixo (—1), podem indicar dois tipos de materiais
diferentes interagindo, isto é, um sitio ¢ ocupado por um elemento A e outro sitio J
por um elemento B, de modo que AB = —1 contribui com uma energia positiva J no
Hamiltoniano, e AA = BB = 1 contribui com uma energia —.JJ, ou como um gas de rede,

onde 0 e 1 indicam desocupado e ocupado.

Sabemos que para o modelo unidimensional de Ising nao ha transicao de fase, e que
para os modelos bi e tridimensional ha transicao. As solugoes para uma e duas dimensoes
sao conhecidas exatamente, mas nao ha até o momento nenhuma solugao exata para o

modelo tridimensional, apenas solugoes aproximadas.
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2.4 O Modelo Esférico

O modelo esférico para um ferromagneto foi proposto por T. H. Berlin e M. Kac (8]
para estudar fenomenos de transicao de fase em sistemas com ordem ferromagnética. O

modelo é exatamente soluvel & trés dimensoes.

O modelo esférico considera uma rede regular com NN sitios, todos ocupados por spins
continuos ¢; e energia de interagao entre primeiros vizinhos dada por —Je;e;. Os spins

podem assumir quaisquer valores, desde que

Ze?:N , <& >=1,
i
que é a condicao esférica. Para termos uma visualizacao geométrica do que seria o modelo
esférico proposto, vamos imaginar um espaco cartesiano N dimensional. Considere que
cada dimensao desse espaco construido é um spin. Agora, um ponto P qualquer dado por
P{ey, €a, ..., €x} serd uma possivel configuragao para o modelo de Ising se todos os €; forem
iguais a +1 ou —1. Note que essa configuragao representara um vértice do hipercubo N-
dimensional definido por todas as configuragoes possiveis tendo €¢; = £1. Se inscrevermos
uma hiperesfera nesse hipercubo, os pontos desse novo objeto serao dados pela equacao
>o.€2 = N, ou seja, pela condi¢ao esférica. O modelo esférico, entdo, admite todos os

pontos na superficie dessa hiperesfera, sendo cada um deles uma configuracao.

Embora o modelo esférico tenha carac-
teristicas nao fisicas, ele é exatamente so-
luvel, portanto, através deste modelo po-
demos ter um conhecimento, ou uma idéia

do comportamento de sistemas mais rea-

listicos na transicao de fase. Ainda, com
toda a “nao fisica” do modelo, ele apre-

senta resultados que se aproximam razoa-

ubo inscrito em uma esfera. Os vértices .
¢ f 0 velmente bem aos do modelo de Ising.

do cubo representam possiveis configuragoes

do modelo de Ising com 3 sitios, enquanto Sobre o niimero extra de configuragoes

. .. que o modelo esférico permite além das
a esfera representa as configuracoes possiveis

y configuracgoes de Ising, podemos pensar que
para o modelo esférico. gurag &P p 4

o comportamento obtido pelo modelo apre-
senta tais caracteristicas (como transi¢ao de fase) devido a configuragoes com varios spins

de modulo grande, e poucos spins pequenos. Berlin e Kac [8] mostram calculando a corre-
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lagao entre os spins, que esse tipo de configuracao nao é responséavel pelo comportamento
do modelo, de fato, a condicao esférica implica que as flutuacoes no médulo dos spins sao

baixas.

Nao é nosso objetivo recalcular o modelo esférico detalhadamente. Para maiores
detalhes sobre o calculo deve-se consultar o artigo original [8]. Apresentamos aqui apenas

consideracoes sobre o modelo.

No célculo do modelo, encontra-se no caso tridimensional uma singularidade no calculo
do ponto de sela que nos fornecera a energia livre do sistema. Para temperaturas abaixo
de T, (onde ocorre tal singularidade), a energia livre deixa de ser real. Berlin e Kac,
fazendo a continuagao analitica para a equacao do ponto de sela, e observam que existem
sim pontos de sela para temperaturas menores que 7., e que estes se mantém constantes.
Chega-se a conclusao que T, é a temperatura de transicao, ou temperatura critica do

modelo.

No presente trabalho usamos o modelo esférico médio, onde a condicao esférica

é substituida por
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3 Modelos conhecidos de Vidros de
Spin

3.1 Modelos Classicos

Mostramos aqui dois exemplos de trabalhos em vidros de spin classicos. Apresentamos

o modelo e sua solucao, passando pelo célculo sem detalha-lo.

3.1.1 O Modelo SK com interagoes de Longo Alcance

D. Sherrington e S. Kirkpatrick (SK) desenvolveram um modelo com interagoes de
longo alcance para vidros de spin usando spins de Ising [9]. SK resolvem o modelo usando
o método das réplicas, que consiste em usar a identidade matematica

Inz = lim u
n—~0 n

substituindo " por Z", onde Z é a funcao de particao do sistema. A interpretacao fisica
dada foi que sao consideradas n réplicas do sistema, e depois se faz o limite para o nimero
de réplicas igual a zero. Assim é possivel calcular a média configuracional da energia livre

(9 )y = = (0 2}, = i (E2 =), (3.1)

n—0 n

O modelo considera o Hamiltoniano

H:— t.7ij3i3j_H E S;
(i5) i

onde J;; é a energia de interacao aleatéria entre os spins e H é um campo auxiliar.

Considera-se que J;; tem uma distribui¢ao normal de média Jy e desvio quadratico médio

J, isto é,
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Sao consideradas interacoes de longo alcance (campo médio). Nao é objetivo do trabalho
mostrar os célculos detalhados do modelo SK, entao, apresentamos apenas alguns passos
importantes para a obtencao da solugao do modelo. Por solucao entendemos a energia

livre, a magnetizacao e o parametro de ordem de Edwards-Anderson.

A meédia configuracional de n replicas da funcao de particao é calculada

. nNQ_n . —7ac +<5J0) vaiS?dxa
(& = SO P ”/H (2m)} :

{sa}

/HEZyaW fyaVZz 7 7,

(av)

. ., j JO ~ .1:
onde J e Jy foram respectivamente substituidos por TN © W T €Y sao campos auxiliares

provenientes de duas transformacgoes de Hubbard-Stratonovich! e o e v sdao indices de

réplica. Agora, introduzimos (Z")_, em (3.1) para obtermos a energia livre do sistema

e s e W CETE N N

_N{Z LAYy yL_l {Z{S } P Tasa+y/ 80 Xa Ias‘l*ﬁJzavyavsaSW]}
Xe -1

e, considerando a solucao de simetria de réplicas, isto é, x, = vV Nz para qualquer a e

Yoy = V Ny para todo « e v, ficamos com

_ 1 L ("J)Q"N n —N{"w2+ n(n—1)y +"‘”y}
Fo= _mvhinooi%n { //(277) @ [//H\/ dy‘wle

onde z vem de outra transformacao de Hubbard-Stratonovich. Calculamos a integral

usando o método do ponto de sela, definimos

onde T e ¥ sao as solugoes para as equacoes de ponto de sela. Obtemos para a energia

1,ha? _

M = \/%fe 3w’ +V2haw g,
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livre, a magnetizacao e o parametro de ordem de Edwards-Anderson

N2
T 2 BJ 1.2
_7-“:% Joﬁ2m — ( 4> (1—q)2—\/L2_7T/dze2z In [2 cosh Z]

1 10
m=—— [ dze 2% tanh=
\ 2T /
1 1.2
= —— [ dze 2% tanh®’=
¢ V2T /

== (Jom+ J gz + H)

com

3.1.2 Super Algebra e o Modelo Esférico de um Vidro de Spin

Para obtermos um melhor entendimento da super matematica [4], A. Theumann |[3]
aplicou essa técnica no modelo de resultados bem conhecidos apresentado anteriormente:
o modelo esférico de um vidro de spin. Além de mostrar o uso, A. Theumann mostrou que
o modelo esférico tem uma caracteristica “patologica” de que, nesse modelo, o resultado

do tratamento recozido é igual ao resultado obtido pelo tratamento temperado.

A partir da fungao de particao do modelo esférico, com interagoes aleatorias J;; com

J2
N

e dO’i 1 g — 0_2 _ 1
Q(m—/_ool:[ ﬁeXP (§;Kw i9j NZ 1> (T (3.2)

distribuicao normal de média zero e variancia

N

onde I';; ¢ uma matriz N x N de elementos

Kij =p0Ji; , Ki=0

e 3= (kgT)™!, cuja condigio esférica é dada pela equagao
0
—a I Q(u)cys = Z <<0i2>TA>CA =N

7

sendo

1 dO'Z'
(- Ypa = m/l:[ﬁexp (-%FUUWJ (.))
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a média térmica convencional e

o [T

J2
i) J 27r ()

¢ a média configuracional sobre os J;; aleatérios, cria-se um funcional

2ty - (L) tiah)

onde Q(u) é (3.2) e

lu’ {h } / H do; eXp (— Z FUO'Z'O']‘ + Z hia0i>
i i

para h;, um conjunto de dois campos auxiliares nos sitios ¢ com o = 1 ou 2. Notamos

que esse funcional tem as seguintes caracteristicas:

(82_Z) _ <(182Q(M;{ho¢}> > = ((o?),.)
ahzza {h}=0 Q ahzza {h}=0 CA HITATCA

()~ () ) (e

e o grande potencial termodinamico deve satisfazer a seguinte condigao:

0

1
@(59(“)) - N Z (o) raldca
com a condigao
: 1
lim [B€(p)] = 5 In [p].
Podemos obter todas as informagoes do sistema a partir do funcional Z({h}).

Para calcular Z({h}), A. Theumann introduziu a super matemética da seguinte

forma?: Sejam y; variaveis anti-comutantes (varidveis de Grassmann) tais que

{xixi} = {Xzix}f} =0

Xi =0
/ [ dxid exp (—Z%Xij> = |1 (3.3)

2Nao é um objetivo do trabalho fazer uma revisio de super matematica e suas propriedades. O leitor
interessado deve recorrer a referéncia [4] para um melhor esclarecimento da técnica.
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Reescrevemos o funcional Z({h})da seguinte maneira:

Z({h}) = (T Qu; {ha Q15 {h2})) ca

e, usando (3.3)

Z({h}) = / Z dojqa /H dx;dx; <exp [— Z L'y (XfXj + 2::1 amoja> + Z hiagz.a] >

CA

Podemos calcular a média configuracional usando a distribuicao de probabilidades

1 [N _N75
Pl =y 5z "
que resulta

Z((h)) = %N[ / Hx:xi] [ [ e

* 2
J252 TXG o X§X;
SN Z(z])( J+7]2 +Za G'iaO'ja)

para os valores de J;; dada por

[GZW hiaOia —K Zz (X:X’L_‘_Za Uiaa'ia) X

xXe

Trabalhando um pouco no expoente, reorganizando os termos comuns e fazendo algu-

mas transformacoes de Hubbard-Stratonovich?® para linearizar a exponencial, chegamos a

o = [f o] [ [ 2o [ 255552

( +“”2+r12+s 670, +6502— )

expressao

><€

onde
NA * dalldUZQ Z hiao; u(x Xi+2 o Tiali ) Z Too?
e Hd d Yo i Xt i \f alax
m

x e\[J/BqUiIUiQ“FWSXi Xi—ﬁ > 0iXiTiat+ X Tiaba)

NA ‘negligenciando os termos ter-

Entao, fazendo uso de super matrizes para calcular e
modinamicamente inexpressivos e lembrando que as integrais nas variaveis de Grassmann

sdo nao nulas apenas se possuem termos do tipo ¢¢* ou ¢*¢*, ficamos com a expressao

- . n*n e e L
3Transformagao usando variaveis de Grassmann: e’ ¥ = [ %e (NO™0+6"n+n"0)

dver [4]
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) / / / / / /dzldedqude*delde*dHQ fw{ﬁﬂuq 240701403 92} y

hTW h (1N =1 }

Xe { v X In(2)+3 n(( D n(Ay) .
050,050 vt Aate

XeN{ In 1+3W ’ A2(€ O2-+03% 91) 1227|;~7[1 1]}

co1m

A, = J—Bu To=2—24 a=1,2
2
A, = {\]/—B_,u—zs—z—zs
]\1/[ _ Ay —q
—q A
- i 1 g« 050 030
W= Ay — 5070, q_21,4:_ﬁ
0100 030: 1
4~ 34, T 244 Ay 030-
5 [ 1,
hi = '
| Do

Integrando nas variaveis 6y, 07, 02 e 65 obtemos

-1

N? M -
2y = [ [ [ [ avidesduds g |1 = S| oA

M

com

2 2 1 1
¥+q2+82—§1n(2)+§1n[ ]—m(As).

Nao é possivel calcular essa integral exatamente, entao utilizamos o método do ponto de

g =

sela para calcular um valor aproximado, que no limite termodinamico é o valor exato. As

solucoes de ponto de sela sao

_ 1
ry = = z
2 +1
fngl
4
q = —T=7
2|\M
1
5 = 2 VP2
2 2

De i5 obtemos z, = v/2, que d4 o valor critico de y para qual a condicio esférica vale. Para
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valores de temperatura menores que J, z permanece constante e igual a v/2, deixando
assim de valer a condicao esférica.

Notamos que a tnica solucao para ¢ é ¢ = 0. Esse fato faz com que as réplicas o = 1,2

se desacoplem. Para a condicao esférica, obtemos

1 1 V2
Z:ﬁ{ﬁ”w} “= g

e para a energia livre

5F — —iBJ2—3[1+In(2)] T>T.
—BJ+im(Z)+Li  T<T,

que leva a uma entropia logaritmicamente divergente a baixas temperaturas dada por

S(T) ~ —kgln (Qk‘BT)

e suceptibilidade

X =7
L T<T,

V2 {ﬁ T>T,
J(—q)z .

onde acreditamos haver um erro de grafia na energia livre no artigo de Kosterlitz et al
[12], pois apenas na forma apresentada acima encontramos uma entropia logaritmicamente

divergente a baixas temperaturas.

O fato de ¢ = 0 desacoplar as réplicas leva-nos a uma caracteristica muito interessante
do modelo esférico. Z({h}) reduz-se a funcao de particdo para apenas duas replicas
desacopladas para todas as temperaturas, isto é, poderiamos ter feito o calculo do modelo

usando a aproximacao recozida

BF = — ln<Q(M)>CA —H

ao invés do usual tratamento temperado

BF = = (In[Q(p)])cn — 1

3.2 Modelo Quantico

Apresentamos aqui dois trabalhos anteriores em vidros de spin quéantico [5, 13]. De-
vemos prestar especial atencao ao sistema tratado, e aos resultados obtidos, pois esses sao

parametros de comparacao direta com nosso trabalho apresentado posteriormente.
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3.2.1 O Modelo Esférico Quantico de Vidro de Spin

Na falta de vidros de spin que nao apresentam caracteristicas nao fisicas, como entro-
pia negativa, Shukla e Singh [5] introduziram esse modelo mostrando que seus resultados
apresentam caracteristicas fisicas aceitaveis (em especial, uma entropia que vai a zero,
quando a temperatura cai a zero, um dos principais problemas na teoria classica de vidros

de spin).

O trabalho consiste em considerar uma cole¢ao de spins esféricos [8], com interagoes

de longo alcance, cujo Hamiltoniano é dado por
PZ 1 2
H = : 5 §;$jsi5j —l—,u;si

onde I é o “momentum de inércia” dos spins, J;; ¢ a matriz de elementos aleatorios com
distribuicao gaussiana de média zero, u é o potencial quimico. Os operadores de spin s;
sao todos na direcao de quantizacao, de modo que eles todos comutam entre si, e o carater
quantico do sistema se da pela algebra dos operadores p com os s, dada pela relacao de
comutacao

[Si, p]] = Zﬁ&l]

Shukla e Singh resolvem o modelo usando as conhecidas propriedades das matrizes

aleatorias. Primeiro, diagonaliza-se a matriz J;; pela transformacao
Z Tijoa(i) = Jaoa(i)

e usando também
Z sipA(i) = sapa(d)
Zpi%(’i) = paga(i)

obtém-se o Hamiltoniano

2u—Jy

+, podendo ser

que é um Hamiltoniano de oscilador harmonico, de freqiiéncia wy =

~ 1
A

escrito na forma diagonal
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onde n é o operador nimero de ocupacao, cujos autovalores sao dados, na representacao

de n pela equacao de autovalores
nin)y=nin), n=0,1,2,...
Deste modo, é facil calcular exatamente a funcao de particao
Zz = Treﬁ{zx\<n>‘+%)m>‘}
e a energia livre por spin
Fo L ) “In |2sinh L 3
= — n |2sinh | =
NG 4 27
1

com (3 = w7 € asoma pode ser trocada por uma integral usando a distribuicao para os

auto-valores da matriz aleatoria, que ¢ dada por [14, 15]
N 2 5
P(J)) = 27m2\/(20) — M.

A condigao esférica obtida por eles é
h 1 ~1
— =+ [ —1 = N.
(el

Shukla e Singh mostram que, para % % = 1, isto é, ,/% = %’r ~ 2.356 para
1

hh=1e p =1, temos um valor critico para ; ~ 5.55 onde a transigdao de fase ocorre a

temperatura zero, ou seja, nao ha transicao de fase para valores de % maiores que 5.55.

Também calculam a entropia
S 1kZ 15m th 15m In |2sinh 1ﬁm
= — — — — inh | =
N B e 5 )\ CO 5 2\ n S 5 2\

que, expandindo para baixas temperaturas obtém-se

3
8 kg1 [In

que mostra um resultado de entropia igual a zero, para temperatura nula.
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3.2.2 O Modelo M-vetorial de Rotores Quéanticos: Calculo no
limite M — oo

J. Ye, S. Sachdev e N. Read introduziram mais tarde o modelo M-vetorial quantico
para o vidro de spin [13]. O modelo consiste em tratar uma cole¢ao de spins M-vetoriais,
com interagoes de longo alcance, descritos pelo Hamiltoniano

» g 29 M PN )
H:—ZLi—I——ZJijni.nj, ’I’L,Lzl
2M i VN i<j
onde n;, sao as M componentes de um rotor unitario n; no sitio 4, L, (4 < v, p,v =

1,..., M) sao as M(M—1)/2 componentes do gerador de momentum angular L; no espaco

de rotores, e J;; é a matriz com elementos aleatorios, cuja distribui¢ao de probabilidades
2

para cada elemento ¢ dada por P(J;;) ~ e"22 . O carater quantico do sistema é dado

pela relacao de comutacgao
[Lipws Mjo] = 1045 (Opomju — Ouoju)

e L;,, satisfaz a relacao de comutacao do operador mumentum angular em M dimensoes.

Ye et al calculam as propriedades do sistema usando o método das réplicas no limite
esférico (M — oo [16]), e obtém um valor critico para g ~ 5,55 em 7" = 0. Também

mostram eu seu artigo [13] o diagrama de fase, ou seja, o grafico de T' em fungao de g.

Note que a relagdo entre g e I nos trabalhos [13] e [5] é dada pela simples equagao

g:%,comh:ktg:l.
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4 Modelo Esférico Qudntico na

aproxrimacao de Recozimento

Neste capitulo, apresentamos uma solugao para o problema do modelo esférico quan-
tico de um vidro de spin usando a propriedade do modelo esférico de Berlin e Kac [§|
descoberta em um trabalho anterior de A. Theumann [3|, e discutida anteriormente em
3.1.2. Mostramos que o modelo apresenta a transicao de fase usual no limite classico,
e uma transicao puramente quantica a temperatura zero, onde as flutuagoes quanticas

jogam o papel das flutuagoes térmicas na fase paramagnética.

Este capitulo esta dividido em 2 partes:

e Introducgao: fazemos breve introducao sobre o método usado para o calculo do

modelo e uma discussao sobre o modelo quantico de vidros de spin.

e O calculo: apresentamos as principais etapas para a solucao do modelo proposto.

Para tornar a leitura do capitulo mais fluida, os passos intermediarios dos célculos ana-
liticos foram postos a parte em 3 apéndices (A, B e C), os programas de computador
utilizados para o calculo numérico das expressoes para a energia livre, a temperatura

critica, o potencial quimico e a entropia estao no apéndice D.

4.1 Introducao

Como ja vimos nos capitulos anteriores, tratar um vidro de spin como um sistema
recozido nos leva a fisica errada, pois devemos considerar que as impurezas nao flutuam

com a temperatura.

Mostramos também o trabalho de A. Theumann [3|, onde aprendemos, usando su-
per algebra [4] que, ao tratarmos o vidro de spin esférico usando essa técnica, a fungao

de particao se desacopla em duas réplicas idénticas da propria funcao, o que significa
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que para esse sistema podemos fazer uma abordagem recozida, isto é, calcular a média
configuracional da fungao de particao e depois tomar seu logaritmo para obter a energia

livre.

E importante ressaltar que a utilizacao da média recozida, a principio, é valida apenas
no modelo esférico de campo médio, e que apresentamos ela, aqui, baseada no trabalho

citado anteriormente.

Os vidros de spin quanticos sao interessantes pois notamos uma transi¢ao puramente
quantica para um valor critico do momento de inércia [ introduzido no Hamiltoniano,
onde a transi¢ao ocorre com temperatura critica igual a zero. Nesse regime, o que rege
o carater paramagnético do sistema sao as flutuagoes quanticas, e nao mais as flutuagoes

térmicas. Para I — oo recuperamos exatamente o modelo classico de Kosterlitz et al [12].

No modelo, consideramos uma cole¢ao de rotores quanticos |5, 13] sujeitos a condigao
esférica, que interagem de forma aleatéria uns com os outros. Consideramos ainda que
essa interacdo é de longo alcance (campo médio). O campo externo é introduzido no
Hamiltoniano, e os calculos para a temperatura critica, a condigao esférica, a energia livre

e a entropia sao feitos para campo nulo.

4.2 O calculo

Partindo do Hamiltoniano

N s N N
H = bi _ Tii8:8: — H.§ + 52
- 27 9 ijSiSj iSi H S;
i=1 i i=1 i=1
onde p; é o operador momentum —iﬁ%, I & o momento de inércia da particula, J;; é

uma matriz simétrica de elementos aleatoérios distribuidos de acordo com a distribuicao

de probabilidades

1 [N _
P(Ji) = 5/ 3¢ 22 (4.1)

que representa a interacao entre os spins ¢ e j, § é o operador de posicao do rotor, H; é
um campo auxiliar aplicado ao sitio ¢ e p é o potencial quimico. A &lgebra que define o
carater quantico do sistema é

[5’1', ﬁ]] - —ZFL(SU

E importante lembrar que os operadores de spin aqui sio todos da direcio de quan-

tizacao, isto é, o indice indica o sitio do spin, de modo que a relacao de comutagao entre
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dois “operadores de spin” em sitios diferentes é dada por
5:,8;] = 0.
Com o Hamiltoniano, construimos a funcao de particao no ensamble grande canonico

N
Z = /Hdsi(sl...sN|6_BH|31...3N)
i=1

52

N .
-8 |:Zz‘ B3 2 Jigdid = HisiAn Y §?}
= HdSi(Sl...SN|€
i=1

81...8]\[).

Usando o método de Feynman apresentado no capitulo 1, chegamos na seguinte expressao,

apo6s fazermos os calculos que estao apresentados no Apéndice A

_1 B g I (dsi(7) ’_1 - Tiisi(T)sq(T
z - [ Dlmsisnle LG i
i(0)=si(5h)

o Jod dr[= 3, Hisi(r)+n >, s3(7)] .

Agora calculamos a média configuracional dessa funcao, ja que estamos considerando
um sistema recozido. Usando a distribuicao para as variaveis aleatorias de interagao dada

por (4.1), calculamos a média recozida

que, fazendo os célculos apresentados no Apéndice A, com h = kg = 1, resulta em
@):HN/mwwWW*ﬁm%%WWWWWWW}
n=0

Essa integral nao pode ser calculada analiticamente, por isso usamos o método do ponto
de sela para calcular o valor aproximado da integral. E importante lembrar que, no limite

termodinamico, esse método da o valor exato da integral. Definindo

= 9 H*(w,)H (wy, 9
M= nZ:O {Q(wn) — ]w§+ 2(u _) 2(5@()&}”) +1n [8 (Iw) + 2p — 2JQ(wy)) ] }

e fazendo os campos auxiliares H; iguais a zero, teremos as equagoes de ponto de sela

oM 2B8J

= 2Q(wn) - B2 + 20 — 20Q(wn)] 0
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cujas solucoes, que estao detalhadamente desenvolvidas no Apéndice A, sao dadas por

1 9 1 5
Qwn) = 17 (Twr +2u) + E\/(Jwg +2u)? — 82,

Antes de calcular a energia livre, faco o calculo da condicao esférica

_9
opp

pois é ela que nos dird a temperatura critica para cada valor de I. Note que primeiro

(692) = N

calculamos o grande potencial termodinamico €2, para depois fazer

BF = BQ — BN

Fazendo o célculo apresentado no Apéndice B, obtemos para a condicdo esférica (eq.

(6.14))
%}2 /L” coth (%) \/&12 —(2p— 122 =1 (4.2)
L

com Ly = /2u+2v2J e L_ = /2 — 2v/2J. O grafico abaixo mostra o comportamento

da fungao p(7T) para alguns valores do parametro I indicados no proprio gréfico, entre

eles I = 10, que reproduz o limite classico. O grafico foi obtido fazendo J = \/Li’ através

do programa apresentado no Apéndice D.

Potencial Quimico

1=0.19
- 1=l
— 1=1016 (Limite Classico)

15—

Note que, para p = v/2J, o limite inferior da integral (4.2) é zero. Se u < v/2J, a
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integral (4.2) deixa de ser real, o que torna o sistema nao fisico. A temperatura para esse
valor de p é a de transicdo (temperatura critica), e para valores menores, ;1 se mantém
constante e igual a v/2.J [8]. Note que o valor de p na transi¢ao é tunico, isto é, igual
para qualquer /. Entretanto, o valor para a temperatura critica vai ficando menor quanto

menor o valor de I.

Fazendo J = \/Li (isto é, pe = v/2J = 1), e u fixo em seu valor critico, varremos os va-

lores de temperatura e I, obtemos o seguinte grafico para o diagrama de fase. Escolhemos

esse valor para J para obtermos o limite classico correto para I — oo.

Diagrama de Fase

12

Ay,
g~
A6 S s,
Mig,
as

0,8

Paramagneto |

o« Vidro de Spin

02—

Flutuagdes quanticas ]

| ! |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

O grafico mostra a fronteira entre a fase de vidro de spin com a fase paramagnética.
A linha 1/I = 0 representa o limite classico do vidro de spin. Note que para um valor
critico de I ~ 5.5... (que concorda com os resultados apresentados anteriormente [5, 13|,
devemos tomar cuidado que, em [13| g = %), a temperatura critica para a transicao é zero.
Nessa regiao temos uma transicao de fase puramente quantica, pois ela ocorre devido a
competicao entre as interacoes e flutuacoes quanticas, e nao entre as flutuacoes térmicas
e as interagoes. O diagrama de fase apresentado aqui estd de acordo com os resultados
conhecidos, cuja obtencao foi feita usando o método de réplicas em um sistema temperado
[13].

Para o célculo da energia livre, devemos fazer a soma

B AR
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onde Q(w,) deve ser substituido por seus valores no ponto de sela calculado anteriormente.
Usamos o procedimento de Poisson, que consiste em levar a soma ao plano complexo, em
forma de uma integral em um contorno (apresentado no Apéndice C'). Obtemos a seguinte

expressao para a energia livre (eq. (6.20) Apéncice C)

BF = 27Tﬂ/fln [smh( )} \/8J2 (2u — IIQ) Izdx —In <21ﬁ) L.

Graficamente
Energia Livre
oOF= ]
— 1=10"16 (Classico
--- 1=100
L 1=10 i
- 1=5
. - 1=1
1=0.4

Aqui obtemos, para I = 10'6 o limite classico para a energia livre, apresentados em
3, 12].

Com a energia livre, podemos calcular a entropia do sistema, que é dada por

OF

S="%ar

resultando, ap6s um célculo rapido e simples

S = 27T1J2 f]x\/&]? (2 — In ){%coth(ﬁz—x)—ln [sinh(%)}}der

7T
1 25 1

—In - —.
2 N 2

Note a divergéncia para +oo quando 7" — 0. Isso é esperado, pois o modelo esfé-




30

rico apresenta essa patologia |3, 8, 12|. Esse resultado bate de frente com os resultados

apresentados por Shukla e Singh ([5]), que apresentam uma entropia que vai a zero, em
T=0.

Entropia

— Classico
_ - 1=100
A ---1=10

- 15
b 1=1

Acreditamos que nosso resultado é correto, pois quando trabalhamos com o modelo
esférico esperamos que este mantenha sua patologia na entropia a baixas temperaturas
[3, 8, 12|. Além disso, descobrimos que, ao calcular a energia livre, Shukla e Sing néo
levaram em conta um importante termo: o termo de normalizacao da funcao de particao.
Como a entropia depende da derivada parcial da energia livre em relacao a temperatura,
o termo de normalizacao entra com uma contribui¢cao importante tanto para energia livre
quanto para a entropia, pois ele depende da temperatura. Quando calculamos a constante
de normalizagao corretamente, os limites classicos bem conhecidos sao reobtidos, porém

a entropia se torna divergente a baixas temperaturas.
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5 Conclusao

No estudo do modelo esférico quantico recozido observamos que de fato o modelo

esférico permite tal abordagem, podendo ser extraidas as mesmas informacoes.

A transicio de fase se da para um valor constante de u = v/2J para qualquer I, e
a temperatura critica diminui quando diminuimos /. No limite classico obtemos para a
temperatura critica 7' = V2J = Jo, onde J,; representa o valor de J nas teorias classicas

apresentadas em [3, 9, 12].

No calculo do diagrama de fase, obtemos os mesmos resultados apresentados em [13],
onde eles usam o método das réplicas e consideram um sistema temperado. Obtemos o
mesmo valor critico para I de ambas as publicagoes (|5, 13|) para a qual a transi¢ao de
fase é puramente quantica, pois ela ocorre a temperatura zero. Nesta regiao, a transicao
acontece devido a competicao entre as flutuagoes quéanticas (dadas pelo parametro I, ao

invés de flutuagoes térmicas dadas por kgT') e as interagoes entre os spins.

Quando calculamos a energia livre, obtemos no limite / — oo exatamente a energia

livre conhecida de teorias classicas para vidros de spin esféricos [3, 12].

No célculo da entropia, obtivemos divergéncia para baixas temperaturas (S — oo
quando 7" — 0), o que é esperado, ja que essa patologia é bem conhecida para o modelo
esférico [3, 8, 12|, em desacordo com o resultado anterior apresentado por Shukla e Singh

[5], onde eles obtém uma entropia mais fisica, isto é, entropia zero a temperatura zero.

A primeira vista a obtencdo de uma entropia divergente a baixas temperaturas seria
um erro grande frente ao resultado anteriormente obtido por Shukla e Singh. Ocorre
que, no trabalho anterior, os autores nao levaram em conta o termo de normalizacao da
funcao de particao. Essa constante contribui significativamente no comportamento da
energia livre e da entropia, pois ela depende da temperatura. Calculando-a corretamente,
reobtemos os limites classicos corretos, porém divergéncia na entropia a temperatura zero
no caso quantico. Embora seja divergente, obtemos a entropia estritamente positiva para

valores de I menores que 10.
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6 Apéndices

Apéndice A: Calculo explicito de Z e < Z >,

Este apéndice tem por objetivo mostrar o célculo explicito da fungao de particao Z,
bem como sua média annealed < Z >.,. E importante ressaltar que essa parte foi escrita
baseada nos textos manuscritos originais, por isso, talvez seja preciso um pouco de atencao

do leitor para acompanhar o raciocinio e assim acompanhar os calculos.

O Hamiltoniano do sistema tratado é dado por

AR = =
"= ;i—ai Tigbi5 = 1Hi§i+u ‘Eléf
1= 2y = =

onde p; é o operador momentum —iﬁ%, I ¢ o momentum de inércia da particula, J;;
¢ uma matriz simétrica de elementos aleatorios com elementos —1 ou 1 representando a
interacao entre as particulas ¢ e j, 5 é o operador de spin, H; é um campo auxiliar aplicado
ao sitio 7 e p € o potencial quimico. A &lgebra que define o carater quantico do sistema é
dada por

[éiaﬁj] = —Zﬁ(szj, e [§7,, §]] = 0

Agora, escrevemos explicitamente a funcao de particio Z que desejamos calcular

N
Z = /Hdsi(sl...sN|e_ﬁH|sl...sN)
i=1

N 52
-B |:Zi S5 i Jigdi8j =3, Hisitny 5?}
= Hdsi(sl...s]v]e
i=1

Sl...SN).

Seguindo o espirito de Feynman |6, 7| mostrado no capitulo um, isto é, subdividindo
o sistema em tempos pequenos, calculo o propagador

52
Dy A A " ~
-% |:Zi a7 =3 iy Jijdidi =2 Hz'S#MEIS?}

Upp1 =< S17,| < S5, |- < Snim € |17,y > S27, 1 > o |SNpy >
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introduzo a identidade

N

/Hdpz|p17'npNTn)<p1TnpNTn| =1

i=1
a esquerda do operador exponencial, e se considerarmos o parametro € muito pequeno,

podemos substituir o operador exponencial por sua ordem normal 7], isto é

2
_E£ P 1 o T.8.5.—S. H. 5. 32 -2 N
R S S ok S N S TS RS Y T

Uppn-1 = /Hdpa < S1my | P1ry > oo < SN DN, > X

a=1

pl‘l‘ pNT ’e ﬁZz Q}egﬁsz\ZfJSlsjeﬁZ Hsle B Zz (3
n* n

SlTn 1° SNTn71>

2
/H dpa ﬁ Zi[(siTn_siTn—l)‘pi‘rn]_%{zi p“—n_722J ‘71787'7'71, 159Tn—1 Z Hs“'n 1} %
27rﬁ

X e‘ﬁ“ 2 Sifn_l

Posso calcular a integral em p:

2 N . 2
H Do i (sarn—sary1 ) parn—5 57 _ I1 Par, 4 [\/Frara—3v/E (sara=s0m1)]
onh ot 2rh

I 2
X e*% (SaTn —Sat,_q )

7
2
— I e_é(saTn_SaTnil) .
2mhe

Colocando esse resultado no nosso elemento de matriz

2

N ity 80T, _

y IR ([T C ) I P YE IR SRR S

nn—1 — €
2mhe

O propagador para um tempo imaginario macroscopico sera dado pelo produto dos pro-

pagadores acima calculado, isto é

. _ —BH
U(S1...5N,T0; S1.--SN,TF) = (Stry---SNrol€ A |17 ---5N7;)
N M-1 7Y
b [T doon
M—oco hg
a=1 =1

2
Sirn —S;
e) I M YTy TUTy—1 1 M el X
5{2 > 27:1( = ) -3 Zij Z’y:l ‘71]5“'7—18]7'7—1}

xXe X

2
o TS Husir, b S 2
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ou, na notac¢ao do formalismo

*) 40 a4 ()]
U(S1...8N,T0; S1..SN, Tf) = / D [s1(7)s2(T)...sn(T)] € X
s(70)

o=t g Ar[=1 i Figsi(r)si (1) =, Hisi(r)+n Y, s3()]

A fungao de particao é definida a ser |7]

ﬁth I (dsi(n) 2 1 i Jijsi(T)s; (T
z = / D [51(7)s2(7)...sn(T)] € n [Z”’( 57 3%y Tsi) ()} X
i(0)=s,(Bh)

Ye ﬁfodT[ ziHisi(T)Jr/J,ZiS?(T)].

Agora que calculamos a funcao de particao Z, calculamos < Z >,, onde o sub-indice
indica a média configuracional (média sobre os valores de 7;;). Nisso consiste o tratamento
annealed (ao invés de fF =< In Z >.,, que seria o tratamento quenched). Para fazer tal

célculo, considero J;; distribuido segundo a seguinte fungao

1 /N 2
P(Ji;) = 7\ 3¢ a7

onde P(J;;) é a distribuicao de probabilidade para valores de [J;;, J é uma constante.

- [Ty e

onde (ij)indica apenas vizinhos (isto é, conta apenas uma vez o par ij, descontando o par

Entao

ji). Escrevendo explicitamente

_1 Bh g5 dsl(T) S Hisi(r
(Z)ea = / D [s1(7)s2(7)...sn(7)] e 7o ¢ [ (52 2 20)- 5, Hisi(7)] X
(0)=s:(BN)

1 /N
. / H djijj %6_%‘73 e2h o dr S 245 8i(m)si(T)
(i5)

Note que apenas o ultimo termo da equacao depende dos valores aleatorios J;;. Traba-

lhamos entao no ultimo termo dessa equacao, que eu vou chamar de [

Iy = / HdeJw/ﬁe 3775 | e Jo"dr Sy si(m)s(7) —
= /Hd‘_'fm(]\/ge 3275 |:eﬁ o dT Y g si(7)s5(7)
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Iy = /deﬂj\/ 6_ﬁ72+ﬁ~7wf0 drsi(7)s; (1) _

- /dezﬂj\/ 5-¢€ [\/_%**\/_Jfo deZ(T)sgr] —(f”’dei(T)sj(T)) _

w)
_ sk Sy (" drsi(n)s ()"

Com isso, tenho
57,(7')
(Z)ea = / D [51(F)so(7).sy (r)] e~ 70 07 (i 8 (5572) +u 2 )-E Hussr)]
51(0) Sl(ﬁh)
2 2
s ezanz S (Jo" si(r)s;()dr) (6.1)

O 1ultimo termo esté, digamos, desconfortavel. Vamos ver o que pode ser feito. Primeiro,

definimos ele a ser

T, = 6% Sy (S drsi(r)s; (0)” _ em Siiq (S5 drsi(r)s; () [ dr'si(7)s5(7))

agora, transformando a soma entre vizinhos em soma nos sitios, ficando com

{ ph ﬁﬂ de’T >isi(m)si(t!) } (fﬂh 52 T)dT>2}

e €4Nﬁ

note que o segundo termo do expoente nao contribuira na termodinamica do sistema, pois

ele serd de ordem % Entao, desprezando a parte termodinamicamente irrelevante, tenho

2 2
T, = e41<m2 o 3" drar [Zi Si(T)Si(T/)] .

Um passo delicado agora. Transformo as integrais do expoente em limite de somas, ou

seja
72 2
T, = 64Nﬂ2 1m0 imp oo SO0 o SOR- oEaEA[Z i (EQ)S.L(EA)] _
2
lim HHmNﬂgsasA i siea)si(en)]
D,M—o0
a=0 A\=0

onde €7 sao intervalos de tempo muito pequenos, que vao a zero quando o niimero de passos
(M ou D) tendem a infinito. Aqui, fago uma transformacao de Hubbard-Stratonovich para

linearizar o expoente, e fico com

: N (Caser)2+Ly(caren) T, s5(ea)si(er)
T — 1 d o €a€ ey JEaEN hy asEX ilEa)silex)
) D,;}EWHH/ ye m/g e

a=0 A=0

_ lim H H dy EarEN) - Nefsasx{N(yfs;TU g”f;i” 2o &(%)Si(&\)}
= o —
D,M—o0 Eaf Fa ™

a=0 A=0
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agora, definindo a nova variavel Q(g,,e)) = Yeatr) o tomando os limites, fico com a

Ea€)

expressao em forma funcional

Td _ /D [Q(T, 7_/)] lﬂei Oﬁﬁ' ffﬁ deT/[NQ(T,T/)27%Q(T,T/)Zi Si(T)Si(Tl)]‘
N

Substituindo essa expressao em (6.1):

<Z>ca = / D [s1(7)s2(7)...sn(T)] D [Q(T, T’)] ﬂe > {fﬁﬁ[é(lﬁéfy)f—%us?(ﬂ]dr} "
(0)=s;(Bh)

™

ek Z { Bﬁ drH;s;(T) ffoﬁﬁ fégh deT’[NQ(T,T) —JQ(7,7")si(T)si (7! ]} o

=1L / D (51(7)s2(7)...sn(T)] D[Q(T, )] \/ge}ifoﬁh {%(d%ﬂ) +M8?(T)]d7 "

Xehf""drmsl )= ST drdr [NQ(ra)2 = TQ(r,r)si(r)si(+)]

Olhando para essa expressao, notamos que temos N integrais iguais, entao posso tirar o

produtorio e elevar a integral a poténcia N. Com isso e, fazendo 2 = 1 temos

(Zea = / D[Q(T,r’)],/E@*foffdrd#@(w@?X
5;(0)=s:(8h) T

N
% {/ D [S(T)] —fﬁ [é( T)) + s (T)—HS(T)]dT-‘rfOB foﬁ JQ(T,T/)S(T)S(T’)deT/} _
(0)=s;(8M)

i(0)=
_ / D[Q(T,T/)] lﬁefoo fﬁdeT/Q (1,7")? x
5:(0)=s:(Bh) 7T

2
*f(? % df;:) +,us2(7')7Hs(‘r) d‘r+f06 foﬁ JQ(7,m")s(m)s(+")drdr!
_N{_ln{fsuo)—si(ﬁmD[S(T”e A(55) )
Xe

(6.2)

Nao posso resolver tal integral exatamente, entdao, uso o método de ponto de sela ! na

variavel Q(7,7’), que no limite termodinamico (N — 00) é exato. Definindo o funcional

i) = [ [ ey -

—In { / Dlw(r)] e o [F(H2) suso=sis]arss J7 7 Q(m')s(r)sv’)dm/}

poso fazer a equacao de ponto de sela pela derivacao funcional
og
0Q

e N9 @dy ~ \/ﬁﬁe*m\’g(zl), no limite N — oo esse resultado é exato e 2’ é a solugao de
et >g(z’

=0
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0 que da a seguinte equagao:

(r —Hs(7)|dr B (8 Q(r, ) s(r)s(r!)drdr!
fD[:I;(T)]{ SR TA (222 ps(r)2—Ho(r) ] drtd [ [ Qra)s(r)s(r')drd

2Q(r,7") — 5 X
[Dla(r)e I [5(4E) us(r2—ms(n)|ar+7 [ [ Qra)s(r)s(r)drdr’

xJs(T)s(t")} = 0

Olhando para a fracao, percebemos que ha um funcional com a forma de uma funcao de

particao, de modo que posso escrever

20(r,7) = J(s(r)s(r)), =
_ [Dlsre Fl

[Ds(r)) e [(5) pustr=tiso)ared J§ 7 Qrirs(r)atryarar

%(d;—@)2+us(7)2—H5(7’)]dT+Jfoﬁ fO’B Q(T,T’)S(T)S(T’)drd’r’J8<7_)8(7_,)

A / 2
U otane
onde
A = o= [H(E2) s =H ()] dr+7 ] [ Qe s(r)s(rdrdr (6.3)
e o funcional
G= /D —fo (L2 tus(r)?—Hs(r) | dr+7 ¢ 7 QUrir!)s(r)s(r')drdr’ (6.4)
Supondo agora simetria frente a translacao temporal, isto é, Q(7,7") = Q(1 — 7') e

s(1) = s(T + ), posso entao fazer a transformada de Fourier desses campos

oo
— Z e T s(wy)

n=—oo

onde w, = 22" sao as freqiiéncias de Matsubara para bosons. Defino também a transfor-

B
s(wy) = %/0 dre™ 7 s(7)

Quero que s(7) = s*(7) (s(7) real)

mada inversa

ou seja



38

A transformada para Q(T — 7') fica

o0

QT—T ;Zelu}nTT wn)

n=—oo

Para fazer a inversa, redefino 7 — 7/ = o

B
Q) = [ doc Q)

0

Voltando a (6.3), ficamos com a fun¢ao ja transformada

A = e R wn)s(wn) B s (wn)s(n) B H (wn)s(wn) o

e FIBE o s (@n)s(@n)Qwn)

e, substituindo em (6.4) temos

]C/OO H ds(wn)ds*(wn)e_ﬁZ;.LO:O{I"J?L|5(Wn)‘2+2ﬂ|5(wn)|2_H*(Wn)S(Wn)_S*(Wn)H(Wn)} X

sof = Tls(wn)2[Q* (wn)+Q* (wn)] }
x e P 2n=0 (6.5)

onde K é uma constante. Para resolver essa integral, fazemos as seguintes substituicoes:

w(wy) + iv(wy)

du(wy,)dv(wy,)

s(wn)
ds(wp)ds™ (wn)
Q(wn)
H{(wn)

¢ (wn) + iga(wy)
= hi(wy) +iha(wy).

Wn
Substituindo em (6.5)
6 = [ Lttt ol

—B{— 2h1(wn)u(wn)thz(wn)’U(wn)*J[Q(II(Wn)}} —

= ’C/ H {du(wn)e’ﬁ{[IW%HN*?Jql(wn)]u(wn)%thu(wn)}X
—o0 g
X dv(wn)e‘ﬁ{[IW%“#—?Jql(wn)]v(wn)2—2h2»u(wn)}}

que resolvemos facilmente nas variaveis u(w,) e v(w,), pois se tratam de duas integrais
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gaussianas, obtendo o resultado

BH* (wn)H(wn)
Te Twd+2p—2Jqq (wn)

G = ’C}_[O B2 +2u—2Jq] [~

o

n=0

BH* (wn) H(wn) _ 2 _
We{lw%wu—wmwﬂ) IH[BUW"H“ 2Jq1(w”))]}

Notamos que sobrou apenas a parte real de Q(wy,) (q1(wy)), entao redefino Q(wy,) = ¢1(wn).

Substituindo esse resultado em (6.2) temos
BH™(wn)H (wn) +In

@, =1 [ P G e sl GRS
n=0

onde todas as constantes foram colocadas na constante de normalizacao N.

Aparte da constante de normaliza¢ao N, devo calcular a integral de (6.6), e fazemos
isso pelo método de ponto de sela, jA que nao sabemos calcular a integral exatamente.

Fazendo os campos H iguais a zero, temos como equacoes de ponto de sela

v 2J
— =20Q(w,) — =0
050 = 20 ~ T o 20w
que, com um pouquinho de algebra bem simples, obtemos
Qo) = = (12 + 21) + & It 1)y (6.7)
) =g G TN\ 2 T ' '

Note que, a rigor, teriamos duas solugoes (temos também a solugao Q(w,) = ﬁ (Tw? + 2u)—

2
%\/(% + %) — 2), mas para manter (Q)(w,) sempre positivo, e termos entao um expo-
ente negativo definido, escolho a solu¢ao apresentada em (6.7). Deste modo, fazendo o

limite termodinamico, temos a seguinte expressao para a funcao de particao

2
2
_ 3 (1,2 1 (1R w) _o| __BH*(wn)H(wn)
o N{[4J(1“’n+2“)+2 (2J+J) 2} Iw%+2u_2JQ(wn)}
<Z>ca = H Ne X
n=0

—N{ln [,@ <1w3+2u—2J <41J (Tw2+2p)+
Xe

ol
/N
~
[ V)
n‘sﬁ\,
+
<=
N~
nN
|
)
N—————
~
| F—
N——
—
(@)
co
N

Calculamos agora a constante /. Para isso, consideramos os sistemas classico e quan-

tico sem interacao. A funcao de particao para o modelo esférico classico sem interacao,
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para apenas um spin é

Z _/OO e‘ﬂ“Sst_ 1
T vr Vo

e, para o sistema quantico é
Zp=N Tre 1

onde o Hamiltoniano é o
~ p A2
H=— s°.
o TH

Oras, isto é um oscilador harmonico, que diagonalizado fica

o0 o0
Zp = NY e F(n+3) — A% QT”Z(G_B )”_
n=0 n=0

No limite classico, quero

N1

lim Z,,

I VR T

_ /2P
oy

Substituindo em (6.8), lembrando que existe uma constante A para cada particula do

nos dando

sistema, obtemos finalmente para a funcao de particao

2
2
1 1 IW% BH* (wn) H(wn)
1 _N{[“(Iw3‘+2“)+2 (5h+5) _2} _Mmmn)}
e X
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Apéndice B: Condicao esférica

O objetivo aqui é mostrar explicitamente como foi feito o calculo da condicao esférica.
Com ele foi possivel obter uma equacao cuja solucao nos da a temperatura critica 7. em

funcao do inverso do momentum de inércia 1/1.

A condicao esférica é dada pela equacgao

0
BT (BF)=N (6.9)
com
fF=—-In(Z),,.
Substituindo em (6.9)
10 1 0
Gon (=In(2),) = 3(Z). on (Z)ca- (6.10)

Agora, substituindo (6.6) em (6.10),fazendo H = 0 e a derivagao, temos

8 _ 1 - —N Q(wn)2 In|3 Iw% 2u—2JQ(wn)
o8 (67) = (2) e }:[()N/dQ(wn)e { +n[B(1wf+2u N} x
N & 2
x [E ; 102 + 20 — QJQ(wn)] =N

Ora, o funcional a direita da igualdade escrito explicitamente é exatamente a funcao de

partigdo (Z)_,, entao, essa condicio sera satisfeita se

2 1
[B% Tw2 + 21 — 2JQ(wn)] =1

Reescrevendo, e lembrando que o argumento do somatério é Q(w,)
2 S Q) - 1
- wn —
BJ n=0

ﬁ_l(] Z Qw,) = 1. (6.11)

n=—oo

Para fazer a soma acima, recorro a um truque que consiste em substituir a freqiiéncia
wy, discreta em uma varidvel continua imaginéaria z, construimos uma funcao de z com

polos exatamente sobre os valores de w,, e integro no contorno que contorna esses polos:

wp = i2. (6.12)



42

4+ | Im(z)

;?.e(z)

Figura B1: O contorno I' na soma das freqiiéncias.

Inserindo (6.12) em (6.7) e substituindo o resultado na soma da equagao (6.11), temos
Q) = 2 - i—[—zz+1\/<ﬁ—l—22)2—2 dz
2mi Jpefr—1)2J 4] 2 J 2]
= % {7? eﬁfni T (% - %2) dzt
+ %é eﬁfni 1\/@ = ;—Zj)Q —2dz (6.13)

onde I' é o contorno mostrado na Figura B1.

Para fazer a integral, deformamos o contorno de modo a nos livrarmos dos infinitos
polos, e ficar apenas com uma quantidade mensuravel de polos ou com algum corte. A
primeira integral em (6.13) tem polos apenas sobre o eixo imaginéario de z, entdo, se
deformarmos o contorno de modo a fugir desses polos (Figura B2 (I)), a integral se torna
trivialmente igual a zero. A segunda, portanto, possui cortes no eixo real de z, como
mostra a Figura B2 (II).

+ Im(z) + Im(z)

I II

;’.e{z)

I B

Figura B2: O contorno para (I) a primeira integral e (II) para a segunda integral
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Fago agora o calculo da segunda integral em (6.13)

s e po 122\’ s e 2
ami foerr —1\[\ T~ 2J * T SnJi FeﬂZ—1\/( =12 ‘

Deformando o contorno I' como mostrado na Figura B2 (II), notamos que o integrando é
real apenas para os valores entre —\/% (2u + 2\/§J) <z< —\/% (2/1 — 2\/§J) na parte
negativa do eixo real, e entre \/% (2,u — 2\/§J) <z< \/% (2u + 2\/§J) (na Figura B2

(I), Ly = /(20 +2v2J) e L_ = /(20— 2v2J)). A integral é entdo dividida em 4

partes:
8 [ d
I T 2
7, = - 2 (24 — Ix2
87rJ/_L+ eﬁx—l\/&] (2 = I22)
7T
B [V _d
I T 2
T, = - 2 _ (2 — Ia?
b 87TJ/_L— eﬂw—l\/&] (2p = I2%)
T
8 (v d
A x 2 _ _7,2)2
I = 87TJ/L e \/8J (2u — Ix2)
VT
L_
ﬁ VT de‘ 2
T, = - 2 (2u — I22)°.
d 8wJ % eﬁz—l\/&] (2p = I22)

Em Z, e 7, devo fazer a substituicao © — —=z, e em Z, e Z; devo inverter os limites de

integracao. Fazendo tudo isso, e somando todas as partes, temos

b o \/(2 —Iz2)2—8J2dz—i/€;%coth Pz \/8J2—(2 — Iz2)°
8tJi Jpep — 1V \H T e 2 a

substituindo em (6.11)
b
Y /Lﬁ coth (%) V82— (2 — 122 = 1. (6.14)
L

Dessa equacao podemos calcular a temperatura critica para cada valor de I. O valor

critico de p & v/2.J, pois se for menor que isso, a integral deixa de ser real. Berlin e Kac
explicam que, para manter a integral real, p gruda nesse valor critico, onde se obtém
a temperatura critica, e para valores de temperatura p permanece constante, isto é, a

condicao esférica nao vale mais.

Para mostrar a validade desse resultado, tomamos o limite classico, isto é, o limite
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para I — oco. Comeco fazendo a substituicao
Yy = \/fx, dy = Vidz.
Substituindo em (6.14)

1 L+ ﬁy) Qdy
— th{ L) (/872 — (2 — 2)* "L =1
4WJ2/LC° (M¢ =%

agora, fazendo I — oo, isto é, I muito grande, substituo a cotangente hiperbolica por sua

coth (&) L2V
WI) By

forma assintotica

ficando com

L4 1
/ ;dy\/&]Z — (2u — y2)2 = 213.J°.

Agora, faco a seguinte substituicao

<
Il
w

o que nos da

/:“”ﬁ‘]% <2,u—z—|—2\/§J) (z—2u+2\/§J>= b%%(b—z)(z—a)ﬂﬂﬁﬁ

,u72\/§J z a

onde fizemos a substituicio 8.J% — (2u — y2)* = (2p —y? +2v2J) (v* —2u+2V2J),a =
21 — 2v/2J e b= 21+ 2v/2J. Faco mais uma substituicio

w=z—-a

ficando entao com a integral

/OMJ (w+ 25 - 2v2J) \/“’ (127 ~u)

agora sim, recorro a tabela de integrais 17| pagina 287 formula 3.197.8 obtendo, depois

1 F(Q) 1§.3. 4\/§J =3
o —2v2J 1\ T2 2 —2v2J

de uma algebra simples?

2) , < s . . .
onde Fl( )6 a fungao hipergeométrica de Gauss. Assim ainda nao consigo comparar com

Existe um termo constante B (3;3) = %, onde B(a; 8) = Flf(o‘(l)_l;(ﬂ%) e I'(z) & a fun¢do Gamma
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os resultados conhecidos, entao fazemos mais um pouco de algebra. Note que

4W2J 2
2W2J—2u l-—c

= _K 3
onde ¢ = 737 Temos entao que

F® (1, ;; 3: 1&_6) =28 (u - ﬁj) = 2V/2BJ(c—1). (6.15)

Mais uma vez, recorrendo a [17], dessa vez pagina 1043 formula 9.134.1, temos a relacao

3 2 c—1 1 1
F(Q) 1.2:3. _ F(Z) Z1:9:
! ( 27771 —c¢ c L \2777 ¢

que substituindo em (6.15) se obtém

1 1
FP (21,2, =) =2v28J,
2 c?

o que nos leva mais uma vez a tabela, pagina 1042, formula 9.121.24, que nos da finalmente
ap6s uma algebra monoétona

26p 1
\/_Z—ﬁ,]—\/éﬁj—i_—

que é exatamente a expressao encontrada por A. Theumann [3] em seu modelo classico.

Note que para os resultados coincidirem devemos fazer a redefinicio Su = pa e V2J = Ja,

onde f14 € J4 sdo os valores obtidos por A. Theumann [3].

Apéndice C: Energia livre

Para o célculo da energia livre, ¢ muito importante a constante de normalizagao da
funcao de particao, pois ela dard uma contribuicao dependente da temperatura 3 do

sistema. A energia livre, segundo a equagao (6.6) sera dada por
BF =3 Qwa)? + Y {8 1w + 21— 2JQ(w,)]} ~InN —p (6.16)
n=0 n=0

onde Q(wy,) estd dado pela equacdo (6.7). A complicagio, obviamente, esta no calculo
dos dois primeiros termos. Para manter a clareza da explicacao, calculo separadamente

cada um deles.
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O primeiro termo a ser calculado

T = ) Qwn)’ =
n=0

_ v L > ey L PR
_;;SJQ{(IMJFQM) 4J}+;8J2(Iwn+2,u)\/([wn+2u) 32

A primeira coisa que devemos notar é que, quando usamos o procedimento que leva a
soma, ao espaco complexo, a primeira soma nao iré contribuir para o resultado, pois posso

deformar o contorno (como na Figura B1). Ja a segunda soma nos da

> <7 (Iw? + 2p) \/(Iwg top)’—82 = ) e (12 + 2p) \/(Iwg ou)? — 82 =
n=0 n=—o0o
15 dze"?

o 2
3202 Jrebe — 1 (24 = 12%)

x\/<2u — 122+ 2\/§J2> ([,22 —2u+ 2\/§J2>.

O contorno a ser considerado é o mesmo da Figura B2 (II), pois os cortes estao no mesmo

lugar. Novamente, terei de considerar as 4 integrais

L_
o B Vi dx 2 2 2 2 2
T = -5 . o (2 — I?) <2,u—fx +2\/§J)<Ix —2u+2\/§J>
I
7, = _Lﬁd—x@ — I2?) (2 —1x2+2\/§J2) (sz—z +N§J2>
© T R o a s a
Ly
3 Vi dx

7. — (20— Ia?) \/<2u iy 2\/§J2) (Ig;? —ou+ 2\/§J2)

327w J? Jro efr -1
T

L_
B /\ﬁ dx 2\/
! 327.J? Ly eﬁx_l(u 7’ p— 1% +2v/2 x 1+ 2v2

onde novamente devemos fazer a substituicao + — —x em Z, e Z,, e trocar os limites de

integracao em Z;. Fazendo isso e somando tudo, temos

L
3 7

T =2
Y q6ng2 [
Nz

dz (2u — Ix2) \/<2,u —[z? + 2\/§J2> (IxQ — 21+ 2\/§J2> coth (%) .
(6.17)
O segundo termo de (6.16)
T, = > Wn{p I +2u—2JQw,)]} = % > B [Iw) +2u—2JQ(w,)]} =
n=0

n=—oo
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1 & ) 1 1 [ (12 p\°
- 5_21“ B Iwk+2u—2J 4J(]w +2u) + = \/<2J j) —2 =

= —nzooln{ [—+ + = \/[w2+2u) —8J21}

que, escrevendo em termos da integral em z, fica

B[ dze™ 2 1 5
T, = 1 U — b o2 — 122)? — 82| L
27 dmi frepr — 1" flam—= +2\/(“ @) —8J

Novamente, tenho cortes dados pela Figura B2 (II), e divido a integral em 4 integrais

B Vi da Iz?
7, — {6 |2u — 25— Ly /(2 — 122)2 — 8.2
© T G oM 2\/(“’ vy -8d
i
B ~F da Iz
T, = {6 |2u — 2 4 Ly /(o — 122)2 — 82
’ dmi | L eﬁx—ln{ﬁ{u > T3 (2= I 8(]}}
T
ﬁ T+ dx Iz?
I - md 82— 4 Ly /o — 122)?
dri Joo ePe 1" b 120 2 +2 (Qp— I
i
L_
6 vi dx Ix? i
7, — md g l2u— 22 Ly op— 122)? — 82
d e % e nq b2 5 2\/(M z?) 8.J
I

Mais uma vez, fazendo a substituicao ©+ — —x em Z, e Z;, e fazendo a troca nos limites

de integragao de Z,;, temos

s

5z =12 5 (- Ia + 2V2T) (22 — 21+ 2V2))
T = — o= dxcoth<2)ln :
) p— 22— 5 (2= T2 4 2V2) (a2 = 2+ 2v/2)

que eu separo em

- {/”dxcoth< )

x In [M—%+ 2\/<2u 1x2+2\/§J> <1x2—2u+2\/§J>] —
—/LLjT dx coth (%) X
L
x In [u - %’”2 - %\/(m — I2? + 2\/§J) (m ot 2\/§J>] } . (6.18)

Novamente separo em duas integrais. Como tenho uma integral analoga a outra, apresento

o calculo de apenas uma delas, pois a outra é calculada exatamente do mesmo jeito. Tomo
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a integral

Ly
—L I 2 .
Int, = /Lﬁ dx coth (%) In [u o + E\/<2p —Ix2+ 2\/§J) <Ix2 —2u+ 2\/§J)]

2 2
v

e fazemos uma integracao por partes usando a féormula

b b
b
/ udv = uv|a—/ vdu
a a

com
Iz?
u = In [ﬂ—7+§\/(2u—[:p2+2\/§J> (Ix2—2u+2\/§J)]
du = f X
—%4—%\/(2/;—[1:2—1—2\/1]) (Ix2—2,u+2\/§J)
P2~ 12%) = \/ (2 — 122 + 2v/2J) (122 — 20 + 22
X dz
\/<2M—I$2+2\/§J) (Ix2—2,u+2\/§J)
e
dv = coth (%) dx
ERN N
Vo= Bln{smh<2)]
obtendo

b

.
o = G o () 575 ot 28) (1020 2030

a

[ 5mlan () ;

— —In |sinh ([ — X

a 20— 12 k(2 T 4 2V (T2 — 20+ 2v/2)

i(2,u—]m2)—\/(2,u—]x2—|—2\/§J) (Ix2—2,u+2\/§J)
\/(2u—1x2+2\/§J) ([x2—2p+2\/§J)

X

dz.

Analogamente, a segunda integral da

b

Tnty = %m {sinh (%—x)] In [u - %62 - %\/(m — 2+ zﬁj) (1:,;2 — o+ 2\/§J>]

a

[ 5[ (3)] ”C
— —In |sinh | — X
o 270 =12 (o - a2+ 2V2) (12 - 2+ 2v/2)
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P2 = 12%) — ) (2 — 122 + 2v/27) (122 — 2+ 2v/2))
X dz

\/(ZM — 122+ 2\/§J) ([xQ — 20+ 2\/§J)

que nos da, voltando pra 73 e pulando uma algebra um tanto quanto cansativa

2 [ . (Bz Iz
T, == In [smh (—)} dx. (6.19)
T /f 270 (2 — Ia2 4 2v2T) (122 — 20+ 20/2)

Agora, devemos juntar 7; e 75 para obter a energia livre. Juntando tudo e fazendo

um pouco mais de algebra finalmente se obtém

BF = 27T1J2 /; In [sinh (%)] \/<2u —[z? 4+ 2\/§J> <Ix2 —2u+ 2\/§J)Ia:dx —
1 2
—3 In <7ﬁ) — [ (6.20)

Apéndice D: Programas

Neste apéndice apresento os programas usados para o céalculo do potencial quimico
em func¢ao da temperatura e momentum de inércia, da condicao esférica (temperatura em
funcao do inverso do momentum de inércia, o que me da o diagrama de fase apresentado
no capitulo 3), da energia livre (feito em 2 dois programas: um para 7" > T, e o outro
para T < T,) e o programa que calcula a entropia (também apresentado em 2 partes). E
importante notar que o programa para o calculo da energia livre usa os dados de saida do
programa para o célculo do potencial quimico em funcao da temperatura e momentum

de inércia, bem como o programa da entropia, que usa os mesmos dados.

Os programas estao apresentados na ordem dada acima com os nomes de mq.f, tzi.f,

energiapedro.f, en2pedro.f, entropiaanalitica.f e entranalit2.f.
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implic

mi.f

it none

real*8 pi, inf, sup, fa, fb, soma, area

real*8
real*8
real*8
real*8
real*8

m, t, x, g, dx
integrando

a

cond

tc

CINICIALIZACAO DAS VARIAVEIS

(o
C
Cc
(o

pi=a
m .
t=0.
g=0.
read(*

dom=
inf
sup
1 dx =

Soma
area

do x
fa
wri

enddo

CINTEGRADOR

do x
fa
if

cos(-1.)

*) g, t

1., 3., 0.001
sqrt(2.*m-2.)
sqrt(2.*m+2.)
.0001

0.

0.

nhineo

inf, sup, dx
integrando(x,t,g,m)
te(*,*) x, fa

= inf,sup,dx

= integrando(x,t,g,m)
(x+dx .1t. sup) then
fb = integrando(x+dx,t,g,m)

endif

if

endif

if (fa .gt. fb) then
area = fb*dx + (fa - fb)*dx/2.
soma = soma + area

endif

if (fa .1t. fb) then
area = fa*dx + (fb - fa)*dx/2.
soma = soma + area

endif

enddo

(x+dx .gt. sup) then
fb = integrando(sup, t, g, m)
dx = sup - x

CFIM DO INTEGRADOR

cond

= soma - 2.%pi

if (cond .gt. 0.000001) then
t=1t - 0.000001

W

rite(*,*) cond

goto 1
endif
if (cond .1lt. -0.0001) then

1=

t + 0.0001

write(*,*) cond

file: ///home/pcmxms/mestrado/modelo/f/mi/mi.f
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goto 1
endif
write(*,*) t, m, g
enddo

c write(*,*) cond
end

cfuncao do integrando

51

real*8 function integrando(xis, tem, I, mi)

real*8 xis, tem, I, mi
real*8 partea, parteb
partea= 1./tanh(xis/(2.*sqrt(I)*tem))

parteb= 1./sqrt(I)*sqrt((2.*mi-(xis**2.)+2.)*((xis**2.)-2.*mi+2.))

integrando = partea*parteb
end

file: ///home/pcmxms/mestrado/modelo/f/mi/mi.f
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implicit none
real*8 pi, inf, sup, fa, fb, soma, area
real*8 m, t, x, g, dx
real*8 integrando
real*8 a
real*8 cond
real*8 tc
TINICIALIZACAO DAS VARIAVEIS
pi = acos(-1.)
m
t

9

0.0048999999
9.19999001

do g = 0.180129012, 0.177, -0.00000001
1 if (2.*m-2. .1t. 0.) then
goto 2
endif

inf
sup
dx =
soma
area

sqrt(2.*m-2.)
sqrt(2.*m+2.)
.0001

0.

0.

nmino

do x = inf, sup, dx
fa = integrando(x,t,g,m)

!
!
! write(*,*) x, fa
1

enddo
1INTEGRADOR
do x = inf,sup,dx
fa = integrando(x,t,g,m)

if (x+dx .lt. sup) then
fb = integrando(x+dx,t,g,m)
endif
if (x+dx .gt. sup) then
fb = integrando(sup, t, g, m)
dx = sup - x
endif
if (fa .gt. fb) then

area = fb*dx + (fa - fb)*dx/2.
soma = soma + area
endif

if (fa .lt. fb) then

area = fa*dx + (fb - fa)*dx/2.
soma = soma + area
endif
enddo

IFIM DO INTEGRADOR
cond = soma - 2.*pi
if (cond .gt. 0.000001) then

t=1 - 0.0000001
c write(*,*) cond

file:///home/pcmxms/mestrado/modelo/f/condesf/txi.f
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goto 1
endif
if (cond .lt. -0.0000001) then
t=t + 0.0001
c write(*,*) cond
goto 1
endif

write(*,*) t, m

tc=t

t=1t-0.001

if (t .gt. -1.) then
goto 1

endif

a0 6a6a06a

2 write(*,*) 1./g, t
c t=0.

if (g .1t. 7.9) then
t=t-0.01

endif

if (g .lt. 2.7) then
t=t-0.03

endif

t=0.0000000001

enddo

! write(*,*) cond
end

Ifuncao do integrando
real*8 function integrando(xis, tem, I, mi)
real*8 xis, tem, I, mi
real*8 partea, parteb
partea= 1./tanh(xis/(2.*sqrt(I)*tem))
parteb= 1./sqrt(I)*sqrt((2.*mi-(xis**2.)+2.)*((xis**2.)-2.*mi+2.))
integrando = partea*parteb
end

file:///home/pcmxms/mestrado/modelo/f/condesf/txi.f
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implicit none

real*8 pi, inf, sup, fa, fb, soma, area

real*8 m, t, x, g, dx

real*8 integrando

real*8 a

real*8 cond

real*8 tc

integer i

TINICIALIZACAO DAS VARIAVEIS

pi = acos(-1.)

m

t

¢)

doi=1, 2000, 1
read(*,*) t,m,g
inf = sqrt(2.*m-2.)
sup = sqrt(2.*m+2.)

0.
0.
0

dx = 0.0001
soma = 0.
area = 0.
IINTEGRADOR
do x = inf,sup,dx
fa = integrando(x,t,g,m)

if (x+dx .lt. sup) then
fb = integrando(x+dx,t,g,m)
endif
if (x+dx .gt. sup) then
fb = integrando(sup, t, g, m)
dx = sup - X
endif
if (sqrt(fa*fa) .gt. sqrt(fb*fb)) then

area = fb*dx + (fa - fb)*dx/2.
soma = soma + area
endif

if (sqrt(fa*fa) .lt. sqrt(fb*fb)) then

area = fa*dx + (fb - fa)*dx/2.
soma = soma + area
endif
enddo

IFIM DO INTEGRADOR
write(*,*)t,soma-m-1./2.*t*log(1./(t*g))+1./2.*t*Llog(2.), m, ¢
enddo
end

Ifuncao do integrando
real*8 function integrando(xis, tem, I, mi)
real*8 ach, xis, tem, I, mi, partea, parteb
ach = acos(-1.)
partea=sqrt(4. - (2.*mi-xis**2.)**2,)
parteb=xis*log(sinh(xis/(2.*tem*sqrt(I))))
integrando = (tem/ach)*partea*parteb
end

file:///home/pcmxms/mestrado/modelo/f/energialivre/energiapedro.f
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implicit none
real*8 pi, inf, sup, fa, fb, soma, area
real*8 m, t, x, g, dx
real*8 integrando
real*8 a, pp, cc
real*8 cond
real*8 tc
integer i
CINICIALIZACAO DAS VARIAVEIS
pi = acos(-1.)
m
t

[oNoNo)

g-= .
read(*,*) pp, cc, ¢
do t = 0.0001, pp, 0.001

m=1.
inf = sqrt(2.*m-2.)
sup = sqrt(2.*m+2.)
dx = 0.0001
soma = 0.
area = 0.
CINTEGRADOR
do x = inf,sup,dx
fa = integrando(x,t,g,m)

if (x+dx .lt. sup) then
fb = integrando(x+dx,t,g,m)
endif
if (x+dx .gt. sup) then
fb = integrando(sup, t, g, m)
dx = sup - x
endif
if (sqrt(fa*fa) .gt. sqrt(fb*fb)) then

area = fb*dx + (fa - fb)*dx/2.
soma = soma + area
endif

if (sqrt(fa*fa) .lt. sqrt(fb*fb)) then

area = fa*dx + (fb - fa)*dx/2.
soma = soma + area
endif
enddo

cFIM DO INTEGRADOR
write(*,*)t,soma-m-1./2.*t*log(1l./(t*g))+1./2.*t*log(2.), m, g
enddo
end

cfuncao do integrando
real*8 function integrando(xis, tem, I, mi)
real*8 ach, xis, tem, I, mi, partea, parteb
ach = acos(-1.)
partea=sqrt(4. -(2.*mi-xis**2.)**2.)
parteb=xis*log(sinh(xis/(2.*tem*sqrt(I))))
integrando = (tem/ach)*partea*parteb
end

file:///home/pcmxms/mestrado/modelo/f/energialivre/en2pedro.f
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implicit none
real*8 pi, inf, sup, fa, fb, soma, area
real*8 m, t, x, g, dx
real*8 integrando
real*8 a
real*8 cond
real*8 tc
integer i
1INICIALIZACAO DAS VARIAVEIS
pi = acos(-1.)

[N

o i =1, 2000, 1
read(*,*) t,m,g
inf = sqrt(2.*m-2.)
sup = sqrt(2.*m+2.)

dx = 0.0001
soma = 0.
area = 0.
INTEGRADOR
do x = inf,sup,dx
fa = integrando(x,t,g,m)

if (x+dx .lt. sup) then
fb = integrando(x+dx,t,g,m)
endif
if (x+dx .gt. sup) then
fb = integrando(sup, t, g, m)
dx = sup - x
endif
if (sqrt(fa*fa) .gt. sqrt(fb*fb)) then

area = fb*dx + (fa - fb)*dx/2.
soma = soma + area
endif

if (sqrt(fa*fa) .lt. sqrt(fb*fb)) then

area = fa*dx + (fb - fa)*dx/2.
soma = soma + area
endif
enddo

!FIM DO INTEGRADOR
write(*,*)t,-soma+1./2.*log(1./(2.*g*t))-1./2., m, g
enddo
end

!'funcao do integrando
real*8 function integrando(xis, tem, I, mi)
real*8 ach, xis, tem, I, mi, partea, parteb, partec
ach = acos(-1.)
partea=sqrt(4. - (2.*mi-xis**2. )**2 )*xis
parteb=log(sinh(xis/(2.*tem*sqrt(I))))
partec=1./(2.*sqrt(I)*tem)*xis*1./tanh(xis/(2.*tem*sqrt(I)))
integrando = (1./ach)*partea*(parteb-partec)
end

file: ///home/pcmxms/mestrado/modelo/f/e ntropia/entropiaanalitica.f
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implicit none
real*8 pi, inf, sup, fa, fb, soma, area
real*8 m, t, x, g, dx
real*8 integrando
real*8 a, pp, cc
real*8 cond
real*8 tc
integer i
CcINICIALIZACAOQ DAS VARIAVEIS
pi = acos(-1.)

do t = 0.0001, pp, 0.001

m=1.
inf = sqrt(2.*m-2.)
sup = sqrt(2.*m+2.)
dx = 0.6001
soma = 0.
area = 0.
cINTEGRADOR
do x = inf,sup,dx
fa = integrando(x,t,g,m)

if (x+dx .lt. sup) then
fb = integrando(x+dx,t,g,m)

endif

if (x+dx .gt. sup) then

fb = integrando(sup, t, g, m)

dx = sup - x

endif

if (sqrt(fa*fa) .gt. sqrt(fb*fb)) then
area = fb*dx + (fa - fb)*dx/2.
soma = soma + area

endif

if (sqrt(fa*fa) .1l1t. sqrt(fb*fb)) then

area = fa*dx + (fb - fa)*dx/2.
soma = soma + area
endif
enddo

cFIM DO INTEGRADOR
write(*,*)t,-soma+1./2.*log(1./(2.*g*t))-1./2., m, ¢
enddo
end

cintegrando
real*8 function integrando(xis, tem, I, mi)
real*8 ach, xis, tem, I, mi, partea, parteb, partec
ach = acos(-1.)
partea=sqrt(4. - (2.*mi-xis**2,)**2, )*xis
parteb=log(sinh(xis/(2.*tem*sqrt(I))))
partec=1./(2.*sqrt(I)*tem)*xis*1./tanh(xis/(2.*tem*sqrt(I)))
integrando = (1./ach)*partea*(parteb-partec)
end

file:///home/pcmxms/mestrado/modelo/f/entropia/entranalit2.f
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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