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Resumo

Os calculos numéricos envolvendo as solugoes de um sistema matematico apresentam
ruido em razao dos erros de truncamento e arredondamento efetuados a cada passo. Se
o sistema dinamico apresentar caos, entao estes erros sao amplificados. Os sistemas di-
namicos hamiltonianos podem apresentar regioes disjuntas onde ha ocorréncia de caos e
periodicidade no mesmo espaco de fases para uma dada faixa de valores do parametro de
controle. Em particular, o mapa padrao é um sistema hamiltoniano amplamente investi-
gado por ser proveniente de varios sistemas fisicos de interesse. Uma resposta a questao
da validade das solu¢oes numeéricas é o sombreamento que garante a existéncia de érbitas
reais proximas de orbitas ruidosas por longo tempo. Se o sistema apresentar estrutura hi-
perbdlica, entao o sombreamento é garantido inteiramente para o conjunto onde o sistema
esta definido. Por outro lado, a maioria dos sistemas nao apresenta estrutura hiperbdlica,
a exemplo do que ocorre com o mapa padrao. Esta quebra de hiperbolicidade pode ocor-
rer de duas maneiras: pela variabilidade da dimensao instavel ou por tangéncias entre
as variedades. Este trabalho tem como objetivo estudar o problema do sombreamento e
compreender as técnicas de contencao e refinamento bem como investigar as regides onde
ocorrem possiveis tangéncias buscando caracterizar a estrutura das orbitas periddicas ins-
taveis no espaco de fases. De posse das orbitas periddicas instaveis é possivel obter as
variedades associadas e verificar regides onde ha quebra de sombreamento por tangeén-
cias. Para tanto, emprega-se o método de Schmelcher-Diakonos para encontrar as érbitas
periddicas. As variedades sao encontradas tomando uma bola de condigoes iniciais na
vizinhanga linear dos pontos de algum periodo e iterando o mapa para representar aproxi-
madamente a variedade instavel e iterando a inversa do mapa para encontrar a variedade
estavel. Como resultado verificam-se regioes onde possivelmente ocorrem tangéncias e o
sombreamento nao pode ser efetuado.

Palavras-chave: Sombreamento, Sistemas Hamiltonianos, Tangéncias



Abstract

Numerical solutions of a mathematical system presents noise due to the truncation and
roundoff errors. If chaos cannot ruled out then these errors are amplified. The Hamiltonian
dynamical systems may present chaos and periodicity in the same phase space for a given
range of values of the control parameter. In particular the standard map is a Hamiltonian
system widely investigated to be derived for many physical systems of interest. An answer
for question of validity of numerical solutions is the shadowing of physical trajectories that
ensures the existence of real orbits that stays near of noisy trajectories for long time. If the
system present hyperbolic structure, then all conditions are fulfilled and shadowing can
be done for every point of the set where the system is defined. On the other hand, most of
systems are nonhyperbolic like standard map. This loss of hyperbolicity can ocurr in two
ways: unstable dimension variability and tangencies between manifolds. This study aims
the shadowing problem and investigate regions where tangencies can ocurr caracterizing
periodic orbits structure in phase space. With the knowledge of unstable periodic orbits is
possible to obtain manifolds and verify regions where shadowing is broken by tangencies.
For this the Schmelcher-Diakonos method is employed for found periodic orbits. The
manifolds are found by taking a ball of initial conditions in linear neighborhood of points
of any period and by iteration foward in time of map to represent an aproximation of
unstable manifold and by reverse iteration in time to represent stable manifold. As a
result we found regions were possible tangencies ocurr and shadowing cannot be done.

Keywords: Shadowing, Hamiltonian systems, Tangencies
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1 Introducao

A investigacao de sistemas dinamicos tem um longo histérico. Desde os primoérdios
da fisica, com o estudo dos movimentos dos corpos e, posteriormente, com o advento dos
modelos para o Sistema Solar, buscou-se compreender como o movimento ocorre, quais

suas leis e o que dizer da evolucao do estado destes sistemas [1].

A teoria de sistemas dinamicos trata dos sistemas mateméaticos cujas variaveis de

estado dependem do tempo. Deste modo, uma expressao do tipo

dx(t)
"0 _ ), (L)

corresponde a um sistema dinamico, onde f(x) é uma fungao e r é o tempo, que varia de
maneira continua. Sistemas como este sao ditos deterministicos, pois uma vez conhecida
sua lei de evolugao, dada por f(x) na expressao (1.1), e a condicao inicial x(#p) em algum
instante inicial 7, seu estado posterior, i.e. para t > ty, pode ser exatamente determinado
[1-3].

Com algumas restrigcoes em tais sistemas, é possivel observar um tipo de comporta-
mento bastante peculiar, conhecido como caédtico [2,3]. Este comportamento é caracteri-
zado essencialmente pela sensibilidade as condigoes iniciais: a aplicacao da lei de evolucao
em duas condigoes iniciais muito préximas fornece resultados completamente distintos.
Na prética, diz-se que ha divergéncia das trajetorias. Este tipo de comportamento foi
observado pela primeira vez por J. H. Poincaré no problema conhecido como problema

dos trés corpos sob influéncia puramente gravitacional [1,4,5].

Em 1886, o rei Oscar II da Suécia langou um desafio, valendo algum prémio, sobre a
estabilidade do Sistema Solar [1,6]. Este desafio consistia na busca pela resposta rigorosa
acerca deste problema. Uma resposta parcial a esta questao foi dada em 1887 por Poincaré
que recebeu o prémio proposto. Cabe notar que o Sistema Solar é descrito por um sistema
dinamico: é possivel conhecer a posi¢ao e momentum de cada componente em um instante

¢t e suas varidveis dinamicas variam com o tempo ¢t. Além disto, as leis que governam
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os movimentos planetarios sao conhecidas. Contudo, ha uma impossibilidade em obter
estados futuros nestes sistemas, pois ocorrem influéncias nao-triviais de cada um dos

componentes.

Uma das exigéncias para que o comportamento cadtico possa surgir neste contexto é
que as solugoes x(f) estejam limitadas em uma regiao do espago. Entretanto, o sistema
(1.1) é um sistema dinamico a tempo continuo unidimensional, o que nao permite a

ocorréncia deste tipo particular de comportamento.

Muitas vezes o estudo de sistemas dinamicos torna-se viavel pela discretizacao de suas
variaveis de estado. Neste caso, em lugar das varidaveis serem dependentes do tempo ¢ que
varia de forma continua, estudam-se as varidaveis discretizadas, de modo que o tempo
varie de forma discreta. Usualmente este tempo é chamado de ntmero de iteradas e
representado por n. Este tipo de procedimento leva ao mapeamento entre variaveis de um

espaco a outro.

A figura 1.1 mostra um grafico da varidvel angulo do mapa padrao em funcao do
nimero de iteradas. Esta representacao grafica é chamada de série temporal da variavel
angulo e o mapa padrao corresponde a um mapeamento obtido da discretizacao de um
sistema fisico conhecido como rotor pulsado [3,7], embora existam outros sistemas fisicos

(ue possam originar o mapa.

1.5 T T T ¥
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Figura 1.1: A sensibilidade as condigoes iniciais.

E possivel perceber na figura 1.1 que apds um dado tempo n = 5, as solugoes divergem e
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nao ha qualquer correlagao entre as duas. No entanto, esta figura poderia ser interpretada
do seguinte modo: as condigoes iniciais sao as mesmas e uma destas curvas é obtida em
um computador com uma dada precisao e a outra em outro computador com uma precisao
maior. Neste caso, as solugoes numéricas obtidas perdem completamente a validade, pois
o sistema é deterministico. Além disto, sugere que o comportamento cadtico observado
quando as duas condigoes iniciais sao ligeiramente distintas é devido ao erro numérico.

Estas observacgoes sao de extrema complexidade e a resposta a este problema nao é trivial.

Em 1975, R. Bowen, que foi aluno de doutorado de S. Smale - outro expoente na
matematica do caos - demonstrou um resultado de grande importancia neste contexto.
O resultado de Bowen ¢é conhecido atualmente como lema do sombreamento. Neste lema,
garante-se que existem solugoes do sistema que se encontram proximas as solugoes com
algum ruido, desde que o sistema apresente estrutura hiperbédlica [8]. Desta maneira, ha
um indicio para afirmar que as solugoes obtidas sao validas a menos de uma distancia
consideravelmente pequena. O ruido citado pode ser proveniente da acao do truncamento

e arredondamento dos computadores empregados para o calculo.

Diz-se que um sistema apresenta estrutura hiperbolica quando todos os pontos da
trajetoria apresentam uma direcao estavel e outra instavel bem definidas. O problema
é que a maioria dos sistemas matematicos que modelam as situagoes fisicas de interesse
nao apresentam estrutura hiperbélica [9,10]. Esta quebra da estrutura hiperbdlica pode
ocorrer em sistemas que apresentam a chamada variabilidade da dimensao instdvel ou por
meio de tangéncias entre as variedades, que sao curvas que localmente se assemelham ao

espaco euclidiano R¢, para algum d € N.

As variedades sao localmente expandidas pelos autovetores da matriz jacobiana cal-
culada em um ponto de algum periodo pertencente ao espaco de fases do sistema. Dizer
que o sistema nao ¢ hiperbdlico por tangéncias equivale a dizer que o angulo entre os

autovetores tende a zero.

Os primérdios do estudo do caos como fenomeno possivel em sistemas dinamicos
ganhou destaque quando E. Lorenz, um matematico e meteorologista americano, observou
sensibilidade as condigoes iniciais em um sistema aparentemente simples. O modelo de
Lorenz para a previsao do tempo continha doze equacoes diferenciais. Uma simplificacao,

contendo trés equacoes diferenciais nao-lineares de primeira ordem, consiste do sistema:
X=-0X+oY

F:{ Y=-XZ+pX-Y (1.2)
Z=XY —bZ,



18

onde R = % e 0, p e b sdo constantes adimensionais [2,4,11].

Ainda com o intuito de estudar tais sistemas, é possivel verificar a simplicidade do
estudo de mapas em contrapartida ao estudo de sistemas a tempo continuo em razao
da dimensionalidade. A discretizacao das varidveis do sistema reduz uma dimensao do
sistema, simplificando em muitas situagoes o estudo do mesmo, pois as propriedades
dinamicas do sistema permanecem validas. A ferramenta que permite a discretizacao de
um sistema a tempo continuo foi idealizada por Poincaré e é conhecida como secgao de

Poincaré.

Existem varias abordagens para um sistema fisico. As leis de Newton podem ser
aplicadas para obter as equacoes que regem um determinado movimento. Para tanto,
basta conhecer as forcas atuantes no sistema. O problema é que as forcas sao grande-
zas vetoriais e muitas vezes torna-se impossivel conhecer como as forgas atuam durante
todo o tempo analisado. As abordagens equivalentes consistem da mecanica lagrangiana
e hamiltoniana. Nestas duas abordagens a quantidade de interesse é expressa de maneira
dependente da energia associada a situacao em estudo. Analogamente a mecanica newto-
niana, obtém-se as equagoes de movimento. Neste sentido, surge uma classe de problemas
de grande importancia, com uma riqueza de fenomenos fisicos. Esta classe bastante espe-
cial é constituida pelos sistemas hamiltonianos. Assim, o estudo de espacos matematicos
como o espaco de fases e as bases inclusive para a mecanica estatistica e mecanica quantica
provém da mecéanica hamiltoniana [3,6,12]. O espaco de fases, ou espago de estados, con-
siste do espago matematico formado pelas variaveis de estado do sistema. Desta maneira,
especificar um estado do sistema equivale a localizar um ponto neste espaco. Uma das
principais caracteristicas de sistemas hamiltonianos é a conservagao do volume no espaco

de fases, resultado conhecido como teorema de Liouville [3,13,14].

Os sistemas hamiltonianos podem também apresentar comportamento cadtico. Em
tais sistemas, a estrutura do espaco de fases é particularmente complexa, pois tratam-se
de regioes disjuntas: ha regices de regularidade e regioes cadticas. Por regices caoticas,
entendem-se regioes onde uma 6rbita nao tem comportamento assintético de uma érbita
periddica e tampouco de um ponto fixo. Foi no contexto do estudo de sistemas hamil-
tonianos que, no século XX, A. N. Kolmogorov, V. I. Arnold e J. Moser provaram um
teorema, que ficou conhecido como teorema KAM. Este teorema fornece as bases para
mostrar que em um sistema com trés ou mais corpos o movimento pode ser regular ou
cadtico. Em esséncia, o teorema garante a existéncia de certas curvas invariantes para

perturbagoes pequenas em hamiltonianas ditas integraveis.
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Um sistema a tempo discreto tipicamente investigado para a compreensao da transicao
regularidade-caos consiste no mapa padrao [7]. Este mapa pode ser proveniente de vérias
situagoes fisicas como, por exemplo, plasmas confinados em tokamaks e péndulo forcado
sem atrito [1]. Por estes motivos, torna-se fundamental a compreensao deste sistema e
como se da esta transicao. Como este sistema também apresenta comportamento caético,
entao é natural questionar sobre a validade das solugoes numéricas obtidas, especialmente
se o sistema apresenta alguma motivagao fisica. O problema é que estes sistemas usu-
almente nao apresentam estrutura hiperbélica. Em principio nao ha garantia, portanto,
da validade das solugoes obtidas nesta classe de sistemas. Conforme comentado acima, o

lema do sombreamento de Bowen ¢ inteiramente véalido para sistemas hiperbdlicos.

O termo sombreamento foi introduzido posteriormente na literatura especializada.
Um dos principais trabalhos neste sentido é o de C. Grebogi, J. A. Yorke, e T. Sauer [9].
Bowen empregou algo como “tragar” a érbita com ruido por meio da érbita real. Em 1990,
C. Grebogi e colaboradores mostraram rigorosamente a existéncia de uma érbita real que
sombreia a dérbita ruidosa em sistemas nao-hiperbélicos por um tempo suficientemente
longo, em pontos onde a érbita permanece hiperbodlica, garantindo assim que as solugoes
possam ser consideradas a menos de uma distancia cuja ordem de grandeza é muito menor

do que a das variaveis envolvidas.

Para verificar as regides onde ocorrem tangeéncias, é necessario o conhecimento das
variedades de cada ponto no espaco de fases do mapa. Contudo, cada interseccao entre
as variedades corresponde a um ponto de algum periodo do mapa, o que torna essencial
o conhecimento da estrutura de pontos peridédicos no espaco de fases. Como estes pontos
de interesse sao instaveis e formam um conjunto de Cantor no espago de fases, entao a
probabilidade de ocorréncia destes pontos pela geracao de condigoes iniciais aleatorias é
nula. Mais ainda: em sistemas cadticos o nimero de pontos deste tipo cresce rapidamente
com o periodo. Portanto, é necessario o emprego de algum método numérico capaz de

detectar estes pontos.

O objetivo principal deste trabalho consiste na compreensao dos métodos de conten-
¢ao e refinamento para provar sombreamento em sistemas nao-hiperbdlicos, um problema
bastante complexo. Além disto, deseja-se caracterizar a estrutura do espaco de fases do
mapa padrao por meio das érbitas periddicas instaveis e, a partir destes pontos, obter
representacoes para as variedades identificando possiveis regides onde ocorre quebra da
estrutura hiperbdlica e, como consequéncia, perda da validade das solugoes numéricas ob-

tidas. Para isto o trabalho estd esquematizado como segue, ressaltando que neste trabalho
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os resultados encontram-se diluidos no préprio texto e nao ha um capitulo especifico para

os resultados.

No capitulo 2 sao fornecidas as bases dos sistemas hamiltonianos e um dos paradig-
mas de caos nestes sistemas é apresentado e estudado: o mapa padrao, proveniente do
mapa de Poincaré do rotor pulsado, um dos sistemas fisicos que podem dar origem a este
mapeamento. A razao disto, conforme tornar-se-a clara, é o fato do espaco de fases do
sistema nao apresentar estrutura hiperbdlica para K > 0, sendo K o parametro de controle

do mapa.

O capitulo 3 contém as bases para o estudo do caos. Em particular, sao discutidos
os sistemas de baixa dimensionalidade tais que 0 <N < 3, onde N é a dimensao do sis-
tema. Para o mapa padrao sao obtidas as distribuicoes dos expoentes de Lyapunov a
tempo finito para valores caracteristicos do parametro de controle, inclusive em uma faixa
de valores onde ocorre aprisionamento das trajetérias em algumas regioes do espago de
fases. Também sao obtidas as érbitas para alguns periodos onde o método de Schmelcher-
Diakonos [15,16] foi testado para este tipo de sistema. A representacao para as variedades
também foi possivel apds uma estimativa da vizinhanga linear de um ponto fixo do mapa

estudado.

No capitulo 4 sao apresentados os resultados do sombreamento tanto para sistemas hi-
perbdlicos quanto para sistemas nao-hiperbolicos por meio da contencao e do refinamento.
Um estudo aprofundado é feito e sao apresentados os célculos para a prova rigorosa da exis-
téncia de sombreamento mesmo em sistemas que nao apresentam estrutura hiperbdlica.
Busca-se tornar compreensivel como a contencao permite afirmar sobre a existéncia de
trajetorias reais que permanecem proximas de trajetérias ruidosas e, de que maneira por
meio do refinamento, sua implementacao computacional pode ser efetuada. Apresenta-se,
a partir do artigo base do trabalho [9], o resultado da implementacao do método proposto

naquele artigo para o mapa padrao.
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2 O Mapa Padrao

2.1 Os Sistemas Hamiltonianos

Neste capitulo serao discutidos os sistemas ditos hamiltonianos que representam uma
classe de sistemas fisicos de indiscutivel importancia. Conforme sera apresentado, o espaco
de fases destes sistemas apresentam propriedades importantes como a preservacao do
volume de pontos representativos, que constitui o teorema de Liouville. Além disto, é
possivel observar ocorréncia de caos no espaco de fases de alguns destes sistemas. O
interesse é estudar o mapa padrao, que consiste de um sistema dinamico a tempo discreto

que pode ser obtido de varias situacoes fisicas distintas.

2.1.1 A Formulacao Hamiltoniana

Os sistemas hamiltonianos sao caracterizados por uma variedade de dimensao par
(o espago de fase), uma estrutura simplética sobre esta variedade, a qual serd definida
posteriormente, e uma fungao sobre esta variedade, denominada hamiltoniana [17]. Esta
funcao fornece toda a informacao do sistema estudado. Em particular, as equagoes de mo-
vimento sao obtidas por meio das equagoes canonicas, ou equagoes de Hamilton. Logo, um
ponto no espaco de fases! (p,q) representa o estado do sistema, com q e p representando
as coordenadas de posicao e momentum generalizados, respectivamente. Neste trabalho,
emprega-se a notacao q; para denotar a coordenada generalizada de posicao referente ao
i-ésimo grau de liberdade. Da mesma forma, p; representard o momentum generalizado.

As equagoes de Hamilton se escrevem:

dpi  9(pi,qit)

da - dq (2.1)
dq; 9 (pi,qit)

dr 8p,- ’ (2'2)

IEspaco matemético formado pelas varidveis de estado do sistema.
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onde S denota a fung¢ao hamiltoniana.

Para um sistema autonomo, i.e., onde ¢ nao apresenta dependéncia temporal expli-

cita:

dx(p.a) _ dqo(p.q)  dpdH(p.q)

dt dt dq dt  dp
__dudp _dpda
- drdr  dr dt
d(p,q)
— = = 0. 2.
% (2.3)

Na maioria das situagoes fisicas de interesse, a hamiltoniana ¢é igual a energia total do
sistema. No entanto, é necessério ressaltar que nem sempre isto ocorre. Em geral, quando
a hamiltoniana pode ser escrita na forma J#(p,q) = (p?>/2m)+V(q), seu valor é igual ao
da energia total. Para estes casos a expressao (2.3) equivale ao Principio da Conservagao
da Energia. Assim, diz-se que a hamiltoniana é uma constante de movimento. No entanto,

i Ao-autd dicional 2. Conf d 3
para sistemas nao-autonomos, tem-se um termo adicional =5>=. Conforme a demonstragao
posterior, outra caracteristica importante de sistemas hamiltonianos é o fato de preservar

o volume? no espaco de fases.

Uma vez escrita a hamiltoniana, as equagoes de movimento sao obtidas por derivagao.
Isto conduz ao importante teorema da existéncia e unicidade das solugoes de um sistema,
seja ele linear ou nao-linear [18,19]. Em resumo, dado um problema de valor inicial, se
a solucao existe entao é unica. A implicagao disto é imediata: a especificagdo em um
tempo inicial 7y de um estado do sistema determina uma unica solugao (p(¢),q(t)) para as
equacoes de movimento. Isto significa que cada ponto no espaco de fase correspondendo
a uma condigao inicial (pg,qo) pertence a uma tunica trajetéria do sistema de tal modo
que duas trajetorias distintas nao se cruzam. Este resultado ¢ intuitivamente 6bvio,

caracterizando o fato do sistema ser deterministico [3,20].

Uma maneira particularmente 1til de resolver os sistemas hamiltonianos é buscar por
constantes de movimento. Conforme sera apresentado mais adiante, o fato da hamilto-

niana ser uma constante de movimento implica restricao nas curvas obtidas para o par

(p.q).

A fungdo hamiltoniana é proveniente do Principio da Minima A¢do (ou o Principio

de Hamilton). Durante muito tempo, vérios principios andlogos foram sugeridos com o

2Um volume de condicdes iniciais é dado em um sistema tridimensional. Para um sistema unidimen-
sional, tem-se um comprimento de condigOes iniciais. Para um sistema bidimensional, tem-se uma area e
para um sistema N-dimensional (N > 3), tem-se um hipervolume.
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objetivo de explicar alguns fenomenos com base na minimizacao de alguma quantidade
importante [6]. Em principio sugeriu-se que a luz percorre o menor caminho de todos. Em
contrapartida, foi sugerido que a luz percorre o caminho que oferece menor tempo possivel.

Dentre todos estes principio de minimizacao, existe uma quantidade que é extremizada.

O problema de identificar qual é a trajetoria de uma particula com algumas restrigoes
nao é simples e requer o uso de uma ferramenta matematica diferente. Extremizar uma
quantidade como a a¢ao, a qual seré definida adiante, em funcao de uma outra quantidade
chamada lagrangiana nao ¢ simples e nao se parece com encontrar extremos de uma
funcao, a respeito do que se faz no cédlculo diferencial. Esta outra ferramenta consiste
do calculo variacional e a lagrangiana, assim como a agao, sao funcionais, que sao os
elementos tratados no célculo variacional [6]. Uma formulagao equivalente para o principio
da minima acao é: de todos os caminhos possiveis, a evolucao do sistema se da por
meio daquela trajetoria que extremiza a a¢ao. Em geral, este extremo corresponde a um

minimo.

Do calculo variacional, é possivel mostrar que:

15}
0| Ldt=0
n
d (0% 07
;‘z( aq‘,-)_8q,-_0’ (2.4

e corresponde a equacao de Euler-Lagrange. Ou seja, a funcao que satisfaz a equagao
(2.4) é a que extremiza a integral de agao. A fungado -Z(q,q,7) = T(q4;,q;) — V(q;,t) cor-
responde a funcao lagrangeana do sistema e a integral fff Z(q,q,t)dt corresponde a agao.
Esta expressao é obtida do calculo variacional, conforme comentado anteriormente, que

corresponde ao “calculo diferencial” para funcionais.

Principios como o da minima acdo nao sao ideias recentes [21]. Os gregos buscavam
maneiras de quantificar algumas propriedades observadas que conduziam a resultados ana-
logos ao do principio da minima acao como se conhece atualmente. Heron de Alexandria
obteve resultados para a lei da reflexao, da ()ptica. Pierre de Fermat propos que ao invés
de a luz obedecer a um principio de distancia minima, obedece um principio de tempo

minimo [1,6,22].

Com efeito, pode-se demonstrar que o tempo t4_.p gasto pela luz para ir de um ponto

A até um ponto B em meios com indices de refracao diferentes é dado por:

Va?+x2 N Vb + (c—x)?
V1 V2

IA—p =

9
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em que v; (j=1,2) é a velocidade da luz no meio j, a (b) é a distancia entre o ponto A
(B) e a interface entre os meios e x é uma distancia horizontal na interface. Assumindo

entao que o tempo é minimo, temos:

dta_.p
=0
dx
senf;  sen6h
V1 B V2 ,

e corresponde a Lei de Snell, onde 6; (j = 1,2) correspondem aos angulos de incidéncia e

refracao, respectivamente.

Em alguns casos (e.g. péndulo simples, sistema massa-mola dentre outros) a hamil-
toniana pode ser escrita diretamente. Caso isso nao seja possivel, é necessario obté-la por

meio da expressao

N
%(piaqi,t):Zpi'qi_g(qaqat)7 (25)
i=1

que na verdade corresponde a transformada de Legendre da lagrangeana.

2.1.2 Integrabilidade e as Transformagoes Candnicas

Costuma-se afirmar que um sistema ¢ integravel se for possivel encontrar expressoes
fechadas para as solugoes das equacoes que regem o movimento do sistema. No entanto,
nao é adequado assumir esta definicao, uma vez que alguns sistemas integraveis possam

nem mesmo apresentar solucoes analiticas.

Com efeito, nao ha uma definicao tnica para integrabilidade. Uma defini¢cao correta
da integrabilidade esta ligada a possibilidade de conhecer o sistema de maneira assinté-
tica. No sentido de Liouville, um sistema integravel com N graus de liberdade possui N
constantes de movimento independentes. As constantes de movimento correspondem as
fungoes de p e q que nao variam com o passar do tempo, embora o sistema esteja evo-
luindo. Nesta secao, f; (i=1,2,...,N) sao as N constantes de movimento. Para sistemas

autonomos a prépria hamiltoniana #(p,q) é uma constante de movimento.

Dado um sistema com N constantes de movimento, as f; sao independentes se nenhuma
delas puder ser expressa em funcao das outras (N — 1) constantes. Tomando uma fungao

f(p,q) independente do tempo tem-se
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dt di dp ' di dq
_axar oy
~ dp dq dq dp
Sdf
= 0. (2.6)

A expressao

f, )= -5 — === (2.7)

é chamada de parénteses de Poisson3. Assim, a condicdo necessaria e suficiente para que

uma dada funcao seja constante de movimento é que

[f,#]=0. (2.8)

Dizer que um sistema integravel possui N constantes de movimento implica a restri¢ao

da trajetéria em uma superficie N-dimensional determinada por

em que i=1,2,...,M e k; sao constantes.

Considerando um sistema integravel, é possivel introduzir uma mudanca de variavel
(p,q) — (p,q) de modo que a hamiltoniana escrita em termos das novas coordenadas
dependa apenas do momentum e nao na posicao [3,12,23]. O objetivo é encontrar formas
convenientes de reescrever a hamiltoniana de maneira a resolver o sistema. Uma maneira
possivel de efetuar esta transformacao é escolhendo as constantes de movimento como N
componentes do novo momentum p; = fi(p,q). Outra escolha particularmente conveniente

é a das varidveis angulo-agao (I,¢), onde

1
I=— ¢p-dq. 2.10
2n£p q (2.10)

Uma transformacao de coordenadas que nao altera a forma das equacoes de evolu-
¢ao (as equagoes de Hamilton apresentadas na se¢ao 2.1.1) é chamada de transformagao

canonica.

A integral (2.10) é conhecida como integral de Poincaré-Cartan. As curvas y sao

3Também chamado de colchetes de Poisson, do termo em inglés “Poisson brackets”.
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curvas sobre o toro, elemento que sera discutido mais adiante. As quantidades dadas por

9.(1)
ol

sao as frequéncias associadas as curvas Y. Em um sistema com dois graus de liberdade,

(1) = (2.11)

por exemplo, existem duas frequéncias associadas: @; e @, que, conforme sera explicitado
adiante, caracterizam de maneira fundamental o sistema e estao relacionadas a nogao

(ainda intuitiva) de periodicidade.

Define-se o nimero de rota¢do como sendo a razdo R = ®1/w;. Se esta razao cor-
responder a um numero racional entao tem-se uma curva fechada no espaco de fases,
a0 passo que para R irracional, as curvas constituem curvas que nao se fecham. De ma-
neira analoga, para uma combinac¢ao de movimentos harmonicos, sao conhecidas as curvas
de Lissajous, onde denominam-se curvas de frequéncias incomensuraveis aquelas para as

quais as trajetorias nao se fecham.

Considere uma transformagao de coordendas (p,q) — (p,q). Se esta transformagao

for canonica, entao as equagoes de evolugao do sistema sao dadas por

dp _a%(l‘),(‘l,t)
@ = T aq (2.12)
dg _ 02(p,q,1)
i = op (2.13)

onde 7 (p,q,t) é a nova hamiltoniana para o sistema. Uma maneira de especificar uma
transformagao canonica é por meio da funcao geradora . (p,q,t). Deste modo a mudanga

de varidvel é especificada por:

d.7(p,q,1)
—_— 2.14
o), (214

0.7 (p,q,t)

1) 1
> (215)
A nova hamiltoniana é entao obtida:
>~ 2.7 (p,q,t

%(p»QJ):%(Pz»QzJ)‘l‘ (p d ) (216)

ot

Anteriormente comentou-se a respeito das curvas y sobre o toro. Para compreender
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este elemento topoldgico, deve-se recorrer a definicao de produto cartesiano. Na pratica,
dados dois elementos pertencentes a dois conjuntos (distintos ou ndo) a € A e b € B, entao

o produto cartesiano entre A e B é definido de tal modo que:

A®B={(a,b)|acA, be B}.

Um toro é definido em termos do produto cartesiano de dois circulos. Para entender
a definicao de um circulo, é necessario definir o conjunto S por meio do qual é possivel
especificar um circulo, uma esfera ou uma hiperesfera. Se a hiperesfera de raio unitario

for centrada na origem, entao o conjunto S fica definido por:

SV ={xe RN x| =1}. (2.17)

Por exemplo, se A=S! e B=[0, 1], entdo o produto A® B corresponde ao par sobre um
cilindro de altura igual a unidade. Analogamente, se A =S! ¢ B= 5!, entdo A® B forma
o toro, denotado usualmente por T?. Portanto, um circulo - por exemplo - é especificado

em um espaco bidimensional R?, pois N = 1.

Com o intuito de elucidar este ponto, seja E um espaco vetorial euclidiano. Este
espago consiste de um conjunto cujos elementos sao chamados de wvetores, no qual estao
definidas duas operagoes bésicas: a adigdo e a multiplicagdo por um ntmero real (valem

os chamados axiomas de espago vetorial).

E"=Q)E;
i

em que E; = E (i=1,2,...,m), corresponde ao espago vetorial m-dimensional, onde os
pontos correspondem as m-uplas X = (x1,x2,...,%,) € Y = (Y1,¥2,---,Vm). Assim, associa-
se X4y como sendo a soma (x| +y1,X2+Y2,--.,Xm+Ym) €, sendo y um nimero real, entao
o produto pelo escalar resulta: vx = (vx,Vvxp,...,Vx,). Este espago é dotado de uma

métrica, definida por

" 1/2
d(x,y) = [Zi(xi _)’i)2] (2.18)

e denotada por ||[x —y||, como sendo a medida da distancia entre x e y e dita norma

euclidiana.
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Para uma discussao elementar a respeito de espacos topoldgicos onde a dinamica é
construida vide [11]. Por ora, cabe comentar que as defini¢oes dadas acima correspondem a
efetuar as seguintes operagoes: tomar um segmento de reta e entao unir suas extremidades.
Assim, as solugoes sao construidas sobre o circulo. O campo vetorial sobre o circulo é do

tipo:

6 =F(6), (2.19)

onde F é uma fung¢ao definida em um dado espaco A e 8 uma varidvel que pode correspon-
der ao angulo. De maneira semelhante, é possivel construir um cilindro: basta unir duas
das extremidades opostas de um plano finito. O interesse é em sistemas cuja dinamica é

construida sobre o toro: a uniao das extremidades de um cilindro.
O toro corresponde essencialmente ao espaco de fases natural para sistemas do tipo

0, = F(6),60),
6 = FK(6,6),

com as F; (i =1,2) sendo fungoes periédicas, fato que serd apresentado em um momento

conveniente.

As equagoes paramétricas do toro sao dadas por

x(u,v) = (R+rcosv)cosu, (2.20)
y(u,v) = (R+rcosv)sinu, (2.21)
z(u,v) = rsinvy, (2.22)

em que u € [0,2x], v € [0,27), R é a distancia do centro do tubo ao centro do toro e r é o

raio do tubo.

A figura 2.1 representa um toro T2. Na figura, ilustra-se um sistema com dois graus de

liberdade, fornecendo duas curvas sobre o toro com frequéncias @; e @,, respectivamente.

2.1.3 As Seccoes de Poincaré

A representagao das trajetérias de um dado sistema dindmico em um espago torna-se
complicada no caso do toro. Esta representacao pode ser simplificada se for tomado um

plano com condiges de contorno periédicas em ambas as variaveis [11], o que equivale ao
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Figura 2.1: Representacio pictérica do toro T2. E ilustrado nesta figura um sistema com dois graus de
liberdade. Também sao mostrados os raios R e r.

toro. Esta ideia de tomar um plano é proveniente das secgoes de Poincaré. Basicamente,
dado um espago N-dimensional, é possivel seccionar o espaco de maneira a observar as
intersecgoes da trajetéria no espago de fases N-dimensional agora no espago (N — 1)-
dimensional. Como consequéncia, naturalmente um ponto no espago (N — 1)-dimensional
¢ proveniente de uma oOrbita periddica no espaco N-dimensional, embora ainda nao tenha

sido definida tal d6rbita, o que sera feito formalmente no capitulo 3.

As condigoes de contorno periddicas supracitadas correspondem a operagao de médulo,
definida da seguinte maneira

y(modk)=y+w-k (2.23)

onde w é o tnico inteiro que faz com que y esteja no intervalo [0,k). Isto equivale a
representar o numero extraindo a parte inteira. Como ilustragao, considere um nimero xg
representado em uma base b qualquer xo = ¥;b"a;, onde ag corresponde & parte inteira.
Neste caso, x (mod 1) deve retornar Y, b~'a;, o que corresponde a um deslocamento na

representacao de um nimero.

A figura 2.2 ilustra a aplica¢do do médulo 1 no mapa de Bernoulli [2-4], definido pela

aplicacao x — f(x) tal que f(x) = Bx, de maneira que o mapa fica definido por

Xp+1 = Bx, (mod 1). (2.24)

A acao do moédulo é evidente: enquanto a funcao tende a infinito, o mapa permanece

restrito ao intervalo [0, 1).

Dado um fluxo N-dimensional, é possivel obter um sistema dinamico a tempo discreto
por meio da construgao conveniente de uma superficie pertencente ao espaco de dimensao

N. A técnica consiste em obter os pontos que interceptam a superficie.

A figura 2.3 representa esquematicamente a interseccao de duas trajetorias em um

espaco tridimensional com uma superficie adequadamente escolhida. O conjunto de tais
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Figura 2.2: Grafico da primeira iterada para o mapa (2.24). A reta representa a funcdo real f(x) = fBx e
0s pontos representam o mapa, onde § = 3.

pontos obtidos desta maneira constituem a oérbita do mapa definido neste subespaco. Esta
figura ilustra ainda o fato de que uma trajetéria periddica do fluxo origina uma érbita

periddica para o mapa, dada por r* especificamente nessa figura.

=

x)

Figura 2.3: Representacdo da intersecgao das solugoes de um sistema tridimensional com uma superficie
arbitraria.
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2.2 Geometria dos Sistemas Hamiltonianos

2.2.1 A Estrutura Simplética

Os sistemas hamiltonianos sdo uma classe restrita de sistemas fisicos [6,12,17]. Isto

pode ser evidenciado pelas equagoes de evolugao reescritas como seguem:

dr

= F(7,1), (2.25)
onde 7= (p,q). Deste modo:
3 o
F(7) =Sy, (2.26)

além disto

oA (8,%”/3p>
JF '

- \a#/aq

Nas equagoes acima, Oy corresponde a matriz nula (quadrada) de tamanho N e Iy
a matriz (quadrada) identidade de ordem N. Portanto, Sy é uma matriz por blocos e
seu determinante vale sempre 1, independentemente do ponto em que é calculado. Todo
sistema que pode ser colocado na forma (2.25) ¢ dito simplético [3]. A geometria para
trabalhar com sistemas hamiltonianos é dita geometria simplética, que corresponde ao
célculo em variedades simpléticas. Como assinala Arnold [17] “a formulagao hamiltoniana

é a geometria no espaco de fases”.

As equacoes obtidas de uma transformacao canonica preservam também a estrutura
simplética, de maneira que, como consequéncia, o volume de condigoes iniciais no espago
de fases é preservado. Estes resultados podem ser demonstrados com base na seguinte

definigao de uma transformacao simplética [14].

Definicdo 1 Seja F: R?*N — R um difeomorfismo de classe C", com r> 1. Entio F ¢
dita uma transformacgao canonica ou simplética se
Q(u,v) = Q(DF(r)u,DF(r)v), Vr,u,veR?, (2.27)

Na definicio acima Q(u,v) =u-Syv, com u,v € R?N define uma estrutura simplética

[17]. Como consequéncia,
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u-Syv = (DF)u-Sy(DF)v
= u-(DF)'Sy(DF)v. (2.28)

Esta expressiao deve valer para todo u,v € R?V, de maneira que

(DF)T SyDF = Sy. (2.29)
O determinante de um produto de matrizes é o produto dos determinantes de cada uma
das matrizes envolvidas no produto, o que conduz a:

det(DF) = 1, (2.30)

qg.e.d.

Este resultado é proveniente do fato de que det(Sy) = 1 e det (DF) = det (DF)”.

2.2.2 A Estabilidade dos Pontos Fixos em Fluxos e Mapas

Na discussao acima, N corresponde ao nimero de graus de liberdade do sistema. Como
ilustracao, considere um sistema com N = 1 grau de liberdade. Neste caso as expressoes

canonicas (2.1) e (2.2) s@o recuperadas por meio da expressao (2.25).

Um sistema de equacoes diferenciais representando a evolucao das variaveis de estado
com o tempo (um escalar com varia¢ao continua dentro de um intervalo pré-determinado)
é chamado de fluxo. O estudo de um dado sistema envolve encontrar seus pontos fixos?
que sao pontos para os quais as variaveis de estado se tornam estacionarias. Para isto,

basta que o fluxo se anule em tal ponto, ou seja, se F denotar um sistema, entao

dx
F: g = f(xy) (2.31)
E :g(x?y)a

e os pontos fixos correspondem ao conjunto formado pelo par (x*,y*) tal que f(x*,y*) =0
e g(x*,y") =0.

Na linguagem introduzida nesta secao, um mapa é um sistema dinamico a tempo

discreto, em contrapartida a varidvel ¢ que flui continuamente no sistema (2.31). Assim,

4Em fluxos denominam-se corretamente de pontos estdveis. Usualmente sio ditos estados estdveis.
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um mapa ¢ definido por meio de alguma aplicacao matemaética que leva as varidveis de
estado de um espaco a outro espago. Dependendo do sistema, um mapa é usualmente

expresso em termos de uma fungao real:

V2 { Xn+1 = f(xmyn) (232)
Ynt1 = &(Xn,¥n),

que pode ser obtido da discretizagao de um sistema continuo. Neste caso os pontos fixos

sdo aqueles para os quais a iterada n ¢ igual a iterada n+ 1. Portanto, o par (x},y:) ¢ um

*

ponto fixo do mapa se f(x,,y) = (6, 5,) € 80, yn) = (5, 55)-

Definicao 2 Seja f: R — R uma funcao e xog um ponto pertencente ao dominio desta
fungdo. A primeira iterada deste ponto é dada por f(xg) e, de maneira geral, a n-ésima
iterada é determinada por: f™(xo) = f(f(... f(x0)...)).

Diz-se, desta forma, que a n-ésima iterada de uma funcao, e mais geralmente de um

mapa, ¢ determinada pela composicao desta aplicacao com ela mesma n vezes.

Definicao 3 Seja v, =f(r,) um mapa definido pela aplicag¢ao xr— £(r). Um ponto fixo

£ %

r*, ou ponto de periodo 1, é um ponto para o qual f(r*) =r*.

Ao encontrar os pontos fixos, o interesse para o estudo dos sistemas dinamicos é na
estabilidade destes pontos. Para avaliar a estabilidade dos pontos, estudam-se o compor-
tamento das solucoes em torno do ponto fixo. Seja um sistema definido por

dr_

o =F(), (2.33)

onde r* é um estado estavel do sistema. A estabilidade em sistemas dinamicos é um
conceito local. Com a finalidade de estudar a estabilidade local de r*, uma perturbacao

n ¢é inserida, em geral dependente do tempo:

F(r'+n) = F@")+DF(r*)-n+0(n? (2.34)
F(r'+mn) ~ DF(r")-n, (2.35)

onde F(r*) =0 e DF(r) denota a matriz jacobiana calculada no ponto r e definida por

DF(r) = [ag—r(]r)} , (2.36)
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com os colchetes indicando o fato de serem elementos matriciais. Em um sistema N-
dimensional, a matriz jacobiana serd (quadrada) de ordem N. Ao longo do trabalho,

D.7 (r) denotard a matriz jacobiana associada a um mapa, calculada no ponto r.

Considerando o problema da estabilidade, a equagao (2.35) corresponde a linearizagao
do sistema em torno do ponto de equilibrio, o que é equivalente ao sistema dr/dt = DFr

com solugoes

l‘(l) = Zcie(hit)Vi, (237)

no caso geral, isto é, a solucao geral corresponde a uma combinagao linear da solucao
em cada diregao, onde ¢; sao constantes complexas e v; sao os autovetores associados ao
logaritmo dos autovalores h; =InA; (i=1,2,...). Assim, o problema da estabilidade pode
ser expresso como um problema de autovalores e autovetores do tipo DFv; = A4;v;, onde A;
sao os autovalores. Logo, a estabilidade fica inteiramente determinada pelos autovalores

da matriz jacobiana.

Pode-se dizer que a anélise linear fornece informacoes sobre as variedades®. Particu-
larmente, os autovetores expandem as variedades localmente, de onde é evidente que pode

existir uma direcao associada a estabilidade e outra a instabilidade.

Para mapas, autovalores com médulo menor do que a unidade correspondem a esta-
bilidade, ao passo que autovalores com mdédulo maior do que a unidade correspondem a
instabilidade na direcao associada. Um ponto de equilibrio que apresenta pelo menos um
autovalor |A] < 1 e pelo menos um autovalor |A| > 1 é chamado de sela. Um ponto de
equilibrio com autovalores complexos corresponde a um centro. Para o caso de fluxos, a
estabilidade é também determinada pelos autovalores da matriz jacobiana calculada no
ponto. De maneira anédloga, se A < 0 o ponto fixo é estdvel e se A > 0 o ponto fixo é

instavel na respectiva autodirecao.

Os fluxos hamiltonianos s6 podem apresentar selas e centros no espaco de fases. Um
sistema nao-linear apresentara a versao nao-linear dos respectivos pontos de equilibrio.
Este desenvolvimento discutido até aqui corresponde a anédlise da estabilidade linear de
um sistema. Para demonstrar esta afirmacao, a matriz jacobiana pode ser escrita em

termos da fungao hamiltonaiana. Considere, por exemplo, um sistema bidimensional:

2 2
dq0 o2

DF = 78"23’; 782{% , (2.38)
aq° dpdq

SEspacos mateméticos que localmente se assemelham ao espaco vetorial R.
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onde o trago da matriz, definido por tr(DF) = YV | % =0. O determinante da matriz

é definido por det(DF) =Y, %C,-j, onde C;j = (—1)""/M;; é o cofator de % eM;jéo
J J

menor da matriz. O polindémio caracteristico (matriz 2 x 2) é dado por

det(DF—AI})) = 0 (2.39)
= A2 — Atr(DF) +det(DF) = 0, (2.40)

de onde
A? = —det(DF). (2.41)

Os pontos onde os autovalores sao reais correspondem aos pontos de sela e os pontos

que apresentam autovalores complexos sao centros.

Considere agora um mapa hamiltoniano, definido por meio da aplicagao (2.32). A

matriz jacobiana é definida, analogamente a (2.36), por

DM = Bf; } . (2.42)

Os autovalores sao obtidos por meio do polinomio caracteristico, cujas solugoes sao:

tr (D) £\ (D) — 4det (D)

Moy = >
_ Mi\/i[u(nﬁ)—q
5 1/2
tr(D//[)i tr (DA ) _q
2 4 ]
5y 172
Mo = %ii{l—[%} } | (2.43)

A parte imaginéria consiste de uma funcao limitada de modo que a estabilidade fica
inteiramente determinada pela parte real dos autovalores [3,11]. Assim, tudo o que foi
dito anteriormente acerca do uso do espectro de autovalores para avaliar a estabilidade

de um ponto permanece valido.

O determinante pode ser expresso como o produto dos autovalores:

Mgy - [E@] L [w(Da)]
f-det(Dl///i = 1[ 2 }H [ 2 } (2.44)



36

para sistemas hamiltonianos. Conforme sera explicitado, este resultado tem um impor-
tante significado. De maneira geral, este resultado é naturalmente proveniente de sistemas
que apresentam a estrutura (2.25), o que é particularmente reconhecivel da matriz Sy, pois
seu determinante é igual a unidade. A matriz Sy também apresenta como caracteristica

$%2 = —Iy e o fato de ser ortogonal S{, = S;,l = —Sn.

E possivel ainda escrever a funcao hamiltoniana com dependéncia explicita a métrica.
Seja, por exemplo, um sistema onde a energia total é dada somente pela energia cinética:

1 .o

— ..l
H= 2Mgljp Pja (2.45)
onde g;; = e;-e;. Se a curvatura associada for negativa, entao o sistema apresenta or-
bitas instaveis. Demonstra-se que esta aproximagao geométrica para descrever sistemas

hamiltonianos também é valida para fungoes do tipo [24]:

pi2
H= V), (2.46)

onde M naturalmente corresponde a massa inercial. Nestas expressoes é utilizada a con-

vencao de soma de Einstein.

De maneira a ilustrar esta dependéncia, sao apresentadas as figuras seguintes.

Hizw)

Figura 2.4: Gréfico de uma sela, representando um espago de curvatura negativa. Neste espago, obvia-
mente podem existir trajetorias instaveis.

O grafico apresentado na figura 2.4 ilustra uma sela, que representa um espaco de

curvatura negativa. Uma trajetoria pertencente a este espaco apresenta uma direcao
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estavel, que tende para o ponto de sela, e outra direcao instavel, que faz com que a

trajetoria se afaste do ponto de sela.

Hisy) 120

Figura 2.5: Grafico de um espago com curvatura positiva, como a de uma esfera. Evidentemente, todas
as trajetorias convergem para um ponto “critico”.

Na figura 2.5 é apresentado um espaco de curvatura positiva. As trajetérias perten-

centes a este espago tendem para o ponto de minimo.

Um ponto para o qual as trajetérias sao atraidas é denominado atrator. Sistemas
hamiltonianos nao possuem atratores, de maneira que o espaco de fases é constituido por
regioes com movimento regular e cadtico de acordo com algum parametro de controle.
Isto significa que o estudo de sistemas hamiltonianos corresponde ao estudo do espago de
fases como um todo. Mais ainda: os sistemas hamiltonianos nao apresentam “perda de
inf a0” tid tematico® ao d ao d 1 d
informacao” no sentido matematico® em razao da conservacao do volume no espago de
fases [3].

2.2.3 O Teorema de Liouville

Uma das propriedades mais importantes associadas aos sistemas hamiltonianos é o
fato do sistema preservar o volume no espaco de fases, resultado proveniente do teorema
de Liouville. Este fato pode ser demonstrado de maneira heuristica sabendo ser o determi-
nante de uma matriz 2 x 2 a area cujos lados sao expandidos pelos vetores de coordenadas
(p,q). E imediato que o resultado (2.44) informa que a drea nao varia com a evolugao do

sistema.

6Existem maneiras de conectar a entropia & uma quantidade definida como sendo a informacao.
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E possivel afirmar que tratar o problema do ponto de vista da estrutura simplética
¢ a maneira geral tanto para fluxos quanto para mapas, pois a garantia de preservagao
do volume é uma caracteristica estrutural destes sistemas. Além disto, uma das provas
do teorema de Liouville pode ser feita considerando a estrutura simplética dos sistemas

hamiltonianos [14].

Seja um fluxo gerado por um sistema do tipo (2.33). Considere Dy como sendo um
dominio “inicial” em R" e D, = F(Dy) a evolugao de Dy sob o fluxo. Sendo V(¢) o volume

de Dy, entdo o lema seguinte serve como base para o teorema de Liouville [14].

Lema 1 Seja V(t) o volume de um dominio D; correspondente a evolugdo de um dominio

inicial Dy sob o fluzo F. A taxa de variacao de volume € dada pela expressao:

avit), _ / V.Fdr (2.47)
dt D,

Teorema 1 (Teorema de Liouville) Suponha V-F = 0. Entdo, para qualquer regidgo Dy:
V(t) =V(0), (2.48)

onde V(0) € o volume da regido Dy.

Se o divergente do fluxo for constante, a qual denota-se aqui por ¢, entao tem-se para

a taxa de variacao do volume:

av
-~ = ¢V
a ¢
V() = V(tg)e, (2.49)

pois fg é arbitrario. A expressao acima corresponde a equacao de evolucao para o volume

de uma regiao D,. Para ilustrar o teorema de Liouville, considere ¢ =0, o que resulta em:
V() =V(n), (2.50)

para todo t e o volume é conservado. Em esséncia, o teorema de Liouville afirma que
a nuvem de pontos representativos (formada pelas condigbes iniciais) se move como um

fluido imcompressivel onde o volume permanece constante.
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2.3 O Mapa Padrao

Neste trabalho é analisado essencialmente o rotor pulsado (“kicked rotor”) [3,7]. Este
sistema é constituido de uma barra presa por uma de suas extremidades e capaz de girar
livremente em um plano. Seja .# o momento de inércia da barra com comprimento ¢. Na
outra extremidade da barra, uma forca é aplicada em tempos t =0, 7,27,... de intensidade

K /¢, conforme ilustra a figura 2.6.

Figura 2.6: Representacao esquematica do rotor pulsado.

Nao ha influéncia gravitacional. Consequentemente, a intensidade do torque aplicado

¢ dada por:

IN|| = ¢||F||sen® = K sen 6. (2.51)

A forca é aplicada periodicamente na extremidade da barra. Assim, entre as aplicagoes
da forca, o torque serd nulo, ao passo que durante as aplicagoes o torque serd maximo.

Deste modo, a equagao (2.51) é reescrita empregando uma funcao delta:

IN|| =Ksen6) (1 —n). (2.52)

Para este sistema a hamiltoniana pode ser escrita diretamente em termos da posicao

angular (0) e do momento angular do rotor, o qual denotaremos por L. Assim:
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2

L
%(L,Q,t)ZB—FKCOSQ;(S(Z—HT). (2.53)
Resulta das equagoes (2.1) e (2.2)
dL
- = KsenG;S(t—m'), (2.54)
do L
—_— = —. 2.55
dt I (2.55)

E possivel discretizar este conjunto de equacoes, conduzindo a relagoes de recorréncia.
Com isto, obtém-se o estado em um instante n determinado exclusivamente pelo estado

no instante (n—1). A derivagdo do mapa é feita como segue.

Entre as aplicagoes, L =0 = L(t) = L(ty) = L (constante) e 8(t) = 0(ty) + (L/F)t, em
que 0(tp) e L/.# sao constantes. Em cada aplicagao, 8 varia continuamente e L varia com

Ksen 6, de maneira que:

L,.1—L, = Ksen6, (2.56)
L
01— 6, = ;1 : (2.57)

onde .# pode ser tomado como sendo a unidade sem restricoes de generalidade’, o que
resulta no mapa padrao [2,3,7], ou mapa de Taylor-Chirikov®, escrito nas varidveis angulo-
acao [9,12,23]:

(2.58)

2 6,11 =06,+ L, (rnod 277:)
| Lyyi =L, +Ksen(6,) (mod 27),

de maneira que o mapa fica restrito a regiao [0,27) x [0,27) do espaco de fases. A razdo
para isto é que a variavel 8 corresponde a um angulo e ¢é ideal restringi-lo no intervalo
[0,27]. Além disto, a situagao configurada neste caso é a de um mapa definido no toro

T?, conforme j4 discutido.

Existem outros sistemas fisicos que sao descritos em maior ou menor aproximacgao
pelo mapa padrao. Este fato constitui uma das razoes principais para o estudo deste
sistema. Além disto, esta aplicagdo bidimensional apresenta muitas propriedades impor-

tantes de outros sistemas dinamicos conservativos. Em particular o estudo da transicao

"Uma vez que as equacoes de movimento de um sistema podem ser escritas na forma adimensional.

8Este mapa foi estudado de maneira ampla pelo fisico russo Boris Valerianovich Chirikov. Pelo fato de
ser um modelo utilizado frequentemente para o estudo de caos em sistemas hamiltonianos, convencionou-
se a chaméa-lo de mapa padrao.
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de movimento regular para cadtico é evidente com relativa simplicidade, embora nao seja

trivial. Alguns exemplos de sistemas fisicos que também podem dar origem ao mapa
drio sdo: o péndulo forgad trito?, particul let sticos, b

padrao sao: o péndulo forcado sem atrito”, particulas em campos eletromagnéticos, bem

como confinamento de plasmas em tokamaks.

Em algumas situagoes é 1til definir o mapa no intervalo [0,1). As equagoes (2.58)

tornam-se:
0n+1 = Gn +Ln+l (mod 1)

M
Lyt :Ln+%sen (276,)  (mod 1),

(2.59)

O caso de perturbacao nula (K = 0), dito integravel, conduz a L constante e 8 =
L-t+ 6y, onde 6y é constante. No caso integravel, independentemente das condicoes
iniciais (Lo, 6p), L serda constante para todo 6, que devera variar com cada iterada. E

evidente do mapa que: L, =Ly, € 0,41 = 6, + L1 (mod 27).

No caso integravel, L é uma constante de movimento. As interseccoes no mapa de
Poincaré sao as linhas de L constante e em cada linha a érbita é determinada analiti-
camente. Para isso é necessdrio observar que, dada uma condigao inicial (Lo, 6p), entao

tem-se sempre L, = L, = Lg. Deste modo,

0, = 6+1L
6, = 0,+L
6, = 9n—1 +L,

6, = Y (61+L)

1

e, como 6,_1 =6, 2+ Ly (e a soma se estende desde n =2), conclui-se que

6,=6y+n-Ly. (2.60)

Se a razao Ly/(2x) for racional, entdo o movimento é periédico e os toros sao ditos
ressonantes. Seja Ly =m/(2x), onde m ¢ inteiro. Entao: 6, = 6p+n-m/(2x). Para ser
m/(27m) racional, é necessario que m/(2x) (mod 2m) = 0, isto é, m = 2zl de modo que

6, = 6y+n-1, onde [ é inteiro, positivo e fixo, ¢.e.d.

9K possivel obter as equagoes que definem o mapa por consideragoes em torno de um péndulo sem
amortecimento. Para aquele caso, a expressao que governa o movimento é: ¢ +Q?sen¢ =0, sendo Q a
frequéncia natural e K = —Q? [1]. Também é possivel obter o mapa padrdo como um caso especifico do
mapa circular bidimensional [25]
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Seja Ly ~ 2w, entao 6, ~ 6y +n, onde n é inteiro. Se, por outro lado, Ly/(27) for
irracional, tem-se a situacao de toros nao ressonantes e uma érbita preenche uma linha

de maneira densa.

Costuma-se generalizar a expressao para um mapa universal [7,26], empregando f(0)
ao invés de sen(0) como foi feito aqui. Isto para definir e estudar uma classe geral de
sistemas hamiltonianos, onde a func¢ao f assume alguma forma periddica. Um mapa
escrito com dependéncia direta do nimero de rotagao apenas (mantendo a periodicidade)

é dito “mapa de tor¢ao”, ou “twist-map”.

0,11 =60,+o(L) (mod 1)
Mt 23 (2.61)
Ln+1 =Ly
O mapa padrao apresentado nao é um mapa de torcao.
Os pontos fixos do mapa (2.58) sao:
6nJrl = 6}1
Lyyp = 0
= (L1,67) = (0,0). (2.62)
Ln+l = Ly
Ksen(6,) = 0
6, = mn
= (L5,6;,) = (0,mm), (2.63)
onde m é inteiro e positivo.
A matriz jacobiana é
1+ Kcos (6 1
DA (Ly,,6,) = (8n) : (2.64)
Kcos (6,) 1

E importante notar que det(D.#) = 1.

Para o segundo ponto fixo encontrado, o tinico m capaz de fazer com que o ponto
se encontre entre [0,27) x [0,27) é m = 1. Neste caso este ponto fixo corresponde a:

(L5,0;5) = (0,m). A andlise da estabilidade dos pontos se faz pelos autovalores da matriz
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jacobiana em cada ponto, dados pela expressao (2.43):

D.#(0,0) = (1 ;K i) | (2.65)

cujo trago vale 2+ K e o determinante det(D.#) = 1. Os autovalores sdo:

2+K 24+K\?
12 2 ! 2
com parte real
2+ K
Re (%"= ==

O ponto sera estavel se |2+TK| < 1. Neste caso:

24K
‘%‘<1@—2<2+K<2

.4 <K <O.

Como K corresponde ao parametro de controle, que estamos tomando no intervalo
[0,4o0), resulta em uma contradi¢do. Portanto o ponto de periodo 1 (0,0) s6 pode ser
instdvel. Para o segundo ponto, a parte real dos autovalores corresponde & Re(4;,) =
(2—K)/2. Logo

2—K

R
—4<-K<0
SO0<K <4,

e o ponto (0,7) é estével para K € [0,4).

Note que os pontos fixos do mapa definido no quadrado unitario (0,1] x (0,1] sao
(L},6]) =(0,0) e (L;,65) = (0,1/2). A anélise da estabilidade linear conduz as mesmas

conclusoes apresentadas acima, em razao da matriz jacobiana ser:

1+ £ cos(276,) 1

DA (L,,6,) =
(L, 6) K cos (276,) 1

(2.66)

A figura 2.7 apresenta trés orbitas para o mapa de Poincaré do rotor pulsado com
K =0. A 6rbita formada por circulos tem como condigoes iniciais (Lg, 6p) = (0,1;0,01).

Foram efetuadas n = 2000 iteradas.
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0.9 =
=
0,8 =
4
0,7
4
0.6 [ o o a —
Eos 2

Figura 2.7: Trés 6rbitas para o mapa padrio, eq. (2.59). A linha cheia é formada de pontos da 6rbita de
(Lo, 60) = (v/2/2;0,01). Os circulos correspondem & érbita de (Lo, 80) = (0,1;0,01). Os quadrados sdo os
pontos da 6rbita de (Lo, 60y) = (0,6;0,01).

Pelo fato do sistema ser integravel, a 6rbita associada aos circulos inicia com a condi¢ao
inicial citada e segue exatamente a expressao (2.60). Como Ly é racional, entao a drbita
se repete apds algum tempo. O mesmo ocorre para a Orbita apresentada com quadrados,
cuja condigao inicial é: (Lp,0p) = (0,6;0,01). Por outro lado, a linha cheia representa
a érbita para a condicdo inicial (Lg,80) = (v/2/2;0,01) e, como é irracional o valor do

momento angular, entao a érbita nao se repete e preenche uma linha inteira.

Com efeito, neste grafico sao utilizados pontos para representar a érbita com condi¢ao
inicial irracional. Contudo, os pontos preenchem uma linha densamente. A medida que
a perturbacao aumenta, as curvas se modificam. Antes de um determinado valor critico
K.~ 0,97 as orbitas estao “presas” por barreiras que impedem a formagao do mar cadtico,
conforme mostra a figura 2.8 para dois valores do parametro de controle: (a) K =0,45 e
(b) K =0,68. O valor critico para K sera discutido na se¢do seguinte e constitui um dos

pontos fundamentais dos sistemas dinamicos hamiltonianos.

Quando K ultrapassa o valor critico K., entao hé a quebra da barreira supracitada.
Consequentemente, ha o aparecimento do mar cadtico em algumas regioes. Porém, de
acordo com o que foi comentado anteriormente, sistemas hamiltonianos nao apresentam
atratores e o espaco de fases é constituido de regioes disjuntas: as regioes associadas a

estabilidade, ditas ilhas de estabilidade e as regioes associadas ao caos, chamado mar
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n+1

Figura 2.8: Espago de fases contendo 20 6rbitas para (a) K =0,45 e (b) K =0,68.

caodtico, conforme apresentado na figura 2.9.

(a)

n+1

Figura 2.9: Espaco de fases do mapa padrao contendo 20 érbitas para (a) K =1,5 e (b) K = 3,0.

Com o aumento do parametro, mais ilhas sao quebradas, dando lugar ao mar cadtico.
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Finalmente, quando K atinge um valor consideravelmente grande, ha o desaparecimento,
em principio, das ilhas de estabilidade. Deste modo, uma érbita preenche inteiramente o

mar caotico.

Na figura 2.10 é mostrada apenas uma érbita para K = 10,0 no mapa padrao com 10*

iteradas.

Figura 2.10: Espago de fases do mapa padrao apenas uma orbita para K = 10,0.

Outro aspecto importante associado aos sistemas hamiltonianos consistem das arma-
dilhas dinamicas. Existem regioes nas fronteiras das ilhas onde as érbitas permanecem
um tempo suficientemente longo. Estas regioes de aprisionamento das trajetérias nao sao
identificadas para K suficientemente grande, como na figura 2.10. Na se¢ao seguinte sera
discutido um resultado de grande importancia para sistemas hamiltonianos, conhecido
como teorema KAM, nome dado em homenagem aos seus autores. O teorema fornece o
entendimento das curvas invariantes sob a aplicacao do mapa. Contudo, é valido para

valores pequenos do parametro K.

2.4 O Teorema KAM

Conforme apresentado na secao anterior, o rotor pulsado é um exemplo de sistema
hamiltoniano integravel para K = 0. E natural questionar até que ponto é vélida a inte-

grabilidade de sistemas hamiltonianos [3].
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Para o estudo deste problema, escreve-se a hamiltoniana total 57 (p,q) como sendo a

parte integravel 4 (p,q) mais a parte associada a perturbagao:

A (p,q) = 7(p,q) + 0 (p,q), (2.67)

resulta disto que todas as constantes de movimento sao destruidas para o # 0, excegao

feita a prépria hamiltoniana [3].

O teorema KAM afirma que sob algumas condigoes, para @ pequeno, a maioria dos
toros irracionais da hamiltoniana nao-perturbada sobrevivem. Um dos conceitos-chave
neste sentido é o nimero de rotagao, o qual foi definido na expressdo (2.11), isto é,
dependente da varidavel de acao I. A hamiltoniana total em varidveis de angulo-agao neste

contexto pode ser escrita como sendo:

H =)+ aA(1,0). (2.68)

Se a perturbacao for nula, @ = 0 e as curvas sao toroidais, fechadas ou nao. A
questao é a existéncia destas trajetorias para o # 0. Neste sentido, o teorema KAM
fornece o tratamento correto. Em principio, pode-se imaginar que para o # 0 todas as
constantes de movimento sao destruidas e nao ha limitacao para a trajetoria, sendo H a
unica constante de movimento. De acordo com o teorema KAM, no entanto, a maioria
dos toros formados por algumas trajetérias sao apenas distorcidos se a perturbacao nao

for grande o suficiente. Toros cuja topologia é preservada sao ditas superficies KAM.

Este teorema leva o nome dos principais envolvidos no problema, pois o teorema surgiu
de esforcos conjuntos de Kolmogorov (em 1954), Arnold (em 1963) e Moser (em 1962). O
teorema KAM, em resumo, é responsavel por garantir a existéncia de curvas invariantes

em sistemas de dois ou mais graus de liberdade.

No mapa padrao, a hamiltoniana integravel corresponde a parte dependente somente

do momento angular
L2
T 2s

e a parte associada a perturbacao é dada por:

H(L)

J4(0,1) ZKCOSQZ5(Z‘—IZT).

Quando a perturbacao K atinge um valor critico, dado por K. ~ 0,97, entao a ultima

barreira KAM ¢é destruida. Embora algumas ilhas ainda existam para K > Kc, as curvas
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invariantes dao lugar as orbitas cadticas. O valor critico K. é proveniente de um nimero
de rotacao irracional. Neste sentido, o “nimero mais irracional” que existe corresponde
ao numero dureo, o qual apresentaremos adiante. A afirmacao da maior irracionalidade
de um nimero em relagao a outro provém do fato de que todo nimero irracional pode ser

escrito como uma sequéncia de fragoes:

R=aj+—, (2.69)
az + az+...

onde a; sao inteiros para todo i pertencente aos naturais. Uma aproximagao racional de

um nimero irracional é obtida truncando a expressao (2.69) para algum i.

Se a; =1 Vi € N, entao a expressao (2.69) torna-se

1
Rsureo = 1+ — 1 (270)
1+ T+
a qual converge para Rjyreo = % ~ (0,6180, ou seja, o niimero aureo.

O enunciado do teorema é mais complexo e sua prova bastante trabalhosa. Aqui serao
enunciadas as condicoes essenciais do teorema e sera apresentado em uma forma didatica,

adaptada de [6].

Teorema 2 (Kolmogorov-Arnold-Moser). Se as frequéncias associadas a um sis-
tema hamiltoniano integravel 7 sao racionalmente independentes e suficientemente ir-
racionais, entao para & pequeno, as solugoes do sistema perturbado H sao, em sua mai-
oria, quase-periodicas e so diferem ligeiramente das do sistema nao-perturbado. Em sua
matoria, os toros nao-ressonantes de ) sao apenas levemente deformados e o sistema

perturbado também possui toros nao-ressonantes sobre os quais as orbitas sao densas.

Na segao anterior, foram apresentados alguns graficos obtidos da simulagao numérica
para o mapa padrao com alguns valores especificos do parametro de controle. Em par-
ticular, para K = 0,68 (figura 2.8b), é possivel identificar curvas KAM que limitam as
érbitas cadticas. Estas curvas se encontram entre L, 1 =0,9 e L, < 1 para 6,1 € [0,1).
Com o aumento de K depois da quebra da ultima barreira KAM, as érbitas cadticas co-
mecam a ocupar o espaco de fases, com excecao a algumas ilhas de estabilidade que ainda
sobrevivem. Finalmente, com o aumento de K para um valor consideravalmente grande,
nenhuma ilha de estabilidade é encontrada e o mar cadtico ocupa todo o espaco de fases.

Deste modo, em resumo, o teorema KAM permite a andalise da quebra dos toros.
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3 C(Caos em Sistemas de Baixra
Dimensionalidade

Um sistema dinamico, seja a tempo discreto (mapa) ou a tempo continuo (fluxo),
pode apresentar comportamento cadtico. Mesmo um sistema nao-linear e de baixa di-
mensionalidade pode exibir este tipo de comportamento [2,3,20]. Aqui, entende-se baixa

dimensionalidade no sentido 0 < N < 3.

Por exemplo, um sistema dinamico a tempo continuo pode exibir caos, desde que seja
auténomo, nao-linear e que suas trajetérias estejam limitadas em uma regiao finita [2-4].
Um sistema dinamico a tempo discreto também pode apresentar caos. Contudo, como foi
discutido no capitulo 2, mapas sao provenientes de seccoes de Poincaré de algum fluxo.
Logo, mapas bidimensionais podem apresentar caos e mapas unidimensionais também,

desde que estes nao sejam invertiveis [2, 3].

De fato, caos corresponde a um tipo de comportamento em sistemas dinamicos. E ca-
racterizado pela aparente imprevisibilidade, embora seja deterministico. Tal propriedade
é expressa pela divergéncia exponencial de trajetorias cujas condigoes iniciais sao muito

préximas [3,4].

Com efeito, esta ¢ uma das condigoes necessarias para a ocorréncia de caos em sistemas

dinamicos, conforme a definicao 11 que sera apresentada posteriormente.

Se nao houvesse a condi¢ao de limitagao das regides acessiveis para as trajetorias de

um sistema, seria possivel assumir o seguinte sistema linear como cadtico
X = ax, (3.1)

onde x = x(t), a > 0 real e x denotando a taxa de variacao de x(t) no tempo. Qualquer
condicao inicial arbitrariamente préxima diverge com o passar do tempo . E f4cil perceber

que, sendo 8x(0) = x(V(0) — x?(0) a diferenca entre as condicoes iniciais, entdo esta
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variacao cresce exponencialmente (¢ > 1)

d[ox(t)]
7 = adx(r)

Sx(t) = &x(0)e™—10),

pois foi assumido ser a > 0. Além disto, é necessario levar em consideracao o teorema de
Poincaré-Bendixson, conforme formulado a seguir com base nas definigoes dos conjuntos

o-limite e @-limite [1]. Para as defini¢oes, considere F;(r) um fluxo.

Definicao 4 Um ponto R pertencente ao dominio de F; é dito um ponto w-limite de
um ponto P se eziste uma sequéncia Fi(P), F2(P), ..., ¥;(P) de modo que F;(P) — R,
quando t — oo. O conjunto de todos os pontos @-limite € chamado de conjunto @-limite e

¢ representado por @(P).

Definigao 5 Um ponto P pertencente ao dominio de ¥,(r) € dito um ponto a-limite de
um ponto R se eziste uma sequéncia F1(R), F2(R), ..., F/(R) tal que F;(R) — P, quando
t — —oo. O conjunto de todos os pontos a-limite de R € chamado de conjunto a-limite e

¢ denotado por a(R).

Portanto, os conjuntos assinalados nas defini¢oes acima fornecem o estado assintético
do sistema, tanto para t — oo quanto para t — —eo. No capitulo 2, empregou-se a ter-
minacao @; para especificar a frequéncia da curva i em um sistema com i € N graus de
liberdade. Contudo, aqui @(r) significa o conjunto @-limite de um ponto r. No capitulo

4, serd empregado a para denotar um coeficiente associado a instabilidade.

Teorema 3 (Poincaré-Bendizson) Todo conjunto w-limite nao vazio de um fluxo planar

de classe C' que nao contém um ponto estdvel é uma drbita periddica nao degenerada.

Em resumo, o teorema 3 afirma que em fluxos bidimensionais s6 podem existir pontos
fixos e/ou ciclos-limite, sendo esses os tinicos tipos de atratores. Para sistemas com N >3
outros tipos de atratores passam a surgir, como os atratores estranhos, cuja dimensao é

fractal [1].

O mecanismo basico da geracao de caos em sistemas unidimensionais é o esticamento
e dobra (em inglés “stretch and fold”) de um intervalo, conforme ilustrado pela figura 3.1,
onde é tomado o intervalo inicial [0, 1] e a aplicagdo faz com que o intervalo seja esticado

e, posteriormente, dobrado sobre o intervalo inicial.
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Figura 3.1: Representagio pictérica do esticamento e dobra do intervalo [0, 1].

O processo de dobra nao s6 garante a limitacao da orbita como também a nao-
invertibilidade do mapa unidimensional, uma vez que dois valores diferentes de x, (na
(1) (2)

figura x, ’ =0 e x,, 7 = 1) sao mapeados para um tunico valor de x,,;. Conforme comen-

tado anteriormente, a operacao de modulo atua exatamente deste modo.

A compreensao da geracao de caos mesmo em sistemas de baixa dimensionalidade se
dd com a andlise da ferradura de Smale [1-3,20]. Este nome é proveniente do aspecto da
figura sob algumas transformagoes, obtida pelo mapa de Smale, que corresponde a um

mapeamento bidimensional atuando sobre um quadrado unitério.

A figura 3.2 ilustra um quadrado de lado unitario e o resultado da primeira iteragao

do mapa de Smale.

Figura 3.2: Resultado da primeira iterada do mapa de Smale no quadrado unitario. As duas tiras verticais
foram nomeadas V; e V.

Como ilustrado na figura, a agao do mapa consiste em contrair uma direcao do qua-
drado por um fator menor do que 1/2 e expandir a outra diregdo por um fator maior do
que 2. A tira resultante é dobrada e inserida sobre o quadrado original, onde as duas tiras
resultantes desta intersecgao sao nomeadas Vi e V5. A segunda iterada do mapa de Smale

resulta em quatro tiras e assim por diante.

Embora nao tenha sido definido o mapa da ferradura de Smale .#g por uma expressao,
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NS

Vi Vo Vi Vg

Figura 3.3: Resultado da segunda iterada do mapa de Smale no quadrado. Agora o quadrado contém
quatro tiras: Vi, Via, Vo1 e Voo

os interesses sao nas propriedades topoldgicas deste mapa, que fornece o mecanismo basico
da geracao de caos em sistemas bidimensionais. E possivel demonstrar ainda que, se .#s

denotar o mapa da ferradura de Smale, entao .#s é um homeomorfismo.

A primeira iterada da inversa do mapa, .. S_l estd apresentada na figura 3.4.

H

Figura 3.4: A primeira iterada do mapa inverso fornece agora duas tiras horizontais, denotadas por H; e
H,.

E a segunda iterada da inversa fornece a figura 3.5.

Figura 3.5: Analogamente a segunda iterada do mapa, resultam de ///S’IJ//S* ! quatro tiras horizontais,
denotadas por Hiy, Hya2, Hy1 e Hp;.

Alguns pontos pertencentes ao quadrado original nestas aplicagoes, deixam o quadrado
apos cada iterada. Entretanto, alguns pontos permanecem dentro do quadrado unitario
original. E possivel demonstrar que os pontos que permanecem no quadrado apds a
aplicacao de ///S[H e (///S*I)[k] para k — eo formam um conjunto de Cantor (cf. Apéndice
B).
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Figura 3.6: Representacao dos pontos que permanecem dentro do quadrado apds a primeira e segunda
iteradas do mapa .#s e de sua inversa //1571. Os quadrados em preto contém pontos que formarao o
conjunto de Cantor quando k — oo.

Qualquer ponto pertencente ao quadrado pode ser identificado por uma sequéncia
formada pelos simbolos 1 e 2. A acao do mapa .#s é equivalente ao deslocamento de

Bernoulli (capitulo 2).

Basicamente o mecanismo gerador de caos consiste do esticamento e dobra de um
dado conjunto inicial. Este conjunto pode ser um intervalo, um plano, um volume e
assim por diante. Tanto o mapa de Bernoulli (unidimensional) quanto o mapa de Smale
(bidimensional) apresentam este mecanismo, que consiste de tomar um conjunto e aplicar
o processo de esticamento e dobra. Note que este procedimento faz com que pontos
proximos se afastem - pelo menos em uma diregao em sistemas N-dimensionais - em razao
do esticamento e a dobra permite que este conjunto esteja limitado em uma regiao. Dado
um sistema com todos os ingredientes necessarios para a ocorréncia de caos, existem
maneiras pelas quais o sistema ¢ levado a apresentar o comportamento caético. Uma
destas rotas para o caos sera discutida posteriormente, a chamada bifurcacdo do tipo

duplicagao de periodo [2,4,11].

Com o entendimento do mecanismo gerador de caos em sistemas de baixa dimensi-
onalidade, o interesse agora é em verificar a estabilidade em mapas unidimensionais e
bidimensionais. Um dos conceitos-chave para compreender a dinamica cadtica é o das
érbitas periddicas instaveis (OPIs). Sistemas caéticos devem apresentar pontos de todos
os periodos. Consequentemente, afirma-se que as Orbitas periddicas cobrem densamente
a regiao caotica de um sistema. Além disto, o conhecimento da estrutura de pontos

periodicos permite conhecer as variedades, que serao apresentadas posteriormente.

Na secao seguinte, discutem-se os fundamentos das érbitas periddicas, sua estabilidade

e como encontra-las numericamente.
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3.1 As Orbitas Periédicas

Os pontos periddicos constituem pecas fundamentais na teoria de sistemas dinamicos.
Quantidades importantes na caracterizacao de uma aplicagao podem ser obtidas por meio
das drbitas periddicas. Evidentemente, assim como no caso de pontos fixos, também é

possivel analisar a estabilidade de uma dada 6rbita periddica.

Dado um mapa unidimensional f(x), a estabilidade de seus pontos fixos é dada pela
derivada. Isto é proveniente do fato de que o moédulo da derivada fornecera o quanto
um ponto devera se afastar ou se aproximar de um ponto inicial xy pela aplicacao do
mapa. Deste modo, considerando x* um ponto fixo para f, entao se |f'(x*)| < 1, o ponto
¢ dito atrativo e caso |f'(x*)| > 1 o ponto ¢ dito repulsivo. Este fato ja foi comentado
no capitulo 2 e serve de base para a analise quantitativa da divergéncia exponencial de

érbitas vizinhas pertencentes ao espaco de fases dos mapas estudados.

Os sistemas dinamicos podem apresentar pontos que se repetem depois de algum
tempo, ou depois de alguma iterada no caso de mapas. O exemplo mais trivial de um
ponto deste tipo é um ponto fixo, pois é um ponto de periodo 1: basta uma iterada para
que se repita. Os pontos tratados nesta secao sao pontos que se repetem para algum n > 1,
conforme a defini¢ao seguinte para pontos peridédicos em mapas, onde n é usualmente o

numero de iteradas.

Definicio 6 Seja x — f(x) um difeomorfismo de classe C*, n > 1, tal que fI"(x) ewista
e seja diferenciavel. Um ponto para o qual f[”} (x*) =x* € dito periddico com periodo n

inteiro. Esta orbita periodica € também chamada de ciclo-n.

Da mesma maneira, para um mapa bidimensional, um ponto de periodo n é aquele
que se repete apés n iteradas: f(x*, y*) = (x*,y*). A estabilidade do ciclo é naturalmente

avaliada por meio da derivada.

Com efeito, seja {xp,x1,...,X,—1} um ciclo-n. A derivada fornece:

df(x) _ df(x) L @, i)
dx  dx MU odx T dx

dx dx

i=0

Esta expressao é obtida por meio da regra da cadeia, pois trata-se da composicao de
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fungoes. Deste modo, se o produtério (3.2) for menor do que a unidade em médulo, o

ciclo-n é atrativo; caso seja maior, é repulsivo.

Para sistemas de maior dimensionalidade, é necessario avaliar os autovalores da matriz
jacobiana aplicada n vezes. Em outras palavras, com um tom apelativo para a falta de

rigor, a matriz jacobiana corresponde a “versao N-dimensional da derivada”.

Se x¢ for um ponto de periodo n para um dado sistema bidimensional, entao a esta-

bilidade fica determinada pelos autovalores do produtério [T}

“o D#(x;), os quais serdo
denotados aqui por L >. Quando for tratado dos autovalores da matriz jacobiana no caso

geral, empregar-se-4 A; para denotar o i-ésimo autovalor.

Na segao seguinte, a busca pelos autovalores (e autovetores) da matriz jacobiana serd
justificada. Conforme comentado informalmente, se a matriz jacobiana apresentar algum
de seus autovalores com parte real maior do que a unidade em moédulo, entao a autodirecao
associada serd instavel. Do contrario (com excecdo ao caso em que A; =0 para algum j),

a autodirecao associada apresenta estabilidade.

No inicio desta secao comentou-se a respeito da importancia das orbitas periddicas
instaveis, que formam o esqueleto sobre o qual a dinamica é construida. Além disto, de
posse da localizacao destas orbitas, é possivel derivar quantidades importantes como a
medida natural. Deste modo, é possivel conhecer topologicamente o espaco de fases do
sistema. A partir da medida obtém-se qualquer quantidade de interesse na caracterizagao
topoldgica de um sistema inteiramente cadtico. Isto é proveniente da ergodicidade. Esta
propriedade corresponde a equivaléncia entre a média temporal de uma quantidade e a

média espacial desta quantidade em relacao a medida.

Para compreender a medida, serd apresentado um exemplo. O retrato de fases! de
uma dada aplicagao pode ser particionado e entao verificada a porcao da orbita que se
encontra em cada particao. A medida corresponde ao procedimento de associacao de um

nimero para cada particao desde que algumas condicoes sejam satisfeitas:

1. A medida de qualquer conjunto é um nimero positivo;

2. A medida de uma unido de um nimero finito (ou infinito contével) de conjuntos

seja igual a soma das medidas dos conjuntos individuais.

Para verificar entao a porcao da drbita toda que se encontra em cada particao, é

necessario efetuar o cdlculo da razao entre o niimero de pontos que permanecem em cada

IRepresentacao de todas as 6rbitas de uma aplicacio no espaco de fases.
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regiao (iniciando de condigoes iniciais distribuidas aleatériamente sobre o espago de fases)
e o numero total de pontos. Esta fracao - existira uma fracao para cada caixa - pode ser
interpretada como sendo uma probabilidade de encontrar um ponto obtido do mapeamento
na i-ésima caixa. Naturalmente, esta fracao serd um nimero entre 0 e 1. Se uma caixa
estiver fora da regiao acessivel as orbitas geradas pelo mapa, entao a medida sera nula.
Neste exemplo as partigoes podem ser tomadas todas contendo alguma porcao da oérbita.
Neste caso a soma de todas as fracoes encontradas, ou seja, todas as medidas, sera igual

a unidade. Particularmente, uma medida que satisfaz a esta condicao é chamada medida
de probabilidade.

A figura 3.7 ilustra o mapa de Ikeda [2,3] (Apéndice A) bem como uma ilustragao
do particionamento do espaco de fases para avaliar a fracao de pontos que permanece em

cada particao [2].

o
n
o
o
n
L
(5]

Figura 3.7: Ilustracao do particionamento do espaco de fases para o mapa de Ikeda.

Finalmente, seja g uma medida. Se a medida satisfizer a condicao: u(f~1(S)) = u(S)
para cada conjunto fechado S, entao a medida é chamada f-invariante. As medidas usuais
tais como o comprimento em R, a drea em R? e o volume em R3 sdo chamadas medidas

de Lebesgue.

O aspecto fundamental na caracterizacao de um sistema por meio da medida ¢ justa-
mente sua invariancia: para alguns sistemas, nao importa de que maneira foram geradas

as condicoes iniciais, pois as mesmas fracoes devem ser obtidas para uma dada particao.

A fracao de iteradas da dérbita que se encontram em um conjunto R; é calculada por

meio da expressao:
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#{f[m] (ro) ERi: 1 <m< n}

ﬁ(l‘o,Ri) = lim (33)
n—oo n
onde #{.} denota o nimero de elementos do conjunto {.}.
A medida natural da i-ésima particao fica determinada pela expressao:
Hi= }i_I)I(l)y[r07¢/V(§7Ri)]’ (34)

onde A (E,R;) = {r:|r—rp|| < &} denota o nimero de pontos a uma distancia maxima

de & da partigao R;, assumindo ser R; centrado em rg.

A medida natural em fungao das orbitas periédicas em uma regiao R; é escrita em

termos da expressao:

1
wi(p) = Z ma (3.5)

r,-peR,- 1
onde r;, é o i-ésimo ponto fixo do mapa p vezes iterado e |L;| corresponde a magnitude do
autovalor associado a expansao, obtido da matriz jacobiana D.Z”(r;,). Assim, a medida

natural fica determinada por:

Wi = [}i_{lgoﬂi(l?)- (3.6)

O conjunto de Cantor (apéndice B) possui medida (de Lebesgue) nula do mesmo modo
que os pontos que formam tal conjunto no mapa da ferradura. Analogamente as érbitas
periédicas instaveis possuem medida nula, de sorte que uma érbita tipica? jamais caird

em uma Orbita periddica instavel.

3.1.1 O Calculo das Orbitas Periédicas

Considerando a importancia das érbitas periddicas instdveis (OPI) entao é necesséario
algum método para a detecgao numérica de tais érbitas, pois estas constituem um conjunto
de medida nula. Isto quer dizer que a probabilidade de obter uma érbita periddica instavel

por meio da geracao aleatéria de pontos, é nula.

Numericamente, procede-se como segue. Dada uma aplicacao f: R — R, define-se uma

outra aplicacdo g: R — R, trivialmente uma funcao real, de maneira que g(x) = f(x) —x

2Neste contexto, {r,}’_, é dita uma 6rbita tipica se ndo estiver numa regido de regularidade, a exemplo
do que ocorre no mapa padrao; esta érbita nao deve sair do mar cadtico.
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e encontram-se os zeros desta funcao. Um dos mais importantes métodos para encontrar
zeros de fungoes corresponde ao método de Newton-Raphson (NR). A ideia de todo método

iterativo com este objetivo consiste em iterar as solucoes na forma:
rp+] =I,+0r, (3.7)

onde Jr sao corregoes a cada passo. Essencialmente, se ||, —1,|| < & para algum g, > 0,
entao o valor encontrado corresponde a uma aproximacao da raiz da funcao. Isto equivale
a dizer que o método convergiu e que o critério de parada® é &,. Neste trabalho utiliza-se
g~ 1015 e precisao dupla nos cdlculos. Emprega-se também a notacao €, para o critério
de parada de maneira a diferenciar de € quando se tratar do raio de uma regiao no espaco

de fases, como uma bola de condigoes iniciais.

Em geral, o que diferencia os métodos para encontrar raizes de fungoes sao as corregoes
a serem acrescidas na expressao (3.7). Para o método de Newton-Raphson, as corregoes

sao dadas por

or = —g(rn)[D,///(rn)]’l, (3.8)

onde [D.#(r,;)]~! denota a inversa da matriz jacobiana no ponto r,. Assim, assume-
se naturalmente o fato da matriz jacobiana nao ser singular. No caso unidimensional?,

O0x = —g(x,)/g (xx), 0 que fornece

(3.9)

com g'(x,) = %};”) e g (xy) #0.

Para verificar a razao pela qual as correcoes sao determinadas deste modo, ilustrar-
se-4 com o caso de uma funcdo a uma varidvel a: R — R, a(x) = x* — 10, conforme mostra

a figura 3.8.

Existem duas rafzes: x* = ++/10, mostradas no gréfico 3.8a. O método de Newton-
Raphson consiste em escolher uma condigao inicial, encontrar a reta tangente ao gréafico
no ponto (xp, f(xp)) e entdo observar a intersec¢ao desta reta com o eixo das abcissas. A
este ponto, denomina-se x; e o processo é repetido até que convirja para a raiz dentro da

precisao pré-estabilecida. Por indugao, encontra-se a expressao (3.9).

Na figura, sao mostradas apenas duas iteradas, que logo convergem para a raiz dentro

30 critério empregado corresponde a um critério computacional para avaliar a convergéncia do método
iterativo. Em razao das flutuacoes possiveis, a condicao de igualdade em um programa nao pode ser
observada para precisao simples ou dupla. Neste caso, verifica-se se a distancia é limitada por &,.

4A ndo existéncia de singularidade é requerida, pois g’(x,) # 0
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Figura 3.8: (a) Interpretacdo geométrica do método de Newton-Raphson para encontrar raizes.

99

(b)

Aproximacao do retdngulo [2,4] x [—2,2] de (a) para ilustrar a aproximagao de uma das raizes na segunda

iterada.

da precisao dada, com condigao inicial xo = 5 para fins ilustrativos.

Tabela 3.1: Valores encontrados iterando a expressiao (3.9) onde &€ = 10713,

aproximam-se de v/10 dentro de €.

Iterada (j)

Xj

1

AN W

3,500000000000000
3,178571428571428
3,162319422150883
3,162277660444136
3,162277660168380
3,162277660168380

Os valores mostrados

E possivel demonstrar que a convergéncia do método de Newton-Raphson é quadré-

tica. Em outras palavras, a convergéncia é rapida para sementes® judiciosamente escolhi-

das. A escolha de sementes adequadas é necessario, pois para algum xy o método pode

facilmente nao convergir para uma raiz da funcao g. A razao disto é que as bacias de

atra¢ao associadas ao método sao geralmente pequenas em comparacao com o grafico da

funcao g, ou seja, a vizinhanga de uma raiz ¢ linear e qualquer ponto inicial que nao esteja

nessa vizinhanca nao serd atraida para a raiz. Isto naturalmente prejudica a contagem

das OPIs.

5Condicdes iniciais.
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A bacia de atracao corresponde ao maior conjunto de condigoes iniciais que sao atrai-
das para um dado ponto. De imediato, ha um método computacional para avaliar a bacia
de atragao de um método. Uma condigao inicial xg é tomada e a expressao (3.9) é iterada
e, se convergir para a solugao dentro do critério de parada, entao aquela condigao inicial

¢ marcada.

Com efeito, considere a funcio f:R — R tal que f(x) = cosx?. O gréfico desta funcio
estd ilustrado na figura 3.9 com a respectiva bacia de atragao para cada condigao inicial

que converge para uma raiz desta funcao.

'
(WY}
|
(]
[=}
[B¥]
Lt

Figura 3.9: Bacias de atragao para o método de Newton-Raphson aplicado para encontrar as raizes de

f(x) = cos(x?).

Neste caso as bacias de atracao sao de tamanhos razoaveis em comparagao com 0s
limites mostrados na figura. Na figura 3.9 as bacias de atracao estao representadas pelos
segmentos de reta horizontais para f(x) =0. Note que a bacia apresenta descontinuidades,

porém identifica todos os zeros da fungao no intervalo mostrado.

Em 1997, Schmelcher e Diakonos propuseram um método capaz de detectar, em prin-
cipio, todos os pontos de qualquer periodo [15,16]. O método proposto consiste em tomar

o sistema original

M vy =1(ry) (3.10)

e efetuar transformacoes lineares com base no sistema original que alteram somente a es-
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tabilidade dos pontos fixos em relagao ao sistema original, mas nao alteram suas posigoes.
Com isso, garante-se a convergéncia para os pontos fixos instaveis do mapa. Aqui sera

utilizada a sigla SD para posterior referéncia ao método de Schmelcher-Diakonos.

A garantia da convergéncia supracitada se deve a alteracao feita nos autovalores da
matriz jacobiana. Para tanto, exige-se que esta transformacgao tenha um carater biunivoco:
se 0 método convergir para um dado valor, raiz dos sistemas transformados, entao este
valor deve ser ponto fixo do mapa original. Equivalentemente, se o mapa apresentar
um ponto fixo, entao este ponto deve ser um ponto fixo para os sistemas transformados.
Assim, justifica-se o fato deste conjunto de transformagoes, o qual é denotado por {Si}, ser
constituido de transformacoes lineares. Com este simples argumento, os sistemas podem

ser construidos como seguem:

Sk i Tnp1 =1+ Agf(ry) — 1) (3.11)

Nesta equacao, Ay s@o matrizes responsaveis pela estabilizacao dos pontos, conforme dis-
cutido no apéndice e f é algum mapa. Neste método, as corre¢oes na expressao (3.7) sdo

obviamente dadas por:

or = Ag[f(ry) — 1. (3.12)

E simples notar que, se r}; for um ponto fixo do mapa, entao f(r}) =r}; e as expressoes

obtidas de (3.11) tornam-se:
Ipp1 = Iy,

isto é, r; é também um ponto fixo dos sistemas transformados S;. Por outro lado, se

ry+1 = Iy, entdo, novamente da expressao (3.11)

ol

Alf(ry) =1, =
f(r,) —r, =

ol

Portanto, sendo r;, um ponto fixo dos sistemas Sk, entao serd ponto fixo de .#Z. Note que,

para validar isso, é necessario que a matriz (o conjunto de todas as matrizes) Ag nao seja
singular, isto é, det(Ay) #0, (k=1,2,...).

No caso unidimensional,

Xnt1 = X [f(xn) — xn)- (3.13)

Para o caso apresentado anteriormente, f(x,) = cosx2, existem dois sistemas transfor-
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mados,

S1ixpr1 = xn+(cosx,21)

$2:Ynt1 = Yn— (COS}’%)a

cujas bacias de atragao estao apresentadas na figura 3.10. Note que, como desejam-se as
raizes da funcio f(x) = cosx?, entao define-se uma funcio g(x) = cosx? +x para o método
SD. No exemplo da figura 3.10 é utilizado apenas o primeiro sistema transformado $;

apenas para ilustrar.

.
,,J
i
Ia
o
12
™

Figura 3.10: Bacias de atracao para o método de Schmelcher-Diakonos aplicado para encontrar as raizes
de f(x) = cos(x?) utilizando o primeiro sistema transformado Sj.

Na figura, verifica-se que as bacias de atracao sao de tamanhos maiores em comparacao
aos obtidos no método NR. Particularmente, esta é uma das vantagens do método SD:
a convergéncia é global. Contudo, o método na formulagao discreta é extremamente
dependente do pardmetro de estabilizagdao [15,16] (apéndice A). Tanto maior serd o nimero
de iteradas necessarias para a convergencia quanto menor for o parametro. Dai verifica-se
que o método SD apresenta convergéncia lenta em comparagao ao método NR. Na figura
3.10 sao mostradas as bacias de atragao para o método SD de trés raizes. A razao disto é
que foi empregado a primeira matriz de estabilizacao, constituida pela matriz identidade.
No caso unidimensional, corresponde a expressao 3.13 com o uso do sinal de adicao. Para
o caso da outra matriz, faz-se uso do sinal negativo e as bacias de atracao das outras

trés raizes podem ser obtidas. Em particular, para a obtencao destes graficos procede-se
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da seguinte maneira: a varidavel —3 < x < 3 é percorrida com acréscimos de 0,001 e cada
valor de x é iterado pelo método. Se convergir para uma raiz apés um niimero de iteradas,

entao a condicao inicial é marcada.

H&4 uma maneira direta de obter as raizes da fungao g(x) = f(x) —x, que correspondem
aos pontos fixos do mapa. Para obter os pontos fixos da n-ésima iterada, basta substituir

f(r,) por fI(r) na expressio (3.11).

Em principio, é possivel utilizar o método SD, para encontrar as OPIs de mapas hamil-
tonianos. No capitulo 2, foram apresentados os pontos fixos do mapa. Posteriormente, no
tratamento das variedades, verifica-se que a interseccao das variedades estavel e instavel

resultam em um ponto de algum periodo do mapa.

Como em sistemas bidimensionais em geral sao necessarias somente cinco das oito
matrizes de estabilizagdo (apéndice A), entdo os sistemas transformados para o mapa

padrao sao dados a seguir:

9n+1 - Gn + ﬁ[fl,Z(en;Ln) - Gn]

Sk:
Ln—l—l = Ln + 0[f1,2(9n7Ln) _Ln]

(3.14)

Emprega-se a notagao . : fi2(6,,Ln) = (6, + Lyt1,L, + %senZnG,,) (mod 1), com
os indices de f na expressao (3.14) denotando a possibilidade de troca dos sistemas com

6

a aplicacao da matriz de estabilizacao®. O parametro ¥ corresponde ao parametro de

estabilizacao.

Na figura 3.11 as dérbitas de periodo 2, 3 e 4, encontradas com o método SD para
K = 1,5 no mapa padrao sao apresentadas. No mapa padrao, inicialmente para os pontos

de perfodo 2 sdo utilizados n ~ 10* iteradas e © ~ 1072.

As ilhas de estabilidade estao imersas no mar caético (trajetéria tipica) e as ilhas
correspondem a pontos hiperbdlicos de algum periodo. A hierarquia das ilhas pode ser
verificada com o aumento das regioes ao redor das ilhas. No mapa padrao, serao ilhas
menores de algum periodo que circundam uma ilha “principal” que também corresponde

a um ponto de algum periodo, maior do que o das ilhas menores.

Os pontos periddicos se repetem sob aplicagao do mapa. Como um ponto de periodo
n, por exemplo, é ponto fixo da n-ésima iterada do mapa, entao deve se repetir em n

iteragoes. Portanto, um ponto periédico mapeia para outro ponto periédico, de mesmo

6Conforme explicitado no apéndice, existem oito possibilidades para a matriz de estabilizacdo quando
se trata de sistemas bidimensionais. Uma delas é uma matriz de permutacao e outra delas é a matriz
identidade.
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Figura 3.11: Pontos de periodo 2 (em vermelho), 3 (em azul) e 4 (em laranja), para o mapa padréo (mod
1) com K =1,5 e uma trajetéria tipica (pontos em preto). Os pontos fixos estdo mostrados em verde
para fins didaticos.

periodo, até que se repita novamente. Isto ocorre independentemente da estabilidade
da orbita. De fato, a influéncia da estabilidade na periodicidade de uma érbita esta
relacionada a algum erro numérico ou a vizinhanga de algum ponto periddico da oérbita.
Se a orbita for estavel, entao uma condigao inicial vizinha deve convergir para esta orbita
periddica. Por outro lado, se a érbita periddica for instavel, havera divergéncia da orbita
vizinha a cada passo. Contudo, pontos da orbita instavel também mapeiam para pontos

da mesma orbita periddica.

Com efeito, os pontos apresentados na figura 3.11 mapeiam para os outros pontos
da mesma orbita. Um calculo simples para os pontos em vermelho, que sao pontos de

periodo 2, ilustram este aspecto.

Seja, por exemplo, (xg,y0) = (0,1/2). Consequentemente:
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K
= —sen2m
Y1 Yo+ o X0

1
yio = 5
X1 = Xo+)1
1
X1 = E
1
y2 = 5
1+1
X = —+=
2 22

onde, pela aplicagao do médulo 1 retorna para x, = 0. Portanto, (xo,y0) = (x2,y2). Note
que o ponto (1/2,1/2) também se encontra no gréfico da figura 3.11, afinal, é um ponto
de periodo 2. Tomando este ponto como condicao inicial, deve-se retornar a ele apods a

segunda iterada. O mesmo ocorre com os outros pontos marcados de mesma cor.

Na figura 3.11, os pontos fixos (0,0) estdo marcados em verde, que sdo pontos de
periodo 1. E natural obter estes pontos na contagem de érbitas com o método SD, pois

um ponto fixo serd ponto fixo para qualquer iterada.

3.2 Os Expoentes de Lyapunov

Sistemas dinamicos a tempo discreto, nao-invertiveis e unidimensionais, podem apre-
sentar caos. Uma das evidéncias disto pode ser obtida pelo calculo dos expoentes de
Lyapunov. Para uma maior compreensao sobre esta importante questao da estabilidade,
serd introduzida a seguir a definicao de estabilidade no sentido de Lyapunov. Para tanto,

considere um campo vetorial £(f) = f(r).

Definigao 7 Uma solugao ¥(t) € dita estdvel no sentido de Lyapunov se, dado B >0,
existe o > 0 tal que, para qualquer outra solugao do campo vetorial, x(t) satisfazendo

|E(t0) —x(t0)|| < @, entao ||(t) —x(t)|| < B parat > ty, onde ty € R.

Definicao 8 Uma solugdo ©(t) € dita assintoticamente estdvel se for estdvel no sentido
de Lyapunov e para qualquer outra solugdo r(t), existe uma constante a > 0 tal que, se

|IF(t0) —x(20)|| < a, entao tlim IIE(z) —r(2)|| = 0.

Considerando a defini¢ao 7, uma solucao sera instavel se divergir de uma outra solucgao,

suficientemente préxima, do sistema. Esta divergéncia se dé exponencialmente. Como



66

foi verificado da linearizacao do sistema, a estabilidade dependera fundamentalmente da

derivada. No caso N-dimensional, dependera da matriz jacobiana calculada no ponto.

A estabilidade das érbitas periddicas neste contexto é determinada pelo produtorio
das derivadas ponto a ponto, resultado proveniente da regra da cadeia aplicada ao ciclo-n.
Em sistemas N-dimensionais, depende do produtério de n matrizes jacobianas em cada
ponto do ciclo. Nesta se¢ao discute-se o caso geral no qual os pontos da drbita nao
estao necessariamente sobre uma orbita periddica. Embora uma aplicacao cadtica resulte
em 6rbitas periddicas que cobrem densamente a regiao (de acordo com a definigao 11)
acessivel as trajetérias cadticas, conforme serd apresentado posteriormente na defini¢ao
11, o interesse ¢ definir os expoentes caracteristicos de Lyapunov em relacao a uma orbita

que nao seja necessariamente periédica.

No contexto das orbitas periddicas, obtém-se alguma luz acerca dos expoentes de
Lyapunov retornando a expressao (3.2). Suponha de inicio um difeomorfismo f: R — R.
Se, de acordo com a definicao 6, um conjunto P = {x,-}f‘;ol corresponder a uma érbita

periddica para f, isto é x,, = xg, entao a derivada da n-ésima aplicagao é:

|x0 H f xl

d f["

onde f'(x;) = d{lgcx) x- Como ilustracao, considere o caso em que H;l:_()l f(x;) =2" Isto

significa que a cada iterada para a oOrbita de xg, a distancia entre o ciclo-n e a orbita
vizinha dobra em média. Corresponde entao a uma avaliagao média das distancias a cada
iterada. Podemos definir o nimero de Lyapunov como sendo esta distancia média em

cada iterada, ou seja, 2.

E de interesse, no entanto, obter uma expressao para quaisquer orbitas, mesmo nao

sendo uma Orbita periddica. Para tanto, define-se a seguir o nimero de Lyapunov.

Definicao 9 Seja f um difeomorfismo de classe C*. O numero de Lyapunov da orbita

{x0,x1,...} € definido como:

1/n
, (3.15)

se o limite existir.

Definicao 10 Seja f nas condicoes da definicao anterior. O expoente de Lyapunov h é
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dado por:
.1 ,
h= r}gglo;zi‘,lﬂf (xi) ], (3.16)
onde f'(x;) denota a derivada de f no ponto x;.

De acordo com as defini¢goes acima, o expoente de Lyapunov corresponde ao logaritmo

natural do nimero de Lyapunov, ou seja:

1/n
n—1
InM = In|lim ] dfx) (3.17)
n—woi:O dx Xi
n—1
~ gim Lo |7 |4 (3.18)
n—eop |y | dx .
n—1
InM = 1im121n'df(x) . (3.19)
n—eopn &= dx x

Também é importante notar que a definicao de nimero de Lyapunov toma a forma

de uma média geométrica das distancias.

Os expoentes de Lyapunov fornecem um indicio de um sistema cadético. Isto porque a
rigor nao se pode dizer que um sistema é cadtico somente pelo fato de um dos expoentes
de Lyapunov ser positivo. Esta é uma condigao necessaria para afirmar sobre a presenca
de caos em um dado sistema dinamico nao-linear, nas condigoes ja discutidas. A seguir é

apresentada a defini¢do de R. Devaney [5] para um sistema cadtico.

Definicao 11 Seja A um conjunto e f: A — A um difeomorfismo. Entao f € cadtico em
A se

1. f apresenta dependéncia sensivel as condi¢oes iniciais;

2. f € topologicamente transitiva;

3. 0s pontos periodicos de f sao densos em A.

A dependéncia sensivel as condicOes iniciais é quantificada por meio dos expoentes de
Lyapunov. Em particular, as duas dltimas condicoes sao extremamemente trabalhosas de

serem demonstradas para a maioria dos sistemas de interesse e a segunda condigao ocorre

se, e somente se, ocorrer a terceira.
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Um exemplo bastante conhecido, paradigma de caos unidimensional, ¢ o do mapa

logistico [1-3]. Uma das formulagoes possiveis para este sistema é dada a seguir
ML Xpg1 = rrxn (1 —xp), (3.20)

onde rp é o parametro de controle. Na figura 3.12 sao apresentadas as trés primeiras
iteradas para o mapa logistico .#;. A primeira iterada é apresentada em preto, a segunda
em azul e a terceira em verde. A reta x,+1 = x, é apresentada em vermelho. A intersec-
¢ao de alguma iterada com a reta correspondente ao mapeamento definido pela funcao

identidade consiste em um ponto fixo do mapa.
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Figura 3.12: (a) As trés primeiras iteradas do mapa logistico com pardmetro r;, =2,5. Em preto, a
primeira iterada. A segunda iterada corresponde & curva em azul e em verde se encontra a terceira
iterada ao passo que em vermelho é apresentada a reta x,+1 =x, (b) O mesmo para r;, = 4.

Os pontos fixos do mapa (3.20) sdo x* =0e x*=1—1/rr, com rp € (0,4]. Para rp, =4
ambos os pontos sao instaveis. Note no grafico 3.12 que para rp = 2,5 as trés primeiras
iteradas interceptam a reta x,1; = x,, apenas duas vezes, ao passo que para rp =4, ocorrem
duas, quatro e oito intersecgoes, respectivamente. Significa entao que o niimero de pontos

fixos varia com o numero de iteradas: 2".

A transicao para o caos pode ser verificada no chamado diagrama de bifurcagao, obtido
tomando uma condicao inicial xg e iterando um grande nimero de vezes para um dado
valor de rp [2-4,11,20]. Apds adicionar um incremento em ry, itera-se novamente o mapa

e marcam-se os pontos para os quais a variavel x, converge. Este procedimento é efetuado
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Figura 3.13: (a) Diagrama de bifurcagdo do mapa logistico para uma condigao inicial iterada 1000 vezes
desprezando 600 iteradas de tempo transiente. (b) Expoente de Lyapunov em fungao de ry.

até que rp = 4.

No grafico 3.13a verifica-se a transicao para o caos em uma das chamadas rotas para
o caos’. No inicio, r7 € [1,3], a solucdo converge para um ponto fixo, que muda de posicio
a medida que rz, aumenta. Quando ry € [3,1+ \/5], é observada a primeira bifurcacao: x,
converge para uma orbita de periodo 2. Posteriormente, este comportamento se repete
para valores maiores de rz, i.e., seu periodo duplica. Embora ocorra duplicacao de periodo,
a solugao que antes era estavel nao deixa de existir. Por outro lado, ela torna-se instavel,

mas ainda é uma solugao do sistema.

Com efeito, nisto consiste a definicao de uma bifurcacao: é a mudanca de estabilidade
(natureza) ou do nimero de pontos fixos com a variagdo de algum parametro de controle
do sistema. Por serem instéveis (apés a bifurcacdo) nao se observam estas solugoes em

um diagrama de bifurcacoes usual.

Na figura 3.13b, é apresentado o expoente de Lyapunov & para cada valor de ry € (0,4].
A comparagao com o diagrama de bifurcagoes é estabelecida deste modo: quando h =0,

ocorre uma bifurcacao. Note que para rp > 3,5 o expoente de Lyapunov é positivo,

"Escolhe-se um ntimero de iteradas nao muito grande comparado a outros sistemas e um tempo tran-
siente grande, pois é sabido que estes valores sdo adequados e nao produzem muitos pontos redundantes,
tornando a figura computacionalmente mais leve. Um teste poderia ser feito neste sentido, tomando
iteradas maiores e menores e o mesmo para os transientes tomando muitas condicoes iniciais.
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passando por alguns valores negativos e nulos®. Onde h > 0, hé a relacdo direta com a
regiao caodtica, mostrada no diagrama de bifurcacoes. A regiao cadtica de acordo com a
duplicacao de periodo, ocorre em razao das infinitas érbitas instaveis imersas no atrator
para rp = 4. A descricao bidimensional nao é diferente. Agora, contudo, a estabilidade
dependende dos autovalores da matriz jacobiana. Assim, a cada iterada duas Orbitas se

afastam a uma taxa dada pelo maior autovalor em modulo.

Retomando o problema de autovetores e autovalores, apés evoluir o sistema, o que

corresponde ao produtério de matrizes jacobianas em cada ponto da trajetéria?, entéo
tem-se:
1
hi = lim —In ||D.#" vy ||, (3.21)
n—oo p

onde v; corresponde ao k-ésimo autovetor, associado ao autovalor A;. Esta quantidade
fornece desta maneira a informacao local da taxa de divergéncia de trajetorias vizinhas,
ou seja, ¢ um conceito local de estabilidade. Estas k quantidades correspondem aos k
expoentes de Lyapunov em um sistema N dimensional. Usualmente k = N, i.e, nao ha
degenerescéncia, essencialmente para sistemas conservativos, onde os autovalores ocorrem

a0s pares.

Aqui a notacio D.#" indica a matriz jacobiana da n-ésima iterada calculada para
uma condic¢do inicial qualquer. De fato, a quantidade (3.21) ndo depende da condigao
inicial (para qualquer k), uma vez que no limite n — oo percorrem-se todas as regioes

acessiveis do espaco de fases do sistema analisado.

Considere um mapa bidimensional denotado por .#. Seja rp um ponto inicial cuja
vizinhanga tem tamanho &. A figura 3.14 ilustra esquematicamente o que ocorre com os

pontos r tais que ||r —rp|| < & com a aplicacdo do mapa.

Na figura 3.14, uma bola de condicoes iniciais torna-se um elipséide sob acao do mapa.
O raio inicialmente é de &. A aplicacao do mapa contrai uma direcao da bola por um
fator h; e expande a outra direcao do bola por um fator Ay, ou seja, os expoentes de
Lyapunov. Neste caso, tem-se dois expoentes associados k = N = 2. As autodirecoes sao
localmente (isto é, para & pequeno, na vizinhanga linear do ponto ry) expandidas por vy

e Vo, ou seja, os autovetores, um resultado de particular importancia.

Generalizando, em sistemas N-dimensionais, existem no maximo N expoentes de Lya-

punov. Estes expoentes correspondem a taxa de divergéncia exponencial de um volume

8 As janelas periédicas: existem regides onde as solucoes estaveis tomam lugar em meio a regido caética
e isto pode ser verificado no diagrama de bifurcagoes.
9Resultado proveniente da regra da cadeia.
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A(x)

Figura 3.14: Representacao esquematica da acao do mapa em uma regiao de condicoes iniciais de raio
inicial &. Apos a aplicacao de um mapa .# hé contragdo em uma diregdo, vide eixo menor da elipse
de tamanho & ~ gyexp(nhy), e expansao na outra diregdo, vide eixo maior da elipse de tamanho & ~
gexp (nhy).

de condicoes iniciais no espacgo de fases, conforme ilustrado na figura 3.14.

O teorema do divergente diz que o volume de condigoes iniciais evolui de acordo com
V(t) =V (to)e”. Na discussao acima, tratou-se de um mapa, cujo nimero de iteradas é n.
Se for efetuada a substituicao de n por ¢, para denotar o tempo que flui continuamente,
obtém-se defini¢coes andlogas de um mapa para o nimero de Lyapunov e os expoentes
de Lyapuno de um fluxo. Portanto, sera discutido a seguir sobre a taxa de variacao de
volume em um fluxo que pode apresentar caos. Isto sera feito com o objetivo de atribuir

um significado & constante ¢ que aparece no teorema de Liouville (capitulo 2).

Seja L = L(t) um comprimento de condigbes iniciais em um instante ¢ > 0 qualquer. A
evolucao deste comprimento de condigoes iniciais se da por: L(t) = Loe™! | sendo Ly = L(to)
o comprimento inicial. Se h; =0, entdao o comprimento é preservado. Se h; < 0 ha uma
contracao e se h; > 0 uma expansao deste comprimento Ly. Considere agora um volume,
dado por: V(t) =L (t)Ly(1)L3(t) = Lge(h1+h2+h3)’. Naturalmente, o volume de condicoes
iniciais permacerd o mesmo se Y, h; = 0, isto é, um sistema conservativo. Se Y, h; <0
havera contracao de volume e o sistema é dito dissipativo. Da estrutura simplética dos
sistemas hamiltonianos, sabe-se que Z%N h;i =0, para todo N > 0. Em sistemas como
o mapa padrao, o interesse é usualmente na distribuicao dos expoentes de Lyapunov a
tempo finito, quantidade introduzida na préoxima secao. Isto porque as propriedades desta

distribuicao permitem caracterizar regides importantes do espaco de fases de sistemas
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hamiltonianos. Neste contexto, a constante ¢ é equivalente a soma dos expoentes de

Lyapunov.

3.2.1 Os Expoentes de Lyapunov a Tempo Finito

Enquanto os exponentes de Lyapunov sao definidos para n — oo, 0s expoentes de Lya-
punov a tempo finito (ELTF) sdo definidos para um intervalo de tempo pré-determinado.
Os expoentes de Lyapunov praticamente nao se alteram com as condigoes iniciais. Ocorre
justamente o contrario com os ELTF. Neste caso, dependem da condi¢ao inicial e é esta
propriedade que permite uma caracterizagao de regioes conhecidas como regioes de arma-
dilhas dinamicas (vide capitulo 2).0 célculo dos ELTF é analogo ao calculo dos expoentes

de Lyapunov, com a diferenca de que n é finito:

n 1 n
" (ro) = —in D" (ko) - i (3.22)

Para tanto, sao tomadas condigoes iniciais escolhidas aleatoriamente, com respeito a
medida de Lebesgue da érbita cadtica. Isso significa que estas condigoes iniciais sao tipicas
em /. Seja c_@(h,(("),ro) a densidade de probabilidade de ocorréncia do k-ésimo ELTF-n.

Considere uma fungao qualquer dos ELTF q)(h,({n)). Sua média sob a medida é obtida por:

o) 2 (0 xo)dhy
12 20" xo)dhy

(3.23)

O objetivo é obter as distribuicoes dos ELTF para alguns valores do parametro de
controle K do mapa padrao. Conforme ja comentado, estas distribui¢oes permitem afirmar

sobre a existéncia de regioes de aprisionamento das trajetorias.

Como o interesse € nos expoentes de Lyapunov a tempo finito, entao a importancia re-
side no estudo da distribuicao desses expoentes no mapa padrao para valores determinados

de K.

Existem certas regioes para o mapa padrao onde as Orbitas passam mais tempo para
valores especificos de K. Estes valores especificos correspondem justamente a valores onde

as ilhas de estabilidade ainda estao presentes no espaco de fases do mapa [26, 27].

Com efeito, o aprisionamento das érbitas ocorre em regioes proximas as ilhas, porém
“fora” das mesmas. Assim, espera-se obter dois picos na distribuicao dos ELTF, corres-
pondendo a um “segundo mar cadtico”. Ha um primeiro pico com valor positivo em razao

de ser associado ao mar cadtico. Devido a estrutura simplética do mapa, ocorrem valores
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simétricos dos expoentes de Lyapunov.

Na figura 3.15 é apresentada a distribuicao dos ELTF-100 para o caso em que K =1,5
no mapa padrao (mod 1). A distribuigdo é bimodal. Neste grafico apresentam-se apenas

os valores positivos dos ELTF.

20 - | . | : ,

P(h,(100))
|
|

l'lll, 100}

Figura 3.15: Distribui¢do dos expoentes de Lyapunov a tempo finito (n = 100) para o mapa padréo
(mod 1) com K =1,5. A distribui¢do dos ELTF-100 indica que existem regides de maior permanéncia da
trajetoria, em razao do aspecto bimodal.

A medida em que aumentamos K, mais ilhas de estabilidade sao destruidas, dando
lugar as érbitas cadticas (mar cadtico). Até que, para K > 1, acredita-se, em principio, nao
existirem mais ilhas de estabilidade. A distribuicao dos ELTF torna-se entao unimodal,
de acordo com a figura 3.16. A distribuicao para K = 1,5 é bimodal uma vez que ocorre
aprisionamento das trajetérias e, portanto, os expoentes de Lyapunov associados aquela
regiao sao pequenos, em modulo, em comparagao aos ELTF da regiao do mar cadtico.
Como para K > 1 o mar cadtico praticamente predomina em todo o espaco de fases, a

distribuicao apresenta-se unimodal.

Graficamente, é possivel identificar regioes de aprisionamento da trajetoria no espago
de fases. Ao mostrar algumas érbitas da seccao de Poincaré do rotor pulsado para alguns
valores de K, geralmente apds a quebra do toro mais irracional, verifica-se visualmente
regioes onde, aparentemente, as 6rbitas passam a maior parte do tempo. Numericamente,
é possivel afirmar algo sobre o aprisionamento de trajetorias por meio dos histogramas das

variaveis angulo-a¢ao no mapa padrao. A figura 3.17 apresenta o histograma citado. Note
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Figura 3.16: Distribuigao dos expoentes de Lyapunov a tempo finito (n = 100) para o mapa padrdo (mod
1) com K = 10. Como a distribui¢ao é unimodal, existe apenas um valor médio para o maior expoente de
Lyapunov.

que as 6rbitas do mapa nao apresentam uma uniformidade para este valor do parametro,

no sentido de variarem entre 0 e 1 de modo a permanecer mais tempo em certas regioes.

! i j # 4, } i I
0 20000 400 GOO00 B0000 le+03

Figura 3.17: Os graficos (a) e (b) mostram a série temporal para a varidvel dngulo 6, e 0 momentum L,,,
respectivamente, no mapa de Poincaré do rotor pulsado para K =1,5.

O aumento de K para um valor consideravelmente grande conduz as séries temporais
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mostradas na figura 3.18. Note que a série é aparentemente uniforme. Isto significa que

a medida que n cresce, quaisquer valores sdo possiveis dentro de [0,1).

(a)

0 20000 40000 GOOO0 0000 le+03

0 20000 40000 G000 80000 le+03

Figura 3.18: Os graficos (a) e (b) mostram a série temporal para a varidvel angulo 6, e 0 momentum Lj,
respectivamente, no mapa de Poincaré do rotor pulsado para K = 10.

Para verificar a frequéncia de ocorréncia de faixas de valores entre [0,1) para cada
uma das séries temporais mostradas, foram feitos histogramas das variaveis 6, e L,,. Con-
forme mostra a figura 3.19, existem faixas de valores que ocorrem com mais frequéncia.
Em comparacao com o grafico 3.21, pode-se verificar que estes valores para as variaveis

fornecem localizagoes proximas as ilhas de estabilidade.

Com o aumento do parametro de controle, maior sera a regiao do mar cadtico. Neste
caso, os histogramas das varidveis tendem a se aproximar de uma distribuicao constante,
0 que sugere a inexisténcia de regioes de aprisionamento das érbitas, conforme ilustram os
graficos da figura 3.20. Na figura 3.20, é possivel observar que a distribuicao aproxima-se

de uma distribuicao constante.

Para fins comparativos, sao mostradas 50 6rbitas com aproximadamente 1000 iteradas.
Para os histogramas empregam-se basicamente o mesmo nimero de condicoes iniciais e

de iteradas.
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Figura 3.19: Em (a) e (b) sdo mostrados os histogramas das respectivas varidveis. P(6y,,L,) denota a
distribuicao das varidveis 6, e L, em razao de serem dependentes. Neste grafico, K =1,5.

]

Figura 3.20: Em (a) e (b) sdo mostrados os histogramas das respectivas varidveis. A distribuicao das
varidveis 6, e L, é denotada por P(8,,L,) em razao de serem dependentes. Neste gréfico, K = 10.
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Figura 3.21: Algumas 6rbitas no espago de fases para o mapa padrao com (a) K =1,5e (b) K =10.

3.3 Transitividade e Conjugacidade

Uma das condigoes essenciais para a ocorréncia de caos ¢ a transitividade topoldgica.

Definicao 12 Suponha que J seja um intervalo e f:J — J. Entao f é transitiva se para
qualquer par de intervalos abertos U £ @ e V # 0 que estejam em J, existe um m, inteiro

e positivo, tal que f[m](U) e V possuem um elemento em comum.

A definicao acima equivale a dizer que, se o mapeamento f apresenta transitividade,
entao é possivel observar a existéncia de uma oérbita que passa arbitrariamente préxima a
qualquer orbita de referéncia, basta esperar um tempo suficiente. Isto sugere um critério
para determinar transitividade, pois, provar transitividade pela definicao nao é tarefa

simples.
Um critério rigoroso para provar transitividade consiste em verificar se um conjunto

¢é denso.

Definicao 13 Um subconjunto A do intervalo J é denso em J se A intercepta todo sub-

congunto nao-vazio de J.

Como ilustracao considere o intervalo [0,1]. A colegao de todos os niimeros racionais

na forma p/q (p,q € Z) no intervalo [0, 1] é denso neste intervalo.
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Teorema 4 Suponha que J seja um intervalo fechado e f:J —J. Entao f é transitiva

se, e somente se, existe x em J cuja orbita € densa em J.

Outro conceito importante da teoria de sistemas dinamicos é o de conjugacidade. Em
resumo, se dois mapas sao conjugados, entao apresentam as mesmas propriedades, tais
como a transitividade e, consequentemente, a existéncia de um conjunto denso de pontos

periodicos.

Definicao 14 Sejam J e G intervalos, e suponha f:J —J e g:G— G. Entdao f e g
sao conjugadas se existe um homeomorfismo H : J — G tal que Ho f = goH. Neste caso,

H
escreve-se f ~ g.

De maneira a ilustrar com um dos exemplos mais conhecidos de conjugacidade, con-
sidere o mapa da tenda [2—4], que pode ser dado por [3]:

Mr Xy =1-2|x

- 5', (3.24)

com x, € [0,1]. Na figura 3.22 as trés primeiras iteradas do mapa da tenda podem ser

conferidas.

0.8} / ' /( |
. A

0.6 — | =

)’."_“
"'\-\_\_\_\_\_\_-\-\-\-

v \/ N

0 U.l 0.5

Figura 3.22: As trés primeiras iteradas do mapa da tenda e o mapa x,+| = x,. Analogamente ao mapa
logistico, a cor preta representa a primeira iterada do mapa da tenda. A cor azul corresponde & segunda
iterada e a terceira iterada estd representada em verde. A reta em vermelho consiste do mapeamento

Xp+1 = Xn-
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Note a semelhanca com o mapa logistico: o mapa x,;] = x, intercepta a primeira
iterada duas vezes: os dois pontos fixos. Na segunda iterada (em azul), ocorrem quatro
intersecgoes: quatro pontos fixos da segunda iterada. Sao quatro pontos de periodo 2. A
terceira iterada (verde) possui oito pontos fixos. Assim o nimero de pontos fixos cresce

com o numero de iteradas do mesmo modo que no mapa logistico: 2".

Com efeito, hd um homeomorfismo como requerido na definicao 14 tal que H o .47 =
Mt oH, dado por [2-4]:

H(x) = sen® (gx> (3.25)

que equivale & transformagdo de coordenadas x = sen? (/2)y = 1[1 —cos my]. Esta conju-
gacidade se da para rp =4. E possivel demonstrar que as orbitas periddicas sao densas
no mapa da tenda [3,4]. Em razao de serem os mapas topologicamente conjugados, as

orbitas periddicas sao densas para o mapa logistico com r; = 4.

A questao da transitividade é uma das bases para se provar com rigorosidade um
resultado importante que diz respeito a validade das solucoes numeéricas em sistemas
caodticos, aplicacao de um procedimento chamado sombreamento. Outra base fundamental
é constituida pelas variedades, pois, principalmente em mapas hamiltonianos ocorrem
fenomenos que serao discutidos no capitulo 4 associados a estrutura destes sistemas. Em
particular, a conjugacidade esta relacionada a possibilidade de derivar o mapa padrao de

outros sistemas fisicos.

3.4 As Variedades

No capitulo 2, comentou-se sobre a existéncia de espacos que localmente assemelham-
se ao espaco euclidiano R?, para algum d € N. Em alguns problemas tradicionais sao
empregadas as nogoes basicas de métrica e espago. Por outro lado, alguns problemas
apresentam outro tipo de métrica e espacos que sao mais complicados do que o espaco
euclidiano. Para tratar de problemas cuja topologia nao ¢é trivial - no sentido euclidiano

- emprega-se a nocao das variedades [28,29].

As variedades sao definidas de acordo com o estado assintético de um conjunto de
pontos. Define-se a variedade estavel como sendo o conjunto de pontos tais que o conjunto
o-limite desses pontos se aproximam de um estado estével do sistema (ou de uma 6rbita
periddica). De maneira similar, a variedade instével é definida como sendo o conjunto de
pontos tais que o conjunto a-limite desses pontos se aproxima de um estado estével (ou

de uma 6rbita periddica) do sistema. Correspondentemente, esta defini¢ao aplicada a um
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mapa assume a existéncia da inversa do mapa por razoes que se tornarao claras adiante.

Se dim (W) denotar a dimensdo de uma variedade, entdao: dim(W?) = N, denota a
dimensao da variedade estavel e dim (W*) = N,, a dimensao da variedade instavel. A figura
3.23 mostra uma representacao para o caso Ny =1 e N, = 1. Note que neste caso nao ha
variedade central, associada a um autovalor nulo. Portanto, chamando W¢ a variedade
central e dim(W¢) = N, sua dimensao, entao neste exemplo N, = 0. Consequentemente,
Ny+N,+N,=1+14+0=2, e corresponde a dimensao do sistema. Em geral, N.+N;+N, =
N.

Figura 3.23: Ilustragao das variedades estavel e instdvel de um ponto fixo qualquer r em um sistema
bidimensional.

Os autovalores da matriz jacobiana calculada em um ponto estavel do sistema!® (ou
em uma Orbita periédica) podem ser separados em trés grupos. Denota-se E°, E* e E€ o0s
subespacos expandidos pelos autovetores com parte real negativa, positiva e nula, respec-

tivamente. No caso de sistemas lineares, as variedades coincidem com estes subespacos.

Considere inicialmente um sistema bidimensional a tempo continuo

X=a
F: Y (3.26)
y=bx
onde 7 =dr/dt.
A matriz jacobiana é:
0 a
DF =
b 0

10No caso de mapas trata-se da matriz jacobiana calculada em um ponto fixo de alguma iterada do
mapa.
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cujos autovetores sao

1 1
V| = Vab | 2=\ vab | - (3.27)
a a

A figura 3.24 mostra o campo vetorial para o caso de uma sela (41| <1 e |A;| > 1).

Note que as as trajetérias acompanham as variedades.
Para mapas a defini¢do das variedades é bastante similar. Seja W*(x) a variedade
estavel e W*(x) a varidade instavel de um ponto fixo x:
Wix) = {xoeR": fM(xg) — f(x),n — oo} (3.28)
Wix) = {xoeR": fI(xp) — fI7(x),n — oo}. (3.29)

As variedades apresentam a mesma dimensao dos subespacos lineares E* e E* e sao

tangentes a estes subespacos em sistemas nao-lineares.
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Figura 3.24: Ilustracdo do campo vetorial obtido da expressao (3.26) para o caso em que a > b. Nesta
ilustragdo, a=2b e b=1/2.

A construgao da figura 3.24 é feita da seguinte maneira: o quadrado [—1,5;1,5] x
[—1,5;1,5] é percorrido e a cada ponto é associado um vetor com origem em r e com
diregao e sentido determinados por DF(r). Neste caso linear, a matriz jacobiana coincide
com a matriz dos coeficientes. Logo, as variedades sao obtidas por meio dos autovetores

da matriz jacobiana, os quais independem do ponto calculado.

Neste caso simples, ha a interseccao de duas variedades. O ponto de interseccao das

variedades corresponde ao ponto fixo. Para o sistema (3.26), no caso da sela, hd um tnico
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ponto fixo, a saber, (x*,y*) = (0,0).

A interseccao das variedades estavel e instavel de um ponto fixo é chamada homo-
clinica. Quando as variedades de um ponto se interceptam com as variedades de outro
ponto fixo, entao a interseccao é dita heteroclinica. A ocorréncia de uma interseccao im-
plica infinitas intersecgoes de sorte que o caos consiste de um emaranhado de intersecgoes,

em razao da densidade de pontos periédicos exigida pela definicao de caos.

As variedades sao conjuntos invariantes por construcao. Isto significa que pontos nos
cruzamentos mapeiam para pontos também em cruzamentos. Em particular, S. Smale
mostrou que interseccoes homoclinicas implicam dinamica do tipo obtido pelo mapa da
ferradura para altas iteradas do mapa. Um resultado analogo também se aplica ao caso

de interseccoes heteroclinicas.

Um mapeamento que apresenta caos apresentarda um emaranhado de intersecgoes.
Contudo, nao sao somente as intersecgoes os fenomenos de interesse. Também podem
ocorrer em certos sistemas as tangéncias homoclinicas e heteroclinicas. Se houver tangén-
cia entre as variedades, nao ha como determinar uma direcao estavel e outra instavel no
ponto onde ocorre interseccao. Consequentemente, muitas das propriedades que depen-

dem desta estrutura bem definida nao podem ser determinadas.

Em sistemas nao-lineares, as variedades sao expandidas localmente pelos autovetores
da matriz jacobiana calculada em um ponto (fixo), conforme a discussao acima. E possivel
obter entao as variedades como no exemplo linear, embora seja apenas a representacao
de partes das variedades. Nesta discussao, considerou-se até aqui somente as variedades
estavel e instavel. A questao para tais sistemas, torna-se: como obter uma representacao
adequada para as variedades estavel e instavel? De inicio poderia ser definida uma grade
cujas células téem tamanho de um pixel e entao a cada ponto pertencente a uma célula, a

regiao seria preenchida densamente.

Considerando o tamanho dos pixels da tela de um monitor (de tubo de raios catédicos,
TRC), sabe-se que as variedades estdo em algum lugar sob os pontos. Contudo, é 6bvio
que esta representacao é simplificada demais. Nao ha qualquer informacao dinamica neste

tipo de representacao.

Por outro lado, pode ser tomada uma bola de condigoes iniciais com raio € e muitas
condicoes iniciais interiores a esta bola. Na sequéncia, a lei de evolucao é aplicada a

cada condicao inicial para algum nimero de iteradas. Este método, também chamado de
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“método do regador”, permite obter uma representacao préximal! das variedades instéveis

de um ponto de algum periodo do mapa para um dado valor do parametro de controle.

Este método funciona porque as variedades instaveis devem deixar a bola de condig¢oes
iniciais. Na verdade, a érbita de cada condigao inicial deixa a vizinhanca € apds um certo

numero de iteradas e tende a seguir a variedade instavel com a aplicacao do mapa.

Para encontrar as variedades estaveis um argumento semelhante é empregado: a va-
riedade do ponto fixo onde a bola estd centrada, assintoticamente entral? na vizinhanca
€. Encontrar esta variedade pelo método do regador é extremamente valido dentro das
condigoes supracitadas (tais como a resolucdo da tela e a precisao). Para tanto é necessé-
rio encontrar a inversa do mapa e evoluir um conjunto de condigoes iniciais tomados na
vizinhanga € de um ponto fixo, pois os pontos na vizinhanca € iterados com a inversa do

mapa tendem a deixar a bola de condigoes iniciais e seguir a variedade estavel.

Embora o método descrito acima seja extremamente funcional, nao se sabe de ime-
diato, qual deve ser o raio da bola de condig¢oes iniciais para que possa ser dito que as
condigoes tomadas dentro desta bola encontram-se de fato na vizinhanca linear de um
ponto fixo (para alguma iterada do mapa), pois uma vizinhan¢a maior do que a vizi-
nhanca linear do ponto fixo pode resultar em variedades de outros pontos, uma vez que a

interseccao das variedades se dao em pontos de algum periodo.

Um teste simples pode ser efetuado para justificar o valor de € escolhido para apre-
sentar as variedades de alguns pontos periédicos no mapa padrao, o qual sera descrito a

seguir.

Seja r* um ponto fixo (de periodo 1) para um mapa bidimensional'®. Deseja-se estimar
€ de maneira que toda condigao inicial ro que satisfizer |r* —rp|| < € encontre-se na

vizinhanga linear de r*.

Tomando uma condicao inicial qualquer ry este ponto é mapeado para ry. A distancia
entre a condicdo inicial e o ponto fixo serd denotada por dy = ||[r* —rg||. A distancia
entre a primeira iterada de ry e o ponto ry serd denotadada por d; = ||r; —rg||. O ponto

obtido na primeira iterada se distancia da condigao inicial por um fator max(4;), isto
i=1,

é: dy = |A|dy, onde os A; correspondem aos autovalores da matriz jacobiana calculada

UE yma representagao proxima porque sao obtidas érbitas que acompanham estas variedades. Dentro
de uma dada precisao e novamente considerando o tamanho dos pixels da tela de um monitor, entao
diz-se que sao as variedades.

12Na realidade, a variedade estével intercepta a variedade instével exatamente no ponto que é o centro
da bola e.

13 Aqui o mapa nao é restrito no toro T2, pois o célculo efetuado pode ser aplicado a outros mapas.
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no ponto rg. Especificamente, o afastamento se da com relacao ao maior autovalor em

modulo.

Procede-se como segue:

1. Escolher uma bola de condigoes iniciais com raio € de uma ordem de grandeza menor

que a das variaveis dinamicas;

2. Tomar um niimero de condigdes iniciais grandes (tipicamente .4 = 50 x 10°) tais

que dy < €;

3. Calcular a matriz jacobiana no ponto ry e a matriz jacobiana do sistema linearizado

no mesmo ponto;

4. Calcular a primeira iterada e verificar a distancia, denotada por D, entre a primeira
iterada e a primeira iterada calculada no sistema linearizado, diz, por: D= |d; —d\],

onde djz = ||riz —ro|| sendo ry; a primeira iterada no sistema linearizado;

5. Avaliar a média ao final do calculo para todas as condigoes iniciais e marcar a

distancia média (D) e o raio da bola €;

6. Escolher uma bola de raio menor e retornar ao passo 2 até que € ~ 10719,

Com o auxilio do procedimento acima estima-se um raio adequado de modo que a
iteracao de pontos interiores a bola resultem em uma representacao razoavel das variedades
estavel e instavel dentro de um distanciamento maximo D da vizinhanca linear do ponto
fixo. Para tanto, no procedimento 1, é possivel tomar um raio inicial € = 0,1 e variar
de Ae =107 até que € = 107'%. Em razdo do nimero muito grande de pontos gerados,
toma-se um nimero de condicdes iniciais da ordem de 10°. Note que a resolucdo para a
visualizacao de um ponto é dada pelos pixels do monitor. Assim, justifica-se encontrar
uma distancia D razoavel, pois garante que dentro daquela diferenca, entao os pontos

visualizados representam de fato as variedades.

O mapa padrao (mod 1) empregado corresponde a expressao (2.59) e sua matriz
jacobiana é dada pela equagao (2.66). O sistema linearizado é obtido a partir da expansao
em série de Taylor do sistema original. Consequentemente, a matriz jacobiana do sistema
linearizado é obtida pela linearizacao da matriz jacobiana do sistema original. Como o
teste acima descrito foi efetuado para o ponto fixo instavel (0,0), entao a linearizagao é

feita em torno do ponto (Lo, 8y) = (0,0). Deste modo, sen276, ~ 276, em torno do ponto
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(0,0) e cos2mH, ~ 1. Portanto,

1+£ 1
D'ﬂlinear(l‘na On) - K27r | 5 (330)
2n

corresponde a matriz jacobiana do sistema linearizado.

Figura 3.25: Representagdo do método empregado para encontrar as variedades estdvel (azul) e instével
(vermelho).

Estes resultados se encontram nas figuras seguintes para o mapa padrao com K = 1,5
e K=3,0.

Na figura 3.26 verifica-se que um raio da ordem de 1072 fornece um distanciamento
maximo de 107> da vizinhanca linear. Isto significa que dentro deste distanciamento
maximo trabalha-se com a vizinhanca linear e o que verifica-se é uma aproximagcao razoavel
das variedades. Efetuando o teste variando o nimero de condigoes iniciais obtém-se os
mesmos resultados. Por se mostrar computacionalmente eficiente, aqui é optado por

N ~10* onde A denota o niimero de condicdes iniciais.

O valor médio da distancia (D) é obtido de acordo com o algoritmo j& apresentado.
Em escala logaritmica é possivel estimar uma ordem de grandeza para €. A rigor, é

evidente que € — 0 significa vizinhanca linear do ponto. Para o mapa padrao, € ~ 1072
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Figura 3.26: A distancia média entre a primeira iterada no mapa original e a primeira iterada no mapa
linearizado em funcao do raio de condicoes iniciais para K = 1,5 ¢ K =3 com 50 x 103 condicbes iniciais.

Como consequéncia deste teste para a escolha de €, obtém-se uma lei de escala para

a distancia média em funcao do raio de condigoes iniciais:
(D) ~ €7, (3.31)

onde 7y é o fator de escala. Note que In(D) —Ing ~ ¥, o que sugere um processo rapido para
obtencao da inclinacao da reta no grafico 3.26. Obviamente, as duas retas apresentam a
mesma inclinagao e, portanto, o mesmo valor de y. Note, contudo, que as retas interceptam
o eixo € em pontos diferentes para um dado valor da distancia média. Seja o este ponto

de interseccao. Da equagao da reta,

(D) = ae’. (3.32)

Naturalmente, é esperada a mesma ordem de grandeza para as variedades estaveis,
uma vez que trabalha-se com a inversa do mapa original, o que nao deve alterar o tamanho

da vizinhancga linear. Para os valores de K empregados neste teste, Y= 2,998.

As variedades estavel (azul) e instdvel (vermelho) estdo mostradas no grafico 3.27,

juntamente com pontos de vérias érbitas para o mapa padrao (mod 1) e K=1,5.

Para fins comparativos, apresenta-se a ampliagao da regiao [0,75;0,85] x [0,25;0,55]

do gréfico das variedades estavel e instavel do ponto fixo (0,0) no mapa padrao.
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Figura 3.27: Variedades instdvel (vermelho) e estdvel (azul) para o mapa padrao (mod 1) com K = 1,5.
Neste grafico, empregamos € = 0,0081 e .4~ supracitado.
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Figura 3.28: Comparagdo da escolha da bola . Em (a) €=0,1 e em (b) € =0,01. A variacdo por uma
ordem de grandeza do raio de condigoes iniciais pode fornecer variedades de outros pontos ou regices com
pontos redundantes “presos” entre as variedades.

De modo a efetuar comparacoes com as variedades para outros valores de K, apresentam-
se as variedades estavel e instavel para o mapa padrao com K = 3. As variedades se

interceptam mais vezes do que no caso anterior, onde K = 1,5. A razao disto é que a
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perturbagao é maior e, consequentemente, a area do mar cadtico também é maior. Sendo
maior o mar cadtico, é razoavel esperar que os pontos periédicos sejam densos nesta regiao.
Consequentemente, espera-se maior nimero de intersecgoes entre as variedades estavel e
instavel. A razao disto é que cada interseccao entre as variedades estavel e instavel se da

justamente em um ponto de algum periodo do mapa.

Figura 3.29: Variedades do ponto fixo (0,0) para K = 3 no mapa padrao.

E possivel observar também regioes onde possivelmente ocorrem tangencias homo-
clinicas e heteroclinicas nas figuras 3.27 e 3.29. O quadro selecionado na figura 3.28b
também apresenta possivelmente uma tangéncia homoclinica aproximadamente no ponto
(0,835;0,400). Diz-se possivelmente pois obtém-se aqui, com os procedimentos apresen-

tados, aproximacgoes para as variedades.
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4 O Sombreamento

De acordo com o que foi apresentado no capitulo anterior, uma das principais ca-
racteristicas de sistemas que podem apresentar comportamento caodtico é a dependéncia
sensivel as condigoes iniciais. Considerando o amplo uso dos computadores na analise
dos problemas, uma questao naturalmente surge: a da validade dos célculos efetuados.
Todo computador apresenta precisao finita. Muitas aplicagoes e técnicas desenvolvidas
recentemente, exigem o uso de computadores, seja pela quantidade de célculos a serem
efetuados, seja pela complexidade dos calculos. Ilustrar-se-a inicialmente o problema
associado a questao da precisao e dos erros introduzidos computacionalmente e posterior-
mente serao apresentadas sob quais condigoes € possivel garantir a validade das solugoes

numéricas obtidas.

Seja, por exemplo, um sistema dinamico a tempo discreto dado por [2]:

f (s yn) = (n +d,yn+d), (4.1)

onde f:R?* = R? e d € R é constante.

No ponto (x,,y,) = (0,0), £(0,0) = (d,d), para todo n € N. Supondo que uma méquina
introduza erros de —d em cada coordenada, entdao f(0,0) = (0,0). Isto significa que o

célculo da maquina resulta em um ponto fixo, embora (0,0) nao seja um ponto fixo para

d #0.

Este exemplo simples ilustra a desconfianga que pode surgir de calculos efetuados por
meio dos computadores, que apresentam precisao finita. Neste sentido, qual é validade
dos calculos efetuados? Conforme apresentado no capitulo 1, na regiao cadtica do espaco
de fases de um sistema duas condigoes iniciais ligeiramente distintas apresentam estados
assintoticos completamente distintos e nao ha correlagao entre as solugoes. Logo, em
um processo cadtico a mesma condicao inicial pode resultar em solugoes distintas para
precisoes diferentes empregadas no calculo. Deste modo, nao se tem nenhum motivo,

em principio, para confiar nos célculos obtidos, o que invalidaria as secoes anteriores
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deste trabalho. Em especial, os graficos obtidos para o espaco de fases do mapa padrao,
bem como das orbitas periddicas e das variedades seriam completamente desprovidos de

confianca.

Entretanto, existe um resultado demonstrado matematicamente em 1975 por R. Bowen
[8] capaz de atribuir um significado as solugoes com ruidos, o qual serd apresentado na
proxima segao. Por ruido entende-se a inser¢ao de algum tipo de erro (de truncamento,

arredondamento) a cada passo de algum método iterativo.

Em 1990, Grebogi et. al. [9] forneceram a prova rigorosa da existéncia de sombre-
amento em sistemas nao-hiperbdlicos por certos intervalos de tempo, em regioes onde o
sistema apresenta estrutura hiperbdlica. Neste capitulo discutem-se as condicoes para
afirmar que a solugao numérica obtida para algum sistema dinamico é valida pelo tempo
em que é sombreada, mesmo em sistemas que nao apresentam estrutura hiperbolica. E
importante notar que esta é uma implicacao direta da garantia rigorosa da existéncia de
trajetérias proprias sombreando trajetorias ruidosas: a confianca nas solugoes numeéricas

obtidas.

4.1 O Lema do Sombreamento

O lema de Bowen atualmente é conhecido como lema do sombreamento. A ideia do
sombreamento (“shadowing”) é essencialmente simples: dado um sistema dinamico caético,
garante-se a existéncia de trajetorias proprias do sistema que permanecem arbitrariamente
proximas das trajetérias geradas computacionalmente, enquanto o sistema for hiperbdlico,
ou o espago de fases apresentar estrutura hiperbdlica, o que corresponde a uma aplicagao
do lema do sombreamento. Neste trabalho, especialmente neste capitulo, nao ¢ feita
distingao entre trajetérias e 6rbitas. Assim, uma oOrbita obtida de um mapeamento sera

denotada por um conjunto de pontos o qual pode ser chamado de trajetérial.

Por trajetorias proprias do sistema, entendem-se conjuntos de pontos que satisfazem

2. O resultado demonstrado por R.

as equagoes que determinam o sistema matematico
Bowen em 1975 é inteiramente vélido para sistemas hiperbdlicos. Contudo, a maioria
dos sistemas matematicos que modelam situacoes fisicas de interesse nao sao hiperbdlicos.

O mapa padrao é um exemplo de sistema que apresenta estrutura nao hiperbdlica para

IT. Sauer e J. Yorke [30] diferenciam os fluxos de mapas através justamente desta denominagio,
onde os pontos de um mapa sao chamados de drbitas. No entanto, as definigoes apresentadas seguem a
denominagao dada em [9].

20btidos numericamente com uma precisao maior. Uma trajetéria prépria do sistema neste contexto
corresponde & trajetéria com precisdo infinita.
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K>0[9].

4.1.1 Conjuntos Invariantes Hiperbdlicos

Definigao 15 Seja A um conjunto invariante para o sistema dinamico discreto # :R" —
R"™. Uma estrutura hiperbolica para A é uma decomposi¢ao continua invariante de soma
direta TA\R" = EX ® E} com a propriedade de que existem constantes C>0 e 0 <A <1

tais que:

1. SeveEY entio |DA ™" (x)V|| < CA™||v||;

2. SeveES, entio |D.a"(x)v]| < CA"||v|.

O conjunto ¢é invariante no sentido de que D.Z (X)Ej = Eg(x) e D/ (X)E} = E}‘(X),
onde f(x) denota a aplicagdo do mapa .# no ponto x e E* (E*) é o subspago instédvel
(estdvel). Esta propriedade (de invariancia) é frequentemente chamada de “invariancia
da decomposicao”. As propriedades 1 e 2 sao ditas usualmente “expansao e contragao”,
respectivamente, pois asseguram uma diregao instavel (expansdo) e uma dire¢do estével
(contragao) para todo o conjunto A. De fato, um sistema hiperbdlico é aquele que apre-
senta autovalores |A4;| # 1 (i=1,2,...,n). Como ja verificado no mapa padrao, autovalores

complexos podem naturalmente ocorrer.

Em outras palavras, em um sistema bidimensional com estrutura hiperbdlica, cada
ponto da érbita apresenta uma direcao estavel e instdvel bem definidas. O conjunto de
pontos fixos hiperbdlicos de um mapa constitui um exemplo de conjunto invariante hiper-

bélico. A figura 4.1 ilustra um mapa cujo espaco de fases apresenta estrutura hiperbdlica.

£ Upe2 s
n+l
~

s
| n n+l \ n+2
- : — -

n T Tosl Thi2

Figura 4.1: Tlustragao de um sistema com estrutura hiperbdlica: cada ponto apresenta direcoes estavel e
instavel bem definidas.

4.1.2 O Sombreamento em Sistemas Hiperbdlicos

Em sistemas com estrutura hiperbdlica, é possivel formular uma proposicao para ga-

rantir a existéncia de uma trajetéria real que é sombra da trajetéria ruidosa, ou pseudo-
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trajetoria. Esta formulacao corresponde ao lema do sombreamento, que sera apresentado

nesta se¢ao. Sua prova nao é simples e exige uma grande quantia de proposicoes auxiliares.

Com o objetivo de compreender o sombreamento e sua principal aplicacao atual em
simulagbes computacionais, seguem algumas defini¢ées utilizadas no trabalho [9]. Estas

definigoes estao apresentadas aqui da mesma maneira como formuladas em [9].

Definigao 16 A drbita {p,}i_, € uma 8p-pseudotrajetdria para £ se ||pps1 —E(pn)|| < 8¢
para a <n<b. A quantidade 8¢ ¢ a amplitude do ruido.

A definicao acima estabelece que a dérbita gerada computacionalmente consiste da or-
bita ruidosa em razao dos erros a cada passo. Com o calculo de cada ponto da érbita pela
aplicagao do mapa computacionalmente, um ruido é acrescentado, proveniente do trunca-
mento. O calculo da érbita ruidosa é feito pela aplicagao de um operador de truncamento,
definido de tal maneira que 7'[f(p,)]. Este operador trunca até um dado niimero de casas
decimais. Deste modo, as érbitas obtidas deste modo apresentam um ruido &y ~ 10714,

para o mapa padrao.
Definigdo 17 A drbita real {x,}2_, satisfaz X, 1 = £(x,,).

O conjunto de pontos que constituem a solu¢ao para o mapeamento sem qualquer
influéncia de ruidos corresponde a orbita real do sistema. Numericamente, é realizado um

procedimento para refinar a érbita gerada computacionalmente, reduzindo o erro.

Definigdo 18 Uma trajetoria real {x,}2_, Sx-sombreia a pseudotrajetéria em a <n<b

se ||Xp — Pull < 6, para a <n < b.

A formulacao 18 define o sombreamento, que é particularmente simples. Na definicao
acima, uma orbita real sombreia uma érbita ruidosa. Isto significa que, embora seja obtida
uma trajetoria ruidosa no computador, esta trajetoria estd distante nao mais do que uma

quantia 0, de uma Orbita real do sistema.

A figura 4.2 ilustra a ideia do sombreamento. Dada uma condicao inicial x;(0), sua
trajetéria é dada por x;(¢). Assim, em um instante ¢ qualquer, um ponto desta trajetéria
é x1(t). Tomando exatamente a mesma condigao inicial e resolvendo o sistema inserindo
alguma perturbagao - isto é, um erro devido ao truncamento - entao esta trajetoria ira

divergir exponencialmente, em média, da trajetéria x;(¢). Existe uma trajetéria real do
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sistema com condicao inicial x,(0) que sombreia a trajetéria ruidosa, isto é, permanece
proxima da trajetéria x;(z) por um tempo f. Para um sistema cujo espaco de fases

apresenta estrutura hiperbélica, entao o sombreamento é valido durante todo t > 79 > 0.

Xg(ﬂ
%,(0) py (1)
0
X]_( ) x, (1)

Figura 4.2: Tlustragdo do Sombreamento: a trajetdria ruidosa é p(z) (em vermelho) e a trajetéria real
(idealmente sem efeitos de arredondamento) é x;(¢) (em azul). Uma outra trajetéria real x(¢) (também
em azul) sombreia a pseudotrajetdria.

De fato, em um sistema cadtico duas trajetérias inicialmente vizinhas divergem expo-
nencialmente com o tempo ¢, de modo que dadas duas condigoes iniciais Xy e Xg+ 0X, apds
um tempo ¢, as duas trajetérias estardo a um distancia d ~ €, onde h; (i=1,2,...,n)

sao os expoentes de Lyapunov (capitulo 3).

No capitulo 3 alguns métodos numéricos para encontrar raizes de fungoes foram apre-
sentados e podem ser empregados para calculos de pontos fixos em mapas. Todo método
iterativo consiste de uma expressao exata para obter uma aproximacao da solucao real
de um sistema. Os erros associados aos métodos numéricos sao devidos, basicamente, ao

truncamento.

Estas afirmagoes podem ser ilustradas tomando como exemplo a féormula de Taylor
para aproximacao de fungoes. As mdquinas efetuam as operacoes basicas e é possivel
questionar, neste contexto, acerca do calculo computacional envolvendo fungoes transcen-
dentais. As aproximagoes de fungoes em torno de pontos sao feitas por meio da formula de
Taylor, a qual oferece uma maneira indireta do calculo do erro associado ao truncamento.

De fato, obtém-se uma cota superior para o erro de truncamento.

Inicialmente, o chamado lema do sombreamento foi provado para sistemas hiperboli-
cos, por Anosov e Bowen. Na época em que o lema foi enunciado e provado, nao foi falado
em maquinas para solucao dos sistemas, embora fosse possivel’. No artigo de Bowen

(1975) comenta-se da possibilidade de verificar a validade das solugées obtidas de uma

3E. Lorenz usava computadores para solucionar o sistema de equacoes diferenciais que leva seu nome.



94

aplicagao definida por uma funcao bem comportada com perturbagoes. Deste modo, a
verificacao da validade das solugoes numéricas obtidas surge como aplicacao deste proce-

dimento.

Lema 2 (Lema do Sombreamento) Seja A um conjunto invariante hiperbélico. Entdo
para todo Of > 0, existe 6x > 0 tal que toda Or-pseudotrajetoria {pa}2_, em A seja -

sombreada por um ponto X € A.

4.2 O Sombreamento em Sistemas Nao-Hiperbdlicos

Nas secOes anteriores, verificou-se que o sombreamento é inteiramente valido para
sistemas hiperbdlicos. Entretanto, a maioria dos sistemas matematicos que modelam
situacgoes fisicas nao sao hiperbdlicos. E natural questionar a respeito da validade do pro-
cedimento de sombreamento para uma classe de sistemas mais gerais. De fato, o teorema
do sombreamento inicialmente proposto por T. Sauer e J. Yorke [30] apresenta o sombre-
amento em sistemas hiperbdlicos como um corolario daquele teorema. Para apresentar o
teorema do sombreamento, faz-se necessario uma exposicao do procedimento por meio do

qual é possivel demonstrar a existéncia de trajetorias reais sombreando pseudotrajetorias.

C. Grebogi, S. Hammel, J. Yorke e T. Sauer apresentaram pela primeira vez em
1990 [9] um procedimento rigoroso que permite demonstrar a existéncia de um nimero
infinito incontavel de trajetérias reais que sombreiam as trajetérias ruidosas. Entretanto,
conforme a ilustracao para o mapa padrao, nao ha a garantia de uma separagao constante
durante a trajetéria ruidosa e a “menos ruidosa” durante um longo tempo?. O refinamento
da trajetéria ruidosa produz uma trajetéria menos ruidosa. A ideia consiste basicamente
em garantir a contengao de trajetdrias reais e aplicar o refinamento em trajetorias ruidosas
iterativamente, de maneira a garantir a sombreabilidade. Ao final do processo iterativo,
avalia-se a distancia de sombreamento, denotada por d,. O cédlculo desta distancia nao é

trivial. Para isso o procedimento de contencao desempenha um papel importante.

Embora existam técnicas gerais para efetuar o sombreamento em sistemas de equagoes

diferenciais [31], o interesse é em processos cadticos nao-hiperbélicos.

Para aplicar o sombreamento, gera-se uma trajetoria ruidosa no computador. A ga-

rantia de que a aplicagao do procedimento desenvolvido nao dependa da maquina utilizada

4Em sistemas fisicos é razodvel estimar um “tempo longo”, ao passo que um mapa proveniente de
algumas transformagoes ou entdo uma rede de mapas acoplados pode nao oferecer um indicativo direto
do que é um intervalo de tempo longo o suficiente.
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¢ fornecida pela definicao de um operador truncamento T(X) Este operador trunca cada

coordenada de x até um numero de bits significativos.

De acordo com a definicao 15, os sistemas nao-hiperbdlicos nao sao continuamente de-
componiveis. Conforme a discussao no final deste capitulo e a secao 3.4, existem dois moti-
vos principais para que ocorra a nao-hiperbolicidade. Uma delas se da por meio de tangeén-
cias homoclinicas e heteroclinicas. O principal indicio das regides de nao-hiperbolicidade
sao as flutuagoes dos expoentes de Lyapunov a tempo finito. Foi apresentado no capitulo
3 por meio da obtencao das variedades que o espaco de fases do mapa padrao apresenta
regioes de nao-hiperbolicidade por tangéncias. A razao pela qual uma tangeéncia implica

em quebra de sombreamento serd tratada na segao 4.2.3.

4.2.1 A Contencao da Trajetoria Real

Para provar a existéncia de uma trajetoria real que sombreia uma trajetoria ruidosa é
necessario efetuar um procedimento chamado de contencao da trajetoria real, que assegura
a existencia de tal trajetéria. Este procedimento consiste da construcao de uma sequéncia
de paralelogramos {Mn}Z:a, tal que cada paralelogramo M, seja construido em torno de
um ponto p, da trajetéria ruidosa. Considerando que o ruido do computador seja dr,
obtido da aplicacao do operador de truncamento, entao cada lado do paralelogramo deve
ser desta mesma ordem de grandeza, a menos de um fator multiplicativo, ou seja, um dos

lados de tamanho ~ ady e o outro de tamanho ~ béy para a,b > 0.

Cada paralelogramo M,, deve seguir a orientacao dos autovetores da matriz jacobiana
no ponto p,. Deste modo, considerando o mapa padrao que é bidimensional, serao ob-
tidos dois autovetores, um associado a estabilidade e outro a instabilidade. Os lados do

paralelogramo devem ser paralelos a cada um destes autovetores.

A imagem f(M,,) deve atravessar M, por construcao. Na figura 4.3 é apresentada a
construcao do primeiro paralelogramo em torno de um ponto da orbita ruidosa, dito po,
a condicao inicial. Note que os lados do paralelogramo sao paralelos aos autovetores da

matriz jacobiana calculada no ponto.

A ac@o do mapa no paralelogramo contrai uma dire¢ao (estavel) e expande a outra
(instdvel) do paralelogramo. Assim, é possivel associar um paralelogramo ao ponto p;
da drbita ruidosa com tamanhos que nao devem diferir por mais de §;. Note que esta
construcao obedece justamente a definicao de érbita ruidosa: de acordo com a figura 4.4

o distanciamento maximo entre f(po) e p1 é de 6y.
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n

Figura 4.3: A construgdo de um paralelogramo em torno de um ponto da drbita ruidosa seguindo a
orientacao de seus autovetores.

tBg)

Un+l

; & ntl

Figura 4.4: Com o célculo de f(Mp), o tamanho do paralelogramo M; fica limitado e o ponto f(pg) se
distancia da ordem de &y do ponto p;.
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Note que os lados que se expandem de f(M,,), f(A,) e f(B,) devem interceptar os lados
que se contraem A, e B,41, porém nao deve ocorrer interseccao entre os lados que se
contraem de f(M,) e os lados que se expandem de M, ;1. A figura 4.5 ilustra o processo

como um todo.

M,

Figura 4.5: O processo de contengao de uma trajetéria real. Adaptada de [9].

A argumentacdo da existéncia de uma trajetéria real {x,}2_, contida em M, é feita
com a introdugao de curvas ¥, que seguem de um lado contraente a outro do paralelogramo
M,,. Considere 9 como sendo uma curva que se encontra inteiramente em My (figura 4.3).
A imagem desta curva é f()p) e contém uma curva y; que segue de um lado que se contrai
até o outro do paralelogramo M;. Na figura 4.3, a curva f(y) vai de f(4g) até £f(By),
por exemplo. Logo, existe uma curva ¥, contida inteiramente em f(7,_) que se encontra
inteiramente em M,,. Por inducao, existe uma curva 7,1, contida em f(7,) que se encontra

inteiramente em M, 1.

Seja Xy um ponto na curva final yy. Entao xy_1, definido como f*I(XN), se encontra
em Yy_1. Porinducao, x, = f -1 (Xp+1), para 0 < n < N, fornece uma érbita real contida em
toda a sequéncia de paralelogramos {Mn}],yzo. Note que nos paralelogramos apresentados, a
pseudotrajetéria é caracterizada justamente por ||p,41 —f(pn)|| < 6. Além disto, a érbita
real dy-sombreia a dérbita ruidosa pois sua distancia maxima em relacao a orbita ruidosa
é 0,. H&, portanto, uma maneira direta de determinar esta distancia, que corresponde &
maxima distancia entre a érbita ruidosa e a érbita real. Também é necessario ressaltar que
este distanciamento méximo é tomado dentro do intervalo temporal n € [0,N], supondo

que em n = N+ 1 nao ha érbita real sombreando a érbita ruidosa.

Note que o interesse é, em principio, no sombreamento de sistemas cadticos conser-

5

vativos bidimensionais®. Embora o procedimento seja desenvolvido para sistemas bidi-

STratam-se de mapas, pois nio hé caos para fluxos de dimensio 1 ou 2 auténomos, conforme o teorema
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mensionais, a generalizacao para sistemas N-dimensionais é possivel [31]. Para tanto,
considera-se uma variedade diferenciavel e o estudo das quantidades envolvidas é feita em

um subespaco tangente a esta variedade.

O procedimento empregado em [9,31] consiste em refinar a pseudotrajetéria, de modo
a reduzir o ruido até que este seja da ordem da precisao da méaquina. Com isto, o
procedimento de contencao é efetuado para cada ponto da érbita com o intuito de provar

a existéncia de uma trajetoria real que sombreia a pseudotrajetoria.

Para efetuar o procedimento de sombreamento é necessario rigorosamente garantir a
existéncia de uma trajetoria real arbitrariamente proxima da trajetoria ruidosa. Isto s6 é

possivel por meio da construgao da sequéncia {Mn}Z:a, para a e b finitos e a < b.

O teorema de Brouwer do ponto fixo bidimensional fornece um entendimento sobre
a transitividade dos paralelogramos. Note que nesta construcao dos paralelogramos, se a
imagem f(M,,) nao atravessar M, 1, entao o ponto X, da 6rbita ruidosa se distanciou de p,
mais do que o préprio ruido &y. Na versao do teorema apresentado com paralelogramos,
devido a [2], considere um paralelogramo de lados 2d e 3d. Ha um ponto xy centrado
neste paralelogramo. A aplicacao do mapa faz com que um lado seja contraido e o outro
expandido. Se a pré-imagem atravessa f(Mp), entao é garantida a existéncia de um ponto

fixo dentro de uma precisao d, conforme ilustra a figura 4.6.

O teorema de Brouwer pode ser formalmente descrito com base na definicao de uma
bola.

Defini¢ao 19 A bola fechada B,(xo) de centro em um ponto xo € R" e raio r >0 € o

conjunto dos pontos x € R" tal que:

By (x0) ={x€R": || x—x¢| < r}.

Teorema 5 (Teorema de Brouwer). Seja B a bola fechada de centro O e raio 1 em R"F1.

Toda aplicagdo continua f: B — B possui pelo menos um ponto fizo tal que f(x*) =x*.

Este teorema é semelhante ao teorema do ponto fixo unidimensional de uma aplicagao

definida em um intervalo [4]. A demonstragao pode ser verificada em [32].

de Poincaré-Bendixson (capitulo 3).
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Figura 4.6: Ilustracao do teorema do ponto fixo bidimensional.

4.2.2 O Refinamento da Trajetoria Ruidosa

Este método consiste em refinar a trajetéria, isto é, uma reducao de ruido da pseu-
dotrajetoria. O objetivo é produzir uma trajetéria menos ruidosa {f)n}];’:o a partir da
pseudotrajetoria {pn}fLo de maneira que estes pontos sirvam de centros dos paralelo-
gramos {M,} no processo de contenc¢do. A cada passo, um erro serd introduzido pela
aplicacao do mapa e do operador de truncamento. Considere o erro a cada passo escrito

explicitamente:

Tu+1 = Pn+1 — f(pn)7 (42)

sendo ||7,41]| < 0. E importante ressaltar que, embora os célculos estejam apresenta-
dos com trajetérias do tipo f(p,), na verdade utilizam-se trajetérias do tipo T[f(p,)],

correspondentes a aplicacao do operador truncamento definido anteriormente.

O que ocorre é que a imagem de um paralelogramo, do processo de contengao, corres-
ponde a uma contragao e uma expansao nas direcoes estavel e instavel, respectivamente.
Pela aplicacao do mapa, o ponto p,, que ja apresenta ruido, é conduzido para uma posicao
que nao é o centro do paralelogramo, prejudicando a transitividade do procedimento de

contencao.

Como consequéncia, a orbita refinada conrresponde ao acréscimo de correcoes, nas

direcoes estavel e instavel, em relacao a pseudotrajetéria. Para refinar a érbita, faz-se:

f)n :pn+¢n7 (4-3)

de maneira que ¢, | = Ppt1 —Pnt1 = Pnt1 = Pnt1 — @,,41- Além disto, da expressao (4.2),

Pni1 = Tut1+ f(pn). Portanto:

Opi1 = £(Pn) — i1 —£(pn).- (4.4)
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O procedimento de refinamento a cada passo deve somar um valor pequeno @¢,,; a
pseudotrajetoria. Como o ponto p, nao corresponde ao centro do paralelogramo M, a

correcao é somada de modo a fazer com que P, seja o centro do paralelogramo.

O interesse é no estudo local de cada ponto onde é possivel empregar os autovetores
obtidos da matriz jacobiana calculada no ponto. Assim sendo, é possivel expandir f(p,)

em torno de p,. A expansao em série de Taylor fica entao:

' (py,
(i t0,) = f(pn) +E)0, + 22924
f(pn+0,) = f(pn)+f(Pa)d,, (4.5)
pois f(p,) =f(pn+¢,,). Logo:
(1) = £(pn) + DA (P1)9 . (4.6)
Consequentemente:
Opi1 = DA (Pr)9, — Tns1- (4.7)

E necessdrio encontrar agora {¢ 1YV, nas coordenadas {s,}_, e {u,}"_,. Deve ser
claro que isto permitird encontrar diretamente as relagoes de recorréncia envolvendo as
direcoes estavel e instavel. Deste modo, sera consideravelmente simples encontrar numeri-
camente o valor que deve ser acrescentado a cada passo em cada ponto da pseudotrajetoria.
Este processo evita o erro do cdlculo direto de (4.7). O erro comentado é proveniente de
sistemas que apresentam “pseudo-hiperbolicidade” (figura 4.7). Na figura, p,—; encontra-
se em um lado da variedade estavel, mais préximo da variedade instavel, enquanto que
pn se encontra do outro lado da variedade estavel. Com as iteracoes, o ponto p,_1 vai
se afastar progressivamente de p, e o erro ird aumentar a cada passo. Note que o erro é

cometido no céalculo de f(p,—1) e conduz p, para longe.

Ocorre um “glitch” quando hé a quebra de sombreamento. Desta maneira, regioes que
apresentam “glitch” necessariamente sao impossibilitadas de fornecer resultados confiaveis.

Mais detalhes sobre a quebra de sombreamento serao discutidos no final do capitulo.

Uma tangeéncia implica um “glitch” e, consequentemente, em quebra de sombreamento,
pois f(p,) se distancia consideravelmente de p,. Na ilustra¢do apresenta-se uma tangéncia
de uma variedade estavel e instavel. A variedade estavel pertence ao ponto fixo g. O ponto
Pn—1 se encontra em um lado da variedade estavel e p, no outro lado da variedade estavel,

de modo que a variedade instavel ira conduzir p,_1 para longe de p,,.
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Figura 4.7: Uma tangéncia implica um “glitch” e, consequentemente, em quebra de sombreamento.

Os coeficientes multiplicativos das expressoes anteriores sao iterados em cada direcao.
Esta divisao permite calcular separadamente os coeficientes e entao refinar a érbita passo
a passo. Em razao do ruido e do fato do mapa ser inteiramente cadtico, o ruido torna-
se grande em poucas iteradas da expressdo (4.7). Esta decomposigdo torna a iteragao
computacionalmente estavel, bastando, para isso, iterar a componente instavel e iterar a

componente estavel em sentido contrério (iterar a inversa).

Grosseiramente falando, o refinamento deve levar em consideracao as duas componen-
tes do ponto pertencente a pseudotrajetoria: {sn}ﬁlV:O e {un}ﬁlvzo. Para isto, representa-se

PR T N N .
¢, como sendo uma combinacao linear de {s,},_q € {u,},_o:
(Pn = Quu, + ann (4.8)
e o erro a cada passo também como combinacao linear das direcoes estavel e instavel

Tp = Ny + GuSyr. (4.9)

Para encontrar {a,})_ e {B.}\_, em termos de {n,}\_, e {{:}_,, a expressdo (4.7)
é rescrita

Opi1 = DA (Pn) (0 0n i1+ BuSnt1) — (Mar1Wnr1 + Cup1Sns1)-

Mas ¢, = 010,11 + Bui18411. Consequentemente:

Opt 1 Wit + Bu1Snr1 = Do (Pn)(00y + Brsn) — (Mns1Wni1 + ot 1Sn41)
DA (pn)un

Ot S = Do ()G =y o

" | DA (pr) | (Pn)Un 0 — Mg 1 W g 1 ( )

DA (Pn)sn
ﬁn+1m = DA (Pn)SuBn— Cnri1Snt1, (4.11)
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pois os vetores unitarios nas diregoes instavel e estavel sao, respectivamente

DA (pn)uy,
u, = —2 Pntn 412
= D el (4.12)
DA (pn)sn
Sy = —— \Pn)on_ 413
= DA el (4.13)

A multiplicagdo das equagdes (4.10) e (4.11) por ||D#Z (pn)uy|| e ||DA# (pn)snl|, res-

pectivamente, conduz a:

O\ DA (Pn)un = DA (Pp)un|| DA (Pn)0n|| 0 — N1 DA (Py) i, (4.14)
B\ DA (pn)sn = DA (pn)snl| DA (pn)sul| Br — Gt 1 DA (Pr)Sn- (4.15)

Como o, 1 tem componentes somente na direcao u,11 e B,+1 na diregao s, 1, resulta

nas seguintes relacoes de recorréncia para a determinacao dos coeficientes

Opy1 = ”D%(pn)unHan — Nn+1, (416)
Bui1 = ||DA(Pn)snllBr — Cut1- (4.17)

A equacao (4.16) é computacionalmente estavel se os coeficientes @, forem calculados
a partir de a1, o que é feito iniciando no ponto final n =N de modo que:

Oy +Npg

o = LT el 418
D4 p)ur] (4.18)

onde ay =0.

Para o coeficiente associado a estabilidade, na expressao (4.17), basta iniciar em n =0

ﬁn+1 = HD//(pn)anﬁn — Mn+1, (4'19)
com fBy=0

Para o sombreamento em sistemas nao-hiperbdlicos entao, é necessario aplicar uma
combinacao dos processos de contencao e refinamento. Refina-se a 6rbita e aplica-se a
contencao de maneira a verificar o sombreamento rigorosamente. Em resumo dos proce-
dimentos apresentados, dado um ponto pertencente a pseudotrajetoria, entao define-se a
trajetéria menos ruidosa pela soma da corre¢ao ponto a ponto ¢,. O ponto refinado p,
deve ser tomado como centro do paralelogramo M,,, de maneira a empregar a conten¢ao
para provar a existéncia de trajetorias reais dentro daquela distancia pré-estabelecida, pela
aplicagao do operador truncamento, o que permite contruir os paralelogramos “longe” da

influéncia computacional, ou seja, o ruido da maquina. Quando nao houver paralelogramo
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cuja imagem o atravesse, entao ha um “glitch” e a pseudotrajetéria perde sua validade

enquanto solucao do sistema.

Para o mapa padrao, encontra-se tipicamente um tempo de sombreamento da ordem
de N ~ 107 iteradas [9,10]. Conforme ji comentado, ¢ um tempo longo relativamente
ao sistema fisico que origina o mapa. Considerando que uma iterada corresponde a uma
aplicacao da forca na barra do rotor pulsado, interacao que dura da ordem de milésimos
de segundo, e supondo um passo para discretizacao da ordem de 0,1 s, entao é natural que
a razdo t/T ~ N seja consideravelmente grande e, consequentemente, o tempo associado
a este nimero de iteradas. A tabela seguinte fornece alguns valores da distancia de
sombreamento, obtida por meio dos processos descritos neste capitulo, em especial, o da

contencao e refinamento para K > 0, quando o sistema deixa de ser hiperbdlico.

Tabela 4.1: Distancia de sombreamento para varios valores do parametro K no mapa padrao. Extraida
de [9].

K S,
1,0 | 2,9x 1077
1,05 | 5,4x10°8
2,25| 6,1x1078
2,5 [2,6x10710
3,0 [2,9%x10710
40 | 1,7x10710
5,0 |3,5%x10710
7,5 | 5,4x10711

H& ainda uma conjectura para sistemas nao-hiperbdlicos, formulada inicialmente em

[9,10], a qual apresenta-se da seguinte forma:

Para mapas hamiltonianos bidimensionais com &f > 0, espera-se obter &y <

5}/2 para uma trajetoria de comprimento N ~ 5;1/2.

Para verificar isto, basta tomar um ruido 8y ~ 1074, Logo, N = 1/V10-14 = 107,
conforme verificado. Além disto, &, < V10~14 = 1077, que é o limite superior obtido para

a distancia de sombreamento.

H& ainda a possibilidade de efetuar testes com a pseudotrajetéria para verificar a
possibilidade de sombreamento. Grebogi e colaboradores mostraram que usualmente as
pseudotrajetorias que nao sao sombreaveis sao acompanhadas de flutuagoes nos expoen-

tes de Lyapunov em torno de zero [33]. H&, portanto, um forte indicio de quebra de
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sombreamento em certos sistemas associado a flutuacao dos ELTF, capazes de identificar

nao-hiperbolicidade [9,33].

A ocorréncia de nao-hiperbolicidade pode se dar por meio de duas formas: a vari-
abilidade da dimensao instdvel (VDI), que corresponde a uma mudanga no nimero de
direcoes instaveis ao longo das orbitas periddicas instaveis e as tangéncias homoclinicas
e heteroclinicas. Ja discutimos esta possibilidade no capitulo anterior. Vamos verificar
como uma tangencia homoclinica pode dar origem a impossibilidade de sombrear uma

pseudotrajetoria.

Que as tangéncias sao causa da quebra de sombreamento deve ser claro. Afinal, o
angulo entre os vetores u, e s, nao podem se aproximar de zero, o que implica impossibi-
lidade de construcao de um paralelograma seguinte M, a partir de M,, resultando em

um “glitch”.

A ocorréncia de um “glitch” invalida uma solugao, obtida durante este passo, no sentido
de nao existir uma rigorosidade na trajetéria obtida. A rigor, uma Orbita é vélida pelo
tempo em que é sombreada em sistemas nao-hiperbdlicos. Ao apresentar o teorema do
sombreamento, serao mostradas quantidades que nao devem se anular com o intuito de

garantir a existéncia de sombreamento.

4.2.3 A Quebra de Sombreamento

A ocorréncia de tangéncias, homoclinicas ou heteroclinicas, podem facilmente inva-
lidar as solugoes obtidas, no sentido das orbitas nao poderem ser sombreadas. A esta
impossibilidade de ocorréncia de sombreamento denomina-se “glitch”. De fato, o sombre-

amento falha em regides de nao-hiperbolicidade.

Matematicamente, um “glitch” em um ponto N consiste da impossibilidade de sombre-
amento para {pn}fj:ol, embora a érbita {p,}"_, possa ser sombreada. Por isso o “glitch”
é frequentemente associado a inexisténcia de um paralelogramo para “fazer um sinal de
mais” com o paralelogramo anterior, conforme apresentado [9]. Como uma tangéncia é
caracterizada pelo fato do angulo entre as direcoes estavel e instavel ser nulo, entao um
paralelogramo perde uma dimensao e a transitividade dos paralelogramos nao é garan-
tida. Se, por exemplo, ocorre um “glitch”, entao na representagao esquematica da figura
4.5, nao ha possibilidade de construir um préximo paralelogramo e, como consequéncia,
nao ha ponto da dérbita real que pertencga a alguma curva ¥, de modo que nao é possivel

determinar uma distancia de sombreamento 0,.
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Um outro tipo de “glitch” ocorre quando o nimero de diregoes instaveis nao é cons-
tante ao longo da orbita, impossibilitando a estrutura hiperbdlica. O atrator, neste caso,

apresenta nimeros variaveis de autodirecoes estaveis.

Sejam g e gp pontos fixos tais que g; apresente uma unica diregao instavel e g, apre-
senta duas direcoes instaveis. Orbitas tipicas que passam através do conjunto invariante
permanecem por um longo tempo préximas dos pontos fixos. Ordenando os expoentes
de Lyapunov em ordem decrescente, o primeiro serd positivo. O segundo expoente de
Lypaunov sera positivo para segmentos da érbita que estd préoxima de g e negativo para
segmentos da érbita proxima de gp. Deste modo, os expoentes de Lyapunov flutuam em
torno de zero. Quando uma regiao em torno de uma pseudotrajedria desenvolve uma
segunda dire¢ao que se expande pela visita a vizinhanca de ¢, a pseudotrajetoria ira se
distanciar exponencialmente das orbitas reais, resultando em uma quebra de sombrea-
mento para a pseudotrajetoria. A ilustracao correspondente desta variacao de direcoes

estaveis encontra-se na figura 4.8.

4 )

(a) G)]

Figura 4.8: (a) Uma direcao instével e duas estdveis na vizinhanca de g;. (b) Vizinhanga de g, com duas
diregdes instaveis e uma estavel. Adaptada de [10].

4.2.4 O Tempo de Sombreamento

Uma quantidade importante na caracterizagao da dinamica do sombreamento de tra-
jetoérias é o tempo de sombreamento, aqui denotado por 7y, para diferenciar do passo 7
do periodo da aplicacao da forga no rotor pulsado. Este tempo fornece o quanto uma tra-
jetoria numérica permanece valida, no sentido de permanecer préxima de uma trajetoria

real do sistema.
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Existem duas quantidades fisicamente importantes quando se trata de sombreamento.
Frequentemente neste contexto sao apresentados dois questionamentos: um sobre a dis-
tancia de sombreamento, no sentido de compreender qual é uma distancia considerada
boa e outro sobre o tempo de sombreamento, isto é, por quanto tempo uma trajetéria

permanece valida.

No trabalho [10] sdo estabelecidas leis de escala para algumas quantidades que podem
ser obtidas computacionalmente, de maneira a responder aos questionamentos colocados.
Nas secoes anteriores comentou-se sobre a conjectura que estabelece uma regra para a
distancia de sombreamento em sistemas hamiltonianos. Para o tempo de sombreamento,

é possivel estabelecer também uma lei de escala.

Para uma dada trajetoria, o tempo de sombreamento pode ser calculado por meio da
evolugao da distancia de sombreamento ponto a ponto, que corresponde a distancia local

entre a trajetoria numérica e a trajetéria real.

Anteriormente, foi verificado que N ~ 107 para o mapa padrao. Este tempo é consi-
deravelmente longo. O rotor pulsado, entretanto, da origem a um mapa cujo espago de
fases nao apresenta estrutura hiperbdlica para K > 0, o parametro de controle. Mesmo
em um sistema com estrutura nao-hiperbdlica, é possivel obter solugoes confiaveis dentro

de uma distancia 6, por um tempo N.

4.3 O Teorema do Sombreamento

Este capitulo é finalizado com o teorema do sombreamento, cuja prova é bastante
complexa [30]. Ressalta-se que nao é o objetivo do trabalho discutir o teorema do som-
breamento, mas sim o sombremanto por meio da contencao e refinamento das érbitas em

processos cadticos.

Teorema 6 Assuma que O < 1/20(h)? e seja B um limite em relagio a primeira e se-

gunda derivadas parciais de f e f~1. Se

1
(h)S2B2 /5,
1/2

para todo n=0,1,...,N, entdo existe uma drbita {pn}gzo de f tal que ||x, —pnl| < 5f

max (Cp, D) <

paran=0,1,...,N.
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Este teorema garante a existéncia de uma trajetéria real que &,-sombreia uma Oy-
pseudotrajetoria desde que algumas quantidades permanecam limitadas, independente-
mente se o sistema apresenta ou nao estrutura hiperbdlica. Este é o ponto importante
deste teorema, pois se o sistema for hiperbodlico, entao é garantida a existéncia de som-
breamento pois o angulo entre as variedades estavel e instavel permanece limitado. Por
outro lado, nada se afirma sobre a estrutura do sistema no teorema. A limitacao da hi-
perbolicidade, embora nao seja trivial demonstrar, é dada na forma de cossecantes e sao

as quantidades C, e D,, que aparecem no teorema:

C, = csc@,+1r,-1Ch—1 (4.20)
D, = ¢sC@y+ry_Dpi1, (4.21)

onde r,_; é um limite superior para a taxa de expansao de .# e r/ | um limite superior
para a taxa de expansdo de D.#Z~'. Note que a inicializacio destas quantidades é feita
da seguinte maneira: Co =0 e Dy = 0, pois tratam-se de quantidades associadas a direcao

estavel e instavel, respectivamente.

E importante notar que o angulo ¢,, correspondendo ao angulo entre os supespacos
estdvel e instdvel, deve ser maior do que zero, pois para @, = 0 as quantidades (4.20)
(4.21) divergem.

Neste sentido, o teorema do sombreamento tem como corolario o proprio lema do

sombreamento, ja apresentado no inicio do capitulo.
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5 Conclusoes

Os sistemas hamiltonianos nao-autonomos e nao-lineares constituem uma rica fonte
em fenomenos. Estes sistemas podem apresentar comportamento cadtico, porém apresen-
tam caos e regularidade no mesmo espaco de fases para determinados valores de algum

parametro de controle.

Neste trabalho foi tratado do caos em sistemas bidimensionais e conservativos, em
especial, o sistema conhecido como rotor pulsado e o mapa originado da discretizacao das
equacoes canonicas do movimento por meio de seccoes de Poincaré: o mapa padrao. O
principal interesse foi a investigacao dos mecanismos geradores de caos em sistemas de

baixa dimensionalidade bem como um procedimento chamado sombreamento.

Em especial, os sistemas hamiltonianos apresentam espacgo de fases com regioes dis-
juntas para alguns valores de seus parametros de controle. No mapa padrao, verificou-se
a existéncia destas regides principalmente apdés K¢ =~ 0,971635406 quando o ultimo toro
racional é quebrado e as érbitas comecam a escapar para o mar caodtico, fato que esta de

acordo com a literatura.

A presenca praticamente completa de caos para K > 1 pode ser verificada, quando
visivelmente o mar cadtico toma conta do espaco de fases, fato observado claramente por

um histograma de frequéncias das variaveis.

Por outro lado, para K pequeno verificam-se a existéncia de ilhas de regularidade e
a ocorréncia de aprisionamento das érbitas, fato também verificado por um histograma
de frequéncias das varidveis. A rigor, observa-se a existéncia de aprisionamento das ér-
bitas por meio da distribuicao dos expoentes de Lyapunov a tempo finito, que apresenta
um pico adicional, como se houvesse um segundo “mar cadtico” entre uma ilha e o mar

propriamente dito, observacao que também esta de acordo com a literatura.

O sombreamento corresponde ao fenomeno em que trajetérias reais do sistema som-
breiam, isto é, permanecem arbitrariamente proximas das trajetorias ruidosas por algum

tempo. Esta proximidade das trajetorias - real e ruidosa, respectivamente - permite infe-
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rir que as solucoes numéricas obtidas sao validas. Mais ainda: que a ocorréncia de caos
nao é devido a erros numéricos introduzidos de calculos computacionais em sistemas nao-
lineares. Assim, como no mapa padrao obtém-se uma distancia média de 8, ~ 10719 por
N ~ 107 iteradas, pode-se afirmar que as trajetérias obtidas sdo validas dentro daquele

tempo e com uma precisao Oy, a chamada distancia de sombreamento.

Sistemas como o do rotor pulsado sao idealizagoes por dois motivos: o primeiro por nao
ser possivel ter controle sobre a forga impulsiva de tal modo que o sistema possa ser mo-
delado por uma forca dependente de uma funcao delta. O segundo é que sao desprezadas
quaisquer outras interacoes e qualquer atrito. Por outro lado, um sistema aparentemente
simples d& origem a um comportamento complexo, onde para uma faixa consideravel do
parametro de controle ha comportamento cadtico. Além do comportamento cadtico, o
que exige que os pontos periddicos sejam densos no conjunto, ocorrem emaranhados ho-
moclinicos e heteroclinicos das variedades estavel e instavel de pontos de algum periodo
do mapa. Contudo, tangéncias entre as variedades estével e instavel - sejam homoclinicas
ou heteroclinicas - impossibilitam a estrutura continuamente hiperbdlica do espaco de
fases. Consequentemente, as propriedades que dependem desta estrutura hiperbélica sao

prejudicadas.

O fato do sistema nao ser hiperbdlico possibilita a ocorréncia de “glitches”, ou seja,
regioes onde ha quebra de sombreamento, invalidando as solugoes numéricas obtidas. De
fato, o lema do sombreamento exige estrutura hiperbélica. Por outro lado, o teorema do
sombreamento nao exige a estrutura hiperbdlica. No entanto, o sombreamento perma-
nece valido em sistemas nao-hiperbélicos enquanto a trajetéria permanecer em regioes de
hiperbolicidade. No caso do mapa padrio, um tempo minimo de N ~ 107 é um tempo
consideravelmente grande, em comparagao com o sistema fisico em si, onde é possivel ter

uma ideia de escala de tempo.

Rigorosamente, provar a existéncia de sombreamento mesmo em sistemas cujo espacgo
de fases nao apresenta estrutura hiperbdlica exige uma combinacao dos processos de con-
tencao e refinamento apresentados. A contencao garante a existéncia de trajetorias reais
do sistema dentro de uma dada precisao e o refinamento permite obter érbitas menos
ruidosas, o que torna possivel a implementacao numérica dos procedimentos apresenta-
dos. Esta combinacao exige dois fatores importantes: a transitividade de paralelogramos
adequadamente construidos em torno de cada ponto da orbita e a decomposicao de quan-
tidades, como o erro passo-a-passo e a correcao numérica, em uma direcao estavel e outra

instavel, tornando o calculo computacional e a implementacao do processo de sombrea-
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mento possiveis.

Destas verificagoes, é possivel afirmar entao que caos nao é devido a erros numéricos
cometidos em um calculo computacional, afinal espera-se obter as mesmas figuras para
o espaco de fases, por exemplo, do mapa padrao nas regioes onde o sombreamento é

garantido apenas pelo “deslocamento” dos pontos por uma quantia 0.

Verificou-se também o emprego do método de Schmelcher-Diakonos (SD) para encon-
trar Orbitas periddicas instaveis em mapas hamiltonianos. No mapa padrao o método
é aplicavel e os pontos periddicos encontrados estao de acordo com os testes numéricos

realizados e com a simetria do mapa.

A utilizacao racional do método SD para encontrar as Orbitas periddicas instaveis
consiste em uma estimativa do tempo de deteccao dos pontos bem como da estimativa
do valor critico para o parametro de estabilizagao, limitado pelo maior autovalor em
moédulo.  Contudo, neste trabalho foi empregada a seguinte sistematica: o ntmero de
pontos detecctados para um dado valor do parametro de estabilizacao e do tempo de
deteccao foi verificado. Se pontos adicionais nao sao detectados para valores maiores do

tempo e menores do parametro, entao obtém-se os valores criticos.

Por outro lado, é possivel obter um limite inferior para o tempo de deteccao e um limite
superior para o parametro de estabilizacao em sistemas hamiltonianos, e, em especial, no
mapa padrao. Este ponto é deixado como uma sugestao para trabalhos futuros com
estudos das orbitas periddicas bem como esta estimativa para as érbitas periddicas em

redes de mapas hamiltonianos acoplados.

Outra sugestao de trabalhos futuros consiste no estudo mais aprofundado das varie-
dades, iniciando pelas interseccoes, um aparente “paradoxo determinista”, embora nao
constitua de fato um paradoxo. O questionamento das interseccoes e importancia das
mesmas e das tangéncias em sistemas dinamicos nao-lineares de baixa dimensionalidade
conduz a obtencao de propriedades importantes como a lei de escala para a vizinhanca li-
near, apresentada no capitulo 3. Ainda nesta linha, pode-se verificar se ha alguma relacao
- ou lei de escala - para a vizinhanga linear com relacao a algum parametro de controle,

para algum valor de corte do raio €.
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APENDICE A -- O Método da
Transformacao de
Estabilidade

Conforme comentado no capitulo 3, este método constitui um dos resultados mais for-
tes associados ao calculo computacional das érbitas periddicas instaveis. Este método foi
proposto inicialmente por Schmelcher e Diakonos em 1997 [15,16,34]. Neste apéndice sera
apresentado o método contendo sua interpretagao geométrica. Para tanto, exemplifica-se

com o mapa de Tkeda [2,3,35].

Considere um sistema dinamico inteiramente caético, no sentido de apresentar somente

pontos fixos instaveis, denotado por:

'//U Iy = f(l‘n), (Al)
onde o indice U representa “instavel”, do inglés “unstable”.

Autovalores da matriz jacobiana associada a um ponto fixo ou a uma orbita periédica
(que é ponto fixo para alguma iteracdo do mapa) no mapa (A.1) apresentam parte real
maior do que a unidade, em mdédulo. O método consiste em efetuar uma transformacao
linear partindo do sistema original, de modo que os autovalores da matriz jacobiana
associada aos sistemas transformados tenham parte real menor do que a unidade, em
moédulo. Além disto, se r* for um ponto fixo do mapa (A.1), entdo devera ser ponto
fixo também dos sistemas transformados. Isto significa que deseja-se alterar somente a

estabilidade do ponto, mas nao sua posicao, que permanece sendo r*.

Mais ainda, um ponto fixo dos sistemas transformados também deve ser ponto fixo
do sistema original. Exige-se, portanto, que estas transformacoes sejam lineares, para
garantir que sejam biunivocas. Logo, é possivel escrever os sistemas transformados como

sendo:
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My Ty =T+ A [f(r,) — 1], (A.2)

onde {Mg;} denota o conjunto de transformagoes possiveis e o indice S representa “estavel”,
do inglés “stable”. Deve ser 6bvio, como foi afirmado no capitulo 3 que estas relacoes sao
biunivocas em relagao ao sistema original. Basta que r,, =r* para verificarmos que pontos
fixos em um sistema serao pontos fixos em outros sistemas. E necessario, contudo, que o

conjunto de matrizes de estabilizacao Ay sejam nao-singulares.

Naturalmente é possivel trocar f(r,) pela p-ésima iterada do mapa, aqui p denotando
alguma iterada com p > 1. Em especial, tratando-se de um ciclo-p. Se isto for feito, entao

uma Orbita periddica é estabilizada.

O numero de matrizes Ay para a estabilizacao de um ponto fixo cresce com a dimensi-
onalidade do sistema. Com o intuito de encontrar estas matrizes, inicialmente encontra-se
uma relacao entre as matrizes jacobianas dos sistemas transformados e a matriz jacobiana

do sistema original. Para a ilustragao, considere um sistema bidimesional

My L X1 = 1 (xna)’n)a Ynt+1 = f2(xnayn)- (A.3)

A transformagao do sistema se dd pela expressao (A.2), com r, = (x,,y,). A matriz

jacobiana do sistema original se escreve

Dty = | 5% (A4)

2

onde x! = x e x> =y. Para os sistemas transformados:

DM, = {ai} . (A.5)

J
or;,

Com efeito, é imediato perceber a relagao entre as matrizes jacobianas:

My : DMy = b+ A (DAY — 1), (A.6)

sendo I, a matriz identidade de ordem 2. Por definicao, a matriz D.Z;, é diagonalizavel,
real e invertivel. Como o sistema original trata-se de um sistema cadtico por hipotese,
entao D.#Zy deve apresentar no minimo um autovalor com parte real maior do que a

unidade, em médulo.
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A seguinte parametrizacao pode ser efetuada
Ay =9Cy (A.7)

de modo a encontrar as formas possiveis para a matriz de estabilizacao. O parametro ¥
corresponde ao parametro de estabilizacao e C;; = O(1). Isto significa que estas matrizes

pertencem ao grupo ortogonal e que seus elementos sao {0,£1}.

O objetivo é assegurar que o termo Cy(D.#y — ) apresente autovalores com partes
reais negativas e, consequentemente, com uma escolha adequada do parametro de esta-
bilizagao, os autovalores de (A.6) apresentem partes reais menores do que a unidade, em
modulo. Esta é a esséncia do método. Sua incrivel simplicidade torna o método extrema-

mente elegante.

O parametro de estabilizacao deve ser tal que 0 < ¥ < 1 para garantir a estabilizacao

de uma 6rbita.

Para verificar a razao pela qual se pode assumir Cy = [C;;] do grupo ortogonal O(1),
cabe observar que para uma dada D.#y, é possivel encontrar uma matriz involutéria
C,% = Iy, tal que Cy(DA#y — Iy) = A tenha autovalores com parte real negativa. Como
assumiu-se que D.Zy é diagonalizavel, também sera D.#y — Iy = B. Portanto existe uma

transformacdo similaridade P tal que P~!BP = Bp seja diagonal, ou seja,

p~'APp = P CBP
= P ' PBp. (A.8)

Como consequeéncia, é possivel escolher uma matriz involutéria Cj definida por Cy =
PCpiP~ !, com Cpy sendo diagonal, de modo que seus autovalores tenham parte real ne-

gativa.

A questao agora é do nimero de transformacoes necessarias para que a estabilizacao
ocorra. Seja ay o numero de matrizes necessarias para estabilizar algum ciclo. Retor-
nando ao exemplo bidimensional, a matriz jacobiana - e todas as matrizes empregadas
nesta discussao - sao de ordem 2. Como ja foi demonstrado ser Cy ortogonal com elementos
{0,£1} entao existem oito possibilidades para as matrizes Cy. Para sistemas unidimensi-
onais, existem apenas dois valores possiveis: +1. Logo, o nimero de matrizes necessarias
para a estabilizagao ¢é

ay =N12V, (A.9)

sendo N a dimensionalidade do sistema. O ntimero de matrizes cresce rapidamente com
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N. Até N =3, hd um valor aceitdavel de matrizes, embora sua implementacao torne-
se mais complexa. E possivel demonstrar, por meio de consideracoes geométricas, que
em geral um nidmero menor de matrizes é necessario para efetuar a estabilizacao. Para
sistemas bidimensionais, apenas cinco das oito matrizes sao necessarias, pois as outras

trés estabilizam um mesmo conjunto de pontos.

O numero de iteradas também influencia na obten¢ao dos pontos fixos do mapa. Isto
significa que um tempo maior sera consumido com ciclos em que p > 1. O parametro
¥ esta diretamente relacionado ao tempo necessario para detectar um ponto fixo. Ja
foi comentado que ¥ deve ser suficientemente pequeno. No entanto, mais passos serao
necessarios no método iterativo para que ocorra a estabilizagao dentro de um critério de

parada, isto é: ||r, 41 —r,|| < &, onde usualmente & ~ 10715

Um critério pode ser empregado para determinar o valor méaximo do parametro de
estabilizacao que corresponde ao caso em que um dos autovalores da matriz D.#; assume
valor unitario. Neste caso, se Unmax corresponde a este limite superior, entao sabe-se
que 0 < ¥ < Ypax. O algoritmo para deteccao dos pontos fixos é relativamente simples.
Descreve-se como foi empregado para o mapa padrao, mas que pode ser utilizado para

outros mapas.

1. Percorre-se o espaco de fases do sistema e uma condicao inicial é escolhida, que sera

semente para o método;
2. Uma matriz das ay matrizes é escolhida;
3. Itera-se o sistema (A.2) partindo da condigao inicial obtida anteriormente;
4. Se a solucao convergir dentro do critério de parada, entao o valor obtido é impresso;
5. Retorna ao passo 2;

6. Quando o numero de matrizes testadas for igual a ay, entao vai para o passo 1 até

que todo o espago de fases tenha sido percorrido;

7. Os procedimentos anteriores sao efetuados para um nimero de iteradas maior para
o método e para ¥ menor. Se nenhum ponto adicional for obtido, entao foram

detectadas, em principio, as orbitas desejadas. Caso contrario, continua o processo.

Como pode ocorrer de transformacoes diferentes estabilizarem pontos em comum,
pode ser vantajoso do ponto de vista computacional, estabelecer um algoritmo para veri-

ficacao da igualdade entre os pontos obtidos a cada convergeéncia.
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Para o mapa padrao, empregou-se ¥ = 0,01 para pontos de periodo 2 com n = 10*

iteradas, com n aumentando e ¥ diminuindo a cada periodo.

A.1 Digressao sobre o Efeito das Matrizes de Esta-
bilizacao

O objetivo nesta secao é interpretar geometricamente o uso das matrizes C;. Para
tanto, considere o mapa de Ikeda, estudado inicialmente por K. Ikeda com o objetivo de
analisar a propacao de ondas eletromagnéticas em um meio nao-linear [35]. Considere
uma cavidade éptica como a da figura A.1.

M1 M2

M3 M4

Figura A.1: Cavidade 6ptica para estudar a resposta das ondas eletromagnéticas em relagdo a um meio
nao-linear. Os espelhos M; (i =1,2) sdo parcialmente refletores e M; (j = 3,4) sdo totalmente refletores.

A discretizagao do campo elétrico conduz ao mapa definido de maneira que z,41 —
f(zn), tal que f: C — C,

v
=a+bzexp|ik———— |, A.10
<n+1 Zn EXP ( 1+ ‘Zn‘2> ( )

sendo K um parametro associado ao deslocamento de fase com a cavidade vazia e vV o
parametro de nao-linearidade, associado ao meio dielétrico. A refletividade dos espelhos
M, e M, é controlada pelo parametro b e o campo elétrico do feixe de laser apds o espelho

M, é dado pelo parametro a.

As componentes sao obtidas entao tomando a parte real e imaginaria, respectivamente,

do mapeamento no plano complexo (A.10). Com o auxilio da identidade de Euler
¢ = cos@+isenb, (A.11)

o mapeamento complexo pode ser escrito como:

Xp+1+ iVnt1 = a+ bx, cosw, — by, senw, + ib(senw,, + y, coswy,), (A.12)
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sendo

\%

1+ /x2+y2

Wy =K — (A.13)

e i a unidade imagindria.

Naturalmente, |z,| = 2z, = x> +y2. Fisicamente, w, corresponde a fase do sinal éptico.

O mapa Ayeda fica definido por:

Xni1 = Re[z11] = a+ b (x,cosw, — y,senwy,)

Yn+1 = Im|z,41] = b (x, senwy, + y, coswy) (A.14)
\%

Wy =K——L
" /23433

sendo x,, y, e wy, reais.

(a)

£ ()

Figura A.2: Uma 6rbita do mapa de Ikeda no espago de fases para (a) b=0,7 e (b) b=0,9. As
componentes do campo eletromagnético apresentam uma resposta nao trivial proeminente para b =0,9.

Efetuando a transformagao de coordenadas de (A.2), sdo obtidos cinco mapas, que
iterados devem fornecer os pontos fixos do mapa p vezes iterado.

Na figura A.3 sdo apresentadas as érbitas instéveis de periodo dois (em vermelho) e

trés (em azul) para o mapa de Ikeda com os parametros da figura A.2b.
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Figura A.3: Tlustragao da aplicacdo do método SD para encontrar pontos de perfodo 2 (em vermelho) e
3 (em azul) no mapa de Ikeda com os pardmetros da figura A.2b.

A.1.1 A Interpretacao Geométrica das Matrizes de Estabiliza-
cao

Considere novamente o mapa de Ikeda. O campo vetorial é definido por Vy =111 —r1,.
As matrizes Cy sao responsaveis por processos consideravelmente simples: correspondem a
rotacoes e reflexoes dos vetores no espago. Note que, no caso bidimensional, por exemplo,
sao matrizes de permutacao e rotagao. Consequentemente, o produto ¥C; corresponde
a uma transformacao de escala. As figuras seguintes ilustram o efeito da aplicagao da
matriz C; = I sobre o campo vetorial do sistema original Vi;. O campo vetorial de cada
um dos sistemas transformados é dado por: Vg, = 9C;Vy. Para a ilustragao, Vg1 = 0L Vy.
Note a reflexao e rotacao seguida da transformacao de escala em torno do ponto fixo
(xk,v%) =(0,5328;0,2469). Para os pontos de periodo 1, basta ¥ =0, 1 no mapa de Ikeda.

A.2 A Formulacao Continua da Transformacao de
Estabilidade

Finalmente, existe uma formulacao continua para o método de Schmelcher-Diakonos.
De acordo com o discutido, o método na forma apresentada é extremamente dependente
do parametro de estabilizacao ¥ no caso de mapas. Isto acarreta um tempo grande para

as simulagoes empregadas. Assim, mesmo no mapa de Ikeda, pontos de periodo p > 10,
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05 B

05 F -

25 L L L L
05 o 05 1 15 2

Figura A.4: Campo vetorial associado ao sistema original V.

1 T T T T
05 - R NNE. \}‘ -
e T H ‘s Jﬁw ‘],/ l i\ﬁi
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or — _-_:'... :// a . - / b
= - _ e g
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a5+ = g 4
= ﬁ # f\1 a0
1k T e .
”1 4 .‘ \ — e - //-r
\\ \\ - el
45k \\ " .
=T T - - ..
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25 . . . .
05 [n] 05 1 15 2

Figura A.5: Efeito da primeira matriz C; sobre o sistema original.
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por exemplo, tomam muito tempo, pois exigem ¥ < 1 e n>> 10°.

Para contornar este problema e retirar a dependéncia do parametro de estabilizagao
no método apresentado, usualmente faz-se:
. Ip+1 — Iy .
lim ———— =1 = Ci|f(r) —r]|. A.15
tim L () —x (A.15)

A expressao (A.15) deve ser resolvida com algum integrador do tipo preditor-corretor

e suas solucoes fornecem os pontos estabilizados.

A.3 Os Expoentes de Lyapunov

Apresentou-se no capitulo 3 uma expressao que relaciona a medida com as érbitas

periddicas instaveis.

Os expoentes de Lyapunov também podem ser obtidos por meio das érbitas periddicas
instaveis. Sabe-se que para n grande, o mapeamento sera formado unicamente de érbitas
periddicas instaveis imersas no conjunto invariante. Assim, conforme comentado no capi-
tulo 3, ha a possibilidade de fazer uso das dérbitas peridédicas para n — oo com a finalidade
de obter os expoentes de Lyapunov. Analogamente, se o periodo p — o a expressao geral

fica:

1
hp=1imY ——1 i), Al
12 pgrgo;/h(rip) 0|21 2(rip)] (A.16)

onde r;, denota o i-ésimo ponto fixo da p-ésima iterada do mapa e A; corresponde aos

autovalores ordenados de maneira decrescente da matriz D.#s;, calculada no ponto fixo

Lip.
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APENDICE B - Fractais e o Conjunto de

Cantor

Muitas estruturas geométricas geradas por mapas cadticos sao extremamente comple-
xas. Um mapa ¢ dito cadtico se apresenta todas as condicoes que possibilite o comporta-

mento cadtico de suas drbitas.

Espagos de fases de sistemas cadticos podem apresentar uma estrutura geométrica
bastante complexa. Consiste de uma estrutura que se repete com a variacao da escala,

apresentando uma propriedade chamada autossimilaridade.

De maneira informal, conjuntos que apresentam uma certa complexidade e a propri-

edade de autossimilaridade sdo chamados de fractais.

Uma construcao fractal muito utilizada para fins didaticos é a construcao do conjunto
de Cantor do ter¢o médio. O nome é devido ao matematico russo George F. L. P. Cantor
(1845-1918). Inicialmente serd apresentada a constru¢do do conjunto, que é bastante

simples, e entao discutir-se-ao algumas caracteristicas deste tipo de conjunto.

A rigor, existem definigoes para um conjunto de Cantor, de tal modo que dado um

conjunto fechado qualquer, é possivel determinar se é um conjunto de Cantor ou nao.

A construgao deste conjunto é feita da maneira como decrita a seguir. Inicialmente,
parte-se do intervalo [0, 1], representado pela linha continua na figura B.1. A cada passo,
deve-se dividir este intervalo em trés subintervalos de igual tamanho. Assim, se o compri-
mento inicial for ¢, entao no préximo passo cada subintervalo terd um comprimento ¢/3.
No caso ilustrado - e na construcao original de Cantor - £ = 1. Deste modo, o comprimento

de um subintervalo na segunda iterada é 1/3.

O préximo passo na construgao deste conjunto consiste em retirar a particao central
do subintervalo. Na primeira iterada, sera retirada uma parte, que é justamente a segunda

das trés partigoes.



124

No terceiro passo cada subintervalo sera particionado em trés, de maneira que o com-
primento de cada intervalo resultante seja 1/3% =1/9. Aqui, serdo retiradas duas partes
médias. Assim, na i-ésima iterada, terao sido retiradas i particoes e o comprimento de

um subintervalo serd 1/3.

0 1

Figura B.1: Tlustragao das iteradas que formam o conjunto de Cantor.

Quando i — o, 0 comprimento de um subintervalo serd nulo, embora o nimero de
particoes tenda ao infinito. Além disto, se a terceira iterada for amplificada, por exemplo,
da ilustragao B.1, ndo serd possivel distinguir a figura ampliada da “condicao inicial” [0, 1].
Isto vale para a i-ésima iterada também. E esta invaridncia com a escala que é chamada

de autossimilaridade.

Um conjunto de Cantor fica definido como um conjunto fechado que consiste inteira-
mente de pontos de fronteira, cada um sendo um ponto limite do conjunto. Naturalmente,
tratamos aqui de intervalos abertos no sentido (a,b) e intervalos fechados no sentido [a,b].

Ou seja, se x é um ponto pertencente ao intervalo fechado [a,b], entdo a < x < b.

Um ponto P é dito um ponto interior de um conjunto A se existe uma vizinhancga
Ne = {x:|]x—P|| < €} contida inteiramente em A. O ponto P é um ponto limite de um
conjunto A se toda vizinhanca Ng de P contém pelo menos um ponto no conjunto A. Isto
é equivalente a dizer que existe uma sequéncia de pontos distintos xj,x2,... € A tal que
lim, ,x, = P. Um ponto P é um ponto de fronteira de A se toda vizinhanga Ng de P

possui pontos que estao em A e pontos que nao estao em A.

Teorema 7 Todo conjunto aberto nao vazio e limitado A pode ser representado como
a soma de um numero finito de intervalos abertos ou um niumero infinito contdvel de

intervalos abertos disjuntos. Isto é:

A=Y (ax,by) (B.1)

k

A medida de Lebesgue do conjunto aberto A fica definido por:

u(A) =Y (b — ). (B.2)



125

Teorema 8 Um conjunto fechado B pode ser obtido a partir de uwm conjunto fechado
pela remocao de uma familia finita ou infinita contdvel de intervalos abertos disjuntos.

Consequentemente o conjunto pode ser assim representado:

B = [a,bi] =Y (ax, br)- (B.3)
R

A medida de Lebesgue do conjunto fechado B da definicao acima fica definido por:

n(B) = (b_a)_;(bk—ak)- (B.4)

Um conjunto de Cantor é fechado. De acordo com a definicao acima, o conjunto de

Cantor do ter¢co médio tem medida de Lebesgue nula.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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