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Resumo

Neste trabalho estuda-se a existéncia e unicidade local de solu¢ao do problema misto

associado ao sistema nao-linear abstrato

u +Au+M(-, || AY2u [|HAu+0 = f,

: : (1)
0 +A0+u =g,

onde A é um operador auto-adjunto e positivo num espaco de Hilbert separavel H e M

uma funcao real.

Palavras-Chave: Solugao Fraca Local, Integral Hilbertiana, Sistema Nao

Linear.
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Abstract

In this work study the local existence and uniqueness of solution for the

mixed problem associaded to the nonlinear abstract system

u' +Au+M(- || AV P)Au+0 =1,
0'+A0+u =g,
where A is a positive self-adjoint operator in a separable Hilbert space H and

M is a real function.

Key-Works: Local Weak Solution, Integral Hilbertiana, Non Linear Sys-

tem.
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Introducao

Nesta dissertagao estudamos o sistema (1) supondo A um operador positivo,
auto-adjunto definido num espaco de Hilbert separavel H e, fixado um ntimero
real T > 0, M € C([0, T] x [0, +00)) uma funcao satisfazendo hipéteses adequadas.
A primeira equagao do sistema (1) no caso concreto quando A = —A, M =
M( [4 || Vu(x,-) ||* dx) e 6 = 0, é o modelo nao-linear das vibragoes transversais
da corda elastica presa nos extremos, isto é, a equacao

0*u

3¢ — Au — M(JQ | Vu(x,-) [|* dx)Au = f, (2)

onde denotamos por A o operador de Laplace, V é o operador gradiente e M

é uma funcgao real definida em [0, +00).

A equagao (2) no caso onde M € C!([0, +00); R) com M(&) > 0 foi estudada por
Matos [31] em um dominio aberto O C R" limitado ou nao. Em tal trabalho
o autor fez uso do Teorema de Diagonalizagao, cf. Capitulo 2. Em Clark and
Lima [8], o qual é o artigo base desta dissertagao, os autores generalizam o

trabalho de Matos [31] ultilizando as mesmas tecnicas.

Problemas relacionados com a equagao (2), mais precisamente a equagao

0*u

32 (PO—FPJIIVu(x,-)IIde)Au:0, (3)
foram estudados por diversos autores os quais, entre outros, citamos: Arosio
and Spagnolo [1], Dickey [10], Lions [21], Medeiros and Milla Miranda [29],
Matos [30], Menzala [33], Nishihara [37]. Todos os autores citados acima
trabalharam no caso em que O C R"™ é um dominio limitado ou no modelo
abstrato

u 4+ Mo (JAY2u?)Au = f, (4)

1



Sumario 2

supondo que o operador A tem espectro discreto e usando métodos de com-
pacidade, exceto em Matos [30] e Dickey [10] . Segundo Matos [30], a fim de
tratar do caso abstrato quando nao temos compacidade o Professor J. L. Lions
propds estudar o modelo (4) fazendo uso do Teorema de Diagonalizagao para

operadores auto-adjuntos e coercivos.

Neste trabalho estudamos o sistema (1) independente de compacidade,

seguindo as idéias do Professor J. L. Lions.
O plano de apresentacao desta dissertagao é o seguinte:

No Capitulo 1 listamos alguns resultados classicos, os quais serao enunciados
sem demonstracao e com indicagoes das referéncias para possiveis consultas,

e fixamos notagoes que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

No Capitulo 2 apresentamos de maneira clara os conceitos e resultados uti-
lizados em todo os capitulos seguintes. Definimos os campos de espagos de
Hilbert e a Integral Hilbertiana relativa a tais campos. Estudamos ainda os
espacgos Hy, @« € R, bem como algumas de suas propriedades. Enunciamos e
demonstramos o Teorema de Diagonalizagao, o qual desempenha um papel

fundamental em toda esta dissertacao.

No Capitulo 3 provamos o principal resultado desta dissertagao: o Teorema
de Existéncia de Solugao para o sistema (1). A idéia da prova pode ser resum-
ida como segue. Em primeiro lugar consideramos para cada € > 0 o sistema

perturbado
w4 Acte + M | AL Pue [PAcue + 00 =1, -
0. +A0.+u. =g,
onde A, = A+¢€l é um operador auto-adjunto e coercivo, isto é A, > el. Assim
A esti nas condigoes do Teorema de Diagonalizagao e formalmente aplicamos

o operador de diagonalizacao U. ao sistema (5) obtendo

\)g + )\Ve + M(v || Ve(') ||%/2))\Ve + d)G = fe = ue(f)’
be +Abe + Ve = ge = Ue(g),



Sumario 3

onde v = U(u.) e p. = U(O.). Notemos que a solugao de (5) sera dada por
(Ue,0e) = (U (ve), U (de)), sendo o par (ve, ) uma solucao de (6). Na Secgao
3.1 estudamos o Problema Truncado associado a (6), ou seja, para cada k € N
buscamos uma solucao (vek(t, A), der(t, 7\)) de (6) tal que vex(t,A) = der(t,A) =0
para quase todo A € [k,+00). Na Secao 3.2 obtemos estimativas, validas para
t € [0, Tol, independentes de k e € e, obtemos uma solugao local de (6) como
limite das solugoes truncadas (vek(t, A), der(t, 7\)) quando k — +oo. Na Segao 3.3
obtemos via Teorema de Ascoli-Arzela uma solucao local de (1) como limite de

(5), numa topologia apropriada, quando ¢ — 0*. Na Sec¢ao 3.4 demonstramos

um resultado de unicidade.

No Capitulo 4 aplicamos os resultados obtidos no Capitulo 3 considerando

A =—A.

Encerramos com um Apéndice, apresentando alguns elementos da Teoria
Espectral que achamos necessarios para um melhor entendimento desta dis-

sertacgao.



Capitulo 1

Notacao e Resultados Preliminares

Neste capitulo fixaremos as notagoes e apresentaremos alguns resultados
importantes para o cerne deste trabalho. Alguns resultados nao serao demon-
strados, no entanto daremos referéncias onde as mesmas poderao ser encon-

tradas.

1.1 Resultados Auxiliares

Teorema 1.1. (Beppo Levi) Seja (f,,) uma sequéncia crescente e nao-negativa de fungoes

mensurdveis tais que f = limf,. Entdao

szlimjfn.

Demonstragao. Ver [40)]. O
Corolario 1. Sejam (f,,) uma sequéncia nao-negativa de func¢ées mensurdveis e f =
+o00
an. Entao
n=1

+o0

J f=) an.

n=1

Demonstragao. Ver [40]. O

Teorema 1.2. (Convergéncia Dominada) Seja g : E — R uma fungao integrdvel sobre um
um espaco mensurdvel E da reta e seja {f,.} uma sequéncia de funcoes reais integraveis
definidas em E tais que

| fa(x) < g(x), g.s. em E, V.

4



Capitulo 1. Notacao e Resultados Preliminares )

Se {fn} converge quase sempre em E para uma funcao mensurdvel f : E — R, entdo f é
integravel sobre E e
lim J fn :J f.

Demonstragao. Ver [40]. O

Teorema 1.3. (Radon - Nikodym) Sejam w e v duas medidas positivas, o-finitas definidas
numa o-Algebra MM e suponhamos que v é absolutamente continua com relacio a W, isto
é, se E € M e nw(E) =0, tem-se v(E) = 0. Nestas condi¢coes existe uma func¢ao nao
negativa g € L*(u) tal que

v(E) :J gdu, V E € M. (1.1)

E

Demonstragao. Ver [40]. O
Teorema 1.4. (Limitagao Uniforme) Sejam E um espagco de Banach e F um espago
normado. Seja {Tx}lxea uma familia de transformagoes lineares continuas de B em F tal

que para cada x € E,

sup || Tax [[F< 00.
x€A

Entao,
sup || Ta [le(e.p) < oo.
xEA
Demonstragao. Ver [2], [15] ou [39]. O

Teorema 1.5. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja E um espago normado. O conjunto

B<1(0,X) ={x € E;|| x ||[e< 1} € compacto na topologia fraca-*.
Demonstracao. Ver [2], [15] ou [39]. O

Corolario 2. Sejam E um espago normado separdvel e (f,) uma sequéncia fortemente

limitada em E . Entdo (fy) possui uma subsequéncia que converge fraca-*.
Demonstragao. Ver [15]. O

Teorema 1.6. (Representacao de Riesz-Fréchet) Sejam (H; (,)n) um espaco de Hilbert e

H’ seu dual topologico. Dada ¢ € H', existe um unico elemento f € H tal que
< @,v>=(f,v)y, VveH.

Além disso

I =l flne -
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Demonstragao. Ver [2], [15] ou [39]. O

Teorema 1.7. (Lema de Riesz - Lorch) Sejam (H, (+,-)) um espago de Hilbert e (Hy )nen
uma sequéncia de subespagos de H, dois a dois ortogonais gerando H, isto €, Z H, =H.
Se u € H representaremos por W, sua projecao sobre Hy. Seja (An)nen uma sequéncia
de operadores lineares com dominio e imagem em H tais que, para cadan € N, A, reduz-
se em Hy a um operador limitado e auto-adjunto de H,, em Hy. FEntao, existe um e
somente um operador linear auto-adjunto A com dominio e imagem em H, em geral nao

limitado, cuja restri¢ao a Hy € igual a A,. Seu dominio D(A) € constituido pela colegao

+o0o
de vetores w € H tais que a série Z | Anun ||* € convergente. Para todo u € D(A)
=1
+oo "
tem-se Au = Z Anln.
n=1
Demonstragao. Ver [25]. O

Teorema 1.8. (Ponto Fizo de Banach) Se M é um espago mético completo, toda con-
tracao f: M — M possui um tinico ponto firo em M. Mais precisamente, se escolhermos
um ponto xg € M e pusermos x; = f(Xg), X2 = f(x1), ..., Xns1 = f(Xn), ... a sequéncia

(xn) converge em M e a = lim x,, € o tnico ponto fixo de f.
n—oo

Demonstragao. Ver [24]. O

Teorema 1.9. (Ascoli-Arzeld) Seja E € C(K,N) ={f: K = N;f ¢ continua} , onde K ¢
N sdo espacos métricos sendo, K compacto. A fim de que E seja relativamente compacto

em C(K,N), € necessdrio e suficiente que:

1° )E seja equicontinuo;
2° )Para cada x € K, o conjunto E(x) = {f(x); f € E} seja relativamente compacto em

N, isto €, toda sequéncia de E limitada admite uma subsequéncia que converge forte em

C(K,N).
Demonstragao. Ver [24]. O

Seja D um subconjunto aberto de R™™! cujos os elementos serao denotados
com (t,x) ondet € R e x € R" e seja f: D — R™ uma funcao nao necessaria-

mente continua.
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Definigao 1.1. Diz-se que f satisfaz as condi¢oes de Carathéodory sobre D se:

1)f(t,x) € mensurdvel em t para cada x fizo,
2)f(t,x) € continua em x para cada t fizo,
3)para cada compacto U C D existe uma fungao real integrdavel my (t) tal que

|f(t,X)| < mU(t)a V (t,X) € u.
Consideremos o retangulo R = {(t,x) € R™ " [t —t| < a, |[x—x¢l| < b}, a,b > 0.

Teorema 1.10. Seja f : R — R™ satisfazendo as condigoes de Carathéodory sobre R.

Entao existe uma solugao do PVI:

x = f(t,x)
x(to) = %o,

sobre algum intervalo [t — to| < B, B > 0.
Demonstragao. Ver [9]. O

Corolario 3. Seja D = [0,T] x B, onde T > 0 € finito e B = {x € R™;||x|| < b}, e f
satisfazendo as duas primeiras condigoes de Carathéodory sobre D e existe uma func¢ao

integravel m(t) tal que [f(t,x)] < m(t), V (t,x) € D. Seja d(t) uma solucao de

x' = f(t,x)
x(0) =x0, [Ixoll < b.

Suponha que em qualquer intervalo 1 onde & estd definida se tenha ||Pp(t)]] < M,
Vtel, M independente de ]l e M <b. Entao & pode ser prolongada até [0, T].

Demonstragao. Ver [9]. O

1.1.1 Desigualdades

A seguir listamos duas importantes desigualdades que serao usadas neste tra-

balho.

o Desigualdade de Gronwall
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Seja C uma constante nao-negativa e sejam u > 0 q.s. em (s, T) uma funcao

integravel em (s,T) e ¢ : (s,T) — R uma fungao continua e nao-negativa, tal

que
t
olt) < C+ | ulElo(E)de, ¥ e lsT
Entao
et) < Ceﬁu(a)da, Vtels,T).
Demonstragao. Ver [6]. O

o Desigualdade de Gronwall Generalizada

Sejam v, f : [0, T] — R fungoes integraveis, nao-negativas, e a: [0, T] — R uma
fungao continua, nao-negativa, tais que

t t

f(s)ds + J a(s)v(s)ds,

Wﬂ<w+J
0

0

onde vy é uma constante nao-negativa. Entao,

t
v(t) < (vo—l—J f(s)ds> eloals)ds,

0

Demonstragao. Ver [6]. O
o Desigualdade de Young

1 1
Sejam p e q indices conjugados, isto é, 1 <p,q < oo com —+ — = 1. Entao

1 1
ab< —aP +-b9, ¥V a,b>0.
p q

Demonstragao. Ver [5]. O
e Desigualdade de Holder

Sejam p e q indices conjugados p, q € [1,00]. Se u € LP(a,b) e v € L9(a,b),

entao uv € L'(a,b) e

b
[ Tl (12)

a

Demonstragao. Ver [40]. O
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1.2 Distribuicoes

Seja u uma funcao real mensuravel definida em um aberto O C R™ e seja
(0i)ie1 a familia constituida por todos os subconjuntos abertos O; C Q) tais que
ulo, = 0 q.s.. Considera-se o subconjunto (aberto) O = Uic;0;. Entao, u =0

q.s. em O, donde define-se o suporte de u, supp(u), como sendo o subconjunto
supp(u) =Q\ 0.

Note que supp(u) é sempre um subconjunto fechado de Q. Quando u é continua

tem-se

supp(u) = [x € Q;u(x) £ 0},

fecho este tomado em Q.
Sejam u e v fungoes numéricas, mensuraveis em Q) e 3 € K, onde K =R ou
C. Mostra-se que
supp(u+v) C supp(u) U supp(v)

supp(uv) C supp(u) N supp(v)
supp(Bu) = p supp(u), se p #0.

Sejam X um espago de Banach e fixemos sobre (0, T) & medida de Lebesgue.
Uma fungao u definida em (0, T) com valores em X é mensuravel quando existir

uma sequéncia de fungoes simples (¢,,) tal que
@n(t) — u(t), em X, quase sempre em (0, T).

Definigao 1.2. Uma func¢io w : (0,T) — X € integrdvel no sentido de Bochner ou
Bochner integrdvel, quando for mensurdvel e a fungao t € (0, T) —|| w(t) ||x € integrdvel

a Lebesgue.

T

Neste caso, a integral de Bochner de u é o vetor de X denotado por J u(t)dt
0
e caracterizado por

T T
<f,J u(t)dt> = J (fult))x xdt, VfeX
0 X’ X

0
e
i
‘ <J | u®) [ dt,

0

JT u(t)dt

0

X
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sendo X' o dual de X. Em [32] prova-se que a integral de Bochner satisfaz as
mesmas propriedades da integral de Lebesgue no que diz respeito a linearidade
bem como alguns teoremas importantes como o da convergéncia dominada e

o lema de Fatou.

Dados um espago de Banach X e um nimero real T > 0, denotamos por
LP(0,T;X), 1 < p < o0, 0 espago das (classes de) fungoes a valores vetoriais u :
(0, T) — X que sao mensuraveis a Lebesgue e tais que a aplicagao t —| u(t) ||x,
definida quase sempre em (0, T), esta em LP(0,T).

Em [P(0,T;X), 1 <p < o0, a fungao
|- lpx: LP(0, T; X) = R

dada por
T 1
o= (| 1o 18 av)?,
0
é¢ uma norma em L[P(0, T; X), o qual é Banach com a mesma.

No caso p = o0, a norma em L*(0, T;X) é dada por

| U | x= sup ess || u(t) [|x,
te(0,T)

e L*(0,T; X) com esta norma é um espaco de Banach.
Observagao 1.1. No caso p = 2 e X € um espago de Hilbert, entao 1%(0,T;X) possui

uma estrutura hilbertiana definida pelo produto interno

T
(u,v) = L (u(t),v(t))xdt, Vu,v e L%(0,T;X).

Temos que o espago de Banach LP(0,T;X), 1 < p < oo, & reflexivo se X o for.
Se X é separavel entao o dual topologico de LP(0,T;X), 1 < p < oo, & separavel
e identifica-se com o espaco de Banach L9(0,T;X'), onde 1 + 1 = 1. Neste
caso temos também que LP(0,T;X), 1 < p < oo, também é sjpargvel. Para um

estudo detalhado deste assunto ver [12], [14] ou [38].

Um outro espaco funcional que sera considerado nesta dissertagao é o espaco
C°([0,T]; X) das fungoes vetoriais u: [0, T] — X que sao continuas. Este espaco

vetorial equipado com a norma

lulco(io11:x) = tfeﬂ[(?)%{” u(t) [|x}
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é um espaco de Banach.

Por D’(0,T;X) estamos representando o espago das distribuicoes vetoriais
sobre (0, T) com valores em X, isto &, o espago vetorial das aplicagoes lineares e
continuas de D(0,T) em X, onde D(0, T) representa o espago vetorial C3°(0, T) das
funcgoes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto em (0, T), munido
da seguinte nogao de convergéncia: Uma sequéncia (u;)jcy de C3°(0, T) converge

para zero em D(0,T) quando existir um suconjunto compacto K de (0,T) tal

n
U
dtn
uniformemente em K. Quando X = R o espago D’(0,T; X) serd denotado por

que supp(uy;) C K, j=1, 2, ..., e, para cada j € N a sequéncia ) converge

D’(0,T) e denominado espago das distribuigoes escalares sobre (0, T).
Exemplo 1.2.1. Fizado uw € LP(0,T;X),1 < p < 00, defina a aplicagao
T.:D(0,T) —» X

pondo .
Tu(d) zj u(s)b(s)ds, ¥ ¢ € D(0,T).

0

Prova-se a sequir que T, € uma distribui¢ao vetorial sobre (0, T). Com efeito, em primeiro
T

lugar note que o cdlculo de J u(s)d(s)ds, representa um vetor em X, em outras palavras
0
temos que a integral na expressao de Ty, € uma integral de Bochner. Dai seque a linearidade

de Ty. Quanto a continuidade, seja (&) uma sequéncia em D(0,T), convergindo a zero
em D(0,T).Provemos que

Tu(pn) — 0 em X.

Ora, pela desigualdade de Holder temos

T T
I Taldbn) lhe = I | wls)bals)ds < | 1uls) 1] onls) | ds
! ! T
< (J I ls) I3 ds) (j [ u(s) 19 ds> Cleion

| Tu(dbn) Ix<lwlp x|| & [[Lao,T) -

T =

ou seja

Como ¢n — 0 uniformemente em D(0,T), seque que || drn ||Laom)— 0 quando n — oo,

provando a continuidadede T, em X.
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Demonstra-se usando o lema de De Bois Raymond (Ver [5] ou [26]) que
a distribuicao T,, é univocamente determinada por u, de modo que podemos

identificar u com T,, e neste sentido temos LP (0, T; X) c D'(0, T; X).

Definic¢ao 1.3. Dada uma distribuicao vetorial w € D’'(0, T; X) definimos a derivada de
ordem n de w no sentido das distribuicoes vetoriais como sendo a distribuicao vetorial

n

sobre (0,T), dT:’ dada por

dmu )

<F7 (b> = (_1)n<u’ F(S»? v (I) € D(OaT)7

Segue da definicao acima que toda distribuicao vetorial é derivavel e sua
derivada é ainda uma distribuicao vetorial. Note que para u € LP(0,T; X) tem-

se, em vista da identificacao de u com T,,, que

d'u N A
(G ®) = 21" | wls) G 5)ds, ¥ o € D07,

Os préximos conceitos e notagoes sao muito frequentes e ultilizados: sejam
X, Y dois espagos de Banach e suponha X C Y. Diz-se que X estd imerso

continuamente em Y se a aplicacao inclusao
1:X—=Y, i(x) =%, VxeX,

é continua.

Observe que isto equivale a dizer que existe C > 0 tal que:
Ix[v< Clixllx, VxeX,

onde C é a constante de imersao. Este fato é simbolizado por X — Y. Se X = Y
e X é denso em Y, diz-se que X esta imerso, continua e densamente em Y com
a topologia de Y. Se ocorrer da aplicagao inclusao ser continua e compacta
(isto é, toda sequéncia limitada em X admite subsequéncia convergente em Y),

. P C
diz-se que X é imerso compactamente em Y e denota-se X — Y.

A seguir temos alguns importantes teoremas de imersao.

Teorema 1.11. Sejam X e Y espagos de Banach e suponha X — Y. Sel < s <1 < 00,

entao

L"(0,T; X) — L®(0,T;Y).
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Demonstragao. Seja C a constante de imersao de X em Y. Dada u € L"(0,T; X) temos

que u é mensuravel e, como s > 1,
[ u(t) [3< C° [[u(t) [k, Vte(0,T). (1.3)

Ora, a funcdo numérica t | wu(t) || estd em Ls(0,T) e a funcio v(t) = 1 per-
tence a L9(0,T), onde q é o conjugado de r/s. Da desigualdade de Holder, temos que
t ]| u(t) || estd em L0, T), logo por (1.3) a fungao t —|| u(t) ||y pertence a L*(0,T),
donde u € L%(0,T;Y). Portanto, L™(0,T;X) C L%(0,T;Y). Quanto a continuidade da

imersao, temos de (1.3) que :

T

i
lulley = | Tt aes| e u s ar
0 0

T /T T
< <j C™  ult) [ dt) (j dt)

T 175 )
=CSTq[( | e 1 dt)] =T uix
0

Portanto,

sy < CT= | u o -
Assim, provamos que L™(0, T; X) < L3(0, T;Y). m

Proposicao 1.1. Se p e q sdo indices conjugados, uw € LP(0,T;X) ev € L9(0,T;X'),

entdo a fungdo numérica t — (v(t),u(t))y x estd em LY(0,T).
Demonstragio. A mensurabilidade da fungdo ntmérica t +—— (v(t),u(t))y x ¢ conse-

quéncia da mensurabilidade de u e de v. Agora sendo v(t) um funcional linear continuo

temos
[(v(t), wlt))xr x| <[ vt [ [ wlt) [Ix,

e o resultado segue da desigualdade de Holder. O]
Teorema 1.12. Sejam X e Y espacos de Banach e suponha X — Y. Entio Y — X.

Demonstracdo. Note inicialmente que Y C X', pois toda forma linear e continua em Y ¢,
em particular, linear e continua em X ja que X C Y. Seja C a constante da imersao de X
em Y e considere a aplicacao inclusdo i: Y — X'. Entdo i ¢ linear e continua. De fato,

a linearidade segue da linearidade de y'. Quanto a continuidade, temos

1)) 1=y ) I vy < € iy Hlyes
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donde
1y =l iy) [x= sup [iy)x)IKC[y [y -

[IxlIx=1

Segue que Y «— X' ]

Segue do Teorema da Representacao de Riesz-Fréchet que se Y é um espago
de Hilbert, vale
XsY=Y <X, (1.4)

Teorema 1.13. Sejam X e Y espacos de Hilbert tais que X — Y. Seu € LP(0,T;X) e

d—it € LP(0,T;Y), entao uw e C°([0, T]; X).

Demonstragao. Ver [26]. O

1.3 CaAlculo Espectral

Nesta secao apresentaremos alguns resultados da Teoria Espectral. Para
mais detalhes ver Apéndice A.

Seja H um espago de Hilbert separavel com produto interno (-,-) e norma
correspondente | - ||. Em H fixemos um operador auto-adjunto nao limitado
A. De acordo com o Teorema Espectral, existe uma tinica familia {Ey;A € R}

de projecgoes tal que

D(A) = {u € H;J AMd(Eau,u) < oo},
R

| Au = [ RaEaw: ¥ ueDA)

(Au,v) :J Ad(Eau,v), Vue D(A), veH,
R

onde as integrais acima sao integrais de Riemann-Stieltjes.

Com o objetivo de definir as poténcias do operador A, revisaremos um
pouco do calculo funcional para operadores auto-adjuntos. Inicialmente con-

sideraremos as funcgoes reais limitadas.

Seja f : R — R uma funcao limitada e integravel em R no sentido de
Lebesgue - Stieltjes, em relacao a fungao de variagao limitada p(A) = (Exu,v)

para u,v € H.
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Observagao 1.2. Pela formula de polarizagao:
(Eau,v) = —{H Ea(w+v) |24 || Ea(w—v) ||+l Ea(w+1iv) ||> — || Exlu—1iv) |1}

resulta que € suficiente supormos f integrdvel relativamente a fun¢ao real nao-decrescente
o(A) = (Eaw,w) = Eau |2, we H.
Fixado u € H considere a fungao g, : H — R dada por
+oo
gulv) = | (B ) (15)
a qual é conjugada de um funcional linear a ser definido. Segue das pro-

priedades da integral de Lebesgue - Stieltjes que g, é linear.

Vejamos que g, é limitada. Com efeito, sendo f limitada seja M = sup | f(A) |.
AER

Entao,

| guv) = J A A(Erwv) < MV (B v),

—00

onde VI2(E,u,v) é a variagao total de (Eyu,v). Ora, considerando uma particao

qualquer de R em um ntmero finito de intervalos de extremos
—00 =A< A1 < ... < A = +00,

e pondo Py =E,, —E,_,, para k=1,2, ..., n, temos que {Py}}_; € uma familia de
projecoes duas a duas ortogonais, tal que Z Pr=1e
k

n

[(Pawy) = 3 | (P, Pv) |

k=1

I\/]:

D TEawv) = (Eauv) | =
k=1

k=1
<D Pl Puv |

n
k=1

donde N
VIS (Eaw,v) = Sgpz | (B, v) = (BExwv) I w [l v I,



Capitulo 1. Notacao e Resultados Preliminares 16

isto &, | gu(v) KM | ul|v], VveH. Logo, para cada u € H fixo temos que g,
é um funcional linear limitado de H, sendo || g, ||[< M || u|. Segue do Teorema

da Representacao de Riesz - Fréchet que existe u* € H tal que

gu(v) = (u",v) = (v,u*), (1.6)

g =l (1.7)

Assim, define-se o operador f(A) em H pondo f(A)u = u*. Resulta de (1.6) que

(AW v) = (W, v) = gu () :j A A(Erw,v),
isto é,
(f(A)u,v) :J f(A)d(Exu,v). (1.8)

Da unicidade de u* temos que f(A) é linear e, além disso, por (1.7) temos:
(A= u™ =] gu [ M [ u ],
isto é,
[fAu[<MIul.
Logo, f(A) é limitado com || f(A) ||< M.
Em [25] e [35] prova-se que:
(i) f(A) é simétrico, ou seja, auto-adjunto;
(ii) f(A) > 0 se f(A) > 0;

(iii) Todas as fungoes limitadas de A sao permutaveis;

(iv) Se g:R — R satisfaz as mesmas propriedades da fungao f, entao

(f(A)g(A)u,v) = Jﬁo f(A)g(A)d(Exu,v),V u,v € H.

—00

Em particular temos
I AR 2= (AR FAT) = (1A u ) = | APl Eu,

portanto,
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Estenderemos a seguir a correspondéncia acima ao caso de fungoes nao-
limitadas. Consideremos as fungoes mensuraveis, finitas, definidas quase sem-
pre em relagao a o(A) = (Eau,u). Seja f = f(A) uma funcao desta classe, a qual

suporemos real. Tomemos os conjuntos
M ={AeR;k—1<f(A) <k},

para k € Z, e seja e (A) a fungao caracteristica de My. Segue-se que para
cada k as fungoes ey (A) e fi(A) = f(A)ex(A) sao limitadas e mensuraveis, logo
integraveis em relagao a o(A) = (Eu,u). Portanto , estao bem definidas os

operadores lineares (limitados e auto-adjuntos) ex(A) e fi(A), pelo caso ante-

+00
rior. Sendo [er(A)]? = ex(A), ex(A)ef(A) =0 para k #1le Z ex(A) = 1, resulta que
b +o00
{ex(A)} &€ uma familia de projecoes duas a duas ortogonais tais que Z ex(A) =1.
k=1

Seja Ny = ex(A)(H), o qual é um subespaco de H. Como fi (A) permuta com
ex(A), segue-se que fi(A)|n, € linear, limitada e simétrica. Assim, {Ny} e {fi (A)}
estao nas condicoes do lema de Riesz - Lorch, cf. Teorema 1.7. Portanto, ex-
iste um tnico operador linear f(A), em geral nao limitado, com dominio e

imagem em H, tal que f(A)|n, = fx(A), V k € Z. Além disso, D(f(A)) = {u € H;
+oo
Z | fi(A)ug ||*’< oo} Ora, ux € Ny, donde uy = e (A)u com u € H. Dai e do

caso limitado, mais precisamente de (1.9) temos || fi(A)u ||>= ffz [fi(A)]2d(Exu, v).

Portanto,
+o0 +00 rtoo
ueD(f(A) <= ) | filA)uy *< 0o <= ZJ [Fi(M”d(Eaw, v) < o0

o0 £
= | Y ROPdEwy) < o

—00 0

onde na tltima equivaléncia usamos o Teorema de Beppo Levi. Da definicao

de fi temos

+00 +o00 +00
D [F)P = Y [FNPlex WP = FAI? ) _lex(A)1?
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Assim,
r+oo
u e D(f(A)) < [f(A)]2d(Eaw, v) < oo.
Portanto,
r+00
D(f(A)) ={u € H; [f(A)]2d(Eau, v) < ool

Além disso, para cada u € D(f(A)) temos

fA =) f(Aw =) filAd)ex(Au=) f(A)er(A u=) fi(Au,

ou seja,
f(Au =) fiAu
Donde,
(F(AN) = Y (A) = 3 [ faEwy) = [ (B vl
ou seja,
(f(A)u,v) = J f(A)d(Exu,v), Vue D(f(A)) eVveH. (1.10)

Em [11] prova-se que

f(A)* = f(A),

onde f é a funcao conjugada de f. Como estamos considerando f uma fungao
real segue que f(A) & um operador auto-adjunto, em geral nao limitado de H

e de (1.10) obtemos
+o0o
I AR 2= | IFAPA(E ), v € DI(A)
Agora podemos definir as poténcias do operador auto-adjunto A. Notemos
que se A é coercivo, isto &, existe > 0 tal que (Au,u) > B || u ||?, para todo
u € D(A), entao Ey, = 0 para A < B, e as poténcias A%, x > 0, do operador A

podem ser definidas por meio das fungoes continuas f, : R — R, em geral nao

limitadas:
A%, se A>3,

0, se A<f3.

foc(}\) =

Neste caso, teremos

D(A%) ={u € H; J+Oo AZ*d(Exu,u)},
B
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+o0o
(A%u,v) :J A*d(Exu,v), Vue D(A%) ev e H.
B

+o00
| A%u ||?= J A**d(Eau,u), Yu € D(A%).
B

Observacgao 1.3. Com as hipdteses acima sobre o operador A obtemos da demonstra¢ao
do Teorema Espectral (Ver [35]), cujo enunciado consta no apéndice deste trabalho, que
Ex € a “soma” definida pelo Lema de Riesz-Lorch, sequndo n, de operadores limitados Ex »

tais que Exny =0 para A < B, Vn € N. Dai seque que Ex =0 para A < f3.

Observagao 1.4. Prova-se em [30], que para todo u € D(A%) e todo v € D(AY), com
v € R, vale:
+o0
(A%u, AYv) :J ASTYA(Epu,v),
B

onde A° € o operador identidade de H.

Para mais detalhes sobre Calculo Funcional ver [25] ou [35].

A seguir tem-se algumas aplicagoes do que foi visto acima, aplicagoes estas

que serao utilizadas em todo o capitulo 3.

Dado € > 0, consideremos as fungoes continuas:

A+e)*, seA>e
0, seA<e

gcxe(}\) =

Entao o operador A% = (A+€l)%, onde [ é o operador identidade de H, coincide

com gu.(A) e teremos
D(AY)=D(A%), V& >0, Ve>0;

AY > e“l,ou seja, (Alu,u) = e* || u |, VueD(AY);
+oo
(A%u, Abv) :J A+ €)*T8d(Eau,v), Vu e D(A%) eve D(A%), £>0. (1.11)
0 0
Usando o fato que J (A+e)*TEed(Epu,v) < e“*aj d(Exu,v), obtemos de (1.11)

—€
que

0 +o00o
(A%u, Abv) < ‘”EJ d(Exu,v) + J (A + €)*TEd(Exu, v), (1.12)
0

VueDA*)ND(A%), V &, & > 0.



Capitulo 2

Integral Hilbertiana & Teorema de

Diagonalizacao

Nesta segcao enunciaremos e demonstraremos o Teorema de Diagonalizagao
e estudaremos os espagos H,, x € R, que serao fundamentais para o desenrolar
de todo o capitulo seguinte o qual é o objetivo maior dessa dissertagao.

Um campo de espagos de Hilbert é uma aplicagao que associa a cada A € R
um espaco de Hilbert real H(A). Dado um campo de espacgos Hilbertianos
R 5 A — H(A), temos que um campo de vetores sobre R é uma aplicagao
A = u(A), definida em R tal que u(A) € H(A).

Denotamos por JF a colecao dos campos de vetores sobre R, o qual é um
espacgo vetorial real com as operagoes definidas a seguir: Dados u, w € J e

B € R definimos os campos de vetores sobre R, u+w e fu, pondo
(u+w)(A) =u(A) +w(A)

(B-w(A) =B ur), AeR,

onde as operacoes no segundo membro sao as operagoes de H(A). Como
H(A) é um espago vetorial tem-se que as operagoes definidas acima estao bem

definidas.

Fixemos uma medida positiva v sobre R.

Definicao 2.1. Um campo de espacos Hilbertianos A — H(A) € dito v-mensurdvel quando

existir um subespaco N de F satisfazendo as sequintes condigoes:

20
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(1) A aplicagao N —|| W(A) ||c(n) € V-mensurdvel, ¥V u € N;

(it) sew € F e a aplicagao A — (W(A),v(A))gca) € V-mensurdvel para todo v € N, entao
ueN;

(111) eziste uma sequéncia (Un)nen em N tal que para cada N € R a sequéncia (uny(N)) €

total (ou completa) em F(N).
Os elementos de N sao denominados campos de vetores v-mensura veis.

Observacao 2.1. Um exemplo de campo de espacos Hilbertianos v-mensurdvel serd dado

posteriormente na demonstracao do Teorema de Diagonalizagao.

Observacao 2.2. Uma familia (UWy)xea, onde A € um conjunto de indices, em um espaco
de Hilbert H € dita total ou completa quando dado u € H tal que (u,uy)y =0, Ve € A,

tem-se w = 0. Para mais detalhes ver [17].

No que segue a aplicagao A — H(A) denota um campo de espagos Hilber-
tianos v-mensuravel e todos os campos de vetores sobre R aqui considerados

serao v-mensuraveis.

Definicao 2.2. Um campo de vetores sobre R, u, € dito de quadrado integrdavel, com

relacao a medida v, quando

[ 100 ey avn) < oo

Seja J{;, C F a colecao dos campos de vetores de quadrado integravel com
relacao a medida v. Dados u, ve Hy e p € R, temos (u+ Bv)(A) = w(A) + fv(A),
donde

I (w+BVIA) [ < (T lacny + 1B 1 VA sein )’
=[| wA) 5cay +2 1B 1w el VA [l3cn

+ B | v(D) ||2:}c()\)a
dai,
J | (wt BVA [ dv(A) <j | ul) (2o dvn)
R R

+2[B | JR [ Ylaconll VA llaeny dv(A) + B2JR V) [3eny dvA).
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Como u, v € H, temos que J | ud) ey dvA) e J | vA) 3¢ dV(A) sao
R R

finitas. Além disso, pela desigualdade de Holder, J | W) [Jgen |l VA Jlgcay
dv(A) é finita. Logo u+pv € H,. Assim, identiﬁcando-fe dois campos de vetores
que s ao iguais quase sempre, em H,, relativamente a medida v, Hy C F denota
o subespacgo vetorial das classes de campos de vetores de quadrado integravel
com relacao a medida v.

Em H;, definimos a seguinte produto interno :

(w, v)o = JR(um,vmnmdvm), wv e HN),

o qual induz a norma:

| wflo= (JR W) (3 dV(M)

Proposigao 2.1. O espaco (U-Co, (- -)0) ¢ um espaco de Hilbert.

N

Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em Hy. Entao, dado ¢ > 0 existe
ny € N tal que para n, m > ng tem-se || Un — Uy, [[o< €. Ou seja, n, m > n, implica em
J | un(A)—um(A) [[3¢n) dV(A) < €2, donde segue que || un (A) = (A) [l3¢n)< € V—q.s.,
iéRso com n,m > ng. Assim, a sequéncia (u,(A)) é de Cauchy, v — q.s., em H(A). Como
H(A) é Hilbert, existe w(A) € H(A) tal que || un(A) —u(A) ||9¢(a)— 0 quando n — oo.
Afirmagao: O campo A — uw(A) € H(A) pertence a H!
De fato, sendo (un(A)) de Cauchy, existe n; € N tal que n,m > n; implica em

” un(7\) —um(7\) Hf}f(7\)< £ || umo(?\) ”g{(}\), com my € N fixo. Entéo,

[ un(A) [lacn) = [ WA flacon I un(A) = wm(A) [lacn < € || Wmo(A) [l3cn)

2
= wn ) (3 < (8 [t (A) flacn) + I wm (A) Jlacay >

= &% || WA [I3en) +2€ || wmo A e ]l wm A [l3cn)

+ H umo\) “12}{(7\] :

Em particular, fixando-se m; > n; e fazendo n — oo, temos

) 5 n) <& 1tma () [5en) +2€ [l ttmg (N [laeon |ty (M) [laen) + [ty (A (15

— j | w2 dvA) < e2j g (V) ey dVA)
R R

+2€J | Wme A Nlzcon | Wmy (A) [lacay dv(A) +J | Uy (A [[Fen) dV(A).
R R
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Como U, Wy, € Hy temos que a primeira e a terceira integral acima sao finitas. Ora,
as fungoes To(A) =| wmy(A) [laca) € T1(A) =|| Wiy (A) [|5¢(n) estao em L*(R). Logo, pela
desigualdade de Holder, a segunda integral é finita, donde u € Hy. Além disso, ainda
pelo fato da sequéncia (u, (A)) ser de Cauchy tem-se || wn (A) — w(A) [|2< €2 || wm, (A) ||%,
com a aplicagao A — €2 || um,(A) ||? integravel. Logo, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada temos que
|un —u ||3:J | un(A) —u(A) ||> dv(A) — 0, quando n — oo.
R
Dai, u, — u em H,. Portanto, Hy é um espacgo de Hilbert. n

O espago de Hilbert H{; é denominado Integral Hilbertiana do campo A —
H(A) e denotado por fEB FH(A)dv(A).

Suponha que a medida v tem suporte em (g, +o0), para algum A, > 0. Neste
caso podemos considerar os campos de vetores definidos apenas em (A, +00).

Dai, para cada « € R definimos o espago vetorial H{, do seguinte modo:
uecHy <= A— A*u e H,.

Define-se em H, o seguinte produto interno :
+o00
(Ve = | A )W) dVIN), v € HO),
Ao

o qual induz a norma:

2

+o0
lw o= (L A w(A) [f5en) dV(?\)> =l A% o -
0

Proposicao 2.2. O espago (9{“, (- )(X) ¢ um espaco de Hilbert e (Hy) = H_q,Va € R.

Demonstra¢ao. Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em H,. Entao, a sequéncia (A*u,)

é de Cauchy em Hy. Sendo este um espaco de Hilbert tem-se que existe u € H, tal que

| AU —u ||o— 0 quando n — oco. Ora, u = A*(A"*u) € Hy, donde A~ *u € H,.
Afirmagao:|| u, — A" *u ||—> 0 quando n — oo.

De fato, || un — A *u ||o=| A*un —u |[p— 0 quando n — oo. Logo, up, — A~ %u

quando n — oo em H,. Segue que H, é Hilbert.
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Para provar que (Hy) = H_., considere o seguinte operador o : (Hy) — H_o

definido por o(f) = A>*u¢, onde us é o tinico campo de H, tal que
<f7 u> = (uﬁ u)oc

1 {lge, =M wr flas

onde (,) denota a dualidade entre H,, e H, . Note que sendo I, um espaco de Hilbert, a
existéncia e a unicidade de um tal us segue do teorema da Representagao de Riesz-Fréchet.

. 7 . . , . . !
Prova-se a seguir que o é um isomorfismo isométrico. Com efeito, dados f,g € H, e € R

temos
(uf+ﬁg>u)oc = <f+ BQ,U> = <f7u> + B(g,U>
= (uﬁu)oc_'—ﬁ(uguu)oc
= (ur + 6ug7u)oc7
donde

(uf+ﬁgau)oc = (uf + Bugau)oca Vu € Hy.
Logo, Urrpg = Us+Pug. Assim, o(f+Bg) = A>*upypg = A*(ur+Pug) = o(f)+po(g).

Portanto, o é linear.

Além disso, dada f € 9{;( temos,
| o(F) 12 =l A% e 12 o=l A ue (5= e 5= F 15 -

Portanto,

o (f) l—a=Il T {5, -
Em particular o é injetiva. Vejamos a sobrejetividade: dado w € H_, note que u =
A2%W € Hy, pois A%u = A~ *u € Hy, visto que w € H_,. Além disso, o funcional
f: Hy — R dado por (f,v) = (u,V), esta em I . De fato, a linearidade é obvia, e além

do mais, pela desigualdade de Hollder com p = 2, tem-se
[ (Fv) =1 (us v I o[ v llac-

Como || U ||«< 400, segue que f € H . Mais ainda, pelo teorema de Riesz-Fréchet, mais

precisamente a unicidade de u¢, temos uy = u. Logo,

o(f) = N%up = A2%u = A**A % w,
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donde

o(f) =w.
Portanto, o é sobrejetiva, donde um isomorfismo isométrico. ]

No que segue estaremos sempre supondo que a medida v tem suporte em
(Ag, +00), com Ay > 0.

Para cada k > Ay, k € N, representaremos por H o subespago vetorial de
Hoy constituido pelos campos u € H, tais que u(A) =0,v—q.s. em [k, +o0). Ou
seja,

Hox ={ue Hy ;u(A) =0, v—q.s. em [k, +0o0)}.

Proposigao 2.3. Para todo k € N e o, 3 € R, temos:
i) Hox € um subespago fechado de Hy e, portanto, um espago de Hilbert com a norma

induzida por Hy.
ii) Se v € Hox, entao A*vy € Ho . Em particular, Hox C Hy.

i) Em Hox as normas Hy e Hg sao equivalentes e para v, € Hox temos
[vic [Z< k2P v (I3, > B,
i IS AP v I3 > B.

Demonstracao. i) Seja (un) uma sequéncia em Hyy tal que uy, — uw em H,. Para cada
k € N temos

+o00

—+o00
J 1w ey dvA) =j 1 ud) = un () 2o v,
k k
pois un, € Hox, Vn € N. Dai,

oo +oo
0s Jk ) Jsen) dVR) < L | 1w~ wn(A) B dvIA)

=[] u—u, ||2— 0,quando n — +oo.

Logo,
“+00
| ) Beny avin) <o
k
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donde w(A) =0 v —q.s em [k, +00). Assim, u € Hyx e, portanto Hyx é um subespago
fechado de H,.
(ii) Considere inicialmente & > 0. Entdo, como vy € H para cada k € N, temos
Yoo Kk
L\O AN vicA) [[5en dv(A) = LO A [ vie(A) [15¢a) dv(A)

k
<[ e By aviv

Ao
pois A € [Ag, k]. Logo,
+oo k
J AN VA (3 dvA) < kQ“J | vicA) [3¢n) dV(A)
}\0 )\O

= k2% || vy [I2< +o0.

Assim, temos

+o0o
J A v e dvON) < K2 [ v 2.

Ao

Segue que A*vy € Hy e, como A*Vy(A) =0 v — g.s. em [k, +00), temos A*vy € H .
Para o caso « < 0, note que B = —o > 0, donde pelo que foi provado acima, APvy, € Ho .
Como, Hy x € um subespaco de Hy e A € (Ag, +00), com Ag > 0, temos
A%y = A2BABy € Hox, isto &, A*vy € Hpx. Em particular, dado v € Hox temos
A € Hox C Hy, isto &, A%y € Hy. Dal, vy € Hy, donde tem-se Hp C Hy.

iii) No item (ii) provamos que para o > 0 ¢ v € Hyx vale

Fvie [ 1 [T vic Ifg - (2.1)

1 1
Para o < 0, como Ag < k, temos k?* = Y < A2

= A%, donde

Fvie IR A (v 15 - (2.2)

Assim, dados «, 3 € R tais que « > 3 temos
Ivic [[5=1 APvic [[5= AP || vic [[5= AR [ wic [,
pois sendo & — B > 0 temos de (2.1) que || v [|Z_z< k2@ B) || vy [|3. Portanto, temos

Fvic 5 < AT2PREETE) v |5
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Ora,
+o0
v g = [ N2 ) [ a0
Ao

+o0
:J A APy (A) ||3cm dv(A)

Ao

= AP [l
=AP v Il% -

Nota: Pelo item (ii) temos v € Hpy implicando em A~Pv € Hyy C Hy, donde

APy, € H. Assim faz sentido considerar a norma em H, do campo A~ Pvy.

Segue que

A28 v =l v o p < KPEOTRINTEP v |1,

donde

[ vic I3 v |3

De modo analogo, agora usando (2.2), obtemos
2 2(ax—p) 2
[ vie [[e< Ag [ vie [ -
Dai, temos a equivaléncia das normas de Hy e Hg em Fx. O

O espaco de Hilbert H; x € denominado espaco dos campos truncados. Note
que Hjx € um subespaco fechado de H,, V « € R. De fato, dada uma sequéncia
(un) em Hox tal que u,, — u em Hy quando n — +oo, temos

+oo +o00
[ 1 By @00 = [ R ) =) ) @)

< J A wA) —un(A) 5 dv(D)

Ao
=l u—n [l
Como || u—1u, [[«— 0 quando n — +oo0, temos

+o00
J A u(A) (2o dvA) =0,
k

donde A%** || u(A) [|?>=0 v —q.s. em [k, +00). Ora, A € [k, +00) = 0 < k < A, isto &,
A?* > (. Logo, w(A\) =0 v —g.s. em [k,+o0o). Portanto u € Hyy. Assim Hyy &

fechado em H,.
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Definicao 2.3. Dado um campo de vetores v € Hy, & € R, denominamos de k-ésimo

campo truncado associado a v ao campo v € Hyy definido por

V(A) v—q.s. em (Ao, k),
Vi(A) =
0 v—g.s. em [k,+00).
Proposigao 2.4. Sejav € Hy, o € R. Entao a sequéncia (vi) de campos truncados

converge para v em H, forte.

Demonstracao. Notemos inicialmente que:

i) (Ao, +00) = | J Ax, onde Ay = (Ag, k) e Ay C Ay
k=1
ii) vik =vxa, V— q.s. em (Ag, +00).

Assim, temos | vi(A) — V(A) [=] v(A) || XA (A) —1 |, v —q.s. em (Ag,+00). Ora, A €
(Ao, +00), donde por (i) existe kg € N tal que A € Ay,. Como Ay C Ay temos que
para k > ko vale A € Ay, isto &, k > ko implica em XA, (A) = 1. Assim, dado ¢ > 0
tomando k > ko tem-se | xo, (A) —1[=0 < ¢, ou seja, XA, (A) — 1 quando k — oo em
(A9, +00). Dai, para cada A € (Ag, +00) temos | vic(A) —v(A) |=| v(A) || XA (A) =1 [|— 0
quando k — oo. Portanto, vi — v pontualmente em (Ag, +00). Da definicao de vy
temos que A** || vi(A) — v(A) [2P< A2* || v(A) || v — g.s. em (Ag, +00). Como v € Hy,
temos que a aplicagao A — A%* || v(A) ||? é v-integravel em (Ag, +00). Logo, pelo Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

+o0
Jim [ vie—v [ = lim J A2 | v (A) = v(A) [ dVA)

k—o0 Ao

+o0
J A lim || vie(A) = v(A) [[3¢n) dV(A)
}\0 k—o0

= Jﬂo 0dv(A) = 0.

Ao

Portanto, vii, — v em H forte. O

Observagao 2.3. Dado um campo g € LP(0,T;Hy), com 1 < p < 400 e & € R, de

modo andlogo definimos o campo truncado gy pondo para quase todo t € (0,T) por

s o0y ] 9OM V= as em (o),
0 v—gq.s. em [k,+00).

Neste caso, gk € LP(0, T;: Hox) e gx —> g em LP(0, T; Hy) forte.
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Proposigao 2.5. Se «, 3 € R, com « > 3, entdo
Ho—Hg e V<AL * ||V« € Ha,
sendo a 1mersao acima densa.

Demonstragao. Seja v € H,. Entao,

+0oo 400
J AP VA (5 dv(?\)zj AZB=2 NS (A (12 n) dV(A)

Ao Ao

/N

+oo
W[ v [ @V

Ao

=2 v [a< oo
Logo, APv € Hy, donde v € Hp. Dai, Hy C Hp se o > . Além disso,
IV IB<AST* 1V [las

donde Hy — Hp. Quanto a densidade, basta notar que para v € Hp a sequéncia de
campos truncados (vi) estd em H, N Hp e pela proposicao (2.4), vi — v em Hp

forte. ]

A seguir enunciaremos o Teorema de Diagonalizagao o qual, intuitivamente,
estabelece que todo operador auto-adjunto e coercivo é unitariamente equiv-

alente a um operador de multiplicagao.

Seja H um espaco de Hilbert separavel com produto interno (-,-) e norma
correspondente || - ||. Em H consideremos um operador A auto-adjunto e

coercivo, isto é, existe uma constante ¢ > 0 tal que
(Au,u) >c|u? YueD(A).
Nestas condigoes temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. (Teorema de Diagonalizagao) Existe uma medida positiva limitada v sobre
R, com suporte em (Ag,+00), 0 < Ag < ¢, uma Integral Hilbertiana Hy = f@ H(A)dv(A)

e um operador unitdrio W de H sobre Hy satisfazendo as sequintes condicoes:

(i) U(A%W) = A*U(u), ¥V u e D(A%Y), 0< a < 1;

(1) W é um isomorfismo de D(A%) sobre Hy, 0 < a < 1.
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Demonstracao. Faremos a demonstracao em etapas : Na primeira construiremos um es-
paco de Hilbert L e um operador unitario U de H em L de modo que a imagem de
A% 0 < a < 1, por Uéooperador de multiplicacao por A% sobre L, isto é, UA*U~! = §,

onde 8§, é o operador de L definido por
D(8«) ={velL A*vel}eSs(v) =A%.

Além disso, U é um isomorfismo de D(A%) sobre D(84).

Observacao 2.4. Note que UAXU ! = 8, equivale @ UA* = 8,U, donde dado u €
D(A%) temos

(UA) (1) = (84U)(u) <= U(A%u) = 84(U(u)) = A%U(u),

isto é, UA*u) = A*U(u).

Na segunda construiremos via Teorema de Radon-Nikodyn um espago de Hilbert K e
um operador unitario V de L sobre K, com propriedades analogas aquelas do operador U.
Finalmente na terceira construiremos uma Integral Hilbertiana Hy = f® H(A)dv(A) e um
operador unitario W de K em Hjy, o qual também possui propriedades analogas aquelas
do operador U. O operador U que desejamos construir sera definido por U = Wo Vo U.

Esquematicamente temos o seguinte diagrama

H—Y% 71— Y x— Y .5,

I T

D(A%) %= D(84) —>D(Qq) — ¥ D(My) = Hy

onde cada sub-diagrama é comutativo, isto €,

UAU ! =38,,
V8V =Q,,
WA W™ = M,.

1* Etapa : Construgao do Operador U.
Seja {Ex; A € R} a familia espectral de A, cuja existéncia é garantida pelo Teorema
Espectral (ver Apéndice). Sendo A coercivo, o operador A%, 0 < « < 1, esta bem definido

e
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D(A%) = {u € H;J'R A2%d(Epu,u) < oo}, (2.3)

| A%u ||?= JR A**d(Eau,u); YV u € D(AY), (2.4)
(A%, v) = LR A*d(Eaw,v), ¥ u € D(A%), v € H, (2.5)
(A%uw,u) > c* || u? YuecD(AY). (2.6)

Considere a seguinte definicao:

Definicao 2.4. Dado v € H, o subespaco ciclico de H gerado por v, denotado por H,,, é

o fecho em H do subespaco gerado pelo conjunto {Exv; A € R}, isto €,

H, = Span{E,v; A € R}.

Observacao 2.5. (i) v € H,, pois H, € fechado e, pelo Teorema Espectral, v = Iv
= lim E}\V.

A——+o00
(ii) Se w € ortogonal a H,, entao H,, € ortogonal a H,. De fato, dados A\, € R, temos
pela proposi¢ao (A.9) que (Exv,E,w) = (E Exv,w) = (E,v,w) =0, onde y = min{A, pu}.
Resulta dai que (Exv,u) =0, Vu € Span{E,w; n € R}. Agora, dado u € H,,, existe

uma sequéncia (wy) em Span{E,w;pn € R} tal que wxy — uw em H. Logo, (Exv,u)

= lim (Eav,u) = 0. Portanto, (Exv,u) =0, YV u € H,,. Dai, dado z € H, temos

k—+00
(z,u) = klim (z,u) = klim (Z ocgk)EAiv,u) =0, isto € (z,u) =0, Vu € H, e
—+o00 —+00
VY zeH,.

Proposicao 2.6. Existe uma sequéncia (H,) de subespacos ciclicos de H, dois a dois

ortogonais e tal que H = @ H,,.
n

Demonstragao. Seja (ux) uma sequéncia densa em H (recorde que estamos supondo
H separavel !). Fagamos v; = u; e tomemos H; = H,,. Suponhamos construidos
Hi, Ha, ..., Hy subespacos ciclicos de H dois a dois ortogonais. Seja un,,, o primeiro
elemento da sequéncia (uy) que ndo pertence & Hy @ Hy @ ... @ Hy (Se néo existir tal
vetor, entao H = H; @ Hy @ ... & Hy e tomamos H,, = {0}, n > k, e a demonstragao

acabou!). Se Ey1 denota o subespago de H gerado por Hi @ Hy @ ... ® Hy e {u,, ,}, entdo
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existe em Ei; um vetor vi; ortogonal a Hy @ Hy @ ... ® Hyx. Tomemos Hy; = H,, ..

Obtemos assim uma sequéncia (H,) de subespacos ciclicos, dois a dois ortogonais com

{un} € | JHn. Portanto, H =P H, = P H,,. 0

Denotemos por P, a projecao ortogonal de H = @ H,, sobre H,,, entao dado uw € H

mn
temos

u=) Paue [[ul’=) |[Puul.

Além disso, se u = E U,, entao u, = Pu. Por esta razao usaremos indistintamente

as formas u = (u,) eu= E Un, W, = Phu, para representar o vetor u € H = H,,.

Com a notacao acima temos a seguir algumas propriedades dos espagos Hy,:

Proposicao 2.7. (i) Para cada A € R, H,, € invariante por By, e Pn comuta com Ej.
(ii) Pn comuta com A%, isto é, se w € D(A%) entdo u,, = Pou € D(A%) e P,A%u

= A*Pu. Em particular, se w € H, N D(A%), entdo A*u € H,,.

Demonstracao. (i) Seja u € H,, da forma u = E,v,. Entao, Exu = EAE, vy, = E,v, €
H,, onde y = min{A, u}. Por linearidade obtemos Exu € H,, V u € H,. Agora,
dado u = Y Pyu € H, entdo PrEau = P ) ExPpu = PEaPru = EjPiu, pois
EAPrxu € Hy, V k.

(ii) Sejam u € D(A%), u,, = Phue 0 < Ay < ¢ tal que Ex =0, V A < Ag. Para cada

b > Ay, temos

b b b b
J A?“d(EAun,un){ A?“d(Exun,Pnu){ AQ“d(PnEAun,u)=J A d(Eptin, ).

Ao Ao Ao Ao

b
Mas, J AdE, define um operador T de H, limitado e auto-adjunto definido em todo H e
Ao

b
J AEQ(Ertin, ) = (T2, 1) = (T, T)
Ao

<I T ([ T ]

b I (b
= U AQ“d(Ey\un,un)} U AZ“d(EAU,U)}

)\0 7\0

2

Dai,

=
SIS

b b
J A2*d(Eau, u)}

Ao

Jb A2 *d(Eattn, Un) < “

?\0 7\O

A?“d(Exun,un)]
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b b

b 2
= [J ?\Q“d(EAun,un)] < J 7\2"‘d(E>\umun)J AZ*d(Eau, ).
Ao Ao Ao
Logo,
b b
J A2 A (Eatp, Un) < J AZ*d(Eau, ).
)\0 }\0
Como u € D(A%) e Ex =0, VA < A, temos
+o00 +00
J A2*d(Exu, u) :J AZ%d(Exu, 1) < oo
Ao —00

e, portanto, fazendo b — +oo temos

+00 +oo +eo
J A2 d(Extn, Un) = J AZ%A(Eatn, Un) < J A2*d(Eau, u) < oco.
>\0 >\O

Resulta dai que u, € D(A%). Finalmente, dado u € D(A%) e v € H, temos

+o0
(AP, V) :J A2%d(E\Phu, V)

Ao

—+o0
= J A2%d(Exu, Pov)
Ao

= (A%u, Ppv) = (PLA W, v), Vv e H.
Logo, A%Pru = Py A%, V u € D(A%). O

Para cada n € N, seja [2 o espago de Hilbert constituido das (classes) fungoes

f: R — R mensuraveis com relagdo a medida pn(A) = (Exvn,vn) € tais que

—+00
K H%%:J F) 12 d(Exvi, vi) < 0.

—00
SejaL=PL2 ={u=(un); up €% e Z | un H%%< oo}, equipado com o produto

interno

(u,\))[_ - Z(unavn)l_%~ (27)
O espago L com o produto interno (2.7) é um espago de Hilbert.

Proposigao 2.8. Para cada A € R, seja @y a fung¢ao caracteristica de (—oo, ). Entao:
(i))VAER, tem-se ®y € 2, n=1,2, ...

(i) O conjunto Xy = {Exvn 5 A € R} (resp. Yo ={D, ; A € R}) € total em H,,, (em
resp. 12).

(iii) Existe um tnico operador unitdrio U, de H,._ sobre L2 tal que U, (Exvy) = @y .

(iv)V u e H,_, tem-se Uy (Exu) = ©\U, (u).
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Demonstragao. (i) @, é mensuravel com relagao a pn(A) e

—+00
TN =j O (1) 2 d(E v, ve)

—00

A
= lim J d(E vn, vn)

7\()—)*00 }\0

= lim {(E)\Vrnvn) - (E)\ovnavn)}

}\0—)—00

- (E)\Vna\)n) :|E)\Vn|2< o0,

pois pelo teorema espectral temos lim E,, = 0.

Ag——00
(ii) Claramente X, é total em H,, . Provaremos que Y, é total em [%. De fato, se u € [2
existe uma sequéncia de fungoes simples (@) tal que @ — wem [2. Como (—oo, Ag)

tem medida nula com relacao a pn, podemos supor que existem A; < Ay < ... < Ay (k) com
n(k) n(k)

A =M, Vi=12..nke@=) CDp,n Seja ¥ =) C;dy € Span{Y,}.
j=1 j=1
Entao
+o0

=l = | T = u) P (v, v)

—00

+o00
= L\ | (pk()\) —u(?\) |2 d(E)\Vn?Vn)

=l o —u [[f;— 0.

Assim ¥y, — w em [2. Portanto, L2 = Span{Y,}.
(iii) Seja Up : X5y — Yy, Uy (Eavy) = @,. Resulta que U, preserva produto interno.

De fato, se A < p, temos E) < E,, donde

((D7\7 (Du)l_

) A
:J d(Eqvn,Vn)
= (Exvn,vn) = (ELEAVA, Vi) = (Eavn, Epvn).
Extendendo U, linearmente a um operador U, : Span{X,} — Span{Y,}, pomos
Un(i CiEavn) = i Cj®@,,. Temos que U, ¢é unitario e por densidade podemos
j=1 j=1

extendé-lo a um operador unitario U, de H, = Span{X,,} sobre [2 = Span{Y,}.
(iv) Suponhamos u = E v, e seja v = min{A, u}. Entéo,
Un(E?\u) = Un(EAEpvn) - Un(Evvn) - (DV

= (D)\(Du = (D)\Un(Ean) = q)?\Un(u)
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Usando linearidade e continuidade concluimos que Uy, (Exu) = @\ U ((u), Vue H, . O

Proposigao 2.9. Seja v € H, . Entio v € D(A%) se, e somente se, A*U,(v) € L%.
Neste caso U, (A%v) = A%U, (v).

Demonstra¢ao. Como v € H,,_, segue da proposigao 2.7 item (a) que Eyv € H,,_ e sendo
U, : H,, — L2 unitario segue que (Exv,v) = (UpExv, Uyv)i2. Logo,

400 r+oo
J A2d(Eav,v) = A4 (UnEav, Upv)

—00 J 7\0

r+oo +o00
_ wdj U ) (1) P d(E v, v)
JAo

—0o0

r0o A
_ de U (V) (1) 2 d(E, v, vn)

d}\o )\0
r+oo
= }\20( | Un(v)(p') |2 d(Eanavn)-
JAg
Portanto,
+o0 +oo
J AZ*A(Erv, V) < 00 <= J | AU (V)(A) |2 d(Eavn, Vi) < 00,
isto é,

v ED(AY) < A*U, (v) € L2.

Mostremos agora que Uy (A*v) = A*U, (v). De fato, para cada w € H,,_ temos

(A%, ) = (Un (A%V), Un ()2 (2.8)
e
(Eav,w) = (UnExv, UnW)L% = ((D?\UnvaUnW)L%
—+00
:J O (1)U () (1) Un (W) (1) A(E, Vi, Vi)
A
_ JA U () (1)U (W) (1) (Eyevr, v,
ou seja,
A
(Eav,w) = L Uy (v) (1) Un (W) (1) A (E, v, v ).
Logo,
r+oo
(A%v,w) = A*d(Exv, w)
J;O; A
- mJ Up () (1)U () () d(E,evm, v
J—o0 Ao
r+oo
= ] }\“Un(\))(A)Un(w)o\)d(E)\vnavn) = ()\“Un(VLUn(W))L%-




Capitulo 2. Integral Hilbertiana & Teorema de Diagonalizacao 36

Usando (2.8), obtemos
(Un(A%), UW))iz = A"Un(v), Un(w))rz, VW € H. (2.9)

De (2.9) e do fato de U, ser sobrejetiva concluimos que U, (A*v) = A*U,(v), Vv €
D(A%) A H,, . O

Lemma 2.0.1. Seja u = ZU’“ € H. Entao u € D(A%) se, e somente se, u, € D(A%)
n

e ZA“(un) converge. Neste caso,

n

ACu=) A%u,). (2.10)

Demonstracao. Suponhamos que u,, € D(A%) e ZA“(un) é convergente e seja vy =

n

Kk Kk
Zun. Entao vi € D(A%), vi — uem H e A%, = ZA“un — w. Sendo A%
n=1 n=1

fechado, concluimos que u € D(A%) e A*u = w. Reciprocamente, se u € D(A%) vimos

k
na Proposicao 2.7(ii) que u, = P,u € D(A%). Além disso, Z/\"‘un
n=1
K K
=) APau=) P A%u— A% O
n=1 n=1

Lemma 2.0.2. Seja {£,, : E,, — F;n € N} uma familia de operadores unitdrios entre
espagos de Hilbert. Entio L:E =@ty — F=@F, dado por L(w,) = Lyaw, € um

operador unitdrio.
Demonstracao. A linearidade de £ é obvia. Dado w = (w,,) € E, segue da hipotese que
[e¢] [e¢]
| Lw [[3= Z | Lrnwn |I2En: Z | Wn 2En:H w. u
n=1 n=1
Usaremos a seguinte notacao para os operadores "tipo" £: £ = (£,,).

Definigao 2.5. O operador de multiplicagao por A* em L € o operador S definido por

D(8y) ={f=(fn) €AY, €2 e Z A%f,, converge em L}, (2.11)
n=1
Salf) =D A%y (2.12)

n=1
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Teorema 2.2. Dado 0 < « < 1 existe um operador unitirio U de H = @ H,, sobre
L = P12 tal que a imagem de A% por U € o operador 84 da defini¢ao acima, isto
¢ UD(A%)) = D(8«) e UAXUL(f) = 84(f), V f € D(84). Além disso, U é um
isomorfismo de (D(A%), || - |lpa=«)) sobre (D(8«), | - lb(s,)), onde

+o0
||u||2D(Aa)=||A“u||2=j A d(Eru, ), (2.13)
+o0
£ 12 5., =l Suf 2= ZL N (A) P d(Eaveiva), FED(S).  (214)
(0]

n
Demonstragao. Seja U = (U,), onde U, é o operador da Proposigao (2.8)(iii). Segue
do Lema 2.0.2 que U ¢ unitario de H sobre L. Mostraremos agora que UAXU! :

U(D(A%)) — L coincide com o operador 8«

(i) U(D(A%)) = D(8.).
De fato, seja f = (f,) € D(84) C L e seja g = UL(f) € H. Temos g, = U, '(f,) € H,,
e A*Uy, (gn) = A*f, € L. Resulta da Proposigao 2.9 que g,, € D(A%). Além disso

+o0o +oo
Z Un(Aagn) — Z }\“Un(gn) — )\ocfn

+o00
que converge em L e portanto ZA"‘gTL converge em H. Resulta do Lema 2.0.1 que

g € D(A%) e portanto f = U(g) € U(D(A%)). Reciprocamente, seja g € D(A%) e

“+00

ponhamos f = U(g). Do Lema 2.0.1 concluimos que g, € D(A%) e ZA"‘gn converge

em H. Mas,
gn € D(A%) <= A*U,(gn) € L2 (Veja Proposigio 2.9).
Logo,
AL =AUn(gn) € 12 (2.15)
e
+oo +oo +o0
D A=) AUn(gn) =) Un(A%gw), (2.16)

sendo a convergéncia acima em L. Resulta de (2.15) e (2.16) que f = U(g) € D(8«).
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(ii) UAXU L (f) = 84(f), V f € D(8«)-
De fato,

UASU!(f) = UA*U ! Zf UA“(ZOOUnl(fn)>
=U(fA“Un1(fn))

n

+o0
=Y U,AU'(fa)

+oo
= Z A, = S, f.

Da (i) e (ii) concluimos que UA*U~! = §,. Para provarmos que U é um isomorfismo de

(D(A%), ]| - lp(ax)) sobre (D(8«), ] - Ib(sy)), seja u € D(A%) e f =U(u). Entao

10w s, =N 1550 =1 8«(f) It
=|| UA*U'(f) |1{
= UA*(w) []f
=[ A%(u) ||2:|| u H2D(A0<)7
isto é,
U [[psa=Ilu[lp(a«), ¥V ue D(A%).
]
Observacao 2.6. O Teorema 2.2 continua vdlido se equiparmos D(A%) com a norma do
grdfico :
B aey =l wl® + [ A%u .
Neste caso

| Uu) HQD(Scx):H Afu [Pl u HQD(A“)

1 (2.17)
<1+ cz_"‘) 1 U(W) I5s,), ¥ ue DAX).

O diagrama a seguir resume esta primeira etapa:

H=@H,~~L=PI12

N

D(AY) —Y - D(S,).
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Além disso, UA*U ! = §,,.
22 Etapa: Construgao do Operador V.

Dado E C R mensuravel, seja wu,(E) = J d(Exvn,vn) = 0. Temos que w, define
E
uma medida positiva na o-algebra 991 dos subconjuntos de R mensuraveis com relagao a

medida pn(A) = (Exva, vn).

Sem perda de generalidade, podemos supor que os subespacos ciclicos H,,, da decom-
posicao de H sdo gerados por vetores ortonormais v,. Assim, por (2.4) com o = 0,

temos
i (R) =J A(Exva,va) =|| e |P= L. (2.18)
R

Resulta de (2.18) que py, é uma medida finita, de modo que a medida p definida por

“+o00

W(E) =) 2 ™ua(E), (2.19)

n=1

é positiva, finita e w(E) =0 <= u,(E) =0, Vn € N.

Observacao 2.7. Como Eyx = 0 para A < Ay, temos J d(Exvn,vn) = 0 para todo
E
A < Ao, donde supp(un) C (Ag,+00). Além disso, como supp(n) C supp(wn) temos

supp(p) C (Ag, +00).
Aplicando o Teorema de Radon - Nikodym, cf. Capitulo 1, com v = u,,, concluimos

que para cada n € N existe uma funcao nao negativa ¢, € L'(p), onde p é definida por

(2.19), tal que
anl®) = | g vEEM
E
isto é,
J d(E)\VnaVn) = J d)ndll, VEem
E E

Para cada n € N seja

An = {t € R; (bn(t) > 0}7

e denotemos por L*(A,, 1) ao espaco vetorial das (classes de) fungoes p-mensuraveis de

quadrado integraveis em A,,.
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Observagao 2.8. Temos que f € L2 <= /bnf € L%(An, 1), pois supp(u) C (Ag, +00),
donde

+o00 +o00
J (Vdnf)?du = J dnfidp = J f2A(Exvn, Vn).
n >\O

Ao

Denotemos por K o espago vetorial @ [%(An, 1) equipado com o produto interno

n

(f,g)]( = Z(fnagn)LQ (An,u)s > f= (f g = gn € @L2 n, U

n

Tem-se que K é um espaco de Hilbert e

Z fn, converge em L <— Z v/ $nfn converge em K.

Definicao 2.6. O operador de multiplicacao por A% sobre K € o operador Qy definido por

+o0
D(Q4) ={g = (gn) € K;A%gn € L*(A,, 1) € Z?\“gn converge em K},  (2.20)

+o0
=Y A%gn. (2.21)

Teorema 2.3. Existe um operador unitirio V de L sobre K tal que a imagem de Sy
por V € o operador Qy. Além disso, V é um isomorfismo de (D(84),| - [lp(sy)) sobre
)|l - lIpay)), onde

I'g loew=l2g llk - (2.22)

Demonstragdo. Paracadan € N, seja V,, : L2 — [%(A,,, 1) definido por V,,(f) = /P .
Resulta da Observagao 2.8 que V, estd bem definida. Além disso, V,, é um operador

unitario de L2 sobre L%(A,,, 1), pois

r +o0
(Vn(f)a vn(g))LQ(An,u) = d)nfgdlfL = J (I)nfgdl‘L

JA, Ao
100

- fgd(EAVmVn)
-AAO
r+00o

= fgd(Eavn,vn) = (f, 9)L$L

Do Lema 2.0.2 concluimos que V = (V,,) é um operador unitario de L = @Li sobre

K=@PL(An n.

(i) V(D(8«)) = D(Qq)-
Seja f = (f,,) € D(Qq4) e g = V"1(f). Temos
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+o00

f€D(Qu) <= A*Fp € (A 1) e Y A%Fy converge em K <= A%y = A*n *f, € 12
+o0 +o0 L "

e Z A%gn = Z A%Pn 2 f, converge em L (Veja (2.20) e a Observacao 2.8 ).

Isso prova (i).

(ii) V8« \7 L) = Qu(f), V f € D(Qy).
Sejaf—Zf € D(Q). Entao

+00

V8LV () = V84 Zv V(Y AV (fn)
= Zvnwv;l(fn))
— +Zoo VORNV(F
Y EA et = YA, = 0u(1),

n

Provemos agora que V : D(84) — D(Q4) é uma bijecao linear. Dado f € D(84)

temos
—+00
1V [Biow =l QaVE) IR= Qa(d>_ Vbnfa) [k
—+00
=| Z)‘(x $nfn ||12<
—+00
= Z H A% bnfn H%_Q(An,u)
+oo
= I A f2 =l s
ou seja,

| V) oo =l f ID(sq), V T € D(Sq).

L=@PL2~—K=PL*An, 1)

S‘XT Q“T

D(84) Y~ D(Qa).

Além disso, V8, V7! = Q..
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32 Etapa: Construgao do Operador U & A Integral Hilbertiana H,.

Recordando a parte inicial deste capitulo observamos que para se definir uma integral
hilbertiana necessitamos de uma medida v positiva sobre R e um campo de espacos hilber-
tianos A € R —— H(A) v-mensuravel. Para cada A € R denotemos por n(A) o ntmero
de indices i para os quais A € A; = {t € R;di(t) > 0} e seja
B, = {A € R;n(A) = m}. Temos que A — n(A) e B,y s@o p-mensuraveis, onde p é

a medida definida na etapa anterior, cf. (2.19).

Proposicao 2.10. Seja F um espago de Hilbert com base ortonormal {vi, va, ...} € seja

Fn = Spanf{vy, vo, ..., vi}. O campo hilbertiano

Faa), se A& By,
0, se A€ By,

A H(A) =

€ u-mensurdvel.

Demonstragao. Seja
N={f:R — F;f & p-mensuravel e f(A) € H(A), VA € R}.

Mostraremos que N satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii) da Definigdo 2.1. De fato, se
f € N temos || f ||sca)=[|  ||r e f p-mensuravel, donde A —|| f ||5¢(x) ¢ p-mensuravel e,
portanto, o item (i) é satisfeito. Para verificar (ii), seja A — $(A) € H(A) um campo de

vetores sobre R tal que

A (F(A), d(A))scn) = (F(A), d(A))r (2.23)

é u-mensuravel, Vf € N. Para provar que ¢ é p-mensuravel é suficiente provar que

A — (v, d(A))F é w-mensuravel, Vv € F. Seja entao

+00
v = Z Avi € F
i=1

e
“+00
Z)\i\/i, se A€ By,
fv(}\) = i=1
0, 867\680.
Temos que f, : R ——= F é p-mensuravel e se A € B, entdo n(A) = n e

H(A) = Span{vy, ..., vn}, resultando f,(A) € H(A), VA € R. Logo, f, € N e para
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A € R temos
(v, d(A))r = (fu(A), &(A))3cn,

donde por (2.23) resulta que A — (v, $(A))f é p-mensuravel. Finalmente, consideremos
a sequéncia (en )nen definida do seguinte modo: Se A € By, definimos e,,(A) =0, Vn € N.

Se A € By, definimos e;(A) =v; e paran > 2

0, se AeU'B;,
en(}\) -

Vn, caso contrario.
Dado A € R — By temos A € By para algum inteiro q > 1, e teremos
en(A) =vn,n < q, pois A & U]Tl:_llBj, n<q,
en(A) =0,n > (q, pois A € U)TL;fBj, n>q,

isto &, (en(A)) = (v, Va, ..., Vq, 0, ....) é total em H(A) = Fyy(n) = Span{vy, vo, ..., vq}.

Isto mostra que vale o item (iii) e a proposigao esta demonstrada. O

A integral hilbertiana do campo A — H(A) da proposicao acima seréa denotada por

Ho = [ HA)dp(A).

Definicao 2.7. O operador de multiplicagcao por A* em JHy é o operador My definido por

+oo
D) = {9 € 3ai | 3% | 0N [y diiM) < o) (2.24)
MoVv(A) = A*V(A), A € (Ag, +0), ve D(My). (2.25)

Observe que D(My) = Hy, onde os espagos (de Hilbert) H, sdos os espagos definidos

no inicio deste capitulo, os quais sao normados com norma

Ao
v ||3fazj N2 [ VA) 2oy du(A), v € D(Mq) = %o

+o0o

Teorema 2.4. Existe um operador unitdirio W de K sobre Hy tal que a imagem do ope-
rador Q por W € o operador My da definicao 2.7. Além disso, W € um isomorfismo de

(D(Q«), || - lbray)) sobre Hy.
Demonstracao. Segue de modo anélogo a prova dos Teoremas 2.2 e 2.3. N

Segue das trés etapas acima a prova do Teorema de Diagonalizagao com v = u, onde

i é a medida definida em (2.19), Hy como na Proposi¢ao 2.10 e U = Wo Vo U. O
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Observacao 2.9. Resulta do Teorema 2.1 que para todo uw € D(A) tem-se
U(Au) = AU(u).
Observagao 2.10. Sendo U unitdrio seque que o mesmo € um operador limitado de H.

Como uma primeira aplicacao do Teorema 2.1 provaremos a seguinte cadeia

de imersoes densas:
D(A%) — D(AP) <= H < D(AP) < D(A%), (2.26)

onde « > f > 0. De fato, dado u € D(A%) e recordando que E, = 0 para A < A
temos

“+00 —+0o0
J A2*d(Exu, u) J A2 2BARQ(Eju, u) = J A2=BINBQ(Epu, u)
Ao

—00

(=BINPA(Epu, 1)

%

= Aol P J AP A(Epu, 1)

+oo
- Ag(“_B)J A2BQ(Exu, ),

—0o0

donde

—+00 “+00
J )\%d(EAu,u)gkg(B“)J A4 (Exu,u) < oco.

—0o0 —00

Logo, u € D(AP), donde D(A*) Cc D(AP). Além disso,
400
I Bamy = AP = | NPa(Eruw)

—00

+o00
< ?\(2)([3_“) J A2%d(Eau, u)

—0o0
=N AT

2(B—o)
:7\0[5 * HuHIQD(A"‘)v

ou seja,

| U loas) <A [ u lp(as), ¥ ue D(AY). (2.27)

Portanto, D(A%*) — D(AP), « > B. Quanto a densidade recorde que H, — Hg,
com imersao densa, se @« > (3. Além disso, pelo Teorema 2.1 D(A%) e H,
sao isometricamente isomorfos, o mesmo valendo para D(AP) e Hg. Assim,

a densidade de H, em H acarreta a densidade D(A*) em D(AP). Portanto
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D(A%) — D(AP) com imersao densa. Ainda pelo Teorema 2.1 temos que D(A%)
e D(AP) sao espacos de Hilbert, pois H, e Hp o sao. Logo, por (1.4), temos
D(AP) < D(A%). Provemos agora que D(AP) < H, donde seguira, identi-
ficando H com H', que H — D(AP)". Ja temos a inclusdo e a densidade de
D(AP) em H, pois AP & auto-adjunto, cf. Apéndice. Considerando (1.3) e a

desigualdade de Cauchy-Schwarz temos para cada u € D(AP) que

1 1
(APw,u) < o APulwl= = wlloae wll

1
(RIS
Cc

ch
1
=< 5 I s
Portanto
1
| wll< o5l logasy, ¥ we DAP)
Logo para o > 3 > 0 é valida a cadeia de imersoes (2.26), onde cada imer-
sao é densa. Além disso, sendo U um isomorfismo (isométrico) de D(APF)
sobre Hg,3 > 0, temos Hg — H, com imersao densa. Assim, em vista das

Proposicoes 2.2 e 2.5, temos
D(A%)——D(AP)——= H“——=D(AP)—=D(AX)’

u] uf u] uf uf

H o€ H € oS H_ g H .

Observacao 2.11. Note que a cadeia de imersoes continuas e densas (2.26) foi obtida
supondo que o espago de Hilbert D(A%) estava munido da norma definida em (2.138). No
entanto, por (2.17) temos que tal cadeia ainda € vilida se D(A%) estiver equipado com a

norma do grdfico.

A dualidade entre H_, e H, sera denotada simplesmente por (-, )_4 . Em

[30] prova-se que se v € H; entao A*"Fv e H_, e vale a féormula
APy ) oo = APV, AUy, V u € H,y.
Dai segue o seguinte resultado:

Proposigao 2.11. Sew € 12(0,T; Hs/q) ew' € 12(0,T; 3, ,4) entdo a aplicagio
t— | w(t) [|] 5 € absolutamente continua em [0,T] e

% | w(t) \ﬁ/Q: Q(Aw(t),w,(t)>,1/471/4 = 2(A%*w(t), AW (1))o.

Demonstragao. Ver [30]. O



Capitulo 3

Existéncia e Unicidade de Solucao

Fraca

Neste capitulo estudamos a existéncia e unicidade de solugao fraca local (em

t) do seguinte problema:

u +Au+M( || AV P)Au+0 = f,
0 +A0+u =g,
U(O) = Uy, u/(o) = Uy,

9(0) = 907

onde A é um operador auto-adjunto nao-limitado de um espago de Hilbert

separavel H tal que

(Au,u) >0, Vue D(A), (3.1)

M é uma funcao real definida em [0, T] x [0, +c0), com T > 0 fixo, de modo que

M e C'([0,T] x [0, +00)), (3.2)
M(t,A) > 0,Y (t,A) € [0, T] x [0, +00), (3.3)
‘z—]\t/l < K(1+M),A € [0,+00), (3.4)

onde K é uma constante positiva. Representa-se por A'/? a raiz quadrada do

operador A, cf. Segao 1.3, e || AY/?u || esta denotando a norma em H de A'/%u.

Enunciamos a seguir o principal resultado desta dissertacao.

46
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Teorema 3.1. Nas condi¢oes acima e supondo
{uo, w1, 00} € D(AY") x D(AY*) x D(AY?), (3.5)

{f, g} € [L2(0, T; D(AV))]?, (3.6)

existem 0 < To < T e funcoes vetoriais u,0 : [0, To)) — H satisfazendo:

u € L0, To; D(A¥*)), (3.7)
u € L(0, To; D(AY4), (3.8)
0 € L*(0, To; D(AY2)), (3.9)
%(u’(tLZH(Ai”/ fu(t), A1)+ ML A 2u(t) ) (AY fu(t), A 1z)

+(0(t),2z) = (f(t),2), Vz € D(AY*), (3.10)

no sentido de 12(0,Ty),
S10(0),2) + (A6(1), A%2) + (w'(1),2) = (g(t),2), Y2€ DAY),  (3.11)

no sentido de 12(0,Ty),
u(0) =ug, u'(0) =uy e 6(0) = 6. (3.12)

O par de fungoes vetoriais {u,0} do teorema acima é denominado solugao

fraca do problema (P.1).

Para demonstrar o teorema acima seguiremos o seguinte roteiro. Mantendo-

se as hipoteses (3.1)-(3.4), consideramos para cada € > 0 o problema pertur-

bado:

U+ Acte + M( || AV %ue D) Acue 4 6 =1,
6€+A€9€+u€:g,

onde A, = A + €l, com | sendo o operador identidade de H. Observamos
na Secao 1.3 que A. estd nas condigoes do Teorema de Diagonalizagao, cf.

Capitulo 2. Assim, para cada € > 0, existe uma medida positiva L. com
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supp(pe) C (Ae, +00), 0 < Ac < €, uma Integral Hilbertiana H;, . = f® H(A)due (A)

e um operador unitario U, : H — H; . tal que:
U (AZW) = AU (W), Vw € D(AY) = D(A%), & > 0, (3.13)
U, é um isomorfismo de D(AY) sobre Hy c, (3.14)
onde D(AY%) e D(A%) estao equipados com a norma do gréafico.

Observacao 3.1. Por simplicidade o espa¢o Hy e, o« = 0, serd denotado por Hy e sua

norma por || - ||« em vez de || - ||«,e. No entanto, lembramos que || - ||« depende de €.

Garantida a existéncia do operador U., temos formalmente em vista de

(3.13) e do fato de U, ser limitado, que
Ue (e + Actte + M(, [| A %ue [Acue +0c) = Ue(f)

= v+ Ae + M | ve () 13 2)Ave + de = Uc(f)

Ue (0. + AcBe +ur) =Uclg) <= b + Adbe +v. = Uec(g),

sendo v, = Uc(ue) e de = Ue(0e). Assim pondo vge = Ue (), vie = Ue(wy),

boe = Ue(0p), fe =U(f) e ge =Uc(g), obtemos de (P.2) o seguinte problema

Ve +Ave + M( [ ve() [135)Ave + de = fe,
d. +Abe +V. = ge,
Ve(O) :v(]ea V;(O) :V1€7

d)e(o) = ¢0€7

Observagao 3.2. A necessidade de pertubar o problema (P.1) provém da hipétese de A
ser positivo, pois com esta condi¢cao pode ocorrer do mesmo degenerar, isto €, A ser nulo,

donde nao poderiamos aplicar o Teorema de Diagonalizacao.

O problema (P.3) sera estudado no espago de Hilbert H,x dos campos
truncados. Mostraremos via Teorema do Ponto Fixo de Banach que para
cada k € N o problema truncado associado a (P.3) possui solugao, {vcy, dcxl,
e mediante estimativas validas para todo t € [0, Tg], independentes de k e ¢,

tomamos o limite com k — +o0o0 obtendo o seguinte teorema:
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Teorema 3.2. Nas mesmas condi¢oes do Teorema 3.1 existem 0 < Ty < T e fungoes

vetoriais ve, Ge 1 [0, To) — Hy tais que para cada t € [0, To)

ve € L0, To; Hz,4), (3.15)
ve € L%(0, To; H4), (3.16)
de € L2(0, To; Hy o), (3.17)

%(V; (t)a Ev)()—i_ (}\3/4\}6 (t)7 }\1/4‘(—»)0+M(t7|’ Ve (t) H%/Q) (}\3/4\)6 (t)a }\1/45)0

+(Pe(t), &)o = (fe(t), E)o, VE € Hypa, (3.18)

no sentido de D'(0,Ty),

d

a((be(t), E)o+ A2 (1), A2E)g + (v (t),2)0 = (ge(t), E)o, VE € Hy o, (3.19)

no sentido de D'(0,Ty),
Ve(o) = Voe, V;(O) = Vie, d)e(o) - (bOe- (320)
Resolvido o problema (P.3) temos o seguinte Corolario do Teorema 3.2:

Coroléario 4. As fungoes vetoriais u,0¢ : [0, To) — H definidas por ue = U (ve) e

0. =U (de) satisfazem:

Ue € L®(0, Ty; D(AY4)), (3.21)
u. € L®(0, Ty; D(AY4), (3.22)
0. € L2(0, Ty; D(AY/2)), (3.23)

L (0,2)HAY e [6) A 12) + I | AY e (0] (AY hue (1), AY 2

+(0(t),2) = (f(t),2), Vz € D(AYY), (3.24)
no sentido de L2(0, Ty),

d '
a(ee(t),l) + (AY?0(1), AY%z) + (uc(t),z) = (g(t),z), Vz € D(A'?), (3.25)
no sentido de L%(0, Ty),

e (0) =g, u,(0) =1uy,0:(0) = 6. (3.26)
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Ou seja, o par {u.,0.} € uma solugao fraca (local) do problema (P.2). Fi-
nalmente, por passagem ao limite em (P.2), numa topologia apropriada, com

€ — 07 provamos o Teorema 3.1. A seguir provaremos o Corolario 4.

Demonstragao. Inicialmente fixemos de uma vez por todas a norma do grafico em D(A%),

« > 0. Como U, é um isomorfismo de D(AY) sobre H,,x > 0, temos de (3.15) e de

(3.17) que ue(t) € D(AYY) = D(A3/4) e 0.(t) € D(AY?) = D(AY2), V t € [0, T). Para

provar que sup ess || Ue(t) [[pasa)< 0o e sup ess || Oc(t) |p(aiz)< 00, note que
t€[0,To] t€0,To]

dados w,w € D(A%) vale:

(A*Ue (W), A*Ue (W))o = (Ue (AZW), Ue (ATW))o = (AZW, AZW),

isto é,
(AU (W), A U (W) = (AZW, ASW), Vw,w € D(AY), a > 0. (3.27)

Em particular,

| Uelw) 2= AZw 1, Yaw € D(A®). (3.28)
Em (3.28) fazendo ot = 0 e w = u,(t), temos
H uc(t) ||2:|| Ve(t) ||(2) . (3'29)
Por outro lado, fazendo o« = 3/4 e w = u(t) em (3.28) obtemos
I AY e () [1P=] ve(t) 1134 - (3.30)
Logo de (3.29) e (3.30) temos
I we(t) lpaza) =l we(t) > + | A¥*uc(t) |12
=[ ve(t) [I5 + [ ve(t) 1134
<K velt) 1154,
pois Hs /4 — Hy. Portanto,

I'we(t) [lpaza < K[ ve(t) [ls/a

= sup ess || Ue(t) ||pasa)< K sup ess || ve(t) [[3a< oo.
0<t<T 0<t<T
Segue que ue € L*(0,T;D(A%%)). Analogamente 0. € L2(0,Ty;D(AY?2)), logo vale
(3.21) e (3.23). Para provar (3.22) notemos que sendo U, linear e limitado vale:

!

[Ue(ue(t)] =Uc(ul(t), ¥t € [0, Ty, (3.31)
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veja observacio logo apos esta demonstracdo. Dai, v (t) = Ue(ue(t)) = Ue(u,(t)),
donde u, (t) = U (v, (1)), ¥t € [0, Tyl. Logo, por (3.16) temos u,(t) € D(AY4), Vt €
[0, Tol. Agora usando (3.28) e procedendo como acima temos (3.22). As rela¢oes em (3.26)
seguem imediatamente de (3.20), (3.31) e da defini¢do de u. e 0. Provaremos a seguir
apenas (3.24) sendo a verificacio de (3.25) analoga. Sejam ® € D'(0,Ty), z € D(AY4) e
& =Uc(z) € Hyyyg. De (3.18) e do fato de U, ser unitario de H sobre 3, deduzimos

To rTo

J (f(t),2)@dt = | (U (f(1)), Ue(z))oDdt
0 Jo

rTo

= | (fe(t),&)oDdt
JO
rTo d ,

To
= | 2 (Ve(t) E)o@dt + J (A v (t), A1) @dt
0 0

To

To
+J ML, || ve () !\?/z)(h?’/‘*ve(t),7\1/45)0<Ddt+J (bo(t), ) Dat.
0 0

Analisaremos em separado as integrais no segundo membro da ultima igualdade.

To To
LU (1), Ue (2))odt = L L 0, 2)0at

!

To d
1. L a(ve(t),a)oq)dtZJo Tt

Portanto

To To
J i(v;(t), £)o®dt :J i(u’e(t),z)cbdt, V@ eD(0,Tp.

0 dt 0 dt
2.
TO r~T()
J A4 (1), AV2E)o@dt = | (AY*AY2v (1), AV/4E) D dt
0 Jo
V‘TO
= | (YA U (ue (1)), A U (2))oDdt
JO
r‘TO
= | A"U(AY uc (1), N Ue(2))oPdt
JO
rTo
= | (AYHAY2u (1), AV%2)Ddt
( € € € Y €
JO
rTo
= | (A¥Y%u (1), AV(2)Dadt.
JO

Observagao 3.3. Da cadeia de imersoes em (2.26) seque que D(A?/*) — D(AY?),
donde D(A%*) Cc D(AY?). Como uc(t) € D(A%*) temos que A2 () faz sen-
tido.  Além disso, U (AYuc(t)) = AY2U(uc(t) € Hiu donde
A£/2u€(t) €D(AY*). Assim podemos de fato usar (3.27).
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3. De (3.28) com w = u,(t) = U (ve(t)) € D(A%4), temos
H ve(t) H%/2:H Ale/zue(t) H2a Vte [OaTO]' (3'32)
Logo, pelo item 2 temos

To
J M(t, || ve(t) [IF2) (A *ve (1), AV1E) D dt
0

To
:J M(t, || AY2uc(t) IP)(AY*uc(t), AV 2)Ddt, ¥V @ € D'(0, Ty).
0

4. Sendo U, unitario temos

To

To
J (be(t), &)oDdt :J (8c(t),z)@dt, V@ € D'(0,Tp).

0 0

Assim dos itens 1-4 temos

To
[ gt m.2) + 1A e, AL 2) (339
0

+M(t, || AV uc(t) [P A uc (1), AV2) + (8. (1), 2) | @dt =

To
:J (f(t),z)@dt, ¥V ® € D'(0, Tp).
0

Como L2(0,Ty) € D'(0, Ty), temos que (3.33) ¢é valido para todo ® € L2(0, Ty). Logo vale
(3.24). O

Observacao 3.4. A sequir temos uma demonstra¢ao da igualdade (3.831). Com efeito,
sendo Ue(ue(t)) = ve(t) € L0, To;Hs) — ’D/(O,TO;J{3/4), temos para cada
@ € D(0,Ty) que:

/

Logo [ue(ue(t))} (@) =Uc(u,(t)) (@), ¥V @ € D(0,Ty). Portanto vale (3.31).

Na secao seguinte demonstraremos a existéncia de solugao para o problema

truncado associado a (P.3).



Capitulo 3. Existéncia e Unicidade de Solucgao Fraca 53

3.1 Problema Truncado

O problema truncado associado ao sistema (P.3) consiste em encontrar cam-
pos

Vek, Pex 1 [0,T] — Hpx, 0 < T < T, tais que

Wers Verr derd € (L2(0,30,1))”, (3:34)

Wi dud € (20,15 960x) (3.35)

Ve + AWer + M-, || ver 172)AVex + dex = fex, (3.36)
Gore + ADek + Ve = Gex, (3.37)

Ver(0) =Voer, Ver(0) =Vier, Per(0) = boex, (3.38)

onde Voek, Viek,; Pock, Tek € gex SA0 0s campos truncados associados a voe, Vie, $oe,

fe € ge, respectivamente, cf. Capitulo 2.

Observagao 3.5. Em vista do Teorema 1.11, seque de (3.34) que vex € CO([0,t]; Hox)-
Agora como pelo Teorema 1.11 temos L=(0,T; Hox) < L2(0,T;Hox), seque de (3.34)
e (3.35), via Teorema 1.11, que v, dex € C([0,7]; Hox). Assim podemos calcular

Ver(t), Vi (t) e der(t) no ponto t =0 e as relagdes em (3.38) fazem sentido.

A solugao do problema truncado (3.34K3.38) sera obtida como um ponto
fixo de um operador Sy conveniente. Para definir tal operador faz-se necessario

mais algumas notacoes.

Representemos por Xy o espacgo L*(0,1;H ) equipado com a norma

Veklx, = sup ess || vex(t) |12,
0<t<T

e por Yy o espago L*(0,1;Hj ) equipado com a norma
[Gekly, = sup ess || dex(t) [|o-
0<t<T

Consideremos o produto cartesiano E = Xy X Yy com a norma

([Ver, Perlle = Veklx, + Pexly,-

Observagao 3.6. Mais adiante determinaremos T de modo conveniente.
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Para cada w € Xy consideremos os campos de vetores F. e G, dados por
Fek(taA) ::fek(tak)'_'hd(t7‘|wvek H%/Q)Avvek(tax)v

Gek(ta ?\) = gek(ta 7\)

Note que Fcx € Xy e Gex € Y. De fato, é suficiente provar que o campo

truncado f.x € Xy e o campo truncado g.x € Y. Para tanto note que f.x €
T

L%(0, T; Hox) C L?(0,7;FH;/2). Dai J | fex(t) |I3 )2 dt < oo, donde || fei(t) |l1/2< oo
0

quase sempre em [0,7]. Logo [fclx, = sup ess || fex(t) [|1/2< oo, e portanto

te[0,7]
fex € Xk. Analogamente,

T
e € L0, 50,) = | 1 gex() [} dt < 00 =] gelt) o< o0
0
quase sempre em [0,7], donde |gekly, = sup ess || gek(t) |[o< oo, e portanto
t€[0,7]
gex € Yx. Assim de fato temos F., € Xy e Gex € Yi.

Por outro lado L*(0,T;Hox) < L[*(0,7;Hox) com as norma usuais, temos
Y < L2(0,7; Hox). Quanto a Xy note que dado wy € Xy temos pela Proposigao

2.3 item (iii), com ax =1/2 e 3 =0:
T

Wiliae,, = | llwilt) B o
0

< AEJ | wie(t) |17, dt
0

<At( sup ess || wil(t) [|1/2)?
o<ttt

= AeTIwilk, < oo,

donde Xy — L%(0,7;Ho k). Logo Fex e Gey € L?(0,7T; Hp). Definimos o operador
S : E — E por Si([Wex,Zerl) = [Vek, Pexl, sendo [vey, der] a tinica solugao do

sistema
ng + AVek + Pex = Fex, em L2(0,7; Ho )
(P.4) o F Ak + Vo, = Ger, em L2(0,T; Ho )
Ver(0) = Voer, Vir(0) =Viek, Per(0) = boek,

na classe

Ver, Vey, dex} € [L=(0,; j‘Co,k)}g

3.39
{vgkad),ek} € [L2(07T; f}Co,k)}2' ( )



Capitulo 3. Existéncia e Unicidade de Solucgao Fraca 55

Para ver que Sy esta bem definido é suficiente provar que de fato (P.4) possui
solugao e esta é tinica. A unicidade segue da seguinte forma: Dados [Vey, der] €
Ve, (I)ek] solugoes de (P.4), temos que [V, &)ek] = ek, Per] = Vex, d~>ek] é solugao

do sistema
Vi + Ak + dex = 0, em L2(0,; Hox)
(P.5) bl + Aber + 9., =0, em [2(0,T; Ho )
Ve (0) = V1. (0) = dex(0) =0
Tomando o produto interno em H,; de ambos os lados de (P.5); e (P.5); por

/\, n .
2V e 2y, respectivamente, temos

c(iit 19 (8) 112 +2(A0ek (1), Do (£))0 + 2 e (), ey (1)) = 0
¢:ui“v ) 13 200 i (£), A9 ()0 + 2(d ek (£), Vi (£))9 = 0
7 19t 18+ 19er(t) 172 +2000c(8), ber(t)o =0. (3.40)
e analogamente
Sl Berlt) I3 +21) berlt) I3, +2000(0), berlt))o = 0. (3.41)

Somando (3.40) e (3.41) obtemos

d, . od . . d

— t Tl derlt

L0013+ bent) - 0 lt) o
+2 || der(t) |17/ +4(Ver (1), der(t))o = 0.

Integrando (3.42) de 0 a t < T, obtemos
e (115 = 19er () IF + | Perc(t) 1§ — | dex (O I + [19ex (B[ /2 — [9ex(0) 132
\A)ek

+2J0 | dexls) |17/ ds+4 ), dex(s))ods =0

p—
IV 0+ el 3 00 =—2 || [benls) 1 ds—4 [ (9. enlshlods
4H@ﬂmmﬂmnj{wuﬂ%ﬂwwmm}m
0 0

t t
<2 {nva4wn3+n¢d4wu3+nva4@ni2}ds+2j 1erls) 2, ds.
0 0
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Assim,

1Pex (01 + | D) 1§ + Ve () 32

t t
<2 [ Nbets) 7 dsv2 { 19 () 2+ | erls) 2 + 1 9ex(s) 2, }ds.
0 0

Pela Desigualdade de Gonwall Generalizada, cf. Capitulo 1, segue-se que

19 (®) 15+ | derc) 115 + [ Pexc(t) [132

t t
<C| Idels) 22 ds =€ |l bels) [ ds
0 0
t
€[ {19001 1+ 11 fels) 13+ sl 2 fas
0

donde pela Desigualdade de Gronwall, cf. Capitulo 1, segue que

19 (®) 15+ Il dex(t) I + | Der(t) |1F2=0,

e, portanto, Ve, der] = Wex, Perl. A existéncia é obtida via Método de Galerkin

seguindo as mesmas idéias do Lema 2.1 pag. 22 de [30]. Portanto Sy esta bem

definida.

E facil ver que um ponto fixo de S; é uma solucao do problema truncado
(3.34)-(3.38). Para provar que Sy possui um ponto fixo usaremos o Teorema do
Ponto Fixo de Banach na bola fechada de centro na origem e raio a em E, isto é,

B [0, al = {[Wex, zer] € E;|[Wek, zerlle < a}, onde a sera definido a posteriori.

Observagao 3.7. Estamos considerando E com a topologia da norma, logo By [0, a] € um

conjunto fechado do espago de Banach E. Portanto By[0, a] € completo.

Provamos a seguir que Sy é uma contragao. Com efeito, seja Sy ([Wey, zex]) =
Ve, ®ex]. Tomando o produto interno em H, de ambos os lados de (P.4); e

(P.4), por 2v/€k e 2d¢i, respectivamente, obtemos:

/ !/

VAl I+ 1 v B2 +20e(8), Voo (60 = 2Fex(8), Vi (6o

<2 (Fer(t), v (1))o 1< 2 || Ferelt) [lol] ver () [[o<]| Fexclt) 2 + || vier (1) [[3,

ou seja,
d ! /

d
Qi [ ver () 113 ‘|’a | Vex(t) H§/2 F2(Pex(t), ver(t))o

/ (3.43)
< Fex(t) 15+ [ ver () 115 -
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Analogamente obtemos

!/

d
& | der(t) 1342 || dex(t) |12 +2(dex(t), ver (£))o

<[l Gex(t) 1§ + 1| dexlt) 115 -

(3.44)

Somando (3.43) e (3.44) e integrando de 0 a t < T, obtemos

Vo012 + IV + [0ek0]3 2] 1 0(s) 2 s +4 | (Gerls)viashads
<IValO) I3 + [ver 02 + [ 0ckl0)
] U Feats) [ asot | 1 Gants) 13as+ [ {Ivials) 1+ 1 enls) I3 as
0 0 0

=l viewx 1§ + Il voex I3 /2 + 1| boex II5

t
HFol s + G+ [ { 1Veels) 1+ 11005 12 s
0

t
= Ve 115 + I ver(t) 1T/2 + I dex(t) [ +2J I peils) /2 ds
0

<l view 15 + [T voex 1132 + | boer llg

+|F€k|%yf}(07k + |Gek|§7:}(07k + 3T{|V,€k|§o,g{07k + |¢ek|go,}(0’k}-
Portanto,
) t
[ Ver () 1[5 + [l ver(t) 172 + [| dex(t) [I5 +2L | bex(s) 1)z ds

<[ viex [I§ + 1 Voex ||%/2 + || doex |5 (3.45)

i
P, +1Gerlac,, + 3r{rvek|zo,%,k ¥ \¢€k|§o,g{o,k}.

Como Vyek, Vick € Poek Sao campos truncados de vye, Vie € dgc, respectivamente,
entao || voex H%/2<H Voe H%/Q’ | Vier 1G] Vie 1§ € || doek [5< doe [I5, de modo que

(3.45) implica em

t
Ve () 15 + 1 ver(t) 12 + I derlt) |13 +2J | pexls) 172 ds
0
<lvie 15 + [ voe 12 + 11 doe IIg (3.46)

!
+|Fek|§7}(0’k + |Gek|37}(0’k + 3T{|V€k|c2>o75{07k + |¢€k|§o,9{07k}'

Note que sendo U, um operador unitario temos
I vie o=l e (us) 5= 1 115 - (3.47)

I doe [lo=Il Ue(B0) [l5=I| €0 [|5 - (3.48)
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H Voe ||%/2 :H Ue (uo) ||%/2:|| A1e/2u0 ||2
+oo
= J ()\ + e)d(E)\uo,ug) (349)

<A 2u |2+ [ uo |17

Vejamos agora uma estimativa para [F.y[3 3¢,,.» Observe que

| Fere(t,A) [I5ca < [H fex(t,A) llsen) + ‘M(t, [ wer(t) 17,2)] | Awer(t,A) [laea)

2
<2 fer(t,A) [[5en) +2 ’M(t, [ wer(t) 1F,2)] [ AWwer(t,A) [[5¢0,) -

Integrando esta dltima desigualdade de A, até +oo temos

“+00

—+o00
I Fer Hézj | Fer(tA) Becn, die () < 2 j I feetA) 2o dre(A)
Ae

Ae

9 100
+2 ‘M(t, H Wek(t) ||%/2)‘ J }\2 H Wek(t)\) ||i2}{(7\] dHeO\)
Ae

— 2| forlt) |2 42 ]M(t, | we(t) [122)

2 k
J A A Wer(6A) 2o dise (V)
Ae

<2 fo(t) |2 +2k (M(t, | wex(t) [32)

2 k
J A2/ [ e (6 20 dite (V)
Ae

2

=2 fe(t) 3 +2K |M(t, | wer(t) 3)] | wer(t) 1o,

ou seja,
2
I Fent) B2 £ult) 3 +2K MLt | wert) 1) 1 wenlt) 2
Como || we(t) ||f/2< |w€k|§<k temos

2
| Fer(t) [3< 2 || fe(t) |13 +2k\M(t, [ wer(t) [I3/2)] Werlk, (3.50)

Denotando por Cy = max{|M(t,n)*; (t,n) € [0,7] x [0, a*]}, temos em (3.50)
I Fere(t) < 2 || fe(t) I +2kColwerlk,
donde integrando-se de 0 até T obtemos

[Ferl3 g6, < 2|f€|§,_r,{07k + 2ktColweklx, - (3.51)
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Assim assumindo que Wy, zqi] € By [0, a] obtemos
[Ferls g6, < 2fel3g¢,, +2ktCoa’. (3.52)

De modo analogo obtemos

|Gek|g,g{07k < |9€|§7:}(01k- (353)
t t t
Como [felj g, :J | fe(s) lI3¢,, ds :J | Ue((s)) 15, ds :J I £(s) 3¢, ds = Ifl5 14,
0 0 0
isto é,
Ifel3 9¢,, = If15 105 (3.54)

e analogamente

!9e|§,g{07k = |9|§,H7 (3'55)
as desidualdades (3.52) e (3.53) podem ser reescritas como segue:
Fexl3.a¢,, < 2If5 1 + 2ktCoa?, (3.56)
’Gek’;:}{&’k < ’9’3714- (3-57)
Substituindo (3.47)-(3.49), (3.56) e (3.57) em (3.46), resulta
, t
[ver () 1l5 + 1 ver(®) Iz + [l derl(t) I3 +2J | pexls) |17z ds
0 (3.58)
< Eo + 2Coka’t + 3T{|vek|c2>o,j-(0’k + ’(bek|c2>o7}(0’k}7
onde
Eo =l i[5+ 1 00 1F 2 + [ A 2ug |12 + [ wo |* +2163 14 + Igl3 1. (3.59)

Em particular temos

I ver () 117 + | dex(t) 5< Eo +2CokaT + 3t{veyl2 g6, + [PerlZse,, ) (3:60)

| ver(t) [I3/2 + || der(t) [[5< Eo + 2Coka’T + 3T{|V/€k|go,g{0’k + |¢€k|zo,f}(07k} (3.61)
De (3.60) temos
sup ess || ver(t) [I§ + Sup_ess | ber(t) I3

te[0,7] telo,T

< Eo +2Coka’t+ 3T{|V/€k|go,:}c0,k + |¢ek|§o,f}{07k}a
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ou seja,
|V:e_k|zo,g{07k + |d)ek|go,:}c0,k < Eo +2Coka’t + 3T{|Vl€k|zo,:}(07k + |(beklgo7g{0_’k}-
Dai escolhendo T > 0 tal que 3t < 1/2 temos
Vol + 1Pl < o 200ka’ e+ LV, + IberlZ oy} =

Verl2o 560, T |PexlZ 56, < 2E0 + 4Coka’T.

Portanto, para a escolha acima de T obtemos

/ 1
3T{lv€klzo7%0$k + |d)€k’§o,f]—fo,k} < 5(2E0 + 4C0ka2’t) = EO + 2C0ka2T,
ou seja,
BVer 2 5605 T 1P ekl g0, ) < Eo + 2Coka’T, (3.62)

Substituindo (3.62) em (3.61) obtemos

” Vek(t) H%/Q + “ q)ek(t) “gg 2E0 +4C0ka2'c

—> sup ess || vex(t) |7/, + sup ess || der(t) [5< 2B + 4Coka’T, (3.63)
tel0,7] t€(0,7]
isto é,
|Vek|zo,g{1/2 +lberle,, < 2Eo +4Coka’t.
Logo
ISk (Wek, zer])|e < 2Eq + 4Coka’t. (3.64)

Por outro lado, dados [Wey,Ver], Wek,Ver) € Byl0, al, entao

Zes Zer) = Si(Wer, Verd) — Sk ([Wer, Ver]) satisfaz o sistema:

ng + 7\Zek + 2ek - CD(—:k>
(P.6) Zop + Ak + 2oy =0,
zex(0) = 244 (0) = z&,(0) = 0,

onde
Qi (t,A) = ML, [| Wer(t) [|T/2)AWer(t,A) = M(t, | wer(t) |13 /2)Awer (L, A).

Procedendo como anteriormente, tomamos o produto interno em H, de (P.6);
e (P.6), por QZ;k(t) e 22 (t), respectivamente, e somando as equagoes obtemos

d

—{ 2o (6) 1 4+ [ zex(t) 12 + [ o) 2 } 12 2ec(t) |2,

dt (3.65)

/

= 2(Dexc(t), 21 )o — 4(Zexc (1), 21 [1))o
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Note que

/

2 [ (Dexlt), zo)o | +4 1 (Zex(t), ey ()0 |

<2 || @ere(t) floll zer llo +4 [l Zex(8) lloll zexc (1) o

! ’

2((D€k(t)7zek)0 — 4(2€k(t)7 Zek(t))o

N

<@k (Wl + lzeV 15 +2 I 2ex(®) 1§ +2 I zei (O [

= @ (t)II5 +2 | 2ex [I§ +3 | zer (V) 5,

donde,

d , . .
—{ D20 (6) 12+ 1 zex(6) 12, + || 2exc0) |2 } 12 2ec(t) |2,

dt (3.66)

<[l @erc(t) 1242 || Zer(t) 1243 || zoie (1) |12 -

Integrando (3.66) de 0 até t < T e usando (P.6);, obtemos

t

D20 12 4+ 1 2enlt) 120 + || 2ex(8) |2 +2J | 2ex(s) 12,5 ds
0

t t

| 2erls) |2 ds + 3j | 2Ly (s) |2 ds

t
< [ ets) 17 as+2]
0 0

0

t t

|z (s) |12 ds + 2J | 2ex(s) |2 d

10 g, + 3[
0

0
t

< 0al i, + 3| L Iziulo) I3+ D 2enls) 2 fas

0

i A
<@kl g¢,, + 3T{’Zek|c2>o,:}co,k + |Z€k|c2>o,fffo,k}ds'

Portanto,

t

I zer () 115 + Il zex(t) 1172 + || ex(®) 13 +2J I Zew(s) [I7/2 ds (3.67)
0

/ S
< |(Dek|§,j-(07k + 3T{|Zek|zo,}foyk + |Z€k|20,9{0,k}‘

Como estamos supondo 3t < = temos

1

2
! A

3T{|Zek|go,f}fo,k + |Z€k|zo,ﬂ{07k} < |q)€k|3,9'fo,k7

segue-se

t

I 2er () 115 + Il zex(®) 132 + || 2ex(V) 113 +2J I Zei(s) II3 2 ds < 21@eicl3 g, -
0

Em particular

I ze(®) 112 + [l Zex(t) [5< 2@exlz o, (3.68)
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ou ainda

Zex, ZerllE < 2|®€k’3,}c07k‘

Portanto,

|Sk([wekavek]) - Sk([wekaoek])ﬁ:_ < 2|®ek|g7g{oﬂk- (369)

Da definicao de @, temos
Do (L) = ML, || Wer () H%/Z)A{wek(t,m et A)}
+{M(t, | Werl®) [2) = M(&, | wer(®) ||%/2)}Awek(t,m,
donde

| @eic(t,A) (|50 < | MWer(t,A) —Wei(t, A)} [[aca

‘M(t, | We () [I7,2)

2
+ ‘M(t, | We (1) [175) — M(t, || wex(t) H%/Q)’ | AWer(t,A) [Jac(a) ]
2
2 Mt | Wer(8) 13/2)] Il AGver(tA) = wei(&, A0} [

2
+2 ‘M(t, | Wer (1) [I72) — ML, || wer(t) [|T2)] [ Awer (£, A) [15¢a)

Integrando a desigualdade acima com relagao a du.(A) de A a +o00, obtemos

2
| @e(t) [3< 2 Mt | Wer(8) 13))] | Wer(t) —we(t) |1

(3.70)
F2 ML | W) [2/2) = Mt | wes(t) 2,)[ |l wer(t) 13

Pela Proposigao 2.3 item (iii), com «x =1 e 3 =1/2 temos:

H Wek(t Wek t H k H wek t) _Wek(t) “%/27 (371)
[ Wer(t) [[T< k|| Wer(t) H1/27
donde
. 2 " 2

|| Wek(t) _W€k(t) ||1< k|w€k _W€k|Xk7 (372)

H Wek(t) ||%< kh;\)ek@(k g k|[wek70€k]|2E g kCl2.

Por outro lado, temos pelo Teorema do Valor Médio que

2
MUt [ Wk (8) 13)2) = MUt || weit) [32)]

'aM
<

at(

||1/2 | Wer(t ||1/2
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2

oM R 20 . 2
= W(t’ &) ‘|| Wert) [[1/2 + || wer(t) ||1/2‘ ||| Wek(t) [J12 — || wex(t) ||1/2‘
oM S 2. . )
< K(t’ &) ‘H Wert) [li/2 + [| wer(t) ||1/2‘ | Wer(t) = wer(t) [T/,

onde & esta no segmento de extremos || Wei(t) [l 5 e | wer(t) [T 5.

Pondo C; = max{|| VM(t,n) ||% (t,n) € [0, 7] x [0, a®]} e usando as desigualdades

| Wer (t) [|1/2< [Wek, vexle < a (3.73)
| Wek(t) [l1/2< [Wek, Vexle < a,
obtemos
2
M(t, | Wer(t) [I7 ) = M(t, [ wer(t) 13 5)] <4a’Ciiwer — Werlk, - (3.74)

Assim, substituindo (3.72) e (3.74) em (3.70) e lembrando que |M(t, &) < Co,
vV (t,&) € [0,7] x [0, a?], temos

| @ex(t) [[5< 2Cokiwer — Werlk, +8a*Crklwer — Werlk,

(3.75)
= (2C0k —+ 8(14C1k)|W€k — Wek@(k'
Integrando (3.75) de 0 até T, obtemos
4 A
e ()3 3¢, < (2Cok +8a’Crk)Tiwer — Weklk, (3.76)

< (2C0k + 8a4clk)T|[Wek7vek} - [wekaf)ek”%-

Substituindo (3.76) em (3.69) temos

|Si(Wek, ver]) — Sk([wekaoek])‘]i < (4Cok + 16a*C1k)TlWei, Ver) — Wer, VerllR,
(3.77)

V Wei, Verl, Wek, Vex) € Bxl0, al. Escolhamos a >0 e T > 0 tais que

a? > 4k, E, definido em (3.59),

e 1 1 (3.78)
TR TG 16Ck + 64a4Cik [

Com estas escolhas temos de (3.64) que

4C0ka2
16C0k + 64C14C1k

_ 1+ Cok 2
“\2  4Cok + 16a*Ck

3a? )
<T<a7

|Sk(Wek, zew))|; < 2B +4Coka’t < 2B +
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ou seja, [Si(Wek,zel)lg < @, ¥V Wek,zex € Bil0,al. Logo Sy aplica By[0,a] em

By[0, al. Além disso, de (3.77) resulta que

}Sk([wekavek]) - Sk([wek7f)ek])|]25 < (4C0k+ 16a4C1k)T“Wekavek] - [Wek706k]‘2E

i Cok + 4(14C1k
16 | Cok + 4a*Cik

~ N 2
:| ‘[Welovek] - [Wekyvek”l:_
1 . R 2
- Z‘[Wek,vek} - [Wekvvek”E>

V Wek, Verl, Werk, Ver] € Bkl0, al. Logo Sy : Bk[0,a] — Bk[0,k] & uma contragao
(estrita) e pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach deduzimos que o operador
Sk tem um (tinico) ponto fixo [vey, dcxl € Bil0, al, o qual é uma solugao fraca

do problema truncado (3.34)-(3.38) em [0, Ty].

3.1.1 Estimativas I

Nosso propésito agora é obter estimativas para prolongarmos a solugao
Ve, ®ex] do problema truncado obtida na se¢ao precedente ao intervalo [0, T].
Tomando o produto interno em K, de (3.36) e (3.37) por 2v_,(t) e 2dci(t),

respectivamente, obtemos

d d

/ d
3¢ 1vex@® 16+ Tve®) 172 +MUE || ver() [E2) 31 [T ve(®) 111

!

+2(Per(t), ver ()0 = 2(ferc(t), vy (£))o,
N ek () 1342 | berlt) 72 +2(bert),via ()0 = 2(gex (1), dex (1))

Considerando a fungao
n

M(t,n) =J M(t, £)dE,

0
observamos que

[[Vex (t) ”%/2 a

&M(S,E)di,

d d .
M [ Ver(t) ) 3 1 vesd®) o= Ml verde) [o) = |

donde somando as equacgoes obtidas acima , integrando de 0 até t < T, e

repetindo os argumentos anteriores, temos:
I Ve () 115+ I ver(®) 175 + I| de(t) 15 ML, [ ver(t) [I72)

t
42| 1 @arls) Iz ds < Vekl0) 13+ 11 vewl) I, + 1| besl0) I3
0
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t

t
+MWWVwWH%ﬂ+JHfa@H%®+JH9wBH%®
0

t ’ Ve (s ||1/2 0
+ 2 2
3J0 { [ ver(s) I + | dex(s) o }ds —|—L JO

ot
t
=l viex 5 + | Voex [11/2 + I doer la +M(0, | voex [172) +J I fex(s) [I5 ds
0

t t , t plivex(s)lIF 5
#] Waads) 12 ass | {Ivads) I8+ 1 oads) 12 bast | |
0 0 0J0

ou seja,

—M(s, E,)‘ déds

aM(s, 5)‘ dé&ds,
[V () 112+ [ ver() 122 + || dex) 12 +ML, || ver(t) [13/5)

t
42| 1 denls) Iz ds <l vicn 1+ I vocr 22+ I o I
0

X ) ¢ ) ¢ ) (3.79)
+Mmmvaua+jnfwunbm+jngdunmm
0

¢ : ) , tplved)I2, | g
w3 L1t 1+ oents) 1 s+ |
0 0 Jo

ot
Usando a hipdétese (3.4) obtemos

Jt J|Vek(t)|§/2
0Jo

M(s, &)‘ déds.

0

|Vek ||12
M 'd&dt JJ "K(1+ M(s, £))dids

=K [ vents) 2 9. v 17,0 b,

e usando (3.47)-(3.49), (3.54) temos

I ver@ 115 + 11 ver () 112 + | decl) [I§ MUt [ ver(t) [I3)2)+

t t
gLn¢du)mﬂds<Ey+;L{uv;unﬁ+n¢wwnﬁ}“+ (3.80)

t
KJ{HvduuﬁQ+Mwwvdunmg}m,
0

onde
By = w15+ 1160 I3, + Il AY?uo |2+ | wo |12
(3.81)
MO, [ AV [ + [ wo [2) + 3,1 + 191 14
De (3.80) e da Desigualdade de Gronwall obtemos
| Vel 115 + | vel) [ + | ber(t) I
¢ (3.82)

ML verl0) [2) +2 | [ denls) [ 85 < Ca
0
vV t € [0,T], onde C; > 0 é independente de k e de e. Em particular, temos

I ver () [5< Cos [l ver(t) [I7 o< Co,

¢ (3.83)
nmuu%<c%Lu¢w 12,5 ds < Ca,
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vV t € [0, Tx]. Resulta de (3.83) e do Corolario do Teorema de Carathéodory, cf.

Capitulo 1, que a solugao {v.y, i} pode ser estendida ao intervalo [0, T].

3.2 Prova do Teorema 3.2

Como descrito no inicio deste Capitulo a solugao do problema (P.3) sera
obtida como limite, quando k — oo, da solugao do problema truncado. Note

que as estimativas em (3.83) implicam em:

(3.84)

!
|Vek|20,:}cl/2 < Cy; |Vek|§o,:}c0 < Gy,
|berlZa¢, < Cos |¢ek|§,gc1/2 < Gy,

2

vV t € [0,T]. Ou seja a sequéncia (vey)x é limitada em L=(0,T; %, 2), (V. )k &
limitada em L>(0,T;H,) e a sequéncia (pcx)x € limitada em L*(0,T; 7, /») e em
L*(0,T;Hy). Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbarki, mais precisamente
seu Corolario, cf. Capitulo 1, temos que existem v, € L>(0,T;H;,2) e ¢ €

L*(0,T;H,) tais que, passando a uma subsequéncia se necessario vale

Ver — Ve em L®(0, T; Hy /), (3.85)
v, 2 v, em L®(0, T; %), (3.86)
bex = ¢e em L=(0, T; Hy), (3-87)
Gex — de em L0, T;H, /o). (3.88)

Observagao 3.8. Sendo L2(0, T; 3y 2) um espaco de Hilbert temos que as topologias fraca

e fraca-+ coincidem donde deyx — ze em L2(0,T; Hijo) = berx — ze em L2(0,T; Hio).

Observagao 3.9. Como L*®(0,T;J;,2) — L*®(0,T;Hy), pois Hyip — FHoy, temos que
(3.85) € equivalente a

T

;
J (ver (1), w(t) odt — j (ve (1), w(t))odt, ¥ w € L'(0, T; 3G),
0 0

donde em particular obtemos

T T
L (Ver(t),z)o@(t)dt — L (ve(t),z)o@(t)dt, Vz e Hy, V @ € D(0,T).

Ou seja

(Ver(t),2)0 — (Ve(t),2)o em D'(0,T), V z € H,. (3.89)
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Assim se v;k S we em L=(0, T; H,y), entdo procedendo de modo andlogo obtemos

/

(Vo (1), 2)0 — (We(t),2)g em D(0,T), ¥V z € H,. (3.90)

Logo pela unicidade do limite em D'(0,T) obtemos de (3.89) e (3.90) que

!

(we(t),z)o = (ve(t),2)o, VZEFHy et e[0Tl
Dai, we = V... De modo andlogo verifica-se (3.88).

As estimativas obtidas até aqui nao sao suficientes para passar o limite no

termo nao linear.

3.2.1 Estimativas II

Nesta secao obteremos estimativas mais precisas para v¢y e v;k bem como
para v,, e ¢., que nos permitam tomar o limite em (3.36) e (3.37), quando
k — oo, a fim de obtermos o Teorema 3.2. Com efeito, tomando o produto

interno em 3, de ambos os lados de (3.36) por 2A'/?v_, , temos:
2(Ver (1), A2V (1))o + 2(Aver (1), A2y e (1)

FML, || Ver (1) [13/2)2(Avei (1), A2V (1))
+2(bex(t), Al/QV;k(t))o = 2(fex(t), 7\1/2V/€k(t))0,

ou
QA4 (1), A4 (1)o + 2% i (1), AV 4, (1))o
FM, [ Ver(t) [12)200% 4ver (1), A v, (1))
F2AY i (1), A v (1) = 20 Fex (1), A v (1)
ou
LA ) 124 A e () 12 MU | ver (D) 1) || A Mver(t) |2
dt ek 0 dt € 0 ) € 1/2 dt € 0
F2AY A i (£), AV, ()0 = 2(AY 4 e (1), AV VL (1)),
ou ainda
d / d d
2 Ve 10 g7 I velt) [ + MU | ve() [32) 3 | verlt) (154

F2AY 4D i (1), A4V, (1)o = 200 4 i (1), A4V, (1))

Dai procedendo como antes obtemos

d / d d
ap 1 Ver(® s+ I ve(®) 150 M T vac(®) 1172) g T vex(®) 54

/ (3.91)
<l ber®) (175 +2 [ ver () 174+ I Ferct) [I5 4 -
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De modo analogo tomando o produto interno em H; de ambos os lados de

(3.37) por 2AY2¢ . (t), obtemos

d ,
at [bex ()T 442 [ Per () 13/ 2 [ ber(t) [IT4+ Ve O NF a+ I gex ()15, - (3.92)

Somando as desigualdades obtidas em (3.91) e (3.92), obtemos

d
LIVt I+ 1 vesl) B+ 1 0en(t) 1 )

d
2 | Pere(t) 150 MUt [ verlt) [[F2) 5 [l ver(t) [4 (3.93)

<3 Ve ) [1F/0 +3 | dexc(t) 11374 + | Ferclt) 1134 + 1| gercl®) [[1/4 -
Note que

d d
MU, | ver(t) 11/2) = | ver(t) I50= = MUt [ ver(t) [11/2) I ver(t) [I5,4
dt dt

d

— | ver(t) 13,4 M (t, || ver(t) |13 2) = It | ver(t) 1172

d /
I verlt) [ = 209 e (0NN, (). (cf. Capftulo 2)
Substituindo as equagoes acima em (3.93), integrando de 0 até t < T e usando

(3.38), obtemos

. | Vi (1) 134 4 [ Ve (V) 134 + || dex(t) |74
#2 | 1 0eals) I ds + MEt [ varlt) 1) | verl0)
< i 1B+ 11 Voer 120 + 1| doee 124 +MUL [ voer [20) [ voer |20 (394)
t 1 fer® Bac,, + 1 ger(®) B,
i { [ verl) 12 all Vi (5) s + 11 viag() 120 + | eils) 12, }ds

0
2

oM
onde C; = max{3,2C3} e C3 = max{‘ﬁ(é,n)‘ :(&,m) € [0,T] x [O,ag]}. Da
defini¢ao de campo truncado segue que ||vicx ||%/4<||V1e ||§/47 | Voex ||§/4<||Voe ||§/4v

I bock 12,05 Il doe 100 I e o, <l e B, o @ Il gex I3ac,, <Il g 396, Dai

obtemos:
[ vie IF /o< A 12+ w17 (3.95)
I voex II5/4< g[ A ug |12+ uo |17 ], (3.96)
I doex [13/4<Il A0 17 + 1] 60 |17, (3.97)
I Fer(t) 3¢, =l AL IR u<I AV 50 + 1 F 130, (3.98)

I gex(®) 35¢, ,=ll AL IIF <l A g 50 + [ g 1501 - (3.99)
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Justificaremos apenas as desigualdades (3.96) e (3.98) pois as demais seguem
analogamente. Para a desigualdade (3.96) note que para A e > (0 vale

(A +€)3/2 < 3(A¥? + €%/?), donde em vista de (1.12) com x =& = 2 temos

3/4
| Voex ||3/4<” Voe H3/4 | Ue (o) H3/4_|| A |12

0 oo
< €3/2J d(Exug, ug) + J (A + €)*2d(Exug, up)
. 0

0 3 “+00 3 +o0
< €3/2J d(Exuo, uo) + §€3/2J d(Exuo, uo) + §J A%2d(Eaug, Ug)
—€ 0 0
3 “+o00 3 —+o00
< §€3/2J d(Exuo, uo) + EJ A2 d(Eaug, u)
0 0
3 3 3
<32 |y |2 +5 || A3y [1P< [ | uo ||+ || A% 4ug |12 ].

2
Logo vale (3.96). Quanto a (3.98) temos
T

'
I o oy, = | 1 fewlt) [ de= | I AVIE P de =] AYYF B,

T p+o0
I o B, = AV 3= | | e 2aeat piar

0 J—e

T p+oo T p+oo
<JJ Al/Qd(EAf,f)dHel/?JJ d(E,f, f)dt

0 J—e 0 J—e

T
< [ LA e =AY e B

Logo vale (3.98).

Substituindo (3.95)-(3.99) em (3.94) obtemos

[Ver () 1E/a + I ver() 154 + I Pelt) [I14

t
2 J | berls) 124 ds + MUt [ ver() [2)) | ver(t) [, (3.100)

t
< Bt Ca | { IVl Bl veado) o+ Iveads) s+ 10(s) 0 .
0
onde

3,
B = AV [P+ [l w [P +5(Co+ DAY o |12+ [ wo [I* + | A0 ||

+ 1100 I + || A1Af ||§,H I+ A g B + 119 13m -

Definindo ve(t) =[ v (1) 1134 + | vex(t) 3,4 + | dex(t) [1},4, t € [0,T], obtemos
de (3.100) que

t

0 < Yer(t) <Ex+ C4J {Yek(s) + h/ek(s)f}ds. (3.101)

0



Capitulo 3. Existéncia e Unicidade de Solucgao Fraca 70

Lemma 3.2.1. Se y.i(t) satisfaz (3.101) em [0, T] entao existe 0 < Ty < T tal que
Ver(t) < eCTollHEl—eSi0d ™ gy o g o). (3.102)

t
Demonstracio. Defina @(t) = J {yek(s) + [yek(s)f}ds. Entdo, @ (t) = ver(t) +
0

[yek(t)]2, pois @(0) = 0. De (3.101) temos

Ve ()] < (B2 + Cap(1)? = @' (1) = Ver(t) + [yer(t)]’

< Yex(t) + (B2 + Cao(1))?* = Ex + Ca@(t) + (Eo + Cao(1))?,

portanto

’

@ (t) < Ex+ Cuo(t) + (E2 4 Caop(1))* (3.103)

Fazendo y = y(t) = Es + C4@(t) temos
y = Cy0 (1) < Cay + Cuy2. (3.104)
Multiplicando (3.104) por e“** temos

e*C4ty, < C4y67C4t _|_ C49267C4t

d
S dt(e*C4ty) — _C4y67C4t +967C4t < C:41J267C4t7
ou seja
d
(e ) < CayPe . (3.105)

Integrando (3.105) de 0 ate t < T e observando que y(0) = E; obtemos

t
Yy < eC“{EQ + C4J y2ec4sds}. (3.106)
0

t

Fazendo z = z(t) = J y?e~“4*ds temos de (3.106) que
0

y < e“'Y(Ey + Cyz) = y? < ¥ (Ey + Cy2)?
— e “ity? < e (Ey + Cyz)% (3.107)

Da definicao de z temos z (t) = e~ “4ty?, logo de (3.107) temos

(EQ + C4Z), < eC4t

lt< C4tE C 2 <
z (t) < e *"(Ex + Cyz) <:>(E2—|—C4Z)2 )

ou

d —1
— [ ———— ) < ettt 3.108
dt(E2+C4Z) ¢ ( )
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Integrando (3.108) de 0 ate t < T obtemos

—1 1 1 1
- <= Cat e — = > 14 — — bt 3.109
E2 + C4Z E2 Te F—2 + C4Z * F—2 ¢ ( )

1 1 1
Note que 1 + — —e“' > 0 <= e“' <1+ — <=t < —In(1+ —) := T*. Assim
Ey E, Cy E,

tomando Ty < T* obtemos de (3.109)

Ey+ Caz < (14 B —eSY) 7 vielo,T.

Dai como
e*C4t.Y€k(t) < e*C4ty < e*C4teC4t(1 _,_E;l _eC4t)71
ou seja
Yer(t) < eC1To(1+ Byt —eCeTo)
O]
Do Lema 3.2.1 e de (3.101) obtemos a estimativa
| Verlt) 110+l verl) 1150 + | derlt) [1F4< Es, (3.110)
vVtel0,Tol, Vee(0,1) e VkeN, onde
Ey = eCtTo(14E,; 1 —eCTo) (3.111)
De (3.110) segue que
Vek = ve em L*(0, To; Hz 4), (3.112)
Ve — v em L2(0, To; Hya), (3.113)
(3.114)

bek = ¢ em LOO(OvTo;j'Cl/4)~

No que segue estaremos supondo t € [0, Ty].

Vejamos agora uma limitagao parav,, e ¢, em L=(0, Ty; H_1/9) e L2(0, To; H_1 /9),

respectivamente. De fato, de (3.36) obtemos

Ve (1) = fer(t) = Averc(t) — ML, || ver(t) |7 2)AVek(t) — dek(t).
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Logo temos

[ Ver () -1/l Ferc(t) [[1/a + | Aver(t) |-1/4
+M(t, || vex(t) ||?/2) | Aer(t) ||—1/a + || Pex(t) ||-1/4
< Cs || fex(t) [lo + [ ver(t) fla7a +v/Co | vex(t) la/a +Cs || dexlt) llo
< Gy || fex(t) lo +Cr [| vex(t) lla/a +Cs || dex(t) [[1/a,

onde C; é a constante da imersao Hy — H_;,4, C; =14+ +/Cy e Cg = C5C4 com
Cs a constante da imersao H;,, — Hy. Usando (3.110) e o fato de || fex(t) [o

<[l fe(t) lo<|| £(t) || , obtemos

"

|Vek

003 1, S SUD ess | Ver(t) [|l-1/4< Co. (3.115)
te[0,To]

Analogamente, de (3.37) temos

!

bire(t) = ger(t) — Aderc(t) —viy (1),

| e () 212l ger(t) |mryz + | Aderc(t) |-1/2 + || Avey (1) |12
< Cio || gex(t) [lo + || dex(t) |li2 +Cio || V;k(t) llo
< Cio || gex(t) [lo +Ca1 || Vex(t) |J1/4 +Ciz || Vlek(t) 11,4,

onde C;p é a constante da imersao H, — H_;,3, C;; a constante da imersao

}(1/2 — %1/4 e C12 = C10C6. Seque que

[Pexlogc,,, < Cis (3.116)

Portanto v., e ¢, sdo limitados em em L®(0, To; H_1,4) e L2(0, To; H_1/s),

respectivamente, donde passando a uma subsequéncia se necessario, obtemos

"

Vi, 2vlem L0, To; H_y4), (3.117)

Go — b, em L2(0,To; H_1/5). (3.118)

3.2.2 Analise do Termo Nao Linear

Nesta secao obteremos via Teorema de Ascoli-Arzela a convergéncia do
termo nao linear e por conseguinte a prova do Teorema 3.2. Para tanto con-

sideremos a sequéncia P (t) =|| vei(t) ||f/2, definida em [0, To]. Como v, V., €
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L=(0, To; Hox) temos em particular v, € L0, To; Hoy) e Vi € L=(0, To; Hy ),
donde pelo Teorema 1.13 obtemos v € C°([0, Tol; Hy/2). Portanto (Pex)ren €
uma sequéncia de fungoes continuas com valores reais. Mais ainda, da esti-

mativa (3.83) obtemos
Wer(t)] = ver(t) [I3/,< Ca, Ve (0,1),VkeNeVte 0T (3.119)

Por outro lado, dados t,s € [0, Ty] temos:

k() = e = vt [ = 1 vels) 1] = ||| 5 Ivento 2 09
=2 :()\3/4Vek(p),7\1/4V;k(9))0dp‘ <2 E I ver(p) lls/all ver(p) ll1/a
< :{ | ver(p) 13,4 + |l Ver(p) 134 }dp‘ < B E dp‘ = B3t — s,
onde E; é definido em (3.111). Portanto,
Wer(t) — Werls) < Eslt—sl, Ve e (0,1),¥YkeNeVtel0T (3.120)

Em outras palavras, (Pey)reny € uniformemente limitada e equicontinua em
[0, Ty]. Logo pelo Teorema de Ascoli-Arzela existem uma subsequéncia de (i),

a qual ainda denotaremos por (), e P € C°([0, To]; R) tais que
Pex — Ve uniformemente em [0, To). (3.121)
Como M e CY([0, Ty] x [0,+00)) obtemos de (3.121) que
M(t, Pex(t)) — M(t,Pe(t)) uniformemente em [0, To]. (3.122)
Das convergéncias (3.112) e (3.122) concluimos que
Mt e (A Hver(t) = M(t, e (1)AY ve (1) em L(0, To; Ho). (3.123)
A seguir listamos as convergéncias obtidas até agora

Vek R Ve €1m LOO(Oa TO; %3/4)7

!

Vo — V. em L>(0, To; Hy /a),

€

(
(
e 2 v, em L0, To; H_y/4), (3.126
(
(
(

"

v€
Gex — P em L2(0,T0;f}(1/2),
d);k - (ble em L2(07T0;j‘f71/2),

M(t, Yer(t))A Ve (1) = M(t, D (£))AHve (t) em L=(0, To; Ho).
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Das convergéncias (3.124)-(3.129) e observando que

fox — fe em L*(0,To; H,/4) forte, (3.130)

gek — ge em L*(0, Ty; 3, /4) forte, (3.131)

tomamos o limite em (3.36) e (3.37) com k — +co0 donde deduzimos que os

campos v, e ¢. estao na classe (3.15)-(3.17) e satisfazem:

Ve +Ae + M [ We () 7 2)AVe + de = fe em L2(0, To; H_1,4), (3.132)
b. 4+ Ade + V. = ge em L2(0, To; H_1,2), (3.133)
Ve(0) =voe, Ve(0) =Vie, de(0) = dpe. (3.134)

De fato, dado v € L?(0, Ty; H; /4) consideremos o campo truncado vy associado a

v e por (3.36) obtemos

To rk
j j (VI EA) + A (6 A) + ML, | ver() [2 ) Aver(t,A)
0 JAe T, (3.135)

k
+¢ek(t,7\),vk(t,M)m]duemdt=J J (e (), v (6 A e dite (A)dt.

0

Da defini¢gao de campo truncado podemos reescrever (3.135) como segue

To p+oo
J J (VA (6 A) + Aver(tA) + ML, || ver(t) [ o)Aver (6.A)
0 A T (3.136)

Fd et ), vt A))en dre (V) dt = J

0

J (6 ), V(8 A e dre () d,

ou

To
J (Ver (1) + Averc(t) + ML, || Ver(t) [I72)AVer(t) + der(t), v(t))odt
0 . (3.137)

:j (for (1), V(1)) dt,

0

ou ainda (cf. Capitulo 2)

dt

To v + (I) V
J < Zk(t) }\Vek(t) - M(ta || vek(') ||%/2)A Ek(t) Ek(t)’ (t)> 1/4,1/4 ( )
A - ’ 3'138

0

To
= J (fex(t),v(t)) 1 410 dt, VVE L2(0, To; H1/4).
0

Tomando o limite em (3.138) com k — +oco e considerando as convergéncias
(3.124)-(3.127), (3.129) e (3.130) obtemos (3.132). A verificagao de (3.133)

é inteiramente analoga a feita acima para (3.132). Vejamos agora os dados
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iniciais. Consideremos ¢ € C}([0,To],R) tal que ¢(0) = 1 e ¢(Ty) = 0. Da
convergéncia (3.125) temos em particular

To

JTO (ver(t). £) @(t)dt — J

(v;(t), a) e(t)dt, ¥ & € 3. (3.139)
0 0 0

Note que

To

LT)(V;k(t),£>0(9(t)dt==iﬁf)(v;k(t)qﬂt),5>o(it=: (J; v;k(t)qwt)dt,g)

0

To
wuwdHMug :(;%um—j wuuduL@
0 0

0

ou seja

To
i

JTO (V;k(t)’ &)0 @(t)dt = — (voex, &)y — J (Vex(t), &), @ (t)dt.

0 0

Assim (3.139) é equivalente a

To
4w“¢b—J(waﬂ¢%dHMt
o (3.140)

—%—Wd@ih—L(wMi%@ﬁMtvée%o

Da convergéncia (3.124) obtemos

To To
J(wdﬂibdﬁﬁt—ﬁ‘huﬂﬁhdRanae%@ (3.141)
0 0
De (3.140) e (3.141) segue que
(Voeks €)o — (ve(0), &)o, ¥V & € Ho, quando k — +oo. (3.142)

Ora, voex — voe em Hs,y forte e Hj/y — Hy. Dai voerx — voe em H, forte, em
particular, vocx — voe em Hy. Logo de (3.142) obtemos (vye, &)o = (Ve(0),&)o, VE €
Hy. Portanto v.(0) = vpe.. Para provar que v/e(O) =Vie € $(0) = Ppge, considere
@ como acima e proceda analogamente com as convergéncias (3.125), (3.126)

e (3.127), (3.128), respectivamente.

Procedendo como na Observagao 3.9, obtemos de (3.132)-(3.134) que

LI, B0+ P w0, AV48)0 £ Mt | velt) [2) XY Ave (6) A/ 48),
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+(d)€(t)7 E,)O = (fe(t)7 E»)O; VE, S j_(:l/ﬁlyvl €¢C (07 1)7
no sentido de D'(0, Ty),

%(tbe(t), E)o+ (N2 Pe(t),AV2E)o + (Ve (1), )0 = (ge(t), E)o, VE € Hyya,V € € (0,1),

no sentido de D'(0, Ty),

Ve(o) = Voe, VIQ(O) :v167¢e(0) = q)Oe-

Para concluirmos que os campos {v., ¢.} satisfazem o Teorema 3.2 é sufi-

ciente provar o seguinte resultado.

Lemma 3.2.2. Se {ve, P} € 0 par de campos obtidos acima, entao
Pe(t) :H Ve(t) “%/27 vVt e [0, Tyl

Demonstra¢ao. Sejam Wex = Ve — Ve € Zek = Gex — Pe. Temos que o par de campos

{Wek, zex} esta na classe (3.15)-(3.17) e satisfazem as equagoes

d
S Wer () E)ot O wer () A 1E)o+ Mt | ver (D)1 /2) X Hvere(£) A 18),

+{M(t, | Ver(t) II?/Q)—M(t,we(t))}(AS/ Wer (D) A1) o+ (zek (1),8)0 = (Fer () —TFc (1), £)o,
(3.143)
V & € Hj 4, no sentido de D'(0, To),

%(Zek(t)a E)o + A2z (1), NV2E)0 + (Wi (1), E)o = (gek(t) — ge(t), E)o,  (3.144)

V & € Hj 9, no sentido de D'(0,Tpy) e

Wek(0) =Vgex —Voe —> 0 em FH3 /4 forte,
W;k(O) = Viek — Vie — 0 em %1/4 forte, (3145)

Zex(0) = Poex — Poe —> 0 em Iy 5 forte.

Fazendo & =w_, em (3.143), § =z em (3.144) e somando as equacdes, obtemos:

df, .
E{ IWe 5+ e (£ 1172+ | zew () I HMUE, [[ver (£ 115 2) [ wer ()15 }+ lzex () 1132

=—2(zexe (1), Wi (t))o + {M(t,we(t)) — M(t, || ver(t) II%/Q)}(A?’/‘*vek(t),A“ W (1)

+(f€k(t)_fe(t)aw/ek(t))()"’_(gek(t)_ge(t)7zek(t))0+{%M(tv [ Ver(t) ||§/2)} [wer () 1135 -
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Estimando como de costume o lado direito da equacao acima, obtemos

d
dt{ ||W (t) |3+ [ wek (t) H%/Q"i_HZek(t) 5 4+MI(t, ”Vek(t)H%m) ”Wek(t)||8}+|‘zek(t)||%/2

< [Ifex(t)=fe (1) 345 | gex(t) —ge (1) ||3+C14 [Wer(t || ot Iwa O 15+3 zen (D) 117

+ MU (1) = MUt Ve8] 1,0)] 1 ver() 13 wonlt) lls
(3.146)
d
Note que aM(t, | Vex(t) ||%/2) <Cu,Vee(0,1), keNetel0,Tl.
De (3.110) obtemos
[ Ve (t) [114< Es, Vee(0,1), keNete[0,Tyl. (3.147)
Dai sendo weyx = Ve — Ve, obtemos
| Were®) 1845 2 (Il ver(8) 130 + I VE(0) /1) < Es, (3.148)
onde E4 = 4E3. Integrando (3.146) e usando (3.147) e (3.148) resulta que
I we ) 115 + Il wer(®) 135 + [l zer(t) [B< Boex
(3.149)

t
s { | Wials) 12+ | wewls) 12,5 + | zex(s) [2 }ds,
0

onde

Eoek = Viek = Vie [I§ + | Voek —Voe |13 /5 + [I doex — doe [[5
+M O H Voek H1/2 ” Voek — Voe Hg +% |fek(t) - e( )|(2)-(0 + % |g€k(t) - ge(t”?l{o
+C(To) max |M(t,be(t) = M(t, || vex(t) [[72)

0\\0

(3.150)
Cis = max{ ,Cu) e C(Ty) = vVEsVeloo 9¢,,, Jo- Da desigualdade de Gronwall e (3.149)
implicam em

| Wek(t) |3 Eoere©7™, ¥t € [0, Ty, (3.151)

Das convergéncias (3.129), (3.145) e do fato de

fex — fe em L2(0, Ty; H,) forte, (3.152)

gex — ge em L*(0, To; 3p) forte (3.153)
(recorde que L%(0, To; Hy/4) < L2(0, To; Ho)), resulta que

EOek — 0, (3154)
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independente de t € [0, Ty]. Logo de (3.151) obtemos
| Wex(t) [|7,,— 0 em C°([0, Tol), quando k — 4oo0. (3.155)
Finalmente,
e (0= 1| vel®) 12,5] < e (t) = werlv)
[l ver®) 12, = I ve(t) 13, (3.156)
< e(t) —Pex(t) + { [ ver(t) [z + | ve(t) [l1/2 } [ Ver(t) = velt) [l1/2,
ou seja
e ()= [ Velt) o] < hbe(t) = e (t)
(3.157)
L 1vertt) s+ 1vel0) e bl walt) e
De (3.83) obtemos
L IVertt) e + 1velt) o | I wanl®) e Cos I war®) e (159
onde Cjg = 24/Cy. Substituindo (3.158) em (3.157) obtemos
\we(t)— [ve(t) 17 )o] <Te(t) —Wer(t) 4 Cig [| wer(t) [l1y2, Ve[0Tl (3.159)
Tomando o limite em (3.159) com k — 400, usando (3.121) e (3.155) obtemos
Pe(t) :H Ve(t) ||%/2’ Vtel0,Tol
L]

Isto completa a prova do Lema 3.2.2 e portanto do Teorema 3.2.

3.3 Prova do Teorema 3.1

De acordo com o Corolario 4 do Teorema 3.2 o par de fungoes vetoriais

ue = U (ve) e 0. = U (b ) satisfazem (3.21)-(3.26). De (3.28), das estimativas

(3.82) e (3.110), das convergéncias (3.124) e (3.125) e do Teorema da Limitagao

Uniforme, cf Capitulo 1, obtemos as seguintes estimativas:

| (0) 2= v () [3< o || v, (1) [B< Cur

(3.160)
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| AL (8) [P=[ ve () 17 /4< liminf | Ve () [11/4< Car (3.161)
| AV (8) [Pl vel®) [0 Biminf [ verl0) 34 Cir (3.162)

| 0c(t) [IP=] de(t) |7 o< %iglfgof | dex(t) [I7/2< Ci7 (3.163)
| AV l®) =] ve ) o< i [ vealt) [F0 Cr, (3160

onde C;7; é uma constante positiva independente de € e t.

A convergéncia do termo nao linear seri obtida como na Secao 3.2, isto
é, fazendo uso do Teorema de Arzelda - Ascoli. De fato, para cada € > 0
consideremos a fungao real W, (t) :=|| AY*uc(t) |2=|| ve(t ) |1 ;- Em [30] o autor
prova mediante os Espagos Intermediarios, cuja definicao é dada no Capitulo
4, que a funcao Y. esta bem definida e é continua em [0, To]. De (3.164) segue
que

Nje(t” <Cyp, Vte [O,T()], Vece (0, 1) (3165)

Das estimativas (3.161) e (3.162) resulta que

t
|we(t)—we(s)|<2j | AY g (0) (| AY* (0) || do| < Crslt—sl,

S

ou seja

We(t) —We(s)| < Ciglt—s| Vit,se€0,Tyl, Vee(0,1). (3.166)

De (3.165) , (3.166) e do Teorema de Arzelad-Ascoli segue a existéncia de
uma fungao ¥ € C°([0,ToJ;R) e de uma subfamilia de (W¢)cc(01), a qual ainda

denotaremos por (W¢)ce(o1), tais que
Y. — ¥ em C°0,Ty]) quando e — 0. (3.167)
Como M € C!([0, To] x [0, 4+00);R) segue de (3.167) e da definigao de Y. que
M(t, || ve(t) ||f/2) — M(t,¥(t)) em C°([0,T,]) quando € — 0™ (3.168)

Agora de (3.160), notando que u.(0) = U (voc) = U U (1) = ug, € do Teorema

Fundamental do Calculo temos

t

t
J' H LL H dS C17T0 :>H J S)dS Hg C17TU
0 0

= ue(t) —up [|< Ci7To = ue(t) [|< Ciro, ¥V t € [0, Tol.
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Logo (u¢)o<c<1 € limitada em L*(0,Ty;H). Desta limitagao, de || A%u. [|*<]|

Afuc |3, V0<e<1, Va=0,ede (3.161)-(3.164) obtemos

(ue) é limitada em L®(0, Ty; D(A%/4)), (3.169)
(u.) & limitada em L*(0, Ty; D(AY4)), (3.170)
(0.) & limitada em L2(0, Ty; D(AY?)). (3.171)

Considerando uma subfamilia se necessario, deduzimos de (3.169)-(3.171) que

existem u € L®(0, Ty; D(A%4)) e 0 € L2(0, Ty; D(A'/?)) tais que

Ue = u em L0, Ty; D(AY?)), (3.172)
u, = u' em L0, Ty; D(AY4)), (3.173)
0. — 0 em L%(0, Ty; D(AY?)). (3.174)

Da imersao L®(0, To; D(A%/4)) < 12(0, To; H), da convergéncia (3.172) e da esti-

mativa (3.162) resulta que existe x € L?(0, Ty; H) tal que

ue — u em L%(0, Ty; H), (3.175)

A%*u. — x em L2(0,Ty; H), quando € — 0. (3.176)

Sendo A%** um operador auto-adjunto, temos que A** & fechado (forte), cf.
Apéndice, donde fracamente fechado. Dai A%%u = x. Além disso, se z €
D(A'/4) entao por (1.11) temos

(AY i (1), AVz) = me T )d(Eue(t),2) = rm Ad(Exte(t). 2)

—€ —€

+e J+oo d(Eaue(t), z) = (A¥*uc(t), AY2) + e(uc(t), z).
Disto e de (3.176) resulta que

(A (1), AV2) — (A%*u(t), AVz), em 12(0,Ty), V z € D(AY*). (3.177)
Ultilizando a convergéncia (3.168) deduzimos que

MUt [ ve () [I7/2) (AY "ue (1), AL 2) — M(t, W(1) (A% u(t), Al z), (3.178)

em [%(0,Ty), V z € D(AY*) quando ¢ — 0". De modo anilogo obtemos da

imersao 1%(0, To; D(A'/2?)) < L2(0, Ty; H), da estimativa (3.163) e da convergéncia
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(3.174) que
0. — 0 em L%(0,Ty; H), (3.179)
A20. — AY20 em L2(0,Ty; H), quando € — 0™, (3.180)
donde
(A20. (1), Al2z) —~ (AY20(t),AY?2), em 1%(0,Ty), ¥V z € D(AY?). (3.181)

Tomando o limite em (3.24) e (3.25) com € — 0" e levando em consideragao

as convergéncias (3.172)-(3.174), (3.177)-(3.179) e (3.181) obtemos

{u,u',e} € L(0, To; D(AY)) x L=(0, To; D(AY4)) x L*(0, To; D(AY?)),

%(u/(t),z) + (A3/4u(t),A1/4Z) ML, W) (A3 4u(t), AV42)+

+(6(t),2) = (f(t),2), vz € D(AY?),
no sentido de 12(0,Ty),

d

30, 2) + (AY20(t),A"?2) + (u'(1),2) = (g(t),2), Vz € D(A"?),

no sentido de 12(0,Ty),

!/

u(0) =ug, u (0) =u; e 8(0) = 0.

A verificagao dos dados iniciais é feita de modo anilogo & do problema per-

turbado.

Lemma 3.3.1. Se {ve, dc} € 0 par de campos obtidos acima, entdo
W) =|| AY2u(t) [IF 5, ¥t €0, Tol.

A conclusao da prova do Teorema 3.1 segue do Lema acima cuja demon-

stragao é inteiramente aniloga a prova do Lema 3.2.2.

Observacao 3.10. O Lema 3.2.1 mostra o cardter local da solugcao fraca obtida acima,
pois somente para Ty < T* obtemos a estimativa (3.110). No entanto se pudermos impor
condigcoes sobre T* de modo que T < T* entao pode-se determinar uma solugao fraca global
para o problema (P.1), isto €, um par de fungoes vetoriais wu, 0 : [0, T] — H satisfazendo

(3.7)-(3.12).
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3.4 Unicidade de Solucao

Nesta secao provaremos a unicidade de solugao para o problema (P.1).
Inicialmente observamos que a regularidade imposta sobre os dados iniciais
{ug,u1, 00, f, g} na classe D(A%*) x D(A4) x D(AY?) x [LQ(O,T,D(AI/“))}Q “nio é
suficiente” para obtermos a unicidade de solucdo. De fato, se [u,0] e [iL, 6]
satisfazem o Teorema 3.1, entdo [, ] = [u— 1,0 — 0] esta na classe (3.7)-(3.9)

e satisfaz

d . ,
72+ (AY I, AViz) £ ML A2 ) (A, A Z)—

M(-, || AV20 ) (AY M, AYA2) + (d,2) =0, Vz € D(AYY), (3.182)

no sentido de 12(0,Ty),
d ’
dt(d),Z) + (A2, AY?2) + (m',z) =0, Vz € D(AY?), (3.183)

no sentido de L2(0, Ty),
1n(0) =n'(0) = $(0) =0, (3.184)
ou

d
2+ (A3, AY4zZ) + M(-, || AY2u |2 (A4, AY22) + (&, 2)

— { Sl AYEHLP) — M( || AV \|2)}(A3/4ﬂ, Al/4z), (3.185)
Vz € D(A'*) no sentido de L%(0, Ty),

%(cb,z) + (AY2¢,AY?2) + (n,2) = 0, Vz € D(AY?), (3.186)

no sentido de L*(0, Ty),
n(0) =n (0) = ¢(0) = 0. (3.187)

Tomando z =1 (t) em (3.185) temos:

%Iln'(t) 1> +(A%*n(t), A" (1)) + M(t, || AY?ult) [|P)(AY* (1), AY*n (t)n' (1)

+Ho(t),n'(1) = {M(t,HA“Qﬂ(t)HQ)—M(t,HAW JII* } (A¥*u(t), AV (1)), ou
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& @) 1 A0 (W) + ML A2 [2) A (), AV (1)
:—(¢(t),n/(t))+{M(t,|!A“2a(t)||2)—M(t,HAW ) |7 }A“ (1), A" M) ou
1
I g JAYER ([ MU A2 ) A2 P

1d
Fygt M IAY 2l ) A2 o
:—(d)(t),n/(t))—i—{ t HA1/2 HZ)—M(’C, HA1/2 “ }A3/4 )A1/4n’(t])
1d .
+§a{ (t, ]|A1/2u(t) ||2)} ||A1/2ﬂ(t) ||27 ou ainda
d 2 4 1d 12, 2 li 1/2 2 1/2 2
S 7 44 S A 12 g M A2 ) A |
:—(¢(t),n’(t))+{ (6, | AY20(8) [2) — M(&, | AY2u(t) |2 }AM (£), A4/ (1))
1d
byt M Al )} A 0, o
d
SR 1A A ) A |
=2(—q>(t),n(t))+2{M(t,HA“2a(t)H2)—M(t,HA” ) |7 }A“ (t), Al/4'(H)

d 1/2 2 1/2 2
+E{MHJA/MﬂHﬁHA/NﬂH

<2|(9(0),0' ()] +2 Mt | AV 2a(t)) —M(t,nA“Zu(t) )| |(Awt)n' @)
d
| M ITAY () [P)| A n(t) |
<O >+ I (1P +2 MUt [ AV>a(0)P) = Mt [|AY2u () [2)] [ Aa) [’ (0]
d
ML IA A [2)] A
Pondo ||m(t)I]> =|| A¥?n(t) ||?, segue que
n n(t) |, segue q
d 2 1/2 2 1/2 2
dt?M ) 1P HIM I M, [|AY2u(t) ) || AY 0 (1) |
<[l o) |+ 11’ (6) [P 42M (e, [ Al | )—M(tHA”Qu(t) )] I Aw() fin'e) |
d
Mt Al AV() |
(3.188)

De modo analogo, pondo z = ¢(t) em (3.186) obtemos

%HMﬂWwwmwgmmwﬁwnﬁw? (3.189)
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Usando o Teorema do Valor Médio e procedendo como anteriormente, obtemos

MUt [| AY20(t) [12) — M(t, || AY2ult) |2

oM

S ‘ﬁ(tﬁ\)’ () o are) + | wt) [oave | A0t |,

(3.190)

onde ¢ pertence ao segmento de extremos || AV2((t) ||? e | AY2u(t) ||®. Assim

por (3.2) segue-se

IM(t, || AV20(t) [|) — M(t, || AY2u(t) ||?)]

e (3.191)
< Cs [ alt) loare) + [T ult) loare | 1AV () ||

Sendo M € C'([0,T] x [0,+00)) e w,u € L*(0,Ty; D(A¥*)) — L=(0, To; D(A/?))
obtemos

SLo 't I+ M A 1) A0 12 )
S0 12 (1) 2425 100 s+l v | IAY (0 AR ' (1))

+Cg || AYn(t) ||

ou seja,

SL 1 @ 17 iR + M At ) A0 |

<A [P+ () [ +Cs [IAYn () [*+C7 AV 2 n(0) ||| Alt) [[In' (1) |

(3.192)

Somando (3.189) e (3.192) obtemos:

Ll i ot 1M LA A7) | A i) e
<2 () (242 ' (8) [24+Co [|AYAn() |24+C7 [ AY*n(e) ||| Aw(t) [ (6) |
(3.193)

Integrando (3.193) de 0 até t < Ty e usando o fato de M(t,A) > 0 concluimos

que .
I () 1+l | bt |2 +L (s lIds
<J:{2anaH2+2un%wu2+c6HA“%ﬂﬂu2 (3.194)
+Cx | A2 [ Ats) [l '(s) | fs
Como ndés nao temos uma limitagao para || At(t) |, ndo conseguimos usar

a Desigualdade de Gronwall e por conseguinte nao obtemos a unicidade de
solugao. No entanto com as hipoteses fixadas anteriormente sobre o operador

A e a funcao M, se os dados iniciais {ug,uy, 0y, f, g} tém mais regularidade,
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teremos unicidade de solugao no Teorema 3.1. Mais precisamente temos o

seguinte Teorema.

Teorema 3.3. Sejam g € D(A), uy € D(AY?), 6 € D(A'?) ef, g € L*(0, T; D(AY?)),

T > 0. Entao existe 0 < Ty < T e um tnico par de fungoes vetoriais u,0 : [0, To] — H

satisfazendo:
u e L®(0,Ty; D(A)), (3.195)
u e L®(0, Ty; D(AY?), (3.196)
0 € L2(0, Ty; D(AY2)), (3.197)
%(u/(t),z) F(AY2u(t), AY2Z) + M(t, || AY2u(t) [[2)(AY2u(t), AY2)

+(0(t),z) = (f(t),2), Vz € D(AY?), (3.198)

no sentido de 12(0,Ty),
%(G(t),z) +AY20(1), AV2%2) + (W (1),2) = (g(t),2), Yz € D(AY2),  (3.199)

no sentido de 12(0,Ty),
u(0) = o, 1 (0) =u; e 0(0) = 0. (3.200)

Demonstragao. A prova da existéncia de solugao {u, 0} na classe (3.195)-(3.197) é analoga
a do Teorema 3.1. Para a prova da unicidade, suponha que [u, 0] e [i, 0] satisfazem o
Teorema 3.3 e seja M, d] = i —11,0 — B]. Observemos que as estimativas (3.188)-(3.191)
continuam valendo para a classe (3.195)-(3.197), donde também continua valendo (3.193).

Como u, 1t € L*(0, To; D(A)) segue que || Au(t) ||< Cs, donde
Cr || AY2n(s) [[I| Ac(s) [ n'(s) |l

< Co || AV (s) |2 +Cuo | 1'(s) |12

= Cyoln(s)II> + Cuo I m'(s) |12,

ou seja,
Cr || An(s) (I Atls) [[ n'(s) 1< Collm(s)II* + Co [ m'(s) > - (3.201)
Substituindo (3.201) em (3.194) temos

I (6) 1+ (©1P+ [ $(t) 1>
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<) 1P @I+ [ (e |2 +J0 llo(s)lIPds

< L {2 | &(s) |2 +2 || n'(s) ||> +Crollm(s)II> + Co || 1'(s) |2 ds}

t

< an

0

{ L o(s) 2+ I m'(s) |2 +||m(s)|||2as},

donde pela Desigualdade de Gronwall segue que
I (6) 2 (W1 || (1) [P=0, ¥ t € [0, Tol.

Portanto, n = ¢ = 0 em [0, Ty] e fica provado a unicidade da solucao. O



Capitulo 4
Aplicacao

Neste capitulo objetivamos aplicar os resultados obtidos nos capitulos anteri-

ores. Para tanto necessitamos de mais algumas notacoes.

Seja O um subconjunto aberto do R". Por H™(Q), m € Z,, estamos
representando o espaco de Sobolev de ordem m, ou seja, o espacgo vetorial
das (classes de) fungoes de [*(Q)) que possuem derivadas no sentido das dis-

tribuicoes até a ordem m pertencentes a L2(Q)) equipado com o produto escalar

(u,v)pm = Z J (D*u, D*V)2dx, u,v e H™(Q).

loj<m V€2

O fecho em H™(Q) de D(Q) sera denotado por H*(Q)) e o dual topoldgico de
H{*(Q) é denotado por H ™(Q). Mediante o Teorema da Representacao de

Riesz-Fréchet obtemos a seguinte cadeia de imersoes continuas e densas:

D(Q) = HMQ) = [3(Q) = H ™(Q) — D'(Q).

Sejam X e Y dois espacos de Hilbert separéveis com produto interno e norma
denotados, respectivamente, por ((-,-)), || - || e (+,*), || Suponhamos que X < Y,
isto é, X € denso em Y e a imersao de X em Y é continua. Seja S o operador de
Y determinado pela terna {X,Y, ((-,-))}, isto &, S & o operador de Y tal que para

cada u € D(S) existe um tnico u € Y de modo que
((w,v)) = (w,v), Vu,veX

Neste caso temos

Su=u

87
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D(S) ={ue X; 3 feY que verifica ((u,v)) = (f,v), Vve X}

Além disso, o operador S é auto-adjunto, nao limitado (se X #Y) e
(Su,u) = ((u,v)) =l u|[= Cluf’, ¥ ue D(S),

onde C > 0 é a constante da imersao X — Y. Ou seja, S é auto-adjunto, nao
limitado (se X # Y) e coercivo. Nestas condigoes o operador A = S!/2 esta bem
definido, é auto-adjunto, coercivo e X = D(A), veja [35]. Assim, conforme a

Secao 1.3, ficam bem definidas as poténcias do operador A.

Defini¢ao 4.1. O Espaco Intermedidrio [X,Y]g, 0 < 0 < 1, é o dominio do operador

A'® equipado com a norma do grifico
[ulltx vy, = I+ AT Puf, we D(AT®) = [X, Yo,

Segue da definigao acima que [X,Y]g € um espago de Hilbert, [X,Y]; = X e
[X7 Y]l - Y'

Observagao 4.1. Mostra-se em [23] que se X e Y sao equipados com novos produtos
internos equivalentes a ((-,-)) e (-,-), respectivamente, e definindo Yo = [X,Ylg com re-
lagao a estes movos produtos internos, entao se Xg denota o espaco intermedidrio [X, Y]g
com os produtos internos ((-,-)) e (+,-) temos Xg = Yg e suas normas sao equivalentes.

Conclui-se que 0s espagos estao intrinsicamente definidos por X e Y.

Consideremos QO um aberto limitado bem regular do R™ (ou Q =R"™, R} R")
e nimeros reais s > 0 e m > s. Definimos os espagos de Sobolev de ordem s
por

HE(Q) = H™(Q), L2(Q))_¢.

Mostra-se em [23] que H*(Q) nao depende dos inteiros m > s.

Com as notagoes acima podemos dar uma aplicagao dos resultados obtidos
no Capitulo 3. Seja QO =R™ e em H = [%(R") consideremos o operador A = —A
com dominio D(A) = H?(R™). Entao:

D(AY4) = [HYR™), L2(R™)]; /o = HY2(R™),
D(A'?) = [H!(R™),L*(R™)]o = H'(R™),
D(A4) = [H!(R™), A(RM)]1 /4 = HY/(R™).
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De acordo com o Teorema 3.1, dados u, € H¥4(R™), u, € H/2(R"), 6, € H'(R")
e f,g € L2(0, T;HY2(R")) existem 0 < Ty < T e fungoes vetoriais u,0 : [0, T)] —
[*(R™) na classe (3.7)-(3.9) tal que

W Au— M(-,J IVu(x, ) [Pdx)Au + 0 = f,

0 —AB+u =g,
U(O) = Uy, u/(o) = Uy,

Tomando u, € H*(R™), u;,00 € H'(R") e f,g € L?(0,T; H!(R™)) podemos aplicar
o Teorema 3.3 e obtemos existéncia e unicidade de solugao para o problema

(P.7) na classe (3.195)-(3.197).



Apéndice A
Elementos da Teoria Espectral

Aqui apresentaremos alguns conceitos relativos a Teoria Espectral em Es-
pacos de Hilbert com énfaze nos operadores lineares nao limitados. Iniciamos
com a definigao mais geral de um operador linear em espacos de Hilbert. Seja

(H; (+,+)) um espago de Hilbert, com norma correspondente | - |.

Defini¢ao A.1. Denomina-se operador ( ou transformagao) linear de H a toda aplicagio

A :D(A) — H definida num subespag¢o D(A) de H tal que
Alu+v)=Au+Ave Alcu) =cAu, Yu,ve D(A) eV ceC.

Dados A : D(A) — H e B: D(B) — H dois operadores de H, os conceitos
de adigao, multiplicacao por escalar, multiplicagao e inversa define-se como
para fungoes em geral, observando-se apenas que D(A +B) = D(A)ND(B) e
D(AB) =M onde M C D(B) é tal que B(M) = Img(B) N D(A).

Definicao A.2. Dados dois operadores lineares A e B de H, diz-se que 0s mesmos sao
iguais, denotando A = B, quando D(A) = D(B) sendo A = B em D(A). Quando
D(A) D D(B) e A = B em D(B) diz-se que A é uma extensao de B, escrevendo-se
B C A.

Definicao A.3. Sejam A e B operadores lineares, com B limitado. Diz-se que B e A
sao permutdveis ou que B comuta com A, quando AB € uma extensao de BA, isto €,

BA C AB.

Definigao A.4. Diz-se que um operador linear A de H € limitado em D(A) quando existe

uma constante K > 0 tal que

90
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I AX < K| x ],

V x € D(A). Em caso contrdrio diz-se que A € nao limitado.

Assim, um operador A de H é nao limitado quando para todo n € N existe

xn € D(A) tal que || Ax, |[|>n | xn ||

A seguir justifica-se o uso de D(A) em vez de H na definicao (A.1). Inicial-
mente recorde que um operador A é limitado em D(A) se, e somente se, A &

continuo em D(A). Dai, tem-se a seguinte proposigao.

Proposicao A.1. Se o operador A € limitado em D(A), entao A pode ser extendido por

continuidade ao fecho D(A) de D(A), sendo tal extensao linear, limitada e com a mesma

norma de A.

Demonstracao. Sejax € D(A). Entao existe uma sequéncia (x,) em D(A) tal que x,, — x

em H. Sendo A linear e limitado, temos

| Axn — Axan [[<[ A [l X0 —xm | (A1)
onde
| A= HSlulgl | Ax || (A.2)

Como (x,,) é convergente, tem-se que (x,,) é de Cauchy, donde por (A.1) temos que (Ax,)
é de Cauchy em H. Sendo H completo, existe y € H tal que Ax, — y em H. Defina

A :D(A) — H pondo Ax = y.
Afirmagao: A estd bem definido !

De fato, se (zn) € outra sequéncia em D(A) tal que z, — x em H, entdo (v,) =
(x1,21,X2,2,...) € tal que v, — x em H. Pela continuidade de A, temos que (Avy,) é
convergente, logo, de Cauchy. E facil ver que (Axn) e (Azy) sdo subsequéncias de (Avy,)
e, além disso, Ax, — y. Sendo (Av,) de Cauchy, tem-se necessariamente que Av,, — Yy,
donde Az, — y. Portanto, A esta bem definido. B facil ver que A ¢ linear e para cada

x € D(A), considerando a sequéncia constante (x,) = (x,x,...), temos Ax = Ax. Logo,
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temos que D(A) = D(A) D D(A) e A=A em D(A). Assim, A é uma extensdo de A.

Para ver que A ¢ limitada em D(K), note que dado x € D(K) temos
| Ax [[=[] lim Axy [|= lim || Ax [[< L || A xn f|=]0 AT x ]

portanto,

| Ax 1< A Jl x ]I, ¥ x € D(A).

Além disso, || A ||<|| A ||. Ora, para x € D(A) C D(A) com || x ||= 1 temos Ax =
Ax = || Ax ||=| Ax [|<|| A ||, donde por (A.2) temos || A ||<|| A ||. Logo, || A ||=[| A ||
L]

Observacao A.1l. O fecho F de um subespaco vetorial F de um espaco normado ¢ ainda

um subespago vetorial do mesmo, confira em [36].

Segue da proposicio acima que se D(A) é denso em H, isto é, D(A) =
H, a extensao obtida é limitada em H. Em caso contrario, considera-se a
decomposicao em soma direta H = W@WL, onde (f/‘\)L ={veH; (v,x) =
0, Vx € D(A)}. Dai, todow € H & univocamente representado por w = x+y, com
xeD(A) e Yy € WL. Assim, pondo Ay =0 em WL, define-se Aw = Ax+Ay,
obtendo-se uma extensao linear de A 4 H, a qual é limitada e possui a mesma
norma que A. Logo, no caso limitado podemos sem perda de generalidade
considerar A com dominio D(A) = H. Entretanto, no caso nao limitado isso

nem sempre é possivel. Tal fato segue da contra-positiva do teorema a seguir.

Teorema A.1. (Hellinger-Toeplitz) Se D(A) =H com A linear e satisfazendo

(Ax,y) = (x,Ay), Vx, y € H, (A.3)

entao A € limitado.
Demonstracao. Suponha, por contradicao, que A nao é limitado. Entao, existe uma
sequéncia (v ) em H tal que || vy, ||= 1 e || Avy, ||[—> +o0. Consideremos a sequéncia (f;,)

de funcionais lineares definidos em H (recorde que D(A) = H!), por f,,(u) = (Au,v,).

Por (A.3) temos

| () =] (Aw,vi) =] (w, Ave) [ [ Avn |,



Apéndice A. Elementos da Teoria Espectral 93

donde (f,,) ¢é limitada para cada n € N. Além disso,
| fr(u) = (Au, v []| Au || vi (=] A, Vu e H,

ou seja, (fp(u)) é limitada em R para todo u € H. Logo, pelo Teorema da Limitacao
Uniforme, existe k > 0 tal que | fp(u) K k ||u |, Vn=12...eVuéeH Em
particular, para u = Av,, obtém-se || Av,, ||?’< k || Avy, ||, donde || Av, ||< k, Vn €N,

o que é uma contradi¢ao. Logo A ¢é limitado. O]

A seguir faremos uma rapida introdugao sobre o operador Adjunto de um

operador de H.

Recordando o caso limitado temos que o operador adjunto de um operador

linear A: H — H & o tinico operador linear A*: H — H tal que
(Au,v) = (u,A*v), YV u,veH.

Agora, no caso nao limitado, temos que A é definido em D(A) C H e nao
mais no espago de Hilbert H. Assim, pode ocorrer do vetor v = A*v nao ser
mais tnico. No entanto com a hipo6tese adicional de densidade, recupera-se a
unicidade de v*. De fato, suponha (Au,v) = (u,v*) = (u,vj), V u e D(A). Logo,
(w,v* —v¥) =0, Y u € D(A), donde v* —v* € D(A)*. Como D(A) C D(A), segue
que WL c D(A)*L.

Afirmagdo: v —v: € D(A) " !

Com efeito, se v —v] & D(A) entdo existe v e D(A) tal que (v, v* —vi) #0.
Seja (v,,) uma sequéncia em D(A) tal que v, —+ v em H. Entao, nl_igloo(vn,v* —
vi) = (v,v*—v]) # 0, donde existe ny € N tal que paran > ng vale (v,,v:*—v}) # 0,
o que é um absurdo pois v,, € D(A), V n € N. Logo, v —v] € WL. Sendo

D(A) denso em H, temos que (A)L = {0}, donde v* =vj.

Assim, com a hip6tese de densidade fica bem definida a aplicacao A* :

D(A*) — H dada por A*v =v* e tal que

(Au,v) = (u,A*v), Vue D(A)eVveDA".

Diz-se entao que A* é o operador adjunto ou a adjunta de A. Note que
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DA*)={veH ;dv* e Hcom (Au,v) = (u,v"), Vue D(A)}
Proposicao A.2. O operador A* € um operador linear de H.

Demonstracao. Devemos provar que D(A*) é um subespacgo de H e que A* é linear em

D(A*). Ora, dados u,v € D(A*) e A € C, temos que para todo w € D(A) vale
(Aw,u+Av) = (Aw, u) + A(Aw,v) = (W, u*) + A(w, v*) = (w, u* + Av*).

Falta provar que (w4 Av)* = u* + Av* é tnico. Se existe w* € H tal que (Aw,u+Av) =
(w,u* + Av*) = (w,w*), Vw € D(A), entao (w,u* +Av* —w*) =0, Vw € D(A).
Entao, pela densidade de D(A) em H, segue que u* +Av* = w*. Assim, u+Av € D(A*).
Além disso, A*(u 4 Av) = u* + Av* = A*u + AA*v. Portanto, A* é um operador linear
de H. O

No que segue citaremos algumas propriedades da adjunta A*.

Proposicao A.3. Seja A um operador linear de H. Se existem A~!, A* e (A~1)* entdo
existe (A*)" ! e (A*)"! = (A 1)*.

Demonstragao. Ver [25]. O

Proposicao A.4. Seja A um operador de H com D(A) = H. Entao, A* € limitado e
D(A*) € fechado em H.

Demonstragao. Ver [25]. O

Definicao A.5. Seja A um operador de H com dominio D(A) em H. Diz-se que A é
fechado se seu grifico G(A) ={(u,Au) € Hx H; u € D(A)} € um conjunto fechado em
H x H.

Proposigao A.5. Seja A um operador linear de H fechado com dominio D(A) denso em

H. Entao, o dominio D(A*) da adjunta é denso em H, existe (A*)* = A** e € igual a A.
Demonstragao. Ver [25]. O

Proposicao A.6. O operador adjunto A* ¢é fechado.
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Demonstragao. Seja (vy) uma sequéncia em D(A*) tal que v, — v e Avy, — w.

Devemos provar que v € D(A*) e w = A*v. Ora, para todo u € D(A), temos
(Au,v) = lim(Au,v,) = lim(u, A*v,) = (u,w),

pois o produto interno é continuo. Da definicdo de D(A*), resulta que v € D(A*) e

w = A*v. O

Proposicao A.7. (Teorema do Grdfico Fechado) Se A for fechado e D(A) = H, entdo

A € limitado.

Demonstracao. Pela proposicao A.4 temos que A* ¢é limitado e D(A*) é fechado. Sendo
A fechado resulta da proposicao A.5 que D(A*) é denso em H, donde D(A*) = H. Além
disso, existe (A*)* = A** e é igual a A. Aplicando novamente a proposicao A.4 agora

para A*, conclui-se que A ¢ limitado. O

Vamos agora tratar de uma classe de operadores de H bem especial, a saber,

a dos operadores auto-adjuntos.

Seja A :D(A) C H— H um operador linear de H com dominio denso em H.
Diz-se que A é auto-adjunto se A = A*. Ou seja, se D(A) = D(A*) e A*v = Av
para todo v € D(A).

Com o objetivo de caracterizar os operadores auto-adjuntos recordaremos
novamente o caso limitado. Neste caso um operador auto-adjunto A é carac-

terizado pela relacao

(Au,v) = (u,Av), Vu,veH, (A.4)

a qual define os chamados Operadores Simétricos. Motivados pela relagao
(A.4) poderiamos usar a mesma como definicao de operador simétrico para
o caso nao limitado. Para isso seria necessario apenas manter os pares de
elementos u,v no dominio D(A) de A. Em vista do nosso objetivo, vamos
supor também que D(A) é denso em H, donde existe A*. Assim, temos de
(A.4) que

(Auw,v) = (u,Av), (Vu,veH)
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<— veDA"), A'v=v"=Av (VveD(A))
— ACA"

Logo, motivado pelo caso limitado define-se operador linear simétrico no caso

geral do modo seguinte:

Defini¢ao A.6. Seja A um operador linear de H com dominio D(A) denso em H. Diz-se

que A € simétrico se A C A*.
Ou seja, se A* é uma extensao de A.

Observagao A.2. Sendo A* fechada conclui-se que todo operador linear simétrico possui

uma extensao fechada, que € sua adjunta.

Note que todo operador auto-adjunto é simétrico, porém, diferentemente

do caso limitado nem todo operador simétrico é auto-adjunto.

Contra-Exemplo A.0.1. Considere o espaco de Hilbert 12(0,1) com o produto interno

1

(u,v)r2 :J uv,

0

e o subespaco do mesmo, denotado por S*(0,1), das fungéesu: (0,1) — R absolutamente

du
continua. Defina S}(0,1) como sendo o conjunto das fungées w € S'(0,1) tais que — €

dt
[%(0,1) e u(0) = w(1) = 0. Entdo temos que S}(0,1) € denso em L?(0,1). Seja A :
d
S§(0,1) — 1%(0,1) dado por Au = id_t:' Prova-se a sequir que A € simétrico e nao é
auto-adjunto. Com efeito, temos

1 1
(Aw, V)i — (W, Av)ps = j W J o
0 0

1 _
iJ (Wv+uw)
0
_ird(u\?) o
B P

donde (Au,v)iz = (u, Av)rz, V u,v € S}(0,1). Assim A € simétrico. Em [25] prova-se
que D(A*) estd contido na colecio de funcgoes de S*(0,1) cuja derivada pertence a 12(0,1),
porém sem condigoes nos extremos. Assim D(A) estd contido propriamente em D(A*),

donde A # A*. Portanto A nao € auto-adjunto.

No entanto temos o seguinte resultado.
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Teorema A.2. Se A € simétrica e sobrejetora, entao A € auto-adjunta.

Demonstragao. Ja temos A C A*, isto é, D(A) C D(A*) e A*|p(a) = A. Logo, para
provar que A = A* é suficiente mostrar que D(A*) € D(A). Assim sendo, sejav € D(A*)
e ponhamos v = A*v. Sendo A(D(A)) = H, existe w € D(A) tal que Aw = v*. Portanto

para cada u € D(A), sendo A simétrico, obtém-se
(Au,v) = (u, A™V) = (u,v*) = (u, Aw) = (Au, w),

donde, V z € A(D(A)) = H vale

(z,v—w) =0.
Dai segue que v=w e v € D(A). Portanto D(A*) C D(A). ]

Um outro conceito importante para um melhor entendimento desta disser-
tacao é o de Projecao ortogonal. Antes de definirmos o que se entente por

projecao ortogonal, considere o segunte teorema.

Teorema A.3. Seja M um subespaco fechado do espaco de Hilbert H. Entao, H =
M e M.

Demonstragao. Ver [2] ou [39). O

Definicao A.7. Sejam P : H — H um operador linear e W = P(H). Diz-se que P é

uma projecio de H sobre W se P2 = P, isto €, se Plw = Iw =identidade em W.

Em geral existem varias maneiras de "projetar"H sobre W como fica claro
na definicao acima. Uma destas maneiras em particular merece nossa atencgao,
a saber, a projegao ortogonal. Tal projecao é distinguida das demais pelo fato
de seu nitcleo ser o complemento ortogonal da sua imagem. Formalmente

temos:

Definigao A.8. Seja P uma projecao de H sobre W = P(H). Diz-se que P € uma projecao
ortogonal de H sobre W se W ¢ fechado e Ker(P) = W+.

Note que sendo P uma projegao ortogonal sobre sua imagem W temos que
W ={z € H; Pz =z}. De fato, dado z € H temos z € W <= z = Px, x € H, donde
Pz = P>x = Px = z, ou seja, z € W <= Pz = z. Além disso, como P é linear

temos que W é um subespacgo de H, o qual é fechado por definigao. Assim
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segue do Teorema A.3 que H = W @ W+ = Im(P) @ Ker(P). Dai, dado z € H
temos || Pz |=|| Py+Px ||=|| Py [|=]|y ||, ¥V x € Ker(P) e y € Im(P) = W. Logo, P é

limitado com || P ||=1, ( portanto, P # 0!). Temos ainda que

(Pz1,25) = (P(yy"” +ys"),yt? +us) = Pyl yi® +ys?)
=y, y?)
= (yi" +us", Py

= (21,PZ2),

Vz = ygl) +y§1),22 = yf) +y£2) € H. Logo, P = P*. Reciprocamente, se P é
uma projecao limitada e auto-adjunta entao P é uma projecao ortogonal sobre
sua imagem. De fato, sejam W = P(H) e (y,) uma sequéncia em W tal que
Yn — z € H. Ora, y, = Px,, com (x,) sendo uma sequéncia em H, donde
Py, = P’x,, = Px, = yn. sendo P = P* e P* um operador fechado, temos que
Yn — z € Py, = yn — z implicam em z = Pz € W. Logo, W é fechado.
Para provar que Ker(P) = W', devemos provar que x € Ker(P) <= (Pz,x) =
0.VzeH<«= (z,Px) =0, V z € H, pois P=P*. Mas, (z,Px) =0, V z € H ocore
se, e somente se, Px = 0. Assim, Ker(P) = W*. Portanto, P é uma projegao
ortogonal sobre sua imagem. Provou-se acima a seguinte caracterizagao das

projecoes ortogonais:

Proposicao A.8. Uma projecio P: H — H ¢é ortogonal se, e somente se, P € limitada
e auto-adjunta.
Observagao A.3. A proposicao acima justifica o uso de H em vez de D(A) na defini¢ao
de projecao ortogonal.

Como foi visto anteriormente, se A : D(A) C H— H & um operador linear
auto-adjunto entao A é simétrico. Dai, (Au,u) = (u,Au) = (Au,u), Yu e D(A),
donde (Au,u) € R, V u € H. Assim podemos considerar a seguinte relagao de

ordem parcial:

Definicao A.9. Dados A e B operadores de H auto-adjuntos, diz-se que A € maior que

B, e denotamos por A > B ou B < A, se

para todo uw € D(A) N D(B).
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Quando ocorrer de (Au,u) > 0,V u € D(A), diz-se que A é positivo e deno-
tamos por A > 0. Além disso, se (Au,u) =0 <= u =0, diz-se que A é positivo

definido e denotamos por A > (.
Observacao A.4. Note que A>B <= A —B > 0.

Proposigao A.9. Sejam E; e Es projecoes ortogonais. Entao as condigoes a sequir $ao
equivalentes:

(i) BE1 < Ey;

(i) || Bax [[<|| Eox ||, V x € H;

(111) E1Ey = Ey;

(iv) EokEy = Ey.

Demonstragao. Ver [2]. O

Observagao A.5. Na proposicao acima, se no item (1) for By < Eq entdo teremos nos

itens (ii1) e (iv) E1Ey = Ey e EoEy = Eo, respectivamente.

Proposicao A.10. Sejam E; e Ey projegoes ortogonais. Entao BE = E;—Es € uma projecao

ortogonal se, e somente se, E5 < Ej.
Demonstragao. Ver [2]. O

Enunciaremos, sem demonstracao, o Teorema Espectral para um operador

linear de H auto-adjunto e nao limitado .

Teorema A.4. Seja A : D(A) C H — H um operador linear de H com dominio denso

em H. Se A € auto-adjunto, existe uma familia {Ex}acr de projecoes ortogonais tal que:

(1) Ex < Ey para A <

(i1) Ex € continua a direita em N, isto €, Ex1e —> Ex quando € — 07

(11i) Ex — 0 quando A — —oo e Ex — | quando A — +o0;

(1v) Ex comuta com A, e se T: H — H € limitado e comuta com A entao T comuta com
Ex e Ex comuta com T,

(v) Eziste uma medida definida a partir das projegcées Ex de modo que

A= J AdE,,
R
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D(A) = {u e i Al B < oo}.
R

(vi) Se {FA} € outra familia de projecoes ortogonais satisfazendo (i) — (iii) e tal que
A= J AdF,,
R
entao By = F)\, VAeR.
Demonstragao. Ver [2], [25] ou [35]. O

Observagcao A.6. As integrais em (iv) e (v) sao integrais improprias de Riemann-

Stieltjes.

A familia de projegoes ortogonais {E)} cr € chamada de familia espectral de

A.



Principais Notacoes

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. X denota um espaco de Banach real.
. H denota um espago de Hilbert real.

. C(J0, T]; X) & o espago de Banach das fungoes continuas definidas em

[0, T] tomando valores em X.

|- |, x € a norma do espago L?(0,T;X), 1 <p < oo.

. C¥(0,T) é o espago das funcoes de classe C*(0,T) com suporte compacto

em (0, T).

. D'(0,T) é o espaco das distribuicoes escalares sobre (0, T).

D'(0,T;X) & o espaco das distribui¢cdes vetoriais sobre (0, T) com valores

em X.

. A— H(A) é o campo de espagos de Hilbert v-mensuravel.

. Ho = f@ H(A)dv(A) é a integral hilbertiana associada ao campo A — H(A).

Hy é o espago dos campos u tais que A\*u € Hy, x € R.
||« € a norma do espago H,.

(-, )« € o produto escalar em H,.

|- |p,« € anorma de LP(0,T;Hy), 1 <p < oo.

(-, )—a.« denota a dualidade entre H_, e H,.

Hox € o subespaco de H; dos campos truncados, istoé, que se anulam

v-q.s. em [k, +00).

101
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16. Xy é o espago L™(0,Ty; FHp k) — L®(0, Tye; FHy ).

17. A denota um operador auto-adjunto de H, A > 0.

18. Ac = A + €l, onde I é o operador identidade de H, € > 0.

19. {Ex}hcr € a familia espectral de A.

20. A% denota as poténcias do operador A, x € R.

21. ) denota um subconjunto aberto bem regular do R™.

22. [X,Y]g denota os espacgos intermediarios entre X e Y, 0 <0 < 1.

23. H%(Q) é o espago de Sobolev de ordem s>0.
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