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“O conhecimento amplo e satisfatorio sobre um processo ou fendémeno somente existira

quando for possivel medi-lo e expressa-lo através de nimeros”

William Thompson - Lord Kelvin

"Que cada qual examine os seus pensamentos, e os achara sempre ocupados com o
passado e com o futuro. Quase nao pensamos no presente; e, quando pensamos ¢ apenas
para tomar-lhe a luz a fim de iluminar o futuro. O presente nio é nunca o nosso fim; o
passado e o presente sio 0s nossos meios; sO o futuro ¢ o nosso fim. Assim, nunca
vivemos, mas esperamos viver, e, dispondo-nos sempre a ser felizes, é inevitavel que

nunca o sejamos."

“Somente o Saber liberta o Homem.”
Blaise Pascal

"O mal dos tempos de hoje é que os estupidos vivem cheios de si e os inteligentes cheios

de duavidas."

Bertrand Russell
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FREITAS, Joao Carlos de. Avaliacio de Integridade de dutos com Mossas de Topologia
Complexa com base em Deformacao Equivalente. Floriandpolis, 2009. 158 pp. Dissertacdo
(Mestrado em Metrologia) — Departamento de Engenharia Mecanica - Curso de Pos Graduagéo em
Metrologia Cientifica e Industrial. Universidade Federal de Santa Catarina.

RESUMO

Mais de 40 % das causas de falha em linhas de transporte de hidrocarbonetos decorre
de acdes de terceiros, que acarretam a criagao de mossas, entalhes ou combinagdes de ambos.
Assim sendo, danos em dutos na forma de mossas tem emergido como uma preocupagao
chave para operacdo, confiabilidade e seguranga do publico em geral, dentro da industria
dutovidria. Os principais codigos de constru¢do e montagem internacionais consideram
mossas lisas deletérias se estas excedem a 6 % do didmetro nominal do duto, em seu ponto
mais profundo. A norma ASME B 31.8 — Gas Transmission and Distribution Piping System —
2003 Edition, apresenta uma alternativa a este critério. De acordo com esta edi¢do da norma,
qualquer mossa de qualquer profundidade, pode ser aceita desde que seus niveis de
deformacgdo associados a deformacdo geométrica ndo excedam a uma deformagdo equivalente
(ou efetiva) de 6 % (ou 60.000 um/m). O apéndice R da norma B 31.8 apresenta um
procedimento orientativo para o calculo da assim chamada deformagao equivalente. Em sua
ultima edi¢do de 2008, o comité da ASME corrigiu alguns pequenos erros materiais em
formulas, porém manteve inalterado o critério condenatdério mencionado. Nao obstante o autor
desta dissertagdo de mestrado ndo ter a intencdo de atacar ou criticar este critério de
integridade, apenas fornece sugestdes para amplid-lo. Por outro lado, ¢ pacifico que alguma
forma de interpolacdo ou outra técnica matematica € necessaria para desenvolver ou
reconstruir a superficie sob avaliagdo com base nos dados oriundos de uma corrida de pig
geométrico, por exemplo, ou uma medi¢do externa através de um sistema de medigcdo que
produza a melhor exatidao possivel. Além disso, existem outras deformagdes geométricas na
secdo reta do duto que alteram sua circularidade tais como, flambagem local, ovalizacdo, ou
mesmo ondulacdes decorrentes de curvamento a frio, entre outras alteracdes geométricas, que
também podem ser investigadas através das técnicas descritas neste trabalho. Uma abordagem
confidvel e segura para o levantamento destas alteragdes geométricas ¢ uma meta deste
trabalho. Em adi¢do, a metodologia proposta se pretende ser amigavel ao operador, nao requer
nenhuma erudicdo matemdtica especial, nem qualquer conhecimento do método dos
Elementos Finitos, por exemplo. Este trabalho também se propde a fornecer uma metodologia

direta, rapida e confidvel para avaliacdo da integridade de dutos com mossas.

Palavras-chave: integridade, mossas, estrutura, inspeg¢ao, dutos, perfilometria.



ABSTRACT

More than 40 % of failures in transmission pipelines are caused by third-party
damages, which drives to the creation of dents, grooves and combinations of both. So,
mechanical damages to pipelines in the form of dents has emerged as a key safety concern for
operating, reliability and public safety within the pipeline industry. Most international
pipeline codes consider plain dents injurious if they exceed a depth of 6% of its nominal
diameter, at its deepest point. ASME B 31.8 — Gas Transmission and Distribution Piping
System — 2003 Edition, states an alternative to this criterion. According to this edition, any
plain dent of any depth are acceptable provided strain levels associated with the deformation
do not exceed 6% (or 60.000 um/m) equivalent strain. In the appendix R of B 31.8 code is
issued a procedure for assessing and measuring the so called “equivalent strain”. In the last
2008 Edition of the code the ASME committee has corrected some minor material errors in
formulae but still maintained the criterion above mentioned. Nevertheless the author of this
MSc dissertation does not intend to attack or remark this integrity criterion (but just suggest to
“enlarging” it). In the other hand, it also must be agreed that some kind of interpolation or
other mathematical technique is necessary to develop (or rebuilt) the surface contours based
on a caliper pig run information, for instance, or an assessment from a exogenous source
within the best exactness attainable. Furthermore, there are other geometrical alterations in
pipe sections which alter its roundness such as local buckling, smooth ovalization, or even
undulations (ripples) due to field cold bends, among others that can be equally investigated as
far as strain concern. A reliable and safe approach for assessing such geometrical alterations is
the aim of this work. In addition, the method proposed herein is intended to be friendly to the
operators, nor requiring deep knowledge of mathematics neither a specialization in Finite
Element Analysis — FEA, for instance. This work intends as well to provide a straightforward

methodology, fast and reliable for integrity assessment.

Key-words: integrity, dents, structure, inspection, pipeline, perfilometry.
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Capitulo I

INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

Amassamentos ou “mossas” sdo alteracdes na geometria cilindrica do duto causada
por agente indentador externo e pode se apresentar como superficies de topologia simples' ou
complexa. A questdo ‘mossas’ em dutos ‘povoa’ — e aflige — o cotidiano de todas as empresas
operadoras de dutos. E claro que sua convivéncia com este tipo de descontinuidade se
conecta, em primeiro lugar, as questdes de seguranca e integridade estrutural e, num segundo
plano, aquelas ligadas a manutencdo de dutos, tais como a inspe¢do interna através de
ferramentas inteligentes de inspecao em linha — In Line Inspection tools, ILI — ou pigs
especialistas, uma vez que, mossas excessivas podem danificar ou mesmo impedir a passagem
de ILI nas linhas. Surge entdo uma pergunta recorrente: como se pode avaliar a integridade de
um duto que apresenta uma mossa? Deve-se interromper o funcionamento de uma linha de
transporte vital, somente porque apresenta este tipo de defeito? Como, por exemplo, avaliar
sua severidade como sendo aceitavel, mediana, ou critica? Como elaborar tal taxonomia em

matéria tdo complexa?

A presenca de mossas em dutos e a falta de respostas para algumas destas perguntas
aflige o (s) engenheiro (s) responsavel (is) quanto a possibilidade de um colapso catastréfico e
suas conseqiiéncias em danos ao patrimonio, as pessoas, ao ambiente e a imagem institucional

da empresa. Alguns sdo valores tangiveis enquanto outros sao de mais dificil métrica.

Outrossim, até a presente data, todos os estudos e pesquisas conduzidos que se
conhece sobre este tema, tiveram como base mossas ditas “plain dents” ou “mossas lisas”™'
(cujos raios de curvatura nunca sdao menores que S5 vezes sua espessura), simétricas,
preparadas artificialmente através de indenta¢do por cilindros ou domos esféricos. Estas
abordagens podem ser explicadas por serem especialmente apropriadas para repeticdo em

laboratorio ou mesmo para sua modelagem e reproducdo pelo método dos elementos finitos.

1 ~ o .
Trata-se de uma alteracdo suave na curvatura da parede do duto, sem redug@o significativa da sua espessura e

sem estar associada a uma solda ou a quaisquer defeitos ou imperfeigdes tais como perdas de massa ou entalhes.
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Ap0s varios anos militando na area dutoviaria como engenheiro de dutos, lidando com
sua construgdo, operacdo e manutencdo, pude observar a extensa ocorréncia deste tipo de
defeito, sobretudo em dutos instalados em areas geologicamente instdveis ou mesmo aqueles
que sofreram problemas durante a montagem, entre outras causas. Percebemos também que a
topologia apresentada pelas mossas reais ¢ bastante diferente daquelas consideradas nas
pesquisas, apresentando superficies irregulares, ndo simétricas, assumindo formas aleatérias

geradas pelos variados agentes indentadores que as provocaram (figuras 1 e 2).

Uma motivacdo para realizar um trabalho aprofundado nesta area é que, os ditos
planos normais ou planos verticais paralelos ao eixo do duto, sugeridos pelos procedimentos
normatizados, nem sempre — para ndo dizer quase nunca — coincidem com as diregdes das
curvaturas principais das regides da mossa sob avaliagdo. Ora, como o0s procedimentos
vigentes preconizam a avaliacao de integridade com predominancia para a determinagao dos
raios de curvatura da superficie da mossa para posterior aplicacdo da teoria das membranas e
calculo das deformacdes equivalentes, se entende que a contribuicdo deste trabalho sera
altamente relevante uma vez que serd demonstrada ao longo do mesmo uma metodologia para
o computo destas duplas-curvaturas de forma mais adequada que, por sua vez, ird conduzir a

resultados melhor aferidos com a real condi¢do presente nestes defeitos.

Igualmente, mesmo no caso de uma mossa lisa, sua representagdo em modelo pelo
método dos elementos finitos, Unica técnica atualmente utilizada em pesquisa tedrica, requer
uma profunda especializagdo do operador. Também requer uma posterior calibracdo do
modelo através de experimentacdo fisica, o que quase, ou nunca, ¢ feito. Por sua vez, esta
calibragdo ¢ demorada e tem um elevado custo para ser elaborada. Cabe destacar que, pelo
fato de envolver a avaliacdo da integridade estrutural, de um ativo desta importancia, a

questao tempo de analise ¢ de grande relevancia.

Este trabalho também tem por motivagdo diminuir este tempo de avaliagdo, ser
amigavel ao operador, ndo requerer conhecimentos especiais em matematica, apenas 0s
conhecimentos ordinarios de um engenheiro ou técnico de dutos com experiéncia em sua

operacao € manutengao.

1.2 OBJETIVOS

Assim sendo, este trabalho tem como principais metas:

1.1.1. Desenvolver um modelo analitico-numérico apropriado para a determinagdo
das curvaturas principais de uma casca de dupla curvatura com base na medi¢do de sua

geometria;
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1.1.2. A partir desta determinagdo, calcular as deformagdes locais devido a flexao;

1.1.3. Da mesma forma, sugerir uma metodologia para célculo das deformacgdes
extensionais de membrana locais;

1.1.4. Uma vez obtidas estas grandezas acima, serdo calculadas as deformagdes
equivalentes de von Mises, nas fibras mais internas e externas ao duto, de forma a se produzir
um critério de avaliacdo de integridade, comparavel com um padrio desta grandeza pré-
estabelecida.

1.1.5. Verificar parcialmente de forma experimental o modelo desenvolvido com
base em experimentos simplificados controlados.

1.1.6. Ainda neste critério de integridade estrutural, fazer sugestdes de trabalhos
complementares para, em conjunto com os resultados aqui obtidos, produzir um critério de

integridade ainda mais abrangente.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

No capitulo 2 serdo abordados os principais defeitos ditos geométricos, quais sejam

mossas e flambagem, decorrentes de causa naturais e de agao de terceiros.

Em seqiiéncia, no capitulo 3, serdo abordados os elementos de geometria diferencial,

requisito imprescindivel para o entendimento da metodologia proposta.

No capitulo 4 serdo abordados de forma sucinta, tOpicos importantes ao
desenvolvimento deste trabalho, sobre a teoria das cascas e onde as mesmas se inserem no

contexto deste trabalho.

O capitulo 5 ¢ todo dedicado a metodologia proposta, sua fundamentagdo, varias
aplicagdes da mesma, o céalculo das deformacdes equivalentes e os critérios de integridade

sugeridos.

No capitulo 6 serd apresentado a verificagdo experimental da técnica proposta, com
uma descri¢do detalhada do aparato experimental, o procedimento adotado e os resultados
alcangados, bem como a discussao dos resultados obtidos, sua validag¢ao e avaliagao critica da
analise comparativa dos valores obtidos experimentalmente e aqueles obtidos de um padrao

de referéncia.
O capitulo 7 serd dedicado as conclusdes finais.

Por fim, apresenta-se a bibliografia e demais referéncias consultadas, bem como os

anexos A3, A4 e A5 complementares ao material dos capitulos 3, 4 e 5, respectivamente.
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DEFORMACOES EM DUTOS

2.1 INTRODUCAO

O ano de 1998 pode ser considerado como um divisor de d4guas na area de avaliacdo de
deformagdes em dutos. Naquele ano, foi publicado um trabalho de Michael J. Rosenfeld * et
al. [57] que faz um retrospecto desse tipo de falha na industria até entdo e propde uma
metodologia usando elementos geométricos para avaliar mossas em dutos, baseando-se em
uma interpolagdo das curvas por pontos resultantes da medicdo dos deslocamentos radiais
decorrentes da deformacdo. Para tanto, foram utilizados polindmios de Bessel cibicos por
partes e derivadas explicitas daqueles nos subintervalos entre os pontos medidos ou “break
points” — no ponto medial, para ser mais exato - para calculo das deformagdes de flexao
resultantes das variagdes de curvatura. Dependendo da resolugdo da ferramenta de inspecao,
os autores aconselhavam o uso de circulos osculadores que envolvem o ajuste local de um
circulo que passa por trés pontos adjacentes e que possui a mesma curvatura da curva no
ponto, seguindo a formulagdo classica da geometria analitica [2][5][6][9]. Mais adiante, este
assunto serda retomado e poderd ser mais bem entendido quando for descrita a metodologia

proposta no capitulo 5.

A industria recebeu com sincera admiragdo este esfor¢o de folego uma vez que, até
entdo, desde os anos 1950 (e mais intensamente nos cerca de 10 anos que precederam o
trabalho de Rosenfeld et al.), as operadoras de dutos adotavam, via de regra, como critério
somente admitir como aceitaveis, deformagdes de até 6% do diametro nominal do duto.
Rosenfeld et al. trouxeram um critério mais robusto como sugestdo para tais avaliagdes,
introduzindo o critério adicional complementar para se avaliar também as deformagdes

equivalentes maximas.

Danos mecanicos na forma de mossas tém se tornado uma importante preocupagao de
seguranca em dutos. A norma ASME B31.8 [44]¢ um codigo de seguranga que normatiza as
fases de projeto, construcdo, operacdo e manuten¢do de sistemas de dutos de transmissdo e

distribuicdo de gas. Contém também critérios de aceitagdo ou reparo de mossas, entalhes e

2 A . .
Atualmente (2008) a frente da Kiefner & Associates, inc, ¢ membro de comissdo executiva da norma ASME B31.8, Gas

Transmission and Distribuition Pipelines.
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defeitos combinados consistindo de mossas com concentradores de tensdo, tais como

entalhes, aberturas de arco ou soldas.

O comité da secdo B31.8 se preocupa continuamente com a evolucdo do codigo de
modo a refletir, da melhor maneira, o pensamento e a tecnologia corrente, visando a
seguranca dos dutos enquanto mantém um certo conservadorismo, assegurando-se que todos

0s conceitos presentes no mesmo sejam devidamente testados.

O codigo contém critérios de aceitagdo ou reparo de mossas, entalhes e defeitos
combinados consistindo de mossas com concentradores de tensdo, tais como entalhes,

aberturas de arco ou soldas.

Até a edigdo de 1999, as prescrigdes do codigo ASME nao estavam suficientemente
completas, detalhadas ou atualizadas para prover as devidas instrucdes. Existia o
conhecimento basico para tomada de decisdes no tratamento de danos mecanicos, porém nao
havia um unico documento para orientagdo do operador nesse campo. Com o auxilio do Gas
Technology Institute - GTI, um grupo tarefa especial revisou os conhecimentos acumulados

com o intuito de desenvolver critérios de forma compreensiva e atualizada.

Viarios danos associados a agentes externos, tais como mossas, entalhes e trincas, sdo
de interesse. Termos como “mossas” e “danos mecanicos” sdo freqlientemente tratados de
forma distinta por diferentes pessoas. Para evitar confusdo, passa-se a definir alguns destes

termos.

2.2 MOSSAS

O termo mossa, como ja observado, descreve uma deformacdo permanente da secio
circular do duto causada por agentes externos. De acordo com a versao atual da norma ASME
B31.8, a mossa € expressa em termos quantitativos como “o espago mais profundo da mesma
e o prolongamento do contorno original do duto, em qualquer dire¢do”. A curvatura da
parede do duto na regido da mossa pode ser reduzida, achatada ou reversa (reentrante). Desta
forma, o termo mossa também inclui o que alguns autores descrevem como ovalizagdo ou

achatamento da secao reta.

Baseando-se na andlise do comportamento de recuperagdo da secdo da mossa, o
fenomeno de ovalizacdo ¢ um componente inevitdvel de mossas reais em dutos. E, tal
ovalizagdo, mesmo que eldstica, contribui para a resposta a flexdo da mossa devido a pressao

interna.
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A mossa que nao apresenta arranhaduras, entalhes ou outros concentradores de tensao,
¢ denominada “mossa lisa” (plain dent). Mossas indentadas por rochas sdo tipicamente dessa
classe. Mossas causadas por equipamento de escavagdo, por exemplo, ndo se enquadram
nessa categoria.

A mossa que tem uma tendéncia a recuperar sua secao original circular chamada sua
recuperacdo elastica (rerounding), pela pressdo interna, impedida pelo solo ¢ denominada
“mossa confinada” (constrained dent). Mossas indentadas por rochas sdo tipicamente dessa
classe.

A mossa que ¢ livre para recuperacgdo elastica sob influéncia da pressdo interna ¢ dita
ndo confinada. Mossas produzidas por equipamentos de escavagdo sdo tipicamente ndo
confinadas. Elas recobram sua circularidade, total ou em parte, assim que o equipamento ¢
retirado da superficie do duto.

Na maioria dos dutos operando, mesmo em niveis moderados de pressao, mossas nao
confinadas costumam recuperar quase totalmente a circularidade da se¢do devido a pressao
interna. Desse modo, qualquer mossa que apresente profundidade superior a 2% de seu
didmetro nominal, muito provavelmente se trata de mossa confinada. Por outro lado, mossas
com profundidade inferior ou igual a 2%, provavelmente caracterizam mossas livres ou ndo

confinadas ou, ainda, mossas confinadas de pequena profundidade.

(a) (b)

Figura 1: Mossas em dutos (a) vista externa (b) vista interna [Macaw’s pipelines defects].

2.3 FLAMBAGEM

O surgimento de agos de alta resisténcia ou cujo limite minimo da tensdo de
escoamento (Specifyed Minimum Yield Strength - SMYS) > 460 MPa) permite aos engenheiros
e projetistas, desenhar estruturas cada vez mais leves e esbeltas com uma alta capacidade de
resisténcia a carregamentos externos. Da mesma forma, na industria de dutos o mesmo
acontece. Com o advento dos agos API 5L graus X70, X80 e maiores, o fator “economia de

aco” se torna cada vez mais preponderante nos projetos atuais, pois linhas com espessuras
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menores podem ser projetadas porque a resisténcia e a rigidez ficam asseguradas pela melhor
qualidade dos agos modernos. Entretanto, sua estabilidade estrutural fica mais ameagada uma

vez que seu momento de inércia resistente fica muito menor.

Os dutos ndo escapam disto. Imersos no solo, estdo sujeitos a diversos carregamentos
mecanicos, ndo raras vezes esforcos de compressao e flexao combinadas [62]. A flambagem
de dutos ocorre quando se perde a estabilidade estrutural decorrente dos carregamentos a que

se encontra submetida ultrapassar seu carregamento critico [77].

Danos por flambagem em dutos ocorrem de duas maneiras: por flambagem global,
onde a estabilidade ¢ perdida por completo chegando mesmo ao colapso total da estrutura e
perda de produto ou, por flambagem localizada, onde uma parte de sua secdo circular sofre
uma alteragdo geométrica de maior ou menor intensidade. Isto pode ocorrer, por exemplo,
numa transicdo de espessuras ou numa curva a frio com excessiva ondulagdo, podendo,
muitas vezes, manter-se a continuidade do transporte. Nao obstante, dependendo da
intensidade da deformacdo geométrica, sua integridade também pode ser avaliada pela

metodologia proposta neste trabalho.

(a) (b) (c)

Figura 2: (a) e (b) Flambagem em dutos causas e (c) consequéncias [Macaw’s pipelines defects].

2.4 DANOS MECANICOS

O termo dano mecdnico refere-se neste texto a arranhaduras, entalhes ou
conformagdes (metal esmagado) provocados pelo contato com escavadeiras ou outros

equipamentos mecanicos. Exibe uma ou mais das seguintes caracteristicas:
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e Visivel arranhadura, entalhe ou conformagao;

e Perda de metal localizada ou redu¢do de espessura de parede nido decorrente de
COIrosao;

¢ Indicacao de trabalho a frio, quando a superficie do tubo ¢ atacada por uma solugdo
adequada, tal como o persulfato de amonia, por exemplo;

e Trinca em uma arranhadura ou em um entalhe;

e Dobra ou prega da parede do tubo, ou uma longa ¢ estreita indentagao.

A deformacao residual, apos a recuperacao parcial da circularidade, pode ser pequena

o suficiente para nao ser detectada por um ILI. Também pode ser menor que o usual critério

de aceitag¢do de 6% do diametro nominal do duto, atualmente em uso pela indistria.

O que ¢ pior: mossas longas e suaves, ou curtas e profundas? Resposta: Depende!
Mossas profundas e curtas tém recuperagdo menor, pois s3o mais rigidas, ao passo que
mossas longas tém recuperagao maior e, portanto, ficam mais suaves que as anteriores. Isto
acarreta maiores tensdes residuais resultantes da maior amplitude da recuperacdo elastica,
fazendo com que sua vida a fadiga, por exemplo, fique abreviada. Por essas razdes, dentre
outras, uma suspeita de dano mecanico, na opinido deste autor, nunca deve ser aceita com

base somente na profundidade residual da mossa.

Em adi¢do, a mossa residual e alguma arranhadura presente podem parecer, a olhos
ndo treinados, muito superficiais e ndo causar preocupacdo. Entretanto, um dano mecanico,
com respaldo unicamente em uma inspecdo visual, nunca deve ser considerado seguro o
bastante para continuidade do servigo, uma vez que trincas ¢ esmagamento do metal base

possam nao estar tao aparentes ao olho desarmado.

Este trabalho objetiva fornecer uma metodologia capaz de lidar com mossas de
qualquer natureza. Todavia, mossas que contenham entalhes, perdas de massa, corrosdo,

soldas ou outros danos mecanicos, fogem ao escopo do mesmo e nao serdo aqui abordados.

Por outro lado, em se tratando de mossas lisas, sem intensificadores de tensdo, os
procedimentos contidos neste estudo sdo aplicdveis especialmente para gasodutos. Para
liquidos, as técnicas propostas sdo igualmente validas. No entanto, recomenda-se adicional
cautela nas avaliagdes e que sejam considerados outros efeitos, como por exemplo, fadiga de

baixo ciclo, isto em razao do regime de operagao tipico daquelas instalagdes.
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2.5 ACAO DE TERCEIROS

Mais de 60% dos danos a dutos sdo causados pela agdo de terceiros.[65] Razdo pela
qual a¢des preventivas devem — e sdo — tomadas para melhorar a comunicagao das operadoras

com a comunidade circunvizinha as redes de dutos enterrados.

Abaixo sdo apresentados nimeros do acidente ocorrido em Karel Dekeyser na Bélgica
em julho de 2004, causado pela acdo de terceiros (figura 3). Neste acidente, uma maquina
agricola tocou a linha, mas ndo a rompeu de imediato. Algumas semanas depois, a operadora
resolveu aumentar a capacidade de transporte elevando a pressdo do duto. O duto, com uma
mossa, € provavelmente com algum dano mecanico, ndo resistiu e colapsou de forma
catastrofica seguida da deflagragdo do produto e incéndio com influéncia da radiacdo de calor

a mais de 300 m, com as seguintes conseqiiéncias [Fonte:New York Times, apud [62]]:

e 17 vitimas fatais;

* 40 queimados graves;

» 200 feridos;

* 30 dias fora de operagao;

+ Fainas de inspecdo e troca de trechos: 14 dias;
» Teste Hidrostatico: 14 dias;

» Grandes exigéncias por parte das autoridades;
* Inspecdo aérea semanal;

Algumas companhias chegam a fazer inspecdo aérea diaria em determinados trechos.

Figura 3: Acidente em duto por agdo de terceiros em Karel Dekeyser.
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ELEMENTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

O presente capitulo pressupde que o leitor tenha conhecimentos basicos de Algebra
Linear e alguma familiaridade com calculo de vérias variaveis, envolvendo a continuidade e a
diferenciabilidade de funcdes e aplicacdes em R” e R’, que podem ser encontrados em bons

textos de Célculo Multivariavel [4][5][6] e de Algebra Linear [9] e, ndo serdo aqui abordados.

Todas as demonstragdes e derivagdes das grandezas e expressdes a seguir neste

capitulo podem ser encontradas no Anexo A.3 a este trabalho de Mestrado.

3.1 SUPERFICIES REGULARES

A referéncia [1] define intuitivamente uma superficie regular como:

“A Grosso modo, uma superficie regular em R® é obtida tomando-se
pedacos do plano, deformando-os e colando-os entre si, de tal modo
que a figura resultante ndo apresente pontas, arestas ou auto-
intersegoes, e que tenha sentido falar em plano tangente nos pontos
desta figura. A idéia é definir um conjunto que seja, em certo sentido,
bidimensional e que seja também suficientemente suave de forma que
as nogoes usuais de Cadlculo possam ser estendidas a um tal
conjunto.”

Segundo a definicdo A.3.1.1, do anexo A.3, as mossas se enquadram nas condigdes
expostas, sobretudo porque serdo abordadas de forma discreta e, desta forma, neste trabalho,

serdo consideradas superficies regulares.

3.2 PRIMEIRA FORMA FUNDAMENTAL

Esta sessdo apresenta de forma sucinta, estruturas associadas a uma superficie. Talvez
a mais importante delas seja a primeira forma fundamental. Corresponde a uma forma
alternativa de representar uma superficie continua e diferenciavel S através de trés fungoes,
definidas em termos das coordenadas ao longo da superficie (ug, vo) usando os vetores (Xy,Xy)

que formam a base de T,S, que € o plano tangente a S por um dado ponto p:

E(uo,v0) = <Xu,Xe™p
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F (anVO) = XusXy~p
G(Llo,Vo) = <Xv’Xv>p (32 1)

Onde, E, F, G, sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {Xyu,Xy} de

T,S. A notagdo < , > representa o produto interno (ou escalar) entre vetores.

Portanto, a primeira forma fundamental ¢ meramente a expressdo de como a superficie
S herda o produto interno natural do R’. Geometricamente, a primeira forma fundamental
possibilita fazer medidas sobre a superficie tais como comprimento de curvas, angulos de
vetores tangentes, areas de regides, sem fazer mengio ao espago ambiente R®, onde esta a

superficie em tela.

Fazendo p variar na vizinhanga coordenada correspondente a x(u,v), obtém-se as

funcdes E(u,v), F(u,v) e G(u,v), que sdo diferenciaveis nessa vizinhanga.

Exemplo 3.2.1: Calcular a primeira forma fundamental de uma esfera de raio unitario

em um ponto da vizinhanga coordenada dada pela parametrizagao abaixo:
X(8,p) = (senfcos @,send senp,cos ).
Derivando em relagdo a fe a ¢:

X ,(8,9) = (cos @ cos p,cos bsenp,—sen ),
X, (0,9) = (=sen8 seng,sendcos ¢,0).
Logo, de (3.2.1):

E(0,0) = (X,,%,) =1
F(0.0) = (X,.X,) =0
G(0.9) = (X,.X, ) = sen’d
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3.3 A GEOMETRIA DA APLICACAO DE GAUSS

E uma relagdo bem conhecida do calculo classico de uma varidvel que a taxa de
variagdo da reta tangente a uma curva C nos leva a uma entidade geométrica importante, a
saber, a curvatura de C. Nesta secdo e nas seguintes, esta idéia sera estendida para superficies
regulares; isto €, sera medido o quao rapidamente uma superficie S se afasta do plano tangente
T,S, em uma vizinhanga de pe S. Isto é equivalente a medir a taxa de variagdo em p de um

campo vetorial normal unitario N em uma vizinhanga de p.

Um numero surpreendente de propriedades locais de S em p pode ser obtido a partir
desta aplicagdo. Neste trabalho, o interesse maior estard focado na definicdo das Curvaturas
Principais (kj e k) e diregoes principais (ej e ez), Curvatura de Gauss (K) e Curvatura Média

(H).

3.3.1. A defini¢do da Aplicac¢io de Gauss e suas propriedades fundamentais
Sabe-se das propriedades do produto vetorial que um vetor normal a parametrizacao X:
U < R? = S de uma superficie regular S em um ponto p € S, pode-se escolher, para cada

ponto de x(U), um vetor normal unitario como abaixo:

Xu A Xv

N(@)=——(q9), qex() (3.3.1)
X1 A X

Assim temos uma aplicacdo diferenciavel N: x(U) = R’ que associa a cada q € x(U)

um vetor normal N(q). O simbolo “ A indica o produto vetorial.

Diz-se que uma superficie € orientavel se ela admite um campo diferenciavel de
vetores normais unitarios definido em toda a superficie; a escolha de um tal campo N ¢

chamada uma orientacdo de S.

As mossas em dutos, [63] de uma forma geral apresentam, numa vista em planta e
perfil, curvas de nivel (ou tragos de planos secantes verticais e horizontais), do tipo eliptico ou
circular. Esta caracteristica denota que, pelo menos localmente, as superficies das quais sdo
oriundas, podem ser consideradas, pelo menos localmente, como superficies regulares e
orientaveis. Como serd visto adiante, as mossas serdo discretizadas e tratadas localmente
como superficies regulares (e de fato sempre o sdo segundo as defini¢des dadas na segao 3.1).

Deste modo, doravante neste trabalho, S denotara uma superficie regular orientavel.
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3.4 SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL E CURVATURAS

Demonstra-se na se¢do 3.2 da referencia [1] que se dN, ¢ uma aplicagdo tal que
dN,(xy) = N, e dN,(xy) = N,,, desta forma, dN, ¢ uma aplicacdo linear auto-adjunta

O fato de ser dN, : T,S = T,S uma aplicacdo linear auto-adjunta permite que seja
associada a dN,, uma forma quadratica Q em T,,S, dada por Q(v) = < dN,(v),v>, v € T;S. Para

se obter uma interpretacdo geométrica desta forma quadratica, sdo necessarias algumas

defini¢des adicionais:

Definicao 3.4.1: A forma quadratica I1,, definida em T,S por I, (v) = - < dN,(v),v>, é

chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Definicdo 3.4.2: Seja C uma curva regular em S passando por p € S, k a curvatura de

C em p, e cosd = <n,N>, onde n ¢ o vetor normal a C e N ¢ o vetor normal a S em p. O

nimero k, = k.cos @ ¢é chamado a curvatura normal de C — S em p.

Em outras palavras, k, ¢ 0 comprimento da projecdo do vetor k, sobre a normal a
superficie em p, com um sinal dado pela orientagdo N de S em p, como se pode ver na figura

4.

Figura 4: Projecao do vetor kn sobre a Normal em P. [1]

Para uma interpretagdo da segunda forma fundamental II,, considere uma curva
regular C — § parametrizada por «(s), onde s € o comprimento de arco de C, com « (0) = p.

Se indicarmos por N(s) como a restri¢do do vetor normal N a curva « (s), <N(s), a’(s)> =0,

donde:

(N(s),a"(s))=—(N'"(s),a'(s)) (3.4.1)
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Portanto,
(a0 (0)) = -<dN,((0)), &’(0)>

= <N'(0), &@(0)> = <N(0), a(0)>
= <N,kn> (p) = k,(p). (3.4.2)

Em outras palavras, o valor da segunda forma fundamental 11, em um vetor unitario v
e T,S ¢ igual a curvatura normal de uma curva regular passando por e tangente a v. Em

particular, o seguinte resultado ¢ obtido:

Proposicdo de Meusnier: Todas as curvas de uma superficie S que tém, em um ponto

p € S, a mesma reta tangente tem, neste ponto, a mesma curvatura normal.

A proposicao acima permite falar em curvatura normal ao longo de uma dada direcao
em p. Dado um vetor unitario v € 7,5, a interse¢do de S com o plano contendo v e N(p) ¢
chamada a se¢do normal de S em p segundo v (figura 5). Em uma vizinhanga de p, uma secao
normal de S em p € uma curva regular plana em S, cujo vetor normal “n” em p é = N(p) ou

Zero; a sua curvatura €, portanto, igual ao valor absoluto da curvatura normal segundo v em p.

Figura 5: Proposicdo de Meusnier. C e Cn t€m a mesma curvatura normal em p ao longo de v [1][2].

No caso de um plano, todas as se¢des normais sdo retas; portanto, todas as curvaturas
normais sdo nulas. Assim a segunda forma fundamental ¢ identicamente nula em todos os

pontos. Isto esta de acordo com o fato de se ter dN = 0.

Numa esfera de raio unitério, figura 6, as secdes normais passando por um ponto p €
2 o~ ’ . . . ~ . .
S® sdo circulos com raio 1. Assim todas as curvaturas normais sdo iguais a 1, e a segunda

forma fundamental ¢ I1,(v) = 1 paratodo p € S’etodov e T pSZ com |v| =1.
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Figura 6: Esfera de raio unitario e suas se¢des normais [1].

No caso de um cilindro reto, figura 7, as se¢cdes normais em um ponto p variam de um
circulo perpendicular ao eixo do cilindro a uma reta paralela ao eixo do cilindro, passando por

uma familia de elipses. Assim, as curvaturas variam de 1 a 0.

Figura 7: Cilindro reto e suas se¢des [1].

Ainda reproduzindo a referéncia [1], conforme figura 8, os vetores v € w sdo auto-

vetores de dN com auto-valores 0 e -1, respectivamente.

- <
=" =
| - -
| . R
o -
- e
Pl
r L
S
4
¥
J

Figura 8: v e w sdo auto-vetores de dN. [1]
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Exemplo 3.4.1: Analise do ponto p = (0,0,0) do paraboléide hiperbolico z° = y° - x°.

Para isto, sera considerada a parametrizagdo x(u,v) dada por:
x(u,v) = (u,v, V- uz),
E calculemos o vetor unitario N(u,v);
x, = (1,0,-2u)
x, = (0,1,2v)

N = u -y ’ 1

\/u2+v2+1 \/u2+v2+1 2\/u2+v2+1
4 4 4

Como u=v=0 — v*- ¥ =0 — x, = (1,0,0) e x,=(0,1,0), (figura 3.4.6). Assim, em p =

(0,0,0), x, e x, coincidem com os vetores unitdrios ao longo dos eixos Ox e Oy,

respectivamente.

Figura 9: Diregdes principais em p=(0,0,0) [1].

Portanto, o vetor tangente em p a curva « (t) = x(u(t),v(t)), com « (0) = p, tem, em R’,
coordenadas (¢’(0),v’(0), 0) (figura 9). Restringindo N(u,v) a essa curva e calculando N’(0)

obtem-se:

N°(0) = (2u7(0),-2v°(0), 0),
E, portanto, em p:

dN,(1’(0),v’(0), 0) = (2u’(0),-2v*(0), 0),
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Dai, que, os vetores (1,0,0) e (0,1,0) sdo auto-vetores de dN, com auto-valores 2 e -2,
respectivamente. Esta definicdo serd usada mais adiante neste trabalho, quando estes

conceitos serdo aplicados
34.1. Curvaturas

De volta a aplicagao linear dN,,. O teorema do apéndice ao capitulo 3 da referencia [1]
demonstra que para cada p € S existe uma base ortonormal {e;,e,} de T,S tal que dN, (e;) = -
ki er, dN, (e;) = -k; e;. Além disso, k; e k> (k; > k2), sdo 0 maximo e o minimo da segunda

forma fundamental 71,,, isto €, sdo os valores extremos da curvatura normal em p.

Definicdo 3.4.3: O maximo da curvatura k; € o minimo da curvatura k, sdo

denominados curvaturas principais em p; as diregdes correspondentes, isto €, as diregdes

dadas pelos auto-vetores e; e e, sdo denominadas dire¢des principais em p.

Por exemplo, no plano, todas as direcdes em todos os pontos sdo principais. O mesmo
ocorre com uma esfera. Em ambos os casos, isto vem do fato de que a segunda forma
fundamental, em todos os pontos, restrita a valores unitarios, ¢ constante. Assim, todas as

direcdes sdo extremos para a curvatura principal.

No cilindro mostrado na figura 8, os vetores v e w fornecem as diregdes principais em
p, correspondendo as curvaturas principais 1 e 0, respectivamente. No paraboldide hiperbolico
do exemplo 3.4.1, os eixos Ox e Oy estdo nas dire¢des principais com curvaturas principais 2

e -2, respectivamente.

O conhecimento das curvaturas principais em p permite calcular facilmente a
curvatura normal segundo um dire¢do dada de T,S. Com efeito, se v € T,S e [v| = 1, como e¢;

e e; formam uma base ortonormal de T,S, obtem-se para K,:
kn =1L, (V) = -<dN,(v),v)>
= -<dN, (e;cos0 + e;send), e;cosO + e,send >
=<e¢; k;cos0 + ¢, kosen0), e;cos0 + e;send >
= k100529 + kgsenzé
Esta ultima expressao ¢ conhecida classicamente sob o nome de férmula de Euler.

Dada uma aplicacdo linear 4: V' = V em um espago vetorial de dimensédo 2 e, dada
uma base {v;,v>} de V, e lembrando que o determinante de 4 = a;;a; - az;a;; €, trago de A =
a;; T axn,onde (a;) € a matriz de 4 na base {v;v,}. Sabe-se também que estes niimeros nao

dependem da base escolhida, e sdo, portanto, associados a aplicacao linear 4.
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Em nosso caso, o determinante de dN ¢ o produto (-k; )(-k2 ) = k; k> das curvaturas

principais, e o traco de dN € o negativo —(k; + k) da soma das curvaturas principais.

Definicio 3.4.4: Sejap € S e seja dN, : T,S > T,S a diferencial da Aplicacdo de

Gauss. O determinante de dN, ¢ denominado de curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo

da metade do traco de dN, ¢ denominada curvatura média H de S em p.

Em termos das curvaturas principais k; e k», pode-se escrever:

K=k +k, (3.4.3)
H:klzk2 (3.4.4)

3.5 APLICACAO DE GAUSS EM COORDENADAS LOCAIS

A sec¢do anterior introduziu alguns conceitos relacionados com o comportamento local
da aplicagdo de Gauss. A fim de dar énfase a natureza geométrica dos entes introduzidos,
evitou-se o uso de coordenadas locais. Para lidar com situagdes mais gerais, esse método se
mostra pouco eficiente. Nesta se¢do, serdo obtidas as expressdes da segunda forma
fundamental e da aplicacdo de Gauss, em um sistema de coordenadas locais. Deste modo, sera
elaborado um método sistematico para o calculo das grandezas requeridas, em nosso caso, as

curvaturas principais de uma superficie S qualquer.

A expressao da normal N num ponto p de uma superficie S qualquer ¢ dada pela

expressao (3.3.1):

RS
X, AX,

onde o simbolo “A” indica o produto vetorial.
Seja x(u,v) uma parametrizagdo em um ponto p € S de uma superficie S, e seja a(t) =

x(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S, com o (0) = p = x(uo, Vo).

O vetor tangente a o (t)emp ¢ a '(t) =x,u” + XV’ €,

dN(o’) = N’(u(t),v(t)) = Nu’ + Nyv’.

Como N, e N, pertencem a T,S, pode-se escrever,

N, = a;xy+ azxy,
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N, =apxy +anxy (3.5.1)

E, portanto,

dN(OL’) = (anu’ + ale’) Xy +( au’ + asz’) Xy

AN u' T u'
V' a, a, \V'

Isto mostra que na base {X, Xy}, dN ¢ dada pela matriz (aij) , i,j = 1,2. Note-se que esta

Ou, em forma matricial;

matriz ndo € necessariamente simétrica, a ndo ser que {X, Xy} seja uma base ortonormal.

Por outro lado, a expressao da segunda forma fundamental na base {x,x,} ¢ dada por:

IT,(0(0)) = -<dNy(), &’> = - < N’ + Nov’, X’ + x>

=e(w ) +2fuv’ +g(v’)?
Onde, ja que < N, x, > = < N, xy, > = 0, (pois s@o perpendiculares), obtem-se, por
correspondéncia dos termos:
e=-< N uw Xu >
f:'<Nv,Xu>:-<Nu,Xv>
g=-<Ny,Xx,> (3.5.2)

As expressoes (3.2.1) e (3.5.2) sdo as expressoes fundamentais para o estudo das
curvaturas de superficies. Estas equagdes serdo utilizadas em breve quando forem
desenvolvidas as aplicagdes praticas.

Os valores de a;; podem ser obtidos em termos dos coeficientes e,f,g. A partir das
equacodes (3.5.1), obtem-se:

-f= <Nu, Xv> =a,F +a,G
-f= <Nv, Xu> =a,E+a,F

—e= <Nu, Xu> =a,E+a, F
-g= <Nv, Xv> =a,F +a,,G

(3.5.3)

Onde E, F, G, sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,Xy},

conforme secao 3.2.

Colocando a expressao (3.5.3) em forma matricial:
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e f) (an ay|E F
_fg_alzazzFG

apos simples operagdes matriciais:

(MICﬂj:_F fIE FI (3.5.4)
al2 a2 f g)\F G

E FY' 1 G -F
F G| EG-F*\-F E

Dai decorrem as seguintes expressoes:

onde:

_ fF-eG
" EG-F?
_gF-fG
 EG-F?
_eF—-fE
 EG-F?
_fF-gE

EG - F?

ap

; (3.5.5)

ay
ay

As equagoes (3.5.1) e (3.5.5) sdo conhecidas como as equagoes de Weingarten [1].

A partir da equacdo (3.5.4), obtém-se para a curvatura de Gauss:

_ 2
K = det(a,) = ;i—_sz (3.5.6)

Para o célculo da curvatura média, deve-se considerar que —k;, -k, sdo os autovalores

de dN. Portanto, k; e k, satisfazem a equagao
dN (v) = —kv = =kl (v)

para algum veT,S, v # 0, onde I ¢ a aplicacdo identidade. Decorre que a aplicacdo

linear dN + kI ndo ¢ invertivel; logo tem determinante nulo. Assim:

a,+k a,
det =0, ou
ay ay+k (3.5.7)

2
k* +k(a, +ay)+a,a, —aya, =0

Como k; e k, sdo raizes da equacdo quadratica acima, conclui-se que:
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G-2fF+Eg

1 1 le
H:E(k1 +k2):—§(a” +a22)=§ (3.5.8)

E, portanto, combinando as expressoes (3.5.6), (3.5.7), (3.5.8) e (3.5.9), obtem-se para

as curvaturas principais k;, k;

k=H+JH*-K (3.5.9)

Nosso objetivo fica assim assegurado, isto é, como as deformagdes de flexdo sdo
proporcionais as variagdes de curvatura da superficie, como serd visto em mais detalhes no
capitulo 4, sua determinag¢do poderd ser feita através da Aplicacdo de Gauss seguindo o

equacionamento indicado acima e que pode ser resumido da seguinte maneira:

1. Obtém-se a primeira forma fundamental;

2. Obtém-se a segunda forma fundamental;

3. Calcula-se K e H;

4. Obtém-se as curvaturas principais k; e k; (e, portanto, R/ e R2)

Uma interpretacao geométrica da curvatura Gaussiana K, para K # 0, ¢ que a mesma ¢

o analogo, para superficies, da curvatura k para curvas planas.

Ao final da proxima se¢do, também serd mostrado, com exemplos praticos, como

obter também as direcdes principais correspondentes as curvaturas principais.

3.6 CURVATURAS E DIRECOES PRINCIPAIS — EXEMPLOS

Muitas vezes uma superficie ¢ dada como uma funcao diferencidvel explicita do tipo z
= h(x,y), onde (x,y) pertence a um conjunto aberto Uc R*. Como ser4 visto mais adiante no
capitulo 5, sera discretizada uma superficie real segundo uma malha regularmente espagada
segundo eixos coordenados (x,y). Desta forma, ¢ conveniente ter & mao as formulas para os
conceitos relevantes neste caso. Para se obter tais formulas primeiramente deve-se

parametrizar a superficie por:
X(u,v) = (u,v,h(u,v)), (u,v) € U,

onde: u = x, v = y. Substituindo pardmetros e apds um calculo simples, mostra-se que: [1]
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X, =(10,h,)
X,, =(0,0,%,,)
X, =(0,Lh) (3.6.1)
x,, =(0,0,h,)

Xuv = (0’0’ huv) = (0’0’ hvu) = XVM

Assim,

—h. ,~h, 1
V=)
,/il+hx +h, ’

¢ um campo vetorial unitario sobre a superficie, € os coeficientes da segunda forma

(3.6.2)

fundamental podem ser determinados substituindo-se na expressao (3.5.2). Assim:

— hxx
R +h, )
=—hxy
Jisn2+n?)

g = hyy
N +h’ )

Da mesma forma, substituindo valores em (3.2.3):

o= <o)

F=(x,.x,)=(nh,) (3.6.4)
:[,/10+1+h},2 iT ~(1+h?)

2
G=|x
A partir das expressdes acima, as demais formulas podem facilmente ser calculadas.

(3.6.3)

2
X u

E =

Assim sendo, a curvatura de Gauss e a curvatura média serdo:

h.h, h
(1+h +h)Z

(+n2 0, =2 h, + 1+ 07 o, (3.6.5)

x" Ty txy

_1
2 (l+hx +hyF

Ha ainda outra razdo, ndo menos importante, para que se estudem superficies dadas

por z = h(x,y). Ela vem do fato de que, localmente, toda superficie ¢ o grafico de uma fungao

diferenciavel (cf. se¢do 2.2 da referéncia [1]).
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Pode-se escolher um sistema de eixos coordenados de tal forma que a origem O das
coordenadas coincida com o ponto p e o eixo Oz coincida com a normal de S. Assim, os eixos

Ox e Oy coincidem com T,S em p.

Segue-se que uma vizinhanca de p em S pode ser representada na forma z = A(x,)),
(xy) € UcC R’, onde U é um conjunto aberto e 4 ¢ uma funcao diferencidvel (cf, secdo 2.2

da referencia [1]), com 4(0,0) = 0, hx (0,0) = 0, hy(0,0) = 0, figura (10) [1]

——

Figura 10: Cada ponto de S possui uma vizinhanga que pode ser representada como z = h(x,y) [1].

A segunda forma fundamental de S em p aplicada ao vetor (x,y) € R’é, neste caso,
2 2
h..(0,0)x” +2h,,(0,0)xy + h,,(0,0)y (3.6.6)

E interessante observar que, caso nosso vetor (x,y) fosse parametrizado como x = cosa
e y = sena, esta expressao ¢ a derivada 2* direcional de A(x,y) na direcdo g(dngulo de (x,y)

com o eixo Ox),do vetor (x,y), conforme referéncia [3] .

No célculo elementar de duas variaveis, a forma quadratica acima ¢ conhecida como a
Hessiana de h em (0,0). Assim, a Hessiana de h em (0,0) ¢ a segunda forma fundamental de S

em p.

3.6.1. Direcdes principais
Antes de prosseguir aos exemplos praticos, deve-se complementar as equacdes (3.5.4)
e calcular seus auto-vetores e autovalores que sdo necessarios a determinagdo das diregdes

principais.

Sabe-se que se 4 ¢ uma matriz quadrada, seus auto-vetores e auto-valores podem ser

obtidos segundo as seguintes expressoes: [1][2]
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A:

a b
c d
Seu determinante D = (ad — cb) e seu trago T = (a+d)

Demonstra-se facilmente [64], que seus auto-valores serao:

L,=T2+ (T4 -D)"*?

L,=T/2 - (T*/4 -D)"*

Se “c” é diferente de 0, entdo seus auto-vetores serao:

s |L—d
4 ¢ | (3.6.7)
S| |L,—d
T I
Se “b” é diferente de 0, entdo seus auto-vetores serao:
s, b
= . e
ti |L—a (3.6.8)
S0 | b
t, - L,-a
Se ambos “b” e “c” sdo iguais a 0, entdo seus auto-vetores serao:
s, 1
= , e
4 0 (3.6.9)
s, |0
L1 |1

As diregdes principais podem entdo ser obtidas segundo as seguintes expressoes:

e =5,/(L0,h)+1,(0,1,h),e
1 =5( )+4,(0,LA,) (3.6.10)
e,=s5,(1,0,h)+2,(0,1,4))

Onde sy, t;, 52, t; s3o obtidos nas equacgdes (3.6.7) a (3.6.9).

Exemplo 3.6.1: Cilindro

reto  x° + y2 = 1,

parametrizado  por
x(u,v) =(cosu,sen u,v):

a. Calculo das derivadas:
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X, = (=senu,cosu,0)
X, = (—cosu,—senu,0)
X, =(0,0,1)

X,, =(0,0,0)

X, =X, =(0,0,0)

b. Determinagdo da normal N: (3.3.1)

N:<Xu /\XV>:(c0su,senu,0):>‘N‘ =1

c. Determinacao da primeira forma fundamental usando a Eq. (3.2.3)
E = <XU,XU> =sen’u+cos’u+0=1
F=(x,,Xx,)=0
G=(X,,X,)=0+0+1=1

d. Determinacao da segunda forma fundamental usando a Eq. (3.5.2)
e= <N, XW> = (cosu,senu,0).(—cosu,—senu,0) =1
fF=(N,x,)=0
g= <N, XW> = (cosu,senu,0).(0,0,0)=0

e. Determinagao das curvaturas principal e média usando as Egs. (3.5.6) e (3.5.8)
Y
K - 1.0 02 _
1.1-0
_ 4| L1-2.00+1.0) T
: 1.1-0° 2
f. Determinacao das curvaturas principais usando a Eq. (3.5.9)

k,=H++H*-K :%+%:1,e
k, =H—VH - =%—%=0.

g. Determinacao das dire¢des principais: usando as Egs. (3.5.4 ¢ 3.5.5) e, (3.6.10)

1 ojp o g 0 .
== = , assim,
10 00 1 [0 0
s 1
= ,e
t 0
S |0
L] |1

Como h,=h,=0, obtem-se para as diregdes principais:
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e, =1.(1,0,0) + 0.(0,1,0) = (1,0,0), e
e, = 0.(1,0,0) +1.(0,1,0) = (0,1,0).

h. Conclusdes:

Como se esperava, os auto-valores de um cilindro reto sdo 1 e 0, isto €, suas curvaturas
maxima e minima, segundo a dire¢do da tangente circunferencial e da tangente normal a
primeira num ponto p(x,y,z) genérico de sua superficie. Neste caso as dire¢des principais
coincidem com as diregdes dos eixos Ox e Oy, como ja mencionado anteriormente, formando
uma base ortonormal, também como ja mencionado.

Exemplo 3.6.2: Paraboloide hiperbolico z = y° — x?, parametrizado por

X (u,v) = (u,v,v’ —u’), no ponto p = (0.0.0):

a. Célculo das derivadas:
X, =(1,0,-2u)
X, =(0,0,-2)
X, =(0,1,2v)
x,, =(0,0,2)

X, =X, =(0,0,0)

b. Determinacao da normal N: (3.3.1)

T e ol et)

N=(x,AX,)=(

)=(0,0,1)=|N|=1

c. Determinagdo da primeira forma fundamental: (3.2.3)
E=(x,.X,)=1+0+4u" =1
F=(x,,X,)=0+0—4u’ =0

G=(x,,X,)=0+1+4" =1

d. Determinacao da segunda forma fundamental: (3.5.2)

e=(N,x,)=0+0-2=-2

f=(N,x,)=0
g=(N,X,)=0+0+2=42

e. Determinacao das curvaturas principal e média: (3.5.6) e (3.5.8)
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_-22-0°
1.1-0°
H _1 —2.1—2.0.(3+1.2 0
2 1.1-0
f. Determinacao das curvaturas principais: (3.5.9)

ki=H++vH>-K =0+2=2,¢
k2=H—VH2—K =0-2=-2.

g. Determinacao das dire¢des principais: (3.5.4 ¢ 3.5.5) e, (3.6.10)

1-2 O O |-2 0 .
== = , assim,
1[0 2|0 1 0 2
s, 1
,e
t 0
S, 10
| |1

Como h,=h,=0, temos:

e, =1.(1,0,0) + 0.(0,1,0) = (1,0,0), e
e, =0.(1,0,0) +1.(0,1,0) = (0,1,0).

h. Conclusoes:

Os auto-valores do paraboloide hiperbolico, no ponto p = (0,0,0) sdo 2 e -2,
respectivamente, isto €, suas curvaturas maxima e minima, segundo a direcao da tangente e da
sua normal num ponto p(0,0,0) de sua superficie. Neste caso as dire¢des principais, como no
caso anterior, também coincidem com as dire¢des dos eixos Ox e Oy, como ja mencionado

anteriormente, formando uma base ortonormal, também como j4 mencionado.

Na figura 11, vé-se o paraboloide hiperbolico e suas dire¢des principais.

Figura 11: Paraboléide hiperbolico z = y* — x* e dire¢des principais em p=(0,0,0). [13]



Capitulo Il — Elementos de Geometria Diferencial 38

Exemplo 3.6.3: Paraboldide z = x* + k?, k > 0, parametrizado por

X (u,v) = (u,v,u’ + kv*), no ponto p = (0,0,0):

a. Célculo das derivadas:
X, =(1,0,2u)
X,, =(0,0,2)
X, =(0,1,2kv)
X,, =(0,0,2k)
X,y =X, =(0,0,0)

b. Determinacao da normal N: (3.3.1)
N=(x,Ax,)=(0,0)=|N|=1

c. Determinagdo da primeira forma fundamental: (3.2.3)
E=(x,,X,)=1+0+4u" =1
F=(X,,X,) =0+0+4uy=0
G=(X,,X,)=0+1+4k* =1

d. Determinacao da segunda forma fundamental: (3.5.2)
e=(N,X,)=0+0+2=+2
f=(N,x,)=0
g =(N,x,,)=0+0+2k=+2k

e. Determinacao das curvaturas principal e média: (3.5.6) e (3.5.8)
2
(220,
1.1-0
H _1 2.1—2.0.0-1;1.2]{ _(1+h)
2 1.1-0
f. Determinacao das curvaturas principais: (3.5.9)

ki=H+VH> K =(1+k)+(1-k)=2,¢
ky=H-H>-K =(1+k)-(1-k) =2k

g. Determinagdo das dire¢des principais: (3.5.4 ¢ 3.5.5) e, (3.6.10)
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112 01 0 |2 0 .
=— = , assim,
110 240 1) (0 2k
s, 1
= , e
t 0
s, |0
| |1

Como h,=2x =0, e h,=2ky=0, temos:

e, =1.(1,0,0) +0.(0,1,0) = (1,0,0), e
e, =0.(1,0,0) +1.(0,1,0) = (0,1,0).

h. Conclusoes:

Os autovalores do paraboléide dado pela fungio explicita z = x° + ky”, no ponto p =
(0,0,0) sao 2 e 2k, respectivamente, isto ¢, suas curvaturas maxima e¢ minima, segundo a
direcdo da tangente e da sua normal num ponto p(0,0,0) de sua superficie. Neste caso as
direg¢des principais, como no caso anterior, também coincidem com as dire¢des dos eixos Ox e
Oy, como ja mencionado anteriormente, formando uma base ortonormal, também como ja
mencionado.

Exemplo 3.6.4: Resolvendo o exemplo anterior em termos da funcio explicita z = x°

+ kyz , temos:
a. Calculo das derivadas:
o =2x
ox
2
7z
ox
0z
et
oy o
2
7 o
oy
2 2
0z _0z_,
oxy Oyx
b. Determinacao da primeira forma fundamental: (3.6.4)

E =|x,

2=[Jh+0+hjﬂ2=@+2xﬁ=1

F :<xu,xv>:(hxhy):0

G =[x =[{or1en7)]

(1+2k%)=1
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c. Determinacao da segunda forma fundamental: (3.6.3)
hxx 2
e = = —
\/(1+ h’+ hyz) 1
fo hxy _0
\/(1 +h’+ hyz)
g= hyy ok
\/(1 +h’+ hy2)
d.

Determinagdo das curvaturas principal e média: (3.6.5)
2
K = Py =y 22k
2 2
1+h"+h, )z 1
(4 n2py, —2nmi, + (452 h 1242k

- —(1+K)
(1+hx2+hy2)§ 2 1

4k

—

N | —

Determinacao das curvaturas principais: (3.5.9)

k=H+VH*-K =(1+k)+(1-k)=2,e
k,=H—-+VH*-K =(1+k)-(1-k)=2k.

Confirmando os valores anteriormente obtidos. Obviamente as dire¢des principais sao
as mesmas do exemplo anterior, ndo sendo necessario recalculé-las.
f. Conclusdes:

As mesmas do exemplo anterior. A unica ressalva ¢ que, como deve ter-se observado,

nesta notag¢do, ndo ¢ necessario calcular a normal N a S no ponto p. Na figura 12 vé-se o
paraboldide e suas direg¢des principais. [13]

Figura 12: Paraboléide z = x> + y* e dire¢des principais em p=(0,0,0). [13]



Capitulo IV

TENSOES E DEFORMACOES EM CASCAS

De um modo geral as normas e manuais internacionais € em especial as principais
normas adotadas para oleodutos e gasodutos, respectivamente a ASME B 31.4 e ASME B 31.8
[24], e o Pipeline Defect Assessment Manual — PDAM [19] — entre outros, preconizam a
avaliacdao de mossas, exclusive a fadiga, através da avaliagdo das deformacgdes equivalentes de
flexdo e de membrana, com base na determinagdo dos raios de curvatura da superficie em
avaliacdo e em sua profundidade relativa & extensdo reta do prolongamento da geratriz

original do duto.

Como podera ser visto na se¢do 4.4, a avaliacdo das deformagdes extensionais de
membrana nao enseja maiores requisitos de interpolagdo geométrica, uma vez que, segundo

os codigos citados [44], apenas se baseia na determinagao de profundidades e comprimentos.

Ora, deste modo, o problema praticamente se restringe a determinagdo dos raios das
curvaturas principais da superficie ¢ suas dire¢des, resultantes da a¢do do agente indentador

sobre o duto, como sera visto adiante.

Cascas cuja relagdo espessura/diametro ¢ muito pequena sdo estudadas segundo a
teoria das membranas. A seguir passa-se a descrever de forma sucinta elementos da teoria das

membranas aplicadas para cascas.

4.1 CALCULO DOS ESFORCOS SOLICITANTES NAS CASCAS PELA TEORIA DE

MEMBRANA

4.1.1. Definicao

Cascas sdo estruturas de superficie delgadas, ndo planas, que recebem cargas
distribuidas e reagem através de esforcos solicitantes predominantemente de tragdo e
compressdao. Quando a espessura da casca ¢ pequena, comparando-se com as outras
dimensdes, a rigidez ao momento fletor (que € proporcional ao momento de inércia) € muito
pequena, e pode ser em principio, considerada igual a zero. Nestes casos as cascas podem ser
estudadas pela teoria da membrana, ou seja, as cargas externas (peso proprio, revestimento,
carga acidental distribuida) serdo absorvidas através de esforcos solicitantes normais de

compressao e tragao.
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Para o estudo de cascas a andlise ¢ feita pela teoria eldstica das cascas delgadas
[26][77] tendo-se em conta a rigidez, a flexdo e, portanto, calculando-se os momentos e 0s

esfor¢os normais e cortantes ou tangenciais,

4.1.2. Teoria de Membrana
Como j4a mencionado, membranas sdo estruturas de superficie ndo planas, de pequena
espessura, que absorvem as cargas externas por esfor¢os solicitantes de tracdo ou compressao

normais as segoes transversais.

Por conveniéncia considera-se uma barra prismatica. De fato, sendo h a espessura da
barra (ou casca), sabe-se da Resisténcia dos Materiais [18][21][33] que a rigidez a flexdo de

uma barra prismatica, por unidade de largura ¢ proporcional ao seu momento de inércia.

bh’
[=—— 4.1.1

12 (4.1.1)
E considerando b unitario (I por unidade de largura) e como 4 ¢ pequeno, resulta 4’ muito

pequeno, ou seja, na pratica, adota-se / = 0.

A teoria de membrana parte da hipotese de / = 0. Como o momento fletor M ¢
proporcional a [ adota-se M = 0 na teoria. No caso dos dutos isto ndo ¢ exatamente verdade,
pois existe importante momento resistente. Contudo, assumindo a premissa acima a

abordagem torna-se mais conservativa.

A expressdo membrana vem de estruturas inflaveis, de tecido ou de elastomero, que
realmente possuem / = 0. A estrutura de um baldo dirigivel, um armazém inflado para estoque
de grios, um baldo de gis ou um cabo tracionado (contido num plano), resistem as

solicitagdes apenas com esfor¢os de tracao. Para estes casos a teoria ¢ exata.

A pequena rigidez extensional e a flexdo do elemento da estrutura (h pequeno) ndo
implica em pequena rigidez do conjunto, que pode resistir aos esfor¢cos de compressdo sem
risco de flambagem. O conjunto de superficie curva, como um todo, tem grande rigidez

quando comparado com a mesma superficie se fosse plana

A teoria de membrana tem como outra hipotese, além daquela da pequena espessura,
que os esfor¢os aplicados sejam de superficie, ou seja, em unidades de forca por unidade de

superficie.

A resisténcia das cascas, entdo, deve-se a sua forma geométrica que gera esforgos

solicitantes normais, equilibrando as cargas externas.
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4.1.3. Definiciao de Raio de Curvatura no ponto

Considere-se um plano 7 tangente a superficie da casca no ponto O. Sejam X e Y dois

eixos ortogonais em 7 passando por O ¢ 2, 0 eixo normal ao plano n. Por defini¢do, Z ¢ a

normal a casca por O.

Figura 13: Elemento infinitesimal de casca [16].

O elemento infinitesimal em torno do ponto O tem dimensdes a ¢ b (na realidade,
infinitesimais dx e dy). Ficam assim definidos os trés eixos ortogonais X, y e z e, portanto, os

planos ortogonais formados pelos eixos dois a dois:
e ¢ixos (x,y), plano 7;
e  ¢ixos (x,z), plano a;
e cixos (y,z), plano f;

Determinados os planos 7, a e f € possivel definir os raios de curvatura Rx e Ry da

casca no ponto O.

A intersec¢do do plano a com a casca define uma curva, chamada trago de plano, de
equagao z = f(x). Por definicdo, raio de curvatura Rx no ponto O ¢ o raio de uma
circunferéncia cujo arco substitui a curva de equacdo z = f(x) nas proximidades do ponto
(analiticamente, de maneira rigorosa, ¢ dependendo do grau de contato, as duas curvas se
confundem no comprimento infinitesimal dx). Do mesmo modo a intersec¢ao do plano  com
a casca define uma curva de equagdo z = f(y), sendo Ry ¢ o raio do arco de circulo que se

confunde com a curva de equagdo z = f()) no entorno do ponto.

Consideremos o elemento de casca com dimensdes infinitesimais dx e dy passando por

O, onde:
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e X,y contidos em 7, tangente a casca por O;

e x intersecc¢do do plano a que contém x, z com o plano z;

e y interseccdo do plano f que contém y, z com o plano 7z,

(@

(b)

Figura 14: (a)Tragos de planos (b) Distribui¢ao dos carregamentos [26] [67].

Vista superior, em proje¢ao no plano 7 tangente em O, o elemento de area infinitesimal tem o

aspecto da figura 15, onde 7x e Ty sdo forgas normais a secdo da casca medidas por unidade

de comprimento que equilibram as forgas externas e Nx e Ny sdo os esfor¢cos normais nas

diregdes x e y que equilibram a carga externa P, = g, ab (P, ndo estd mostrado na figura).

Ix =Nx/dy, e Ty =Ny/dx

X

Y

Ty
e F 25 Y
7
]
N
;94_ /q’: / l T« x
+ A~
s
y

W
Y

(4.1.2)

Figura 15: Vista de topo do elemento infinitesimal mostrando as proje¢des das tensdes no plano xy [67].
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Uma vez calculado Tx e Ty, determinam-se as tensdes em duas direcdes ortogonais x e

y pela expressdo (4.1.3) onde h € a espessura da casa.
ox=Ix/heo,=Ty/h (4.1.3)

Do mesmo modo, Sx e Sy sdo forcas tangenciais que equilibram a for¢a externa

P;=grab. Assim:
Sx =0x/dy, eSy=0Qy/dx 4.1.4)

Obtidos Sx e Sy, determinam-se as tensodes cisalhantes:
x=-Ty=0x/(dy.h) =Qy/(dx.h) (4.1.5)

Pois as tensdes de cisalhamento em direcdes ortogonais sdo iguais e de sinais
contrarios. Sabe-se do estudo de estado plano de tensdes que existem duas diregcdes ortogonais
x; e y; ditas dire¢cdes principais, que, no caso das cascas, coincidem com as curvaturas
maximas € minimas em torno do ponto O, e que estes, por sua vez, definem os eixos

principais.

Nas direg¢des principais as tensdes normais sao maximas € as tensoes tangenciais sao
nulas. Assim, orientando-se os lados do elemento de centro O tal que X tenha a dire¢do de x; e
Y a dire¢dao de y;, ou seja, fazendo uma rotacdo de eixos de forma que os eixos sejam o0s

principais eque, os esfor¢os normais 7x e Ty sejam coincidentes com estes eixos, tém-se:

Tx =T, (4.1.6)
Ty =T, (4.1.7)
S=0 (4.1.7.2)

T; e T; sdo os carregamentos principais de tragdo ou compressdo por unidade de

comprimento.

Figura 16: Carregamentos principais [67].
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Estudando o equilibrio do elemento ab carregado com a componente ¢, de g,. No

cisalhamento vertical pelo plano principal zx;,

;-
ul

IIMUH L

Figura 17: Segmento ab [67].

A equacao de equilibrio de forgas na diregdo vertical considerando o arco descrito pelo

angulo o

V=0
z (4.1.8.2)
q..dxdy =T dysena/2+1 .dysena/?2

g. = parcela de g, na direcdo de x;

sena/2 = a/2 pois o/2 ¢ muito pequeno. (4.1.8.b)

Pode-se escrever, a partir da equagdo (4.1.8.a):

q.dxdy =2T,.dy.a/2=T.dyv.a (4.1.9.2)
e,como a =dx/R;, vem:
q.dxdy =T .dy.dx/R, (4.1.9.b)
Portanto,
q. =T/ R, (4.1.10)

Analogamente, no plano principal vertical que contém zy; :

q,=T,/R, (4.1.11)

Como ¢, =¢q, +q,:
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q,=T /R +T,/R, (4.1.12)
Que ¢ a equacao fundamental da teoria da membrana.

A equacdo fundamental relaciona os esfor¢cos em duas dire¢des principais em um

ponto da casca com seus respectivos raios de curvatura.

No capitulo 5.7 serd mostrado como estas grandezas podem ser incorporadas ao

critério de integridade proposto neste trabalho de mestrado.

4.2 TENSOES E DEFORMACOES (CURVATURAS) NO REGIME ELASTICO

4.2.1. Tensoes

E demonstrado no Anexo A.4, que as tensdes resultantes no caso de se distribuirem
uniformemente e linearmente ao longo da espessura e levando em conta a representacdo nas
figuras 57 e 58 do Anexo A.4 e, reorganizando os termos, podem ser calculadas a partir dos

esfor¢os unitarios, do seguinte modo:

N, 12M, x
O'“:f—% (421)

sendo o;; definido num ponto a uma distancia x3 da superficie média (ver figura 19).

y

—

£

Figura 18: Componente de membrana ¢ de flex@o da tensdo oy, [67]

FYYY Y Y

Figura 19: Tensor das tensdes [67].
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O primeiro termo da equacdo (4.2.10) representa a parcela extensional ou de

membrana da tensdo e o segundo termo, representa a parcela da tensdo devido a flexdo.
As tensoes a2, 012 e 02, sdo definidas de modo anélogo.

4.2.2. Deformaciao extensional de membrana

Considere um elemento de casca com dupla curvatura e considere O4BC a superficie
média deste elemento, como se representa na figura 20.a. Em adig¢do, considere 7, e r, como
sendo os raios de curvatura desta superficie medial nas direcdes x e y respectivamente.
Quando submetida a agdo puramente extensional de membrana devido as tensdes o, € G,, esta
superficie medial apenas se estende, mas ndo ¢ rotacionada. As deformagdes desta superficie
medial devido as tensdes de membrana nas direcdes x e y serdo denominadas g; € €;

respectivamente.

A superficie DEF situada a uma distancia z da superficie medial serd denominada
superficie z ¢ também ¢ mostrada na figura 20.a. Assim como a superficie medial se estende
sob acdo das tensdes de membrana consideradas, esta superficie z simplesmente sofre
deformacdes €; ¢ €, e também nao sofre rotacdo, desta forma, a superficie z também sofre

estas mesmas deformacgoes.

(a) (b)

Figura 20: (a) Tensoes num elemento de casca e (b) Mudanga de curvatura [26].

Assim sendo, as deformac¢des de membrana da superficie z sdo:
e Deformacdo de membrana na dire¢do x = ¢; (4.2.1)

e Deformacido de membrana na direcdo y = ¢, (4.2.2)
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4.2.3. Deformacao de flexao

Se agora for considerada somente flexdo do mesmo elemento de casca, entdo a
superficie medial ndo sofre mais extensao, porém sofre rotagdo. Nesta postulagdo da teoria
das deformacdes de flexao, as seguintes premissas sao assumidas:

e Secoes planas permanecem planas;

e Linhas radiais permanecem retas;

e A superficie medial atua como a linha neutra, sofrendo apenas rotagcdes como
indicada na figura 20.b.

As duas primeiras sao meramente uma extensao das premissas de Euler-Bernoulli para
vigas curvas. A Ultima premissa ndo ¢ estritamente verdadeira, uma vez que a superficie
neutra desloca-se minimamente da superficie medial devido a dupla curvatura do
elemento. Entretanto, esta discrepancia ¢ suficientemente pequena e pode ser ignorada.

Considere agora um elemento de casca como mostrado na figura 20.b. Antes de se
impor a flexdo, o arco BC da superficie medial € representado como a linha cheia e seu
raio de curvatura ¢ r,. Depois de aplicada a flexdo, a superficie medial ¢ representada
como alinha tracejada, passando pelos pontos B e C. e seu novo raio de curvatura é r’,.
Agora, como a superficie medial ndo se deforma extensionalmente, o comprimento BC,
antes e apo6s a flexdo, permanece constante, assim:

BC=rd0=r'.d0" e,

d0'="-d9 (4.2.3)
r

Agora considere o segmento da superficie z, de comprimento DE distante z da

superficie medial. Antes da aplicacdo da flexdo seu comprimento ¢ dado por:
DE =(r',~z)d# (4.2.4)
e, apos a flexao, seu comprimento D’E’ ¢ dado por:
D'E'=(r',~z)d0' (4.2.5)

e, substituindo a equagdo (4.2.3) em (4.2.5):

D'E'=(r —z)do (4.2.6)

Assim, a deformacao da superficie z na diregao x sera dada por:
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oo 2

DE = 4.2.7)
[1 - Z]d@
rx
Levando-se em conta que z<<<<r,:
—(D E _DE) =—zy,, onde
bE (4.2.8)
11 o
Y A
r X rX
7, ¢ denominado como a mudanca de curvatura na diregdo x [26)].
Similarmente, a deformagao da superficie z na direcao y ¢ dada por:
(E'F'-EF)
————“t=—zy,, onde
EF X
4.2.9
L1 (4.2.9)
o= T
r y ry

%, ¢ denominado como a mudanca de curvatura na diregdo y [26].

4.2.4. Deformagodes combinadas da superficie z
Agora, combinando-se as agdes de membrana e flexdo, as deformacdes &, (na dire¢ao

X) € & (na diregdo y), da superficie z, pode ser obtida pela soma das equagdes (4.2.1), (4.2.8)

e (4.2.2),(4.2.9), respectivamente:

e, =&-zy onde y=—-—\|e
rx r;(
(4.2.10)
E,=&—zy, onde y,=|———
Vy Vy

Estas expressoes (4.2.10) das deformacdes totais nas dire¢des principais serdao

utilizadas mais tarde na determinacao das deformagdes equivalentes.
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4.3 ELEMENTOS DA TEORIA DA PLASTICIDADE

A teoria da elasticidade se assenta em duas propriedades fundamentais do
comportamento eldstico dos materiais metéalicos: a configuragdo inicial do corpo ¢
completamente recuperada quando as solicitagdes exteriores deixam de atuar, e a deformagao

elastica depende exclusivamente dos estados de tensdo inicial e final.

Pelo contrario, no regime plastico, ou seja, quando as extensodes aplicadas ao corpo
ultrapassam as que determinam o limite de validade da lei de Hooke, surgem alteragdes
comportamentais dos materiais, de tal modo que a deformagdo deixa de ser um processo
reversivel e as caracteristicas mecanicas e geométricas do corpo passam a depender do modo

— trajetoria ou historia — de como o carregamento foi aplicado [24].

Para o regime de deformagdo plastico, surgem alguns fendomenos particulares que
determinam seu comportamento, designadamente o encruamento, a anisotropia plastica e o
efeito Bauschinger [24]. Estes fendmenos quando inseridos na formula¢do, conduzem a
relagdes tensdo-deformagdo pléasticas muito mais complexas do que aquelas da teoria da

elasticidade.

Basicamente existem dois tipos de teorias para descrever a mecanica da deformacao
plastica dos corpos solidos; as matematicas, também chamadas tecnologicas , quando
incorporam resultados da experimentacdo, e as fisicas. As primeiras, de natureza
fenomenoldgica, analisam as distribuicdes de tensdo e deformacdo baseadas na modelagao
dos materiais e recorrem a meios experimentais para validar estes modelos empiricos, como &,
por exemplo, o caso dos critérios de plasticidade. As segundas examinam a natureza da
deformacgdo plastica ao nivel microscopico, relacionando a estrutura atdmica dos metais com

o comportamento plastico.

A proposito destas ultimas teorias, ressalte-se a contribui¢do fundamental que a teoria
das deslocacdes tem dado para a compreensdo do fendmeno da plasticidade e ainda na

introdugdo de novos conceitos de deformacao plastica.

Aqui serdo abordados os conceitos basicos da teoria matematica da plasticidade,
indispensaveis a analise dos processos que envolvem deformagdo plastica dos materiais
metalicos. Também serdo introduzidos os principais critérios de plasticidade e identificadas as

equagdes constitutivas tensdo-deformacgao para cada um.
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4.3.1 Ceritério de plasticidade de Tresca [24]
O critério de plasticidade de Tresca (1864) considera que a deformagdo plastica tem

inicio quando a tensdo de cisalhamento méaxima absoluta, z__, ultrapassar um valor critico.

max ?

P ;03 > K (4.3.1)

max

em que g; € o 3 sao tensdes principais, com g ; > ¢ > > 73, € K um parametro caracteristico do

material a ser determinado experimentalmente e que pode ser fun¢do do encruamento.

E comum referir-se que o critério de plasticidade de Tresca encontra fundamentagdo
fenomenoldgica em conceitos de natureza fisico-metaliirgica dos materiais metélicos. De fato,
admitindo-se que a rede cristalina destes materiais ¢ formada por planos atdmicos sobrepostos
uns sobre os outros, ¢ facil admitir-se que, sendo as tensdes de cisalhamento responsaveis
pelo deslizamento destes planos, deva existir um nivel de tensdo acima do qual os atomos da
rede mudam de posi¢ado relativa de uma forma permanente (ndo recuperavel), dando-se, desta

forma, inicio a deformacao plastica.

Na realidade o mecanismo de deformacdo nao corresponde diretamente ao
escorregamento desses planos atdmicos, mas sim a movimentagdo de defeitos, do tipo
deslocamento de discordancias, no interior da rede cristalina. Ainda assim, pode-se continuar
a aceitar a fundamentagdo fenomenologica do critério de plasticidade de Tresca, ja que sdo as
tensdes de cisalhamento as responsaveis pela movimentacdo dos deslocamentos de

discordancias e pela alteragdo de forma do corpo.

Voltando a expressdo (4.3.1), do critério de Tresca, vé-se que quando a tensdo de
cisalhamento ou de cisalhamento méximo € menor que certo valor critico, K, a deformagao
induzida no material ¢ puramente elastica. Porém este valor critico pode ser determinado
através de ensaios uniaxiais (tragdo, compressao ou tor¢ao). Assim, substituindo a condi¢do
uniaxial o; = 0., 0, = 03 = 0, na equacdo (4.3.1), a relagdo entre o valor da tensdao de

cisalhamento critica, K, ¢ a tensdo limite de elasticidade, o, ¢ dada por:

Se por outro lado o ensaio for de tor¢do, o estado de tensdo associado ¢ de

cisalhamento puro, sendo o; =K, 03 =-Ke o, = 0.



Capitulo IV — Tensées e Deformagoes em Cascas 53

4.3.2 Critério de plasticidade de von Mises
O critério de plasticidade de Von Mises (1913) considera que a deformacado plastica
tem inicio quando o valor da energia elastica de distor¢do por unidade de volume, W, atinge

um valor critico, ou na forma matematica:

e Jz 3 2

d :_:_Toct ZW
2G 4G

crit

(4.3.2)

Em que J, representa o segundo invariante do tensor desviador das tensdes, cuja

expressao ¢ dada por: [24]

1

_ ' [ ] ' ] 2 2 2

Jz—EO'UO'U—E(O'X+Gy+0'2)+rxy +7,.7+7,
1

:g[(o-1 ~0,) +(0,~03) +(o, —0'3)2}

(4.3.3)

e, 7, atensdo de cisalhamento octaedral dada por: [24]

oct

1
Toct zg\/(o-l —0, )2 +(O-1 _03)2 +(02 —0; )2 (4.3.4)

A determinagdo do valor critico da energia elastica de distor¢do por unidade de
volume se da considerando o inicio da deformacgao plastica de um estado de tragdo uniaxial
o] = 0. 0, = o3 = 0. Entdo, nestas condi¢des, a energia elastica critica por unidade de

volume, a partir da tensao de cisalhamento octaedral sera:

311 2 ’ 1
L =——| =420 =—o0 43.5
WCI[ 4G[3 e } 6G e ( )

Substituindo este resultado na equagdo (4.3.2) e considerando a defini¢do do segundo
invariante do tensor desviador das tensdes, equagdo (4.3.3), obtem-se a seguinte forma para o

critério de von Mises:
20, =(0, -0, +(0,~0,) +(0,— 0, (4.3.6)

No caso geral em que o estado de tensdes esteja referido a um sistema de eixos
cartesiano (x,),z), ao invés dos eixos principais, o critério de von Mises escreve-se do seguinte

modo:

20 =0, -0, f +(0,~0.f +(0,~0.) +6(Txy2 7, +sz2) (4.3.7)

Por fim, ¢ conveniente salientar que o critério de plasticidade de von Mises, ao

contrario do critério de Tresca, considera a influéncia da tensdo intermediaria, o ,, sobre o
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limite de elasticidade. Na figura 21 vé-se a representacdo de ambos os critérios sob varias

condicdes de enformabilidade.

Tracgdo
c,=0
Tresca
/
!
p=0 ré N
/ Ce 4 ;
Lz o /
A i "’é e / » . .
! . £ -7 von Mises
/s ) -
N 7 4 i i
N i o ~
£ _ N
Compressédo G, 4 E/// <
N
N
~
N
%
{
= T
Compresséo

Figura 21: Representagdo dos critérios de plasticidade de Tresca e von Mises [24].

4.3.3 Nociao de trabalho plastico. Tensao e deformaciao plastica efetiva. [24][61]

Os processos de deformagao plastica sdo processos irreversiveis, em que grande parte
do trabalho despendido na deformagdao ¢ convertido em energia térmica. Este trabalho,
designado por trabalho plastico, contrasta com a energia armazenada durante a deformagao

elastica, por ndo ser recuperavel.

Para introduzir a nogao de trabalho plastico, considere-se uma barra de comprimento
inicial 1y, sofre um incremento de comprimento d/, em regime plastico, em virtude da
aplicacdo de uma forg¢a axial de tragdo, F. em conseqiiéncia do alongamento elementar
segundo o eixo x, as dimensdes iniciais da secdo transversal da barra, (W), ty), reduzem-se

para (W,t), conforme figura 22.

O incremento de trabalho plastico por unidade de volume (ou incremento de energia
de deformagao plastica por unidade de volume) realizado na deformagao da barra foi entdo de

[24]:
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F dl
como o . =— € & =—,
wt lo
O trabalho por unidade de volume (43.8)
dw’t = Fdl =0 d¢,
witl

Figura 22: Deformacgéo elementar uniaxial de uma barra de segdo retangular [24].

Generalizando para o caso triaxial de tensdes, o incremento de trabalho pléstico por

unidade de volume sera dado por;

P P
dw" =o,de,

P _ p p P p P p
dWw" =ode " +ode +o.de” +t dy  +r. dy. +7.dy,.

dw’ =ode” +o,de,” +o,de,”
(4.3.9)

Onde o indice p indica que as deformagdes sdo plasticas. Entdo, o trabalho plastico por

unidade de volume sera dado por:

W' =|o,de," (43.10)

P
em que dé’ij , sdo as componentes plasticas do tensor das deformacgdes resultantes do

incremento de deformacao.
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Embora os processos de deformagdo pléstica envolvam estados complexos de tensdo
de natureza multiaxial, a teoria da plasticidade desenvolve-se apoiada em ensaios simples com
caracteristicas uniaxiais ou quando muito biaxiais, veja-se como exemplo os critérios de
plasticidade vistos nas secdes 4.3.1 e 4.3.2. Neste contexto, havera necessidade de se
definirem varidveis que permitam efetuar esta equivaléncia entre estados complexos de
deformacdo e estados de deformag¢do unidirecionais, surgindo assim, os conceitos de tensdo e

deformagdo equivalentes ou efetivas.

Inicialmente devem-se estabelecer alguns requisitos a que estas varidveis devem

atender:

(1) Tratando-se de processos de deformacao pléstica, devem depender do critério de
plasticidade (7resca, von Mises, etc), ¢ serem fungdo do estado de tensdo
aplicado;

(2) Tém que coincidir com a Tensdo e com a Deformacdo uniaxial nos ensaios de
tragdo ou de compressao e;

(3) O trabalho plastico dispendido na deformacdo de um elemento particular,
solicitado por um estado de tensdo multiaxial, tem que ser igual ao trabalho
plastico do elemento equivalente, solicitado uniaxialmente no ensaio de tracao
ou de compressao.

Entdo, para o critério de plasticidade de von Mises (equagdo (4.3.6)), define-se tensao

equivalente ou efetiva do seguinte modo:
- 1 [ V) 2 2 }/ 2
o-:ﬁ(o'l—az) +(o,-0,) +(0,-0,) (4.3.11)

Enquanto que para o critério de plasticidade de 7Tresca (equacdo (4.3.1)), a tensdo

efetiva sera dada por:

Observe-se que para ambas as defini¢des de tensdo plastica efetiva, equacdes (4.3.11)

e (4.3.12), se verifica a igualdade entre a tensdo efetiva e a tensao limite de elasticidade do

ensaio de tragdo ou de compressdo uniaxial, o = o, .

O incremento de deformagdo pléstica efetiva d & , por sua vez, ¢ definido de tal

modo que o trabalho incremental plastico por unidade de volume, d WP(equagéo 4.3.9),

possa igualmente ser obtido a partir dos valores efetivos da tensdo e da deformacao.
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— —r

AW’ =o.de (4.3.13)

Considerando o critério de plasticidade de von Mises e igualando as expressdes (4.3.9) e

(4.3.13):

_p \/_[dé‘l d6‘2 (d6‘2 —d€3)2 +(d6‘1 _dg3)2]l/2

T2 ) (4.3.14)
de = [5 (aht:l2 +de,” +de )}

A exemplo do critério de Von Mises, a equacao (4.3.14), segundo Mellor, apud [61] e

[25], pode ser representada pela forma integral:
&= g[(gl -&, )2 + (52 — & )2 + (51 — & )2 ]1/2 (4.3.14.a)

A semelhanca do que havia sido dito para tensdo efetiva, também o valor da
deformacao efetiva tem que coincidir com o valor da deformag¢do em condi¢des uniaxiais. Em

tracdo uniaxial, por exemplo, admitindo conservagdo de volume;

de, =-2.des, =-2.de, (4.3.15)

e, portanto, de = de, . (4.3.16)

Para o critério de Tresca, o incremento da deformagao plastica efetiva sera:

—P
de :‘ de,

(4.3.17)

MAX

G‘ 99

onde o indice “i” refere-se as diregdes principais.

Em conclusdo, quando a tensdo efetiva ¢ definida pela equacao (4.3.11), do critério de

von Mises, o valor conjugado do incremento de extensdo plastica ¢ o da equacao (4.3.14).

Se a tensao equivalente for definida através da expressdo (4.3.12), relativa ao critério
de Tresca, entdo ndo se deve definir a deformagado pléstica equivalente através da equagao
(4.3.14), mas deve ser usada a deformacgdo pléstica efetiva conjugada respectiva, dada pela

expressao (4.3.17).
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4.4 CRITERIOS DE FALHA

4.4.1 Maxima deformacio possivel de “enformabilidade”

3

E imperioso sabermos até que ponto pode-se deformar um material sem que se
interponha um processo de alteragdo metalirgica importante ao ponto de enfraquecé-lo além
do que seria admissivel em termos de sua integridade estrutural. Este ¢ um dos objetivos

desafiadores deste trabalho.

Existem varias teorias de falha que sdo adotadas para previsao de falha baseadas na
iniciagdo do escoamento tais como a teoria da maxima tensdo, a teoria da maxima
deformacgdo, a teoria do cisalhamento maximo, e a teoria da maxima energia de distorcao,
todas aqui ja abordadas nas sec¢des precedentes. Entretanto, até o presente, ndo existe

nenhuma teoria para previsao da falha total ou falha por fratura.

Fomos buscar na literatura de fabricagdo de pegas por conformagdo mecanica [25][24],
onde, entre as varias “rules-of-thumb”, resolvemos explorar a relagdo R/t (raio de curvatura
por espessura de parede), adotada para uma variedade de materiais, agos inclusive. A este

critério chamaremos de “Limite de enformabilidade” .

Segundo a referéncia [25], o autor desenvolveu uma teoria a que deu a denominagao

de “teoria da maxima deformacdo”, que estabelece o seguinte:

“A mdxima deformagdo a que um material, numa determinada condi¢do, pode ser
submetido num processo de enformagdo, ¢ a deforma¢do que resulta em uma
deformagdo verdadeira a tragdo (tensile natural strain), numa determinada
dire¢do, no corpo, que é igual a deformagdo verdadeira na fratura de um corpo de
prova, submetido a tragdo, na mesma condi¢do particular do material”.

As deformagdes podem ser facilmente calculadas para formas simples. O mesmo nao
se da para formas complexas. Neste ultimo caso ¢ necessdrio recorrer a um estudo
experimental, a0 menos parcialmente, para determinacdo da magnitude e da distribuicdo das
deformagdes no material deformado. E possivel simplificar grandemente este aspecto
experimental através de um estudo de micro-dureza no material deformado e, entdo,
determinar as deformagdes com base nas caracteristicas de deformagdo-encruamento do

material, utilizando-se das equacdes dadas na se¢do 4.4.1.

E conhecido o fato de que a deformagdo na fratura de materiais laminados ou forjados
¢ menor na direcdo transversal do que na direcao longitudinal de laminag¢do, mesmo no caso

em que as tensdes de escoamento e Ultima sejam iguais em ambas as diregdes [25].

Q-

Um corpo de prova cortado transversalmente a uma chapa ou barra e submetido

oo

tragdo apresenta uma deformacdo a fratura transversal (g, cerca de 60 % da deformacao
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fratura longitudinal (g;. Se um corpo de prova plano cortado transversalmente de uma chapa

¢ dobrado, a deformacgdo a fratura transversal (g, € o valor correto a ser adotado.

O valor correto de deformagdo a fratura tem que ser usado para a aplicagdo bem

sucedida da “teoria da maxima deformagdo”.

4.4.2 Deformacio de Flexdo ou Dobramento (bending) e de Membrana:

Neste trabalho, sera dada especial atengdo a deformagdo equivalente total presente
numa regido de mossa. Esta deformagao ¢ composta de dois tipos de deformacao que ocorrem
em um duto deformado em sua geometria segundo uma superficie — mossa ou casca - de

dupla curvatura e que serdo denominadas doravante de deformacdo de flexdo (&) e

deformacdo de membrana ou_extensional (&g).

Esta denominacdao estda de acordo com a nomenclatura adotada universalmente,
inclusive na norma ASME B 31.8. A deformagao de dobramento ou de flexao sera abordada
na secdo 5.5.1. A deformacdo extensional ou de membrana, ndo requer maiores tratamentos
geométricos e sera abordada mais adiante na se¢do 5.5.2. Caso as direcdes das curvaturas
principais fossem coincidentes com os planos de simetria do tubo, as deformacdes de flexdo e
membrana podem ser entendidas segundo a esquematizagdo como se vé na figura 23. Deve
ser salientado que o esquema didatico apresentado na figura 23, s6 ¢ valido no caso particular

em que as dire¢des das deformagdes principais coincidam com os eixos de simetria do duto.

NS
ks
. o
Pipa Circumference y/
.———-___‘

Bending

Membrane

Circumferential

Membrane Bending

Strain

Longitudinal Strain

Figura 23: Deformagdes de flexdo e de membrana [59].

Segundo ainda a referéncia [25], a primeira relagdo derivada analiticamente - e
verificada experimentalmente - foi determinar qual o minimo raio a que uma placa pode ser
flexionada ou dobrada esta correlacionado com a deformagdo a fratura de um corpo de prova

submetido a tragdo.

Quando aplicada a esta situacdo, a teoria estabelece que “a falha ira ocorrer como
uma trinca transversal na fibra mais externa (mais tracionada), de um material sendo

dobrado quando a deformag¢do verdadeira a tra¢do na fibra mais externa for igual a
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deformagdo verdadeira, no instante da fratura de um corpo de prova do mesmo material,

submetido a tracdo”.

Como nota de esclarecimento, todas as expressdes utilizadas nesta se¢do e suas

demonstragdes podem ser encontradas no Anexo A.4.

A deformagao trativa na fibra mais externa no material como esquematizado na figura

Cof )] O(R+1)
g, _h{ ; ]_ln{—e(m;/z)} (4.4.1)

A deformacgao verdadeira na fratura de um corpo de prova a tragado é:

24, ¢é:

A 1
g,=In = |=In 100 (4.4.2)
A, 100—-4,
igualando-se &y ¢ &, temos:
100 _ R+t (4.43)
100—4, R+1t/2
e, resolvendo para R/f, temos:
R 50
—=—-1 444
= (4.4.4)

”

A determinacdo analitica acima partiu da premissa que a linha média da placa
permaneceu no meio da espessura da peca durante as operagdes. Segundo a referéncia [25], a
relacdo (4.4.4) foi verificada por inimeros testes em laboratdrio e em plantas fabris industriais
para uma ampla relagdo de materiais que incluiram, desde ferro fundido e acos com alto teor
de carbono, assim como materiais duteis como latdo e agos de baixo teor de carbono e

aluminio doce.

Para materiais muito duteis com A4, > 50, a equagao prediz valores negativos para a
relagdo R/t, o que ¢ fisicamente impossivel. Nestes casos, a correta interpretagdo para a
utilizacdo desta relacdo para materiais muito duteis é:- Se um material possui A, > 50, ele
pode ser dobrado, para todos os propositos praticos, até um raio R = (0 sem apresentar

fratura.
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Figura 24: Flex@o de uma placa plana [25].

A relagdo (4.4.4) pode ser modificada para levar em conta o deslocamento da linha

neutra em relacdo 4 linha média da secdo quando o material sofre flexdo, como segue:

R (100-4.Y
e 2(00A —A)2 (443)

Esta ultima expressdao ndo prediz valores negativos quando A4,> 50.

Por fim, na figura 25 ¢ mostrado os resultados de um estudo experimental para
verificacdo das relagcdes analiticas determinadas acima [25]. Como se vé os dados
experimentais se correlacionam muito bem com as curvas analiticas. O Unico ponto
experimental significativamente fora da curva, K, referente a um corpo de prova de fitdnio
que, segundo a referéncia [25], foi deformado ndo intencionalmente durante o processo de

usinagem do corpo de prova.

Os atuais critérios de “condenacio” delimitam os valores da relacdo R/t < 59, A
relagdo (4.4.5) nos mostra que este limite corresponde a uma redugao de 4rea de cerca de 9%.
Ora, considerando que os materiais usados na fabricacdo de dutos possuem dutilidade bem
acima destes valores, chegando muitas vezes a valores de 4, de 30 %, 40 % ou mais, sob este
ponto de vista, trata-se de um critério conservativo. Da analise da figura acima ¢ possivel
sugerir que este limite seja reduzido para relagdes R/t < 2, que correspondem a valores de A4,

de cerca de 20%, ficando ainda uma boa margem se seguranga para avaliacdo da integridade.

@ Relagdo R/t < 5 é considerada “kincked dent” ou “mossa vincada ou angulosa’.
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Figura 25: Valores experimentais e analiticos de R/f versus A4, [25].

Por outro lado, para um ago API 5L X70, por exemplo, se considerarmos que para uma

reducdo de area de 9% a deformacgdo equivalente seria:

e=In 100 = lnloO =94310m/m
100 Ar 91

Substituindo na equagdo geral do encruamento, e utilizando parametros médios do ago

em API 5L X70, temos:
Oy, =0, =745.(0,0943 D™ =631MPa

Este valor esta entre a faixa de tensdes admissiveis pelo critério da norma para tubos
PSL2 da API 5L para Line Pipe [42], que € de 565 a 758 MPa. Assim, o critério admitindo

relagdes com R/t = 5, seria até generoso.

Por fim, um fato € que os limites de enformabilidade dos acos API parecem ser bem
mais elevados do que os que sdo praticados atualmente. Neste caso, estes valores devem ser
“revisitados” e novos critérios devem ser estabelecidos no sentido de tornar mais flexivel o

julgamento do engenheiro de integridade.
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Figura 26: Falha em flexao (Dobramento) [25].



Capitulo V

METODOLOGIA PROPOSTA

Para se fazer a abordagem geométrica e analitica de uma superficie de topologia
complexa, ¢ natural que se procure obter sua representacdo virtual, da melhor forma possivel
ou, em outras palavras, que o modelo matematico ideal apresente correlagdo de 100% com a

geometria tridimensional do espécime observado.

Nas aplicagdes praticas, seja através de medicdes endogenas — In Line Inspection
(ILI) tools do tipo PIGs geométricos — ou através de medi¢des exogenas — SM externos
automaticos ou mesmo manuais — os dados que serdo aquisitados sdo uma nuvem de pontos
discretos, estruturados segundo uma grade de medi¢do determinada a priori. A esta etapa
chamamos de [levantamento planialtimétrico. Uma vez adquiridos os pontos, estes se
correspondem com uma matriz de elevacdes — ou profundidades — como queira o referencial
do problema, e que devera reconstruir a superficie “real” com a melhor exatiddo quanto

possivel.

Assim sendo, o modelo proposto neste trabalho ndo devera, em principio, fazer
demasiadas concessdes a realidade que pretende retratar. No entanto, uma aproximagao sera
assumida e estard contida num intervalo de dispersdo tdo pequeno quanto possivel com o
intuito de ndo prejudicar a avaliagdo de outras grandezas fisicas tais como as deformacgdes
com base em sua geometria. Mais tarde serd demonstrado que as premissas adotadas irdo

atender este requisito satisfatoriamente.

O titulo deste trabalho, “Avalia¢do da Integridade de dutos com Mossas de topologia
Complexa com base em Deformagdo Equivalente”, gerou o acronimo AIMCODE. Na figura

26, ¢ apresentado o fluxograma da metodologia proposta.

Esta metodologia e suas etapas sdo descritas nas se¢des a seguir.

5.1 INTERPOLACAO

A intersecao de um plano com uma superficie define uma curva espacial. A esta curva
se da o nome de “fraco de plano”. Quando se conhece a superficie através de sua fungao
explicita (ou implicita), ¢ relativamente facil de determinar a equagdo desta curva

analiticamente. Entretanto, quando ndo se conhece a expressdo da superficie, ¢ necessario que



Capitulo V — Metodologia Proposta 65

se elabore uma metodologia para que se tracem estas curvas a partir de uma nuvem de pontos

discretizada.
Levantamento Interp olagio Ajusta nuvem de Determinacio de
planialtimetrico da —y hidimensionale E—3{ pontospor Splines 3 de #'z dz 8z &'z
Mmossa tracos de plano natural ciihica de axar i E Ay
4% ordem
Calculos das deformacies
n Determinaciio das Determinacio das1*e 2*
de fle h
srzran Fee metn r:ma — curvaturas e t—1 Formas fundamentais
& para cada direcde direcs ST
B ireciesp rincipais E,F,G,ef,g
principal
Mio
Determinacio da - e
E EPM"'@’ | Procure um especialista

deformacio equivalente ¢

Aprovada

Figura 27: Fluxograma do AIMCODE.

O primeiro passo € o levantamento planialtimétrico. Este pode ser efetuado de diversas
maneiras ¢ ndo sera aqui abordado. Partindo entdo da premissa de que estes dados estejam
disponiveis, iniciamos a etapa da interpolacao bidimensional. Por conveniéncia e facilidade de
implementag¢do, foi desenvolvido um algoritmo de interpolagdo biquadratico. Sua
determinagdo pode ser encontrada no anexo A.5. Sua funcdo € criar os diversos tracos de
plano resultantes da interse¢ao destes planos com a superficie a incrementos angulares que

podem ser determinados pelo usudrio.

Em seguida, a superficie ¢é reconstruida a partir destes tracos e pontos, € 0s tracos sao

interpolados por polindmios por partes ou “piecewise polynomials”.

Por tratar-se de um problema de interpolacdo, foram pesquisadas diversas técnicas do
vasto arsenal matematico disponivel entre as quais destacamos: as interpolagdes lineares, bi-
lineares, curvas polinomiais, polindmios de Lagrange, curvas de Bessel, curvas Hermitianas e

suas derivativas tais como curvas de Hermite, de Bezier e Splines.

Neste trabalho sera adotado o interpolante polinomial ctibico de 4* ordem por partes,
conhecido como Splines natural. No anexo A5 sao abordadas algumas destas técnicas de
maior interesse comparativo, sao dispostos exemplos de interpolagao de dados, e sdo descritas
vérias rotinas escritas na linguagem de programacio Matlab®, e testadas pelo autor. Sio
discutidas suas vantagens e limitagdes e por fim, é estabelecido o modelo adotado neste

trabalho.
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5.2 DISCRETIZACAO DA GEOMETRIA

Antes mesmo da planialtimetria, o primeiro passo do procedimento ¢ estabelecer as
dimensdes da grade de gabarito que ird determinar por sua vez o espacamento ou
discretizacdo da superficie. Nos trabalhos [55][56], € mostrado que se pode definir uma grade
adequada e satisfatoria, dividindo-se o perimetro do duto em 32 ou 64 setores circulares, ou
em outras palavras, cordas de arcos de circulo que subentendem angulos de segmentos de

11,25° (360°/32) ou 5,625° (360°/64) respectivamente.

Por exemplo, um tubo de 323,85 mm (12,75 in de DN ou NPS 12 in), iria requerer
uma malha (grid) de 32 x 32 mm ou 16 x 16 mm respectivamente. Aproximagdes para valores
mais convenientes, neste caso malhas de 30 x 30 mm ou 15 x 15 mm e outras medidas para
mais ou para menos 20% também podem ser escolhidas a critério do engenheiro responsavel
E desejavel, mas ndo imprescindivel que o espagamento entre os pontos da malha seja
uniforme e regular em ambas as diregdes. E claro que um espagamento regular conduz a

incertezas menores no resultado final.

Por conveniéncia e simplicidade, neste trabalho foi especialmente desenvolvido um
algoritmo para interpolagdo bidimensional quadratica, isto €, gera uma matriz de elevagdes
“z” para cada par (x,y). Esta nuvem de pontos ird servir de base para a reconstrucao local de

cada regido de interesse da mossa. Este algoritmo se encontra desenvolvido no anexo AS5.2.

5.3 CALCULO DAS CURVATURAS PRINCIPAIS

Como foi demonstrado no capitulo 3, secdo 3.6, o calculo das curvaturas principais de
fungdes explicitas ou implicitas ¢ uma tarefa relativamente facil, exclusive o trabalho com as

derivadas de ordem superior.

Numa medi¢do real, um conjunto de pontos topograficos se encontra disponivel,
referenciados a um sistema de coordenadas retangulares e organizados em uma matriz de

pontos (x,y,z). Trata-se do ja mencionado levantamento planialtimétrico da superficie.

Estes pontos devem ser tratados em grupos ou como mencionado na se¢ao AS5.2 do
anexo A5, “Z; e seus oito vizinhos”. A regido da mossa devera ser subdividida em uma matriz
(x,y) — ndo necessariamente quadrada - com espacamento preferencialmente regular, — mas
ndo obrigatorio - idéntico em ambas direcdes, sendo que os limites desta matriz devem
ultrapassar os limites da projecdo, em planta, da mossa, em pelo menos duas linhas e duas

colunas, conforme figura 28.
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Figura 28: (a) Esquematico da mossa e (b) esquema de implantagdo da matriz de discretizagdo, em planta [do
autor].

A orientacdo do eixo Ox esta contida na projecdo, em planta, da secdo transversal do
duto, a orientagdo do eixo Oy ¢ longitudinal ao duto, enquanto a orientagdo do eixo Oz,

completa o triedro, formando um sistema de coordenadas ortonormal.

Deve-se agora reconstruir a superficie através dos métodos demonstrados na sec¢ao
AS5.2 do anexo AS. Para isto foram escritas varias rotinas em Matlab®. Uma primeira rotina
recria a superficie total da mossa para uma visualizagdo geral da mesma. Posteriormente,
outra rotina calcula o laplaciano de toda a superficie, indicando num coédigo de cores (color
shedding) uma das curvaturas principais de cada ponto da superficie, dando, inicialmente,
uma nogdo dos pontos de maior curvatura e, por conseguinte, os pontos de maior deformacao,

sendo entdo, estas regides da mossa, os primeiros a serem investigados.

Uma vez selecionado na matriz topografica (x,y,z), o primeiro grupo “Z; e seus oito
vizinhos”, uma outra rotina gera a superficie em foco, por varios modos a escolher pelo
usuario tais como, splines, hermite, linear e cubico. Neste trabalho, como mencionado, esta
reconstrucao serd sempre feita por splines cubicas (ou splines natural). Ela também gera os
tracos de plano a cada incremento A6, declarado pelo usuario. Usualmente se utilizam 7/4 ou
7/6 sendo o intervalo de interpolagdo paramétrico Af (se¢do AS.2 do anexo AS), usualmente

igual a 0,1. Desta forma, a matriz ZZ; ¢ gerada.

Na seqiiéncia, sdo calculadas as taxas de varia¢ao das curvaturas em duas dire¢des, no
caso Ox e Oy. Isto ¢ feito através das derivadas 1* e 2* dos tragos de plano, nas dire¢des 0°
para Ox e, 90° para Oy. Os valores destas derivadas sdo obtidos analiticamente, a partir dos

polindmios por parte gerados na etapa anterior. Neste ponto sdo determinadas as 1* e 2*
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2

derivadas a—Z, e

P 3 no ponto Zj, na direcdo do trago de plano 0°. Da mesma forma sdo
X X

2

2
obtidas as derivadas a—Z, e 6—% para o plano 90°.
dy oy

2 2

e

, sao também calculadas. Os valores
Ox0y  0yOx

Neste ponto, as derivadas cruzadas

destas derivadas sdo obtidos analiticamente, também a partir dos polindmios por parte gerados
na etapa anterior. Para isto, incrementa-se o pivd Z;, na direcdo Ox, fazendo o novo pivo ser
igual a Z;+; ;. Desta forma, ¢ gerada a matriz ZZ,. Repetem-se as etapas acima feitas na diregdo

do trago de plano a 0°, também na dire¢do do traco de plano a 90°.

O pivo Z; retrocede na direcdo Ox de uma unidade, fazendo o novo pivo ser igual a
Z; j. Posteriormente ¢ gerada a matriz ZZ3. Repetem-se as etapas acima, nas diregdes dos

tracos dos plano 0% 90°.

Agora, se incrementa o pivd Z; na direcao Oy de uma unidade, fazendo o novo pivd
ser igual a Z;;+;. E gerada a matriz ZZ,. Repetem-se as etapas acima nas dire¢oes de ambos os

planos

Mais uma vez, se retrocede o pivd Z; na dire¢do Oy de uma unidade, fazendo o novo
pivo ser igual a Z; ;. E gerada a matriz ZZs. Repetem-se as etapas acima, para ambos 0s

planos.

2 2

e

Por se tratar de uma superficie regular
Ox0y  0OyOx

devem ser iguais, bastando que seja

calculada apenas uma delas, ndo sendo necessario executar as matrizes ZZ4 e ZZs. Contudo,
por serem pontos z=f(x,y), determinados experimentalmente, pode vir a ocorrer pequenas
diferengas entre as derivadas cruzadas em razao de erros aleatdrios. Caso em que isto venha
acontecer, aplica-se o algoritmo também a ZZ, e ZZs e calculam-se as derivadas cruzadas. Com
estes valores, pode-se fazer a média aritmética entre ambas e usar o valor obtido no célculo da
funcdo “f’ da 2* forma fundamental. Nos intimeros testes realizados até a conclusdo deste

trabalho este fato ainda nao foi registrado.

Obtidas as cinco derivadas, sdo aplicados os algoritmos desenvolvidos na se¢do 3.6
para funcdes do tipo z = h(x,y), obtendo-se entdo as curvaturas e diregdes principais

requeridas pelo método.
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5.4 DETERMINACAO DAS DEFORMACOES EQUIVALENTES

Chamando os eixos das deformagdes principais de I, II e III, e segundo a equacao

(4.3.14.a), a deformacao equivalente de von Mises é:

&= [(51 — &y )2 + (511 —€m )2 + (51 —&m )2 ]]/2 (5.4.1)

Assume-se que as deformagdes na direcdo radial III podem ser consideradas muito

pequenas e, portanto, & = 0.

Segundo a norma ASME B 31.8 em seu apéndice “R” e as referéncias [55],[56], [26],
[59], as deformagdes em cada eixo podem ser obtidas da seguinte maneira:
e Para a face exterior (out):
& =—€ +&,,
Ey=—¢&,t&,e (5.4.2)

&gy =0.

e Para a face interior (in):

& =6 +&,,
Ep =&, +&,€ (5.4.3)
Em =0.

(para nomenclatura ver figura 29)

-

Figura 29: Deformag@o de Flexdo e Membrana principais

Substituindo valores e desenvolvendo a equagdo 5.4.1:

&= % [(‘91 )2 - (‘91 -‘911)"' (511 )2]]/2 (5.4.4)
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na face externa:

o

£ :g[(_ & +34)2 _(_ &+ ‘94)(_ & +53)+ (_ & +g3)2]‘/2, (5.4.5.2)

e, na face interna:

&= %[(51 +é, )2 - (‘91 +é, )(‘92 + ‘93)"' (52 + &5 )2]]/2’ (5.4.5.)

Alguns autores [57] consideram a deformagdo extensional de membrana, &, desprezivel

uma vez que a mesma seria absorvida pela propria alteragdo geométrica circunferencial. Neste
trabalho, a contribui¢ao desta deformacao sera sempre considerada. Contudo, caso em que a

mesma seja desprezada, obtém-se as seguintes expressoes:

na face externa,
EO: %[(51 )2 + & (— g, +&, )+ (— &, +&, )2 ]l/z, (5.4.6.a)
e, na face interna,

(6] — (e, +2)+ (e +2. )], (5.4.6.b)

Que sdo as expressoes da referida norma para as deformagdes equivalentes em cada
dire¢do principal, exceto pelo fator 2/3 que ndo aparece na norma, mas que, na opinido do

autor, deve ser considerado.

Nesta secdo se calcula a expressdo geral da deformacao equivalente, segundo o critério de
plasticidade de von Mises, para as faces interna e externa do duto. Nestas expressdes, 0s
valores das componentes das deformagdes podem ser obtidos de acordo com as seguintes

expressoes:

5.4.1 Flexao

e (5.4.7)
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onde, Ry; e Ry; sdo os raios de curvatura do ponto antes da alteracdo de geometria da secdo.
No caso das diregdes principais se confundirem com os eixos coordenados Ox e Oy do duto,

entdo, Ry, ¢ infinito e a deformacao & pode ser obtida como:

& =——| — 54.7.a
273l Rs ( )

que ¢ a expressao da norma [44].

Caso contrario, sua curvatura original e, por conseguinte, seu raio original Ry, deve
ser calculado pelo trago de plano, na mesma dire¢cdo que foi calculada para suas curvaturas
principais, através da mesma metodologia descrita para a obtengdo das curvaturas principais

descritas neste trabalho.

5.4.2 Membrana
Segundo a referéncia [44] em seu apéndice R, a deformagdo de membrana deve ser

avaliada pela seguinte expressao:

£, =—|— (5.4.8)

Figura 30: Comprimento da mossa L versus Iy [56].

Conforme referéncia [56] esta abordagem leva a valores irreais, muito menores do que
aqueles calculados por elementos finitos, por exemplo, em modelos de mesma geometria.
Nesta mesma referéncia, os autores sugerem uma abordagem como apresentada nas figura 30
e 31, em que o comprimento da mossa na diregao longitudinal, deve ser o comprimento “/;,,
m’" a distancia média da profundidade da mossa no ponto. Estende-se este conceito para a
diregdo circunferencial, uma vez que, neste trabalho, ndo se despreza a deformacgdo
extensional transversal. Assim, as deformagdes de membrana devem ser obtidas com base nas

seguintes expressoes:
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2
e=t[ | .
ool )
i (5.4.9)
IEA
2\ 1,

onde, d; é a metade da profundidade d da mossa na dire¢do longitudinal e /; o comprimento
da mossa a profundidade média conforme figura 30 e, dj; é a metade da profundidade d da

mossa na direcdo circunferencial e /;; o comprimento da mossa a profundidade média

conforme figura 31.

Figura 31: comprimento da mossa na diregéo circunferencial.

5.5 AVALIACAO DA INTEGRIDADE

Neste ponto a superficie da mossa ja se encontra reconstruida, as regides de maior
curvatura foram identificadas, sua topografia levantada, e suas curvaturas e raios de curvatura
principais determinados, bem como as diregdes principais de curvatura e, por conseguinte, as

dire¢des dos planos das deformagdes principais.

Além disso, suas deformagdes principais equivalentes foram calculadas, grandeza esta
que podera ser comparada com outras grandezas de mesma natureza como foi amplamente
desenvolvido no capitulo 4. Portanto, a metodologia se encontra apta a estabelecer condi¢des

para fazer juizos de valor quanto a integridade do duto na situagdo em que se encontra in situ.

Entretanto, existem outras consideracdes que podem agregar valor a decisdo a ser

tomada, como segue:

1. O estado de tensdes mecanicas reinante na regido da mossa tem um papel
importante na avaliacdo da integridade estrutural como pode ser visto na se¢do 4.1, equagao

4.1.12. Como se sabe o ponto exato em que ocorrem as deformacdes principais e suas
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diregdes pode-se fazer uma medig¢do local através de técnicas extensométricas tal como a
“técnica do furo cego [87]” combinada com ‘“holografia eletronica” ou outro método

normatizado.

2. A verificagdo das espessuras nos pontos mais criticos também pode se configurar
num critério complementar para avaliacdo. Por exemplo, ajuda a verificar se ocorreu o
fenomeno do empescocamento (necking), o que caracterizaria ultrapassagem do ponto de

deformacao ultima g, conforme secao 4.4.1.

3. Ensaios de dureza também podem acrescentar elementos adicionais para uma

melhor avaliacdo da regido afetada pela deformagdo geométrica.

4. Estudar mais a condi¢ao de deformagao prévia do duto ou o “previous cold work™ —
pelo menos a deformagdo causada pela pressdo interna — devido as condi¢des de fabricagao.
Como exposto no capitulo 4, se¢do 4.4, subitem n, esta condicao pode trazer uma diminui¢ao

da capacidade de absorc¢ao de deformagdo plastica pelo duto e deve ser mais bem estudada.

5. Por fim, nas secoes 4.4.1 e 4.4.2 encontra-se a condicao limite de enformabilidade ¢

a teoria da mdxima deformacdo que sdo os melhores parametros, para nortear decisdes

envolvendo integridade de dutos com mossas em geral.

O uso do pardmetro redugcdo de area na fratura ou simplesmente A,, deve ser,
especificado nas normas de “line pipe” como API 5L e de construgcdo e montagem como a
ASME B 31.4 (liquidos) e B 31.8 (gds) e também nas especificacdes de compra, uma vez que,
foi demonstrado que o parametro alongamento percentual ¢ pobre como grandeza de

comparagdo para fins de integridade, sendo o pardmetro A,, bem mais robusto para tal fim.
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VERIFICACAO EXPERIMENTAL

6.1 CONCEPCAO DO CORPO DE PROVA

A metodologia desenvolvida ¢ aplicdvel a mossas em dutos. Estas mossas descrevem
superficies que apresentam dupla curvatura, isto é, possuem curvaturas em duas dire¢cdes
ortogonais. A verificacdo experimental da metodologia em sua plenitude dependeria da
producdo de um corpo de prova longo, no qual uma mossa plena deveria ser aplicada com
naturalidade. Ele deveria ainda ser ricamente instrumentado e a aplicacdo do carregamento
deveria ser feita de forma controlada. Em fun¢do das limita¢des da infra-estrutura e do tempo
disponivel para a realizacdo da verificagdo experimental deste trabalho, decidiu-se adotar uma
configuragao experimental simplificada. O corpo de prova foi, entdo, constituido de um trecho
de cilindro curto, na forma de um anel circular, cuja indentagdo produziu uma mossa com
curvatura apenas na direcdo circunferencial, mantendo retas as linhas da superficie paralelas

ao eixo do cilindro. Assim, a dimensao do problema foi reduzida de uma ordem.

6.1.1. Geometria
Foi adotado como modelo de corpo de prova - CP, um cilindro reto, cortado de um
tubo de 75,5 mm de raio externo (NPS 6 in) e com 1,90 mm de espessura de parede. O mesmo

foi usinado e esquadrejado, resultando em um CP como um anel circular, conforme figura 32.

Figura 32: CP em sua base [Do autor].
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6.1.2. Forma de carregamento
Foi projetado um indentador, também cilindrico com 71,3 mm de didmetro nominal,
fixado a placa da maquina de tragdo/compressdo e centrado com o eixo transversal do CP,
conforme figura 33. Ainda nesta figura pode-se ver o perfilometro 6ptico a laser — PEROLA —

utilizado como referencia e que serd abordado mais adiante neste capitulo.

Figura 33: CP em sua base e sistema PEROLA em 1° plano [Do autor].

6.1.3. Instrumentacao
O CP foi instrumentado com 6 extensOmetros resistivos modelo PA-06-250BA-
350LEN, 350 ohms, fator “Strain Gage” — SG, de 2,13, do fabricante EXCEL Sensores,

instalados em pares casados, nas faces externa e interna, respectivamente..
A disposi¢ao dos mesmos seguiu o seguinte critério (figura 34):

° Extensometros 1 € 4, no “ombro” direito do CP;
° Extensdmetros 2 e 5, no “vale” central do CP;

° Extensometros 3 e 6, no “ombro” esquerdo do CP;
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Figura 34: Disposicao dos extensometros [Do autor].

O sistema de medicao utilizado foi o conjunto P-3500 e seu complemento SB-10 da
Vishay Measurements Group. Trata-se de uma ponte de Wheatstone multiplexada com 10
canais. A ponte modelo P-3500 tem erro maximo admissivel de + 3 pm/m para extensometros
com fator > 1,000, na faixa de multiplicacdo X1 e, = 20 um/m para extensémetros com fator >
1,000, na faixa de multiplicagdo X10. O conjunto deste sistema de medigdo pode ser visto na

figura 35.

| T et VR e
Figura 35: Conjunto Vishay P-3500 ¢ SB-10 [Do autor].

Para medir a forma do CP ao longo do experimento e suas deformadas adquiridas a
cada incremento de carga do indentador, foi utilizado o sistema denominado PErfilometro
Radial Optico a LAser — PEROLA, sistema de medigio 6ptico desenvolvido no Labmetro em
trabalho de mestrado, como se vé€ na se¢ao 6.2.2 [33]. Este sistema mede a geometria interna

do anel com incerteza de medigao tipica da ordem de + 0,3 mm.

6.2 APARATO EXPERIMENTAL

6.2.1 Maquina de tracio/compressiao com indentador cilindrico

Como mencionado, foi utilizada uma maquina para ensaios de tragdo/compressao
modelo WPM-Ravenstein de 100 kN (cerca de 10 tf) de capacidade nominal, instalada nos
laboratdrios da Fundagdo Certi. Esse equipamento possui a alternativa de avango milimétrico

manual do carro, utilizado para cada incremento de carga como sera descrito na se¢do 6.3.

6.2.2 Registro fotografico

A seguir, na figura 36, algumas fotos do processo experimental.
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Figura 36: De cima para baixo, da esquerda para direita, CP e Sistema PEROLA usado para medir a geometria
interna do CP, a maquina de tracdo com o indentador fixado ao carro mével, acompanhamento fotografico,
sistema aquisitorio, bancada para medi¢ao com reldgio comparador e, Pedro Buschinelli e o autor [Do autor].

6.3 PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

O extensdmetro 2 foi eleito como referencia. Os valores deste bem como os valores

dos demais extensdmetros foram adquiridos a cada incremento de aproximadamente 1000
um/m.

Foram aplicados 28 passos, caracterizando 27 incrementos e, ao final, foram
registrados os valores de deformacdo sem carga, registrando os valores de deformacao

resultantes da forma final apds o retorno elastico.

A cada incremento foram feitas fotos do CP e aquisitadas as imagens no Sistema
PEROLA, num total de 33 imagens, quatro antes do inicio da deformagdo, 27 — uma a cada

incremento — e duas ao final.
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6.3.1 CARREGAMENTO E REGISTRO EM ETAPAS

Os valores obtidos encontram-se listados nas tabela 1 e 2. Os valores tabulados

aparecem graficamente nas figuras 37, 38 e 39.

Tabela 1: Deformagdes lidas em cada extensdmetro [um/m].

Leitura\Ext 1 2 3 4 5 6

0 2 4 7 13 13 1
1 435 -998 515 -494 1091 -558
2 768 -2005 1251 -877 2251 -1260
3 995 -3005 2045 -1125 3513 -1987
4 1235 -4013 2541 -1383 4898 -2465
5 1499 -5055 2930 -1660 6356 -2845
6 1766 -6042 3238 -1935 7697 -3142
7 2047 -7028 3502 -2264 9013 -3400
8 2362 -8059 3720 -2627 10299 -3609
9 2636 -9050 3958 -2943 11520 -3840
10 2884 -10068 4216 -3235 12696 -4090
11 3079 -11029 4499 -3462 13764 -4368
12 3251 -12059 4855 -3659 14845 -4719
13 3434 -13079 5189 -3879 15885 -5052
14 3624 -14047 5501 -4108 16852 -5359
15 3842 -15126 5820 -4374 17847 -5668
16 4069 -16070 6097 -4638 18735 -5939
17 4323 -17083 6380 -4951 19672 -6217
18 4571 -18068 6641 -5253 20550 -6476
19 4857 -19049 6903 -5597 21420 -6728
20 5162 -20030 7145 -5971 22280 -6966
21 5482 -21020 7378 -6352 23120 -7193
22 5834 -22010 7595 -6765 23960 -7404
23 6190 -23080 7829 -7186 25820 -7629
24 6472 -24080 8137 -7503 25620 -7929
25 6686 -25040 8513 -7734 26360 -8302
26 6901 -26030 8912 -7990 27150 -8690
27 7106 -27020 9322 -8229 27900 -9080
28 5357 -22650 7336 -6369 23880 -6994

Tabela 2: Deformagdes extensionais de membrana [m/m].

En(114) En(215) &En(316)

-0,0000295 0,0000465 -0,0000215

-0,0000545 0,0001230 -0,0000045

-0,0000650 0,0002540 0,0000290

-0,0000740 0,0004425 0,0000380

-0,0000805 0,0006505 0,0000425

-0,0000845 0,0008275 0,0000480

-0,0001085 0,0009925 0,0000510

-0,0001325 0,0011200 0,0000555

-0,0001535 0,0012350 0,0000590

-0,0001755 0,0013140 0,0000630

-0,0001915 0,0013675 0,0000655

-0,0002040 0,0013930 0,0000680

-0,0002225 0,0014030 0,0000685

-0,0002420 0,0014025 0,0000710

-0,0002660 0,0013605 0,0000760

-0,0002845 0,0013325 0,0000790
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N )
M R R ' Ext 2+ &
] e,

-0,0003140 0,0012945 0,0000815
-0,0003410 0,0012410 0,0000825
-0,0003700 0,0011855 0,0000875
-0,0004045 0,0011250 0,0000895
-0,0004350 0,0010500 0,0000925
-0,0004655 0,0009750 0,0000955
-0,0004980 0,0013700 0,0001000
-0,0005155 0,0007700 0,0001040
-0,0005240 0,0006600 0,0001055
-0,0005445 0,0005600 0,0001110
-0,0005615 0,0004400 0,0001210
-0,000506 0,000615 0,0001710
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Figura 37: Extensometros 2 e 5.
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Figura 38: Extensometros 3 e 6.
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6.3.2 RETORNO ELASTICO E MEDICAO DA GEOMETRIA FINAL

Figura 39: Extensometros 1 e 4.

A tltima linha das tabelas 1 e 2, representa as medi¢des do CP isento de carregamento

depois da retirada do indentador cilindrico através do afastamento do carro da maquina de

compressao.
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6.4 DISCUSSAO DOS RESULTADOS

6.4.1 EXTENSOMETRIA

As tabelas 1 e 2 e as figuras 37, 38 e 39, apresentam de forma tabular e grafica os
resultados das medigdes efetuadas durante o experimento. A inten¢do inicial era levar o CP
at¢é um estado maximo de deformagdo que evidenciasse sua capacidade de resistir a
deformac¢des nominais acima dos atuais 6% de norma. Por questdes de ordem pratica, tais
como evitar o descolamento dos extensometros (SG) por excessiva deformacdo — o que nos
levaria a perda dos mesmos — resolveu-se interromper o ensaio quando o extensometro n° 2, o

“mestre”, atingiu cerca 22.000 um/m.

A secdo central do CP, apesar de ter sido indentada por um indentador de didmetro
relativamente grande (relagdo Didmetro do Indentador / Diametro do CP = 47 %), sofreu
grande deformagdo pléstica e, como dito acima, acarretou a interrup¢do do teste. Contudo,
mesmo assim, considerando que o material do extensometro tenha caracteristicas mecanicas
semelhantes ao material base do CP, no caso um ag¢o ASTM A 1020, foram feitas as seguintes

consideracgdes:

Da referéncia [25] s3o estimados os seguintes valores para as propriedades

fundamentais do CP:
00=860 MPa (122.000 psi)
m=0,22
Sy=220 MPa

E, aplicando-se a equacdo ( A4.5.34) do anexo A4, obtem-se:

Su_ (184.m)" =2,257
Sy
. Su =497 MPa

Da mesma referencia [25], na fratura tem-se:

100
100 Ar,
0ss 100
IOO—Arf
Arf =59%

&,=085= In

Que representa bem a dutilidade deste material.
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De acordo com o conhecido critério de 0,2% de deformacao plastica residual, temos:
Sy =0,¢," =860.(0,002)"* =220 MPa.
Como declarado na mesma referéncia [25].

Outro parametro interessante ¢ quanto deve ser a deformagdo ultima, €,, para este

material. Conforme a equagdo do encruamento tem-se:

_ m
o,=38e",

o, =497.e"” =619MPa

m

Gu = Gogu >
619 = 860.gu0’22, logo:
g, =0,2243

Segundo a figura 60 da se¢do A4.5 do anexo A4, o valor correspondente para &, ¢ =

0,20, compativel com o valor obtido analiticamente.

Apds encerramento do ensaio e descarregamento do CP, houve uma recuperagao

elastica da peca, representada pelos valores dos extensometros 2 e 3, linha 27 e 28 da tabela 1.
Para o extensOmetro 2:

Ag = &), — &,y = 27020—22650 = 4370m/ m
0,, =860.(27020E — 6)"** = 388MPa

Oy = 860.(22650E —6)** =373MPa

Ao =15MPa (= 2200 psi)

Da figura 60 da secdo A4.5, temos Ag~ 17,2 MPa (2500 psi), compativel com o valor

obtido analiticamente.
Para o extensoOmetro 3:

Ag = ¢g), — &, =27900—23880 = 4020mm / m
o,, = 860.(27900E — 6)"** = 391MPa

0,5 =860.(23880E — 6)"** =378 MPa

Ao = 13MPa (= 1900 psi)

Da figura 60 da se¢do A4.5 do anexo A4, obtém-se Ag = 13,8 MPa (2000 psi)=,

compativel com o valor obtido analiticamente.
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Com relagdo a deformacgdo de flexdo, foi selecionado o mesmo ponto (x,),z) =
(55,0,29) correspondente a ultima linha da tabela 1, respectiva ao extensdmetro /. Do ponto

mencionado, extraimos da matriz de profundidades o conjunto Z; e seus oito vizinhos.

Matriz Z;; e seus oito vizinhos

X\Y Jj-1 Jj j+1

i-1 32,5 32,5 32,5
i 29 29 29

i+1 24,5 24,5 24,5

Aplicando-se a metodologia descrita na se¢ao 3.6 e exemplo 3.6.1:

oz

—=-0,80
ox

2
0 f =-0,04
ox
8_Z =0,00
oy

2
0 f =0,00
y

2 2
o0Z _ 07 ~ 0,00
Ox0y  Oyox

Com estes valores e ainda aplicando a metodologia da se¢ao 3.6:

K =0,00
H =-0,009523

Finalmente se obtém:

k =0,00=R =,e
k, =0,019046 = R, = 52,50 mm

De acordo com o valor obtido para o raio de curvatura Ry = R, = 52,50 mm e,

substituindo valores para Ry =75,50 mm e ¢ = 1,85 mm e aplicando-se a equacdo 5.4.7 da

|g|—’[1 1]_1,85( 1 I ]
UL D I _
2R, R, ) 2 \7550 5250

l€,| = 5367 pm/m 0

secdao 5.4.1:
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Com relacdo a deformagdo de membrana, foi selecionado o ponto (x,,z) = (55,0,29)

correspondente a ultima linha da tabela 2.

Da figura e segundo a equacao (5.5.8) e figura 31:

Deformagao de Membrana no pivd "x=55" (565,0,29.00)
307 T T T T T T

298} A
296
294+
| Reta "d" (distancia ao perfil da mossa)
202+ -
. ©
N 290 N
D
2881 ’
286
2841 ~_ B8]
282F et
28 | | | | | I I
54 54.2 54.4 54.6 548 55 8§52 55.4 556 55.8 56

X

Figura 40: Regido do “ombro” da mossa para avaliagdo de ¢, [Do autor].

CB = (0.5,0,-0.405) = ‘Es‘ 0,643

AC = (0.5,0,-0.400) = ‘,TC‘ — 0,640

_ . ‘E‘
4B = (1.0,0,-0.795) = ‘AB‘ =1.277, e = 0,638
_ ‘E‘
CB‘cosa =—=a=589°

AB
AC|cos = 5 = [=0°
CD|=d = ‘ag‘sena = 0.066, ¢
40,033,
2

AB
1=1—1 _1.00s.
CoSx

Logo, substituindo valores na equagao (5.5.8), tem-se:

i _l(gjz_l(o.osz
"o2\1)  2(1.005)°

g, =539 um/m
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O valor da deformacdo verdadeira &, é:

¢, =In(1+n)=In(1—506E —6),

&g, =506.1 um/m @)

Comparavel com o valor, em modulo, da ultima linha da tabela 2.

Somando-se os valores obtidos em (1) e (2) acima:

8equiva[entein = +5367 + 506 = 5906m/m, ou

gequivalenteo“l = _5367 + 506 = —4828ﬂH’Z/Wl

Comparavel com os valores, da ultima linha da tabela 1, para os extensometros 1 e 4

respectivamente.

As diferencas observadas, cerca de 10% e 24% para os extensometros 1 e 4
respectivamente, podem ser consideradas como aceitaveis e dentro das incertezas dos
sistemas de medi¢do, bem como em comparacdo com o valor nominal da deformagdo de
flexdo. Mesmo corpos de prova de mesmo material, levados a ensaio de tragdo uniaxial,

apresentam dispersdo coerente com as diferencas de valores apresentadas neste calculo. [25]

6.4.2 COMPARACAO ENTRE O SM PEROLA E METODOLOGIA AIMCODE

O sistema de medicdo PEROLA foi adotado como padrdo de referéncia para
comparagdo dos resultados obtidos pela metodologia deste trabalho de Mestrado, a
AIMCODE (Avaliagdo de Integridade de dutos com Mossas de topologia COmplexa com

base em Deformac¢des Equivalentes).
As caracteristicas metrologicas do sistema de medigdo PEROLA sdo:
e Faixa de medicao radial: 60,0 a 90,0 mm
e Incerteza radial: £ 0,3 mm
e Resolugdo angular: 0,25°.

O sistema AIMCODE, tem como base para o calculo das deformagdes, a reconstrucao
geométrica da superficie e, posteriormente, sobre esta superficie, sdo aplicados os principios
da Geometria Diferencial (capitulos 3 e 5), para obtengdo das curvaturas principais e dai, as
deformagdes de flexdo. A idéia por tras da comparagdo com o SM PEROLA esta restrita a

quao exata ¢ a reconstru¢ao geométrica do sistema A/IMCODE, tomando-se como referencia o
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SM PEROLA. Caso a reconstru¢do da superficie pelo sistema AIMCODE se revele bem
aderente a perfilometria produzida pelo primeiro e, tendo-se em vista que a partir dai as
derivagdes subseqiientes sao puramente analiticas, infere-se que os valores obtidos para as
deformacdes assim calculadas, estdo em consonancia com os valores das deformacdes

realmente reinantes na regido da mossa sob investigagao.

Sendo a exatiddo do SM PEROLA suficientemente maior do que a esperada do sistema
AIMCODE, o SM PEROLA foi designado como um padrdo de referéncia adequado para esta

comparacao.

Deste modo, foi selecionada a ultima leitura obtida apds o descarregamento do CP (e
respectiva recuperagdo eldstica), uma vez que ¢ a condicdo real disponivel para fazer a
reconstrucao da superficie a partir de uma medicdo externa ou interna, caso fosse proveniente

de um ILI.

As figura 39.a e 41.b mostram a medi¢do do CP no laboratorio do Labmetro. Foi
utilizado um reldégio comparador centesimal, marca Mitutoyo, com 50 mm de curso, com
valor da divisdo da escala de 0,01 mm, e uma base com posicionamento milimétrico, para
avanco do CP em relacdo ao Sistema de Medicdo. A incerteza de medigdo estimada para a

medi¢do de cada ponto foi de + 0,005 mm.

Figura 39: Medicao tridimensional do CP [Do autor].

Os dados assim coletados, medidos em condi¢oes distintas e em locais diferentes,
encontram-se num referencial de coordenadas ndo coincidente com o do SM PEROLA, aqui
denominado sistema de coordenadas global, utilizado no ensaio. Por esta razdo, uma
transformagdo de coordenadas, tanto de translagdo como de rotacdo foi aplicada nos dados
medidos pelo sistema de coordenadas com reldgio comparador de modo a permitir a

comparagao entre ambos conjuntos de dados.
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Esta transformagao foi feita mantendo-se a ortogonalidade dos novos eixos, aplicando-

se a seguinte transformacao: [68]

Figura 40: Mudanca de coordenadas — translagdo e rotagdo de eixos [68].

Rotacdo de um angulo 6, em relacdo ao eixo dos “x™:

1 0 0
R, =|0 cos@ —send, (6.4.1)

0 senf  cosé,

9,

Rotagdo de um angulo 6, em relacdo ao eixo dos “y”:

cos Hy 0 sen 6’y
Ry = 0 1 0 (6.4.2)
—sen Hy 0 cos Hy

Rotagdo de um angulo 6, em relacdo ao eixo dos “z”:

cos@. —send, 0
R, =|sen@. cosf. 0 (6.4.3)
0 0 1

A matriz que representa o resultado das trés rotagdes ¢ obtida através do produto das

equacgdes (6.4.1), (6.4.2) e (6.4.3):

R=R, Ry R, (6.4.4)

Considerando-se também ter ocorrido uma translagao, representada pelo vetor:
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As novas coordenadas do novo sistema sdo calculadas por:

Xy X, X, -X,
Yy |=R|Y, |=R|Y, Y, (6.4.5)
Zy Z, Z,-Z,
XN

Assim, as coordenadas | Y, |representam as novas coordenadas de um ponto “P”e
ZN

perfil medido com relogio comparador, agora referenciado ao sistema de coordenadas global

no caso, o do sistema de medi¢do PEROLA,).

Em adigdo, os dados brutos do SM PEROLA apresentam algum “ruido” decorrente da
dispersdo natural dos dados coletados. Para atenuar esta dispersdo, foi aplicado um filtro
digital do tipo passa baixa, obtido na referéncia [69] e, através da convolucdo entre os
parametros do filtro e os dados obtidos pelo SM PEROLA, foi determinado o seguinte perfil
do CP.

TN
/ 64,00
—— PEROLA linha central cffiltro
63,00 - ) .
Med. dimensional - antes

61,00 - \

I =faWaVal
T T T T 03,00

-60,00 -50,00 -40,00 -30,00 -20,00 -10,00 0,00 10,00 20,00 30,00 40,00

Figura 41: SM PEROLA e AIMCODE, sem mudanga de coordenadas [Do autor].

Apos aplicagdo da transformacgdo de coordenadas, foi obtido o seguinte perfil:

PO \\ — PEROLA linha central cffiltro
SUEE \ Med. dimensional - depois
62,00 - N\

\
61,00 - \
60,00 -

-60,00 -50,00 -40,00 -30,00 -20,00 -10,00 0,00 10,00 20,00 30,00 40,00

Figura 42: SM PEROLA e AIMCODE, ap6s mudanga de coordenadas [Do autor].
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As diferencas medidas entre ambos os sistemas de medi¢do estdo representadas na
figura 43. A menos dos pontos na extremidade direita do grafico, o valor absoluto destas
diferencas ficou abaixo de 0,15 mm. E conveniente salientar que o SM PEROLA mediu a
superficie na face interior do CP e o modulo dedicado a reconstrugdo da superficie do sistema
AIMCODE, teve como base as medicdes feitas na face externa do CP. Ha que se descontar do
perfil determinado pelo sistema de medicdo PEROLA, pelo menos a espessura de parede que,

neste CP, é de cerca de 2,00 mm.

Difrengas entre SM Perola e AIMCODE
0.2 ¥ . -

0.2}
04+

08}

Figura 43: Diferenga maxima entre o perfil calculado pelo SM PEROLA e o perfil reconstruido pelo método
AIMCODE [Do autor].

Abaixo a superficie reconstruida pelo SM PEROLA, figura 44.a., e pelo AIMCODE,
figura 44.b.
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120+

Informagdes

Altra: 45.01 mm Raie midio: 722437 mm
Raio minimo: 725405 mm Divizo radial: 23000 un
Falo miximo: F3.859% mm

Circularidade: 117462 um

Informages

Altura: 4706 mm

Raie médio: 732684 mm
Raio minime : 65.0471 mm DivisSo radid: 300000 um
Raio miximo: 76,6275 mm Circularidade: 10630 57 un

£ B

(a) Reconstrucdo da superficie - PEROLA

;S

Regiio deformada Regiio do vale central

(b) Reconstrucdo da superficie - AIMCODE

Figura 44: Reconstrugdo da superficie do CP [Do autor].
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CONCLUSOES

7.1 CONCLUSOES DO TRABALHO

No escopo deste trabalho foi feito um amplo levantamento bibliografico e a jungdo de
uma série de elementos de geometria diferencial, metrologia, teoria de cascas e elasto-
plasticidade que resultaram num procedimento para determinar as deformagdes em mossas
tendo como ponto de partida a forma geométrica da mossa, discretizada a partir de uma malha

regular e relativamente esparsa.

Entre os principais resultados obtidos durante o transcurso do trabalho podem se destacar

0s seguintes aspectos:

Verificou-se que as deformagdes destas superficies de dupla curvatura sdo
dependentes das variagdes dos raios de curvatura, antes e depois do corpo ser submetido ao

processo de deformacgao (cold work);

Desenvolveu-se uma técnica analitica e numérica, capaz de interpolar em 2D uma
matriz de pontos (x,),z),sendo (x,y) as coordenadas retangulares cartesianas em planta e (z) as
respectivas elevagdes dos pontos (x,y), e capaz de determinar seus tragos de plano em
qualquer orientacdo angular e reconstruir em 3D a superficie com excepcional aderéncia a

superficie real;

Apresentou-se uma técnica matemadtica, analitica, baseada na Aplicagdo de Gauss as
superficies regulares (isentas de vincos ou dobraduras), capaz de determinar as curvaturas
principais — e, por conseguinte, seus raios de curvatura — bem como as dire¢des principais
destas curvaturas referenciadas a uma base candnica ortonormal. Isto per se pode ser
considerado um expressivo avanco na técnica de avaliacdo de mossas uma vez que suas
curvaturas e seus planos principais nem sempre coincidem com os eixos de simetria do duto —
para nao dizer quase nunca — podendo levar o engenheiro de integridade a resultados irreais e
conduzindo a analise a conclusdes enganosas, caso em que os procedimentos de norma

vigentes se apliquem sem maior cautela;

Mostrou-se que os critérios atualmente em vigor sdo conservativos, talvez em
demasia, deixando a discri¢do do engenheiro de integridade a possibilidade de adotar um

critério menos conservativo, com toda seguranga e confianga, com base na teoria da maxima



Capitulo VII - Conclusoes 91

deformagdo ou do que foi enunciado neste trabalho como Limite de enformabilidade [24]

[25];

Ao longo dos capitulos deste trabalho foi desenvolvida uma técnica destinada a
avaliacdo da integridade de dutos com mossas de topologia complexa, titulo do mesmo, em
que, o algoritmo proposto — ou seu “funcionograma” — ¢€ bastante amigavel ao operador. Em

adicao:

e Nao requer conhecimento ou maior erudi¢do matematica para implementa-lo;
e Nio requer sofisticadas ferramentas de modelagem numérica como por exemplo, a
analise através do método dos elementos finitos (FEA), para tal fim;
e Niao requer nem mesmo um conhecimento mais aprofundado da teoria da
elasticidade ou da teoria da plasticidade ou da resisténcia dos materiais;
e Requer apenas uma judiciosa aquisicdo de dados (pontos) no campo, uma selegdo
igualmente judiciosa das regides criticas (de maior curvatura/deformagao), e;
e Uma comparagdo dos valores obtidos com valores de ensaio uniaxial do mesmo
material, ensaios estes, realizados e definidos previamente4;
Procurou-se desenvolver uma metodologia ndo apenas confiavel, mas que fosse de
rapida implantagdo. Por exemplo, comparativamente, uma corrida de ILI (pig instrumentado)
em 300 km de um duto - dependendo ¢ claro do contexto geoldgico em que o duto estd

inserido - pode trazer ocorréncia de 40, 50 ou mais defeitos de alteracdo de geometria.

Sua avaliagdo requer celeridade uma vez que, melhor do que um laudo “perfeito”,
porém “demorado”, ¢ um laudo “suficiente” para tomada de decisdes rapidas. Isto ndo seria
possivel obter com FEA ou outra técnica em tempo e a tempo de programar intervencdes em
campo. Quando se diz “suficiente” ndo se estd querendo abrir mao da qualidade ou exatidao

do estudo, mas sim, conciliar “confianga” com “velocidade” da analise;

Verificou-se o excelente desempenho da metodologia proposta na reconstrucao e
desenvolvimento de superficies, tanto teoricamente com varios exemplos de superficies de
revolucdo e translagdo que, por comodidade podiam ser expressas segundo fungdes explicitas
do tipo z=f{x,y), bem como verificamos seu desempenho comparando os resultados da
reconstru¢ao de um corpo de prova a um padrao de referéncia e cujas diferencas anotadas

ficaram bem abaixo da dispersdo esperada.

* Dado usualmente apresentado nos “data book” dos tubos.
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Verificou-se experimentalmente uma correlagcdo satisfatdria entre os valores calculados

pelo método para as deformagdes e aquelas medidas no experimento.

7.2 SUGESTOES PARA FUTUROS TRABALHOS

Aplicar testes de tracdo em amostras de aco API de varios Graus, obter as redugdes de
area (ou trabalho a frio), na fratura, confrontar com os valores obtidos teoricamente para se

poder avaliar e/ou ampliar os atuais critérios de norma além dos atuais 6 %;

Nao obstante a técnica apresentada neste trabalho ter apresentado valores compativeis
com os valores medidos experimentalmente ¢ também, segundo a referéncia [56], ser
suportada por FEA, investigar uma metodologia mais refinada, analiticamente, para a

obtencao das deformagdes extensionais de membrana,;

Aplicar a metodologia deste trabalho a mossas reais, com curvaturas em duas diregdes,

e instrumentadas, e verificar a aderéncia do modelo;

Sugerir a inclusao nas normas de fabricacdo de line pipe bem como exigir nos
memoriais de contratacdo do fornecimento o parametro reducgdo de drea — A,, pardmetro com

maior abrangéncia do que o simples alongamento médio e de maior significancia fisica;

Integrar todas as rotinas de programacao desenvolvidas neste trabalho de uma forma
sistémica e automatizada, para maior comodidade do operador, minimizando as possibilidades

de erro humano ou material;

Desenvolver uma ampla avaliagdo de incerteza da metodologia desenvolvida,
identificar as maiores contribuigdes na incerteza tendo como meta aperfeigoar a

confiabilidade metrologica da metodologia.
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Anexo A.3

A3.1. Superficies Regulares

A referéncia [1] define intuitivamente uma “superficie regular” como:

“Grosso modo, uma superficie regular em R’ é obtida
tomando-se pedacgos do plano, deformando-os e colando-os entre si,
de tal modo que a figura resultante ndo apresente pontas, arestas ou
auto-intersegoes, e que tenha sentido falar em plano tangente nos
pontos desta figura. A idéia é definir um conjunto que seja, em certo
sentido, bidimensional e que seja também suficientemente suave de
forma que as nogoes usuais de Calculo possam ser estendidas a um

tal conjunto.”
Apresenta também a defini¢ao formal:

Definiciio A3.1.1. Um subconjunto S — R® é uma superficie regular se, para cada p €

S, existe uma vizinhanca V de p em R* ¢ uma aplicacio x: U 2> V N S de um conjunto aberto
U de R’ sobre V. N'S < R’ tal que (Figura 3.1.1) x é diferenciavel. Isto significa que, ao se
escrever x(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), (u,v) € U, as fungdes x(u,v), y(u,v) e z(u,v) tém

derivadas parciais continuas de todas as ordens em U.

Figura 45: Parametrizacdo de R2->R3 [1].

A aplicagdo x ¢ chamada uma parametrizagdo ou um sistema de coordenadas (locais)
em (uma vizinhanga) p. A vizinhanca V N S de p em S ¢ chamada uma vizinhanga

coordenada.
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A aplicagdo linear das derivadas de x num ponto q do dominio U numa base candnica
e1(1,0) e ex(0,1) de R?, com coordenadas (u,v) e f; = (1,0,0), £, = (0,1,0) e f3 = (0,0,1) de R’

com coordenadas (X,y,z) ¢ mostrada na figura 45.

Figura 46: Curvas coordenadas. [1]

De acordo com a defini¢cdo A3.1.1, cada ponto p de uma superficie regular pertence a
uma vizinhanga coordenada. Os pontos desta vizinhanca coordenada sdo caracterizados pelas
suas coordenadas. Assim sendo, deveria ser possivel, em principio, poder expressar as

propriedades locais de interesse, em termos destas coordenadas.
A3.2. Primeira forma fundamental

O produto interno natural do S < R’, induz em cada plano tangente TpS de uma
superficie regular S um produto interno <, >,: Se wi,w, € T,S R’, entdio <wi,wy>p € igual
ao produto interno de w; e w,, como vetores em R°. A esse produto interno, que ¢ uma forma
bilinear e simétrica (ie, <wl,w2>, = <w,,wi>, € <w;,w>, € linear em w; € w»), corresponde

uma forma quadratica I,: T,S = R dada por:

L(w) =<ww>, = [w[*>0 (A3.2.1)

Definicdo A3.2.1: A forma quadratica I, em T,S definida na Eq. (3.2.1), é chamada a

primeira forma fundamental da superficie regular S — R* em pe S

Portanto, a primeira forma fundamental ¢ meramente a expressdo de como a superficie
S herda o produto interno natural do R’. Geometricamente, a primeira forma fundamental
possibilita fazer medidas sobre a superficie tais como comprimento de curvas, angulos de
vetores tangentes, areas de regides, sem fazer mengio ao espaco ambiente R®, onde estd a

superficie em tela.
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A primeira forma fundamental pode ser expressa na base {Xu,Xy} associada a uma

parametrizacdo X(u,v) em p. Como um vetor tangente w € T,S € o vetor tangente a uma curva

parametrizada a(t) = x(u(t),v(t)), t € (-€,€), com p = o (0) =x(uop,vo), obtém-se:
(e '(0)) = <0 '(0), a. '(0)>p
= <Xy’ + XV, Xqu’ + Xy V'>,
= <Xy, Xup(UW)? + 2<XypXy>p T <Xy, Xy>p(V')?
=E@W)*+2Fu’v’ + G(V')%, (A3.2.2)
Onde os valores das fungdes envolvidas sao calculados emt=0, e
E(uo,vo) = <Xu,Xu™p
F(uo,v0) = <Xu,Xv>p
G(ug,vo) = <Xy,Xy>p (A3.2.3)

sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,,xy} de T,S. Fazendo p variar
na vizinhanga coordenada correspondente a x(u,v), obtém-se as funcdes E(u,v), F(u,v) e

G(u,v), que sdo diferenciaveis nessa vizinhanga.

Outra importante propriedade da primeira forma fundamental vem do fato que,
conhecendo-se I,, podem-se tratar questdes métricas sobre uma superficie regular, sem fazer
referencia ao ambiente R3. Por exemplo, fazendo uma remissao a fisica, supondo que uma
curva espacial parametrizada o: I = S seja dada por a (t), seu comprimento de arco s(z) é

dado por:

t t
s(t) = [|er )lde = [I(@'(¥))dt. (A3.2.4)
0 0
Em particular, se a (t) = x(u(t),v(t)) esta contida numa vizinhanca coordenada

correspondente a parametrizagao x(u,v), pode-se calcular o comprimento de arco de a entre 0

e tpor:

s(t) = j.\/E(u')z +2Fu'v+G(V) dt (A3.2.5)

O angulo @entre duas curvas parametrizadas regulares a: I =2 S, B: I = S que se

intersectam em t = ty € calculado a partir da equacdo (3.2.6).
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(@), A @)
@ (A,

cosd

(A3.2.6)

Em particular, o angulo ¢ entre as curvas coordenadas de uma parametrizagao x(u,v) é:

(rax)_ F
JEG

cosQ = (A3.2.7)

X

u

X

v

Decorre dai que as curvas coordenadas de uma parametrizacdo sdo ortogonais se €
somente se F(u,v) = 0, para todo (u,v). Tal parametrizacdo ¢ denominada de parametrizacdo

ortogonal.
A3.3. A Geometria da Aplicacdo de Gauss

E uma relagio bem conhecida do calculo classico de uma variavel que a taxa de
variagdo da reta tangente a uma curva C nos leva a uma entidade geométrica importante, a
saber, a curvatura de C. Nesta secdo e nas seguintes, esta idéia sera estendida para superficies
regulares; isto €, serd medido o quao rapidamente uma superficie S se afasta do plano tangente
T,S, em uma vizinhanga de pe S. Isto é equivalente a medir a taxa de variagdo em p de um

campo vetorial normal unitario N em uma vizinhanga de p.

Um namero surpreendente de propriedades locais de S em p pode ser obtido a partir
desta aplicacdo. Neste trabalho, o interesse maior estard focado na definicao das Curvaturas

Principais (kj e k;) e diregoes principais (e e ez), Curvatura de Gauss (K) e Curvatura Média

(H).
A3.4. A definicdo da Aplicacdo de Gauss e suas propriedades Fundamentais

Sabe-se das propriedades do produto vetorial que um vetor normal a parametrizacao X:
U < R? = S de uma superficie regular S em um ponto p € S, pode-se escolher, para cada

ponto de x(U), um vetor normal unitario como abaixo:

N(q) =|X”ﬂ<q>, g x(U) (A3.4.1)
Xu A XV|

Assim temos uma aplicacgio diferenciavel N: x(U) = R’ que associa a cada q € x(U)

um vetor normal N(q).

Diz-se que uma superficie € orientavel se ela admite um campo diferenciavel de
vetores normais unitarios definido em toda a superficie; a escolha de um tal campo N ¢

chamada uma orientacdo de S.
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A faixa de Moebius ndo ¢ uma superficie orientavel (figura 47). Contudo, ¢ claro que
uma superficie coberta por um unico sistema de coordenadas ¢ trivialmente orientavel. Assim,
toda superficie ¢ localmente orientavel e, orientagdo ¢, sem duvida, uma propriedade global,

no sentido que envolve toda a superficie.

Figura 47: Faixa de Moebius [1].

As mossas em dutos, [63] de uma forma geral apresentam, numa vista em planta e
perfil, curvas de nivel (ou tragos de planos secantes verticais ou horizontais), do tipo eliptico
ou circular. Esta caracteristica denota que, pelo menos localmente, as superficies das quais
sdo oriundas, podem ser consideradas, pelo menos localmente, como superficies regulares e
orientaveis. Como sera visto adiante, as mossas serdo discretizadas e tratadas localmente
como superficies regulares (e de fato sempre o sdo segundo as defini¢des dadas na se¢do 3.1).

Deste modo, doravante neste trabalho, § denotara uma superficie regular orientdavel.

Demonstra-se na se¢do 3.2 da referencia [1] que se dN, é uma aplicagdo tal que

dN,(xy) = N, e dN,(xy) = N,,, desta forma, dN, ¢ uma aplicacdo linear auto-adjunta



Anexo A4

A4.1. Casos particulares de cascas

A4.1.1.Superficies cilindricas — O caso dos dutos:

qn:Tj/R]'i_TQ/Rg:T]/R[’ pOiSRg = e, I,/R;= 0.

Figura 48: Segmento cilindrico [67].

No caso particular de pressdo interna em tubos de raio r, tem-se:

p=T/r (A4.1.1)

Figura 49: Segmento cilindrico — Cisalhamento [67].
Figura A.4.1.2: Segmento cilindrico — Cisalhamento [67]

onde R; e R, s3o os raios de curvatura nas dire¢des principais no ponto em que atua ¢,,.
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A4.2. Influéncia da curvatura na capacidade resistente da casca

Na se¢do anterior foi deduzida a equacao fundamental da teoria de membrana, equagao

P=TI/RI+T2/R2

Figura 50: Segmento de casca com dupla curvatura e as tensdes principais [67]

onde:
P=gqn (em [F]-[L]-2): esfor¢o atuante normal a superficie por unidade de area.
T1, T2 (em [F]-[L]-1): esforcos solicitantes em duas dire¢des principais calculados por

unidade de comprimento.

A carga atuante ¢ resistida como se houvesse, em duas dire¢des ortogonais, dois arcos

passando pelo ponto em cascas de dupla curvatura.

Figura 51: Esquematico do principio de resisténcia das cascas [67].
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No caso de cascas de simples curvatura, a carga P ¢ resistida em uma dire¢ao por arco
e em outra como viga. Assim, as cascas de simples curvatura sdo menos eficientes do ponto
de vista estrutural que as de dupla curvatura (embora as primeiras sejam construtivamente

menos trabalhosas).

Figura 52: Esfor¢os normais num segmento cilindrico [67].

onde R; finito e R; = o0, com N; >> N,

A capacidade de resistir cargas de cascas de dupla curvatura ¢ maior que as de
simples. O comportamento ¢ como se houvesse duas familias de curvas ortogonais em cada

ponto resistindo aos esforgos.
A4.3. Tensoes e Deformacdes (curvaturas) no regime elastico

Uma estrutura tipo casca fina ¢ uma estrutura para a qual uma das dimensdes ¢
significativamente menor do que as outras duas e caracteriza-se pela forma da superficie
média, no caso da superficie média ser uma superficie de revolugcdo a casca ¢ dita de
revolugdo. A semelhanca do que acontece com as vigas e com as placas, o estado de tensdo
ndo ¢ considerado tridimensional, sendo usual considerar-se para efeitos de equilibrio, em
lugar das tensdes, esforgos generalizados, os quais sdo obtidos considerando a resultante das
tensdes ao longo da espessura da casca na direcdo normal a superficie média que passa pelo

ponto.

A fim de definir o estado de tensdo num ponto ¢ necessario definir um sistema de
eixos, o qual pode ser definido do seguinte modo: o eixo x; tem a direcdo normal a superficie
média no ponto que estd sendo considerado, os eixos X, € X; estdo no plano tangente a
superficie média que passa pelo ponto e sdo ortogonais entre si, como se representa na figura

50. Os eixos X; € x; permitem a localizagdo do ponto na superficie média.
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Figura 53: Sistema de coordenadas global.

A espessura da casca ¢ designada por e. A superficie média ¢ uma superficie de
curvatura dupla cujos raios de curvatura principais ocorrem nos planos x/x3 e x2x3 e podem

designar-se por R/ e R2 respectivamente.

Figura 54: Coordenadas esféricas [67].

No caso de se tratar de uma casca de revolucgdo, figura 54, pode-se considerar que a
posi¢cdo de um ponto sobre a casca fica definida pelos angulos 6 € ¢ e por uma distancia R. O
eixo x3 foi considerado coincidente com o eixo de revoluciao da casca e os eixos x/ e x2
foram considerados num plano perpendicular. O dngulo # ¢ medido sobre o paralelo a partir
de uma dire¢do previamente definida que pode ser a direcdo x/. O angulo [1 é o angulo
formado pela dire¢cao normal a superficie média com a dire¢do do eixo de revolucao, admite-
se que os sentidos positivos sao 0s que se representam na figura. Este angulo indica a posi¢ao
do ponto sobre o meridiano. Note-se que um paralelo ¢ perpendicular ao eixo de revolugdo e
que o meridiano contém o eixo de revolucdo. O raio R ¢ a distancia do ponto da superficie

média ao eixo de revolugao.
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A4.4. Tensoes e Esforcos Unitarios

O tensor das tensdes tem cinco componentes significativas, no caso de se considerar
que as tensdes o33 normais a superficie média sdo irrelevantes quando comparadas com as
outras componentes do tensor das tensdes. Esta hipotese ¢ razoavel sempre que se considera

que a casca estd sujeita a esforcos de flexdo como resultado de uma acdo exterior normal a
superficie média.

As componentes do tensor das tensdes estdo representadas na figura 50 e sdo:

o, O, O
0,;,=|0, Oy Oy (A4.4.1)
o, 03, 0
No plano x/x2 podem surgir forgas que resultam de tensdes uniformemente
distribuidas ao longo da espessura e que sdo as chamadas for¢as de membrana. A resultante
das tensdes ;) ao longo da espessura € Ny, ver figura 4.2.3. A resultante destes esforcos
unitarios ao longo do arco dS2 ¢ N11dS2. A resultante das tensdes g;; no elemento de area
dS’2 dx3 ¢ 011dS’2dx3, sendo o comprimento dS’2 = (R2 + x3) df ou seja dS’2 = (R2 +
x3)*dS2 / R2. Note-se que R2d6 = dS2 ou seja df = dS2 / R2 pelo que a resultante N1/, forca

de membrana referida a superficie média é:[67][26]

€
2

N,dS, = [, Rt % s, (A4.4.2)
—e 2
2
Ou seja:
N, = [o, Bt g (A4.4.3)

2

N‘é'—.l\)\m

De modo analogo se define o esfor¢o unitirio N/2 que corresponde a resultante das

tensdes o/2 ao longo da espessura, ou seja: [67] [26]

o, Bt g (A4.4.4)

2

Ny, =

.\)Mt_..\)m
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Figura 55: Tensor das tensdes [67].

Os esfor¢os de membrana N;; ¢ N;, foram definidos na se¢ao X/ = constante, no caso
de se considerar a se¢do, X2 = constante, obtém-se os esfor¢cos unitarios de membrana N>, e
N>, que sdo resultantes das tensdes a2, e 021 € que sdo:

e

R +x 2 R+x
— e Ny = j oy Ty (A4.4.5)

1

Ny = |0y,

1

NH'—;MM

2

Nestas condi¢des a simetria do tensor das tensdes o2 = 02; nao implica a simetria do
tensor dos esfor¢os, Ni» # N1. No caso de se tratar de uma casca esférica existe simetria do
tensor dos esforcos por ser R/ = R2. No caso de ser possivel considerar que x3/R1 e x3/R2 sdo
muito pequenos quando comparados com a unidade, a variagdo do comprimento do arco ao
longo da espessura nao precisa ser considerada.

Tendo em conta este tipo de aproximagdo ¢ possivel considerar a simetria dos

esforgos.
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Figura 56: Esforcos de membrana e transversos.

As tensOes de cisalhamento distribuidas ao longo da espessura produzem esforgos

transversos unitarios que sao definidos do seguinte modo: [67][26]

5
[ R o, (A4.4.6)

1

R, +
O'lszR—x}d)% el,=

2 -
2

~
Il
NH'—.NM

No caso das tensdes ag;;, 022 e o, ndo serem uniformemente distribuidas ao longo da

espessura surgem momentos em relagdo a superficie média que sao os esforcos de flexao. O

momento unitario da tensdo ¢;; na seccdo x/ = constante em relacdo ao elemento linear dS/

¢:[67][26]
3 3
M, = J.Gll Bt xydx, s M, = J.Gu %)@d)@ (A4.4.7)
%e 2 —7e 2
(A4.4.8)

e
5 R 2
+Xx R +x
M, =\o,——3xdx, ; M, =0, —=x.dx
22 22 R 3 3 21 21 R 3 3
—e 1 —e 1
2

2

Estes esforcos estdo representados na figura 57.
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Figura 57: Esforgos de flexdo [67].

No caso de se tratar de uma casca fina de um material isotropico e homogéneo e

considerando que x3/RI e x3/R2 sdo muito menores que a unidade, os esforcos podem ser

definidos do seguinte modo:

e e e
2 5 5
Ny, = Ialldx3 ; N = Jo-lzdx3 s N, = Iazzdx3
e —e e
2 5 5
¢ e
2 2
I = J-O-13dx3; T, = I623dx3
= —e
2 2
e e e
2 2 5
M11 = Iallx3dX3 ; M12 = J.O-12x3dx3 ; M22 = J.O'22x3dx3 (A44.9)
—e —e Ze
2 2 5

Admitindo que € possivel considerar estas expressdes para as deformacdes e que, o33

<<< gy e 02,3, obtém-se, atendendo a lei de Hooke, as expressdes seguintes para as tensoes:

E , :

Oy = m[gll —Vép _xs(}(n —V¥» )] (A4.4.10)
E . ,

Op = 11— [522 —Véy _x3(7(22 _VZM)] (A4.4.11)

Substituindo estas expressdes nas equagdes A4.4.9, tendo em conta que x3/R;~ 0,
constata-se que as extensoes sO contribuem para os esforcos de membrana e que curvaturas so

contribuem para os esforcos de flexdao, obtendo-se por integragdo as expressoes seguintes:
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N = Ee,‘ (81 + V&% )i Ny = Ee; (g5 +velg)
i_lfw"J ilfu“

My =-D (%11 + V%22)e Mas = =D (%22 + v %11)

(A4.4.12)
Onde D ¢ o mddulo de rigidez a flexado e € tal que:
3
D= ‘(Ee_q_]
128 =v7, (A4.4.13)

No caso mais geral de deformacdo tém de se considerar os efeitos das tensdes de
cisalhamento ), que provocam a existéncia de esfor¢o de membrana N, na superficie média

que tendem a produzir uma distor¢do que pode ser medida em termos de €, ¢ de um

momento torsor Mj, que tende a provocar uma mudanca de curvatura de tor¢do ¥, .

A4.5. Defini¢oes
Da referencia [25] transcrevemos as seguintes defini¢des:

a. Tensao nominal_(nominal stress), (ou de engenharia): ¢ a razao entre uma forga (F)
por unidade de area nominal (4,), ou em outras palavras, a area original do corpo de prova —

CP;

s= L (A4.5.1)
AO

b. Deformac¢do nominal (nominal strain),(ou de engenharia): ¢ a razdo entre o

alongamento uniforme sobre o comprimento original sobre o qual a elongagao ocorreu;

A Lol A A

(A4.5.2)
I, A, 4,

n

c¢. Limite de proporcionalidade (proportional limit): ¢ a maior tensdo que o material
pode ser submetido sem nenhum desvio da relagdao de proporcionalidade tensdo — deformagao.

Ponto P na figura 58.
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Figura 58: Curva tensdo-deformacdo nominais (de engenharia), tracada em coordenadas cartesianas [25][32].

d. Limite elastico (elastic limit): ¢ a maior tensdo a que se pode submeter o material sem
que se desenvolva deformacao permanente, uma vez retirada a for¢ca que a produz. Ponto Q na
figura 58.

e. Modulo de elasticidade_(modulus of elasticity): ¢ a relacdo tensdo e deformacao

correspondente, abaixo do limite elastico. E conhecido como lei de Hooke.

E=2 (A4.5.3)
n

f. Tensdo de escoamento (yield strength): ¢ a tensdo aplicada ao material que produz
uma deformacdo especifica ligeiramente superior a que seria produzida dentro do limite
elastico. Por exemplo, quando se considera o conhecido off set de 0,2%, o ponto Z na figura
4.4.1 representa uma deformacao de 0,002 pm/m.

g. Ponto de escoamento (yield point): ¢ a primeira tensdo, abaixo da maxima carga, na
qual ocorre um incremento de deformacdo sem um correspondente incremento de tensio.
Seria um trecho horizontal na figura 58 — S,.

h. Tensao ltima (ultimate strength): ¢ o valor da tensdo obtida quando a maxima carga
sustentada pela pelo CP ¢ dividida pela area original do CP. Ponto M na figura 58.

i. Tensao de ruptura ou de fratura (breaking strength ou rupture strength): razao entre
a carga no momento da ruptura pela area original do CP. Ponto F na figura 58.

jo Reducido de area percentual (percent area reduction): ¢ definida como a maxima
variagdo de area vezes 100, dividida pela area original.

Em tensao:

A~ A,
A, === x100 (A4.5.4.2)



Anexo A.3 112

Em compressao:

A, — 4,
A4 == x 100 (A4.5.4.b)

e
0

Como se vé€, pode haver confusdo com sinais ou decidir quando usar a equacao

(4.4.4.a ou b). Para evitar este impasse, sugere-se a utilizagdo simplesmente da relagdo “drea

inicial sobre 4rea final” ouR=—". Por exemplo, se durante um teste de um material

;

encontramos A,=129,0 mm® e Ar = 96,8 mmz, entdlo R ¢ simplesmente igual a
12

i = ﬁ =1,33. Para se obter A4,:

A, 968

4= _129,0-96,8

) x 100

-4
A=A x100=0,25=25%
A,

b

Assim, um valor de R = 1,33 e um valor de 4, = 25%, ambos expressam igualmente a

ductilidade do material.

Entretanto, se se deseja obter agora o valor equivalente da deformagdo verdadeira
(true strain) na fratura, como serd visto a diante, pode-se proceder imediatamente com R,

como segue:
&, =InR=1In1,33=0,29 m/m

Por outro lado, para fazer uso de 4,, ter-se-ia que aplicar a seguinte expressao:

100 100 4 100 13320.29 sam/m

&, =InR=In =In =
: 1004, 100-25 75

k. Tensdo verdadeira (natural ou true stress):- ¢ a forca por unidade area medida

instantaneamente a cada incremento de deslocamento.

o=— A45.5
A, ( )

1

l. Deformacao verdadeira (natural ou true strain):- ¢ o valor de deformagao obtido
através da soma de todas as razdes incrementais de deslocamento infinitesimal ao longo de
todo o comprimento do CP em que ocorreu a alteracao de forma.

Para tensao:
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Al Al, Al
E=—+ + , ou
Ly, 1,+AlL I, +AlL+Al
LAl
E=) —
1
E, por integracao:
tar 1
=[==mL (A4.5.6)
nl [,
Para compressao:
tdi !
—e=|—=In—, ou
Iy l 0
c=In 1—0

Em deformagao pléstica o volume permanece constante. Assim:

[, 4
Vi=Al,=A4,1,, ou L =20
Assim sendo:
[ A
e=In-L=In=2 (A4.5.7)
[ A,

m.Equacio geral de encruamento (strain-hardening equation):- Se colocarmos o0s
dados de tensdo-deformagdao numa escala logaritmica, observa-se que ambas as regides, no
regime eldstico e plastico, se ajustam perfeitamente a linhas retas, como se vé na figura 59,

log y =mlog x+1loghb, que ¢ idéntico a, y =mx+b tracado em coordenadas cartesianas.

Adotando o e € como simbolos consagrados para tensao e deformacao verdadeiras:

oc=0," (A4.5.8)

A selecdo de op como constante de proporcionalidade segue duas importantes
consideracdes. A primeira ¢ que, sendo € adimensional, 6y deve ter unidades de tensdo. A
segunda ¢ que op ¢ uma importante propriedade caracteristica do material, em estado ,

recozido, isto €, sem tensoes residuais.

Para um dado material, os valores de 6y € m s3o os mesmos seja para tracdo ou

compressao.
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i

strain, ¢

Figura 59: Caracteristica tensdo x deformagdo verdadeiras, em escala logaritmica. [25]

Uma questdo bastante comum com respeito a equagdo de encruamento ¢ se a
deformagdo verdadeira, ali representada, compreende a deformacao total &, isto é, elastica +
plastica, ou se é somente a deformagdo plastica &,? Na verdade ambas as curvas podem ser
determinadas experimentalmente — e o sdo — mas raramente ¢ declarado qual deformagao
verdadeira estd sendo considerada. Embora, a primeira vista, possa parecer uma pratica
descuidada, na realidade a diferenca entre valores de cada deformagao verdadeira ¢ menor que
a diferenca entre duas curvas obtidas usando-se o mesmo conceito de deformacao verdadeira,

a partir de duas amostras do mesmo material.

Ao tracar uma curva de deformacgoes verdadeiras, a parte elastica ¢ dada por

o =FEe, (A4.5.9)
e, a parte plastica dada por:
o=0,8" =0,(¢,+¢&,)" (A4.5.10)
Assim,
1
O_ m
g, =(86+8p)=(—j (A4.5.11)
Oy

Se desejarmos obter apenas a por¢do da deformagdo verdadeira apenas devido a
parcela pléstica, basta subtrairmos da equagao (4.4.11) a porcao elastica dada pela equacao

(4.4.9):
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A
e, =|—| -Z (A4.5.12)
o, E

Na figura 60 temos uma comparagdo entre deformagdes com base na deformacao total

pléstica + eléstica e, com base na deformagdo plastica somente.

!
10°
i
0’ i
=— = : : i
- = I - . | - .’ b I
E i |5 | i,
& | | | |
' | |
u A ! o |
b o [ T T
. gl ' | ;
1 A =R ._| |
x £ . = T T
o _.....)ﬁ T _;y‘ L3 s . - I EEEE
1 [ i = T 5
7 I | |
i | T
Ve ] | it |
= ' | | !
[ [
1o’ e 2k L &l | | | | | |
1o-= 10-1 102 107% a1 1

Strain & {infin))

Figura 60: Comparagdo de curvas de encruamento na base g =¢,+¢, € & = g, somente. [25]

n. Trabalho a frio (previous cold work): A pratica atual ¢ representar os dados obtidos
de encruamento por deformagdo a frio para um dado material, isento de tensdes residuais,

como:

c=Ke" (A4.5.13)

Se este mesmo material for deformado a frio (cold worked) de certo percentual x (leia-
se “reducdo de area de x %”) e, sua relagdo tensao-deformacao verdadeira for obtida, seria

representada por:
c=Ke" (A4.5.14)

onde, K, > K e n, < n.

Para um aumento da quantidade de trabalho a frio, a constante de proporcionalidade K,

se torna cada vez maior, enquanto o expoente n, se torna cada vez menor. Em outras palavras,



Anexo A.3 116

comparativamente ao material original (com alivio de tensdes), a curva tensdo-deformagdo do

material trabalhado a frio, se torna mais elevada e de inclinagdo menor.

Para se ver melhor o efeito do trabalho a frio prévio na relagdo tensdo-deformagao de
um material, considere o caso simples da extensao de um cilindro de comprimento inicial /,

até um comprimento /.. Por definicdo (4.4.6), a deformacao verdadeira total é:

IX
6 = jﬂ (A4.5.15)

Se considerarmos que esta extensdo se deu em um primeiro movimento de /pa/; e, de
l;al, temos:

Ydl %dl
6‘[2_[—+ —,ou
Iy l

I (A4.5.16)

& =&,1T&,.

onde, &, ¢ a deformacdo do prévio trabalho a frio durante a extensdo de /ya /; e, &, € o valor da
deformagdo do trabalho a frio adicional para ir e /; a /.. Assim, por substituicdo na equagao

(4.4.10), temos:
o=o0,(¢,+&,) (A4.5.17)

Que ¢ a expressao generalizada da equagdo de encruamento. Assim, para um dado
material, op € m sdo valores fixos e ndo variam com o trabalho a frio. O eventual trabalho a

frio, simplesmente entra na deformacao total no termo entre paréntesis como &,

o. Real significado de oy: segundo a equacao (4.4.8), gy € o valor da tensdo quando o
material ¢ deformado plasticamente a uma deformacgao verdadeira igual a 1. Uma questdo que
surge de imediato é:- “E possivel deformar um material até uma deformagdo verdadeira igual
a 1?7”. De fato ndo se trata de um alongamento uniforme de 100% mas sim de 271,8 %. Na
verdade, segundo a referencia [25], a resposta ¢ definitivamente sim!

Fica mais claro conciliar esta questdo quando colocamos a deforma¢do em termos do
j& mencionado conceito de redugdo de area, 4, Embora dito ser necessario um alongamento
uniforme de 271,8 % para se atingir uma deformacao verdadeira igual a 1, basta uma reducao

percentual equivalente de area de 63,2 %, que pode ser confirmado como segue:

n 100 =In 100 =1n100=1n2,718=1
100—-4, 100-63,2 36,8

c=1
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Assim, um material pode ser submetido a uma deformagdo verdadeira igual a 1 se ele

sofrer uma reducdo de area percentual maior ou igual a 63 %.

p. Algumas relacdes tensdo-deformacio uteis:

a. Deformacdo verdadeira e deformacdo nominal:

t-4)

n=

, 0U
ly

l,

L=1+n

lO

e, Como:

l, .
& =In—, entdo,
0

e =In(1+n),ou (A4.5.18)

e =1+n

Assim, para uma extensao uniforme de 20 %, n = 0,2 e, ¢ = 0,182. Para uma extensao
de 0,2 %, n=0,002 ¢, ¢ =0,002.

b. Tensdo verdadeira e tensio nominal:

A definicdo matematica de tensdo verdadeira é ¢ = L/A. Agora, considerando a

invariabilidade do volume durante a deformagao plastica, temos: A;/; = Ayly.

Assim,

/
A =4,
i 0 ll-
e
sl b (A4.5.19)
AO lO
Mas, como L/Ag =S e li/ly = I + n, temos:
o =50+m (A4.5.20)
Na méxima carga, a equagao (4.4.20), pode ser escrita como:
o,=S(+n,)=Se (A4521)

(“e” base do logaritmo neperiano)
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Como exemplo, uma amostra do ago ASTM A 1020, recozido (isento de tensdes
residuais), possui uma tensdo ultima S, = 60.000 (psi) = 413 MPa e, um valor de n, = 0,25;

desta forma, ele tem uma tensdo ultima verdadeira o, de 60.000 x 1,25 = 75.000 (psi) = 517
MPa.

c. Deformacio linear e deformacdo de area:

Como visto em (a):

n= , OU
IO

l—"—l+n

ZO

Assim:

Aﬁzun, oun=R-1. (A4.5.22)

X

e, na fratura completa do corpo, sob tensdo trativa:

AO

— =1+ ng,ou
Af (A4.5.23)
n,=R, - 1.

d. Trabalho a frio percentual e reducdo de area:

Por definigdo, trabalho a frio (cold work) é:

W= Ay = 4, x100, ou
0
A4, _ 100
A, 100-w"
Como,
A
“L=1+n,
Y|

Temos:
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100
n= 1007 —1, ou
100 (A4.5.24)
ny=———-
© 100w,
e, para deformacao na fratura, temos:
100
n,=———-l,e
71004,
100 (A4.5.25)
A, =100 -
n,+ 1
e. Tensdo de escoamento e trabalho a frio percentual:
_ " — o (InRY" = o (1 100 ,,
S, =0,(¢,)" =0,(InR) —O'O(nlOO_W) (A4.5.26)
f. Resisténcia a tracio e trabalho a frio percentual:
100
S)y =8 ——— A4.527
( u )W u 100 _ W ( )

Em outras palavras, um material que tenha sido trabalhado a frio em 10 % terd uma
tensdo ultima apos este trabalho a frio igual a sua tensdo ultima no estado recozido vezes
1/0,9. Assim, um material que tenha uma tensdo ultima no estado de alivio completo de

tensdes de 60.000 (psi) = 413 MPa tera uma tensdo ultima apo6s 10 % de trabalho a frio de:

100 = 60,000L =60,000.1,111=66,600( psi) = 468 MPa
00-90 0,9

(S,)o = 60,000~

Deve ser lembrado que, estes calculos tem significado somente se o material do

exemplo tenha deformacao no estado da tensdo ultima, n,, maior do que 0,10.

g. Relacdo entre m ¢ &,:

Consideremos agora uma curva Carga-deformagao conforme figura 61.

O corpo de prova se alonga uniformemente, primeiro elasticamente depois
plasticamente até que uma carga maxima ¢ atingida. Neste ponto ocorre um estrangulamento
local numa pequena por¢ao do corpo de prova, fendmeno conhecido como “empesco¢amento”
(necking). Quando este fendmeno ocorre, a carga cai do valor madximo continuamente na
medida em que a area da regido “empescocada” se trona cada vez menor, até que a fratura

ocorra.
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Figura 61: Curva carga — deformagdo verdadeira [25].

Esta anélise pode ser iniciada lembrando que, a carga instantanea ¢ igual ao produto da

tensdo local pela area instantanea:
L=o0,4,, (A4.5.28)
e, desde que o =0,¢", podemos reescrever (A4.4.28) como;
L=0c,e" x4 (A4.5.29)

Também, pela equagdo (4.4.7);

&= lnﬁ, ou
A[
. _ 4 .
e’ =—=, assim, (A4.5.30)
A[
A = 4
1 eg
Assim,
L=0o,4,e"e”* (A4.5.31)

Nos podemos agora diferenciar L com relagdo a deformacdo e igualar a zero uma vez
que, na carga maxima, a derivada da curva carga-deformagdo ¢ zero (figura 61). Assim,

temos:

Z—i =-0,4, (5’” Xe"" )+ 0,4, (g’” Xe’g }n(e'"’l )= 0
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— ~ -1
Cancelando os termos o,4,e ©, a equacdo se reduz a &" =mle " Uma vez que a
070 >

deformagdo na carga maxima € &,, temos:

-1
(8u)m = m(gu )m s
+(g,)", nos da,

1=m(e,)"
e, finalmente;
m=¢, (A4.5.32)

Desta forma, o expoente da equacdo de encruamento é numericamente igual ao valor

da deformagao verdadeira na carga méxima.

h. Relagdo entre gy e propriedades elésticas do material:

Escrevendo a equacdo tensdo verdadeira — deformagdo verdadeira como o,=0c/&",
e usando para o e & os valores especificos de tensdo e deformagdo com a resisténcia ao

escoamento, obtemos:

o, o, .
O, = ( = =0, E (A4.5.33)

8y)'" _(ay/E)m

Em geral, a regido elastica se estende a deformagdes da ordem de 10 pm/m; a regido

elastico-plastica reside na regido de deformacdes entre 10~ ¢ 102 pm/m e, a regido de

plasticidade e encruamento reside no intervalo 107 a 1 pm/m.

Uma vez que ndo muitos materiais reais t€ém curvas tensdo-deformacdo “ideais” e,
desde que a equagdo (4.4.33) foi derivada para um material “ideal”, ela ndo deve ser usada na
determinagdo de 6y para um material real a menos que nenhuma outra informagdo esteja

disponibilizada além de S,, E, m para o material em tela. Por outro lado, caso em que uy, Sy, m
e n,, sejam conhecidos, entdo, calculando-se oy através de o, =0, (8V )’" e comparando o valor

calculado com o valor obtido experimentalmente para S, ¢ possivel determinar o quanto o

material se aproxima do comportamento “ideal”.
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Figura 62: Representagdo esquematica de dois tipos extremos de curvas tensdo-deformagio verdadeiras em
escala log-log. A curva A € o tipo menos comum, enquanto que a curva B € o tipo associado aos materiais que
ndo tem tendéncia a apresentar o fenomeno “ponto de escoamento” (ver se¢do 4.4.1-g) [25].

i. Tensdo ultima e tensdo de escoamento (S,/S,):

E fato bem conhecido que a relagio S,/S, gira em torno de 1/2 a 5/8 para agos doces
em geral. Para agos mais duros e frageis pode chegar proximo de 1 enquanto que para os

duteis e doces esta razao se aproxima de 1/2.

Para os agos API de graus X 60 e X70 (os mais usados atualmente) estes valores giram

em torno de 1,15 a 1,22.

Segundo a referéncia [25], os dados experimentais para agos tratados termicamente e
isentos de tensdes residuais, quando tragados juntos num mesmo sistema de coordenadas,

apresentam um excelente ajuste de curva linear como segue:

S, =(1.05S, —22.000 ).6,89E —3 MPa (A4.5.33)

Este ajuste de curva pode ser encarado de outra maneira, ou seja, como sendo a linha

reta que une os agos “mais fracos” aos “mais resistentes”.

O ago “mais fraco” seria um aco de muito baixo carbono com uma microestrutura
essencialmente 100 % Ferritica. Ele tem uma tensdo tltima de 40.000 (psi)=276 MPa e uma
tensao de escoamento de aproximadamente 20.000 (psi)=138 MPa. O “mais resistente” seria
um ago de alto carbono, martensitico, com alivio de tensdes, o qual tem uma tensdo ultima de
cerca de 400.000 (psi)=2760 MPa. Para um ago de tal resisténcia, tendo praticamente

nenhuma dutilidade, sua tensdo de escoamento ¢ praticamente idéntica a sua tensao ultima.

Ainda estudando a equagdo geral do encruamento e substituindo &,, obtemos o valor

da tensdo ultima verdadeira:
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o, =0, =o,m" (A4.5.34)
e, também;
o,=S,(+n,)=S8,¢e" (A4.5.35)

combinando estas duas equagdes, temos:
S =0, (ﬂj (A4.5.36)

onde e ¢ a base do logaritmo neperiano.

Se definirmos o limite de escoamento pela tensao resultante obtida quando o material
¢ submetido a uma deformacao plastica de 0,2 % (isto €, o limite elastico do material apos ser

submetido a um trabalho a frio de 0,2 % de deformagao pléstica), nds temos:

S, =0,(0,002)"

y

e, desta forma;

m m
S, 5,(0,002)" _(o,oon o4 (A4.5.34)
s

v =(184m)"

y

%)

valida para m > 0,005. A tabela 3 apresenta valores da relagdo S,/S, para varios valores de m.

Tabela 3: Rela¢do Su/Sy para varios valores de m.

m 0,005 0,05 0,1 0,15 0,20 0,25 0,30 0,40 0,50 0,60

S./Sy | 1,000 1,12 1,34 1,64 2,05 2,60 3,33 5,55 9,60 16,80

J. Obtendo S, m, e oy a partir de S,, n,, e ng

Consideramos neste trabalho ser de vital importancia o conhecimento das propriedades
mecanicas dos materiais — especificamente dos acos carbono - em geral, uma vez que este
conhecimento ¢ requerido como requisito para uma avaliacdo de integridade uma vez
determinada sua condi¢do de trabalho. Por exemplo, o aco ASTM A 1020 pode ser recozido,
normalizado, tratado termicamente pelos diversos métodos disponiveis e trabalhado a frio
numa variedade de percentuais. Tratar estes dados e suas combinagdes possiveis, mesmo que
tabulados cuidadosamente, seria uma tarefa quase impossivel de se executar de sorte a

obtermos informagdes desejadas de determinados estados e grandezas intermediarias.
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Outra maneira de se lidar com esta tarefa ¢ determinarmos certas “propriedades
fundamentais™ e, através de relagdes analiticas e empiricas, obtermos outras grandezas
derivadas. No tocante a propriedades tensométricas, segundo a referéncia [25], as grandezas
S., ny e & (tensdo ultima, deformagdo nominal tltima e deformacgdo verdadeira na fratura) sdo
as propriedades fundamentais, a partir das quais todas as demais propriedades tensométricas

podem ser obtidas.

Primeiramente, para se obter o expoente de encruamento, basta simplesmente
converter a convencional deformagdo tltima para a deformagdo verdadeira na carga maxima,

COmo seguc:
m=¢,=In(l+n,) (A4.5.35)

O valor numérico de 6y, uma vez obtido m, pode ser obtido através da substituicao da

tensdo ultima na equacao do encruamento. Assim, temos:

o, = Ou__ Gu _ S, (+n,) ou, como
0o mo m m ’ ’
(&) (m) (m)
e" =(+n,), temos : (A4.5.36)

A tensao de escoamento “idealizada” com base no critério de 0,2 % de deformagao
plastica pode ser obtido facilmente pela substituicdo do valor 0,002 por £na equagdo geral de

encruamento:

S, =0, =0,(0,002)" (A4.5.37)
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AS.1. Representacio de Curvas

A representacdo de uma curva como uma sucessao de trechos retos pode ser suficiente
para varias aplicagdes. No entanto, curvas e superficies complexas normalmente demandam
uma maneira mais eficiente de representagdo. Tal representacdo ¢ normalmente mais
compacta que as formas discretas. Definir uma curva que passe por um conjunto determinado
de pontos ¢ um problema de interpolagdo, enquanto a definicio de uma curva que passe
proximo a um conjunto determinado de pontos ¢ um problema de aproximagdo. Neste item o
termo ajustamento de curva serd usado para ambos os casos, pois freqiientemente, os dois

problemas acontecem de forma combinada.

O namero de pontos providos para a determinacao de uma curva normalmente nao ¢
alto. O problema de ajustamento se resume a conectar estes pontos com curvas e exibi-los em
uma densidade adequada ao meio de representacdo. Outra aplicagdo comum envolve a
representacdo de dados experimentais, para exibicdo ou para reconhecimento automadtico de
padroes. No reconhecimento de padrdes, a descricdo matematica do contorno de um objeto
pode prover informacao sobre uma classe a qual o objeto pertence. Uma primeira escolha para

funcdes de ajuste de curva recai sobre fun¢des polinomiais.

Seja (x1,¥1),(X2,¥2),-.. (Xn,yn) uma sucessdo de pontos no plano. O polindmio de grau

(n-1) que gera uma curva que passa por todos os pontos pode ser facilmente obtido por:

Ly Emaa)-a) | Eal-alie-s) L (-aXa-n)ia-a)
TN e w ) e E R ) R a )

A principal desvantagem dos polindomios reside na sua globalidade, ou seja, no fato de
que alteragdes em qualquer um dos pontos afetam toda a curva bem como sua grande
tendéncia a oscilagdes. A figura 63 ilustra este efeito oscilatorio no ajuste de uma curva

gerada por polindmio para 5 pontos definidos por: (0,0), (1,3), (2,0), (3,0), e (4,0).

Polindmios t€ém geralmente uma aplicacao bastante especifica, sendo o seu uso pratico

restrito a pequenos intervalos e a um niimero relativamente baixo de pontos de controle.

Fungdes de ajuste de curva com atuagdo local sdo mais praticas, uma vez que
alteracdes em pontos de controle ndo se propagam por toda a curva. Ajustadores locais sdao
também conhecidos como curvas paramétricas. Curvas paramétricas de segunda ordem

apresentam geralmente pouca utilidade, pois as tangentes nos pontos de entrada e saida da
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fun¢do devem ser obrigatoriamente iguais. Curvas paramétricas de terceira ordem, ou cubicas
sdo, no entanto, largamente utilizadas resultando em varios nomes familiares aos usuérios de
computagdo grafica, tais como: Splines, Bezier, B-Spline, Hermite e Catmull. Neste item

abordaremos algumas destas fung¢des de ajuste de curva de maior interesse.

Interpolagao por polindmio global
3.5 T T T

© dados
— Polyinterp

25

0.5

-0.5
[

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Figura 63: Efeito oscilatorio no ajuste de curvas através de polindmios globais.

Interpolagdo entdo ¢ o processo de determinar uma fun¢do que apresenta valores
especificos em pontos especificados intercalados aos pontos medidos. Este item ird se
concentrar em dois interpolantes semelhantes: O interpolante por partes baseado em Splines
cubicas (piecewise cubic spline), e o interpolante cubico por partes denominado ‘“formas

preservadas” (shape preserving) de Hermite, denominado no ambiente Matlab® de pchip.

[11][12]
AS5.1.1. Polinémio interpolador

Todos sabem que dois pontos determinam uma linha reta. Mais precisamente, dois
pontos quaisquer no plano, (X;; y1) € (X2; y2), com X; # Xp, determinam um Unico polindmio do
1° grau em x cujo grafico passa através dos dois pontos. H&4 muitas férmulas diferentes para o
polindmio, mas todos conduzem a mesma linha reta. Generalizando para mais de dois pontos,
isto ¢, dado n pontos no plano, (xi, vi); k = 1,n, com x; distintos, ha um tnico polindmio em x,
de grau menor do que 7, cujo grafico passa através dos pontos. E mais facil recordar que esse
n, o nimero de pontos de dados, ¢ também o numero dos coeficientes, embora alguns dos
coeficientes principais possam ser zero, da mesma forma que o seu grau pode também ser
menor do que n-/. Novamente, ha muitas formulas diferentes para o polindmio, mas todos
eles definem a mesma fung¢do. Este polindmio ¢ chamado o polindmio de interpolacdo porque

ele reproduz exatamente os pontos dados:

Plepi=w.. E=1,....n.
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Outros Polindmios, de menor grau, que apenas aproximam os pontos dados, ndo

podem ser considerados polindmios interpoladores, mas somente polindomios de ajuste.
A forma mais compacta de representagdo de polindmios ¢ a forma de Lagrange:

P(x) E: II;L::E_ e

T — 0
e \jzk 1

Ha n termos na soma e n-/ termos em cada produto, assim esta expressao define um
polindmio de grau n-/ no maximo. Se P(x) for avaliado em x = x;, todos os produtos a ndo ser
0 kesimo S30 1guais a zero. Além disso, o produto do keme € igual a um, assim a soma € igual a

i € as condicdes do interpolador sdo satisfeitas.
Por exemplo, considere a seguinte série de dados.
x =0:3;
y=[-5-6-116];
O comando do Matlab®:

disp([x; y])

mostra

A forma Lagrangeana do polindmio interpolador que trata estes dados é:

(o —1)ae =29 (e =3, _. wle — 2)(x —3)
(—5) —
| —i) ' ' (2
e —1)e —3), rlre—1)e —2)

| —2) (—1) 4 o) (16).

A
Plax)

PR
[ —0)

Nos podemos ver que cada termo ¢ do grau trés, assim como a soma inteira tem o grau
no maximo igual a trés. Porque o termo principal ndo desaparece, o grau ¢ realmente trés.
Além disso, se nos substituirmos os valores de x tais como x = 0; 1; 2, ou 3, trés dos termos
desaparecem e o quarto produz o valor correspondente da série de valores dados. Os
Polindmios nio sdo usualmente representados sua forma Lagrangeana. Mais frequentemente,

sa0 escritos como:

mg—db'—ﬁ.
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As potencias simples de x sdo chamados mondmios, e esta forma de apresentacdo de

polindmios ¢ chamada de forma de potencia.
Os coeficientes de um polindmio interpolador usando sua forma potencial,

2

TR -1 T
Plr) = era Fegr™ 4 e x4 o,

podem, em principio, ser computados resolvendo um sistema de equacdes lineares

simultineas por qualquer método conhecido.

xy ! ry 5] Ly

n—1 ) [ i

g Ty IR 1 2
1

| ]
[y

| ]

—1 1 .
b '! T T'n U n

Nesta secdo nods iremos descrever algumas rotinas do Matlab® que sdo

implementag¢des de varios algoritmos de interpolagdo. Todos seguem a seguinte sintaxe:
v = interp(x,y,u)

Os primeiros dois argumentos, x e y, sao vetores de mesmo comprimento e definem os
pontos de interpolagdo. O terceiro argumento, u#, ¢ um vetor dos pontos onde a fungdo sera

interpolada. A saida v tem a mesma dimensao que u e seus elementos sdo:

v(k)=interp(x,y,u(k))

Nossa primeira funcao de interpolacao, polyinterp, ¢ baseada na forma Lagrangeana.
O caodigo utiliza operagdes matriciais do Matlab® para avaliar os valores do polindmio nos

valores de u simultaneamente.
Considere os seguintes pontos:

x=[01 2 3];

y=[-5-6 -1 16];

u=(-.25:0.01:3.25);
%Polyinterp.m
function v = polyinterp(x,y,u)
x=input('entre valores do intervalo de X :');
y=input('entre valores do intervalo de Y :');
u=input('entre valores do intervalo u a interpolar:');
n = length(x);
v = zeros(size(u));
for k=1:n
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w = ones(size(u));
for j = [1:k-1 k+1:n]
w = (u-x(j))./(x(K)-x(j)).*W;
end
v=v+why(k);
end
plot(x,y,'o',u,v,'-")
> polyinterp

Produz o seguinte resultado:

Interpotagao por polindmio global
dados
—— Palyinterp

10l L L L L L L L
05 0 05 1 15 2 25 3 35
X

Figura 64: Interpolagdo por polindmio global. A rotina Polyinterp.

A funcdo Polyinterp também funciona corretamente com variaveis simbolicas. Por

exemplo, crie o seguinte comando:
symx = sym('x’)

Entdo avalie e apresente graficamente a forma simbolica do polindmio interpolador

com o seguinte comando:
P = polyinterp(x,y,symx)
pretty(P)
A qual produz:
SEB3x+DEIR2x+D)(x+1) -6 (-1/2 x + 3/2)(-x + 2)x
12 (x+3)(x - D)x+16/3 (x -2)(1/2 x - 1/2)x

Esta expressdao ¢ um rearranjo da forma Lagrangeana do polindmio interpolador. A

forma Lagrangeana pode ser simplificada usando o seguinte comando:
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P = simplify(P)

Modifica P para a forma de potencia:
P =x"3-2%x-5

Aqui esta outro exemplo, com um conjunto de dados que serd doravante utilizado em

outros métodos neste capitulo. A seqiiéncia de comandos:

x =1:6;

y=[161821 1715 12];

disp([x; y])
u=(.75:.05:6.25);
v = polyinterp(x,y,u);
plot(x,y,'o',u,v,"-');
produz o seguinte resultado:
1 2 3 4 5 6
16 18 21 17 15 12
e a figura 65 mostra o resultado grafico desta interpolacao.

Inperpolagio por polingmio global
22

" dados
| = Polyinterp |

0 1 2 3 4 5 E 7
X

Figura 65: Interpolagdo por polindmio de grau pleno.

Ja neste exemplo, com apenas seis pontos regularmente espacados, nds podemos
comegar a ver as dificuldades basicas com a utilizacdo de polindmios de interpolacdo. Nos
intervalos intermedidrios, especialmente no primeiro e tltimo subintervalo, a fun¢do apresenta

excessiva variagdo. Ela ultrapassa as variagdes dos valores dados. Como resultado,
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polindmios interpoladores de grau pleno sdo usados raramente para adequagdo de curvas. Sua

aplicacdo reside basicamente na derivac¢do de outros métodos numéricos.
AS.1.2. Interpolacio Linear por partes

Vocé pode criar um grafico simples do conjunto de dados usados na se¢do anterior
desenhando os dados duas vezes, a primeira com circulos em cada ponto dado e uma vez mais

com linhas retas conectando estes pontos. Os seguintes comandos produzem a figura 66:
x=1:6;
y=[16182117 15 12];

>plot(x,y,'0'",x,y,'-")

Interpolagdo linear por partes
24 -

["© dados
Fiecelin
201 B

1 2 3 4 5 6 7
X
Figura 66: Interpolagdo linear por partes.

Para gerar as linhas, as rotinas graficas do Matlab® usam interpolag¢do linear por
partes. O algoritmo apresenta o cenario para algoritmos mais sofisticados, como sera visto
adiante no desenvolvimento de dois interpolantes importantes. Trés grandezas sdo requeridas.

O indice interno k precisa ser determinado de forma que:
X <x <xp+1.
A variavel local, s, ¢ dada por
S =X - Xk
A primeira diferenca dividida é:

. ket1 — Uk
fuFa - -
g1 — I



Anexo A.3

132

Com estas quantidades em maos, o interpolante ¢é:

Esta ¢ claramente uma funcdo linear que passa completamente através de (xi, yi) e
(xi+1; vk+1). Os pontos x; sdo chamados as vezes breakpoints ou simplesmente breaks. O
interpolante linear por partes L(x) ¢ uma fun¢do continua de x, mas sua derivada primeira,
Loy(x), ndo ¢ continua. A derivada tem um valor constante, [ 4, em cada subintervalo, porém da
saltos nos breakpoints. O interpolador linear por partes ¢ executado em piecelin.m. A entrada

u pode ser um vetor dos pontos onde o interpolante deve ser avaliado, assim como o indice k ¢

M1 —

Lire)=op + (& — o)
Tyl — ks

i+ S50,

na verdade um vetor dos indices.

%Piecelin.m

function v = piecelin(x,y,u)

%PIECELIN Piecewise linear interpolation.

% v = piecelin(x,y,u) finds the piecewise linear L(x)
% with L(x(j)) = y(j) and returns v(k) = L(u(k)).
x=input('entre valores do intervalo de X :');
y=input('entre valores do intervalo de Y :');
u=input('entre valores do intervalo u a interpolar:');
% First divided difference

delta = diff(y)./diff(x);

% Find subinterval indices k so that x(k) <= u < x(k+1)
n = length(x);

k = ones(size(u));

for j =2:n-1

k(x(j) <=w) =j;

end

% Evaluate interpolant

s =u - x(k);

v =y(k) + s.*delta(k);

plot(x,y,'o',u,v,'-")
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AS5.1.3. Interpolacio por polindmios cibicos por parte de Hermite

A maioria das técnicas de interpolacdo mais efetivas sdo baseadas em polindmios

cubicos por partes [11] [12]. Seja &0 comprimento do K, subintervalo:
fip, = rpy1 — g
Entdo a primeira diferenga dividida é:

- U1 — Ui
7™ |"—
1

Seja d; a inclinacao da derivada no ponto x:
idp = P ).

Para o interpolante linear por partes, dr = [l;; ou [J;. Entretanto, isto ndo ¢

necessariamente verdadeiro para interpolantes de maior ordem.

Considere a seguinte funcao no intervalo x; < x < xz4;, expressa em termos das

variaveis locais s = x-x; e h = hy:

Pl Fas? — 247 | h* — 3hs? 4 257
() = ———uns1 : e
= * 3
.~a2|:.~a — ) .\:IZ 5 — ."}:I

b—g— i1 + ——5—
HE |'I|'2

2
..

Este ¢ um polindomio cubico em s, € por sua vez em x, que satisfaz quatro condi¢des da
interpolag¢do, duas em funcdo dos valores conhecidos e duas nos valores, possivelmente

desconhecidos, das derivadas primeiras:

Plag) = up. Plopg) = yrp
P'rlz.a'lg.ZI i, P'rl:.rl;.+1:l 1.

Fungdes que satisfazem estas condi¢des de interpolagdo nas derivadas primeira sio
conhecidas como interpolantes Hermitianos ou interpolantes osculatérios, porque os

interpolantes tocam nos pontos de interpolagdo (‘osculari’ significa ‘beijar’ em Latim).

Caso em que ambos os valores sejam conhecidos, isto ¢, da funcdo e de suas derivadas
primeiras, num conjunto de breakpoints, entdo a interpolacdo por partes de Hermite pode

reproduzir imediatamente aqueles dados.

Entretanto, se ndo se dispde dos valores das suas derivadas nos breakpoints, as

inclinagoes dj deverdo ser definidas de alguma maneira.
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Das muitas possiveis maneiras de se determinar estes valores, nos iremos descrever

dois, que sdo chamados no ambiente Matlab® de pchip e spline.

AS5.1.4.Polindmio cubico por partes com preservacio de forma de Hermite (Shape-

Preserving Piecewise Cubic)

O acronimo pchip consiste na abreviagdo de polindmio interpolador por partes de
Hermite (do inglés “piecewise cubic Hermite interpolating polynomial."). Embora possa
parecer contraditorio de se dizer, esta denominacdo ndo especifica qual dos intimeros
interpolantes esta realmente sendo utilizado. De fato, interpolantes spline também sdo
interpoladores cubicos por partes de Hermite, porém com diferente definicdo das derivadas

nos breaks.

Nosso ‘pchip’ € um interpolante denominado shape-preserving, por ser ‘visualmente

agradavel’ e foi incorporado no ambiente Matlab® recentemente.

A figura 67 mostra como pchip interpola nossos dados do exemplo.

Interolagdo por partes de Hermite
22 T r T r -
dados
| — Pehiptx |

20+

L ] 2 3 3 s ¢ 7
X
Figura 67: Interpolagdo com preservagdo de forma de Hermite.

A idéia chave ¢ determinar as derivadas primeira (tangentes) di de tal maneira que os
valores da func¢do ndo ultrapassem os breakpoints, pelo menos localmente. Se [x e [;; tem
sinais opostos ou se qualquer um dos dois € igual a zero, entdo x; ¢ um minimo ou maximo

local e, desta forma, se fixa:
e, [,

Isto ¢ mostrado na primeira parte da figura 68. A linha so6lida representa nosso
interpolante linear definido anteriormente. Suas derivadas primeiras de ambos os lados do

breakpoint possuem sinais opostos. Conseqlientemente, a linha tracejada possui inclinagao
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zero. A linha curva € o interpolante “shape preserving”, formado por dois diferentes
polindmios cubicos. Os dois polindmios ctbicos interpolam o valor central e ambas derivadas
no ponto central sdo iguais a zero. Contudo ha um salto nas segundas derivadas no ponto

central.

Se Or e Jr.; tem o mesmo sinal e, os dois subintervalos tém o mesmo comprimento,

entdo dj é tomado como a média harmonica das duas derivadas discretas.

L
i, 208, A,

Em outras palavras, no breakpoint, o reciproco da derivada do interpolante Hermitiano
¢ a média dos reciprocos das inclinagdes — derivadas — do interpolante linear por partes em

ambos os lados do ponto central.

Isto ¢ mostrado na segunda parte da figura 68.

(a) 0% e O4.; com sinais contrarios (b) Oy e Ok.; com mesmo sinal

Figura 68: Exemplos de tangentes para Pchip.

Considere que, no ponto central, o reciproco da inclinacao do interpolante linear varia
de 1 para 5. O reciproco da inclinagdo da linha tracejada ¢ igual a 3, a médiade 1 e 5. O
interpolante “shape-preserving” é formado por dois polindmios cibicos que interpolam o
valor central e que apresenta inclinagdo igual a 1/3 no local. Uma vez mais, hd um salto na
segunda derivada no ponto central. Mais tarde esta caracteristica ird determinar a escolha
pelos interpoladores Splines clibicos que, por ndo serem sensiveis a estes ‘saltos’, sdo mais

bem indicados para o calculo das curvaturas em cada ponto.
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Se oy e Jr-; tiverem o mesmo sinal, mas os subintervalos tém comprimentos diferentes,
entdo d; ¢ determinada como a média harmdnica ponderada, cujos pesos sdo determinados

pelos comprimentos dos subintervalos a montante e a jusante do ponto central, como seguem:

W -+ g i) o

i}, A1 TR
Onde:

] 2|'I.'j'. | .'I?l:'. 1+ Wa .'I?l:'. | '.2|'I.'j'. 1-

Isto define os valores das derivadas nos breakpoints intermediarios, mas as derivadas
em d; e d, nos pontos inicial e final respectivamente sdo determinadas por uma andlise

unilateral um pouco diferente. Os detalhes se encontram na rotina pchiptx.m mais adiante.
AS5.1.5. Splines cabicas

Outra fungdo interpolante cubica por partes € a “spline clibica”. O termo ‘spline’
refere-se a um antigo instrumento utilizado em desenho e em tragado naval. Trata-se de uma
esbelta tira de madeira, plastico, ou outro material flexivel, que ¢ alinhada com pontos dados
— breakpoints — e define uma suave curva entre seus subintervalos. Fisicamente, a ‘spline’
minimiza a energia potencial sujeitada pelos pontos de restricdo dados ou, em outras palavras,

“traga o caminho de menor impeddncia entre os pontos dados”. [wickpaedia]

A correspondente spline matematica tem obrigatoriamente que ter as segundas
derivadas continuas e satisfazer as restricdes determinadas pelos pontos de controle ou

breakpoints. Alguns autores também se referem aos breakpoints como ‘nds’.

O mundo ‘splines’ estende-se muito além do basico interpolante unidimensional,
cubico, ‘spline’ que se esta descrevendo aqui. Existem interpolantes multidimensionais, de
ordem mais alta, com breaks variaveis e também °‘splines’ para ajuste de curvas. Uma
referencia importante para, tanto o tratamento matematico como para o desenvolvimento de
programacao, € o livro “A practical guide to splines” de Carl de Boor. De Boor ¢ também o

autor da fungdo ‘spline’ e do ‘spline tool box’ para o ambiente Matlab®.

A figura 69 mostra um conjunto de dados interpolados por uma spline interpolando os

dados de nosso exemplo.
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Interpolagio por Splines
22 T T

» dados |
= Spline |

20

1 2 2 4 5 [ 7

x
Figura 69: Exemplo de interpolagéo por Splines.

A primeira derivada P’(x) da fungdo cubica por partes ¢ definida por diferentes
formulacdes de cada lado do nd x;. Ambas fornecem o mesmo resultado numérico para dy no

no, assim P’(x) ¢ continua.

No Késimo subintervalo, é uma fungao linear de s= x — x;.

(6h — 12510 + (65 — 20 )dp 1 + (65 — 4h)dy

2 5
Prix
. i I.'J-.E

Sex =x, s=0e¢:

6y — 2dp,q — ddj,

.PHI:..I'L 1 .
h

O sinal + em x;+ indica que esta ¢ uma derivada pela direita. Se x = xj+;, s=hy €:

—Gdg + dd gy + 2dy

P'{wpp1—)
iy

No (k-1)esimo subintervalo, P”(x) ¢ dado por uma formulagdo similar envolvendo [,

d, e di.;. No no x;, se obtém :

—0dg 1+ ddp + 2

Jr"'rrlz.n"j'_—ZI -
M1

Como foi requerido que P ”(x) fosse continua nos breakpoints x = x;, significa que:
Pt ) = P (ep—).
Isto conduz a seguinte condi¢3o:

B 1+ 20he 1 + fag Jdi + hp1dppr = 3hedp 1 + ha 16, ).
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Se os nos sdo espagados igualmente, de forma que /4, ndo depende de &, a expressdo

acima se torna, colocando /;,=h;.;=h em evidencia:
i 1+ iy +dpag = 36 1 + 38,

Como nossos outros interpolantes, as inclinagdes diy das ‘spline’ sdo intimamente
relacionadas com as diferengas Jx. no caso das ‘spline’, eles sdo uma espécie de média movel

dos J;’s.

A abordagem precedente pode ser aplicada a cada n6 intermediario xi, k = 2 : n-1, para
dar n-2 equagdes envolvendo os ‘n’ dy desconhecidos. Da mesma forma que no caso do pchip,
uma abordagem diferente deve ser utilizada nos extremos do intervalo. Uma eficaz estratégia
¢ conhecida como “nd-a-nd”. A idéia ¢ utilizar um polindmio cubico somente nos primeiros
dois subintervalos x;< x < x3, € nos ultimos dois subintervalos x,., <x <x,. Neste caso, x, e x,,.
; ndo sdo considerados como nds. Se os nds sdo igualmente espagados com todos os /i = 1,

conduz a:

5 _ l .
r.'ll f Er.'lg Eﬂl | E.'"JE
e também:

o
‘-'r"lr.' 1 - ”1” =05 0

Os detalhes do tratamento dos dk no caso de espagamento ndo uniforme sera visto na
rotina splinetx.m mais adiante. Com as condi¢des de contorno dos extremos do intervalo

consideradas, se tem um sistema de n equagdes lineares e n incognitas.
Ad .

O vetor das inclina¢des desconhecidas é:

r'lli‘.'

A matriz dos coeficientes 4 ¢ tridiagonal:
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2o fra + Ry
fas 2004 + ha) 11

fan 2{hg + ha) g

fw 1 20hn 2+ 1) hy

[ )

hn_1+ hin_2 hn
O lado direito da expressao ¢:

"
hady + hyda
ﬁgfig } ﬁgfig

III"r.I 1"l:'-r.I 2 "I"r.' '2""-r.' 1

"n

Os dois valores r; e r, estdo associados com as condigdes das extremidades do

intervalo.

Se os nds sdo igualmente espagados com todos os /4 = 1, a matriz dos coeficientes fica

bastante simplificada:

2
11
14 1
A :
1 11
2 1
E o lado direito da expressao fica sendo:
S0 4 LA
z01 + o2
M+ da
da + g
7 3 .
A2+ dn 1
Fin 2 %"in 1

Nas fungdes ‘spline’ distribuidas com o Matlab® e a ‘Spline Toolbox’, as inclina¢des

sdo computadas através do operador ‘barra invertida (backlash).
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Uma vez que a maioria dos elementos da matriz A ¢ igual a zero, ¢ apropriado
armazenar a mesma como uma estrutura esparsa (sparse). O operador ‘barra invertida’ pode
entdo tirar vantagem da estrutura tridiagonal e resolver o sistema de equagdes lineares com

economia de tempo e computacional.

A figura 70 compara o interpolante ‘spline’ s(x) com o interpolante pchip p(x). A
diferenca entre as funcdes ¢ quase imperceptivel. A primeira derivada spline, s’(x), ¢ suave,
enquanto a primeira derivada do pchip, p’(x), ¢ continua, porém apresenta ‘vincos’ ou
‘angulos agudos’ (kinks) em alguns nos. A segunda derivada spline s”(x) € continua,
enquanto a segunda derivada pchip p”(x) apresenta saltos nos nos. Por serem ambas as
funcdes polindmios cubicos por partes, suas terceiras derivadas, s’’’(x) e p’’’(x), sdo
constantes por partes. O fato da s’’’(x) apresentar o mesmo valor nos dois primeiros intervalos
e nos dois ultimos reflete a condi¢do ‘nd-a-no' imposta nas extremidades do intervalo, como

falado anteriormente.

apline pchip

21 1 21
18 1 18
15 1 15
12 1 12

2 4 6 8 2 4 6 8
5 5
0 0
-5 : -5

2 4 6 8 2 4 6 8
20 20
: \/\/\ | 0 __\/‘\/____\
=20 =20

2 4 6 8 2 4 6 8
]I _ an - __
0 - of — - —
=30 —30 —

2 4 6 8 2 4 6 8

Figura 70: Interpolantes Spline e Pchip e suas trés primeiras derivadas.

AS.1.6. As rotinas pchiptx, splinetx

As rotinas pchiptx e splinetx sdo ambas baseadas no interpolador ctibico por partes de

Hermite. No késimo subintervalo, o interpolador ¢ dado pela seguinte expressao:

o\ .'L".l.'-;g — 2'-.? ."}3 — .']."il.'-i2 f 2.‘43
I ) h—g-'l"lj-"l‘l | A i
s2s —h) sls — I )2
b—a—d g1 il

n- llln'2
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Onde s=x-x; e h=h;,. As duas fungdes diferem na maneira pela qual avaliam as
derivadas dr. Uma vez computadas estas derivadas, o interpolante pode ser eficientemente

avaliado usando a forma de potencia da variavel local s.

Plr) = yp + sdp 4 .*-;2.";; | .*-;:3.'1.11._

Onde os coeficientes dos termos quadratico e clibico sdo:

‘.}"'-F.- — fr."l;'. — rfl;.+1
Ck - .
i
. dp, — 24 4 ""I.f.-+1
. — .
n=

A seguir apresentamos a primeira parte da rotina pchiptx. Ela chama uma subfuncao
interna para computar os valores das derivadas primeiras. Entdo computa os demais
coeficientes, encontra um vetor dos indices do intervalo, e avalia os interpolantes. Apos o

preambulo, esta parte do codigo de programacdo ¢ a mesma para a rotina splinetx.

function v = pchiptx(x,y,u)

%PCHIPTX Piecewise cubic Hermite interpolation.
% v = pchiptx(x,y,u) finds the shape-preserving piecewise
% P(x), with P(x(j)) = y(j), and returns v(k) = P(u(k)).
%

% See PCHIP, SPLINETX.

% First derivatives

x=input('entre valores do intervalo de X :');
y=input('entre valores do intervalo de Y :');
u=input('entre valores do intervalo u a interpolar:');
h = diff(x);

delta = diff(y)./h;

d = pchipslopes(h,delta);

% Piecewise polynomial coefficients

n = length(x);

¢ = (3*delta - 2*d(1:n-1) - d(2:n))./h;

b = (d(1:n-1) - 2*delta + d(2:n))./h."2;

% Find subinterval indices k so that x(k) <= u < x(k+1)
k = ones(size(u));

for j =2:n-1

k(x(j) <= u) = j;

end
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% Evaluate interpolant
s =u - x(k);
v =y(k) + s.*(d(k) + s.*(c(k) + s.*b(k)));

plot(x,y,'o',u,v,'-");

O cddigo para computar as inclinagdes das derivadas de pchip utiliza uma média

harmdnica ponderada nos breakpoints interiores e uma formulag¢do unilateral nos pontos

inicial e final, como ja mencionado anteriormente.

function d = pchipslopes(h,delta)

% PCHIPSLOPES Slopes for shape-preserving Hermite cubic
% pchipslopes(h,delta) computes d(k) = P'(x(k)).

% Slopes at interior points

% delta = diff(y)./diff(x).

% d(k) = 0 if delta(k-1) and delta(k) have opposites
% signs or either is zero.

% d(k) = weighted harmonic mean of delta(k-1) and
% delta(k) if they have the same sign.

n = length(h)+1;

d = zeros(size(h));

k = find(sign(delta(1:n-2)).*sign(delta(2:n-1))>0)+1;
w1 = 2*h(k)+h(k-1);

w2 = h(k)+2*h(k-1);

d(k) = (wl+w2)./(wl./delta(k-1) + w2./delta(k));

% Slopes at endpoints

d(1) = pchipend(h(1),h(2),delta(1),delta(2));

d(n) = pchipend(h(n-1),h(n-2),delta(n-1),delta(n-2));

function d = pchipend(h1,h2,dell,del2)

% Noncentered, shape-preserving, three-point formula.
d = ((2*h1+h2)*dell - h1*del2)/(h1+h2);

if sign(d) ~= sign(dell)

d=0;

elseif (sign(dell)~=sign(del2))&(abs(d)>abs(3*dell))

d =3*dell;

end

A rotina splinetx computa as inclinagcdes das derivadas primeiras através da resolucao

de um sistema tridiagonal de equagdes lineares simultdneas, como falado anteriormente.
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function v = splinetx(x,y,u)

%SPLINEX Piecewise cubic Hermite interpolation.
% v = splinetx(x,y,u) finds the cubic spline piecewise
% S(x), with S(x(j)) = y(j), and returns v(k) = S(u(k)).
%

% See PCHIP, SPLINETX.

% First derivatives

x=input('entre valores do intervalo de X :'");
y=input('entre valores do intervalo de Y :');
u=input('entre valores do intervalo u a interpolar:');
h = diff(x);

delta = diff(y)./h;

d = splineslopes(h,delta);

% Piecewise polynomial coefficients

n = length(x);

¢ = (3*delta - 2*d(1:n-1) - d(2:n))./h;

b = (d(1:n-1) - 2*delta + d(2:n))./h.*2;

% Find subinterval indices k so that x(k) <= u < x(k+1)

k = ones(size(u));

for j=2:n-1
k(x(j) <=u)=j;
end

% Evaluate interpolant
s =u - x(k);
v=y(k) +s.*(d(k) + s.*(c(k) + 5.*b(K)));

plOt(Xay"O'suaVa'r");

function d = splineslopes(h,delta);

% SPLINESLOPES Slopes for cubic spline interpolation.
% splineslopes(h,delta) computes d(k) = S'(x(k)).

% Uses not-a-knot end conditions.

% Diagonals of tridiagonal system

n = length(h)+1;

a = zeros(size(h)); b=a;c=a;r =a;

a(1:n-2) = h(2:n-1);

a(n-1) = h(n-2)+h(n-1);
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b(1) = h(2);

b(2:n-1) = 2*(h(2:n-1)+h(1:n-2));

b(n) = h(n-2);

¢(1) = h(1)+h(2);

¢(2:n-1) = h(1:n-2);

% Right-hand side

r(1) = ((h(1)+2*c(1))*h(2)*delta(1)+ ...
h(1)*2*delta(2))/c(1);

r(2:n-1) = 3*(h(2:n-1).*delta(1:n-2)+ ...
h(1:n-2).*delta(2:n-1));

r(n) = (h(n-1)"2*delta(n-2)+ ...
(2*a(n-1)+h(n-1))*h(n-2)*delta(n-1))/a(n-1);
% Solve tridiagonal linear system

d=a\r;

AS5.1.7. Conclusoes

Na figura 71 é mostrado o resultado dos interpolantes analisando o mesmo conjunto de

dados do exemplo

Piecawise linear interpelation Full degree polynomial interpelation

Shape-presarving Harmite intarpolation Spline intarpolation

Figura 71: Comparacdo dos quatro interpolantes.

A figura 71 também ilustra comparativamente caracteristicas tais como a suavidade do
interpolante e uma propriedade, algo subjetiva, que poderia ser chamada como monoticidade

local ou ‘preservagdo da forma’ (shape preservation).
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O interpolador por partes linear estd num outro extremo. Ele ndo apresenta qualquer
suavidade. Ele ¢ continuo, porém apresenta saltos em sua derivada primeira. Por outro lado,
ele preserva a monoticidade local dos pontos dados. Ela nunca os ultrapassa (overshoots) e,
permanece crescendo ou decrescendo ou mesmo constante nos mesmos subintervalos em que

os pontos dados assim o fazem.

O interpolante polinomial de grau pleno ou global, estd em outro extremo. Ele ¢
diferenciavel indefinidamente segundo seu grau, contudo, ele frequentemente falha em

preservar a forma, particularmente proximo as extremidades do intervalo de dados.

Os interpolantes pchip e spline situam-se de forma intermediaria entre estes dois
extremos. Spline ¢ mais suave que pchip. O spline tem duas derivadas continuas, enquanto
pchip tem somente uma. Descontinuidades na segunda derivada implicam em
descontinuidades de curvaturas — e curvaturas sdo a espinha dorsal do presente trabalho. O
olho humano ¢ capaz de detectar grandes saltos em curvaturas em gravuras ou pecas
mecanicas feitas em maquinas ferramentas programadas por controle numérico. Por outro
lado, pchip garante esta caracteristica de “monoticidade local”, enquanto spline ndo pode

garantir.

Finalmente, a figura 72 mostra os quatro interpolantes analisados neste capitulo num

mesmo frame para, de forma pictorica, auxiliar a consolidar as observacdes acima.

Figura 72: Os quatro interpolantes num mesmo frame para comparagao.
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AS.2. Determinacio da interpolacio biquadratica.
AS.2.1. Pressupostos:

e Sdo conhecidos os valores Z; dispostos em uma malha regular em X e Y, conforme
figura 73.

e s passos px e py sdo iguais e constantes em toda a malha.

ZO 3 21,3 ZZ 3 23 3
py
o L] L] L] L]
ZO 2 Zl,2 ZZ 2 ZS 2
py
<+ ° ° . .
ZO 1 Z1,1 ZZ 1 ZB 1
Py v
- X L) o L
ZO 0 Z1 0 ZZ,O Z3 0
b + + A
pX px px

Figura 73: Levantamento planialtimétrico Z; (X,y).

AS5.2.2. Interpolante 1D

Como passo intermediario para desenvolver a equacdo de interpolagdo 2D, serd
desenvolvida a equacdo para interpolagdo quadratica 1D a partir de trés pontos regularmente
espacados, representados na figura A5.2.1 (Xi.;, Zi1), (Xi, Z;) € (Xi+1, Zi+;). Procura-se a
funcdo Z(X) que interpola Z a partir de um valor dado de X de forma que X; ;< X < Xj4;.

X1 X X Xisg

Figura 74: Interpolagdo 1D.



Anexo A.3 147

Para interpolar o valor de Z, defina antes a coordenada normalizada x como:

XX,
pXx

(A5.2.1)

X

Note que para os pontos Xj.;, Xj € X+ 0s valores de x sdo respectivamente -1, 0 e 1.

Os valores de Z sdo interpolados por:

-1 +1
Zuyiﬁyﬁzﬂ—u—nu+na+°’)xaﬂ (A5.2.2)
Exemplo A5.2.1:
Zi,=4 Z;=1 Zis1=2
4t
- _
2x) 2
- _
0875, | | |
-1 =0.5 0 0.5 1
— L X L
Figura 75: : Resultado da Interpolagéo 1D.
AS.2.3. Interpolacao 2D
Serdo usadas as seguintes coordenadas normalizadas:
X-X, Y-Y
X= L e y=——+— (A5.2.3)
px py

Considerando que os valores de Z estdo disponiveis para o ponto “Z; e seus oito

vizinhos”:
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° ° °
Zi—l,j+1 Zi,j+1 Zi+1,j+1
° ° °
Zi-l,j Zi,j Zi+1,j
Y
X ° °
Zi-l,j-l Zi,j-l Zi+l,j-1

Figura 76: A matriz “pivé Z;; e seus 8 vizinhos”.

A equacdo de interpolacdo 2D é:

Z(x’y):wz. +(x—1)(X+1)(y—1)yZ -l—wz .\

4 i-1,j-1 _ 2 i,i-1 4 i+, /-1
Lo Dx(y=Dy+h o =D+ D =D +D) o et Dx(p =D +D) . (A5.2.4)
) i-1,j 1 ij ) i+l,j
-1 +1 -Dx+D(y+1 +1 +1
L )Xiy )y Z, o+ (x )(X_ 2)(y )y Z,..+ (x )x:y )y o

Exemplo AS5.2.2: Para os seguintes pontos, usar a expressdo (AS5.2.4) para

determinagdo dos tragos de plano e reconstrucao da superficie:

6 25
413
8 36

Curvas de nivel do exemplo

Exemplo de interpolacac bi-dimensional

Figura 77: Curvas de nivel e superficie reconstruida através do método AIMCODE.

A5.2.4. Determinacio do perfil da funcio em uma dada direcao:

Este ponto ¢ uma das partes principais da metodologia desenvolvida neste trabalho.
Para maior clareza, como enfatizado na introdugdo, mossas lisas ¢ “bem comportadas” sdo

raramente encontradas na pratica. Nao ¢ muito dificil de imaginar que, sendo a maioria
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esmagadora das mossas decorrentes do assentamento da tubulagcdo sobre rochas ou terreno
mais rigido do que seu entorno, e que rochas, ndo sdo necessariamente um ‘domo esférico’,
nem se encontram alinhadas com o duto a tal ponto de produzir mossas conforme os modelos

usualmente utilizados.

Para determinagao do perfil da fun¢do em uma dada direcdo [| se deve por

conveniéncia criar uma notagao paramétrica, como segue:

Seja a direcao dada por 0 (radianos). Defina a varidvel t no dominio -1 <t < 1. O perfil

na dire¢ao dada por 0 ¢ calculado por:
Pz(t,0) = Z(t.cos 0,t.sen ) (A5.2.5)

Exemplo A5.2.3: Usando os mesmos dados do exemplo anterior, tragar os tragos de

plano a 0° e a 30°.

1 | | 0
0 -1 —0.5 0 0.5 1

~1 0.5 0 0.5 1
Figura 78: (a) cisalhamento a 0 rad. (b) cisalhamento a (7/6) 30°.

AS5.2.5. Derivada segunda direcional: [7]
Como visto no capitulo 3, a metodologia proposta neste trabalho se baseia, em parte,

na determinagdo das curvaturas principais com base nas técnicas da Geometria Diferencial,

no caso, para estimativa das componentes das deformacoes de flexao.

Antes de prosseguirmos, vamos relembrar o conceito numérico de derivadas primeira

e segunda pela diferenca central, com dois pontos. [7]

A definicao formal da derivada da funcao f(x) é:

lim  f(x+A)

"(x) = AS5.2.6
J'(x) Ao A ( )
A derivada também pode ser calculada numericamente de forma aproximada pelas

diferencas finitas centrais com dois pontos, como segue: [7]

F(x+A12)= f(x+A/2)

= A (A5.2.7)

Neste caso A ¢ um valor pequeno, ndo nulo. Quanto menor A, melhor ¢ a aproximacao.
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A segunda derivada também pode ser calculada numericamente de forma aproximada

a partir de valores da primeira derivada. E usada a seguinte expressao:

ST (x+A/2)-f'(x—A/2)
(x) = A
(A5.2.8)

fH

O primeiro termo do numerador da equacgdo (A5.2.8) ¢ a primeira derivada calculada

no ponto X + A/2, que também pode ser calculada numericamente de forma aproximada. Para

isso, aplica-se a equacao (2) no ponto x + A/2:

S+A/2+A/2) = f(x+A/2-A/2) _ f(x+8)- f(x)

f(x+A/2)= A A (A.5.2.9)
De forma analoga:
f,(x_A/z);f(x—A/2+A/2);f(x—A/2—A/2):f(x)—]A‘(x—A) (A.52.10)
Substituindo as equagdes (A5.2.10) e (A5.2.9) na (A5.2.8):

S+ - f(x) ()= f(x=4)
P, A ; A _ f(x+A)—2];gx)+f(x—A) (AS2.11)

A equagdo (AS5.211) calcula o valor aproximado para a segunda derivada a partir de
valores discretos de f(x). Também aqui, do ponto de vista matematico, quanto menor A,
melhor sera a aproximag¢ao. Do ponto de vista numérico ndo ¢ conveniente usar valores muito

pequenos porque os erros de arredondamento numérico passam a crescer de importancia.
AS5.2.6. Calculo da derivada segunda direcional

Pode ser calculada numericamente na direcao 0 a partir da seguinte expressao:

Pz(A,0) - 2Pz(0,0) + Pz(—A, 6)

" (A5.2.12)

Dz(0) =

sendo A o incremento para o célculo da segunda derivada. (A = 0,1 ¢ um valor tipico)

A equacdo acima calcula a segunda derivada direcional de Z em termos das variaveis
normalizadas (x e y). Quando o espacamento da malha ndo for simétrico e regular, ¢

necessario corrigi-la aplicando uma constante multiplicativa:

Dz(0) - PA8.0) = 2P=(0,0) + P=(-A,0)
P’ A (A5.2.13)

p=px/py
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sendo p = px/py que sdo os intervalos de espagamento ou “passos” da grade. P ¢ um fator de

escala para que se compense espagamentos nao regulares.

Para encontrar os angulos com minima e méxima curvatura, 6 pode, por exemplo, ser

varrido entre 0 e T com um incremento ndo maior que a incerteza aceitavel para 0.

Exemplo AS5.2.3: Ainda tomando como referencia nosso exemplo inicial, a figura

abaixo representa a segunda derivada direcional para angulos entre 0 e 180 graus.

| | |
0 50 100 150
Figura 79: Segunda derivada direcional.

A segunda derivada ¢ maxima e igual a 5,0311 para 7,10° e minima e igual a 2,9696

para 96,94°.
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