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Resumo

Em sistemas de telecomunicacoes e de transporte, o problema localizagao de concentradores
com atriuigdo multipla surge quando demandas entre muitos pares de origem-destino devem
ser enviadas. Ao invés de servir cada demanda entre uma origem e um destino com uma
conexao direta, os fluxos sao reunidos a partir de concentradores (hubs) e enviados, através
de uma rede de concentradores, para serem entao entregues aos respectivos destinos. Sis-
temas com esse tipo de topologia sdo chamados de sistemas do tipo eixo-raio ou redes do tipo
eixo-raio. Essas redes sdo projetadas para usufruirem da economia de escala obtida ao se
concentrar o fluxo durante o transporte e/ou transmissao entre concentradores. Portanto, o
problema consiste em encontrar a configuragdo de rede eixo-raio com o menor custo possivel
selecionando quais locais a se instalar um concentrador e atribuindo o trafego a cada um,
dados os custos de instalacao, de transporte e a demanda entre os pares de origem e destino.
No presente trabalho, trés versdes diferentes do problema sdo estudadas: o problema classico,
a economia de escala dependente do fluxo e o congestionado. Algoritmos eficientes baseados
no método de Decomposicao de Benders foram empregados na resolugao dos problemas, re-
solvendo instancias de grande porte, consideradas “fora do alcance” de métodos exatos, em

um tempo aceitavel.

Palavras-chaves: Redes eixo-raio, Decomposicao de Benders; Otimizacao de Grande Porte



Abstract

In telecommunication and transportation systems, the multiple allocation hub location prob-
lem arises when we must flow commodities or information between several origin-destination
pairs. Instead of establishing a direct node to node connection from an origin to its des-
tination, the flows are concentrated with others at facilities called hubs. These flows are
transported on links established between hubs, being then splitted and delivered to its final
destination. Systems with this sort of topology are named hub-and-spoke systems or hub-
and-spoke networks. They are designed to exploit the scale economies attainable through
the shared use of high capacity links between hubs. Therefore, the problem is to find the
least expensive hub-and-spoke network, selecting hubs and assigning traffic to them, given
the demands between each origin-destination pair and the respective transportation costs. In
the present work, we study three different versions of the problem: the classical, the flow
dependent scale economies and the congestioned. Efficient Benders decomposition algorithms
have been deployed to tackle the problems. We have been able to solve some large instances,

considered ‘out of reach’ of other exact methods in reasonable time.

Keywords: Hub-and-spoke networks; Benders decomposition; Large-scale optimization
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Capitulo 1

Introducao

“Comece fazendo o possivel; entGo faca o que € necessdrio; e, de repente, vocé estard fazendo o impossivel.”

Sao Francisco de Assis

Sistemas do tipo eixo-raio ou, em inglés, “hub-and-spoke systems”, tornaram-se uma im-
portante area de pesquisa da teoria de localizacdo nas tultimas décadas. A relevancia é em
grande parte explicada pela sua utilizacdo em sistemas logisticos, tanto de passageiros quanto
de cargas, e em redes de telecomunicagoes.

Nesses tipos de sistemas, ao invés de servir cada demanda entre uma origem e um destino
com uma conexao direta, os fluxos sdo reunidos a partir de concentradores (hubs) ! e enviados,
através de uma rede de concentradores, para serem entdo entregues aos respectivos destinos.

Dessa forma, as demandas entre muitos pares de origem-destino usufruem da economia de
escala obtida ao se concentrar o fluxo durante o transporte e/ou transmissao. Essa economia
de escala permite entdo uma significativa redugao nos custos de transporte.

A figura 1.1 ilustra a diferenca entre ligacGes entre pares de demanda origem-destino
ligadas diretamente, figura (a), e via sistemas eixo-raio, figura (b).

As aplicagbes dos sistemas do tipo eixo-raio sdo muitas. Em sistemas logisticos, destacam-
se: o transporte aéreo de passageiros e de cargas, servicos expressos para entregas de en-
comendas no dia seguinte (overnight delivery), sistemas de transporte de cargas rodovidrias e
ferroviarias, e sistemas postais. Nesses casos, a demanda é especificada em termos de fluxos
de passageiros ou produtos entre pares de cidades ou localidades, e é transportada por algum
tipo de veiculo: avido, carro, caminhdo e trem. Os concentradores funcionam como terminais
ou centros de triagem que agregam pequenas quantidades de fluxos em quantidades maiores.
Essa agregacao permite o compartilhamento do meio de transporte e, conseqiientemente,
rateio dos custos de transporte; obtendo-se assim economia de escala.

No setor de telecomunicacgoes, os modelos do tipo eixo-raio abordam desde o processa-
mento distribuido de computadores até video conferéncia, passando por redes de telefonia

publica. Nesses casos, o fluxo é dado em funcdo da transmissao de informacao (voz, dados,

1O termo concentrador é utilizado de forma genérica, porém, dependendo da aplicacio, é também conhe-
cido como ponto de concentracao, terminal de consolidacao, centro de consolidagdo, terminal de triagem e
centro de distribuigao.
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A concentrador

® ponto de demanda

Figura 1.1: (a) Conexoes entre pares origem/destino. (b) Eixo-raio.

video) através de uma variedade de meios fisicos de transporte (fibra ética, par trangado,
cabos coaxiais) ou pelo ar, como em enlaces de satélite e de microondas. O papel do concen-
trador, nessas redes, é o de funcionar como centros de multiplexacdo, comutacao e roteamento,
interligando desde pequenas redes corporativas até redes globais.

Nas aplicacoes acima, o desenho das redes consiste basicamente na resolucao de dois tipos
de problemas: o primeiro é um problema de localizacao que envolve a instalacao de facilidades
que atuardo como concentradores e a ligacdo entre elas, isto é, os eizos; enquanto que o
segundo é um problema de atribuicao, ou seja, como as origens e os destinos das demandas
sdo alocados (ligados) aos concentradores instalados, isto é, a formagao dos raios.

Apesar das semelhancas, os problemas do tipo eixo-raio distinguem-se dos problemas clés-
sicos de localizacdo. Nestes, geralmente, os pontos de demandas sdo atendidos, total ou
parcialmente, por facilidades a serem localizadas. Enquanto, que naqueles, as demandas
ocorrem entre pares de origem-destino. Nestes casos, a fungdo dos concentradores nao é o
atendimento das demandas, mas o de funcionar como centros de comutacdo ou concentracao
de fluxo. Os concentradores permitem assim a consolidagdo, seguida de um redirecionamento
e, posteriormente, de uma separacao dos fluxos; sendo portanto facilidades intermediarias no
caminho entre os diversos pares de origem-destino.

Enquanto os concentradores sdo considerados totalmente conectados entre si, formando
uma clique; as origens e os destinos das demandas podem ser alocados aos concentradores
instalados de duas formas: alocacao simples, ou seja, as origens e 0s destinos das demandas
podem ser alocados & apenas um unico concentrador (veja figura 1.2 A); e alocac¢do multipla,

implicando que se podem conecté-los a mais de um concentrador da rede (veja figura 1.2 B).
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(A) Alocagao simples. (B) Alocagao multipla.

Figura 1.2: Exemplos de alocagdo das origems e dos destinos das demandas a concentradores
em um sistema eixo-raio.

Apesar das diversas variantes dos sistemas eixo-raio, o foco principal deste trabalho é
propor formulacoes e abordagens eficientes para resolver problemas de localizacdo de concen-

tradores com multipla atribuicdo. Algumas das principais contribui¢des desta tese sdo:

e 0 desenvolvimento de um algoritmo exato e competitivo para a resolugdo de instéancias

do problema de localizacdo de concentradores com atribuicdo miltipla;

e uma formulacdo matematica para o problema de localizagao de concentradores com
atribuicdo multipla e tratando a economia de escala como uma func¢ao de custo concava

linear por partes;

e 0 desenvolvimento de um algoritmo exato e competitivo para a resolucao de instancias do
problema de localizacao de concentradores com atribuicao miltipla, tratando a economia

de escala como uma func¢do de custo céncava linear por partes;

e 3 extensdo das formulacOes existentes para o problema de localizagao de concentradores

com atribuicdo miltipla e considerando os efeitos de congestionamento;

e 0 desenvolvimento de um algoritmo para a resolucao de instadncias do problema de
localizac@o de concentradores com atribuicdo miltipla e considerando os efeitos de con-

gestionamento.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

No capitulo 2, é apresentado um exame da literatura, mostrando a taxinomia da area,
as principais formulagoes mateméticas e alguns dos métodos de resolugdo do problema de
localizacao de concentradores com atribuicao multipla em redes do tipo eixo-raio.

No capitulo 3, um algoritmo especializado, baseado no método de Decomposicao de Ben-
ders, é aplicado na resolucao de instancias padrao do problema de localizacao de concen-
tradores com atribui¢do multipla. Resultados computacionais sdo apresentados para verificar

a eficiéncia do algoritmo e a qualidade das respostas obtidas.
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No capitulo 4, a economia de escala é representada por uma funcao concava linear por
partes dependente do fluxo entre concentradores. Uma formulacao matemética, com o limite
de programagdo linear mais justo do que o presente na literatura, é proposta. Mais uma
vez, um algoritmo especializado, baseado no método de Decomposicao de Benders, é aplicado
na resolucdo de instancias consideradas, até entao, “fora do alcance” dos métodos exatos em
computadores pessoais.

No capitulo 5, além da localizacao dos concentradores e da atribuicdo multipla dos clientes,
o nivel de congestionamento dos concentradores é considerado. Esse congestionamento é re-
presentado por uma func¢do convexa nao-linear tipica das areas de transporte. Um algoritmo
especializado, baseado no método de Decomposicao de Benders Generalizado, é usado na re-
solucdo de instancias do problema. Resultados computacionais sdo apresentados para verificar
a eficiéncia do algoritmo e a qualidade das respostas obtidas.

O capitulo 6 encerra o trabalho, apresentando as conclusdes, os comentérios finais e as

sugestoes para os trabalhos futuros.



Capitulo 2

Exame da Literatura

“Se estes e estas podem, porque ndo eu?”

Santo Agostinho

Neste capitulo, sdo apresentados alguns exemplos de sistemas eixo-raio, uma taxonomia da
area, as principais formulacoes matematicas para o problema de localizacdo de concentradores
com multipla atribui¢do, assim como uma breve discussdo de alguns algoritmos de resolugao

existentes na literatura.

2.1 Exemplos de Sistemas Eixo-Raio

As aplicacoes de sistemas do tipo eixo-raio sdo as mais variadas possiveis, destacando-se:
transporte aéreo, transporte publico urbano, servigos postais, sistemas logisticos, e, final-

mente, telecomunicacoes.

2.1.1 Transporte Aéreo

No transporte aéreo, além do custo operacional e do desempenho do sistema, o conforto dos
passageiros é uma preocupagcio constante. Além do impacto do custo nos pregos das tarifas,
os efeitos da decolagem e do pouso dos avides sao considerados no desenho dessas redes
(Bryan e O’Kelly, 1999).

Uma forma de reduzir os custos é empregando sistemas do tipo eixo-raio. Ao invés de
se interligar diretamente todos os pontos de demanda ou criar trechos extremamente longos,
segmentam-se as rotas, criando assim o conceito de “pernas”. Nos trechos compartilhados por
conexoes, aeronaves maiores podem ser usadas para se concentrar o fluxo de passageiros. Essa
concentracao permite, conseqiientemente, um possivel rateio dos custos.

Drezner e Drezner (2001) e Sasaki et al. (1999), preocupados com o desconforto dos pas-
sageiros, consideram casos especiais de desenho de redes do tipo eixo-raio para o transporte
aéreo nos quais somente um concentrador € usado, qualquer que seja o caminho entre a origem
e o destino. Ao fazerem isso, o projeto da rede pode ser transformado em um problema das

p-medianas. Por sua vez, Jaillet et al. (1996) apresentam um estudo comparativo de modelos
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que permitem o uso de um nimero qualquer de concentradores no caminho da origem até o
destino da demanda.

Apesar de poucos trabalhos considerarem as influéncias dos custos operacionais do trans-
porte aéreo na demanda, alguns autores se destacam nesse sentido: Skorin-Kapov (1998)
propde um modelo que distribui, de forma justa, os custos de prestacdo dos servicos aos
usuérios da rede; enquanto Marianov et al. (1999) propéem uma abordagem alternativa que
relaciona a demanda entre origem e destino ao custo de se usar a rede de concentradores.

Os efeitos de congestionamento no desempenho geral da rede sdo outra grande preocupacao
das empresas aéreas e dos gerenciadores de aeroportos (concentradores). No transporte aéreo,
o congestionamento pode ser abordado tanto nos concentradores (aeroportos) quanto nas
conexoes (aeronaves).

No primeiro caso, Marianov e Serra (2003) se destacam ao apresentarem um modelo que
considera o congestionamento nos concentradores através de um sistema de filas M/D/c,
onde ¢ é o nimero pistas de pouso e de decolagem. O modelo ndo apenas assegura, através
de um conjunto de restri¢cdes, um nivel minimo de servigo, como propoe possiveis expansoes
de capacidade, aumentando-se ou diminuindo-se o nimero de pistas de pouso e decolagem
dos aeroportos. Por sua vez, Elhedhli e Hu (2005) usam uma formulagdo ndo-linear para
considerar os custos de congestionamento na fun¢do objetivo. Uma linearizacao, por um
conjunto finito de retas, é entdo proposta para simplificar o proprio modelo.

No segundo caso, Jaillet et al. (1996) propoem um modelo que aborda o congestionamento
nas conexoes, através de um conjunto de restricoes de capacidade, permitindo a alocacao
de aeronaves de qualquer tamanho a trechos do caminho desde a origem até o destino da

demanda.

2.1.2 Transporte Publico Urbano

Nesse tipo de aplicagao, os concentradores sao conhecidos como estacoes de embarque e de-
sembarque, podendo nao estar diretamente conectados entre si. Além disso, nem todos os
custos sdo proporcionais as distancias entre pares de origem e de destino. A idéia principal é
criar corredores de descolamento entre concentradores (terminais) e, a partir desses, atender
os pontos de demanda usando linhas locais de 6nibus. A figura 2.1 ilustra a ligacio entre
concentradores e entre clientes a concentradores.

Apesar das pesquisas dessa drea serem ainda limitadas, os trabalhos de Nickel et al. (2000)
e de Kimms (2006) se destacam. Nickel et al. (2000) apresentam um modelo que faz a loca-
lizagdo de interconexoes entre concentradores, no lugar de apenas concentradores. O modelo
busca aumentar o maximo possivel o fluxo entre concentradores através do aumento do des-
conto na conexao entre dois concentradores. Isso assegura que o passageiro nao escolherd a
rota de menor caminho ou a de menor tempo, mas a de menor custo (tarifa).

Kimms (2006), através de uma manipulacdo de indices das varidveis, permite adaptar
algumas formulagbes matematicas do transporte aéreo na elaboracao dos corredores de deslo-
camento. A manipulacdo permite ainda o uso de diferentes niveis de desconto entre cada

concentrador.
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Figura 2.1: Exemplo de sistemas eixo-raio em transporte urbano.

2.1.3 Servicos Postais

Em servicos postais, os pontos de demanda representam distritos de coleta de correio, o
fluxo corresponde ao volume de cartas e/ou pacotes e os concentradores funcionam como
facilidades de consolidagao e processamento (separacao) de correspondéncia, mais conhecidos
como centros de triagem.

Em redes desse tipo, os custos de coleta e de distribuicdo nao sao iguais, uma vez que
envolvem processos e meios de transporte diferentes. No primeiro, o cliente se dirige a uma
unidade dos correios; enquanto no ultimo, um veiculo se encaminha as casas dos clientes.
Além disso, uma carta pode sair de um ponto de origem de demanda ir até um concentrador
e retornar ao mesmo distrito, agora como destino, para ser entregue, em outras palavras, o
distrito de coleta pode ter demanda para ele mesmo. Isto pode acontecer, uma vez que o pro-
cessamento e a separacgao das cartas acontecem nos concentradores (Ernst e Krishnamoorthy,
1996). Normalmente, o namero de pontos de demanda dessas redes é relativamente maior do
que os problemas de transporte aéreo e publico.

Os trabalhos realizados para os correios australianos e estadunidenses se sobressaem no
emprego de sistemas eixo-raio para servigos postais. No primeiro, Ernst e Krishnamoorthy
(1996, 1999) propoem uma formulagdo matemética na qual o custo de transporte é segmen-
tado em trés parcelas: coleta, processamento, distribuicdo. Essa segmentagdo permite que o
problema seja visto como uma rede de trés camadas: uma camada para os pontos de origem,
uma outra para os concentradores e, finalmente, uma para os pontos de destino do fluxo. O
problema pode ser resolvido balanceando-se o fluxo entre as camadas.

No segundo caso, Donaldson et al. (1999) propoem um modelo proprio de localizacao de
centros de separacio do tipo cross-docking ' para os correios dos Estados Unidos da Ameérica.
Além de determinar a localizacio dos centros, a formulacdo matematica proposta determina,
através de restricoes de tempo de entrega, o ntimero de caminhoes a serem usados nas rotas de
cada concentrador. O modelo utilizado é muito préximo dos sistemas logisticos convencionais

de transporte de carga.

1 Cross-docking é um sistema de distribui¢io no qual as mercadorias recebidas em um centro nao sao
colocadas no estoque do armazém, mas sdo o mais rapidamente preparadas para o carregamento e a distribui¢ao
para os clientes (“Chegou e ja sail”).
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2.1.4 Transporte de Carga Terrestre

Sistemas eixo-raio para carga terrestre sdo muito similares as redes eixo-raio aéreas e postais,
fornecendo transporte entre varios pares de origem e de destino. O papel do concentrador é
0 mesmo, servir como ponto de transferéncia e consolidagao.

Entretanto, o desenho dessas redes pode possuir preocupacoes diferentes dependendo da
estratégia a ser adotada na utilizacdo do veiculo no transporte da carga (O’Kelly, 1998),
isto é: (i) se a carga transportada usa toda a capacidade do meio de transporte, i.e. carga
completa, também chamada de truckload (TL); ou (ii) se a carga transportada ndo usa toda
a capacidade do meio de transporte, também chamada de less-than-truckload (LTL) ou carga
fracionada ou parcelada.

No primeiro caso (i), a preocupagdo maior no desenho do sistema eixo-raio nao é com
a consolidacao de carga, mas sim com a diminuicdo da duracdo da viagem realizada pelo
condutor transportando a carga. Nesses casos, os concentradores tém o papel de servirem de
pontos de troca de condutores, permitindo assim que os mesmos voltem as respectivas casas
com maior freqiiéncia (Taylor et al., 1995).

No segundo caso (ii), a preocupagao maior no desenho do sistema eixo-raio é a consolidagao
da carga em volumes maiores para que a economia de escala no transporte seja obtida. Fatores
como a distincia e o tempo maximo de duracao do transporte, assim como a capacidade e
o tamanho da frota de veiculos, sdo elementos relevantes a serem considerados no modelo.
Como as atividades de coleta e de distribuicdo podem ou nao ser feitas pelo mesmo veiculo,
problemas tais como roteamento de veiculos e de atribuicdo de rotas a concentradores podem

surgir, aumentando a complexidade do desenho desse tipo de rede (Nagy e Salhi, 2005).

2.1.5 Telecomunicacoes

Normalmente, em sistemas eixo-raio de telecomunicagoes, os custos de instalacdo e de inter-
conexao dos concentradores e a ligacao desses aos pontos de demanda sao ordens de grandeza
maior do que o custo de transporte. Isto acontece devido ao baixo custo operacional da rede
uma vez instalada.

Além do custo de transporte ser geralmente menor do que em redes logisticas do tipo
eixo-raio, hé diversas formas de se conectar os pontos de origem e de destino da demanda aos
concentradores. Klincewicz (1998) apresenta uma extensa revisao sobre as diferentes formas
de interconexao desses pontos, mais precisamente em redes do tipo tributaria e de backbone.
A figura 2.2 ilustra os principais tipos de redes tributarias ligadas aos concentradores que, por
sua vez, formam um dos tipos de rede backbone, no caso constituindo um grafo completo.

Na figura 2.2, uma rede em arvore estd conectada ao concentrador A, enquanto uma em
forma de caminho, ligando os pontos de demanda, estd ligada ao concentrador B. Esses
dois tipos sao freqiientemente referenciados como linhas do tipo multi-ponto. Uma rede em
estrela estd associada ao concentrador C. Nesse tipo, cada ponto estd ligado diretamente a
um concentrador, como na telefonia fixa. Finalmente, uma rede em anel estd conectada ao

concentrador D. Esse tipo é muito comum em aplicacoes que fazem uso de fibra 6tica. Apesar
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A concentrador
® ponto de demanda

Figura 2.2: Tipos de redes ligadas aos concentradores do backbone

de nao ilustrado, existem outros tipos de interconexao de concentradores, como por exemplo,
em forma de anel, de arvores e de estrelas.

Um outro tipo de aplicacao, também na drea de telecomunicacoes, é o proposto por Gavish
(1987a). Gavish é um dos primeiros autores a usar o conceito de eixo-raio em sistemas de
computacao distribuida, no qual cada ponto produz uma transacao que é armazenada em um
banco de dados. Um nimero de computadores devem ser instalados em locais diferentes para
processar essas transacgoes e gerar relatorios a partir delas. Gavish modela os concentradores
como computadores, os pontos de origem como fontes de transacoes e os pontos de destino
como os relatorios. A transferéncia de dados entre os concentradores ocorre quando um
concentrador precisa de dados de outros concentradores para gerar um relatério. Gavish
(1987b) ainda acrescenta custos de congestionamento durante as transagoes para observar o
desempenho do sistema.

Na proxima secao 2.2, uma classificacdo e uma taxonomia sdo apresentadas para os pro-

blemas da &rea.

2.2 Classificagao e Taxonomia

Basicamente, os sistemas eixo-raio possuem dois tipos de problemas: os com alocacdo simples
e os com alocacao multipla 2. Nos problemas de alocacdo simples, cada ponto de demanda s6
pode ser alocado a um tnico concentrador; enquanto que nos problemas de alocagdo miltipla,
um ponto de demanda pode interagir com mais de um concentrador, veja o exemplo da figura
2.3.

No exemplo, no caso da alocagao simples (ilustragao da esquerda), as demandas de 1 para
os demais pontos sdo roteadas, inicialmente, através do concentrador localizado em 7. Ou
seja, independentemente dos destinos das demandas com origem em 1, elas obrigatoriamente
serdo enviadas primeiramente para o concentrador localizado em 7.

No caso da alocagao miltipla (ilustragao da direita), os pontos de demanda podem ser
alocadas a mais de um concentrador. No exemplo, as demandas de 1 para os demais pontos

podem ser roteadas tanto pelo concentrador em 7 ou pelo em 8.

*Durante o texto, os termos alocacio e atribui¢io sio usados como sinénimos, sem erro de interpretacao.
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A Concentrador

4
Alocagao Multipla

@® Ponto de demanda

Alocagao Simples

Figura 2.3: Exemplos de alocacdo de pontos de demanda a concentradores em um sistema
eixo-raio.

Baseando-se nesses dois tipos de problemas, O’Kelly e Miller (1994) propoem uma taxi-
nomia para os modelos do tipo eixo-raio, classificando os problemas de acordo com: o tipo de
atribuicdo; o tipo de conexdo entre concentradores, se esses estao todos interconectados ou
nao; o tipo de conexao entre os pontos de demanda, se esses podem se comunicar diretamente,
sem o uso de algum concentrador ou nao.

O’Kelly e Miller (1994) sugerem 8 protocolos resumidamente apresentados na tabela 2.1.
Os protocolos A-D estao relacionados a problemas de alocagdo simples, enquanto os protocolos
E-G estao relacionados com os problemas de alocacao mualtipla. Os problemas de alocacao
miltipla podem ser reduzidos aos problemas de alocacao simples, desde que s6 se permita aos
pontos de origem ou de destino da demanda se conectarem a apenas um concentrador.

Além dos protocolos criados por O’Kelly e Miller (1994), Hamacher e Nickel (1998) pro-
poem um esquema de classificagdo mais geral que pode ser aplicado a outros modelos de

localizagao. Esse esquema é composto de 5 pardmetros:

a/B/v/é/n
Onde:

e « : ¢ o numero de concentradores e/ou pontos de demanda.

0 : € o tipo de modelo de localizacdo com relacao ao espaco de decisdo: “D”, localizacao

discreta; “C”, localizacao continua.

e 7 : sdo restrigoes adicionais e/ou variagdes do problema (MA - alocagdo multipla, SA -

alocacao simples, CAP - capacitados, CONG - congestionados).

4 : & o tipo de interacao entre os concentradores e os pontos de demanda, normalmente

expressa em termos de distancia ou algum sistema especifico de custos.

e 7 : é a funcdo objetivo, normalmente a minimizacdo dos custos de transporte (3 4...)

e dos custos de instalacdo dos concentradores (D .. centradores)-
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Tabela 2.1: Resumo dos protocolos

Protocolo

Descricao

Exemplo

Envolve problemas de localizacdo de concen-
tradores com atribui¢do simples e grafo completo

entre concentradores.

Envolve problemas de localizacdo de concen-
tradores com atribuigdo simples permitindo a es-
colha das conexdes que compde a rede entre con-
centradores, isto é, ndo é necessario ter um grafo

completo entre concentradores.

Envolve problemas de localizacdo de concen-
tradores com atribui¢do simples e grafo completo
entre concentradores, permitindo conexoes diretas
entre os pontos de demanda, isto é, sem passar por

nenhum concentrador.

Envolve problemas de localizacdo de concen-
tradores com atribuicdo simples, permitindo
conexoes diretas entre os pontos de demanda, isto
é, sem passar por nenhum concentrador. Per-
mite ainda a escolha das conexdes entre concen-

tradores.

Envolve problemas de localizacdo de concen-
tradores com atribui¢ao miltipla e grafo completo

entre concentradores.

Envolve problemas de localizacdo de concen-
tradores com atribui¢ao miltipla permitindo a es-
colha das conexoes entre concentradores, isto é,
nao é necessario ter um grafo completo entre con-

centradores.

Envolve problemas de problemas de localizagao
de concentradores com atribui¢do multipla e grafo
completo entre concentradores, permitindo ainda
conexoes diretas entre os pontos de demanda, isto

é, sem passar por nenhum concentrador.

Envolve problemas de problemas de localizagao
de concentradores com atribui¢ao mdltipla per-
mitindo conexoes diretas entre os pontos de de-
manda e a escolha das conexdes entre concen-

tradores.

HMMOM MMM
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Essa classificagdo é muito utilizada na literatura para distinguir uma classe de problemas
da outra. No presente trabalho, apenas os problemas de localizagao de concentradores com
atribuicdo multipla sdo considerados, protocolo E, ou Conc. /D/MA/ 3~ 11,102 cone. € Cone.
/D/MA,CONG/ Y s 3

Na proxima segdo 2.3, as principais formulagoes matematicas para os problemas do pro-

conc.» Sendo conc. a abreviagao de concentrador.

tocolo E sao apresentadas.

2.3 Formulacoes Matematicas

Todos as formulagoes para o problema de localizacdo de concentradores com atribui¢ao multi-
pla sdo baseadas nas seguintes definicoes: sejam N o conjunto de pontos de demanda e K o
conjunto de pontos candidatos a se instalar um concentrador, tal que K C N. Para qualquer
par de pontos i e j (i, € N | i # j), tém-se w;; > 0, a demanda do ponto i para o ponto j
que deve ser roteada através de um ou dois concentradores instalados. Normalmente, tém-se
wi; # wj;. Sejam também ay, o custo de instalacdo de um concentrador no ponto k € K, e
Cijkm, O custo unitéario de transporte do ponto i até j roteado via os concentradores instalados
emkem (i,j € N ek,m¢€ K), nesta ordem. Se apenas um concentrador for usado, entao
tém-se k = m.

O custo unitario de transporte da rota ligando os pontos i e j, através dos concentradores
em k e m, nesta ordem, é a composicao dos custos dos segmentos ou C;jgm = Cik +Q Cyn + Cj.-
As parcelas c;i, e ¢y sao, respectivamente, os custos unitario de transporte do ponto 7 até
o concentrador em k e do concentrador em m até o ponto j. Tém-se ainda que cxgr = 0,
quando m = k. O fator de desconto a (0 < a < 1) representa a economia de escala nas
conexdes entre concentradores, sendo, portanto, acg,, 0 custo unitirio de transporte com
desconto entre os concentradores em k e m. A figura 2.4 ilustra os segmentos de custos e as
quatro rotas possiveis no transporte entre os pontos i e j: ¢ —k —k — j (¢ijrk = Cik + Crj),
i—m—m—7 (Cijmm = Cim + Cmj), i —k —m —J (Cijkm = Cik + QCkm +Cmj) et —m —k—j

(Cijmk = Cim + QCmp + Cij)-

im

Figura 2.4: Representacao dos segmentos de custo

Nas proximas segoes, algumas formulagbes mateméaticas para o problema de localizagao
de concentradores com atribuicao multipla sdo apresentadas. Durante toda a tese, os indices
iej(i,j € N) indicam os pontos de origem e de destino de demanda, respectivamente,

sendo i # j, enquanto os indices k e m (k,m € K) representam os pontos candidatos a
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se intalar os concentradores. Portanto, os somatérios mostrados nas formulacoes sao feitos
em relagdo aos indices e a pertinéncia dos mesmos aos respectivos conjuntos. Além disso,
normalmente, K C N, entretanto vai-se considerar que todos os pontos de demanda sdo

candidatos potenciais a se instalar um concentrador, ou seja, K = N.

2.3.1 Formulacao de Campbell

Campbell (1994a) propde uma variavel continua para cada rota possivel entre cada par origem-

destino originando:

Tijkm = 0 1 € a fracao de fluxo transportada entre os pontos i e j,

através dos concentradores em k e m, nesta ordem.
Campbell define ainda as varidveis:

{ 1, se um concentrador é instalado no ponto k;
Yk =

0, caso contrério.

A formulagao entao é dada por:

minz ar Yk + Z Z Z sz‘j Cijkm Tijkm (2.1)
k i j k m

sujeito a:
Tijkm < Yk Vi, jeN, kmeK (2.2)
Tijkm < Ym Vi,j€N, kme K (2.3)
szﬂm =1 Vi, jeN (2.4)
kom
Tijkm > 0 Vi,je N, kkme K (2.5)
yr € {0,1} Vke K (2.6)

A funcao objetivo (2.1) minimiza os custos de instalagao de concentradores e de transporte.
As restrigoes (2.2)-(2.3) garantem que os fluxos s6 sdo roteados através de concentradores
instalados. As restricoes (2.4) asseguram que a demanda (w;;) de cada par origem-destino é
roteada através de um ou no maximo dois concentradores.

4 — n3 + n variaveis e 2(n* — n?) + n? restricdes, sendo sua

Essa formulacdo apresenta n
relaxacao linear muito fraca. O seu uso em métodos baseados em branch and bound, que
utilizam as relaxacgoes lineares como limites inferiores, ou em métodos duais é desaconselhada
(Klincewicz, 1996). Uma forma de melhorar a relaxacao linear desse modelo é apresentado

por Skorin-Kapov et al. (1996) (veja secao 2.3.3).



2. EXAME DA LITERATURA 14

2.3.2 Formulagao de Klincewicz

Klincewicz (1996), usando a formulacao proposta por Campbell (1994a), indexa cada par de
origem e de destino, ¢ — j, por um tnico indice w € €2 e cada conexao k-m entre concentradores
por um tnico indice r € R, onde ¢ R sdo os conjuntos de pares de origem-destino e de
conexoes possiveis entre concentradores, respectivamente.

Klincewicz (1996) apresenta a seguinte formulagdo, onde ¢ = wij Cijkm € Ry (k € K) é

o conjunto de conexoes entre concentradores nas quais o concentrador em k esta presente:

min Z ag Yr + Z Z Cor Teor (2.7)
k w T

sujeito a:
> aur =1 VweN (2.8)
Teor < Yg VweQ,re R, ke K (2.9)
ZTr >0 YVweQreRr (2.10)
yr € {0,1} Vke K (2.11)

As varidveis de decis@o x,, representam a parcela de fluxo transportado desde a origem
i até o destino 7, indice w, que é roteada pela conexdo k-m, indice r. A funcdo objetivo
(2.7) minimiza os custos de instalagdo de concentradores e de transporte. As restrigoes (2.8)
asseguram que cada par de origem e de destino w € atribuido a alguma conexao r. As restrigoes
(2.9) garantem que s6 ha fluxo em alguma conexao r se os concentradores dessa conexao estao
instalados.

A reindexagio das varidveis resulta em um modelo tradicional de localizagdo de facilidades
nao capacitadas, permitindo assim o uso de métodos de resolucao consagrados da literatura.
Entretanto o ntimero de variaveis continuas continua o mesmo. Klincewicz destaca ainda que,
uma vez que nao existem restri¢oes de capacidade no fluxo que um concentrador pode rotear,
sempre existird uma solugdo 6tima para a formulacdo. Essa observacao é verdadeira para
cada uma das formulagtes aqui apresentadas, desde que exista pelo menos um concentrador

instalado e nao haja restri¢des de capacidade de fluxo.

2.3.3 Formulagao de Skorin-Kapov et al.

Skorin-Kapov et al. (1996) substituem as restricoes (2.2)-(2.3) pelas restri¢bes mais justas
(2.13)-(2.14):
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min Z ar Yr + Z Z Z Z Wij Cijkm Tijkm (2.12)
k i j k m

sujeito a:

> Zijkm < Ym Vi,jeN, mekK (2.13)
k

> Zijkm < Uk Vi,jEN, ke K (2.14)
m

SN wikm =1 Vi,jeN (2.15)
k m

Tijkm > 0 Vi,jeN, kmeK  (2.16)

ye € {0,1} VikeK (2.17)

As novas restri¢oes (2.13)-(2.14) também garantem que o fluxo entre cada par de origem
e de destino ¢ — j seja atendido apenas por concentradores instalados. Como o niimero
de restricdes é reduzido de 2(n* — n3) para 2(n® — n?) e como cada solucio nio negativa
que satisfaz o espago de viabilidade definido por (2.13)-(2.17) também satisfaz o espaco de
viabilidade definido por (2.2)-(2.6), mas nao vice-versa, a relaxagao linear de (2.12)-(2.17) é
mais justa do que a formulagao de Campbell (1994a), se¢ao 2.3.1. Uma formulagao semelhante

a proposta por Skorin-Kapov et al. é apresentada por Aykin (1995).

2.3.4 Formulagao de Aykin

As varidveis @k, originalmente propostas por Campbell (1994a) (veja secdo 2.3.1), suposta-
mente asseguram a convengao, introduzida por O’Kelly (1987), de permitir no maximo dois
concentradores, representados pelos indices k e m, em uma determinada rota entre os pontos
de origem i e de destino j. Entretanto, Aykin (1995) é um dos primeiros autores a questionar
o que acontece quando concentradores estao instalados nos pontos i e j (esse questionamento
é abordado ainda mais claramente por Marin et al. (2006), veja segao 2.3.7).

Quando a origem % e o destino j possuem concentradores instalados e dependendo da es-
trutura de custos ¢;jrm, rotas passando por trés ou, até mesmo, quatro concentradores podem
ocorrer. Contornando esses casos, Aykin propde uma formula¢do proxima a apresentada por
Skorin-Kapov et al. (1996) (veja se¢ao 2.3.3), dada por:
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minzak Yk + ZZZZW Cijkm Tijkm (2.18)
k i kK om

sujeito a:

Z ZZ (Tijrm + Tijme) < My Vke K (2.19)
A j m

Z Z Z (xijkm + xjikm) <M (1 — yi) Vie N (2.20)
7 ki mti

Z (:C”Zk + :Iiijkj) + Z (xijkk) < M(2 — Y — yj) Vi, jeN (2.21)

S wijkm =1 Vi, jeN (2.22)
k m

Tijkm >0 Vi,je N, kkme K (223)

yr € {0,1} Vke K (2.24)

Onde M é uma constante muito grande. As restrigoes (2.19) garantem que s6 existem rotas
compostas por concentradores instalados. As restri¢des (2.20)-(2.21) forcam as varidveis de
fluxo para zero quando um concentrador ¢ instalado na origem e/ou no destino. As restri-
¢oes (2.19)-(2.21) sao restricoes agregadas que resultam em uma relaxagao linear fraca, como

reconhecido pelo proprio Aykin.

2.3.5 A Formulagao de Ernst e Krishnamoorthy

Ernst e Krishnamoorthy (1998) apresentam uma abordagem interessante e diferente para o
problema original. Ernst e Krishnamoorthy dividem o problema em trés niveis: (i) um nivel
para o fluxo que sai da origem da demanda; (ii) um outro para o fluxo que passa através dos
concentradores; e, finalmente, (iii) um outro que chega ao destino da demanda.

As varidveis de fluxo zix, fikm, Tim; 530 entdo atribuidas, respectivamente, a cada um dos
niveis, significando: o fluxo da origem ¢ até o concentrador em k; o fluxo do concentrador em
k para o concentrador em m que é originado no ponto 7; e o fluxo do concentrador em m para
o destino j que é originado no ponto i. As varidveis de decisao yi continuam tendo o mesmo
significado.

Ernst e Krishnamoorthy nao usam o custo unitario de transporte agregado, como as for-
mulag¢des anteriores. Eles associam os parametros X para o segmento de rota i-k e J para
0 segmento m-j para representar custos diferenciados de coleta e de distribuicao, respectiva-

mente. O custo unitério de transporte entdo é dado por:

X cit + o cpm + 0 cmy

A formulacao ¢ dada por:
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minzakyk+z ZXCik Zik-i-zzoéckmfikm + Zz5cmg‘ Timj | (2.25)
k A k k. m m j

S. a:

D k=) wy Vie N (2.26)
k j

> @imj = wi Vi,jEN (2.27)
S fim + > g = > fimk — 2 =0 VieNkeK (2.28)
m 3 m

Zip < Y Wij Yk VieN, ke K (2.29)

J

Timj < Wij Ym Vi,je Nme K (2.30)

zik > 0 Vie NJke K (2.31)

fikm >0 Vie N kkmeK (2.32)

Timj > 0 Vi,je NmeK  (2.33)

yr € {0,1} VikeK (2.34)

A funcdo objetivo (2.25) minimiza o custo de instalagao de concentradores e de transporte.
As restrigbes (2.26) garantem que todo fluxo de cada origem deixa a mesma. As restrigoes
(2.27) fazem com que todo fluxo de cada origem chegue ao seu ponto de destino. As restri¢oes
(2.28) sao de conservacao de fluxo nos concentradores, enquanto as restri¢oes (2.29)-(2.30)
asseguram que um concentrador s6 é usado para coleta ou distribuigdo, respectivamente, se o
mesmo estiver instalado.

Apesar de Campbell et al. (2002) se referirem & formulagdo de Ernst e Krishnamoorthy
como a mais eficiente e geral para problemas de localizagdo de concentradores com atribuicao
multipla; Hamacher et al. (2000) e Marin et al. (2006) contestam tal afirmativa mostrando

como as restri¢oes (2.29) e (2.30) enfraquecem a relaxagao linear da mesma.

2.3.6 Formulagcao de Hamacher et al.

Usando a formulagao proposta por Skorin-Kapov et al. (1996) (veja se¢ao 2.3.3), Hamacher et al.
(2000) estabelecem a dimensao do politopo da mesma substituindo as restrigdes (2.13)-(2.14)

por (2.36), resultando em:
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min Z ar Yr + Z Z Z Z Wij Cijkm Tijkm (2.35)
k i j k m

sujeito a:
Z Tijkm + injmk < Yk Vi,j€N, ke K (236)
m#£k m
SN wikm =1 Vi,jeN (2.37)
kE m
ac”kaO Vi,jEN, kkmeK (238)
yr € {0,1} Vke K (2.39)

As restricoes (2.36) garantem que somente ha fluxo nas variaveis z;jxm, se o concentrador
em k for instalado; enquanto que as restrigdes (2.37) asseguram que a demanda do par origem-
destino ¢ — j é atendido por alguma rota.

Essa formulagdo possui um limite de programagao linear muito justo quando comparado
com a formulagao de Skorin-Kapov et al. (1996) (veja secao 2.3.3), uma vez que Hamacher et al.
demonstram que as restri¢oes (2.36) definem facetas do politopo inteiro. Uma formulacdo
semelhante & essa, que também possui uma relaxacao justa, é apresentada por Marin et al.
(2006) (veja secao 2.3.7).

2.3.7 Formulagoes de Marin et al.

Marin et al. (2006) fazem um estudo aprofundado das formulagbes de Skorin-Kapov et al.
(1996), Ernst e Krishnamoorthy (1998) e Hamacher et al. (2000), comparando-as segundo a
relaxacao linear.

Marin et al. destacam ainda claramente que as varidveis x;jx,, nem sempre asseguram que
no méximo dois concentradores estao presentes em uma dada rota entre a origem 7 e o destino
j. Como mencionado na segao 2.3.4, dependendo da estrutura de custos unitarios podem-se
ter situagoes nas quais uma rota pode ter trés ou, até mesmo, quatro concentradores, como
ilustrado pela figura 2.5.

Na figura 2.5, tém-se trés concentradores instalados, 1, 2 e 3, e trés conexdes. As lig-
agoes (1,2) e (1,3) tém custo unitério 1, enquanto a conexao (2,3) tem custo unitario 1.000.
Lembrando que N = K e que ha demandas entre concentradores, entao considerando uma
demanda do ponto 2, isto é, do concentrador em 2, até o ponto 3 (concentrador em 3), as
rotas ¢ — k — m — j de menor custo para envio da demanda sdo: 2-1-1-3 ou 2-2-1-3 ou 2-1-
3-3. Implicando que as varidveis x2311, T2321 € T2313 podem ser iguais a wes. Indiferente de
qual dessas variaveis é a escolhida, a solucao teria trés concentradores em uma mesma rota;
contrariando portanto as convengoes inicialmente propostas por O’Kelly (1987).

Quando a estrutura de custos desrespeita as desigualdades triangulares de distancia e
quando se computam os custos de congestionamento nos concentradores, essas situagoes po-

dem ocorrer com maior freqiiéncia. Em funcdo disso, Marin et al. propoem alteracdes na
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5 1000 3

Figura 2.5: Exemplo de uma solucao com trés concentradores em uma rota.

formulacdo de Skorin-Kapov et al. (1996), na de Ernst e Krishnamoorthy (1998) e na de
Hamacher et al. (2000).

2.3.7.1 Reformulacao de Skorin-Kapov et al.

Marin et al. adicionam as restrigoes (2.44) e (2.45) a fim de evitar um nitumero maior do que

dois concentradores em uma rota, originando:

min Z ar Yr + Z Z Z Z Wij Cijkm Tijkm (2.40)
k i j k m

sujeito a:

> Tijem < Ym VijeEN, mekK (2.41)
k

> Zijkm < Uk VijeN, ke K (2.42)
m

DD wijem =1 VijeN (2.43)
kE m

DD wijgmtyi <1 VijeN (2.44)
m k#i

SN wim +y; <1 VijeN (2.45)
K om#j

Zijkm = 0 Vi,jeEN, kkme K (2.46)

yr € {0,1} Vke K (2.47)

As novas restrigoes (2.44) garantem que quando hé um concentrador instalado na origem
i (y; = 1), entdo o fluxo entre i e j é roteado por apenas um dnico concentrador adicional ou
enviado diretamente ao ponto j. Da mesma forma, quando ha um concentrador instalado no
destino j (y; = 1), as restrigbes (2.45) asseguram que apenas um tnico concentrador adicional

é usado.

2.3.7.2 Reformulagao Ernst e Krishnamoorthy

Marin et al. (2006) destacam que a formulagdo de Ernst e Krishnamoorthy (1998), além de

possuir uma relaxacado linear fraca, permite a ocorréncia de solucbes 6timas que possuem
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fluxos passando por pontos intermediarios que nao sdo concentradores. Através de um exem-

plo simples, Marin et al. mostram também que é possivel ocorrer solucoes nas quais o fluxo

atravessa até mesmo cinco concentradores. A reformulagio sugerida é dada por:

min > apye+ Y (D Xk zikt DD O Ckm fikm + D D0 Cmj Timg
k i k kK m m j

S.

a:

E Timj = Wij
m

Zfik;m +Z$¢kj - Zfz‘mk —zig =0
m j m

Zik < szj Yk
J
Timj < Wij Ym
> fikem < wij yn
m J
k J
Z fikm < zik
m
Zij 2 sz‘j Yi
J

Tijj = Wij Yj
zik 2 0

Jikm >0
-%'imj Z 0

Y € {0, 1}

Vi, jeN

Vie NNke K

VieN, ke K

Vi,je NmeK
Vie NNke K

Vie NymeN

Vie NNke N

Vie N

Vi, jeN

Vie Nke K
Vie NNkkme K
Vi, e NmeK
Vke K

As restrigoes (2.26) sao redundantes, nao sendo portanto incluidas no modelo. As restri-

coes (2.49)-(2.52) possuem o mesmo significado da segao 2.3.5. As restri¢oes (2.53) e (2.54)

garantem que s6 ha fluxo nas varidveis fir,, se ha concentradores instalados em k e em m,

respectivamente. As restricoes (2.55) asseguram que o fluxo originado em i e passando pe-

los concentradores em k e em m, variaveis firm, seja limitado pelo fluxo que sai da mesma

origem através do concentrador em k, variaveis z;;. As restri¢oes (2.56) implicam que quando

0 ponto ¢ possui um concentrador instalado, entao existe um fluxo inicial passando por esse

concentrador em ¢. O mesmo ocorre quando o ponto j tem um concentrador instalado, nesse

caso, o fluxo inicial em j é assegurado pelas restrigoes (2.57).
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2.3.7.3 Reformulacao de Hamacher et al.

Interessados em restrigdes do tipo set packing, nas quais a soma de um grande niimero de vari-
aveis é menor ou igual a 1, Marin et al. obtém restri¢gdes do tipo cligue a partir da formulacao

original de Skorin-Kapov et al. (1996), resultando em:

min Z ai yi + Z Z Z Z Wij Cijkm Tijkm (2.62)
k i J kK m

S. a:

Z Zmijkm +y <1 Vi, jeN (2.63)

k#i m

D wikm oy <1 Vi,jeN (2.64)
ko m#j

Tijkk + Y Tijhm + Y Tijmk < Yk Vi,jEN, ke K (2.65)

D wijgm =1 Vi,jeN (2.66)
k m

Thimk = Tikkm = 0 ViEN,k,m€K|k‘7§m,i7§k (2.67)

Tijkm > 0 Vi,jeN, kyme K (2.68)

yr € {0,1} Vke K (2.69)

A formulagao (2.62)-(2.69) é semelhante a formulagdo de Hamacher et al., a menos das
restricoes (2.63) e (2.64), usadas para limitar em dois o ntumero méaximo de concentradores
presentes em uma rota, caso haja concentradores instalados nos pontos 7 ou j, respectivamente;
e das restrigoes (2.67) que anulam algumas variaveis da formula¢ao. A relaxacao linear dessa
formulacao é tao boa quanto a de Hamacher et al., porém os tempos de computacdo sdo
maiores.

Na préxima secdo 2.4, um exame dos métodos de resolucao do problema de localizacdo de

concentradores com atribuicao multipla é apresentado.

2.4 Meétodos de Resolucao

Desde os primeiros trabalhos de O’'Kelly (1986, 1987), um numero cada vez maior de pes-
quisadores tem estudado os problemas de sistemas eixo-raio. Alguns exames da literatura
(Campbell, 1994a,b; Campbell et al., 2002) tém mostrado a constante evolugao das formu-
lacdes e dos métodos de resolucao para os problemas da area.

Uma abordagem comum na resolu¢dao do problema é a decomposicao do mesmo em dois
subproblemas. O primeiro envolve encontrar a melhor configuracao de concentradores possivel;
enquanto o segundo identifica quais as melhores rotas para enviar os fluxos desde as origens até
os destinos, através da estrutura de concentradores propostas. Nesse sentido, alguns métodos

heuristicos e exatos se destacam na literatura.
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Klincewicz (1991) propde duas heuristicas diferentes e uma meta-heuristica, busca tabu,
para achar boas solucdes para o problema em um tempo computacional relativamente curto
para a época. Skorin-Kapov e Skorin-Kapov (1994) propoem um algoritmo também baseado
em busca tabu, porém mais eficiente do que o proposto por Klincewicz. Em seu trabalho,
Aykin (1994) desenvolve um método de enumeragao para abordar o que viria a ser sua formu-
lagao (Aykin, 1995). Campbell (1996), por sua vez, apresenta uma heuristica de troca gulosa
que obtém bons resultados em face aos tempos computacionais apresentados. Usando simu-
lated annealing para obter limites superiores dentro de um algoritmo de branch-and-bound,
Ernst e Krishnamoorthy (1996) obtém resultados muito bons a um tempo computacional
muito baixo.

Em relacdo aos métodos exatos, Klincewicz (1996) é um dos primeiros autores a abordar
o problema sob uma visao de otimalidade ou e-6timo; em oposicao & grande maioria dos
métodos heuristicos presentes na literatura (Campbell et al., 2002). Isso ¢ parcialmente ex-
plicado pelo ntimero relativamente grande de varidveis, isto é, varidveis com quatro indices, e
da proximidade da area com o problema quadratico de atribui¢ao O’Kelly (1987). Klincewicz,
usando a formulacdao de Campbell (1996), desenvolve uma Relaxacao Lagrangeana baseada
no método de aproximagao de subida dual (dual ascent approrimation). Pirkul e Schilling
(1998) também desenvolvem uma Relaxagao Lagrangeana ajustando os multiplicadores via
subgradiente, porém o fazem usando a formulagdo de Skorin-Kapov et al. (1996). Mais re-
centemente, Mayer e Wagner (2002) empregam o método de Klincewicz (1996) na formulacao
de Skorin-Kapov et al. (1996) obtendo um desempenho muito superior ao conseguido por
Klincewicz.

Conforme mostrado por O’Kelly e Bryan (1998), o uso de um fator constante de desconto
(o parametro «) para representar os efeitos de economia de escala é uma simplifica¢ao miope da
realidade. Essa simplificacao permite solucoes 6timas com fluxos muito pequenos e descontos
grandes nas conexdes entre concentradores; contrariando assim as aplica¢des reais, nas quais o
desconto oferecido depende da quantidade de fluxo sendo transportado entre concentradores.

Com o objetivo de evitar esse tipo de solugoes, O’Kelly e Bryan propoem entdo uma
formulagdo, conhecida como FLOWLOC (veja o capitulo 4), na qual o fator constante de
desconto é substituido por uma funcdo céncava linear por partes e dependente da quantidade
de fluxo presente nas conexdes entre concentradores.

Em razdo do baixo desempenho computacional da formulagdo FLOWLOC proposta por
O’Kelly e Bryan (1998), Klincewicz (2002) desenvolve um algoritmo de enumeracgao implicita e
duas heuristicas, uma baseada no procedimento de busca aleatoria adaptativa gulosa (GRASP)
e outra em uma busca tabu. Klincewicz demonstra que, para uma dada configuracio de concen-
tradores instalados, o problema pode ser transformado em um problema classico de localizacao
de facilidades nao capacitadas. Resultados desanimadores sao apresentados para instincias
com até 25 pontos de demanda e com diferentes parametros para a func¢io céncava.

Uma formulacao mais elaborada é proposta por Racunica e Wynter (2005). Racunica e Wynter
propdem um modelo nao-linear com funcoes céncavas de desconto para todas as conexdes da

rede e linearizado por um ntimero muito grande de varidveis inteiras, mesmo para instancias de
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pequeno porte. A heuristica proposta apresenta baixa eficiéncia, como mostrado nos poucos
resultados computacionais realizados.

Os efeitos de congestionamento sdo outra consideragdo importante a ser observada no
desenho de sistemas eixo-raio. Grove e O'Kelly (1986) sao um dos primeiros a apresentar
como 0s atrasos nos sistemas aéreos do tipo eixo-raio sdo influenciados pela quantidade de
fluxo que passa através de um concentrador (congestionamento). Através da simulacdo em
uma estrutura de concentradores dada, Grove e O’Kelly calculam o atraso médio ocorrido
quando o fluxo no sistema é aumentado. Um outro trabalho envolvendo congestionamento é
o de Marianov e Serra (2003).

Marianov e Serra modelam as redes eixo-raio aéreas como uma rede de filas M/D/c, pro-
pondo restrigoes de capacidade baseadas na probabilidade de clientes estarem esperando no
sistema. Devido a complexidade dessas restricoes, os autores propoem uma linearizacao, re-
solvendo a formulacao resultante por um algoritmo de busca tabu. Marianov e Serra propdoem
também uma formulagao para alocacgao de servidores (pistas de pouso) em cada concentrador
instalado, porém nao apresentam nem resultados de desempenho computacional, nem méto-
dos de resolucdo para a mesma. Ainda usando os conceitos de teoria das filas, Kara e Tansel
(2003) propoem duas formulagoes lineares interessantes que minimizam os atrasos excessivos,
computando para tal os tempos de trafego e de transiente durante a carga e descarga nos
concentradores.

Muitos pesquisadores abordam ainda os efeitos de congestionamento através de restrigoes
de capacidade de fluxo (Aykin, 1994; Ernst e Krishnamoorthy, 1999; Ebery et al., 2000). Essa
simplificacao é feita para facilitar o uso de algoritmos do tipo branch-and-bound e heuristicas
de caminho minimo. Contudo, as solucoes obtidas por essas formulacoes e por esses métodos
nem sempre captam com exatiddo a natureza exponencial dos efeitos de congestionamento,
isto é, quanto maior o congestionamento, maiores sdo os custos envolvidos.

Elhedhli e Hu (2005) sdo um dos primeiros autores a considerarem os efeitos de conges-
tionamento explicitamente na funcao objetivo do problema de localizacao de concentradores
com atribuigdo simples. Através de uma func¢ao convexa (lei de poténcia) usada por 6rgaos
gestores de sistemas de transportes (Gillen e Levinson, 1999), que estima os custos de atraso
em func¢ao do fluxo que passa pelos concentradores instalados, Elhedhli e Hu apresentam uma
formulacao nao-linear, seguido de uma linearizacao e resolucao por Relaxacao Lagrangeana.
Devido a flexibilidade da abordagem, outras fungoes convexas de congestionamento podem ser
utilizadas, como por exemplo, a fungao apresentada por Kleinrock (1993), muito empregada
em redes de telecomunicacdes.

Os algoritmos de resolucao propostos neste trabalho sdo todos baseados no método de

decomposicao de Benders (Benders, 1962), assunto da proxima sec¢do 2.5.

2.5 O Método de Decomposicao de Benders

Benders (1962) propoe um método de particionamento para resolucao de problemas de pro-

gramacao inteira mista linear e ndo linear. Na abordagem, Benders define um algoritmo
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de relaxagdo que divide o problema original em dois mais simples: o problema mestre e o
subproblema.

O problema mestre ¢ uma versao relaxada do problema original com o conjunto de varidveis
inteiras e suas respectivas restrigoes; enquanto que o subproblema é o problema original com
os valores das varidveis inteiras temporariamente fixadas pelo problema mestre.

O algoritmo resolve cada um dos dois problemas mais simples de forma iterativa. A
cada ciclo, uma nova restrigao, conhecida como corte de Benders, é adicionada ao problema
mestre. Essa nova restricdo, originada a partir da resolucao do dual do subproblema, permite
estimar limites inferiores para o problema original. O algoritmo cicla até as fungdes objetivo
do problema mestre e do subproblema serem iguais. Ao final do processo, tem-se a solugao
6tima do problema inteiro misto original.

A eficiéncia computacional da decomposicdo de Benders na resolucao de alguns proble-
mas de larga escala pode ser verificada no trabalho pioneiro de Geoffrion e Graves (1974),
no problema de desenho de redes nao capacitadas de Magnanti et al. (1986), no problema
de atribuicao de vagdes e locomotivas de Cordeau et al. (2000, 2001), no problema de geren-
ciamento de recursos hidricos nao convexos de Cai et al. (2001), no desenho de sistemas de
manufatura celular de Heragu e Chen (1998), na resolugao de problemas estocasticos de trans-
porte e localizacao de Franga e Luna (1982) e no problema de desenho de redes multicasting
de Miranda (2004) e Randazzo e Luna (2001).

De forma genérica, dada a formulagao abaixo:

min ch+5Ty
sujeito a:
Azxz+By>b
Dy>b
x>0

y > 0 e inteiro

onde A é uma matriz m X n, x e ¢ sdo vetores de tamanho n, representando as variaveis
continuas e os custos associados a estas. As matrizes B e D tém tamanho igual a m X p e a
q X p, respectivamente, enquanto y e ¢ sdo vetores de tamanho p, representando as variaveis
inteiras e os custos associados a estas. Finalmente, os vetores b e b possuem dimensiao m e q.

Este problema pode ser expresso como:

. _T . T
:Axr>b—B } .
zrg/l{c y—l—ra]:rlzlg{c x:Ax>Db Y } (2.70)

onde Y = {y |Dy>by>0e inteiro}.
Observando a minimizacao interna, tem-se um problema de programacao linear que pode

ser dualizado através da associacio das varidveis duais u as restricées A x > b— B y, obtendo-

se:
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max{(b—By)Tu:ATugc}

u>0
Este problema é conhecido como o subproblema da decomposicao de Benders. Através da

teoria da dualidade, as formulacoes duais e primais podem ser usadas de forma intercalada,

logo pode-se escrever (2.70) como:

T BT e AT <
?IJIéI}I/l{C y—|—I11L1§[>)<{(b By) u:A u_c} (2.71)

O subproblema da decomposicdo de Benders possui uma caracteristica interessante. Sua
regido de viabilidade independe da escolha das varidveis y. Entao, definindo-se o conjunto
Q= {u| ATu < ¢} como sendo o espaco de viabilidade do subproblema dual e assumindo
que € é ndo-vazio, caso contrario o problema primal seria invidvel ou ilimitado, tém-se que
Q) ¢ composto de pontos extremos u’ (V i = 1,...,N), i. e. representando solucdes duais
limitadas, e raios extremos u” (Vr =1,...,Q), i. e. representando solu¢oes duais ilimitadas.

A presenca de solugbes duais ilimitadas é indesejada uma vez que é o resultado de pro-
blemas primais invidveis. Como ) é um poliedro e possui um numero finito de geradores,
pode-se entdo eliminar os valores de y que geram tais solugoes considerando explicitamente

as seguintes restricoes obtidas a partir do lema de Farkas:

(b—By) v <0 r=1,...,Q

O problema (2.71) pode ser agora reformulado obtendo-se:

min ETy—i—max{(b—By)Tui:izl,...,N}
sujeito a:
(b—By)u <0 r=1,...,Q
yey

A solugao do problema interno de maximizagao corresponde a um dos pontos extremos de
Q. Este problema de maximizacdo pode ser substituido na formulacao acima com o auxilio
de uma varidvel continua 1. O seguinte o problema mestre da decomposicdo de Benders é
obtido.
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min ETy +n

sujeito a:
n>b-By)' u Vi=1,...,N (2.72)
(b—By) u" <0 Vr=1,...,Q (2.73)
yey

Infelizmente, o problema mestre é de dificil resolucdo uma vez que possui uma restrigao
para cada ponto e raio extremo do poliedro €. Essa caracteristica pode resultar em um nimero
muito elevado de restri¢oes dependendo da dimensao do problema. Entretanto, apenas uma
pequena parcela dessas restrigdoes estao ativas na solugdo 6tima do problema original. Dessa
forma, o problema mestre pode ser resolvido de forma relaxada, gerando-se as restri¢oes (2.72)
e (2.73) iterativamente.

A principio, o problema mestre é resolvido apenas com o conjunto Y de restricbes. A
cada ciclo, resolve-se o problema mestre obtendo-se configuragdes temporarias das varidveis
y. A cada configuracao, um subproblema é resolvido, podendo-se obter ou um raio extremo,
neste caso uma restricao (2.73) é adicionada ao problema mestre, ou um ponto extremo, neste
caso uma restri¢ao (2.72) é inserida no problema mestre. Completa-se assim um ciclo ou uma
iteracdo do método de decomposicdao de Benders.

A solucao 6tima do problema mestre fornece um limite inferior, enquanto a conjuncao de
solucgdes do problema mestre e do primal do subproblema prové um limite superior do problema
original. O problema mestre e o subproblema séo resolvidos de forma ciclica (iterativamente)
até os limites inferior e superior convergirem, obtendo-se entdo a solugao 6tima do problema
original.

As restrigoes (2.72) e (2.73) sado conhecidas, respectivamente, como os cortes tipo I e I de
Benders. Devido a geragao iterativa das restrigoes a decomposicao de Benders é considerada
como sendo a versao dual do método de geragao de colunas Dantzig-Wolfe.

No presente trabalho, a localizacao de concentradores com atribuicao multipla e com o
fator constante de desconto é abordado no capitulo 3. Neste, métodos exatos baseados na
decomposicao de Benders (Benders, 1962) sdo apresentados na resolugdo da formulagdo de
Hamacher et al. (2000). A escolha desse modelo se deve & qualidade de seu limite de progra-
macao linear e ao nimero reduzido de restricbes. Além disso, a presenca de apenas um ou
dois concentradores em uma rota Um modelo mais interessante para abordar funcao concava
linear por partes da economida de escala é apresentado no capitulo 4. Um algoritmo, também
baseado na decomposicao de Benders, é usado na resolucdo de insténcias consideradas “fora
do alcance” de métodos exatos. Finalmente, os efeitos de congestionamento sdo considera-
dos explicitamente na funcao objetivo, como a abordagem feita por Elhedhli e Hu (2005), no

capitulo 5.



Capitulo 3

Localizacao de Concentradores com
Atribuicao Miltipla

“Continuous effort - not strength or intelligence - is the key to unlocking our potential.”

Winston Churchill

No presente capitulo, trés algoritmos eficientes, baseado no método de decomposigdo de
Benders (Benders, 1962), sao apresentados para resolver o problema de localizacao de con-
centradores com atribuicao multipla. Apesar da existéncia de formulac¢des que corrijam a
presenca de mais de dois concentradores em uma dada rota para um par de origem-destino
i—j, veja secdo 2.3.7, utiliza-se aqui a formulacdo proposta por Hamacher et al. (2000). Essa
escolha se deve & qualidade do limite de programacao linear e dos testes computacionais terem
sido realizados usando-se instancias padroes da literatura que respeitam as desigualdades tri-
angulares.

Os trés algoritmos desenvolvidos sao baseados em diferentes versoes do método de de-
composicao de Benders. O primeiro é uma especializacao do método classico proposto por
Benders (1962); enquanto que o segundo é uma implementacao da versdo multicortes apre-
sentada por Birge e Louveaux (1988); sendo, finalmente, o terceiro uma variante semelhante
a desenvolvida por Geoffrion e Graves (1974) que obtém solugoes e-6timas.

Os algoritmos propostos resolvem o problema original de forma iterativa: em um nivel
superior, conhecido como problema mestre (PM), as decisoes de localizacao de concentradores
sdo realizadas, isto é, os “eixos” sdo instalados; enquanto, que em um nivel inferior, chamado
de subproblema (SP), a determinacao dos “raios” é feita. O primeiro é um problema inteiro
misto de programacdo matemética; enquanto que o segundo é um problema de transporte
com varidveis continuas, resolvido facilmente por inspecao.

Além disso, a grande maioria dos trabalhos presentes na literatura limita o nimero de
pontos candidatos a se instalar um concentrador. Em outras palavras, fazem com que |K| <
|N|. Neste capitulo, essa limitacdo é desconsiderada, ou seja, considera-se K C N.

Esse capitulo esta organizado da seguinte forma. Na secao 3.1, os trés algoritmos sao
desenvolvidos, sendo mostrado também como a solucdo 6tima do subproblema pode ser facil-

mente obtida por inspecao. Em seguida, na secdo 3.2, os testes computacionais realizados e a

27
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discussdo dos resultados sdo apresentados. Os comentérios finais encerram o capitulo, se¢ao
3.3.

3.1 Algoritmos de Decomposicao de Benders

A chave para uma boa implementacao do método de decomposicao de Benders esta em ter
uma formula¢do matemaética com um bom limite de programagao linear, em ajustar o corte

de Benders e resolver o subproblema de forma, eficiente e répida, assuntos da proxima secao.

3.1.1 Problema Mestre e Subproblema

A formulagao (2.35)-(2.39), proposta por Hamacher et al. (2000), possui um limite de pro-
gramacao linear muito bom, sendo o gap de integralidade igual a zero para muitas instancias
de pequeno porte. Além disso, ao se fixar o vetor de varidveis inteiras y, de forma que uma
solucao vidvel seja obtida para a formulacao original, pode-se decompor o problema resultante
em problemas de caminho minimo, um para cada par de origem-destino ¢ — j. Essas duas
caracteristicas contribuem para o bom desempenho do método de decomposicdo de Benders
para resolver o problema de localizacao de concentradores com atribuicao mltipla.

Em outras palavras, fixado um y = y" viavel, em uma dada iteracio h do algoritmo, o

seguinte problema linear primal é obtido:

minz Z Z z Wij Cijkm Tijkm + Sh (31)
i J kK m

sujeito a:
> Tijkm + Y Tigmk < YR Vi,jeN, ke K (3.2)
DD wijrm =1 Vi,jeN (3.3)
k. m
l’ijkmzo Vi,j€EN, kkme K (34)

onde s é o custo de instalacio dos concentradores associado ao vetor y.

Através da fungdo objetivo dual da formulacao (3.1)-(3.4), pode-se construir uma restri¢ao
conhecida como corte de Benders que é adicionada ao problema mestre a cada iteracao.
Associando entdo as varidveis duais wu;ji, e p;j as restricoes (3.2) e (3.3), respectivamente,

tem-se o seguinte problema linear dual para iteracao h:
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maXZZij — Zzzyz uijk (35)
i g i J  k

sujeito a:
Pij — Wijk — Uijm < Wij Cijkm Vi,j€N, k#m, k, me K (3.6)
Pij — Wijk < Wij Cijkk Vi, j€N, k,e K (3.7)
wijr > 0 Vi,jeN, ke K (3.8)
pii € IR Vi, jeN (3.9)

O problema dual (3.5)-(3.9) é um problema linear que pode ser facilmente resolvido por
inspecao, assunto da secao 3.1.5. A partir da fungdo objetivo dual (3.5), dado que os va-
lores das varidveis duais de uma dada iteracao h tenham sido calculados, pode-se construir
a seguinte restri¢ao (3.10), conhecida como corte de Benders, a ser adicionada ao problema

mestre.

DY D ulpue =D > o (3.10)

onde qu e p?j sao os valores 6timos duais obtidos apés a resolucao do subproblema em uma
dada iteracdo h; e n > 0 é um subestimador do custo de transporte. Portanto, o problema

mestre é dado por:

minn—i—Zak Yk (3.11)
k

DY D> ulwe =D ol h=1,...,H (3.12)
) J k 7 J
g1 (3.13)
k

sujeito a:

n=0 (3.14)
yr € {0,1} Vke K (3.15)

onde H é o namero maximo de iteracoes do algoritmo. A restricdo (3.13) ¢ adicionada ao
problema mestre para evitar a geracao de solucoes invidveis. Essa restricdo garante que ao
menos um concentrador serd instalado. Na préxima secao 3.1.2, a formalizacdo do algoritmo

de decomposicao de Benders cléssico é apresentada.

3.1.2 Algoritmo de Decomposicao de Benders Classico

O algoritmo baseado no método de decomposicao classica de Benders é formalmente organi-

zado abaixo, onde LS é o limite superior, LI é o limite inferior, zp,, e 25p sao as solugoes
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otimas obtidas resolvendo-se o problema mestre e o subproblema correntes, respectivamente:

Algoritmo BD1 (Benders Classico)

PASSO 1 Faga LS = +o0, LI = —o0.

PASSO 2 Se LS = LI, PARE. Fim da execuc¢io, a solugdo 6tima do problema original
(2.35)-(2.39) foi obtida.

PASSO 3 Resolva o problema mestre (3.11)-(3.15), obtendo 25, e os valores 6timos das

variaveis inteiras y.

PASSO 4 Faca LI = z},,, e atualize os valores de y no subproblema dual (3.5)-(3.9).

PASSO 5 Resolva o subproblema dual (3.5)-(3.9), obtendo z§p e os valores 6timos das
varidveis duais.

PASSO 6 Adicione o novo corte de Benders ao problema mestre (3.11)-(3.15) usando
(3.10)

PASSO 7 Se z&p + >, ar Yk < LS, faga LS = z§p + >, ar yr. Va para o PASSO 2

Alguns comentérios sdo necessarios sobre o algoritmo acima. Como a restricao (3.13) foi
adicionada ao problema mestre, toda solucdo gerada pelo problema mestre é vidvel para o
problema original. Entdo, as solugdes obtidas pelo problema mestre sdo limites inferiores do
valor da fungdo objetivo do problema original, formulagao (2.35)-(2.39). Este limite inferior é
melhorado a cada nova adi¢ao do corte de Benders (3.10). Ao convergir para o limite superior,
tem-se a solucao 6tima do problema original.

A eficiéncia computacional do algoritmo acima depende principalmente de trés questdes:
(i) o namero de iteracoes necesséarias para convergéncia global; (ii) o tempo gasto na resolugao
do subproblema em cada iteracdo; (iii) o tempo e o esfor¢o computacional demandados para
resolugao do problema mestre.

Uma maneira de abordar a questdo (i) é adicionar mais de um corte de Benders por

iteracao. Isso pode ser feito quando:

(a) o problema dual (3.5)-(3.9) possui multiplas solugoes Otimas e consegue-se adicionar

cortes que nao sdo dominados por nenhuma outra restricao presente no problema mestre.

(b) quando se consegue reformular o corte de Benders, decompondo-o. As restri¢oes (3.10)

podem ser decompostas para cada par ¢ — j, originando novos cortes por iteragao.

Enquanto (a) é uma tarefa dificil de ser realizada, envolvendo a solugdo de um programa
linear, veja Magnanti et al. (1986); (b) é apresentado na se¢ao 3.1.3.

A questao (ii) é abordada na se¢do 3.1.5, na qual se mostra como resolver o subproblema
de maneira eficiente. A solucdo do subproblema deve ser feita com cuidado especial, uma
vez que o método de decomposicao de Benders é muito sensivel as escolhas dos valores das
variaveis duais. Caso contrario, um desempenho muito ruim serd observado.

Finalmente, o esforco computacional e o tempo demandado para resolucdo do problema,
mestre, questdao (iii), ¢ um fator critico do desempenho geral do algoritmo. Apesar de o
problema mestre ser de programacao inteira mista, pode-se reformula-lo, transformando-o
em um problema inteiro puro, assunto da segdo 3.1.4. Entretanto, mesmo assim, um tempo

consideravel é gasto na obtencao de solucdes a cada iteracao.



3. LOCALIZACAO DE CONCENTRADORES COM ATRIBUICAO MULTIPLA 31

3.1.3 Algoritmo de Decomposicao de Benders Multicorte

O subproblema (3.5)-(3.9) pode ser dividido em problemas menores, um para cada par i — j.
Explorando esse fato, o corte de Benders (3.10) pode ser reformulado, como proposto por
Birge e Louveaux (1988), originando o seguinte conjunto de cortes de Benders (3.16) por

iteracao.
M+ > ulpyr>ply Vi, jENh=1. . H (3.16)

k

O problema mestre agora é dado por:

minz Znij + Zak Yk (317)
i g k

sujeito a:
ij + D ulse Yk > ply Vi, jeENh=1,... . H (3.18)
k
> =1 (3.19)
k
Mij > 0 Vi, jeN (3.20)
yr € 10,1} VieK (3.21)

onde as variaveis ugk e p?j continuam sendo os valores 6timos das varidveis duais da iteracao
h e n;; sao os subestimadores do custo de transporte para o par i — j.

O algoritmo de decomposicao de Benders multicorte é organizado como:

Algoritmo BD 2 (Benders Multicorte)

PASSO 1 Faca LS =400, LI = —o0.

PASSO 2 Se LS = LI, PARE. Fim de execucdo, a solu¢ao 6tima do problema original
(2.35)-(2.39) foi obtida.

PASSO 3 Resolva o problema mestre (3.17)-(3.21), obtendo 2}, e os valores 6timos das

variaveis inteiras y.

PASSO 4 Faca LI =z}, e atualize os valores de y no subproblema dual (3.5)-(3.9).

PASSO 5 Resolva o subproblema dual (3.5)-(3.9), obtendo z5p e os valores 6timos das
varidveis duais.

PASSO 6 Adicione os novos cortes de Benders ao problema mestre (3.17)-(3.21) usando
o conjunto de restri¢bes (3.16)

PASSO 7 Sezip+ >, aryx < LS, faca LS = z5p + >, ar yr. Va para o PASSO 2

O problema mestre (3.17)-(3.21) tém um ntimero muito grande de restrigdes quando com-
parado ao método de decomposicdo de Benders classico. Entretanto, espera-se que o ntmero

de iteragoes seja menor (Birge e Louveaux, 1988; Nemhauser e Wolsey, 1988).
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3.1.4 Algoritmo de Decomposicio de Benders -Otimo

Geoffrion e Graves (1974) apresentam uma variante do método de decomposi¢ao de Benders
aplicado ao problema de desenho de sistemas de distribuicao multi-produto. Como a geracao
de varios cortes de Benders é necessaria antes de se encontrar uma solugdo 6tima do pro-
blema original, Geoffrion e Graves mostram que é desnecessario resolver o problema mestre
no 6timo a cada iteragao, parando-o toda vez que uma solugao vidvel, melhor do que a solucao
incumbente, é obtida. O problema mestre é entdo transformado em um problema de busca
de viabilidade.

Infelizmente, essa estratégia nao fornece mais um limite inferior para o valor da solu¢ao
otima do problema original (2.35)-(2.39), requerendo uma abordagem alternativa para o
critério de parada do algoritmo. Esse novo critério de parada envolve a reformulacao do
corte de Benders (3.10) através da introdugdo um erro marginal predeterminado e aceitavel
e > 0, e da remocao da variavel continua n do problema mestre.

Observando a funcao objetivo (3.11) do problema mestre, tem-se que:

N+ akyr < (LS —¢)
k

(LS —¢) Z ak Yk (3.22)

Substituindo n de (3.22) no corte de Benders (3.10), obtém-se:

(LS —¢) - ZwﬁZZZ%wﬁZZ%
ZZZ%J — ag) yk>ZZp” (LS —¢) (3.23)
ki g

A restricao (3.23) ¢ o novo corte de Benders. Este permite o algoritmo terminar toda vez
que o problema mestre ndo conseguir encontrar uma solucao vidvel melhor do que o valor
(LS — ¢). Entdo, o algoritmo para, sendo a solu¢do incumbente uma solucdo e-6tima do
problema original.

A introducéo de uma funcao objetivo mais interessante, como o lado direito da restri¢ao
(3.23), pode ser feita, resultando no problema mestre (3.24)-(3.27):
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min Y ) uly — ar) v (3.24)
ki g
sujeito a:

Z(ZZu?jk—ak)ykZZZ;)%—(LS—E) Vh=1,....,.H (3.25)
ki i

> =1 (3.26)
k

yr € {0,1} VkeK (3.27)

Geoffrion e Graves (1974) demonstram que, quando € > 0, o corte de Benders (3.25) nao
gera uma solugdo inteira ja visitada. O algoritmo de decomposi¢do de Benders e-6timo é

assim organizado:

Algoritmo BD3 (Benders ¢-6timo)
PASSO 1 Faga LS = +o0.
PASSO 2 Resolva o problema mestre (3.24)-(3.27). Se a solucdo é invidvel, PARE! A

solugao incumbente é uma solugdo e-6tima. Sendo obtenha os valores 6timos

das variaveis inteiras y.

PASSO 3 Atualize y no novo problema dual (3.5)-(3.9).

PASSO 4 Resolva o subproblema dual (3.5)-(3.9), obtendo z%p e os valores 6timos das
variaveis duais.

PASSO 5 Adicione um novo corte de Benders ao problema mestre (3.24)-(3.27) usando
(3.23)

PASSO 6 Se zip+ > . aryr < LS, faca LS = z§p + >, ar yi € salve a solucdo incum-
bente. V& para o PASSO 2.

Em todos os algoritmos de decomposicao de Benders, a resolucao rapida e eficiente do

problema dual (3.5)-(3.9) é critica, sendo o assunto da proxima segao 3.1.5.

3.1.5 Subproblema

Ao invés de resolver o subproblema (3.5)-(3.9) através dos métodos simplex ou de pontos
interiores, um algoritmo especializado pode ser desenvolvido baseando-se nas condi¢des de

complementaridade de folga e na seguinte proposicao:

Proposicao 3.1 O problema primal (3.1)-(3.4) é sempre vidvel e limitado para qualquer yy,

vidvel fizado que satisfaca as restrigoes (2.35)-(2.38).

Prova. O problema original (2.35)-(2.39) é modelado para achar o menor custo de insta-
lacao dos concentradores e de transporte entre os pares ¢ — j. Desde que exista pelo menos um
concentrador instalado, pode-se facilmente visualizar que a formulagao (2.35)-(2.39) é sempre

viavel para qualquer configuracdo y que satisfaca as restrigoes (2.36)-(2.39).
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Através de um algoritmo de caminho minimo, pode-se determinar qual a melhor rota a
ser usada através dos concentradores instalados por cada par ¢ — j. Os pontos de demanda
sdo portanto implicitamente atribuidos aos concentradores instalados.

Uma vez que os custos de transporte sdo finitos e ndo negativos, qualquer solugdo vidvel
para o problema primal deve ser limitado. Portanto o problema primal é vidvel e limitado
para qualquer y dado que satisfaca o conjunto de restri¢ées (2.36)-(2.39). O

Corolario. O problema dual (3.5)-(3.9) é viavel e limitado, possuindo, pelo menos, uma

solucao 6tima.

Proposicao 3.2 A solugdo dtima do problema dual (3.5)-(3.9) pode ser encontrada por ins-

pecao.

Prova. Em transporte de carga, suponha que um transportador cobre pelo frete de carga
w;; e pague pelo uso dos nos de transbordo e pelo custeio do transporte entre os noés de
origem e de destino ¢ e j. Em transporte aéreo de passageiros, por exemplo, p;;/w;; pode ser
interpretado pelo preco da passagem aérea entre i e j, enquanto wu;j / wj; corresponde a taxa
de embarque pelo uso da conexdo em k.

Nesses casos, as varidveis duais p;; e u;j; podem ser interpretadas como o valor total do
frete e o valor de transbordo no noé £ de toda a carga w;; a ser transportada entre os nos 7 e
7, respectivamente.

Nessa interpretagao, o conjunto de soluc¢oes do problema dual (3.5)-(3.9) limita os pregos e
o0s custos de forma a nao haver lucro para nenhum transportador entre quaisquer pares origem-
destino 7 — j. Pela complementaridade de folga, os valores de frete e de taxas de transbordo
sao encontrados em uma solugao 6tima do problema dual tal que haja um equilibrio financeiro
para todos os transportadores.

Entao, da teoria de dualidade e da propriedade de folgas complementares, para qualquer

ylk1 vidvel dado, em uma iteracado h, tem-se:

min$ { Y NN wij cijiem 2pn | | (3.2)-(34) é valido
i i k m

=maxq > Y pl =D D ully ye | (3.6)-(3.9) é valido
i i j  k

Para um dado par ¢ — j, considerando os concentradores instalados, tem-se um problema
simples de roteamento a ser resolvido que pode ser visto na figura 3.1:

A rota 6tima é dada por:

: h h
min Wii Cis = :1}
k.m e K{ ij Cigkm | Yi Ym

Dessa forma, as variaveis duais p% podem ser calculadas por:



3. LOCALIZACAO DE CONCENTRADORES COM ATRIBUICAO MULTIPLA 35

concentrador k ponto j

ponto i concentrador m

Figura 3.1: Rotas possiveis para o par ¢ — j.

= k,gzlienK {wij Cighm | Yk = U, = 1} (3.28)

Resultando em um gap de dualidade igual a zero. Os célculos dos valores das varidveis
duais ugk sao feitos também através da interpretacio econdmica, sendo consideradas como
taxas adicionais que devem ser pagas para se rotear o fluxo do par ¢ — j através de um
concentrador alternativo ainda nfo instalado em k. Para se computar os valores mais justos
para essas variaveis duais, lembrando que os valores de p?j j4 foram determinados usando

(3.28), tem-se o problema remanescente para cada par i — j:

min Zy,@ ulhjk (3.29)
k
sujeito a:
ully + > plh — wij cijem Vk4m, k, mekK (3.30)
U?]k; > p% — Wij Cijkk Vke K (3.31)
wy, >0 Vkec K (3.32)

De acordo com Magnanti e Wong (1981), a solucao do programa (3.29)-(3.32) produz

cortes de Benders mais justos. Uma maneira de resolver esse problema eficientemente é

h

observar as restrigdes (3.31) e (3.32). Elas permitem o célculo de valores iniciais para u,

ou:

ulyp = max{0, (ply — wij cijr)} Vyh=0keK

h

Respeitando a complementaridade de folga, tém-se ainda g5, = 0 para todo y,}; =1

As possiveis combinacoes de rotas usando dois concentradores distintos devem ser agora
consideradas para se calcular os valores 6timos das varidveis u;j. Isto implica em respeitar as
restri¢oes (3.30) e em inspecionar, para cada par i — j, caminhos usando um, caso (i), ou dois,

caso (ii), concentradores alternativos ainda nao instalados. Entdo, usando os valores iniciais

h

de uj, tém-se para o caso (i):
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meK
m#k, ylt =1

h

Com os valores calculados para o caso (i), analisa-se o caso (ii):

h
qu =max {“lev Iglleal)(( { (pzhj — Wij Cijkm —uffjm)7 (P?j — Wij Cijmk —uf‘jm)}} A Y = 0, k c K

m£k, ylh =0

Dessa forma, os valores 6timos das varidveis duais sao calculados. O

O algoritmo de resolugdo do subproblema é apresentado abaixo:

Algoritmo do Subproblema

Para cada par i — j

PASSO 1 Calcule o= min {wij cijim |y =yl =1}

iJ7 k,meK
PASSO 2 Calcule “?jk =max{0, (p?_’jfwij Cijkk)}y, V yz’:(),kGK.
Faca wly),

PASSO 3 Calcule

=0, Vyh=1keK.

h h max h h h
UG =maxq U, meK {(p” — Wij Cijkm), (p” — Wij Cijmk)} o> VYp=0,keK.
m#k, y}TZth

PASSO 4 Calcule

h h max h h h h h
Ujjp=MaXy Uyjp, mekK {(PU — Wij Cijkm — uij'm)v (Pu — Wij Cijmk — u'ij'rn)} » Yy =0, keK.
m#k, y};;l:(,‘

Fim Para

O esforco computacional de resolucao do subproblema, em cada iteracdo h, é conside-
ravel. A complexidade do algoritmo proposto é igual a o(n*). Apesar da teoria indicar que
0s programas inteiros, como o problema mestre, sao mais dificeis; o tempo computacional
de resolucao do subproblema, verificado nos testes computacionais, é maior do que o tempo

gasto na solucao do problema mestre.

3.2 Resultados Computacionais

Os testes computacionais foram realizados usando dois conjuntos padroes de instancias da
literatura: (a) CAB do Conselho de Aviacao Civil dos Estados Unidos da Ameérica (O’Kelly,
1987) e (b) AP do servico Postal Australiano (Ernst e Krishnamoorthy, 1996, 1999). As
instancias CAB incluem testes com 10, 15,20 e 25 pontos de demanda, enquanto que testes
de 10 até 200 pontos de demanda podem ser gerados a partir das instancias AP.

Muitos estudos da literatura (O’Kelly e Bryan, 1998; Elhedhli e Hu, 2005; Ebery et al.,

2000; Boland et al., 2004) usam essas instancias para medir o desempenho dos métodos de
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Esforco computacional x variacao dos custos de instalacao. Numero de concentradores instalados x Variacao dos custos de instalacao
WO F—T—T— T T T T T T T 3 16 T | — T T T | — T
_ 10000 | . s 7]
z - ] = A
2 L 1 2
= 1000 . -
] [ ] o -
8 s
2 L i
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g o 1 @
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Incrementos dos custos de instalacao (%) Incrementos dos custos de instalacao (%)
Figura 3.2: Esforco computacional versus Figura 3.3: Ntimero de concentradores ins-
variacao dos custos de instalacao. talados versus variacao dos custos de in-
stalagdo.

resolucdo. Entretanto, enquanto o conjunto CAB nao possui os custos de instalagdo dos
concentradores; o conjunto AP possui apenas os cinglienta primeiros custos de instalacao.
Em funcao dessa limitacao, custos fixos foram gerados para todas as instancias através
de uma distribui¢ao normal com média igual a f, e coeficiente de variagao igual a 40% desse
valor. Isso foi feito para representar a variacao dos custos de instalacdo em problemas reais.
O valor f, foi calculado como sugerido por Ebery et al. (2000) e representa a diferenca nor-
malizada entre um cenério que possui apenas um concentrador imaginario localizado no centro

de massa das demandas e outro tendo todos os pontos de demanda como concentradores.

i = (Zi > (Cie+ cgg) wij — 32,50 a ey wij)
° P

onde ¢ é o local mais proximo do centro de massa das demandas e p ¢ um valor inteiro que
pode ser usado para estimar o numero de concentradores instalados na solugdo 6tima.

Ainda como sugerido por Ebery et al. (2000), todos os maiores custos de instalacao gerados
foram atribuidos aos pontos de maior demanda. Em geral, essa atribuicdo dificulta a selegao
dos pontos de demanda nos quais se instalard um concentrador. Além disso, como as matrizes
de demanda do conjunto de dados AP sio fracionéarias, elas foram normalizadas para se manter

a coeréncia com os dados do conjunto CAB.

Os 96 testes gerados foram nomeados como CABn.a e APn.«, indicando a origem dos
dados usados, o numero de pontos de demanda, n, e o desconto usado a. O simbolo «
pode assumir valores iguais a 2, 4, 6 e 8 significando descontos de 20%, 40%, 60% e 80%,
respectivamente.

Os testes computacionais foram realizados em uma Sun Blade 100 com um processador
Ultra-SPARC de 500 MHz e 1 Gbyte de memoéria RAM, executando o sistema operacional
Solaris 5.8. Todos os algoritmos foram codificados em C++, sendo o CPLEX 7.0, usando a

configuracao padrio de instalacdo, utilizado para resolver os problemas mestres. Um limite
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Figura 3.4: Esfor¢o computacional versus mudanca no coeficiente de variacao dos custos fixos.

de 10 horas de execucao de maquina foi estabelecido como um critério adicional de parada. O
parametro € do algoritmo baseado na variante de Geoffrion e Graves foi configurado em 1%.

Os testes realizados apontam a influéncia dos custos de instalagao no esforgo computacional
do CPLEX 7.0 ao resolver as instancias de forma monolitica usando a formulacao (2.35)-
(2.39). A figura 3.2 destaca este esforgo ao resolver a instancia CAB15.2 variando-se os custos
de instalacao desde 5% até 500% dos valores originais, em incrementos de 5%. A figura 3.3
apresenta o ntmero de concentradores instalados em cada incremento.

Um aumento de apenas 20% nos custos de instalacdo, ou seja, uma variagao de 50% para
60% dos valores de referéncia, representa uma mudanca de configuragdo de 6 para 4 concen-
tradores instalados e uma diferenga no esforgo computacional de uma ordem de grandeza. Em
outras palavras, ao se lidar com aplicagoes reais de larga escala, deve-se conceber uma boa
meétrica para calcular os custos de instalacao, caso esses nao estejam disponiveis; ao contrério
de prescrevé-los ad hoc. Eles tém um impacto muito grande na resolucao do problema.

A figura 3.4 apresenta como o esfor¢o computacional também é afetado quando o coe-
ficiente de variacao é aumentado desde 0% até 150%. Novamente, a instancia CAB15.2 foi
usada tendo o valor f, como média. O coeficiente de varia¢io representa como os custos de
instalacao se diferenciam uns dos outros. Pode-se destacar, observando a figura, que o esforco
computacional diminui ao se aumentar o coeficiente de variacdo.

Se os custos de instalacao se diferem pouco, o niimero de locais mais provaveis para se
instalar um concentrador aumenta muito, tornando a instancia dificil de ser resolvida e vice-
versa. A heterogeneidade dos custos de instalacao pode induzir a uma possivel hierarquiza¢ao
da escolha dos locais como a idealizada por Mateus e Thizy (1999) para o problema de loca-
lizacdo em redes.

As tabelas 3.1-3.5 mostram os resultados computacionais dos testes realizados. As ins-
tancias CAB aparentam ser mais dificeis de resolver do que as baseadas no conjunto AP.
Isso é verdadeiro tanto para a abordagem monolitica, quanto para os algoritmos baseados na
decomposicao de Benders.

O CPLEX 7.0 se apresenta como uma ferramenta bastante eficiente para a resolucao de
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Tabela 3.1: Esforco computacional para o conjunto CAB.

CPLEX 7.0 Benders Classico (BD1) Benders Multicortes (BD2) e-Benders (BD3)
Instancia Solucao Tempo # Tempo Nr. Tempo Nr. Tempo
Otima CPU [s] Iter. CPU [s] Iter. CPU [s] Iter.  CPU [g]
CAB10.2 685709 0.58 43 2.05 20 22.07 88 4.70
CAB10.4 669854 0.56 58 13.53 18 39.07 124 7.45
CAB10.6 597781 0.44 69 15.70 14 13.59 159 12.97
CAB10.8 458985 0.35 62 30.81 9 9.54 75 3.52
CAB15.2  2.71877e+4-06 5.68 47 46.21 56 5248.60 332 14.86
CAB15.4  2.64529e+06 17.90 51 55.00 54 1341.90 289 25.66
CAB15.6  2.35277e+4-06 11.20 50 64.95 38 376.75 339 45.86
CAB15.8  1.90899e+06 10.07 62 73.92 19 183.75 234 40.89
CAB20.2 5.56714e+4-06 17.40 100 75.98 28 3058.00 160 51.83
CAB20.4 5.61875e+06 22.72 130 131.97 34 2155.40 242 22.54
CAB20.6 5.2409e+-06 20.82 117 78.93 32 2381.30 343 33.39
CAB20.8  4.56789e+-06 25.88 190 89.10 29 2125.80 370 36.50
CAB25.2  8.57026e+06 52.22 170 89.84 25 2429.50 214 27.17
CAB25.4  8.95641e+-06 65.74 196 129.20 22 2132.50 191 72.58
CAB25.6 8.5161e+06 93.95 125 188.40 19 3900.00 205 74.50
CAB25.8  7.21453e+4-06 39.41 152 288.40 20 3501.10 462 88.60

instancias menores do que 40 pontos de demanda. Entretanto, para instancias maiores, as

limitagbes de memoria de computador podem ser um fator preponderante.

Tabela 3.2: Esfor¢o computacional para o conjunto AP.

CPLEX 7.0 Benders Classico (BD1) Benders Multicortes (BD2) e-Benders (BD3)

Instancia  Solugdo  Tempo Nr. Tempo Nr. Tempo Nr. Tempo

Otima  CPU [s] Tter. CPU [s] Iter. CPU [s] Iter. CPU [s]
AP10.2 68015 1.13 13 0.91 6 2.22 69 3.19
AP10.4 63805 0.87 8 0.29 5 0.78 21 0.71
AP10.6 59596 0.90 7 0.20 5 0.73 8 0.22
AP10.8 55386 0.86 12 0.49 7 1.37 9 0.19
AP20.2 127333 25.69 10 1.10 6 18.57 82 10.79
AP20.4 118151 10.65 9 0.94 6 9.51 86 10.49
AP20.6 108310 9.30 11 1.13 7 17.76 60 6.41
AP20.8 96800 7.59 12 1.25 7 16.42 9 0.75
AP30.2 185713 88.68 12 4.45 9 289.63 54 20.96
AP30.4 171317 85.42 13 4.77 7 130.49 63 24.12
AP30.6 156351 85.54 17 6.27 9 219.60 80 29.52
AP30.8 130898 68.81 10 3.47 6 52.06 37 12.20

Os algoritmos baseados no método de decomposicao de Benders resolvem instancias com
até 200 pontos de demanda respeitando o limite de 10 horas proposto. E importante mencionar

que é a primeira vez na literatura que se resolve instancias desses tamanhos no 6timo.
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A adequacdo do método de decomposicao de Benders para essa classe de problemas nao
¢ uma surpresa, em razao da proximidade dos mesmos com os problemas classicos de lo-
calizagdo de facilidades (Klincewicz, 1996; Hamacher et al., 2000) e o histérico do método
Geoffrion e Graves (1974); Magnanti e Wong (1981); Magnanti et al. (1986). Por outro lado,
isso ndo aparenta ser um senso comum na literatura de sistemas eixo-raio, uma vez que sao
poucos os trabalhos usando essa estratégia de resolugao (Racunica e Wynter, 2005).

As figuras 3.5-3.8 mostram uma comparacao do desempenho dos trés algoritmos na reso-
lugdo das instancias do conjunto AP. Comparando as trés variantes implementadas, pode-se
constatar que os tempos computacionais da versdo multicortes (BD2) sdo maiores do que as

outras duas.

Tabela 3.3: Resultandos computacionais para as instancias do conjunto AP.

Benders Classico (BD1) Benders Multicortes (BD2) e-Benders (BD3)
Instancia  Solucao Nr. Tempo Nr. Tempo Nr. Tempo
Otima Iter. CPU [s] Tter. CPU [s] Iter.  CPU [s]
AP40.2 307925 18 20.40 7 981.29 69 81.81
AP40.4 287261 10 10.39 6 493.11 50 53.70
AP40.6 266597 13 13.87 7 416.55 88 94.47
AP40.8 239986 15 16.05 12 9.70 12 10.29
AP50.2 368629 16 45.12 16 30588.90 525 1974.38
AP50.4 350496 12 28.95 7 3682.55 68 173.09
AP50.6 325278 11 26.33 8 2478.18 61 148.05
AP50.8 291650 11 26.15 9 3179.42 49 107.59
AP60.2 386250 15 78.07 10 17002.80 18 83.40
AP60.4 353215 13 66.63 8 5897.72 12 52.68
AP60.6 312972 15 77.33 9 3928.76 72 361.34
AP60.8 244630 11 55.45 6 806.55 91 428.98
APT70.2 430065 21 208.24 10 32333.60 14 143.50
AP70.4 381045 16 156.27 7 9130.93 11 107.17
APT70.6 321994 18 176.72 8 4341.53 102 1099.60
AP70.8 236992 14 135.57 7 4665.56 124 1259.21
AP80.2 482852 23 393.21 8 35770.80 13 233.64
AP80.4 428380 19 321.68 9 34492.90 12 211.32
AP80.6 355785 15 249.90 8 12309.40 95 1829.29
APS80.8 261915 14 231.81 6 2228.47 148 2669.24
AP90.2 515012 19 518.06 8 44338.80 27 723.29
AP90.4 454901 14 374.41 8 35785.80 24 633.07
AP90.6 379827 14 376.04 7 10404.80 14 345.54
AP90.8 276640 11 288.37 6 7537.26 152 3786.78
AP100.2 565395 17 707.32 6 33079.40 35 1454.67

Apesar de apresentar um ntumero inferior de iteragoes para se obter a solucao 6tima, a
adicdo de (n? — n) cortes por iteracio sobrecarrega o problema mestre do algoritmo BD2,
tornando os tempos de computacao proibitivos. A figura 3.11 ilustra a propor¢ao de tempo
gasto pelo problema mestre e pelo subproblema do algoritmo BD2, versdo multicortes, na
resolucdo das instancias AP20.4, AP30.4, AP40.4, AP50.4 e AP60.4. Ao se comparar essas
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Figura 3.7: Esfor¢o computacional (o = 60%). Figura 3.8: Esfor¢o computacional (o = 80%).

proporcdes com as apresentadas na figura 3.9 pelo algoritmo BD1, verséo classica, constata-se

2 — n) cortes fortalecem o limite inferior (veja figura 3.10), porém a um custo de

que os (n
computagdo muito grande. Uma boa estratégia, a ser investigada futuramente, pode ser a
combinacao dos algoritmos BD1 e BD2.

Os cortes de Benders (3.10) sao fortes o suficiente para tornar o uso da variante BD3
(Geoffrion e Graves, 1974) desinteressante. A convergéncia do limite inferior apresentada
pelo algoritmo BD1 (veja figura 3.10), o fato do BD3 gastar algumas itera¢oes sem a melhora
do limite superior e em razao do problema mestre gastar um tempo menor do que o tempo
de resolugao do subproblema (veja figura 3.9) justificam a resolugao do problema mestre no
otimo.

Em muito dos testes realizados, a versao (BD1) possui tempos de resolu¢ao uma ordem de
magnitude menor do que as outras duas variantes. Entretanto, o algoritmo BD1 apresenta o
efeito de “achatamento” (flattening) para gaps de otimalidade menores do que 5%, enquanto
que a versdo BD2 se mostra menos suscetivel a esse efeito. Mais uma vez, uma combinacao

das versoes BD1 e BD2 pode ser muito promissora.
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Figura 3.9: Propor¢ao do tempo gasto pelo algoritmo BD1 executando o problema mestre e
o subproblema para as instancias AP20.4, AP30.4, AP40.4, AP50.4 ¢ AP60.4
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Figura 3.10: Taxa de convergéncia do limite inferior dos algorimtos BD1 e BD2 para a in-
stancia AP30.6

3.3 Comentarios finais

Nesse capitulo, o papel dos custos de instalagao pode ser observado na resolucao do problema
de localizacao de concentradores com atribuicao multipla. Os valores desses custos ndo devem
ser definidos ad hoc, mas determinados o mais proximo da realidade possivel.

Trés variantes do método de decomposicdo de Benders foram apresentadas. A versao
classica BD1 se mostrou como a mais interessante enquanto ferramenta de engenharia, uma
vez que é capaz de resolver instancias de tamanho 200 em menos de dez horas de computacao.
Instancias desse tamanho eram consideradas “fora de alcance” dos métodos exatos. Do ponto
de vista do projetista, esperar dez horas para se ter uma solugdo 6tima nao é muito, em face

da decisdo ndo ser uma tarefa rotineira e envolver grandes quantidades de recursos.
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Figura 3.11: Proporcao do tempo gasto pelo algoritmo BD2 executando o problema mestre e
o subproblema para as instancias AP20.4, AP30.4, AP40.4, AP50.4 ¢ AP60.4

Tabela 3.4: Resultandos computacionais para as instancias do conjunto AP.

Benders Classico (BD1) Benders Multicortes (BD2) e-Benders (BD3)

Instancia  Solugao Nr. Tempo Nr. Tempo Nr. Tempo
Otima Iter. CPU Js| Iter. CPU [s] Iter.  CPU |s]

AP1004 499926 13 530.15 7 42084.50 16 618.65
AP100.6 417504 13 530.41 6 18162.70 41 1706.33
AP100.8 300453 12 485.93 6 10895.30 17 652.48
AP110.2 597530 33 2073.29 6 38783.10 20 1166.61
AP110.4 519661 29 1817.38 6 28978.00 15 836.88
AP110.6 418531 19 1167.57 8 34327.20 20 1047.26
AP110.8 279354 14 843.05 7 13789.80 66  3956.18
AP1202 643378 30 2706.98 6 42477.20 30 2607.51
AP120.4 559106 24 2149.31 6 48691.10 20  1671.06
AP120.6 447050 20 1776.16 7 37309.50 23 1901.45
AP120.8 296716 14 1218.94 9 31748.20 62 5049.88
AP130.2 721862 40 1948.79 * * 30 3562.44
AP130.4 622797 32 3953.02 * * 25 2925.62
AP130.6 478471 17 2049.22 * * 23 2643.72
AP130.8 318359 13 1535.92 * * 130 14469.50
AP140.2 772636 41 6973.30 * * 42 6928.06
AP140.4 665403 30 5069.62 * * 36 5920.21
AP140.6 518544 20 3331.82 * * 47 7763.31
AP140.8 345468 14 2281.46 * * 98 14537.50
AP150.2 823854 41 9132.24 * * 36 7659.90
AP150.4 709951 30 6652.07 * * 25 5146.31
AP150.6 529332 14 2992.48 * * 14 2731.39
AP150.8 345224 12 2534.82 * * 76 14436.60
AP160.2 815066 52 15286.30 * * 48 13529.70
AP160.4 697254 32 9320.59 * * 22 5971.96

(*) Tempo limite de 10 horas excedido.

A combinacao das versoes BD1 e BD2 aparenta ser uma oportunidade promissora. Con-

tundo, outras variantes devem ser também exploradas, como o método de decomposicao de
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Tabela 3.5: Resultandos computacionais para as instancias do conjunto AP.

Benders Classico (BD1) Benders Multicortes (BD2) e-Benders (BD3)

Instancia Solucao Nr. Tempo Nr. Tempo Nr. Tempo
Otima Tter. CPU [s] Tter. CPU [s] Iter.  CPU [s]

AP160.6 531393 21 6029.17 * * 17 4473.44
AP160.8 338266 17 1823.31 * * 60  14466.10
AP170.2 869440 56 20833.80 * * 42 1469750
AP170.4 742202 28 10270.00 * * 41 14616.00
AP170.6 586161 24 8756.42 * * 28 9845.21
AP170.8 369088 17 6093.01 * * 22 7052.51
AP180.2 927744 57 27150.00 * * 33 14875.10
AP180.4 796991 34 16051.60 * * 30 13629.10
AP180.6 596958 18 8271.67 * * 26 11724.10
AP180.8 378423 17 7778.87 * * 33 14727.00
AP190.2 991540 50 29173.10 * * 27 14881.60
AP190.4 857546 38 22148.60 * * 27 14982.10
AP190.6 626671 17 9565.40 * * 24 13249.90
AP190.8 395724 15 8386.79 * * 27 14602.00
AP200.2  1.08422e+06 40 29524.90 * * 22 15028.90
AP200.4 925895 39 28967.60 * * 21 14585.50
AP200.6 685370 21 15298.50 * * 21 14563.70
AP200.8 425069 14 9970.83 * * 22 14857.40

(*) Tempo limite de 10 horas excedido.

Benders Regularizado (Ruszczynski, 1986).

O préximo passo é propor modelos mais realisticos. No capitulo 4, os efeitos de economia
de escala dependentes do fluxo sdo abordados como uma fungao céncava linear por partes. No
capitulo 5, os custos de congestionamento, representados por uma lei de poténcia em fungao
do fluxo que passa através dos concentradores, sdo incorporados explicitamente na funcao

objetivo.



Capitulo 4

Localizacao de Concentradores com
Economia de Escala Dependente do

Fluxo

“Just remember, once you’re over the hill you begin to pick up speed.”

Arthur Shopenhauer

O uso de um fator « constante para representar a economia de escala é uma simplificacao
da realidade que pode permitir solucoes 6timas com fluxos pequenos premiados por descontos
elevados. Em muitas aplicagoes reais, o desconto dado é em funcao do trafego que passa pela
conexao entre concentradores.

O’Kelly e Bryan (1998) sdo um dos primeiros a verificar essa anomalia e a propor uma
formulacao conhecida como FLOWLOC, na qual o fator constante de desconto é substituido
por uma funcdo coéncava linear por partes. Essa fungdo permite uma melhor representacao
dos efeitos de economia de escala, uma vez que os mesmos passam a ser entao dependentes do
fluxo na conexdo entre concentradores. A adequacio dessa proposta & demonstrada através
da resolucdo de uma instancia com 20 pontos de demanda usando um pacote comercial de
otimizagdo de programagdo inteira mista .

Usando a formulacao FLOWLOC e preocupado com as mais de 20 horas de computacao
gastas por O’Kelly e Bryan (1998), Klincewicz (2002) propoe trés estratégias de solucdo para
abordar instancias de até 25 pontos de demanda: duas heristicas, uma baseada em busca
tabu e outra na busca aleatoria adaptativa gulosa (GRASP), e uma enumeragao implicita
especializada. Klincewicz mostra que, ao se fixar a configuracao de concentradores no modelo
FLOWLOC, a formulagdo de custo concava resultante pode ser reduzida a um problema clés-
sico de localizacao de facilidades e podendo, portanto, ser resolvida pelos métodos disponiveis
da 4rea.

Neste capitulo, uma formulagdo mais justa, usando as idéias iniciais de O’Kelly e Bryan
(1998) e o modelo proposto por Hamacher et al. (2000), ¢ apresentada para abordar os efeitos

de economia de escala em func¢do do trafego nas conexoes entre concentradores. Devido a

45
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qualidade do limite de programacao linear, pacotes comerciais de otimizac¢ao podem agora ser
utilizados para resolver instancias de tamanho médio em um tempo aceitavel. Além disso,
mais uma vez, o método de decomposicao de Benders (Benders, 1962) é empregado, de forma
competitiva e eficiente, na resolucao de problemas testes com até 50 pontos de demanda.
Neste capitulo, a secdo 4.1 apresenta as defini¢cbes usadas, o modelo FLOWLOC de
O’Kelly e Bryan (1998) e a nova formulacao. O algoritmo de decomposi¢do de Benders é
formalizado na secdo 4.2, sendo os experimentos computacionais realizados e os comentérios

finais mostrados nas secoes 4.3 e 4.4, respectivamente.

4.1 Definigoes e Formulacgoes

Os custos unitarios de transporte c;; e ¢ tém o mesmo significado da secao 2.3, porém os
custos ¢, 820 agora representados por uma fun¢do concava linear por partes dependente do
fluxo passando pela conexéo k —m (k # m,k,m € K) (O’Kelly e Bryan, 1998).

Como observado por Klincewicz (2002), a fungao concava de custo pode ser interpretada
como o “envelope inferior” de um conjunto L de funcGes lineares, onde cada elemento [ € L
é uma das “partes”. Entao, na formulacado FLOWLOC de O’Kelly e Bryan (1998), os custos

das conexoes entre concentradores sdo dados por funcoes lineares que minimizam:

Orm(z) = Z( b Chm + 0y Cm Z Z Wij Tijkm) Vk#mkmekK
leL iEN jEN

onde bim Ckm € afem Ckm S80 0 intercepto e a inclinagdo da conexdao k —m e segmento linear

I, respectivamente. A figura 4.1 ilustra um exemplo de @, com trés partes lineares.

custo 0
- 3

3 | e c,_«

Ckm bkm' . (\2 km km
> km —km

b2

Ckm “km . 1
km ~km

b >

Ckm km fluxo em k-m

Figura 4.1: Fungado concava linear por partes da conexao k — m. Extraido de Klincewicz (2002)

l

Lm due assumem o valor igual a 1, se

O’Kelly e Bryan (1998) definem ainda as variaveis z
os parametros de custo afm e bfﬁm sdao usados pelo fluxo total da conexdo k —m e segmento [,
representado por f,im > 0, e 0 caso contrario. No restante do texto, para simplificar a apresen-
tagdo, considera-se [ € L nos somatérios das formulagoes abaixo. Portanto, O’Kelly e Bryan

formulam o FLOWLOC como:
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min Z akYk + Z Z Z Z wij(Cik + Cmj)Tijkm
k i i k m
2> > Chm(@hom Fim + Ve hom) (4.1)
]

k m#k
s. t.:
Fom < Zhm > > wiy VieLk#mkmeK  (42)
(]

S Fim =D wiiijem Vk#mkmekK (4.3)
l i i

Thmbkm = Yk + Ym — 1 Vk#m,k,meK (4.4)

> Zhn = Thmkm Vk#mkmekK (4.5)
l

DY wikm =1 Vi,jeN (4.6)
E m

> Tijkm < Uk Vi,je Nke K (4.7)

> Zijkm < Um Vi,je Nyme K (4.8)
k

J,‘ij;mZO Vi,je€ Nkkme K (49

flo>0 VieLk#mkmeK (410
2k € 40,1} VieLk#mkmeK (411
yr € {0,1} Vke K (4.12

A fungao objetivo (4.1) minimiza o custo total de instalagdo dos concentradores e de
transporte. As restrigdes (4.2) associam o intercepto bf,cm com a respectiva inclinacdo aim da
conexao k —m e segmento [, enquanto que as restri¢oes (4.3) determinam a quantidade de
fluxo total passando pela mesma.

As restricoes (4.4) e (4.5) forgam toda a demanda wg,, a usar a conexdo k —m ao se
ter concentradores instalados nos pontos de demanda ¢ e j,i. e. quando ¢ = ke j = m,
e 0 uso de apenas um dos segmentos da funcao concava linear por partes, respectivamente.
As restrigdes (4.6) asseguram que a demanda w;; seja roteada através de um ou no méximo
dois concentradores, enquanto que as restri¢oes (4.7) e (4.8) permitem apenas o roteamento
através de concentradores instalados.

Como relatado por Klincewicz (2002), a formulacado FLOWLOC (4.1)-(4.12) apresenta
gaps de integralidade muito grandes, em média 28%. Ao se agregar o fluxo de uma conexao
k —m em uma Unica varidvel f,im, restri¢oes (4.3), a decomposi¢ao natural do problema por
origem-destino i—j ¢ destruida. Como conseqiiéncia, restricoes do tipo “M grande”, como (4.2)
que acoplam fracamente os conjuntos de varidveis f,im e z}cm, se fazem necessarias, resultando,
portanto, em uma relaxacdo linear de baixa qualidade.

Um gap de integralidade mais justo pode ser obtido ao se modelar o problema como uma
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formulacdo de desconto multinivel, mantendo-se, assim, a decomposi¢do natural por origem-

destino i — j. Nesse caso, dois novos conjuntos de variaveis, &'

ijkm > 0 ez > 0, sao

necessarios, representando, respectivamente, as quantidades de trafego transportadas entre os
pontos de demanda i e j, roteadas via os concentradores instalados em k e em m (k # m),
nesta ordem, utilizando o segmento linear [/; e via um tnico concentrador operando em k. A

figura 4.2 ilustra as varidveis #! com trés segmentos lineares.

ijkm

A concentrador
e ponto de demanda

Figura 4.2: Representacao das varidveis :ci] -

Como nao ha restrigoes de capacidade nas conexodes e nos concentradores instalados,
..l
Liikm

1
fluxo wj, e Lyifom =

=1 (Zyr =1)searotai—k—1—m—j (i —k— j) é usada para transportar o
= 0 (Ziyjr = 0) caso contrario. O fluxo total em uma conexdo k —m
¢ agora determinado por ), Z > Wik Ukm e o custo dado pelo segmento [ que minimiza

o +al S > wzjxéjkm) Ckm. Tem-se entdo a nova formulacao:

min Z a Yr + Z Z Z ckmbkmzkm + Z Z Z Z Z Wiz € Zka z]km

k m#k k m#k

t Z Z Z wij (Cik + Chj)Tijh (4.13)

S. a:

DD Em D D gkt T <yp VijENkEK (4.14)
I m#k I m#k

ZZ D Em + Zx”k =1 Vi,jeN (4.15)

k m#k

szmgyk VEk#m,kmeK (4.16)
szmgym VE#m,kkmeK (4.17)
l

B ikm < Zhm Vi,jeN,l€Lk#mkmeK (4.18)

Fomm = Zhom VieLk#mkmekK (4.19)
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> b = Uk Y — 1 VikmekK (4.20)

l
Ukm>0 Vi,je Nyle Lk #m,k,m e N  (4.21)
Tijk >0 Vi,je NJke N (4.22)
2k, €{0,1} VieLk#mkmekK (4.23)
yr € {0,1} Vke K (4.24)

onde ¢y, = (Cik + Ay Chm + Cmj)-

A funcgao objetivo (4.13) minimiza o custo total de instalagdo de concentradores e de
transporte. As restrigdes (4.14) garantem que o trafego é roteado apenas por concentradores
instalados. As restricoes (4.15) asseguram que a demanda w;; é roteada através de um ou no
méximo dois concentradores. As restrigoes (4.16) e (4.17) permitem a ativacao dos parametros
b e akm se, e somente se, ha concentradores instalados em k e em m. O trafego s6 usa
a rota i —k — 1 —m — j se os parametros corretos da funcao concava linear por partes sao
utilizados, restri(;()es (4.18). Se a origem e o destino possuem concentradores instalados, i. e.
i =k e j=m, entdo as restrigoes (4.19) forcam a demanda wy,, a utilizar a conexdo k —m,
sendo equivalentes as restri¢oes (4.4) e (4.5) da formulagdo FLOWLOC.

Proposicao 4.1 A formulagao (4.13)-(4.24) possui uma relazagdao linear mais justa do que
a formulagao FLOWLOC (4.1)-(4.12).

Dado uma solugao 6tima {x*, f*, y*, z*} da programacao linear da formula¢gao FLOWLOC,
pode-se observar que as restri¢oes (4.2) permitem fluxos muito grandes em fk,m, mesmo para
pequenos valores fracionarios de zé*m

Como as restri¢oes (4.18) evitam a:ﬁ]k, maiores do que zkm, Vie Lk #m,k,m € K 0
valor equivalente a f. , na formulacio (4.13)-(4.24), seria entdo limitado a ), > wij & Ukm
Excluindo-se os casos nos quais apenas um componente de z* é estritamente posmvo e ape-

nas um concentrador é instalado, >, >~ wi; é estritamente menor do que 25 3" > Wij,

o €
uma vez que apenas os pares ¢ — j que realmente usam a conexao k—m e o segmento linear
[ sao avaliados.

Em outras palavras, os valores fkm, computados pela formulacao FLOWLOC (4.1)-(4.12),
nem sempre sio vidveis na formulagio (4.13)-(4.24). Entretanto, fazendo-se fi =", > Wi iéjkm,
pode-se sempre encontrar uma solugao vidvel na formulacdo FLOWLOC. Portanto, a formu-
lagao (4.13)-(4.24) possui uma relaxacao linear mais justa do que a formulacdo FLOWLOC

(4.1)-(4.12). O

A formulagao (4.13)-(4.24) possui duas propriedades interessantes: a diferenca de uma
ordem de grandeza entre o niimero de varidveis continuas e inteiras, e a sua decomposi¢ao
natural por par origem-destino 7 — j.

Observando a formulacio (4.13)-(4.24), tém-se ¢ n* + (1 — 2¢) n3 + (¢ — 1) n? variaveis

continuas e ¢ n% + (1 —q) n inteiras, onde ¢ = |L| e n = |N|. Mesmo para pequenos valores de
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n, tem-se um nimero consideravel de varidveis de fluxo. Em funcio disso, pacotes comerciais
de otimizacao de programagao matematica nao conseguem resolver instancias de grande porte
em computadores pessoais.

Além disso, devido a sua decomposicdo natural por origem-destino ¢ — j, ao se fixar
os valores das variaveis inteiras yj e zfm, a formulagao resultante pode ser reduzida a um
problema de transporte e resolvido por meio de algoritmos de caminho minimo.

Em razao dessas caracteristicas, abordagens baseadas em decomposicdo, explorando a es-
trutura da nova formulacao, possuem uma, forte motivacao. Como o método de decomposicao
de Benders (Benders, 1962) ja foi empregado com sucesso no capitulo 3, ¢ aqui utilizado na
resolucao do problema de localizacao de concentradores com a economia de escala dependente
do fluxo, assunto da secdo 4.2.

Antes de se prosseguir, uma ressalva é feita. Uma das grandes motivacées do desen-
volvimento de sistemas do tipo eixo-raio é a idéia de rateio (compartilhamento) dos custos de
transporte. O uso de politicas que estabelecem conexoes antiecondmicas para se garantir a in-
terconexao entre todos os concentradores é, em algum sentindo, artificial. Em outras palavras,
a consideracao de se ter todas as conexoes entre concentradores ativas, com pelo menos a de-
manda Wk, quando i = k e j = m (restricoes (4.4), (4.5) e (4.19)), se opde ao conceito
de se buscar solucoes que melhor exploram as economias de escala da rede. Conexoes entre
concentradores que sdo muito utilizadas e operam, portanto, com custos unitarios marginais
aﬁcm Ckm Pequenos, tendem a atrair cada vez mais fluxo. Neste sentido, as conexoOes entre
concentradores seriam funcao natural da estrutura de custos. Portanto, no presente trabalho,
as restrigoes (4.19) sao desconsideradas da formulacao (4.13)-(4.24) e ao se desenvolver o

algoritmo baseado no método de decomposi¢ao de Benders (Benders, 1962), se¢ao 4.2.

4.2 Algoritmo de Decomposicao de Benders

O problema mestre é uma versao relaxada do problema original com o conjunto de variaveis
inteiras e suas respectivas restricoes a ser formalizado na secdo 4.2.2; enquanto que o subpro-
blema é o problema original com os valores das varidveis inteiras temporariamente fixadas,

assunto da préxima secao 4.2.1.

4.2.1 Subproblema

Desconsiderando as restrigdes (4.19) da formulacao (4.13)-(4.24), o seguinte problema linear

primal para cada par origem-destino i — j (i,7 € N) é obtido ao se fixar o vetor de varidveis

h

inteiras, y = y" e z = 2", em uma dada iteracdo h.
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min Z Z Z Wij € z]km zgkm + wa Cik + Ck])xz]k (4.25)

k m#k
S. a:l
Z Z xi]km =+ Z Z xi]mk + Ty < y;}j Vke K (4.26)
I m#k I m#k
Z Z Z xz]km + Z xljk =1 (427)
b mtk
om < ()" VieLk#mkmekK (428
Ukmzo VieLk#mkmekK (4.29)

Um limite superior do problema original pode ser obtido somando-se os valores 6timos
de (4.25), para todos os pares i — j, as quantidades ), aj y,'g e Dok Zm;ék: Chm bim
as restrigoes (4.26), (4.27) e

(4.28), respectivamente, obtém-se o seguinte subproblema dual da iteragao h para o par i — j:

NG : < e o
(2)) - Associando entdo as varidveis duais wijk, pij € Sijpm

max p;j — Zyk Uijk — ZZZ ka swkm (4.31)

k. mtk
sujeito a:

Pij = Uijk = Wijm = Sijim < Wij Chjkm VieLk#mbkmeK (4.32)

pij — Uik < wij (Ci + Ciyj) Vke K (4.33)

pij € IR (4.34)

i > 0 VEkeK (4.35)

Ukm>0 Vie Lk#m,k,me K (4.36)

Ao invés de se usar os métodos simplex ou de pontos interiores na resolucdo do subproblema,
(4.31)-(4.36), pode-se resolvé-lo por inspec¢ao utilizando a teoria da dualidade, a propriedade

das folgas complementares e as duas proposicoes abaixo.

Proposi¢ao 4.2 O problema primal (4.25)-(4.30) é sempre vidvel e limitado para quaisquer
l

Yk € 2, vidveis que satisfagam as restrigoes (4.14)-(4.24).

O problema (4.25)-(4.30) é modelado para minimizar os custos de transporte dos pares
i— 4, t,j € N. Para qualquer configuracdo de concentradores instalados, na qual ha pelo
menos um concentrador operando, e quaisquer parametros de custos das conexdes kK —m, que
satisfagam as restri¢oes (4.14)-(4.24), pode-se facilmente observar que o modelo (4.25)-(4.30)

é sempre viavel.
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Um algoritmo de caminho minimo pode ser usado para calcular as melhores rotas para
cada par i — j, fazendo-se a atribuicdo dos pontos de demanda aos concentradores de forma
implicita.

Além disso, qualquer solucao do problema primal é limitada, uma vez que os custos de
transporte sao finitos e ndo-negativos. Portanto, o problema primal é vidvel e limitado para

quaisquer vetores y e z que satisfacam as restrigoes (4.14)-(4.24). O

Corolario 4.1 O problema dual (4.31)-(4.36) € vidvel e limitado, possuindo pelo menos uma

solu¢do dtima.

Proposicao 4.3 A solugio dtima do problema dual (4.31)-(4.36) pode ser encontrada por

nspecao.

Devido & teoria de dualidade e & propriedade das folgas complementares, para quaisquer

Ao . -
yr e (24, )" vidveis da iteragdo h tem-se:

min ¢ > " wij | (cit + k) ik + D D Cikm Eijrm | | (4.26)-(4.30) & valido
k 1 m#k

= max < pij — > UL Uik — D > Y (L " Shiem | (4.32)-(4.36) & valido
k l

k m#k

Para qualquer par ¢ — j, ¢, € N, um problema simples de roteamento deve ser resolvido
considerando que os concentradores estao instalados e que os paridmetros de custos estao

propriamente estabelecidos. Entdo, o custo da rota 6tima é dado por:

. . h .
wij mm{ min  {cijn | Y = Y = () = 135 min{ (i + oxy) | v = 1}}
k#m,k,meK

Para se zerar o gap de dualidade, é possivel escrever os valores 6timos de p?j da iteracao

h como:

. . h .
= i mm{ min {chn |k = v = (oh)" = 11 min{(cin + ) | = 1}}

k#m,k,meK

Uma vez calculados os valores 6timos de p?j, os valores 6timos de UZ . da iteracao h podem

ser obtidos atraves das restrigoes (4.33):

qu = max {0, p?j — wij (cik + cxj) | yZ = 0}
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Devido & complementaridade de folga, toda vez que yZ =1, entdo tem-se ufk ;=0.
h

Apos os calculos de pw € Uy, 08 valores 6timos de (s z]km) da iteracdo h podem ser

determinados usando-se as restrigoes (4.32):

l h h h h ! L
(sijkm) = max {O’pij = Uik — Ujjm — Wiy Cijkm ‘ (zkm> = 0}

l

Mais uma vez, devido & complementaridade de folga, toda vez que (zkm)h = 1, entao tem-se

h h . (o ~ .
(séjkm) = 0. Deve-se lembrar que para se ter (z}, )" =1 é necessdrio, mas ndo suficiente, se
ter y,’j =yh =1

Portanto, a solu¢ao 6tima do problema dual (4.31)-(4.36) é encontrada por inspecao.l

O algoritmo de resolugdo do subproblema é apresentado abaixo:

Algoritmo do Subproblema

Para cada par i — j
PASSO 1 Calcule pl;=w;; mln{mlnleL et ks me KACk o YR =yl =(2h) =1} mlnkeK{(%+nM)|yk_1}}
PASSO 2 Calcule u};,=max{0,p};—wi; (ci+eny)lyr=0} V¥ keK.

Faga ul,,=0, Vyp=1keK.
PASSO 3 Calcule

(shjim) " =max{ 0.l —ull —ull —wij eyl (2h,)" =0} VIEL kM b mEK.

Faca (s};,)"=0, ¥ (z},)"=1, k#m k,meK.

Fim Para

A partir da funcao objetivo (4.31) dos subproblemas duais determina-se o corte de Benders:

2D vt 2220 2, (i) zkm>ZZmJ (4:37)

k m#k

h h l h - o e . . - )
onde Uzl Piy € (Sijkm) sdo os valores 6timos das variaveis duais da iteracdo h e n é uma
varidvel continua representando um subestimador dos custos de transporte. A cada iteracao

h, o corte de Benders (4.37) é adicionado ao problema mestre, assunto da proxima se¢ao 4.2.2.

4.2.2 Problema Mestre

O problema mestre é constituido da varidvel n e dos conjuntos de varidveis inteiras e suas
respectivas restrigoes. O problema mestre é uma relaxagao do problema original (4.13)-(4.24)
fornecendo portanto um limite inferior. Este limite é melhorado pela adicdo do corte de
Benders (4.37) a cada iteracdo. Quando o limite inferior converge para o limite superior, a

solucao o6tima é obtida. O problema mestre pode ser assim formulado.
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i+ Sk i+ 355 3 con o (4.38)

k m#k

S. al

22D vt 2220 2, (s "o 2 22 ply ettt (439)

k m#k

Zz,li,mgyk Vk#m,kmeK (4.40)
l

Zz,lfmgym VEkE#m,kkmeK (4.41)

> =1 (4.42)
k

n>0 (4.43)
yr € {0,1} Vke K (4.44)
2 e {0,1} VieLk#mkmekK (4.45)

onde H é o ntimero maximo de iteragoes de Benders. A restrigao (4.42) é adicionada para se
evitar solugoes invidveis. Essa restricao assegura a instalacdo de pelo menos um concentrador,
evitando-se assim a geragao de raios extremos.

O algoritmo baseado na decomposicdo Benders é formalmente organizado abaixo, onde
LS é o limite superior, LI & o limite inferior, zp,, e 25p sao as solugdes Otimas obtidas

resolvendo-se o problema mestre e o subproblema correntes, respectivamente:

Algoritmo Decomposicao de Benders

PASSO 1 Faca LS =+o0, LI = —c0

PASSO 2 Se LS = LI, PARE. Fim da execuc¢ao, a solu¢do 6tima do problema original
(4.13)-(4.24) foi obtida.

PASSO 3 Resolva o problema mestre(4.38)-(4.45), obtendo z},, e os valores 6timos das
variaveis inteiras y e z.

PASSO 4 Faca LI = z},,, e atualize os valores de y e z no subproblema dual (4.31)-(4.36).

PASSO 5 Resolva o subproblema dual (4.31)-(4.36), obtendo z%p e os valores 6timos das
varidveis duais.

PASSO 6 Adicione o novo corte de Benders ao problema mestre (4.38)-(4.45) usando
(4.37)

PASSO 7 Se z&p + Do @k Yk + 21 Dok Dok Chm Dk 2k < LS, faca LS = z5p +
Sk W Yk D >k Yotk Chom b Zhm- VA para 0 PASSO 2

Na préxima secao 4.3, os resultados computacionais sao apresentados.
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4.3 Resultados Computacionais

Os resultados computacionais realizados usaram os conjuntos de instancias padrao CAB e
AP, sendo os custos fixos gerados como na secao (3.2). As trés funcdes concavas lineares
por parte utilizadas, propostas por Klincewicz (2002), possuem quatro inclinagoes diferentes
(veja tabela 4.1), propondo diferentes estratégias de economia de escala: modesta, média e
agressiva.

Os 27 testes gerados foram nomeados como CABn-fg e APn-fg, indicando a origem dos
dados usados, o numero de pontos de demanda, n, e o tipo de funcao concava linear por partes

utilizada, ¢ (veja tabela 4.1).

Tabela 4.1: Parametros das func¢des céncavas lineares por partes. (Extraido de Klincewicz (2002))

Fluxo Funcao
em k—m 1 2 3
(x1,000) ol

0<fL,<50 10 1.0 08
50 < fZ, <100 09 08 06
100< 2 <200 08 06 04
200 < fi 0.7 04 02

Apesar de ter o mesmo ntmero de variaveis inteiras, veja tabela 4.2, a nova formulacao
(4.13)-(4.24) possui quase quatro vezes o numero de variaveis continuas e, em média, 300
vezes o numero de restricoes da formulagio FLOWLOC de O’Kelly e Bryan (1998). Entre-
tanto a qualidade da relaxacdo linear é muito superior, como mostrado pela proposicao 4.1
e demonstrado pelos testes realizados nas instdncias CAB, tabela 4.3, e ilustrado pela figura
4.3

A figura 4.3 destaca também um comportamento muito interessante. Ao se usar uma
estratégia mais agressiva de economia de escala ou ao se aumentar o tamanho das instancias, a
qualidade da relaxacao linear da formulacao FLOWLOC (O’Kelly e Bryan, 1998) se deteriora,
enquanto que a nova formulacdo se mostra quase indiferente. Isso é uma conseqiiéncia direta
da proposicao 4.1.

Todos os testes computacionais foram feitos em um Pentium 4 com 2.4 GHz de processador
e 1 Gbyte de memoria principal, executando o sistema operacional Linux, versao Kurumin
5.0. O algoritmo de decomposi¢io de Benders foi implementado em C++ usando a interface
do pacote comercial de otimizacdo XPRESS-MP para resolver o problema mestre. Mais uma
vez, o limite de dez horas de maquina foi imposto.

A tabela 4.4 mostra a comparac¢ao do algoritmo de decomposicao de Benders e da formu-
lacao (4.13)-(4.24) sendo resolvida de forma monolitica pelo XPRESS. As entradas marcadas
com (*) indicam que as instancias nao foram resolvidas devido a limitagdo de memoria prin-
cipal do computador.

O impacto da decomposicao de Benders para essa classe de problemas é consideravel, como
visto no capitulo 3. O algoritmo proposto foi capaz de resolver no 6timo instancias de até 24

milhoes de varidveis continuas e 10 mil variaveis inteiras em um tempo aceitavel. Entretanto, o
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Tabela 4.2: Tamanho das instancias

Nome FLOWLOC (4.13)-(4.24)

da Variaveis Namero de Variaveis Namero de
Instancia Continuas Inteiras  Restrigoes Continuas Inteiras  Restricbes
CAB10-fp 9.360 370 930 33.300 370 32.770
CAB15-fp 48.090 855 2.145 179.550 855 177.255
CAB20-fp 153.520 1.540 3.860 585.200 1.540 579.140
CAB25-fp 377.400 2.425 6.075 1.455.000 2.425 1.442.425
AP10-fp 9.360 370 930 33.300 370 32.770
AP20-fp 153.520 1.540 3.860 585.200 1.540 579.140
AP30-fp 786.480 3.510 8.790 3.053.700 3.510 3.031.110
AP40-fp 2.502.240 6.280 15.720 9.796.800 6.280 9.740.680
AP50-fp 6.134.800 9.850 24.650 24.132.500 9.850 24.019.850

método apresentou uma tendéncia peculiar. Ao se usar estratégias mais agressivas de economia

de escala, o desempenho se deteriora bem, porém o ntmero de iteracdes nao se altera muito.

Tabela 4.3: Comparacao das relaxacoes lineares

FLOWLOC (4.13)-(4.24)
Instancia Solugao Relaxagao  Qualidade Tempo Relaxacdo  Qualidade Tempo
Otima linear do Limite [s] linear do Limite [s]
CAB10-fl  74.110,44 68.605,82 0,926 0,69 73.570,31 0,993 1,48
CAB10-f2  74.110,44 54.300,67 0,733 0,45 73.570,31 0,993 1,66
CAB10-f3  70.937,13 42.019,66 0,592 0,34 70.937,13 1,000 1,97
CAB15-f1  255.161,09 226.180,02 0,886 11,04 255.161,09 1,000 10,05
CAB15-f2  255.161,09 176.049,96 0,690 4,91 255.161,09 1,000 11,39
CAB15-f3  239.482,17 133.692,02 0,558 2,85 239.482,17 1,000 20,16
CAB20-f1  577.791,01 499.067,21 0,864 148,55 576.051,86 0,997 50,24
CAB20-f2  577.791,01 379.892,56 0,657 88,39 576.051,86 0,997 58,69
CAB20-f3 531.125,26 287.741,52 0,542 31,95 531.125,26 1,000 137,85

4.4 Comentarios Finais

Neste capitulo, uma formulacdo mais justa foi proposta para o problema de localizagdo de
concentradores com a economia de escala dependente do fluxo. A nova formulacao claramente
apresenta um desempenho muito melhor do que o modelo FLOWLOC de O’Kelly e Bryan
(1998).

O uso de pacotes comerciais de otimizacdo sdo capazes agora de resolver instancias de
médio porte, em um tempo aceitdvel, usando computadores pessoais. Além disso, o algoritmo
de decomposic¢ao de Benders desenvolvido se mostrou competitivo e eficiente para abordar o
problema, solucionando instancias com até 50 pontos de demanda. Além disso, como a nova
formulagao é decomponivel por par ¢ — j, pode-se investigar ainda a utilizagdo de uma versao

multicortes (Birge e Louveaux, 1988) como visto na secao 3.1.3.
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Figura 4.3: Comparacao da qualidade das relaxagoes lineares.

Finalmente, as formula¢oes FLOWLOC e (4.13)-(4.24) sao mais proximas da realidade dos
projetistas de sistemas eixo-raio, entretanto os efeitos de congestionamento da infraestrutura
do sistema nao podem ser negligenciados, uma vez que sao responsaveis pela degradacao da

propria economia de escala, sendo, portanto, assunto do préximo capitulo 5.
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Tabela 4.4: Resultados computacionais

Formulagao (4.13)-(4.24)
retirando-se (4.19) e (4.20)

Algoritmo de

decomposicao de Benders

Instancia XPRESS-MP Numero de Tempo
Tempo [s] Iteracoes [s]
CAB10-f1 1,82 17 1,62
CAB10-£2 2,54 17 1,62
CAB10-3 1,06 40 12,88
CAB15-f1 19,84 24 5,30
CAB15-f2 19,71 24 5,24
CAB15-3 18,65 9 2,72
CAB20-f1 9.692,31 68 60,14
CAB20-f2 4.788,94 68 58,34
CAB20-f3 10.309,68 18 95,15
CAB25-f1 * 80 257,20
CAB25-f2 * 79 228,97
CAB25-f3 * 21 362,04
AP10-f1 1,68 7 0,13
AP10-£2 1,62 8 0,18
AP10-£3 1,68 8 0,24
AP20-f1 42,79 9 1,59
AP20-£2 14,10 14 2,84
AP20-f3 46,50 13 7,37
AP30-f1 * 60 200,79
AP30-£2 * 83 393,09
AP30-f3 * 64 649,61
AP40-f1 * 102 3.557,46
AP40-2 * 119 7.257,07
AP40-£3 * 115 17.564,62
AP50-f1 * 57 593,84
AP50-£2 * 113 3.241,73
AP50-f3 * 107 21.668,69

(*) Memoria principal do computador excedida.



Capitulo 5

Localizacao de Concentradores com

Congestionamento

“The pessimist sees difficulty in every opportunity. The optimist sees the opportunity in every difficulty.”
Winston Churchill

Em sistemas eixo-raio, o congestionamento é comumente modelado de forma implicita, isto
é, através de restricoes de capacidade de fluxo (Aykin, 1994; Ernst e Krishnamoorthy, 1999;
Ebery et al., 2000; Campbell et al., 2002; Marianov e Serra, 2003). Entretanto, apesar de
facilitar o desenvolvimento de algoritmos de resolucio, essa estratégia de modelagem ndo capta
a natureza explosiva dos efeitos de congestionamento, isto é, quanto maior o volume de trafego
passando por um concentrador, maiores sdo os custos de operacao e/ou as conseqiiéncias, e. g.
a degradac@o do nivel de servigo (Hubbard, 1978; Kara e Tansel, 2003; Elhedhli e Hu, 2005).
Uma maneira mais interessante, porém mais complexa de se resolver, € modelar os custos
de congestionamento explicitamente na fungdo objetivo, como realizado por Elhedhli e Hu
(2005). Usando uma fungao de uso relativo do concentrador, empregada pelos 6rgaos gestores
do transporte aéreo norte-americano para estimar os custos de atrasos (Gillen e Levinson,
1999), que aumenta os custos segundo uma lei de poténcia, conforme o fluxo passando pelo
concentrador é aumentado, Elhedhli e Hu propéem um modelo ndo-linear para o problema
de localizacdo de concentradores com atribuicao simples. A formulacao é entfo linearizada e
instancias de até 25 pontos de demanda sdo resolvidas através de Relaxacao Lagrangeana.
Usando a abordagem de Elhedhli e Hu (2005), nesse capitulo, propoe-se uma formulagao
nao-linear para o problema de localizacao de concentradores com atribuicao miltipla na qual
o0s custos de congestionamento estao explicitamente representados na funcao objetivo. Entre-
tanto, ao invés de se usar Relaxacao Lagrangeana, um algoritmo baseado na decomposi¢ao de
Benders generalizado (Geoffrion, 1972) é desenvolvido para resolver o problema nao-linear.
A secdo 5.1 apresenta as definicbes usadas e a formulagdo proposta. O algoritmo de
decomposicao de Benders generalizado é formalizado na se¢do 5.2, sendo 0s experimentos
computacionais realizados e os comentérios finais mostrados nas secoes 5.3 e 5.4, respectiva-

mente.

59
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5.1 Definicoes e Formulacao

O custo de congestionamento em cada concentrador pode ser representado por uma funcao
Tk(gr) continua, crescente em [0, +00), e convexa, onde gx > 0 é o fluxo total passando pelo
concentrador instalado em k € K.

Essa funcao de custo representa a natureza explosiva dos efeitos de congestionamento,
sendo responsavel pela distribuicdo do fluxo total ao longo da rede de concentradores insta-
lados e, conseqiientemente, pela reducdo do congestionamento total do sistema, expresso em
termos monetarios.

A funcao usada por Elhedhli e Hu (2005), empregada pelos 6rgaos gestores do transporte
aéreo norte-americano para estimar os custos de atrasos (Gillen e Levinson, 1999), é uma lei
de poténcia dada por 7, = dj, gZ’“, onde dj, e b, > 1 sdo escalares positivos e estao relacionados
as capacidades de cada concentrador. A figura 5.1 ilustra essa fun¢do para diferentes valores
de b.

40 T T T T

351 -
30 —
25 -

20 - b=2 b=15_.° —

Figura 5.1: Func¢ao de congestionamento para diferentes valores de by e di, = 1

Entdo, estendendo a formulacao de Hamacher et al. (2000), veja secao 2.3.6, e acrescen-

tando 7 & funcao objetivo, obtém-se o seguinte modelo:

minZak Yk + ZTk(gk) + Z Z Z Z Cijkm Tijkm (5.1)
Kk k i j k m

S. a:
injkm + Z Tijmk < Wij Yk Vi,jeN, ke K (5.2)
m m#£k
ZZZ”TUWJFZZZ%M:% Vke K (5.3)
g m i j m#Fk

Z Z Tijkm = Wij \ 1,7 €N (54)
k m
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Tijhm > 0 Vi, jeNkmekK (5.5)
gk =0 Vke K (5.6)
e € {0,1} VikeK (5.7)

Neste capitulo, as varidveis z;jk,, nao sio mais definidas como a fragao de fluxo; e sim
como a quantidade de fluxo transportada entre os pontos i e j, através dos concentradores em
k e m, nesta ordem. Essa redefinicao é feita para facilitar resolucao do problema néao-linear
de atribuicao de fluxo gerado ao se fixar as variaveis yg, veja secao 5.2.2.1.

A fungao objetivo (5.1) minimiza os custos de instalagao, de congestionamento e de trans-
porte. As restrigoes (5.2) garantem que as demandas sao transportadas através de concen-
tradores instalados. As restri¢coes (5.3) determinam a quantidade de fluxo que passa pelo
concentrador em k. As restrigoes (5.4) asseguram que toda demanda é roteada através de um
ou dois concentradores instalados. A fun¢do objetivo (5.1) permite ainda que a carga de fluxo
seja balanceada através de toda a infraestrutura de concentradores instalados.

Como a capacidade de cada concentrador é implicitamente considerada na fungao objetivo,
através do parametro by, considera-se que a formulagao (5.1)-(5.7) sempre possui uma solugao
viavel, desde que exista pelo menos um concentrador instalado. Além disso, para qualquer
estrutura de concentradores instalados, isto é, para um vetor y viavel ndo-nulo, a formulacao
transforma-se em um problema de transporte nao-linear, podendo ser resolvido por métodos
de busca de direcoes viaveis, tais como o método de Frank e Wolfe (1956), o algoritmo de
decomposicao proximal de Mahey et al. (1998) ou o algoritmo de atribui¢ao de Bar-Gera
(2002).

Tais caracteristicas e as experiéncias obtidas nos capitulos 3 e 4 motivaram o emprego
do método de decomposicao de Benders generalizado (Benders, 1962; Geoffrion, 1972) para

abordar o problema.

5.2 Meétodo de Decomposicao de Benders Generalizado

Geoffrion (1972) estende o método de decomposicao de Benders (Benders, 1962) para lidar
com problemas inteiro mistos nao-lineares, formulando o método de decomposicdo de Benders
generalizado.

O método de decomposicao de Benders generalizado tem sido usado em diferentes proble-
mas tais como no gerenciamento de recursos hidricos (Cai et al., 2001), no projeto de redes
baseadas em modelos nao-lineares (Hoang, 2005) e na atribuicao de capacidades e fluxo em
redes de telecomunicacoes (Mahey et al., 2001).

Ao ser empregado no problema de localizagdo de concentradores com atribuicdo multipla
e congiderando os custos de congestionamento, o método de decomposicao de Benders gene-
ralizado divide o problema original em dois outros menores, problema mestre e subproblema,
que sao resolvidos iterativamente, um ap6s o outro.

Em termos gerais, o problema mestre escolhe uma estrutura de concentradores a ser ins-

talada através das varidvies y. O subproblema, dado que a estrutura de concentradores tenha
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sido fixada pelo problema mestre, resulta em um problema de transporte nao-linear. Sua
solucdo dual é entao usada na geracao de um corte de Benders, que é adicionado ao problema
mestre, auxiliando portanto na escolha de uma nova estrutura de concentradores na préxima
iteracao do método. Enquanto a solucao do problema mestre fornece um limite inferior, a
solucdo do subproblema fornece um limite superior. O método converge para a solucdo 6tima,
quando o limite inferior se iguala ao limite superior.

Na segbes 5.2.1 e 5.2.2, o problema mestre e o subproblema sdo apresentados, respecti-
vamente, sendo o algoritmo de decomposicao de Benders generalizado formalizado na se¢ao
5.2.3.

5.2.1 Problema Mestre

A projecao do problema (5.1)-(5.7) no espaco das variaveis estruturais y resulta no seguinte

problema a ser resolvido:

i 5.8
%gzk:ak yr +v(y) (5.8)

onde Y = {y | para y fixo, héa fluxos viaveis satisfazendo (5.2) - (5.6)} e v(y) é dado pela re-

solucao do subproblema abaixo:

v(y) = min Tk(gk)+zzzzcijkm Lijkm (5.9)
i j k om

(z,9)€G

sujeito a (5.3) para y fixo e onde G = {(x,g) | = > 0 e g > 0 satisfazem (5.3)-(5.6)}.

Para qualquer configuracao de concentradores, na qual ha pelo menos um concentrador
instalado, isto é, ha pelo menos um y, = 1, V k£ € K, h4 um caminho viavel conectando o
ponto de origem de demanda 7 ao destino j; nao havendo, portanto, a necessidade de nenhuma
restricdo adicional de viabilidade para o dominio do problema projetado 5.8.

Além disso, uma vez que o subproblema 5.9 possui uma funcao objetivo convexa diferen-
cidvel e restrices lineares, as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker sdo necesséarias e suficientes
para otimalidade, sendo 5.9, conseqiientemente, apto a técnicas de dualizagao (Geoffrion,
1972; Lasdon, 1970).

Apos a associagdo do vetor de variaveis duais u > 0 as restri¢oes de acoplamento (5.2) e
como nao hé gap de dualidade, o valor étimo do subproblema 5.9, para qualquer y € Y, pode

ser dado por:
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o(y) = max (mrr;;g L2 Tk(ge) + Z Z Z Z Cijkm Tijkm

+ZZZUUI€ z Tijmk + sz]km Wi Yk

m
m#k

ou

o) =g - S X o i { St

+ Z Z Z ngkk' + quk Tijkk + Z CL]km + Uik + uzjm) Lijkm (5'10)

m#k

Como o supremo é o menor dos limites superiores, a formulagdo (5.1)-(5.7) pode ser

representada pelo seguinte problema mestre com o auxilio da variavel n > 0:

min + 5.11
wip S o1

n=>— Z Z Z Ujjk Wi Y + 1’2111 Z Tk gk + Z Z Z czgkk + Uzyk Tijkk
+ Z Z Z Z Cijkm T Wijk + umm) Tijkm Vu>0 (512)

ik m#k

n=0 (5.13)

O método de decomposigao de Benders generalizado resolve o problema (5.11)-(5.13)
através de uma estratégia de relaxagdo. As restrigdes (5.12) sdo ignoradas inicialmente, sendo
adicionadas iterativamente, uma por vez, quando necessarias, ao problema mestre. As restri-
¢oes adicionadas sdo chamadas de cortes de Benders e sdo formadas a partir da resolugdo do
subproblema (5.9).

Em uma dada iteracio h, o valor 6timo v(y") pode ser obtido resolvendo-se (5.10), para
uma dada configuracio viavel de concentradores instalados y”, e recuperando-se o valor 6timo

do vetor de varidveis duais u”. Entao o valor 6timo de v(y") é dado por:
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S-Sk i {Zm (o)

+ Z Z Z ngkk + uzgk Tijkk + Z Cijkm + u@]k + uzjm> Lijkm (514)

m#k

isolando o minimo de (5.14), tem-se:

")+ Z Z Z “?Jk Wij Y = (IIT;;QG Z Tk(gk) + Z Z Z(Cijkk + u?jk) Tijkk
i j ok ’ % T T %
T Z Z Z Z Cukm + uzyk + uz]m) Tijkm (515)

ik m#k

Substituindo o minimo de (5.15) em (5.12), tem-se a seguinte restricio associada a u":

N> =Y > uly wiye oM DDl wi
ik ik

Reorganizando, obtém-se o seguinte corte de Benders baseado em 3" e u™:

N+ > D ulwi (ye — ) = v(y") (5.16)
"

O problema mestre é agora substituido pelo seguinte problema mestre relaxado:

minZak Yk + 1 (5.17)
k

S. al

N+ DD ulhy wii (ye —yi) = v(y") Vh=1,...,H (5.18)
% 7 k
> =1 (5.19)
k

n=0 (5.20)
yr € {0,1} Vke K (5.21)

onde H é o ntimero maximo de iteracoes de Benders para se obter a solucdo 6tima e a restricao
(5.19) forca a instalagao de pelo menos um concentrador, evitando assim a geragao de solugoes

invidveis para o problema original.
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A cada itera¢ao h, um novo corte de Benders (5.16) pode ser gerado dado que os valores
otimos de v(yh) e do vetor de variaveis duais v’ tenham sido recuperados a partir da resolucio

do subproblema (5.9), assunto da secao (5.2.2).

5.2.2 Subproblema

Para uma estrutura de concentradores y”, fixada pelo problema mestre relaxado em uma

iteracdo h, o subproblema (5.9) a ser resolvido é:

min Z Tk(gk) + Z Z Z Z Cijkm Lijkm (522)
k T3 k m

S. t.
szgkm + Z Tijmk < Wij yk; Vi,jeEN, ke K (523)
m#k
3)3) SETEED 36 3) SETAEF RN 5.24)
i J m#Fk
Z Z Tijhm = Wij Vi,j €N (5.25)
k. m
Zijom > 0 Vi,jeN, kyme K (5.26)
g >0 Vk € K (5.27)

Observando (5.22)-(5.27), tém-se apenas dois tipos de vetores de variaveis, x e g, e, como a
funcao 7x(gr) € crescente e convexa, as restrigoes de acoplamento (5.24) podem ser dualizadas
através dos multiplicadores Lagrangeanos § > 0. Portanto, pode-se dividir o problema em
dois menores: um problema linear de transporte dr (), possuindo apenas as variaveis ;;jgm;

e um problema nao-linear de atribui¢ao de fluxo, dyr.(53), tendo somente as variaveis gg.

mlnz Z Z Z Cijkm + B + Bm) Tijkm + Z Z Z Cijkk + Bk) Tijkk

ik m#k

sujeito as restrigdes (5.23), (5.25) e (5.26).

dnr(B) = I;ggZ(Tk(gk) — Bk 9)
=%

Com os valores correspondentes das varidveis duais 3 > 0, o valor 6timo v(y") pode ser

calculado como:

v(y") = max {dr.(8) + dni(5)}

Lembrando que dyr(f) possui uma funcao objetivo diferenciavel e restrigoes lineares, as

condicoes de Karush-Kuhn-Tucker sdo necessarias e suficientes para otimalidade. Entao, para
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todo k € K e uma configuracao de concentradores y" fixadas, a solucdo 6tima ﬂ,ﬁf é aquela

que minimiza a parcela correspondente de dyr(3) da fungao objetivo, ou, para iteracao h:

B =1l (gh) Vke K (5.28)

Os valores otimos de gZ podem ser obtidos através de um algoritmo baseado no método
de Frank e Wolfe (1956), a ser descrito na se¢ao 5.2.2.1

5.2.2.1 Problema Nao-linear de Atribuicao de Fluxo

O método proposto por Frank e Wolfe (1956) permite calcular os valores 6timos de g, porém
a rede de concentradores fixados pelo problema mestre relaxado deve ser antes reformulada.

Em uma dada iteracao h, a rede composta pelos concentradores instalados e os pontos de
demanda pode ser modelada através de um grafo nio-orientado G' = (N, Ef U E}) onde N ¢é
conjunto de pontos de demanda, conforme descrito na segao 2.3, E{L é o conjunto de arestas
conectando os pontos de demanda aos pontos onde hé concentradores instalados na iteracao h
e E ¢ o conjunto das conexdes entre concentradores instalados. Seja ainda também K C K
o conjunto de pontos onde ha concentradores instalados na iteracao h. A figura 5.2 (a) ilustra
um exemplo de um grafo G, no qual as arestas em negrito representam as conexdes entre
concentradores instalados.

O grafo G pode ser transformado em um grafo direcionado D dividindo-se cada ponto
ke K 1h, onde h4 um concentrador instalado, em dois pontos &’ e k” e conectando-os por um
arco (k',k"). Esses novos arcos criados compdem o conjunto A%. Além disso, cada aresta
(i,k) € E} é convertida nos arcos (i, k') e (k”,i), formando o conjunto de arcos A% e cada
aresta (k,m) € EY ¢ substituida pelos arcos (k”,m’) e (m”, k') constituindo o conjunto A%

de arcos. A figura 5.2 (b) mostra o grafo transformado.

6
A Concentrad:)x.
4 5

® Ponto de demanda4 5
(9 (b)

Figura 5.2: Modificacao da representacao da rede.

Definem-se ainda as variaveis f;, > 0, representando a quantidade de fluxo passando pelo
arco (u,v) € A, onde A = A% U A% U AR na iteragio + do método de Frank e Wolfe. Em

termos gerais, ap6s a transformagdo do grafo, o método consiste em: dado um fluxo vidvel
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(2

vvy (u,v) € A, calcula-se o comprimento £, de cada arco (u,v) € A como sendo a derivada

parcial £, = %&ﬁw), onde ¢, (fr,) € a fungdo de custo de transporte dada por:
Cuv fins V(u,v) € A%
guv(f;v) = & Cyy fqzwa V(U’U) S A}[L)
Tuw(fly), V(u,v) € AR

€ Cyy € 0 custo unitario de transporte entre os pontos u e v.

Entao, para cada par origem-destino ¢ — j, ¢, € N, um problema de caminho minimo é

2

Loy (u,v) € A, obtendo-se o vetor

resolvido usando o grafo D e os comprimentos dos arcos ¢
de fluxo f*.

Uma busca de interpolagéo /\m[in] Y+ A(f* = f*) € entdo realizada. Como esse problema
€l0,1

possui uma tnica varidvel, o valor 6timo A* pode ser obtido através de uma busca unidimen-
sional, por exemplo o método da se¢ao aurea (Bazaraa et al., 1992).

Devido & convexidade do conjunto de viabilidade, uma nova solucao viavel f**! pode ser
calculada usando f**1 = f*+ )\*Z(fz — f"). O procedimento é repetido até que algum critério
de parada seja satisfeito, como por exemplo, W < €, onde € é um valor pequeno,
como por exemplo 0, 01.

Os valores de g" podem ser agora recuperados, uma vez que valores 6timos ou assegurada-

mente proximos do 6timo f* estdao disponiveis:

gr={fi, | u=Kev="r" vk € Kh

Uma vez calculados, os valores de 3" podem ser entdo determinados através de (5.28) e

utilizados no subproblema dr,(3), assunto da segao 5.2.2.2.

5.2.2.2 Problema Linear de Transporte

Apos os calculos de g e, conseqiientemente, de 5", pode-se agora resolver o subproblema de
transporte dr(3) e determinar portanto os valores 6timos de u” e de v(y").

Ao invés resolver dr(3) por meio dos métodos simplex ou de pontos interiores, uma al-
goritmo especializado, semelhante ao da secao 3.1.5, pode ser desenvolvido baseando-se nas

condi¢oes de complementaridade de folga e na seguinte proposicao:

Proposicao 5.1 O problema primal dr,(3) é sempre vidvel e limitado para qualquer yy vidvel
fizado que satisfaga as restrigoes (5.23), (5.25) e (5.26).

Prova. O problema ¢ modelado para achar o menor custo de transporte entre os pares
1 — j. Desde que exista pelo menos um concentrador instalado, pode-se facilmente visualizar
que dr(3) é sempre viadvel para qualquer configuracao y que satisfaca as restri¢oes (5.23),
(5.25) e (5.26).

Através de um algoritmo de caminho minimo, pode-se determinar qual a melhor rota a
ser usada através dos concentradores instalados por cada par ¢ — j. Os pontos de demanda

sao portanto implicitamente atribuidos aos concentradores instalados.
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Uma vez que os custos de transporte sao finitos e ndo negativos, qualquer solugdo vidvel
para o problema primal deve ser limitado. Portanto o problema primal é viavel e limitado

para qualquer y dado que satisfaca as restri¢oes (5.23), (5.25) e (5.26). O

Corolario. O problema dual de dr(3) é viavel e limitado, possuindo, pelo menos, uma

solucao 6tima.

Associando as variaveis duais u;ji e pi; as restricdes (5.23) e (5.25), respectivamente,

obtém-se o seguinte problema dual de dr(3) da iteracéo h.

maxz Z Wij Pij — Z Z Zwij yﬁ Uik (529)
i ioJ ok

sujeito a:
Pij — Wijk — Wijm < Cijkm + Bk + Bm Vi, jeN, k#m, k, me K (5.30)
Pij — Wijk < Cijkk + Ok Vi, jEN, k,e K (5.31)
uije > 0 Vi,jeN, ke K (5.32)
pij € R Vi, jeN (5.33)

Proposicao 5.2 A solu¢ao étima do problema dual (5.29)-(5.33) pode ser encontrada por

nspecao.

Prova. Da teoria de dualidade e da propriedade de folgas complementares, para qualquer

y,@ vidvel dado, em uma iteracao h, tem-se:

min Z Z Z Z (Cijkom + Bi + Bm) l‘?]km

ik m#k

DTS (cajun + Be) @l | (5.23), (5.25) e (5.26)) é valido
i § k
= max Z Zwii p?j — Z Z Zwij ulhjk Yk | (5.30)-(5.33) é valido

A rota 6tima do par ¢ — j é dada por:

: . ' h_ . h
min ¢ min g By + B} ;min {c;; 3 — =1
1 { k;élm {Q]km k m} kelK {Czjkk k} ‘ Yt Ym }

k,meK

Dessa forma, é possivel interpretar as variaveis duais plhj como a maior diferenca de preco

entre os pontos ¢ e j, considerando os concentradores instalados. Entao os valores étimos
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podem ser calculados por:

pli = min min {cijkm + Br + Bm} ; min {cijir + Br} yp =y =1 (5.34)
k,meK

Essa interpretacao resulta em um gap de dualidade igual a zero. Os célculos dos valores das
variaveis duais u?j ;. 530 feitos também através da interpretagao econémica, sendo consideradas
como taxas adicionais que devem ser pagas para se rotear o fluxo do par ¢ — j através de um
concentrador alternativo ainda nfo instalado em k. Para se computar os valores mais justos
para essas variaveis duais, lembrando que os valores de ,o?j j4 foram determinados usando

(5.34), tem-se o problema remanescente para cada par i — j:

min Zwij yr ui‘]k (5.35)
k
sujeito a:
uli +ul > ol — (Cijm + B+ )  Vh#Em, k,meK (5.36)
wl > pi — (Cijrr + B) Vke K (5.37)
wy, >0 VEe K (5.38)

Uma maneira de resolver esse problema eficientemente é observar as restrigoes (5.37) e

(5.38). Elas permitem o calculo de valores iniciais para u?jk, ou:

“Zk = max{0, (pf; — cijun)} Vyr =0,k K

Respeitando a complementaridade de folga, tém-se ainda ugk = 0 para todo yZ =1

As possiveis combinacoes de rotas usando dois concentradores distintos devem ser agora
consideradas para se calcular os valores 6timos das varidveis u;;x. Como na sec¢ao 3.1.5, isto
implica em respeitar as restri¢des (5.36) e em inspecionar, para cada par i — j, caminhos
usando um, caso (i), ou dois, caso (ii), concentradores alternativos ainda nao instalados.

Entao, usando os valores iniciais de uzhjk, tém-se para o caso (i):

h
qu =max u?jka Iglea}}(c { (p?jfcijkm*ﬂm)z (p?j *Cijmk*ﬁm)} \V/ yk = ()7 k S K

m#k, y.%:l

Com os valores calculados para o caso (i), analisa-se o caso (ii):

hoo_ h h h h h h _
Uik =1max Uiiks Ivileal}g { (Pij — Cijkm —uijm)’ (Pij — Cijmk _uijm)} v Y = 07 k € K
m#k,yhl:()
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Dessa forma, os valores 6timos das varidaveis duais sao calculados. UJ

O algoritmo de resolugao do subproblema dr,(3) é apresentado abaixo:

Algoritmo do Subproblema

Para cada par i — j

PASSO 1 Calcule ;= min { Ikr;in {Cijkm + Bx + Bm}; km% {cijer + Bk}l y,}; = yﬁl = 1}.
v m 'e
k,m € K

PASSO 2 Calcule ufjk =max{0, (pfjf cijkr)}, VY uyr=0keK.

Faca ul;,=0, Vyp=1kekK.

PASSO 3 Calcule

wh —maxd uh max
Ujjp =MAXY Ujips mEI}\l

£ . {(/);Lj — Cijkm — ﬁm)v (ﬂilj — Cijmk — ﬁm)}}, v y;’j=0, keK.
m#k, yl, =

PASSO 4 Calcule

max h h h h h .
REE Lol = cagrm = ullu)s (ol = ijmp = uly)} } ¥ =0, keK.
0

o h h
Ui =maxq gy,
m#k, yh =

Fim Para

Apos os célculos de dyr(B), dr(B) e das variaveis duais wu;;, pode-se determinar v(yh)
da iteragao h e, conseqiientemente, construir o corte de Benders (5.16) a ser adicionado ao
problema mestre relaxado. O algoritmo de decomposicao de Benders generalizado é entao

formalizado na segao 5.2.3.

5.2.3 Algoritmo de Decomposicao de Benders Generalizado

O algoritmo de decomposicao de Benders generalizado é organizado a seguir, onde LS é
o limite superior, LI é limite inferior, € ¢ um valor previamente estipulado, por exemplo
0,01, 25 p € 2, sao os valores 6timos obtidos resolvendo-se o problema mestre relaxado e o

subproblema v(y") correntes, respectivamente:
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Algoritmo de Decomposigao de Benders Generalizado

PASSO 1 Faca LS = +o0, LI = —o0.

PASSO 2 Se (LSL;SU) < g, PARE. Fim da execucao, uma solu¢do proxima da étima foi obtida.

PASSO 3 Resolva o problema mestre relaxado (5.17)-(5.21), obtendo z5,,p € 0s valores 6timos
das varidveis inteiras y.

PASSO 4 Faca LI = z},,,p € atualize os valores de y nos subproblemas dr,(5) e dyi(8).

PASSO 5 Use o algoritmo baseado no método de Frank e Wolfe (1956), descrito na secdo 5.2.2.1,
e determine os valores 6timos de ¢".

PASSO 6 Calcule os valores de 5" usando a equacio (5.28) e os valores de g".

PASSO 7 Resolva o subproblema dy, () como descrito na se¢ao 5.2.2.2, obtendo os valores 6timos
das variaveis u”.

PASSO 8 Calcule o valor 6timo v(y") e faca:
2 =o(y") + Y an yp-
k

PASSO 9 Adicione o novo corte de Benders ao problema mestre relaxado (5.17)-(5.21) usando
(5.16).
PASSO 10 Se z; < LS, faga LS = z;;. V& para o PASSO 2

Na proxima secao 5.3, os resultados computacionais sdao apresentados.

5.3 Resultados Computacionais

Os resultados computacionais realizados usaram os conjuntos de instancias padrao CAB,
sendo os custos fixos gerados como na secao (3.2). Os 12 testes gerados foram nomeados
como CABn.«a, indicando a origem dos dados usados, o nimero de pontos de demanda, n, e
o desconto usado entre concentradores, a. O sfmbolo a pode assumir valores iguais a 2, 4, 6
e 8 significando descontos de 20%, 40%, 60% e 80%, respectivamente.

Todos os testes computacionais foram feitos em um Pentium 4 com 2.4 GHz de processador
e 1 Gbyte de memoria principal, executando o sistema operacional Windows XP SP2. O
algoritmo de decomposicao de Benders generalizado foi implementado em C++ usando a
interface do pacote comercial de otimizagdo CPLEX 9.1 para resolver o problema mestre.
Dessa vez, o limite de dez horas de maquina néo foi imposto.

Os parametros da funcao 7, = dg gzk foram estabelecidos em d = 1 e by = {1,1;1,5;
1,7;2,0} para se medir diferentes niveis de balanceamento de fluxo pela rede de concen-
tradores. O valor de ¢ foi preestabelecido em 0, 01.

Os resultados computacionais sao resumidos na tabela 5.1. Para cada valor de by, séo
mostradas trés colunas com o numero de iteragoes, o tempo de execucgdo e o gap final obtido
pelo algoritmo de decomposicao de Benders generalizado.

Quanto mais nao-linear é a funcdo 7, isto é, quanto maior for os valores de b, pior é
o comportamento do algoritmo. O mesmo comportamento é observado ao se aumentar o
desconto «. Para as instancias CAB20.a e b = 2,0, o método apresenta um tempo de
computagio superior a 15 horas. Isso é parcialmente explicado pelo efeito de zig-zag do método

de Frank e Wolfe (1956) ao se aproximar do 6timo, tornando a resolugdo dos subproblemas
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Tabela 5.1: Resultados computacionais
b, =1.1 b, =1.5 by = 1.7 b, =2

Instancia Nr. Tempo  gap Nr. Tempo gap Nr. Tempo gap Nr. Tempo gap

Tter. [s] [%] Tter. [s] [%] Tter. [s] [%] Tter. [s] [%]
CAB10.2 12 0,39 0,23 18 4,72 0,00 30 14,48 0,97 50 28,80 0,74
CAB10.4 12 0,38 0,21 25 7,36 0,01 46 28,33 0,52 82 51,14 0,16
CAB10.6 15 0,55 0,67 27 10,77 1,00 43 23,33 0,89 88 58,89 0,87
CAB10.8 17 2,28 0,59 31 18,55 0,86 42 25,00 0,90 65 41,02 0,95
CAB15.2 14 2,86 0,98 31 29,91 0,75 99 118,24 0,98 321 187,78 0,98
CAB15.4 12 1,13 0,67 46 35,62 0,21 89 132,05 0,96 415 324,75 0,97
CAB15.6 8 0,25 0,58 57 42,47 0,18 91 86,39 0,99 236 299,06 0,75
CAB15.8 36 5,61 0,98 263 324,14 0,99 811  3.434,17 1,00 1.891  6.608,73 0,97
CAB20.2 24 3,47 0,94 162 185,03 0,99 844  4.652,81 0,98 2.589  61.701,34 0,97
CAB20.4 20 5,16 0,92 103 135,56 0,89 782  2.564,48 0,97 2.532  58.450,14 0,98
CAB20.6 16 2,41 0,95 86 101,65 0,92 513 867,59 0,99 2.458  54.560,08 0,88
CAB20.8 7 0,38 0,90 51 20,86 0,83 317 367,61 0,98 2.636 62.710,81 0,92

dnr () proibitivos. Entretanto, para valores de b menores do que 2,0, o algoritmos se mostra
como uma boa ferramenta de projeto e de balanceamento de redes do tipo eixo-raio.

A tabela 5.2 apresenta os fluxos das conexdes entre os trés concentradores instalados para
0s quatro valores de by e sem considerar o congestionamento para a instancia CAB10.8. As
porcentagens dos fluxos sdo apresentados nas colunas 2 — 4, sendo a razao do maior pelo
menor fluxo mostrado na coluna 5. Essa razdo permite comparar a distribuicdo do fluxo
pela rede. Uma taxa elevada indica uma ma atribuicao de trafego pelo sistema. Apesar de
serem instalados o mesmo ntmero de concentradores, a atribuicdo dos pontos de demandas
aos concentradores e, conseqlientemente, a distribuicdo do trafego pela rede sdo diferentes
para cada um dos valores de b.

Ao se aumentar o valor de b, a razdo max/min diminui, sugerindo que ao se considerar os
efeitos de congestionamento, sistemas mais equilibrados e balanceados sao esperados. Descon-
siderando os efeitos de congestionamento, a formulacao de (2.35)-(2.39) explora ao méaximo a
economia de escala, permitindo conexdes entre concentradores com pouco fluxo, apenas 6,73

%, e outras sobrecarregadas com 79% do trafego, para esse exemplo.

Tabela 5.2: Distribuicdo de fluxo para uma rede com 10 pontos de demanda, d = 1 e
b=1{1,1;1,5;1,7;2,0}

b Fluxo entre concentradores (%) razdo max/min
sem congestionamento 6,73 14,27 79,00 11,74
1,1 9,80 23,80 66,40 6,78
1,5 21,70 24,50 53,80 2,48
1,7 29,21 31,12 39,67 1,36

2 31,40 31,90 36,70 1,17
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A variacdo da distribuicdo do fluxo de b = 1,7 para b = 2 é muito pequena, menor do
que 3% para o exemplo da tabela (5.2). Essa variagdo é ligeiramente maior para as demais
instancias, em média 6%, desde que o mesmo nimero de concentradores sejam instalados.
FEsse comportamento é interessante uma vez que o algoritmo apresenta um desempenho melhor

quando b < 2.

5.4 Comentarios Finais

Neste capitulo, o problema de localizacao de concentradores considerando o congestionamento
foi abordado. Uma extensao da formulagao (2.35)-(2.39) é feita, considerando os custos de
congestionamento explicitamente na funcao objetivo.

Os custos de congestionamento sao modelados por meio de um fungdo convexa (lei de
poténcia) que aumenta exponencialmente quanto maior for a quantidade de fluxo passando
pelos concentradores instalados.

O algoritmo de decomposicao de Benders generalizado proposto se mostra como uma boa
ferramenta de projeto de sistemas de eixo-raio, desde que b < 2, permitindo o desenho de
redes balanceadas. Para valores b > 2, outras abordagens (Mahey et al., 1998; Bar-Gera,
2002) de resolugao do problema dyr (), mais eficientes do que o método de Frank e Wolfe
(1956), devem ser melhor investigadas.

Uma abordagem bastante interessante seria reunir as caracteristicas do capitulo 4 com
os efeitos de congestionamento apresentados neste, propondo uma formulagdo com a econo-
mia de escala e o congestionamento representados por uma fungdo céncava e outra convexa,
respectivamente. Qutra abordagem também interessante seria permitir a possibilidade de
expansao de capacidade dos concentradores, como proposto por Luna e Mahey (2000) e us-
ando em problemas de atribuigao de fluxo por Ferreira e Luna (2003). Apesar de serem bem

realistas, a resolucdo dessas abordagens podem ser um verdadeiro desafio.



Capitulo 6

Conclusao

“Buvery day, you may make progress. Every step may be fruitful. Yet, there will stretch out before you an
ever-lengthening, ever-ascending, ever-improving path. You know, you will never get to the end of the
journey. But this, so far from discouraging, only adds to the joy and glory of the climb.”

Winston Churchill

O objetivo central deste trabalho foi estudar o problemas de localizacdo de concentradores
com atribuicdo multipla e duas de suas variantes. O método de decomposicao de Benders
foi implementado com sucesso para o problema tradicional, capitulo 3. Os resultados com-
putacionais obtidos demonstram que os algoritmos desenvolvidos sdo competitivos quando
comparados a qualidade da solucdo obtida e o tamanho dos problemas resolvidos.

Infelizmente, a abordagem classica do problema permite solucoes que gratificam baixos
volumes de trafego entre concentradores com grandes descontos. Uma alternativa para se
evitar isso é tratar a economia de escala como uma func¢ao céncava dependente do fluxo. Uma
formulagao tratando a economia de escala como uma funcdo cdncava linear por partes foi
proposta, capitulo 4. A nova formulacdo ndo s6 apresenta uma relaxacao linear superior a
existente na literatura, como também mantém a decomposicdo original do problema por par
de origem-destino i—j. Essa propriedade permite o desenvolvimento de um algoritmo bastante
eficiente baseado no método de decomposicao de Benders. Instancias, até entao consideradas
fora do alcance de métodos exatos, com até 50 pontos de demanda sdo resolvidas de forma
competitiva em um tempo aceitavel.

Uma formulagao ainda mais realista, considerando os custos de congestionamento explici-
tamente na fungdo objetivo, foi também proposta, capitulo 5. O modelo nao-linear nao s6
capta os efeitos de congestionamento como também permite balancear o trafego pelo sistema.
O algoritmo implementado, baseado no método de decomposicao de Benders Generalizado, é
capaz de resolver instancias de médio porte para valores de b < 2.

A principal conclusdo do trabalho é que a metodologia € eficiente e eficaz na solucao dos
problemas de localizacdo de concentradores com atribuicdo mualtipla.

Com relacdo as perspectivas de estudos futuros relacionados com o presente trabalho,

pode-se citar:

74
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Desenvolver um algoritmo hibrido combinando as versdes BD1 e BD2 para o problema

de localizacao de concentradores com atribuicao miltipla, capitulo 3.

Investigar o método de decomposicao de Benders regularizado (Ruszczynski, 1986) para
o problema de localizacao de concentradores com atribuicao miltipla com a economia
de escala dependente do fluxo. Semelhante & versdo multicortes de Birge e Louveaux
(1988), porém o método de decomposi¢ao de Benders regularizado permite a remocgao

dos cortes de Benders que nao estao ativos.

Implementar métodos mais agressivos para resolver o problema nao-linear de atribuicao
de fluxo dyr(5) do capitulo 5. A investigacao de outras funcoes de congestionamento,

tais como a proposta por Kleinrock (1993), também ¢ uma alternativa a ser explorada.

Estudar a localizagao de concentradores ao longo de multiperiodos. Mais precisamente,
o objetivo é desenvolver, ao longo de um horizonte de planejamento de T periodos,
um plano de localizagdo e relocacdo de concentradores considerando as previsdes de
demanda dos diversos pares de origem-destino para cada periodo. A consideracao de
multiperiodos ao se localizar concentradores tem sua motivacao no projeto de redes de
sistemas logisticos do tipo cross-docking. Nessas redes, em razao da facilidade de se
abrir e fechar os centros de consolidacao e da volatilidade das demandas ao longo do
tempo, é normal, além da prépria localizacdo dos centros, a relocacao dos mesmos para,
locais mais favoraveis e até mesmo o fechamento definitivo ao longo do horizonte de
planejamento. Uma forma de abordar o projeto de redes logisticas do tipo cross-docking
é usar o conceito de localizacao de concentradores com atribuicao multipla usando uma
previsao da evolugdo das demandas no tempo. Uma abordagem semelhante, porém

focando o problema de localizagdo de facilidades, foi feita por Wesolowsky e Truscott
(1975).

Formular uma versao estocéstica para problema de localizacdo de concentradores com

atribuicdo multipla. Ainda ndo hé na literatura versoes estocasticas do problema.



Referéncias Bibliograficas

Aykin, T. (1994). Lagrangian relaxation based approaches to capacitated hub-and-spoke
network design problem. European Journal of Operational Research, 79:501-523.

Aykin, T. (1995). Network policies for hub-and-spoke systems with applications to the air

transportation system. Transportation Science, 29:201-221.

Bar-Gera, H. (2002). Origin-based algorithm for the traffic assignment problem. Transporta-
tion Science, 36(4):398-417.

Bazaraa, M. S.; Sherali, H. D. e Shetty, C. M. (1992). NonLinear Programming. John Wiley
& Sons, New York.

Benders, J. F. (1962). Partitioning procedures for solving mixed-variables programming prob-
lems. Numerisch Mathematik, 4:238-252.

Birge, J. R. e Louveaux, F. V. (1988). A multicut algorithm for two-stage stochastic linear
programs. Furopean Journal of Operational Research, 34:384-392.

Boland, N.; Krishnamoorthy, M.; Ernst, A. e Ebery, J. (2004). Preprocessing and cutting
for multiple allocation hub location problem. Furopean Journal of Operational Research,
155:638-653.

Bryan, D. L. e O’Kelly, M. E. (1999). Hub-and-spoke networks in air transportation: an
analytical review. Journal of Regional Science, 2(30):275-295.

Cai, X.; McKinney, D. C. e Jr., L. S. L. D. W. W. (2001). Solving large nonconvex water re-
sources management models using generalized Benders decompositon. Operations Research,
49(2):235-245.

Campbell, J. F. (1994a). Integer programming formulations of discrete hub location problems.
European Journal of Operational Research, 72:387-405.

Campbell, J. F. (1994b). A survey of network hub location. Studies in Locational Analysis,
6:31-49.

Campbell, J. F. (1996). Hub location and the p-hub median problem. Operations Research,
44(6):923-935.

76



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 77

Campbell, J. F.; Ernst, A. T. e Krishnamoorthy, M. (2002). Hub location problems. In
Drezner, Z. e Hamacher, H. W., editores, Factlity Location, pp. 373—-407. Springer.

Cordeau, J. F.; Soumis, F. e Desrosiers, J. (2000). A Benders decomposition approach for the

locomotive and car assignment problem. Transportation Science, 34:133-149.

Cordeau, J. F.; Soumis, F. e Desrosiers, J. (2001). Simultaneous assignment of locomotives

and cars to passenger trains. Operations Research, 49(4):531-548.

Donaldson, H.; Johnson, E. L.; Ratliff, H. D. e Zhang, M. (1999). Schedule driven cross-
docking networks. http://www.isye.gatech.edu/research /files/misc9904.pdf.

Drezner, T. e Drezner, Z. (2001). A note on applying the gravity rule to the airline hub
problem. Journal of Regional Science, 41:447-458.

Ebery, J.; Krishnamoorthy, M.; Ernst, A. e Boland, N. (2000). The capacitated multiple
allocation hub location problema: Formulations and algorithms. Furopean Journal of Op-
erational Research, 120:614-631.

Elhedhli, S. e Hu, F. X. (2005). Hub-and-spoke network design with congestion. Computers
& Operations Research. To appear.

Ernst, A. T. e Krishnamoorthy, M. (1996). Efficient algorithms for the uncapacitated single

allocation p-hub median problem. Location Science, 4:139-154.

Ernst, A. T. e Krishnamoorthy, M. (1998). Exact and heuristic algorithms for the uncapaci-
tated multiple allocation p-hub median problem. Furopean Journal of Operational Research,
104:100-112.

Ernst, A. T. e Krishnamoorthy, M. (1999). Solution algorithms for the capacitated single
allocation hub location problem. Annals of Operations Research, 86:141-159.

Ferreira, R. P. M. e Luna, H. P. L. (2003). Discrete capacity and flow assignment algorithms

with performance guarantee. Computer Communications, 26(10):1056-1069.

Franca, P. e Luna, H. (1982). Solving stochastic transportation-location problem by general-

ized benders decomposition. Transportation Science, 16(2):113-126.

Frank, M. e Wolfe, P. (1956). An algorithm for quadratic programming. Nawval Research
Logistics Quarterly, 3:95-110.

Gavish, B. (1987a). Optimization models for configuring distributed computer systems. IEEE
Transactions on Computers, C-36(7):773-793.

Gavish, B. (1987b). Topological design of computer communication networks - the overall

design problem. European Journal of Operations Research, 58(2):149-172.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 78

Geoffrion, A. (1972). Generalized Benders decomposition. Journal of optimization Theory
and Applications, 10(4):237-260.

Geoffrion, A. M. e Graves, G. W. (1974). Multicomodity distribution system design by Benders
decomposition. Management Science, 20:822-844.

Gillen, D. e Levinson, D. (1999). The full cost of air travel in the california corridor. In
Presented in the 78th Annual Meeting of Transportation Research Board, Washington, DC.

Grove, G. P. e O’Kelly, M. E. (1986). Hub networks and simultated schedule delay. Papers
of the Regional Science Association, 59:103-119.

Hamacher, H. W.; Labbé, M.; Nickel, S. e Sonneborn, T. (2000). Polyhe-
dral properties of the uncapacitated multiple allocation hub location problem.
Technical Report 20, Institut fiir Techno und Wirtschaftsmathematik (ITWM),
http://www.itwm.thg.de/zentral /berichte/bericht20.pdf.

Hamacher, H. W. e Nickel, S. (1998). Classification of location models. Location Science,
6:229-242.

Heragu, S. S. e Chen, J.-S. (1998). Optimal solution of cellular manufacturing system design:
Benders decomposition approach. European Journal of Operational Research, 107:175-192.

Hoang, H. H. (2005). Topological optimization of networks: A nonlinear mixed integer model
employing generalized benders decomposition. IEEE Transations on Automatic Control,
AC-27:164-169.

Hubbard, H. B. (1978). Terminal airspace/airport congestion delays. Interfaces, 8(2):1-13.

Jaillet, P.; Song, G. e Yu, G. (1996). Airline network design and hub location problems.
Location Science, 4:195-211.

Kara, B. Y. e Tansel, B. C. (2003). The latest arrival hub location problem. Management
Science, 47:1408-1420.

Kimms, A. (2006). Economies of scale in hub and spoke network design models: We have
it all wrong. In Morlock, M.; Schwindt, C.; Trautmann, N. e Zimmermann, J., editores,

Perspectives on Operations Research, pp. 293-317. Wiesbaden.

Kleinrock, L. (1993). On the modeling and analysis of computer networks. Proceedings of the
IEEE, 81(8):1179-1191.

Klincewicz, J. G. (1991). Heuristics for the p-hub location problem. FEuropean Journal of
Operational Research, 53:25-37.

Klincewicz, J. G. (1996). A dual algorithm for the uncapacitated hub location problem.
Location Science, 4(3):173-184.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 79

Klincewicz, J. G. (1998). Hub location in backbone/tributary network design: a review.
Location Science, 6:307-335.

Klincewicz, J. G. (2002). Enumeration and search procedures for a hub location problem with

economies of scale. Annals of Operations Research, 110:107-122.
Lasdon, L. (1970). Optimization Theory for Large Systems. Macmillan, Londom.

Luna, H. P. L. e Mahey, P. (2000). Bounds for global optimization of capacity expansion and
flow assignment problems. Operations Research Letters, 26:211-216.

Magnanti, T. L.; Mirchandani, P. e Wong, R. T. (1986). Tailoring Benders decomposition for
uncapacitated network design. Mathematical Programming Study, 26:112—154.

Magnanti, T. L. e Wong, R. T. (1981). Accelerating benders decomposition: Algorithmic

enhancement and model selection criteria. Operations Research, 29(3):464-483.

Mabhey, P.; Benchakroun, A. e Boyer, F. (2001). Capacity and flow assignment of data networks
by generalized benders decomposition. Journal of Global Optimization, 20(2):169-189.

Mabhey, P.; Ouorou, A.; Leblanc, L. e Chifflet, J. (1998). A new proximal decomposition

algorithm for routing in telecommunication networks. Networks, 31:227-238.

Marianov, V.; d. Serra e Revelle, C. (1999). Location of hubs in a competitive environment.
European Journal of Operations Research, 114:363-371.

Marianov, V. e Serra, D. (2003). Location models for airline hubs behaving as m/d/c queues.
Computer and Operations Research, 30(7):983-1003.

Marin, A.; Canovas, L. e Landete, M. (2006). New formulations for the uncapacitated multiple
allocation hub location problem. European Journal of Operations Research, 172:274-292.

Mateus, G. R. e Thizy, J. M. (1999). Exact sequential choice of locations in a network. Annals
of Operations Research, 86:199-219.

Mayer, G. e Wagner, B. (2002). Hublocator: an exact solution method for the multiple
allocation hub location problem. Computer & Operations Research, 29:715-739.

Miranda, G. J. (2004). Facility Location and Network Design with Congestion Costs and
Interdependency. PhD thesis, Universidade Federal de Minas Gerais, Departamento de

Ciéncia da Computacao.

Nagy, G. e Salhi, S. (2005). Heuristic algorithms for single and multiple depot vehicle routing
problems with pickups and deliveries. European Jouwrnal of Operations Research, 162:126—
145.

Nemhauser, G. L. e Wolsey, L. A. (1988). Integer and Combinatorial Optimization. Wiley,
New York.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 80

Nickel, S.; Schobel, A. e Sonneborn, T. (2000). Hub location problems in urban traffic net-
works. In Niittymahi e Pursula, editores, Mathematical Methods and Optimisation in Trans-

portation Systems, pp. 1-12. Kluwer Academic Publisher.

O’Kelly, M. E. (1986). The location of interacting hub facilities. Transportation Science,
20:92-106.

O’Kelly, M. E. (1987). A quadratic integer program for the location of interacting hub facili-
ties. Furopean Journal of Operational Research, 32:393—-404.

O’Kelly, M. E. (1998). A geographer’s analysis of hub-and-spoke networks. Journal of Trans-
port Geography, 3(6):171-186.

O’Kelly, M. E. e Bryan, D. L. (1998). Hub location with flow economies of scale. Transporta-
tion Research Part B, 32(8):605-616.

O’Kelly, M. E. e Miller, H. J. (1994). The hub network design problem. Journal of Transport
Geography, 2:31-40.

Pirkul, H. e Schilling, D. A. (1998). An efficient procedure for designing single allocation hub
and spoke systems. Management Science, 44(12):235-242.

Racunica, I. e Wynter, L. (2005). Optimal location of intermodal freight hubs. Transportation
Research B, 39:453-477.

Randazzo, C. e Luna, H. (2001). A comparison of optimal methods for local access uncapac-
itated network design. The Annals of Operations Research, 106:263-286.

Ruszczynski, A. (1986). A regularized decomposition method for minimizing a sum of poly-

hedral functions. Mathematical Programming, 35:309-333.

Sasaki, M.; Suzuki, A. e Drezner, Z. (1999). On the selection of hub airports for an airline
hub-and-spoke. Computer & Operations Research, 26:1411-1422.

Skorin-Kapov, D. (1998). Hub network games. Networks, 4(31):293-302.

Skorin-Kapov, D. e Skorin-Kapov, J. (1994). On tabu search for the location of interacting
hub facilities. Furopean Journal of Operational Research, 73:501-508.

Skorin-Kapov, D.; Skorin-Kapov, J. e O’Kelly, M. (1996). Tight linear programming relax-
ations of uncapacitated p-hub median problems. European Journal of Operational Research,
94:582-593.

Taylor, G. D.; Harit, S.; English, J. R. e Whicker, G. (1995). Hub and spoke networks in truck-
load trucking: Configuration, testing and operational concerns. Logistics & Transportation
Review, 31(3):209-238.

Wesolowsky, G. O. e Truscott, W. G. (1975). The multiperiod location-allocation problem

with relocation of facilities. Management Science, 22:57-65.



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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