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Resumo

LEONEL, E.D. Modelos Nao Lineares do Método dos Elementos de Contorno para
Andlise de Problemas de Fratura e Aplicacio de Modelos de Confiabilidade e
Otimizacdo em Estruturas Submetidas a Fadiga. 406p. Tese (Doutorado em
Engenharia de Estruturas) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Sao Carlos, 2009.

Apresentam-se neste trabalho formula¢des do método dos elementos de contorno
(MEC), visando sua utilizacio em problemas de fratura e também de modelos de
confiabilidade e otimizacdo aplicados na andlise de problemas de fadiga. Com relacdo
aos progressos e avancos nas formulagdes do MEC, apresentam-se modelos que
representam o processo de crescimento de fissuras em dominios planos constituidos por
materiais frageis, quase-frageis e ducteis. Considerando esses diferentes tipos de
materiais, a formulacdo numérica adotada na andlise descreve o comportamento
estrutural ndo linear decorrente do processo de propagacdo das fissuras e conseqiiente
degradacao estrutural. Nos modelos de fratura é empregada a formulacdo MEC dual, a
qual é mais adequada para a andlise da propagacdo aleatéria de fissuras. Sao também
apresentadas as expressoes dos operadores tangente para as formulagdes nao lineares
que tratam os problemas de fratura elastico linear e coesiva, problemas de contato e os
problemas de dominios enrijecidos. Com relacdo as andlises de confiabilidade
estrutural, o modelo mecanico de fadiga € acoplado a algoritmos de confiabilidade para
a determinacdo do indice de confiabilidade e do conjunto de valores aleatérios com
maior probabilidade de ocorréncia. Sdo testados alguns algoritmos de confiabilidade,
podendo-se claramente definir um deles como mais eficiente para a andlise de
problemas de fadiga. A esse modelo é acoplado um algoritmo de otimizagdo para a
determinagdo das dimensdes do elemento estrutural e dos intervalos para os
procedimentos de manutencdo e inspecdo, que levam ao minimo custo estrutural com
base nas incertezas determinadas pelo modelo de confiabilidade. Sdo apresentados

varios exemplos validando e mostrando a eficiéncia das formulagdes desenvolvidas.

Palavras Chave: Método dos Elementos de Contorno, Confiabilidade Estrutural,

Otimizagdo, Mecanica da Fratura.



Abstract

LEONEL, E.D. Nonlinear Boundary Element Models to Analyse Fracture
Problems and Reliability / Optimization Models applied to Structures submitted to

Fatigue. 406p. Tese (Doutorado em Engenharia de Estruturas) - Escola de Engenharia
de Sao Carlos, Sao Carlos, 2009.

This work deals with the development of Boundary Element Method (BEM)
formulations to be used in engineering problems. Particular attention is given to using
these formulations in development of reliability and optimization models applied to
fatigue problems. Contributions to BEM formulations are developed, particularly,
models that deal with crack growth in plane domains composed by brittle, quasi-brittle
and ductile materials. Taking into account these different types of materials, the
proposed formulation properly represents the nonlinear structural behaviour induced by
crack growth and the resulting structural damage. The dual BEM formulation is adopted
here for the proposed crack model and to analyse random crack propagation. In this
thesis tangent operators are used in the non-linear BEM formulations, in order to deal
with cohesive crack, contact problems and debonding problems in reinforced domains.
Regarding structural reliability analysis, the fatigue mechanical model was coupled with
appropriate reliability algorithms to compute the reliability index and other important
random values. Several reliability algorithms were tested for this coupled model, in
order to find the most efficient in the analysis of fatigue problems. An optimization
model was also coupled with the fatigue reliability model, in order to evaluate the
optimal structural element dimensions and also to schedule the intervals for
maintenance and inspection procedures, taking into account the minimum cost and
problem uncertainties. Many examples are presented in order to show the efficiency and
accuracy of the proposed formulations in dealing with crack propagation, fatigue

reliability analysis and optimization problems.

Keywords: Boundary Element Method, Structural Reliability, Optimization, Fracture

Mechanics, Fatigue.
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1. — Introducao

1.1 — Objetivos e Delimitacoes

Este trabalho aborda dois tépicos que vem sendo amplamente discutidos pela
comunidade cientifica: desenvolvimento de formulacdes do método dos elementos de
contorno visando sua utilizacdo em problemas de engenharia e também modelos de
confiabilidade e otimizagdo aplicados na andlise de problemas dependentes do tempo.

O método dos elementos de contorno (MEC) tem-se mostrado uma op¢ao viavel
para o estudo de diversos problemas de engenharia. Dentre esses problemas destacam-se
aqueles onde a presenca de singularidades (concentracdo de tensdo no caso de mecanica
dos solidos) torna-se um complicador adicional. Nessas situa¢des esse método numérico
ja é reconhecido como uma solug¢do eficiente ou tem potencial para gerar um
procedimento recomenddvel necessitando apenas de desenvolvimentos mais adequados
para melhorar a precisdo e quando possivel diminuir tempo de processamento.

Com relag@o aos progressos e avangos nas formulacdes do MEC objetiva-se, em
especial neste trabalho, o desenvolvimento de modelos que abordem o processo de
crescimento de fissuras em dominios planos constituidos por materiais frageis, quase-
frageis e ducteis. Considerando esses diferentes tipos de materiais a formulagcdo
numérica adotada na andlise deve representar o comportamento estrutural ndo linear
decorrente do processo de propagacdo das fissuras e conseqiiente degradagdo estrutural.
Uma das contribuicdes apresentadas neste trabalho refere-se ao emprego do operador
tangente consistente na resolucdo desses problemas nao lineares. Esse operador permite
que o problema ndo linear seja resolvido empregando-se um nudmero menor de
iteracdes, quando comparado a modelos que empregam operador constante, tornando
assim a formulagcdo mais precisa e também eficiente do ponto de vista computacional.

Deve-se ressaltar que o operador tangente consistente depende da lei ndo linear adotada
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no problema. Assim para cada problema nio linear a ser solucionado deve-se deduzir os
termos deste operador.

Ainda com relagdo a andlise de estruturas fissuradas, outro progresso diz
respeito ao estudo de corpos caracterizados pela presenca de multiplas fissuras dispersas
aleatoriamente ou nao em seu interior. As aplicagdes desse tipo de formulacdo sdao
diversas, porém atencdo serd dada ao estudo do crescimento das fissuras iniciais
culminando com a localizacdo em uma unica a qual levard o s6lido a ruptura.

Outro foco do trabalho trata do desenvolvimento de formula¢des do MEC para o
tratamento de problemas envolvendo o contato entre corpos. Em diversos tipos de
estruturas o carregamento externo aplicado € transferido pelos componentes estruturais
por meio do contato entre eles e, portanto a eficiéncia mecanica do sistema depende da
natureza da interacdo entre as superficies em contato. Apesar da grande importancia da
mecanica do contato, ainda se busca o melhor entendimento sobre a modelagem dos
fendmenos que ocorrem nessa condi¢do. Na pratica o conhecimento da mecénica do
contato pode ser desenvolvido por meio da experiéncia e observagdo. Como a
observacao direta é muitas vezes impossivel, pelo fato das dreas de interesse estarem
escondidas sobre as superficies em contato, somente € possivel a determinacio do efeito
médio da zona de contato no comportamento dos corpos em andlise. Neste trabalho o
operador tangente consistente foi novamente utilizado para o desenvolvimento de uma
formulacao ndo linear do MEC que trata de problemas de contato. Além de permitir a
andlise do contato entre as faces das fissuras a formulagdo também aborda problemas
envolvendo estruturas constituidas por diferentes tipos de materiais. Nesse tltimo caso
0 contato ocorre no contorno comum de cada componente estrutural, como no caso de
sistemas solo, em diversas camadas, fundacdo e também estruturas compostas por
chapas soldadas.

O desenvolvimento de formulacdes para a andlise de estruturas compostas por
diferentes materiais € também objetivo e tema de outro conjunto de modelos
desenvolvidos nesse trabalho. Esses modelos tratam da andlise de dominios planos onde
considera-se em seu interior a presenca de enrijecedores (fibras). A formulacdo desse
modelo foi desenvolvida efetuando-se o acoplamento entre as equacdes do MEC e do
método dos elementos finitos (MEF). O MEC e o MEF siao os métodos numéricos com
maior utilizagdo em andlises de problemas de engenharia na atualidade. Apesar da
ampla utilizacdo de ambos, cada um apresenta maior eficiéncia na andlise de

determinados tipos de problemas. Nesse contexto surgiu a idéia de acoplar esses dois
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métodos numéricos de tal maneira que cada um deles seja utilizado na representacao de
sub-estruturas onde apresenta maior eficiéncia. Nessa formulacdo o MEF representa
enrijecedores presentes no dominio do problema enquanto o MEC representa o contorno
e o dominio 2D do problema, sendo que os efeitos ndo lineares de plastificacdo dos
enrijecedores e do escorregamento destes em relacdo ao meio continuo ao qual
pertencem sdo considerados.

Outro importante problema de engenharia tratado nesse trabalho refere-se ao
crescimento de fissuras sob efeito de carregamentos ciclicos e fadiga. Quando estruturas
fissuradas s@o expostas a esses tipos de efeitos, as fissuras existentes no elemento
estrutural crescem sob carregamentos bem inferiores a aqueles que produzem a fratura
sob solicitacdes monotdnicas, levando assim a estrutura ao colapso repentino e
inesperado. A maioria dos equipamentos e estruturas estd sujeita a carregamentos

ciclicos como em bombas, hélices e avides, pontes, navios e estruturas offshore.

Na fadiga de alto ciclo as zonas plésticas sdo geralmente pequenas e, portanto,
podem ser aplicados os conceitos da mecanica da fratura elastico linear. Considerando-
se que a previsdo da vida ttil de estruturas submetidas a fadiga € de grande importancia
no projeto de uma obra ou equipamento, existe a necessidade de ferramentas praticas
para a andlise de estruturas sujeitas a este fendmeno, sendo esta uma das principais
motivacdes para o desenvolvimento deste modelo. Com esse modelo € possivel a
determina¢do da vida util estrutural bem como sua configuracdo de falha, por meio da
trajetdria de crescimento das fissuras.

Além do desenvolvimento de formula¢des do MEC para a andlise mecanica de
estruturas, este trabalho objetiva também o acoplamento de modelos de confiabilidade
estrutural a modelos mecanicos, os quais identificam modos de falha estrutural,
propiciando assim a realizacdo da andlise probabilistica do colapso da estrutura. Embora
seja conhecido na literatura como um acoplamento de modelos, os algoritmos para os
dois problemas envolvidos s@o independentes. O acoplamento é imposto apenas no
processo iterativo de busca do conjunto de varidveis aleatérias com maior probabilidade
de ocorréncia e conseqiiente probabilidade de um modo de falha ser atingido.

Quantificar a seguranca e estabelecer custos € uma das principais tarefas hoje da
engenharia para a defini¢do de prioridades. Para avaliar o desempenho e qualidade de
uma obra ou um produto com relagdo a sua utilizacdo e seguranca, o conceito embutido
na varidavel confiabilidade € mais realista, inclusive sob o ponto de vista matemaético,
para a determinacgdo de custos.
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Finalmente, outro foco deste trabalho refere-se ao acoplamento dos modelos
mecanico e de confiabilidade estrutural a um algoritmo de otimizagdo. O modelo
resultante desse triplo acoplamento pode ser aplicado a diversos problemas particulares.
Em especial, neste trabalho este modelo € utilizado na abordagem de problemas de
concepgdo, inspecao e manutengdo de estruturas sujeitas ao crescimento de fissuras sob
efeitos de fadiga, considerando-se andlise probabilistica de estruturas.

Dessa forma podem ser abordados problemas complexos fazendo-se
consideragdes mais realisticas sobre as incertezas presentes na estrutura, baseadas em
dados estatisticos, obtendo-se um dimensionamento, tanto de concep¢do quanto de
manutencdo e inspecdo, mais preciso e realista. Modelos como os propostos permitem a
realizacdo de uma andlise de risco real em relacdo a utilizagao da estrutura ou da peca

em analise.

1.2 — Organizacdo dos Capitulos da Tese

Esta tese estd dividida em onze capitulos sendo que, desse total, cinco abordam
os desenvolvimentos e progressos obtidos com este trabalho de pesquisa.

No segundo capitulo € efetuada a revisao bibliogréafica sobre os temas referidos
na tese. Como uma forma de melhor organizar este capitulo os temas citados estdo
divididos por itens pesquisados.

No capitulo trés sdo considerados os topicos referentes a mecanica da fratura.
Neste capitulo o balango de energia, que permite a verificacdo sobre as condi¢des de
estabilidade a propagacdo da fissura e as expressdes para o cdlculo dos fatores de
intensidade de tensdo para o problema de Griffith sdo enfatizados. Sao apresentadas
também as teorias de interacdo de modos além de tdpicos relacionados a fadiga e
mecanica do contato. Discutem-se também os modelos de propagagdo de fissuras para
materiais quase-frageis resultando nos modelos coesivos.

O tema confiabilidade estrutural € discutido no capitulo quatro. Sdo apresentados
alguns conceitos essenciais como probabilidade de falha e ponto de projeto. Sdo
também discutidos os algoritmos para a busca do ponto de projeto e determinacdo da
probabilidade de falha. Apresentam-se também conceitos relacionados a confiabilidade

dependente do tempo.

Capitulo 1 — Introdugdo




A formulagdo do MEC para o problema elastico bidimensional é apresentada no
capitulo cinco. As solu¢des fundamentais de Kelvin e as equacdes integrais do método
sdao obtidas. A montagem do sistema matricial resultante e a obtencdo das grandezas
internas ao contorno sio apresentadas. E também mostrada neste capitulo a formulacio
para a metodologia dual via elementos de contorno. Sao discutidos os termos da
equacdo integral escrita em forca de superficie além das equacdes integrais utilizadas
por esta formulagao.

No capitulo seis s@o apresentadas algumas formulacdes ndo lineares para o
tratamento do problema envolvendo fissuras. Inicialmente € discutida uma formulacdo,
para a andlise da propagacdo de fissuras em dominios formados por materiais quase-
frageis, onde € utilizado um operador tangente consistente. Em seguida esse mesmo tipo
de operador é empregado na anélise de problemas de mecanica do contato. O modelo é
aplicado inicialmente ao contato entre faces de fissuras e em seguida a formulacdo €
estendida para o caso de contato entre diversos corpos. Finalmente apresenta-se um
modelo para a andlise do problema de fratura em materiais frageis.

O modelo de acoplamento MEC/MEF € o tema principal do capitulo sete.
Inicialmente sdo apresentadas as equacdes para o acoplamento entre os dois métodos
numéricos considerando-se aderéncia perfeita entre os enrijecedores, MEF, e o dominio
plano, MEC, admitindo-se ainda comportamento eldstico linear da estrutura. Em
seguida o efeito ndo linear de plastificacio dos enrijecedores é considerado e a
formulacdo inicialmente descrita é modificada para a consideracdo deste efeito. A
formulacdo ndo linear para a abordagem do problema de perda de aderéncia entre as
fibras e o dominio é também apresentada neste capitulo.

No capitulo oito discute-se o modelo de propagacgao de fissuras considerando-se
os efeitos de carregamentos ciclicos e fadiga. As hipéteses do modelo sao apresentadas
assim como diversas aplicacdes. Enfase é dada na abordagem de problemas envolvendo
multiplas fissuras.

No capitulo nove, aten¢do é dada aos modelos de confiabilidade estrutural.
Apresentam-se inicialmente resultados do acoplamento entre o modelo mecanico de
fratura eléstico linear e os algoritmos do FORM, SORM e método de superficie de
resposta. Na seqiiéncia, os algoritmos de confiabilidade sdao acoplados ao modelo
mecanico de propagacdo de fissuras sob fadiga. Sdo mostrados resultados desse tltimo

modelo de acoplamento.
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O modelo resultante do acoplamento entre o0 modelo mecéanico de propagagdo de
fissuras sob fadiga e confiabilidade estrutural a um algoritmo de otimizagdo é discutido
no capitulo dez. Sao mostradas aplica¢des em alguns casos particulares onde sao obtidas
as dimensdes minimas do corpo, assim como os intervalos para a realizacdo dos
procedimentos de manutenc¢do e inspec¢ao que levam ao minimo custo do sistema.

O capitulo onze apresenta as conclusdes obtidas com o desenvolvimento do
trabalho e discute possiveis sugestdes para pesquisas futuras.

Nos anexos desta tese sdo apresentados alguns temas que foram tratados nesta

pesquisa, mas que nao sio o foco principal do trabalho.
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2. — Revisao Bibliografica

Apresentam-se nesse item alguns importantes trabalhos cientificos que constam
na literatura técnica relacionados aos temas tratados nessa pesquisa. De forma a facilitar

o estudo optou-se por organizar as referéncias por temas.

2.1 — Método dos Elementos de Contorno

A base matematica do método dos elementos de contorno € constituida,
basicamente, na transformacdo da equacdo diferencial que rege um determinado
problema em uma equagdo integral. Nesse sentido deve-se destacar o trabalho do
matemdtico noruegués ABEL (1823). Abel foi o primeiro a deduzir uma equagio
integral para solucionar o problema do “péndulo is6crono”. Outro passo importante
ocorreu com VOLTERRA (1884), no campo dos problemas de potencial, onde foram
empregadas equacdes integrais para o estudo da distribuicdo de cargas elétricas na
superficie de uma esfera.

De posse da grande potencialidade dos métodos integrais FREDHOLM (1903)
realizou o primeiro estudo aprofundado sobre as equacdes integrais. Nesse trabalho
Fredholm demonstrou que podem ser encontradas solugdes para equagdes integrais e
posteriormente desenvolveu condicdes para a determinacdo da existéncia e unicidade de
tais soluc¢des na forma dos Teoremas de Fredholm.

Em seguida, pesquisadores oriundos das republicas soviéticas como
MUSKHELISHVILI (1953), MIKHLIN (1957, 1965) e SMIRNOV (1964)
apresentaram solucdes para problemas de elasticidade linear. Esses autores inspiraram-
se no trabalho de KELLOG (1929) o qual foi o pioneiro no emprego de equacdes
integrais aplicada a solucdo de problemas governados pela equacado de Laplace.

KUPRADZE (1965) prop6s uma formulacdo numérica para deslocamentos em

corpos sob o regime elastico linear. MASSONET et. al (1965) efetuou a descricdo de
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uma solucao numérica para problemas de valores de tensdes no contorno formulada em
termos de uma equacao integral singular baseada na solu¢do de Kelvin.

Todos os trabalhos até aqui apresentados versam sobre problemas de equagdes
integrais analisadas via métodos indiretos. Os métodos indiretos foram os primeiros a
serem empregados e tem essa denominacdo por exprimirem a solu¢do do problema
analisado em funcdo de varidveis ficticias associadas ao contorno. As varidveis fisicas
do problema s@o obtidas a partir dos valores calculados para as varidveis ficticias, as
quais nao tem significado fisico, e sdo obtidas a partir de condi¢cdes de contorno em um
determinado nimero de pontos. Os métodos indiretos, segundo PALERMO JR (1989),
sdo reconhecidos também como métodos de contorno menos robustos. A forma mais
simples desse método consiste no uso de solugdes singulares unitdrias que satisfazem as
equagoes diferenciais do problema no dominio.

JASWON (1963) e SYMM (1963) introduziram um equacionamento do
problema eléstico bidimensional usando as varidveis fisicas do problema mas ainda
mantendo uma funcdo de tensdo auxiliar. Como estdo presentes na andlise varidveis
fisicas e ficticias esse método é conhecido na literatura como método semi-direto.

O trabalho de RIZZO (1967) foi o primeiro a apresentar uma formulacao direta
para o tratamento de equagdes integrais com aplicagdes em elasticidade bidimensional.
Deve-se destacar que nas formulagdes diretas as incdgnitas sdo as proprias varidveis
fisicas do problema real e, no caso de RIZZO (1967), sao os deslocamentos e forcas de
superficie. Nesse trabalho a discretizagdo do contorno foi efetuada por elementos de
geometria reta sendo que os deslocamentos e forgcas de superficie sdo considerados
constantes dentro de cada elemento.

Virios outros trabalhos seguiram ao de RIZZO (1967). Dentre eles destacam-se
os de CRUSE (1968, 1969, 1973) que estendeu a formulag¢do plana para problemas
tridimensionais e o de RIZZO & SHIPPY (1968) que sugeriram o emprego de
sub-regides para o tratamento de dominios ndo homogéneos.

SWELDON & CRUSE (1971) e RICARDELA (1973) apresentaram
formulacdes para andlises elastoplasticas admitindo-se materiais anisotrépicos. Apesar
do forte desenvolvimento observado, principalmente a partir dos trabalhos de RIZZO
(1967), foi LACHAT (1975) que conseguiu apresentar uma maior generalizacdo do
método. Esse trabalho apresenta um eficiente tratamento numérico do método
empregando representacdes paramétricas dos elementos no contorno e das fungdes de

aproximacdo das forcas de superficie e dos deslocamentos nas quais admitiam-se
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variagOes lineares, quadrdticas e cubicas. As integrais sdo calculadas por meio de
férmulas de quadratura gaussiana. LACHAT (1975) também propds a técnica de sub-
regides nao sO para andlise de dominios ndo homogéneos, mas também para permitir
que o sistema de equacdes resultante fosse definido por blocos possibilitando assim o
emprego de algoritmos de resolucdo de equacdes mais eficientes.

BREBBIA (1978b) introduziu a formulacio das equacdes integrais
empregando a técnica dos residuos ponderados. A partir desse ponto o método das
equagdes integrais poderia ser combinado a outras técnicas numéricas, tratando ambas
por meio da técnica dos residuos ponderados, possibilitando assim um equacionamento
elegante bem como consistente. Deve-se também a BREBBIA (1978a, 1978b, 1984) o
nome “Método dos Elementos de Contorno” que a partir de entdo tornou-se corrente em
detrimento ao entdo conhecido método das equacdes integrais.

De posse da formulacao em residuos ponderados e da abrangéncia em relagdo ao
campo de atuacdo do método dos elementos de contorno vérias formulacdes foram
desenvolvidas envolvendo problemas de placas, mecanica dos solos e das rochas, nao
linearidade fisica, mecanica da fratura, interacao solo-estrutura entre outros.

De forma a possibilitar a realizacao desses tipos de andlises o acoplamento com
o método dos elementos finitos tornou-se de grande valia. Nessa jungdo a principal
vantagem € que cada método € associado a sub-estruturas onde proporciona resultados
mais consistentes. Os primeiros a empregarem a combinacdo entre o método dos
elementos finitos € o método dos elementos de contorno foram McDONALD &
WEXLER (1972), os quais aplicaram a problemas relacionados a eletricidade. JA CHEN
& MEI (1974) o fizeram para problemas de mecanica dos fluidos onde o método dos
elementos de contorno representava um meio infinito, o fluido. Em relacdo a engenharia
estrutural ZIENKIEWICZ et. al (1977), SHAW & FALBY (1977) e OSIAS et. al
(1977) foram os primeiros a analisarem s6lidos deformdveis utilizando o método dos
elementos de contorno no contexto convencional do método dos elementos finitos.
WEARING & BURSTOW (1994) aplicaram a jun¢@o destes métodos numéricos para
andlise de problemas elastopldsticos e de mecadnica da fratura elastopldstica
convencional.

No tocante as pesquisas desenvolvidas no “Departamento de Engenharia de
Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos” devem ser destacados alguns
trabalhos que contribuiram substancialmente para a exceléncia do departamento nessa

area de pesquisa.
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Inicialmente RODRIGUES (1986) fez o estudo de problemas elasticos lineares
bidimensionais por meio de elementos lineares continuos e também descontinuos. Nesse
trabalho é também abordada a técnica de resolucao de sistemas lineares por blocos para
problemas que utilizam sub-regidoes. PALERMO JR (1989) considerou estruturas de
parede fina isétropas atuando em regime eldstico linear. Essas estruturas eram
consideradas de forma estratificada sendo cada 1amina capaz de simular efeitos de um
estado plano de tensdo acoplado a efeitos de flexdo.

Diversas pesquisas tratam da andlise de placas pelo método dos elementos de
contorno. Esses trabalhos empregam as diversas teorias conhecidas para a representacao
do comportamento estrutural das placas assim como idealizam o comportamento
estrutural do material sob o ponto de vista ndo-linear. Nesse contexto RIBEIRO (1992),
CHUEIRI (1994), SILVA (1996) e FERNANDES (1998) devem ser mencionados.

Quanto a problemas envolvendo interacdo solo-estrutura vdrios sdo os trabalhos
j& desenvolvidos. Nesses trabalhos sdo consideradas interacdo entre estaca/solo,
placa/solo e bloco de fundacdo/solo tanto em andlises bidimensionais quanto
tridimensionais. Ainda admite-se a hipdtese de simulacdo do solo de forma estratificada
ou ndo. Nessa area os trabalhos de PAIVA (1993), FERRO (1999), RIBEIRO (2009) e
ALMEIDA,V,S. (2003) podem ser destacados. Ainda em relacdo a esse tdpico,
problemas relacionados a escavagdo do solo foram também tratados. Nesse campo de
pesquisa os trabalhos de MESQUITA (2002) e KOMATSU (1995) também se
destacam.

No tocante a andlises dindmicas alguns trabalhos desenvolvidos devem
ressaltados. Diversas sdo as formulagdes empregadas bem como os tipos de estruturas
consideradas. Nesse campo os trabalhos de CODA (1990, 1993) e ALMEIDA,F,P,A.
(2003) devem ser citados.

2.2 — Método dos Elementos de Contorno em Problemas de Fratura

Em relagdo a problemas de fratura, um dos temas alvo desse trabalho, podem ser
destacadas algumas publicagdes que permitiram o avanco desse ramo de pesquisa ao
nivel observado atualmente. Na literatura pode ser encontrada, atualmente, uma vasta
quantidade de trabalhos importantes sobre o desenvolvimento de formulagdes do

método dos elementos de contorno em problemas de mecanica da fratura.
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Um dos primeiros trabalhos que trataram do problema da andlise de trincas é
ainda da década de setenta de autoria de CRUSE & VAN BUREN (1971). Nesse
trabalho os autores analisaram o campo de tensdes préximo a trinca em modelos
elasticos tridimensionais. J& CRUSE (1972) analisou modelos bi e tridimensionais
aproximando a geometria da trinca por uma forma eliptica. Essa técnica levou a erros
significativos e, além disso, exigia um nimero grande de elementos para aproximar as
varidveis da superficie da fissura, portanto niao apresentou um desempenho satisfatério e
foi abandonada.

O trabalho do Prof. T. A Cruse em fratura teve continuidade, e em 1975 propds
uma formulacdo baseada no uso de fungdes de Green, SNYDER & CRUSE (1975). As
funcdes de Green representavam a solucdo exata de um dominio infinito com a presenca
da trinca que se pretendia analisar. Com essa técnica os termos integrais referentes ao
contorno da trinca desaparecem e a solucdo € extremamente precisa. Sua aplicacdo é,
entretanto, restrita. Permite o estudo dos fatores de intensidade de tensdo, porém nado
possibilita o estudo do avanco da trinca.

Alguns livros sobre o assunto acabaram tornando-se fortes referéncias e devem
receber atenc¢do especial como, CRUSE (1988) e ALIABADI & ROOKE (1992).

O uso da equagdo singular para o tratamento de trincas aparece posteriormente
no trabalho de BLANDFORD et al. (1981), que utiliza a técnica das sub-regides para
simular o crescimento da fissura entre dois contornos. Esse recurso € muito semelhante
ao empregado por VENTURINI (1982) para representacdo da separagdo e deslizamento
em juntas.

A formulagdo singular também aparece nos trabalhos de CEN & MAIER (1992)
e de LIANG & LI (1991) que utilizaram a técnica para a modelagem de fratura por meio
de um modelo coesivo. O modelo de sub-regides contém o mesmo problema
computacional dos métodos de elementos finitos cldssico. Ha a necessidade de se fazer
previsdes sobre o crescimento da superficie da fissura com as correspondentes
modificagdes da malha em fungdo da resposta obtida. Vérios outros trabalhos aparecem
na literatura como variacdes desses ou utilizando outra metodologia. E oportuno
mencionar o método de descontinuidade de deslocamentos, CROUCH (1976), com
aplicacdes praticas mostradas em CROUCH & STARFIELD (1983), WEN & FAN
(1994), MEWS (1987) e mais recentemente em TELLES & GUIMARAES (2000).

Uma técnica alternativa para a representacdo desses problemas é a que emprega

campo de tensdes iniciais para a corre¢dao do estado de tensdo em fissuras. A espessura
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da regido de processo € degenerada para zero, isto €, quando a zona de processo se
transforma numa fissura. Com a elimina¢do das tensdes da zona de processo se simula a
presenca da fissura. Essa técnica mostrou-se bastante eficiente e foram os seguintes os
trabalhos publicados sobre essa técnica VENTURINI (1994), LOPES & VENTURINI
(1997), JIANG & VENTURINI (1998, 2000).

Outra técnica promissora na andlise de problemas de fratura baseia-se na
utilizacdo de equacdes integrais de deslocamento e de forcas de superficie para nés
definidos nas superficies opostas de uma fissura. Com esse procedimento, o nimero de
incognitas e equagdes independentes para os pontos da fissura € igual, garantindo assim
a solu¢do do sistema final de equacOes algébricas. Esse procedimento aparece
inicialmente nos trabalhos de WATSON (1986, 1988) para problemas bidimensionais e
depois no trabalho de GRAY et al. (1990) para problemas tridimensionais.

A técnica € hoje bem difundida e conhecida como método dos elementos de
contorno dual. Os trabalhos tornaram a técnica mais versatil ampliando seu campo e
utilizacdo. Nessa linha destacam-se PORTELA (1992), PORTELA et al. (1992, 1993),
MI & ALIABADI (1992a, 1992b, 1994a, 1994b, 1995), MI (1996), MELLINGS &
ALIABADI (1994), SOLLERO & ALIABADI (1994) e SALEH (1997), CHEN et al.
(1999).

Mais recentemente houveram alguns trabalhos voltados para a modelagem de
fissuras utilizando apenas a formulagdo singular. Nesse caso as faces da fissura sdo
definidas muito proximas uma da outra. Esse estudo feito na EESC-USP demonstrou
que esse modelo € preciso desde que as integrais sobre os elementos da fissura sejam
bem avaliadas, utilizando-se para isso sub-elementacao adequada ou integracdo analitica
dos termos integrais. Resultados desses esforcos estido nos trabalhos de MACIEL (2003)
e LEITE (2007). Outros trabalhos tratando da simulacdo de descontinuidades em meios
continuos também devem ser mencionados como os de ROCHA (1988), AGOSTINHO
(1998) e LEONEL (2006).

De forma a permitir a andlise de uma gama maior de materiais ampliou-se o
conceito de fratura englobando a fratura coesiva. Os modelos coesivos tém origem nos
trabalhos de DUGDALE (1960) e BAREMBLATT (1962) e depois bastante detalhado e
estudado numérica e experimentalmente nos trabalhos de HILLERBORG et. al (1976) e
CARPINTERI (1992).

Nesse modelo considera-se a existéncia de uma zona de processo localizada a

frente da regido onde hd a separacdo propriamente dita das superficies da fissura. Nessa
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zona de processo, ocorre a perda de rigidez com o aumento das micro-fissuras e a
conseqiiente dissipacdo de energia. Sendo essa zona pequena, uma possivel
aproximacao seria considerar que a dissipacdo se dd numa fissura ficticia colocada a
frente da fissura real. Nessa regido ficticia idealiza-se uma abertura ficticia limite na
qual ocorre a transferéncia de tensdo entre as superficies da fissura. A relacdo
constitutiva que governa a tensdo maxima na zona de processo € a abertura das faces da
fissura reflete o comportamento de amolecimento.

A representacdo mais simples desse modelo € utilizar uma curva linear dada por
dois pardmetros do material, abertura ficticia mdxima e resisténcia méxima de tracao.
No entanto, na literatura ha diversas outras aproximagdes sugeridas. Alguns recentes
trabalhos importantes realizados sobre o assunto, além dos mencionados, sio BARPI &
VALENTE (1998), PLANAS, et. al (2003), CARPINTERI et. al. (2003),
TVERGAARD (2003), ELICES et. al (2002), MAI (2002). Trabalhos em {fratura
utilizando outros métodos numéricos como método dos elementos finitos e métodos

sem malha podem ser consultados em LEONEL (2006).

2.3 — Método dos Elementos de Contorno para Andlise Ndo Linear

Um dos campos de grande aplicacdo do método dos elementos de contorno € em
andlises do tipo ndo linear. Por meio das técnicas de andlise ndo linear € possivel a
abordagem mais realista de fendmenos tais como: grandes deformacdes, plastificacao,
dano em estruturas, fratura em materiais ducteis e quase frageis, dentre outros, que em
uma anélise linear ndo sao bem representados.

No campo da andlise ndo linear deve-se destacar o trabalho de OWEN &
HINTON (1980) os quais apresentam procedimentos do tipo Newton para a resolucao
de problemas nao lineares como os comumente encontrados em engenharia estrutural.
CRISFIELD (1991) apresentou o procedimento de comprimento de arco, o qual tornou-
se uma valiosa ferramenta na obtencdo do equilibrio durante o processo iterativo.
Recomenda-se que esse procedimento numérico seja utilizado em problemas nao
lineares que apresentem o comportamento do tipo “snap-back”.

A abordagem de problemas nio lineares empregando o método dos elementos de
contorno pode ser encontrada em VENTURINI (1982) e em TELLES (1983), os quais

empregam o esquema de resolugdo do problema incremental utilizando matriz
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constante. Formulagdes utilizando o conceito de operador tangente consistente vém
sendo utilizadas, via método dos elementos finitos, a partir do trabalho de SIMO &
TAYLOR (1985), enquanto que as primeiras implementacdes desse conceito em
elementos de contorno podem ser encontradas em BONNET & MUKHERIJEE (1996) e
POON et al. (1998). A partir desses dois ultimos trabalhos alguns trabalhos foram
desenvolvidos no “Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia
de Sao Carlos” podendo-se destacar BOTTA (2003) que desenvolveu uma formulagao
nao linear para a andlise numérica de s6lidos danificados, considerando-se o fendmeno
da localizag@o das deformacgdes. FUDOLI (1999) que estudou problemas de localiza¢do
de deformagdes com plasticidade com gradiente. J4& LEITE (2007) desenvolveu uma

formulacao para anélise de s6lidos bidimensionais constituidos por multiplas regides.

2.4 — Confiabilidade Estrutural

No contexto da engenharia, a confiabilidade ¢ bem definida. Na engenharia de
estruturas, por exemplo, pode ser entendida como a probabilidade de sobrevivéncia de
um componente ou um sistema estrutural desde que utilizado de acordo com as
especificagdes de projeto. Portanto, a confiabilidade é dada pelo complemento da
probabilidade de se atingir um estado limite. Para avaliar o desempenho e qualidade de
uma obra ou um produto com relagdo a sua utilizacao e seguranga, o conceito embutido
na varidvel confiabilidade ¢ mais realista, inclusive sob o ponto de vista matemadtico,
para a determinacao de custos.

Podem ser citados alguns trabalhos que foram de grande importancia para a
evolugdo da confiabilidade estrutural até o ponto em que se encontra hoje. Inicialmente
podem ser destacados os trabalhos de MAYER (1926) e WIERZBICKI (1936) aos
quais sdo atribuidas as primeiras formulacdes mateméticas do problema de seguranca
estrutural. Estes pesquisadores concluiram que as cargas e os parametros de resisténcias
sdo varidveis aleatdrias e dessa forma verifica-se que para cada estrutura existe uma
probabilidade de falha finita.

FREUDENTHAL (1947) aparece como o pioneiro a discutir o uso das teorias
estatisticas para a avaliagdo da seguranca estrutural. Neste trabalho é proposto que a
probabilidade de falha deve ser calculada pela integracdo de uma regido caracterizada

pelas distribui¢des de probabilidade das varidveis, chamada de dominio de falha.
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ANG & AMIN (1968) descrevem os conceitos basicos de uma andlise onde
pretende-se considerar as incertezas das varidveis estruturais. Os autores enfatizam que
a falta de dados probabilisticos € o principal entrave para a aplica¢do dos conceitos em
maior escala e que o procedimento de cdlculo da sobrevivéncia (confiabilidade) é o
mesmo para sistemas determinados e indeterminados. VANMARCKE (1973) descreve
um método matricial geral para o cdlculo da confiabilidade de estruturas em escala real
que leva em conta as correlacdes entre os modos de falha do sistema. O trabalho disp0Os-
se a apresentar um procedimento de otimizacdo do peso da estrutura com restri¢do de
confiabilidade, permitindo levar em conta o desempenho e a seguranga ao mesmo
tempo.

No entanto foi a partir do trabalho de HASOFER & LIND (1974) que foram
possiveis aplicacdes praticas da teoria da confiabilidade. Neste trabalho os
pesquisadores propdem a defini¢do de um indice denominado indice de confiabilidade
obtido a partir de medidas no espago normal padrdo. Nesse trabalho foi proposto que a
funcdo de estado limite deve ser avaliada no ponto de projeto e nao mais com base na
média das varidveis. O ponto de projeto € o ponto, sob a equacdo de estado limite, com
a maior probabilidade de ocorréncia. A partir dai obtém-se o indice de confiabilidade
como sendo a distancia da origem do sistema de coordenadas no espaco normal padrao
até o ponto de projeto localizado na superficie de falha da estrutura.

A formulacdo de um procedimento numérico iterativo para o célculo do indice
de confiabilidade foi feito no trabalho de RACKWITZ & FIESSLER (1978). Nesse
método as fungdes de probabilidades das varidveis sdo consideradas. Portanto podem
ser consideradas varidveis cuja distribuicdo seja ndo gaussiana. Nesse caso sdo
necessarias transformacdes de forma a considerar estas varidveis como gaussianas
equivalentes.

A andlise de sistemas estruturais é efetuada em MELCHERS (1983). Neste
trabalho € estudada a representacdo em paralelo para avaliar a confiabilidade de
sistemas estruturais. Destaca-se nesse trabalho a importancia em se considerar a
correlagdo entre elementos estruturais para a correta determinacdo da probabilidade
global de ruina.

Em MADSEN (1988) é efetuada a andlise dos fatores de sensibilidade do
problema de confiabilidade. Esses fatores indicam a influéncia das varidveis aleatdrias
no valor do indice de confiabilidade. Dessa forma € possivel selecionar as varidveis

aleatdrias que realmente sao importantes no problema considerado, possibilitando assim
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uma resolu¢do mais rdpida sem perda significativa de precisdao na determinacdo da
probabilidade de falha da estrutura.

Um algoritmo adaptativo baseado no método da superficie de resposta (MSR) é
apresentado em ENEVOLDSEN, FABER & SORENSEN (1994). A técnica §é
formulada utilizando-se apenas o plano de experiéncia composto e pode ser dividida em
duas etapas. Na primeira etapa, o dominio que contém o ponto de projeto é determinado
em um processo de busca global. Na segunda etapa, uma superficie de resposta mais
precisa é encontrada em torno do mesmo ponto de falha definido na etapa anterior,
caracterizando um processo de busca local. A grande evolucdo deste algoritmo
encontra-se no fato de que, apds o cédlculo do ponto de projeto da préxima iteragdo do
MSR, verifica-se se o ponto encontrado estd no dominio definido por uma distancia
maxima entre o centro do plano composto e o ponto de canto que constitui o plano. Se o
ponto encontrado estiver fora dos limites definidos por essa distincia maxima, reinicia-
se 0 processo com uma nova distincia maxima. Procedendo dessa forma, os autores
afirmam que se obtém estabilidade numérica no processo de busca do ponto mais
provavel de falha e, conseqiientemente, na estimativa do indice de confiabilidade.

J4a TURK, RAMIREZ & COROTIS (1994) fazem uma abordagem simples sobre
0 MRS, enfatizando suas vantagens sobre os métodos tradicionais de confiabilidade, tais
como as simulagdes de Monte Carlo e os métodos de segundo momento com
aproximagodes em primeira ordem. No entanto alertam para o fato da precisao do modelo
mecanico para a correta definicdo de falha da estrutura.

Os pesquisadores KIM & NA (1997) propdem uma melhoria para o MSR
através da determinacdo de novos pontos amostrais (plano de experiéncia) através da
técnica do vetor projetado. Os novos pontos sdo posicionados préximos a fungdo de
estado limite original pela projecdo dos pontos amostrais convencionais sobre a
superficie de resposta obtida na iteracdo anterior. Assim tem-se uma ligeira perturbacdo
desses pontos proximos do ponto de projeto na superficie de falha. Os autores garantem
que funcdes lineares para aproximar a superficie de falha podem ser utilizadas no lugar
de polindmios quadraticos, bem como métodos de primeira ordem para o cdlculo do
indice de confiabilidade. Além disso, a técnica permite diminuir o erro existente entre a
superficie de falha aproximada e a func¢do de estado limite real do problema.

Uma avaliagdo sobre a precisdo de um novo MSR € feita no trabalho de
FALSONE & IMPOLLONIA (2004). Na verdade, esta nova metodologia, também

proposta pelos mesmos autores, considera como fun¢do de desempenho, uma relagdo
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entre os graus de liberdade do elemento finito escolhido na analise e os coeficientes do
polindmio aproximador da superficie de resposta. Nessa andlise, os autores
desconsideram o termo cruzado do polindmio de segundo grau. Concluem que a técnica
¢ exata para estruturas estaticamente determinadas e que, para as estruturas
hiperestaticas, o método apresenta precisao bastante significativa ndo importando o grau
de hiperestaticidades da estrutura.

A teoria da confiabilidade é especialmente importante na andlise probabilistica
de estruturas submetidas a fadiga. Além de ser esta uma das principais causas de ruina
em estruturas, no processo de fadiga estdo envolvidos diversos processos cujos
parametros apresentam grande variabilidade, como mostra BECK (2003). Como
conseqiiéncia dessa grande variabilidade, principalmente encontrada nos resultados de
andlises experimentais, pesquisas sobre o assunto tem recebido grande atencdo.
Juntamente com o desenvolvimento da mecénica da fratura e a necessidade de anélises
de confiabilidade e avaliacdo de risco para algumas estruturas importantes como plantas
nucleares, avides, navios entre outros, a mecanica da fratura probabilistica comecou a
desenvolver-se, como mostrado nos trabalhos de PROVAN (1987) e BOGDANOFF &
KOZIN (1985).

Um dos mais importantes topicos da mecénica da fratura probabilistica é a
modelagem probabilistica da propagacdo de fissuras sob fadiga. Muitos modelos foram
propostos baseando-se simplesmente no ajuste de curvas sob resultados experimentais
de crescimento de fissuras. Esses modelos t€m sido criticados por alguns pesquisadores
uma vez que ndo retratam a realidade geral do problema de fadiga, como mostrado nos
trabalhos de YANG & MANNING (1990) e SOBCZYK & SPENCER (1992).

Diversos sdo os trabalhos que abordam as incertezas no processo de crescimento
de fissuras sob fadiga. Dentre esses podem ser destacadas as pesquisas de HOEPPNER
& KRUPP (1974), SCHWALBE (1974), CHAND & GARG (1985), FREUDENTHAL
& GUMBEL (1953), SOBCZYK & SPENCER (1992), ROCHA & SCHUELLER
(1996) e BECK & MELCHERS (2004) onde ¢é discutida a variabilidades encontrada nos
parametros que governam o processo de fadiga e também a dificuldade em se
determinar a correlagc@o entre esses parametros.

No trabalho de VIRKLER et al. (1979) é apresentada uma andlise estatistica,
baseada nos resultados experimentais de estruturas submetidas a fadiga, onde sdo
discutidas as incertezas presentes no processo de crescimento de fissuras de estruturas

nessa situacdo. Com base em seus resultados experimentais esses autores mostram a
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importancia da abordagem estatistica no processo de crescimento de fissuras uma vez
que as incertezas incidem sobre as varidveis presentes nas leis de crescimento de
fissuras. GHONEM & DORE (1987) apresentam um estudo experimental e tedrico
sobre o processo de propagacdo de fissuras em estruturas submetidas a fadiga. Nesse
trabalho os autores utilizam um modelo tedrico por eles mesmos desenvolvido em
GHONEM & DORE (1985), o qual € baseado no processo de Markov. Esse modelo
tedrico depende de parametros obtidos em andlises experimentais, ndo sendo necessaria
uma lei para descrever o crescimento da fissura em fungao da vida util estrutural. Os
resultados desse modelo mostram-se precisos quando comparados as respostas
experimentais.

O desenvolvimento de modelos de confiabilidade para a anédlise de fadiga,
baseando-se nas deformagdes da estrutura, tem também sido alvo de pesquisas. Esse
estudo se aplica principalmente nas indudstrias de geracao de energia onde esse tipo de
abordagem € mais adequada que a andlise de fadiga via tensdes. Nesse campo destacam-
se os trabalhos de WIRSCHING et al. (1991), ZHAO (2000) e BARGMANN et al.
(1994) onde sao apresentados modelos baseados em resultados experimentais de ensaios
ciclicos de deformacao para determinacao da vida util estrutural.

Muitas pesquisas tém sido dedicadas ao estudo do crescimento de fissuras
curtas, ou seja, das fissuras que crescem na regido denominada de primdrio como 0s
trabalhos de NEWMAN (1994) e DOLLEY & WEI (1998). Diferentes sdo os modelos
probabilisticos propostos para descrever o crescimento de fissuras nessa regido que,
juntamente com os modelos que descrevem a regido II (secunddrio), permitem uma
melhor estimativa da vida util estrutural.

Algumas pesquisas tém focado na abordagem numérica deste problema. Nesses
casos os algoritmos de confiabilidade sdo acoplados a métodos numéricos como 0s
métodos dos elementos finitos e elementos de contorno. Apesar do grande potencial que
resulta desses modelos, nao sdo muitos os trabalhos que abordam o assunto.

Um modelo resultante do acoplamento entre o método dos elementos finitos e os
métodos de primeira e segunda ordem (FORM e SORM) para a andlise de problemas
estruturais elasticos lineares é mostrada em DER KIUREGHIAN & KE (1988). Esse
mesmo tipo de acoplamento € também utilizado em LIU & DER KIUREGHIAN (1991)
para o tratamento de problemas com nao linearidade geométrica e em BESTERFIELD
et al. (1991) para a andlise probabilistica de estruturas submetidas a fadiga. Esses

modelos levaram a interessantes resultados mostrando a eficiéncia dos métodos FORM
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e SORM na andlise de confiabilidade. Um modelo do método dos elementos finitos
estocésticos € acoplado ao MSR em FARAVELLI (1986, 1989) para a avaliacdo de
incertezas e confiabilidade de um sistema estrutural mecanico com alto grau de nao
linearidade.

Entretanto, em muitos casos, particularmente em mecanica da fratura, fadiga e
propagacdo de fissuras, o método dos elementos de contorno torna-se uma op¢ao mais
atrativa se comparado ao método dos elementos finitos, devido a sua precisdo e
eficiéncia nesse tipo de problema, além da reducdo de dimensionalidade da malha, o
que possibilita mais facilmente a anélise do crescimento de fissuras. Destaca-se nesse
campo de pesquisa o trabalho de LUA et al. (1992) onde um modelo do método dos
elementos de contorno estocdsticos € acoplado ao MSR para a andlise de fadiga em
estruturas. Como pode ser observado, sdo poucos os trabalhos que acoplam o método
dos elementos de contorno a modelos de confiabilidade, o que inclusive motiva o
desenvolvimento desse trabalho.

Outra interessante aplicagao dos modelos de confiabilidade é encontrada quando
estes sdo acoplados a modelos de otimizacdo. No tocante a fadiga verifica-se que nos
ultimos anos a filosofia de tolerancia ao dano, utilizada para a concepcao de estruturas
submetidas a fadiga, tem superado abordagens mais tradicionais como “safe life design”
e “infinite life design” como mostrado em GRANDT JR (2004). Em um projeto
tolerante ao dano assume-se que o componente estrutural tem ja um dano inicial no
instante em que este entra em servico. Porém, nessa abordagem o objetivo da concepg¢ao
estrutural concentra-se na habilidade do componente em resistir a um determinado dano
durante um dado periodo de tempo.

De uma forma geral, a concep¢do de um projeto por meio da abordagem de
tolerdncia ao dano pode ser dividida em trés etapas principais, as quais sdo: previsao
sobre a criagdo de uma macrofissura, modelagem do crescimento da macrofissura e
finalmente determinacdo dos intervalos de inspecdo. Os dois primeiros casos Sao
largamente estudados na teoria de fadiga. Ja o dltimo trata de técnicas ndo destrutivas de
deteccao de fissuras dentro de um planejamento de inspec¢do. Levando-se em conta o
fato de que a taxa de propagacdo das fissuras, bem como seu comprimento, sao
pequenos no inicio da vida util estrutural, tornando dificil sua detec¢c@o nessa etapa, um
nimero suficiente mas ndo excessivo de inspec¢des precisa ser planejado para se obter o
maximo beneficio da abordagem de tolerancia ao dano. Como verbas para manutengao

e reabilitacdo sdo quase sempre limitadas, a utilizacdo de modelos probabilisticos
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acoplados a modelos de otimizagdo torna-se uma valiosa ferramenta para racionalizacdo
das acdes de manutencdo e gerenciamento de sistemas estruturais. YANG & TRAPP
(1975) foram os primeiros a formular o problema da determinagao de freqii€ncia 6tima
de inspe¢dao como um problema de minimizacdo com restricdes. Eles indicaram que
varias varidveis incluindo freqiiéncia das inspecdes e qualidade da inspecdo podem ser
ajustadas com o objetivo de minimizar uma funcio custo pré definida. MIZUTANI &
FUJIMOTO (1994) apresentaram um método de minimizagdo seqiiencial cujo objetivo
¢ apontar uma estratégia de inspecdo 6tima para que o custo total esperado no periodo
entre a atual inspecdo e a proxima seja minima. TANAKA & TOYODA-MAKINO
(1998) investigaram um plano de inspecdo 6timo, considerando uma udnica inspegao,
baseando-se em uma funciao de minimo custo. Nesse trabalho o crescimento das fissuras
€ considerado por meio de um modelo de crescimento difuso de fissuras. Mais tarde
TOYODA-MAKINO (1999) estendeu este trabalho para o caso de mdltiplas inspe¢des.
Metodologia de otimizacdo baseada na previsdo da vida util estrutural para inspecdes e
reabilitagdo de estruturas que deterioram ao longo do tempo devido a fatores outros que
fadiga também tem sido considerados como em FRANGOPOL et al (1997) o qual
analisa vigas de secdo T em pontes ferrovidrias que se deterioram devido a corrosdo.
Conceitos probabilisticos sdo aplicados com sucesso nas agdes de planejamento de
manutencdo e reabilitacdo em estruturas offshore como mostrado em MADSEN et al
(1989) e GOYET e MAROINI( 1996). Estruturas soldadas também siao consideradas
como nos trabalhos de CREMONA (1996) e LUKIC & CREMONA (2001). Nesse
trabalho os autores consideram que o crescimento de fissuras em juntas soldadas é
governado por uma expressdo analitica, sobre a qual € feita a analise de confiabilidade.
Com base nas probabilidades de ruina obtidas € efetuada a andlise de otimizagdo para a
determinagdo dos intervalos de inspecao que produzem o minimo custo de inspecao.
KULKARNI & ACHENBACH (2007) efetuam andlise semelhante, porém a aplicam ao
crescimento de fissuras em estruturas planas. Nesse trabalho os autores empregam o
algoritmo “Sequential Quadratic Programming” (SQP) para o desenvolvimento da
analise de otimizagao.

Dentre as pesquisas na drea de confiabilidade estrutural pode-se destacar
inicialmente algumas que foram tema de trabalhos desenvolvidos no “Departamento de
Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos”. Por exemplo
SOARES (2001) abordou a andlise porticos planos, NEVES (2004) analisou estruturas
em grelha e NOGUEIRA (2005) tratou problemas de porticos planos tendo como
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modelo mecanico um modelo de dano. Em comum nesses trabalhos foram
desenvolvidos modelos mecano-confiabilistico voltados a andlise de seguranca de

estruturas de concreto armado.

2.5 — Fadiga em Estruturas

A palavra fadiga € origindria do vocdbulo latim fatigdre que significa cansar.
Apesar de comumente associada ao estado fisico e mental de pessoas esse termo é
largamente aceito e empregado no vocabuldrio de engenharia para designar dano e ruina
em materiais sujeitos ao regime de cargas ciclicas. Fadiga pode ser definida como o
conjunto de processos necessdarios para a mudanca das propriedades internas de
materiais, devido a aplicacdes repetidas de tensdes e deformagdes, em especial a
mudancas que causam fissuragdo e ruina.

O primeiro estudo de fadiga em metais foi desenvolvido por ALBERT (1838), o
qual conduziu testes em correntes utilizadas em minas. Depois deste trabalho o interesse
no estudo de fadiga cresceu, no entanto, este deveu-se principalmente ao grande
aumento no uso de materiais metalicos particularmente em ferrovias e estruturas de
pontes. A primeira pesquisa detalhada sobre fadiga em metais iniciou-se, segundo
SMITH (1910), em 1942 apés um catastrofico acidente préximo a Versailles, Franca,
que culminou com a perda de diversas vidas. A causa do acidente foi atribuida a falha,
por fadiga, do eixo frontal da locomotiva.

RANKINE (1843) reconheceu uma importante caracteristica em estruturas que
apresentam entalhes e concentradores de tensdo. Essas estruturas sdo mais sensiveis a
acdo da fadiga, ou seja, nesses tipos de estruturas falhas ocorrem apds um ndmero de
ciclos de carga menor que em estruturas que ndo apresentam tal caracteristica.

Pesquisas em fratura e fadiga foram conduzidas por BRAITHWAITE (1854), o
qual empregou o termo fadiga exclusivamente para denotar a fissuracdo em metais sob
cargas repetidas. Entretanto, a introdu¢do do termo fadiga para designar fissuracio e
ruina em estruturas € creditada a PONCELET (1839), o qual estudou a falha em
ligacdes metdlicas.

WOHLER (1860) caracterizou o comportamento de materiais sob solicitacdo
ciclica com curvas do tipo “c-N”, relacionando tensdo maxima ao nimero de ciclos

para ruptura. GERBER (1874) pesquisou metodologias para o desenvolvimento de
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projetos considerando os efeitos da fadiga. Suas contribuicdes incluem uma
metodologia para o célculo de vida util em estruturas sujeitas a diferentes niveis de
tensoes ciclicas.

O fato da possibilidade do limite eldstico, em metais sujeitos a carregamentos
ciclicos, ser diferente do observado em estados monotonicos de carregamento foi
introduzida por BAUSCHINGER (1886). Além de confirmar alguns resultados de
WOHLER (1860) seu trabalho identifica a ocorréncia de ciclos de amolecimento e
encruamento nos carregamentos reversos.

BASQUIM (1910) propds leis empiricas para a caracterizacao de curvas “c-N”
de metais. Seu trabalho mostrou que curvas em escala log x log, de tensdo por nimero
de ciclos, resultam em uma relacdo linear para estados de tensdo proximos a resisténcia
do material.

A partir de 1920 o campo de fadiga envolveu um maior ndmero de
pesquisadores e também de linhas de atuacdo. Nesse periodo podem ser destacados
McADAM (1926) que estudou fadiga sob corrosdo em metais. Modelos de acumulagdo
de dano para ruina sob fadiga foi alvo das pesquisas de PALMGREN (1924). Os efeitos
de entalhes e concentradores de tensdao em carregamentos monotdnico e ciclicos foram
estudados por NEUBER (1946), enquanto fadiga sob carregamentos varidveis foi
tratado por LANGER (1937). Teorias estatisticas e resisténcia de materiais foram alvo
dos estudos de WEIBULL (1939).

De grande importancia também sao os trabalhos de GRIFFITH (1921) e IRWIN
(1957) os quais forneceram substanciais contribuicdes para o desenvolvimento da
mecanica da fratura eldstico linear. Por meio dessa teoria verifica-se que a magnitude da
singularidade de tensdo a frente da ponta da fissura pode ser expressa através de um
escalar denominado fator de intensidade de tensdo, K. Nesse contexto PARIS, GOMEZ
e ANDERSON (1961) e PARIS & ERDOGAN (1963) foram os primeiros a sugerir que

o incremento no comprimento da fissura por ciclo, d%l , poderia ser relacionado a

amplitude de variac@o do fator de intensidade de tensdo, AK .

Atencdo foi dada também ao crescimento sub-critico das fissuras como em
NEUMANN (1969) e McCLINTOCK (1963). Houve também o interesse no estudo de
processos em que AK poderia se alterar durante a histéria do avanco da ponta da fissura.
Nesse campo destaca-se ELBER (1970), que mostrou que as faces da fissura, sob

regime de fadiga, podem fechar-se mesmo antes da retirada total do carregamento
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atuante devido a presenca de uma regido plastica proxima a ponta da fissura. Esse
resultado implica que a taxa de crescimento das fissuras pode ndo mais ser determinada
pelo valor nominal de AK, mas sim por meio de um valor efetivo, o qual € avaliado
segundo a rugosidade das faces das fissuras presentes no corpo em andlise.

A maioria dos trabalhos e pesquisas em fadiga reporta-se a materiais metdlicos.
No entanto grande interesse também tem surgido no estudo de fadiga em materiais ndo
metalicos e compostos, os quais apresentam grande potencialidade de aplicagdo nas
dreas mecanica, térmica e ambiental. Nesse campo podem ser destacados os trabalhos
de ROEBBEN et. al (1996) e CARPINTERI et. al. (2006). Destacam-se também os
trabalhos de SURESH (2004) e SAXENA (1998), os quais apresentam diversos
resultados experimentais e véarias leis de crescimento de fissuras em fadiga, além de
abordar diversos aspectos referentes a ci€ncia dos materiais para a explicacio do
fendmeno da fadiga

Com relacdo a modelagem numérica do problema de fadiga pode-se destacar
CISILINO & ALIABADI (1999) os quais conduziram andlises eldsticas e
elastoplésticas, via método dos elementos de contorno, da propagacdo de fissuras em
meios tridimensionais. YANG et al. (2001) utilizam esse mesmo método numérico para
a realizacdo de andlises do crescimento de fissuras em estruturas planas considerando
materiais quase-frageis. A andlise de fadiga em corpos com multiplas fissuras € tratada
em YAN (2006) para materiais que sao regidos pela mecanica da fratura eléstico linear,
enquanto o acoplamento método dos elementos finitos e método dos elementos de
contorno € utilizado por SEKINE et. al (2005) para a consideracdo de estruturas
reforcadas com FRP. Problemas térmicos e fadiga sdo tratados em KHATIR &
LEFEBVRE (2004) e fadiga sob corrosdao em JIVKOV (2004).

Embora menos estudado, o fendmeno da propagacdo de fissuras devido a
fadiga € de grande importancia também para os materiais quase-frageis Para a fratura
coesiva alguns trabalhos importantes que procuram descrever as condi¢des de carga e
descarga necessdrias para a defini¢do da fadiga sdo: BAZANT & LI (1995), BAZANT
& LI (1997), BEGLEY et al (1997), XU & NEEDLEMAN (1994), ORTIZ (1996),
BUYUKOZTURK & HEARING (1998), YANG & RAVI-CHANDAR (1998a), de
ANDRES (1999), YANG, et al (2001), ROE & SIEGMUND (2003), e LI &
CHANDRA (2003). Além da fadiga em fratura coesiva, outro assunto de grande
interesse € a fadiga ao longo de interfaces, isto &, a influéncia da fadiga nos processo de

delaminacdo e perda de aderéncia. Nesse caso, o efeito do dano acumulado pode
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também ser calculado utilizando-se modelos similares aos propostos para a fratura
coesiva e dano continuo, YANG et al. (2003). Usando o método dos elementos de
contorno foram pouquissimos os trabalhos sobre fadiga coesiva que aparecem na
literatura, podendo-se destacar: YANG & RAVI-CHANDAR (1998b) e YANG et al
(2001).

2.6 — Mecdanica do Contato

A mecanica do contato € um importante tépico dentro do campo da mecanica
dos sdélidos e que nos ultimos anos tem recebido ateng@o especial de pesquisadores pela
sua complexidade e importancia tecnoldgica. O conhecimento sobre o comportamento
de superficies em contato é de grande importincia principalmente nas industrias
mecanica, aerondutica e naval, onde a transferéncia de carga € efetuada pelo contato
entre componentes estruturais, como em engrenagens, conectores, juntas e fissuras.

O primeiro trabalho que trata do problema de contato deve-se a HERTZ (1882).
Este analisou o contato, sem a consideracdo de atrito entre as superficies, em solidos
bidimensionais deformdveis. Apesar do tratamento simplificado dado ao problema, esse
trabalho forneceu s6lidos conceitos para o desenvolvimento de teorias mais gerais sobre
o assunto. Mas tarde GALIN (1961) estendeu as proposi¢des de MUSKHELISHVILI
(1953) para problemas tridimensionais sem a considerac@o de atrito entre as superficies
envolvidas. Destacam-se também os trabalhos de GLADWELL (1980) e JOHNSON
(1985), os quais abrangem aspectos tedricos importantes e diversas aplicagdes em
problemas de engenharia. KIKUCHI & ODEN (1988) tratam do desenvolvimento da
base tedrica para a andlise de problemas de contato com e sem atrito para a aplicacao
em técnicas variacionais e elementos finitos.

Apesar do grande desenvolvimento tedrico observado na mecanica do contato, o
tratamento de problemas de contato mais complexos somente € possivel com a
utilizacdo de aplicativos numéricos. Os modelos numéricos permitem a abordagem de
problemas com geometrias e condi¢des de contorno complexas. Além de tratar de forma
mais consistente a natureza nao linear presente nos problemas com atrito.

Nesse sentido podem ser destacadas algumas formulagdes numéricas que sao
utilizadas com éxito no tratamento desse problema, as quais sdo baseadas no método

dos elementos de contorno, métodos das penalidades, multiplicadores de Lagrange e
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programacdo matematica. Apesar de serem abordagens diferentes, a idéia bdsica
envolvida na solu¢do do problema de contato e a mesma, ou seja, quando 0s corpos nao
estdo em contato ocorre 0 movimento relativo entre eles, enquanto que na condi¢do de
contato as forgas presentes no contato precisam ser conhecidas.

Para a modelagem de problemas de contato pelo método das penalidades,
inicialmente deve ser efetuado o acoplamento dos graus de liberdade nas regides
propensas a ocorréncia do contato. A partir de entdo € monitorado o valor da abertura
(separagdo) entre as superficies envolvidas para a determinacdo da condi¢do de
penetracdo. No caso da ocorréncia do contato, ou seja, valor da abertura menor ou igual
a zero, a condicao de penalidade serd ativada e os valores das forcas na regido do
contato estardo associados aos dos deslocamentos nessa regido através do fator de
penalidade. Nessa abordagem destacam-se os trabalhos de JIANG & ROGERS (1988),
DONIDA et. al (1990, BAYRAM & NIED (20000 e MURADOVA &
STAVROULAKIS (2007).

Uma abordagem alternativa a apresentada € a que relaciona os graus de
liberdade do problema de contato a multiplicadores de Lagrange. Por meio dessa
técnica, varidveis adicionais sdo introduzidas no sistema, as quais fornecerdo as forcas
no contato. Podem ser citados os trabalhos de BATHE & CHAUDHARY (1985),
PASCOE & MOTTERSHEAD (1988) e PAPADOPOULOS & SOLBERG (1998), que
aplicam com sucesso essa técnica na andlise de problemas de contato com atrito sob
condicdes estdtica e dinamica.

A abordagem do problema de contato através de programacdo matemdtica
consiste basicamente na realizacdo de um processo de minimizacdo com restricao
acompanhada de condi¢des de complementaridade. A minimiza¢ao é formulada como
um processo de programacdo matemadtica e a solucdo € obtida usando procedimentos
incrementais de programacdo linear ou quadritica. O problema de minimizag¢do pode
também ser formulado com condi¢des de desigualdades variacionais usando fungdes de
penalidade para atrito como em KLARBRING & BJORKKMAN (1988). Extensas
pesquisas com essa técnica tém sido propostas para a andlise de problemas de contato
com e sem atrito. Esse método apresenta a vantagem que todas as condigdes de
contorno, incluindo as condi¢des de contato, sdo incorporadas em uma unica
desigualdade variacional e qualquer método de minimizacdo pode ser empregado na

solu¢do do problema. Destacam-se nessa técnica GONZALEZ & ABASCAL (2000),
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PANAGIOTOPOULOS & STAVROULAKIS (1988), STAVROULAKIS & ANTES
(2000).

Para a andlise de problemas de contato via método dos elementos de contorno os
graus de liberdade na zona do contato sdo obtidos aplicando-se as condigdes de
equilibrio e compatibilidade nos nds presentes nessa regidao. A condi¢do de contato é
determinada a partir do monitoramento da abertura presente entre as superficies
envolvidas. Quando o valor da abertura obtida na andlise € positivo verifica-se a
condi¢do de separacdo e assim o contato ndo ocorre. Quando a abertura € negativa a
condicdo de penetragdo nula é violada e as condigdes de equilibrio e compatibilidade
devem ser impostas.

A primeira aplicacio do método dos elementos de contorno baseado nesta
metodologia foi desenvolvida por ANDERSSON (1982). J4a KARAMI (1987) e PARIS
& GARRIDO (1985) analisaram estruturas bidimensionais utilizando elementos
quadraticos continuos e descontinuos. MAN (1994) e ALIABADI (2002) analisaram
diversos tipos de estruturas através da técnica de sub-regides e mostraram que a solug¢do
obtida empregando elementos de contorno lineares é melhor e mais estavel que a
fornecida por elementos quadriticos. GONZALEZ & ABASCAL (1998) analisam
problemas de contato entre cilindros empregando a lei de atrito de Coulomb. CHEN &
CHEN (1998) e NJIWA & STEBUT (2004) utilizam essa mesma lei de atrito na andlise
de problemas envolvendo fissuras enquanto GUN (2004) realizou uma andlise
tridimensional elastopléstica considerando o efeito de atrito em placas com inclusdes
rigidas. Problemas de contato em materiais anisotropicos sdo tratados em BLAZQUEZ

et. al (2006).

2.7 — Acoplamento entre o Método dos Elementos de Contorno e o Método

dos Elementos Finitos

A idéia de acoplar o método dos elementos de contorno (MEC) com outro
método numérico, em particular com o método dos elementos finitos (MEF), sempre foi
atrativa para os pesquisadores. A combinagdo entre os diversos métodos numéricos €
um assunto de grande interesse, pois possibilita empregar o método numérico mais
conveniente na representacdo da sub-estrutura onde este apresenta melhor eficiéncia,

aproveitando melhor as particularidades de cada um.
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Além de alguns dos trabalhos ji citados no item 2.1, podem ser destacados
também os esforcos de BREBBIA & GEORGIO (1980), os quais analisaram problemas
bidimensionais através da combinacio MEC-MEF. Os autores combinaram elementos
de contorno constantes com elementos finitos quadraticos e, apesar dos diferentes graus
de aproximacdo utilizados, foram obtidos bons resultados. MUSTOE & VOLAIT
(1980) também estudaram a combinacdo MEC-MEF para analisar a interacao tdnel-
suporte considerando os efeitos da descontinuidade entre rocha e concreto. Problemas
envolvendo escavagdes refor¢adas sdo também tratados em STAMOS & BESKOS
(1995) enquanto que aplicacdes em problemas planos podem ser encontradas em
VALLABHAN & SIVAKUMAR (1986) e em PAVLATOS & BESKOS (1994) sendo
que nesse ultimo trabalho os autores desenvolvem um esquema de acoplamento no
dominio do tempo para a andlise dinamica de estruturas elastoplasticas. Aplicacdes do
acoplamento para andlise de distribuicdo de tensdes em problemas de engenharia sdao
apresentados em CODA et. al (1999) e CODA & VENTURINI (1999).

Diversos sdo os trabalhos que abordam o acoplamento MEC-MEF em problemas
de interacdo solo-estrutura. Nesse tipo de problema o solo € na maioria dos casos
representado pelo MEC, ja que este pode ser tratado como um dominio infinito,
enquanto a super-estrutura e as fundacOes sdo simuladas pelo MEF, geralmente
empregando-se elementos finitos de barras. Nesse campo de pesquisa podem ser citados
os trabalhos de FERRO & VENTURINI (1992) que aplicaram a combinacio MEC-
MEEF para analisar a interag@o entra estacas e o solo. As estacas sdo consideradas como
elementos de barra modelados pelo MEF e, o solo como um dominio infinito,
tridimensional, homogéneo, elastico linear e tratado pelo MEC. Com isto, resulta um
modelo tridimensional enrijecido. J4& em PAIVA (1993), foi apresentada uma
formulacdo para a andlise de placas eldsticas em que a representacdo integral
discretizada de Stern é alterada, de forma que a forca equivalente de Kirchhoff €
admitida concentrada nos pontos nodais ao longo do contorno. MENDONCA & PAIVA
(2003) utilizam o acoplamento MEC-MEF no tratamento de problemas de interagcao
solo-fundacdo sendo o primeiro tratado pelo MEC enquanto no segundo, estacas e
radiers, é empregado o MEF.

CODA (2001) apresenta uma andlise do comportamento ndo-linear dindmico e
estatico de meios reforcados através de uma abordagem do acoplamento MEC-MEF,
onde o MEF ¢ utilizado para representar os refor¢cos no meio discretizado pelo MEC.

MESQUITA & CODA (2007) apresentam uma formulagdo, utilizando o acoplamento
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MEC-MEF, para a abordagem de problemas viscoeldsticos, enquanto formulacdes desse
acoplamento para o tratamento de problemas envolvendo interacdo fluido estrutura sdao
apresentados em MARQUEZ et al. (2004).

LEITE et al. (2003) apresentaram um estudo bidimensional de sdlidos
reforcados com barras usando o MEC. Estes reforcos sdao simulados via sub-regides
onde € feita uma reducdo dos graus de liberdade do contorno através de uma
aproximacao linear de deslocamento da secdo transversal do enrijecedor, fazendo a
integracdo da solug¢do fundamental de Kelvin de forma totalmente analitica, tanto para
as integrais singulares como para as ndo singulares. FERNANDES & VENTURINI
(2002) também aplicam a técnica de reducdo de graus de liberdade no acoplamento
MEC-MEC, para problemas em placas.

BOTTA (2003) desenvolveu o acoplamento MEC-MEF em chapas, estudando
problemas de contato, na interface entre o dominio e o enrijecedor. Para minimizar
perturbacdes indesejdveis nos resultados na interface € aplicada a técnica de suavizacao
do contorno com minimos quadrados.

Problemas envolvendo mecénica da fratura sdo tratados em AOUR et al. (2007).
Nesse trabalho o acoplamento MEC-MEF € desenvolvido de tal forma que nas faces da
fissura sdo empregados elementos de contorno, enquanto no restante do corpo analisado
sdo utilizados elementos finitos. Nesse trabalho os autores obtiveram bons resultados na

obtenc¢ao dos fatores de intensidade de tensao.
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3. — Mecanica da Fratura e Contato

Com o advento da revolugdo industrial o0 emprego do aco e também de outros
materiais metdlicos em aplicagdes estruturais ganhou forte impulso. Destacam-se nesse
periodo as estruturas de caldeiras a vapor, largamente empregadas nas industrias e em
meios de transporte como trens. No século XX as grandes guerras mundiais foram
eventos que proporcionaram também grande aplicagdo aos materiais metalicos.

Apesar do amplo emprego estrutural dos metais, diversas estruturas
apresentaram falhas sob niveis de carregamento muito inferiores aos previstos no
projeto. Dentre as falhas mais conhecidas destacam-se a dos navios “Liberty”, BROEK
(1986). Dos 2.500 navios produzidos para a I Guerra mundial 145 partiram-se ao meio
(ainda parado nas docas) e 700 apresentaram danos que impossibilitaram sua utilizagdo.
A explicagdo para esse grande prejuizo pode ser obtida atentando-se para falhas
inerentes aos materiais constituintes da estrutura. Nesse periodo o processo de
fabricacdo dos metais ainda era consideravelmente deficiente. Assim, micro-falhas pré-
existentes nos materiais davam inicio a um progressivo processo de fraturamento
levando a estrutura ao colapso.

Como forma de solucionar esses problemas, que ja se arrastavam desde o século
XIX, deu-se inicio ao estudo da mecinica da fratura elastico linear. As teorias da
mecanica da fratura eldstico linear tornaram-se uma poderosa ferramenta para a andlise
e resolucao de problemas envolvendo fissuras cuja zona de comportamento nao linear a
frente da fissura seja desprezivel, ou seja, materiais de comportamento fragil na ruptura.
O primeiro trabalho a tratar o problema de fissuras deve-se a KIRCH (1898) o qual
propds uma solucdo para um problema cldssico da mecanica da fratura, uma chapa
infinita com uma fissura central, conhecida como solu¢do de Kirch. Os trabalhos em
mecanica da fratura continuaram e em 1921 Griffith analisou o problema da propagagdo
de fissuras em vidros. A formulacdo empregada por Griffith consistia na realizacdo de

um balanco de energia no qual se verifica a propagacdo da fissura quando ocorre
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redugdo da energia total da estrutura. Esta diminui¢do (dissipacdo) da energia € utilizada
na criagdo de novas superficies para a fissura. Para maiores detalhes sobre os temas
discutidos neste capitulo sugere-se consultar GDOUTOS (1990), EWALDS &
WANHILL (1984) e SHAH et AL (1995) além das referéncias citadas neste capitulo.

3.1 — Balanco de Energia de Griffith

Durante o fendmeno de fratura ocorre o crescimento das fissuras pré-existentes
no s6lido. Com isso, novas superficies para estas sdo criadas, caracterizando um
processo nao conservativo de energia. Dessa forma, a realizagdo de um balanco de
energia, ou seja, a procura pelo ponto a partir do qual a variacdo de energia total em
relagdo ao comprimento da fissura € nula, foi a solucdo encontrada por Griffith para a

modelagem do crescimento das fissuras conforme ilustra a Fig. (3.1).

Instabilidade

Energia Total

Comprimento Fissura a

Figura 3.1 Evolugdo da energia com o aumento do comprimento da fissura.

Empregando a 1* lei da termodindmica é possivel decompor a energia total
presente no sistema corpo fissurado/carregamento externo. Segundo esta lei pode-se
verificar que o trabalho realizado pelos carregamentos atuantes, somado a energia
térmica aplicada ao corpo ¢é igual a variagdo das energias potencial interna e cinética
além da energia dissipada pelo corpo com o aumento das superficies da fissura. Essa
igualdade de energia é apresentada na Eq. (3.1), ressaltando que o ponto sobre as
varidveis denota variagdo no tempo, ou seja, representa o valor da grandeza em um

determinado instante.
W+0=Y+0+Z G.1)
em que: W ¢ o trabalho das forcas externas, W= J.Pk -u‘k dT + .[ p-b, -u-k dQ , sendo p a
r o
densidade do material, ZT € o somatério do contorno onde atuam as forcas de
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superficie e Q € o dominio do corpo. Q representa a energia térmica fornecida.

Q= I qk-nkdq +I p-hu dQ, sendo g o vetor de condugdo de calor por unidade de
Q

q

superficie, 4, sdo as fontes unitdrias por unidade de massa eZq indica as superficies
sob as quais estao aplicados os carregamentos térmicos. Y € a energia potencial interna.

Y :di('[ p-ﬂdQ], A é a densidade de energia interna por unidade de massa. O éa
t

Q

C . oo d ] - - d . . L
energia cinética. O =— J.—'p-uk'uk dQ | e Z=— .[;dA , 7€ a energia necessdria
dr ;2 dt S
para a formagdo de novas superficies (unitdrias) da fissura.
Em muitos problemas de engenharia, dentre os quais enquadram-se aqueles

tratados neste trabalho, pode-se admitir que a propagacao das fissuras ocorre de forma

quase estdtica. Nessa condi¢do os campos de velocidades de deslocamento, u, ,

desenvolvidos no corpo sdo pequenos e assim a variacdo da energia cinética, O, que é
proporcional ao quadrado dessa grandeza, pode ser desprezada (deve-se destacar que
essa parcela ndo pode ser omitida em problemas envolvendo campos dinamicos).

Outra parcela que pode ser omitida, ainda considerando os problemas tratados

neste trabalho, refere-se a da energia térmica Q. Isso ocorre devido ao fato de

carregamentos térmicos nao serem objeto dos estudos aqui propostos. Assim a
propagacdo das fissuras ocorrerd sob condicdes adiabdticas. De acordo com as
condic¢des descritas pode-se reescrever o balango de energia apresentado na Eq. (3.1) da

seguinte forma:

W=Y+Z (32)
Para os problemas onde a Eq. (3.2) € valida, as mudancgas que ocorrem ao longo
do tempo sdo causadas por variacdes no comprimento das fissuras. Assim, pode-se
minimizar esta expressdo, diferenciando seus termos em relacdo ao comprimento da
fissura, a, de forma a se determinar as condi¢des segundo as quais ocorrerd o
crescimento das fissuras. Sendo assim tem-se:

oW dY 9dZ
— = (3.3)

da Oda oa
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Realizando uma breve andlise dos termos da Eq. (3.3) pode-se constatar que o

termo dW/da representa a variagdo de energia, em relagdo ao comprimento da fissura,
decorrente do trabalho do carregamento externo aplicado. Ja4 a parcela 9dY/da

contabiliza a variac@o da energia potencial eldstica do corpo em relacdo ao comprimento
da fissura. Assim, pode-se verificar que o primeiro membro da Eq. (3.3) representa a
quantidade de energia que € fornecida ao sistema para o crescimento da fissura.

Ja o segundo membro da Eq. (3.3) representa a energia de superficie eldstica da
fissura, ou seja, a energia necessaria para a formagao de novas superficies para a fissura.
Este termo pode ser denominado também de resisténcia, R, ja que a fissura ndo cresce se
o primeiro membro da Eq. (3.3) for menor que o seu segundo membro. Analogamente
pode-se definir os termos do primeiro membro da Eq. (3.3) como taxa de liberacdo de

energia, G. Assim:

0Z
R="> 3.4
% 34
0
G=—(W-Y) 3.5)
da

A Eq. (3.3) representa um critério para o crescimento das fissuras. Assim a

fissura ndo crescerd se a seguinte equacgao for atendida:
R>G (3.6)
Assim, ocorrerd a propagacao das fissuras quando a taxa de liberagdo de energia,

G, atingir um valor critico que € uma propriedade do material.

3.2 — O Fator de Intensidade de Tensdo

Apesar da eficicia do processo de balanco de energia na determinacdo da
propagacao das fissuras, verifica-se que a sua obtencdo € uma drdua tarefa. Além disso,
o termo G, referente a energia fornecida para o crescimento das fissuras, reflete o estado
energético global da estrutura. Assim esse processo torna-se ineficaz e custoso quando é
necessdria a avaliacdo do comportamento isolado das fissuras que € de fato um estudo
local. De forma a contornar este entrave, IRWIN (1957) propds que o balanco de
energia pode ser obtido empregando uma grandeza especial denominada fator de
intensidade de tensdes, K. Por meio do parametro K € possivel realizar a correta
avaliagdo do campo de tensOes a frente da extremidade da fissura e assim saber a

evolucdo do seu comportamento.
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Na teoria proposta pela mecénica da fratura eldstico linear o estado de tensdo na
extremidade da fissura pode ser obtido empregando a Eq. (3.7):

K
0, = [,(6) 3.7)

ij \/m
sendo: K o fator de intensidade de tensdo, r é a distancia da extremidade da fissura ao
ponto considerado e € coordenada cilindrica em um ponto referenciada a extremidade
da fissura. O valor do fator de intensidade de tensdo para diversos problemas e materiais
pode ser obtido em “handbooks”, dentre os quais podem ser destacados SIH (1973) e
MURAKAMI (1987), ou mesmo em livros dedicados ao estudo de mecénica da fratura,
como BROEK (1986).

IRWIN (1957) demonstrou que se uma fissura tem seu comprimento aumentado
de uma extensdo infinitesimal, da, o trabalho realizado pelo campo de tensdes na
extremidade da fissura devido ao crescimento da mesma € equivalente a mudanca na
energia de deformacdo, G -da . Assim, é possivel determinar um fator de intensidade de
tensdo critico correspondente a uma taxa de liberacdo de energia critica. Considerando
problemas planos, a relacdo entre a energia critica e o fator de intensidade de tensdo é

dada por:

G =—*¢ (3.8)

A Eq. (3.8) representa a taxa critica de energia liberada para o problema plano
de tensdo. Para os problemas de estado plano de deformacao essa varidvel é obtida de
forma andloga, assim:

G = KEE -(7— 1)2) (3.9)

c

Além de ser um parametro local, o emprego do fator de intensidade de tensao
ainda apresenta outra grande vantagem se comparado ao balango de energia. Sabe-se
que o fator de intensidade de tensdo critico, K. , ¢ uma propriedade do material. Assim a
sua determinacdo pode ser efetuada por meio de andlises experimentais, considerando

diversos tipos de materiais bem como diferentes geometrias.

3.3 — Modos de Solicitacdo ao Fraturamento

A Fig. (3.2) apresenta os modos basicos de solicitacdo ao fraturamento para

corpos tridimensionais. Na verdade existem infinitos modos de fraturamento possiveis,
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no entanto todos podem ser obtidos combinando-se os modos basicos. Para os casos
tratados neste trabalho, problemas planos, apenas os modos de solicitacao I e II estdo
presentes. Conforme apresenta a Fig. (3.2) os modos basicos de fraturamento podem ser
assim descritos:

@ Modo I, Modo de Abertura: Nesse modo de fraturamento as faces da fissura
separam-se simetricamente relativamente ao plano formado por elas antes da ocorréncia
da deformacdo. Dessa forma apds a deformacdo as faces da fissura permanecem
simétricas com relacdo aos planos Xy e Xxz.

¢ Modo II, Modo de Deslizamento: Esse modo caracteriza-se pelo fato das faces da
fissura apresentarem anti-simetria com relacdo ao plano xz e simetria com relacido ao
plano xy apds a ocorréncia da deformagdo. As faces da fissura separam-se em dire¢oes
opostas, mas sob o mesmo plano.

¢ Modo III, Modo de Rasgamento: As faces da fissura nesse modo separam-se de
forma anti-simétrica com relagdo aos planos formados pelos eixos Xy e xz. A separacao

entre as faces da fissura ocorre de forma transversalmente oposta.

X\I/

Modo I MModo IT Modo IT
Abertura Deslizamento Rasgamento

Figura 3.2 Modos bdsicos de solicitacdo ao fraturamento. BROEK (1986).

3.4 — Relacdo entre Campo de Tensdo e o Fator de Intensidade de Tensdo

Em diversas situacdes problemas tridimensionais podem ser transformados, sem
perdas sensiveis de representatividade, em problemas planos. Os modelos planos sdo
largamente empregados em elasticidade e em problemas de fratura, tornando possivel o
equacionamento de alguns tipos de problemas.

O desenvolvimento de modelos analiticos para os problemas planos de fratura
passa pela determinacdo do fator de intensidade de tensdo. Este fator € uma grandeza

fundamental que governa o campo de tensdo a frente da extremidade da fissura. O fator
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de intensidade de tensdo depende tanto da geometria quando das condi¢des de contorno
presentes no corpo. Existem diversas maneiras para a sua determinagdo, as quais podem
ser divididas em:

¢ Tedricos: método de Westergaard, método semi-inverso, método do potencial
complexo e métodos energéticos.

@ Numéricos: fungdes de green, fungdes ponderadoras, método dos elementos finitos e
método dos elementos de contorno.

¢ Experimentais: foto-elasticidade, métodos 6ticos e extensométricos.

Os métodos tedricos sdo geralmente restritos a chapas de dimensdes infinitas
com condi¢des de contorno simplificadas. Para situagdes mais complexas, empregam-se
os métodos numéricos e experimentais. Apesar de métodos tedricos nao atingirem uma
ampla gama de problemas, esses sdo de grande valia principalmente na calibracdo de
modelos numéricos. Nesse contexto pode-se citar WESTERGAARD (1939) o qual
empregou fungdes de tensdo complexas para a determinagdo do campo de tensdo para
os trés modos bdsicos de fraturamento. A seguir serdo apresentadas as expressoes
obtidas por Westergaard sendo sua deducao apresentada em livros mecanica da fratura

como em PAPADOPOULOS (1993).

Para o modo I:

o —L-Cos(g -{1—sen(gj-sen(ﬁﬂ
. N2-TTr 2 2 2

O, =————=-cos| — || | +sen| — |-sen| —— (3.10)
’ 2-7T-r 2 2 2

YoN2emer 2 2 2

Modo II:

-K, (9 - [6’) 3-9)

O, =———"sen| — |-| 2+cos| — |-cos| —

o, K 'sen(g - cos(gj'cos(ﬁj @G.1D)
N2-TTr 2 B 2 2

T Ky -COS[Q : l—sen(gj-sen ﬁj

R Y 2)| 2 2
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Modo III:

2--r 2

. _i.m[@j
=T s 2

Onde as varidveis r e @ foram ja discutidas na apresentacdo da Eq. (3.7).

(3.12)

3.5 — A Integral J

A integral J trata de uma forma alternativa o balango de energia proposto na Eq.
(3.1). Esta integral é valida desde que o material seja eldstico, ndo necessariamente
linear. A integral J pode ser avaliada por meio de uma integral de linha que independe
do caminho escolhido para a integracdo, conforme RICE (1968). Dessa forma para um

contorno geral a integral J é dada por:

ou,
J:J;WE'dy—J;Prg‘dS (3.13)

£

em que: W, densidade de energia de deformagdo dada por W, = I 0, -deg; e P, sdo as
0

forcas de superficie.
A integral J pode ser obtida também por meio da minimizagdo da energia
potencial total para um aumento no comprimento da fissura.
_—dIl

J= 3.14
da )

sendo: I energia potencial total.

Para materiais elastico-lineares sabe-se que:

c=—M (3.15)
da
E assim a integral J pode ser relacionada ao fator de intensidade de tensdes por:
K2
J=G=—- (3.16)
E

A Eq. (3.16) representa a expressdo para problemas plano de tensdo. Para os

problemas de estado plano de deformacao essa relacao pode ser reescrita como:

2
J=G=KF-(1—02) (3.17)
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O trabalho de PEREIRA (2004) aborda a extracdo do fator de intensidade de
tensdo por meio da integral J e de suas variagcdes. Neste trabalho pode-se destacar uma
técnica, inicialmente proposta em LI et. al (1985), que transforma a integral J,
originalmente uma integral de linha, em uma integral de drea de forma a tornar sua

utilizagdo via método dos elementos finitos mais conveniente.

3.6 — Técnica de Correlacdo de Deslocamentos

A determinagdo dos fatores de intensidade de tensdo por meio da técnica de
correlacdo de deslocamento ¢ efetuada mediante o correlacionamento dos
deslocamentos, determinados numericamente nos pontos nodais do elemento localizado
na extremidade da fissura, com soluc¢des analiticas.

Por meio das fun¢des de tensdo de WESTERGAARD (1939) € possivel obter as
equagdes que descrevem o campo de deslocamento na regido préxima a extremidade da

fissura as quais sdo apresentadas nas Eq. (3.18) e Eq. (3.19).

u= 2K;¢ ~\/Z~cos(gj~[(l(—l)+2-sin2(§ﬂ+ 21(1;11 ~\/Z~sin(gj~|:(l(+1)+2~cosz(gﬂ(3-18)
v= f;t~\/Z~sin('zj~[(K+1)—2~cos2(‘;ﬂ+f’;l~\/Zcos(zw(x—m2-sin2(zﬂ(3-19)

em que: k¢ igual a 3—4-v se estado plano de deformagdo e (3-v)/(1+v)se estado

plano de tensdo. € € angulo de inclinacio do ponto considerado em relacdo a
extremidade da fissura. r € a distancia do ponto considerado a extremidade da fissura.
u é o deslocamento paralelo as faces da fissura e v o deslocamento normal as faces da
fissura.

A determinacdo das expressdes para a avaliacdo dos fatores de intensidade de

tensao € efetuada avaliando as Eq. (3.18) e Eq. (3.19) para angulos iguais a 7 e — 7, ou

seja, nas faces da fissura. As expressdes obtidas dessa operacdo devem ser subtraidas de
forma a se obter equacdes que definam os fatores de intensidade de tensdo em funcdo da
diferenca entre os deslocamentos das faces da fissura. Efetuando esta operacdo sdao
obtidas as Eq. (3.20) e Eq. (3.21) as quais referenciam os fatores de intensidade de

tensdo a diferenca entre os deslocamentos paralelo e perpendicular ao plano da fissura.
2.t U
K,=,|—": -COD (3.20)
ro (x+1)
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27 s
ro (x+1)

K, = -CSD (3.21)

sendo: COD “Crack Open Displacement” diferenca entre os deslocamentos
perpendiculares ao plano da fissura e CSD “Crack Sliding Displacement” diferenca

entre os deslocamentos paralelos ao plano da fissura.

3.7 — Teorias de Interacdo de Modos de Solicitacdo ao Fraturamento

O processo de fratura provoca no corpo em andlise uma progressiva perda de
rigidez a qual em casos extremos chega a ruina em virtude do crescimento e
coalescéncia das fissuras. Por meio do estudo da mecanica da fratura € possivel a
definicdo de critérios de forma a se conseguir determinar a dire¢do de propagacao da
fissura assim como a carga critica de fratura.

Muitos sdo os critérios propostos para tal objetivo dentre os quais podem ser
destacados os critérios da maxima tensdo circunferencial, méxima taxa de liberagdo de
energia (critério G) e minima densidade de energia de deformacdo (critério S). A seguir
serd efetuada uma breve descri¢do destes critérios sendo que maiores detalhes sobre o

assunto poderdo ser consultados em livros referéncias como BROEK (1986) e MI

(1996).
3.7.1 - Critério da Mdxima Tensdo Circunferencial

O critério da maxima tensdo circunferencial foi proposto por ERDOGAN e SIH
(1963) e define que a fissura ird crescer perpendicularmente a direcdo de atuacdo da
maxima tensdo circunferencial atuante na extremidade da fissura.

Para a determinagdo da formulacdo para o cdlculo do dngulo de propagacio é
necessdria, inicialmente, a obten¢do das relacdes que exprimam o estado de tensdo na
regido proxima a extremidade da fissura. Considerando o sistema de coordenadas como
apresentado na Fig. (3.3) e empregando as fun¢des de tensio de WESTERGAARD

(1939) € possivel determinar estas expressdes as quais podem ser escritas como:

1 6 (@) 3
0, =———-cos| — || K, -cos"| — |-——- K, - 0 3.22
" oz (2” ! (2) 7 Kusen )} 422
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1 6
Tro :W'Cos(aj-[lﬂ -sen(8)+K, '(S'COS(Q)—l)] (3.23)

1 0 o 3 0
o, :m'COS(Ej'{KI -(1+sen2 (5})4‘5 KII -sen(é’)—Z- KII -tan(aﬂ (3.24)

sendo que: 0,, € a tensdo circunferencial, o, a tensdo radial, 7, a tensdo cisalhante,

K, o fator de intensidade de tensdo para o modo I e K, fator de intensidade de tensdo

para o modo II.

‘y

X

\/Extremidade da

Fissura

Figura 3.3 Sistema de coordenadas para a determinagdo das expressdes de tensdo na ponta da fissura.

Para a determinacdo do 4ngulo de propagacdo a tensdo circunferencial, o, ,

deve ser mdxima e conseqiilentemente uma tensdo principal. De acordo com os
conceitos da mecanica dos soOlidos para que essa situacdo ocorra a tensdao de
cisalhamento deve ser nula. Assim para determinar a direcao de propagacdo da fissura,

0, deve-se fazer 7 ,=0. Por meio dessa condic¢do € possivel obter:

r’

K,-sen(Bp)+K”-(3-cos(0p)—1):O (3.25)

Empregando relagdes trigonométricas € possivel reescrever a relacdo acima

9 2
tan| -~ _1 ﬁi L9 +8 (3.26)
2 4 K, K,

Por meio da resolugao da Eq. (3.26) sao obtidos dois angulos sendo que o angulo

como:

a ser considerado como o de propagacdo € aquele que maximiza o valor da tensao

circunferencial, Eq. (3.22).
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Esta teoria também prevé a determinacdo do valor do fator de intensidade de
tensao critico, calculado numericamente. Na literatura, MI (1996) e BITTENCOURT et.
al (2003), essa grandeza é também denominada de fator de intensidade de tensao efetivo
ou equivalente e para a sua determinacao deve-se reescrever a Eq.(3.22) de forma mais

conveniente. Assim:
Opp N2 71 = cos(gj-[l{l -cos’ (gj—% K, -sen(B)} (3.27)

Comparando o primeiro membro da Eq. (3.27) com a Eq. (3.7) é possivel
verificar que esse membro € equivalente ao fator de intensidade de tensdao. Dessa forma
pode-se definir o fator de intensidade de tensdo equivalente, o qual deverd ser
comparado ao fator de intensidade de tensdo resistente do material para a verificacdo da

estabilidade a propagacdo da fissura, por meio da seguinte relacao:

0 (7] 0
K, =K, cos{j’j—&[(,, -cos{;"j-sin(fj (3.28)

A denominacgdo fator de intensidade de tensdo equivalente € atribuida por ser

essa varidvel uma combinagdo dos fatores de intensidade de tensao para os modos I e II.
3.7.2 - Critério da Mdxima Taxa de Liberacdo de Energia Potencial

O critério da maxima taxa de liberacdo de energia potencial se baseia na energia
potencial que € liberada durante o processo de fratura. Para propagagdes colineares (que
nido mudam de dire¢do) em regime elastico linear, a taxa de liberacdo de energia € igual
a soma das energias liberadas para os modos de fraturamento I e II.

G=G,+G, (3.29)
sendo: G, a taxa de liberacdo de energia para modo I puro e G, a taxa de liberagdo de
energia para modo II puro.

Da teoria da mecanica da fratura a taxa de liberacdo de energia potencial esta

relacionada aos fatores de intensidade de tensdo por meio das seguintes relagdes:

G, =-"".K> (3.30)
8- u

G, :E—H-Kf, (3.31)
U

No entanto nem sempre a propagacao das fissuras ocorre de forma colinear,
como no fraturamento em modo misto. Nessa situagcdo, a propagacao da fissura ocorre
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em uma direcao arbitrdria. No trabalho de HUSSAIN, PU & UNDERWOOD (1974) foi
sugerido que o crescimento da fissura ocorra na direcdo que provoca a maxima taxa de
liberacdo de energia de fratura. Para isso esses autores estabeleceram uma equagio,
utilizando uma fun¢do de mapeamento com varidveis complexas, onde 0 define uma

direcdo radial com respeito a ponta da fissura corrente. Utilizando a técnica proposta,

HUSSAIN PU & UNDERWOOD (1974) chega-se a seguinte expressao:

G(e)zi( ! j.l_% [(1+3-cos™ (6)) - K} +

2 )
E | 3+cos’(0) 1+4L_

—8-sin(6)-cos(0)-K, - K, +(9—5'cosz(6))~K,2,] (3.32)

Dessa forma o angulo de propagacdo € obtido a partir da maximizacdo da

varidvel G(6@)na Eq. (3.32). Assim como a taxa de liberagdo de energia, nesta

expressdo os fatores de intensidade de tensdes K,e K, também foram definidos como

funcdes de 6, conforme as equacdes a seguir.

AL
K, (8)= 4 . 1K, (0)+§-K"(0) 3.33
1= 3+cosz(9) 1+%_ 1 2 " " (339
%
4 -0/ 1" o
KH(Q)_(3+COSZ(9)].[1+% .[K”.COS(Q)_E.KI.Sm(g)} B39

Além desse critério prever que a fissura propaga na dire¢cdo de méaxima taxa de
liberag@o de energia potencial verifica-se também que a condicdo de estabilidade para o
crescimento € dada pela seguinte relacdo:

G(9) LAY Kz, (3.35)
8- u

Assim a Eq. (3.35) representa a expressao para o célculo do fator de intensidade

de tensdo equivalente que serd comparado ao fator de intensidade de tensdo resistente

do material para verificacdo da condicdo de estabilidade ao crescimento da fissura.
3.7.3 - Critério da Minima Densidade de Energia de Deformagcdo

Neste critério, proposto por SIH (1974), a direcdo da propagacdo da fissura é
determinada pelo valor da densidade de energia de deformacao, S, nas proximidades da

fissura. A energia de deformacgdo é definida como a energia armazenada no sistema
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devido a mudancas no estado de deformacao. Para corpos eldsticos lineares essa energia

pode ser escrita como:
1
Energia Deformagdo = J.E 0, €,dV (3.36)
\4
A densidade de energia de deformacao, portanto pode ser definida como:

-0, €, (3.37)

7 y

N | —

d d 1
v ( nergia eformagao) v [_‘[ n i S j

Utilizando a lei de Hooke generalizada mostrada no Anexo I, Eq. (L5),
juntamente com as equacdes que relacionam os fatores de intensidade de tensdo as
tensoes na extremidade da fissura, Eq. (3.10), Eq. (3.11) e Eq. (3.12), é possivel obter a
expressdo para a determinacdo da densidade de energia, como mostra a Eq. (3.38).

S@)=a, K} +2-a, K, K, +a, K, (3.38)

Nessa expressdo os termos a;; sdo dados por:

a, = ﬁ [(1+cos(8))- (x—cos(8))] (3.39)

a, = 161-,u -sin(6): [2- cos(6)— (x—1)] (3.40)

a, = % . [(K‘+ 1)-(1-cos(8))+ (1+cos(8))- (3-cos(8) - 1)] (3.41)
U

O angulo de propagacio € aquele que minimiza o termo S (&)da Eq. (3.38). Por

meio desse critério define-se que a fissura ird propagar na dire¢do em que a densidade
de energia de deformacao for minima. Além disso, a estabilidade para o crescimento das
fissuras € efetuada por meio da seguinte relacao:

- 8K_1 K2 (3.42)
.7[.#

cr

Nesse critério verifica-se que a fissura ird propagar quando a densidade de

energia de deformagao atingir um valor critico S, .

3.8 — Mecanica da Fratura Aplicada ao Concreto

Sabe-se que durante o processo de fratura surge, a frente da extremidade da
fissura, uma zona onde ocorrem processos ineldsticos sendo esta zona denominada zona
de processos ineldsticos. De acordo com o comportamento estrutural do material a zona

de processo apresenta diferentes caracteristicas. Para materiais ducteis esta zona
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apresenta dimensdes grandes se comparadas ao comprimento da fissura além de esta ser
governada pela tensdo de escoamento do material. Ja para materiais frageis a drea de
abrangéncia da zona de processo é pequena em relacdo ao comprimento da fissura
analisada.

Existem também os materiais quase-frageis em que a zona de processo apresenta
um comportamento intermedidrio entre os presentes nos matérias ducteis e frageis. Suas
dimensdes sdo grandes em relagdo ao comprimento da fissura e a resisténcia coesiva das
particulas a frente da fissura é bem maior se comparada a dos materiais frageis. Esse
comportamento pode ser explicado, em parte, pela presenca de micro-danos, que sdo na
verdade micro-fissuras, vazios e poros do material, localizados a frente da extremidade
da fissura, que devido a concentragdo de tensdo existente estes provocam uma perda de
rigidez progressiva do material. O crescimento dos micro-danos acaba por gerar
interconexdes (coalescéncia) entre eles, o que delimita a dire¢do da propagacdo bem
como os incrementos de comprimento da fissura principal. A Fig. (3.4) ilustra a

presenca dos micro-danos na zona de processo bem como a sua coalescéncia.

Carga Aplicada
Conexiio entre os
Microdanos Microdanos
Fissura / N
\ \
\ N LN, /4
-
I N7 \
Fissmra Inicial ‘ Zona de Processo

F

Figura 3.4 Representacdo do processo de coalescéncia das fissuras e conexdo dos micro-danos.

A zona de processo caracteriza-se também por dissipar uma grande quantidade
de energia. A energia absorvida é empregada na danificagdo do material e assim a
fissura propaga mesmo sob tensdo inferior a tensdo ultima. A presenca do amolecimento
(Anexo D), observada em curvas tensdo x deformacao uniaxial a compressao e tracio de
concretos, € atribuida ao efeito da zona de processo.

No tocante ao concreto, além da zona de processo, outros fatores devem ser
também levados em conta. Inicialmente, a presenca de vazios e de agregados graidos a
frente da extremidade da fissura deve ser considerada. A mudanca brusca de rigidez

provocada por estes dois fatores altera o regime de propagacao da fissura influenciando
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substancialmente o seu comportamento. Outro fator de grande interesse na andlise é o
intertravamento dos agregados o qual torna o elemento estrutural em questdo mais
rigido j4 que permite a transferéncia de tensdes por atrito, entre as faces da fissura,
mesmo com a fissura configurada.

Devido a presenga da zona de processo a fissura apresenta, a frente de sua
extremidade, uma regido de rigidez inferior ao restante do corpo. Em um material quase
fragil a fissura pode ser modelada como apresenta a Fig. (3.5), onde a fissura e a zona
de processo sdo representadas por uma fissura de comprimento efetivo a. A resisténcia

da zona de processo € representada por uma tensdo o (w)denominada tensdo coesiva

cujo valor € igual a resisténcia a tracdo do material no fim da zona de processo. A
tensdo coesiva tende a fechar a fissura, sendo uma fung¢io do deslocamento da abertura

da fissura, e diminui conforme o ponto aproxima-se da extremidade da fissura.

G(Ww)

Fissura

Zona Coesiva

Ay _|_ﬂm -

a

Figura 3.5 Representacdo de fissuras coesivas para materiais quase-frageis.

Empregando esta representacao para as fissuras em materiais quase-frageis tem-
se que a taxa de energia total liberada, devido a carga aplicada, € balanceada por dois
mecanismos de dissipacdo de energia de fratura. A primeira contribuicdo refere-se a
energia consumida durante o fraturamento na criagdo de novas superficies para a
fissura. J4 a segunda parcela representa a energia necessdria para superar a tensao
coesiva e assim propagar a fissura. Dessa forma:

G,=G,+G, (3.43)
em que: G, taxa total de liberacdo de energia, G, energia para supera¢do da superficie

da fissura e G, energia da zona coesiva.

A partir da Eq. (3.43) pode-se descrever a propagacdo de fissuras para materiais

quase-frageis ou entdo a partir dessa relacdo realizar aproximagdes sobre 0 mecanismo
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de dissipacdo de energia e obter diferentes modelos para previsdo da propagacdo de
fissuras. Com base nessas aproximagdes os modelos da mecénica da fratura ndo linear
de materiais quase frageis podem ser classificados como de fissura ficticia e fissura
eldstica equivalente.

Por meio do modelo de fissura ficticia assume-se que a energia necessaria para
criar novas superficies ¢ pequena se comparada a energia necessdria para separd-las.

Conseqiientemente pode-se admitir que G, = 0. Nesse campo de modelos destacam-se

os de HILLERBORG et. al. (1976) e BAZANT & OH (1983).

Os modelos de fissura eldstica equivalente prescrevem que a zona de processo
nos materiais quase frageis pode ser descrita pelo critério de energia de Griffith. Dessa
forma, nesse modelo a fissura € governada por um critério da mecanica da fratura
elastico linear e o comprimento efetivo da fissura é basicamente o que diferencia os
diversos modelos propostos. Dentre esses modelos destacam-se os de JENQ & SHAH
(1985), BAZANT & KAZEMI (1990) e NALLATHAMBI & KARIHALOO (1986).

PLANAS & ELICES (1990) apud SHAH et al. (1995) compararam resultados
numéricos empregando os modelos de fissura ficticia e fissura eldstica equivalente. A
comparacdo entre os modelos permite concluir que determinando adequadamente as
propriedades de fratura do material os dois conjuntos de modelos sdao capazes de
representar, com considerdvel precisdo, estruturas cujas dimensdes sejam as de
utilizacdo corrente em laboratério. Segundo os autores, entretanto, esses modelos,
podem apresentar diferencas quando aplicados a estruturas de concreto cujas dimensoes
sejam consideravelmente maiores que aquelas comumente utilizadas em laboratério.
Esses autores argumentam que uma razao para essa diferenca pode ser atribuida a forma

muitas vezes ndo consistente para a definicdo do efeito de escala nos modelos.

3.9 — Modelos de Fratura Coesiva

Sabe-se que a mecanica da fratura eldstico linear tem sido uma valiosa
ferramenta para resolucdo de problemas de fratura quando a zona de processos
inelésticos a frente da extremidade da fissura apresenta dimensdes despreziveis se
comparada as dimensdes da fissura ou mesmo a outras dimensdes significativas do
corpo. No entanto, a dimensao da zona de processo presente em materiais ducteis e

cimenticios nao segue a configuracdo apresentada nos materiais frageis sendo
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consideravelmente maior. Isso faz com que sejam necessdrias modificacdes na teoria
original de forma a esta conseguir representar esses fendmenos.

A proposi¢ao dessas modificacdes deu origem aos modelos coesivos os quais
apresentam aproximagodes sobre o comportamento da zona de processo de materiais com
diferentes comportamentos estruturais. Por meio desses modelos a zona de processo é
exposta a uma tensdo, denominada tensao coesiva, que tende a fechar a fissura. A tensdo
coesiva, entretanto, atua somente em uma porcao da extremidade da fissura denominada
de zona coesiva.

O primeiro modelo coesivo proposto deve-se a DUGDALE (1960) o qual aplica-
se, principalmente, a materiais ddcteis. Segundo esse modelo a fissura real é substituida
por uma fissura denominada efetiva cujo comprimento € maior que o da fissura real
devido ao acréscimo no comprimento decorrente da presenca de uma zona pléstica, da,

a frente da extremidade da fissura conforme ilustra a Fig. (3.6).

| a ~] da vy
[ I

. Fissura Efetiva
Fissura Real

Figura 3.6 Configura¢do do modelo de DUGDALE (1960).

A extensao no comprimento da fissura, da, estd sujeita a tensdes de plastificacao
(tensdes coesivas) constantes atuando no sentido de fechar as extremidades da fissura. O
comprimento da € tal que as tensdes singulares na extremidade da fissura desaparecem e
assim o fator de intensidade de tensdo torna-se igual a zero.

Outro modelo coesivo proposto ¢ o de BARENBLATT (1962). Este modelo
assume também que as tensdes coesivas atuam em uma pequena regido de dimensio ¢
fazendo as faces da fissura fecharem-se suavemente, como mostrado na Fig. (3.7). As

tensdes coesivas dependem da abertura das faces da fissura, J,. Quando a abertura

atinge um valor considerado critico as tensdes coesivas cessam e a propagacdo da

fissura ocorre.
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o

Figura 3.7 Distribui¢do de tensdes coesivas no modelo proposto por BARENBLATT (1962).

A partir do modelo de BARENBLATT (1962) surgiram outras propostas de
modelos como os de MODEER (1979), PETERSSON (1981) e GUSTAFSSON (1985).
No entanto, a diferenca bdsica entre eles refere-se a dimensao da zona coesiva e a forma
da distribui¢@o das tensdes coesivas.

A primeira teoria de mecénica da fratura ndo linear aplicada a materiais quase
frageis foi proposta por HILLERBORG et. al (1976). Neste trabalho foi incluido o
amolecimento a tragdo na zona de processo por meio de uma fissura ficticia proxima a
fissura pré-existente cujas faces estdo sujeitas a tensdes coesivas. O termo ficticio é
empregado para ressaltar o fato que essa parte da fissura ndo pode ser descontinua com
total separacdo das faces como em uma fissura de tragdo livre. A Fig. (3.8) ilustra a
atuacdo da tensdo coesiva na fissura do modelo de HILLERBORG et. al. (1976),
devendo-se destacar neste modelo o fato da tensdo coesiva ndo ser constante ao longo

da zona coesiva.

Figura 3.8 Distribui¢@o de tensdes coesivas no modelo de HILLERBORG et. al. (1976).
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Essa tensdo aumenta de zero, em um ponto referenciado a abertura critica da
extremidade da fissura, até seu valor pleno igual a resisténcia a tracdo do material na
extremidade da fissura. Outro fator de destaque é que nesse modelo a dimensao da zona
de processo pode ndo ser pequena em comparacdo com o comprimento da microfissura
pré-existente, assim como no modelo para materiais elastoplasticos.

A energia de fratura, necessdria para a representacdo do processo de
amolecimento do concreto a tracdo, pode ser obtida por meio da relacdo tensdao
deslocamento na zona de amolecimento. A drea sob a curva de amolecimento a tragdo,
como apresenta a Fig. (3.9), exprime o valor da energia liberada durante o processo de

fissuracdo nessa regido.
AC

f't

Gr

> W

We

Figura 3.9 Diagrama tensdo x abertura da fissura. Determinagdo da liberagdo de energia critica.

A area do diagrama acima pode ser obtida por meio das seguintes integrais:

0 we
G, = [w(o)do=[o(wadw (3.44)
fit 0

em que: G, energia necessdria para a ruptura do corpo, w abertura da fissura e o(w) € a

tensao coesiva.

3.10 — Modelo de Fissura Ficticia

O modelo de fissura ficticia € uma importante ferramenta na modelagem
numérica da zona de processo em materiais ducteis e quase friageis. Esse modelo é
baseado nas seguintes hipoteses:

1) A zona de processo inicia seu desenvolvimento quando a médxima tensdao

principal na ponta da fissura alcanga a resisténcia a tragao tedrica do material
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2) A fissura cresce perpendicularmente a dire¢do de atuagdo da médxima tensdo
principal

3) A zona de processo € parcialmente danificada durante o crescimento da
fissura, porém esta € ainda capaz de transferir tensdes as quais sdo dependentes da
abertura das faces da fissura.

4) As propriedades do material fora da zona de processo permanecem eléstico
linear.

Quando a tens@o na ponta da fissura coesiva excede a resisténcia a tracdo do
material a fissura ficticia cresce conforme a hipétese 2. Por outro lado, se a abertura das
faces da fissura alcancar um valor limite a fissura coesiva torna-se fissura fisica, com
superficie livre de forgas coesivas.

A intensidade das forcas coesivas pode ser relacionada ao valor da abertura das
faces da fissura, AU , por meio de leis constitutivas. Existem diversas leis para tal fim e
serdo aqui destacadas as trés relacdes mais utilizadas na modelagem numérica de fratura
de materiais quase frageis. A primeira, € mais empregada, trata da lei linear apresentada
na Fig. (3.10). Nessa lei constitutiva as forcas coesivas sdo associadas a AU através de

uma relacdo linear.

>
AUy AU

Figura 3.10 Lei coesiva linear.

Essa relagdo € a ilustrada pela Eq. (3.45), a qual incorpora as situacdes onde

AU é maior que a abertura critica.

o=Ee se £XE,

o(AU)=f - - AV se 0SAU <AU,, (3.45)
AUCV

o(AU)=0 se AU >AU,,

Outra relacdo amplamente empregada € lei bi-linear representada graficamente

na Fig. (3.11).
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} N
|
A" Aug AU, >AU

Figura 3.11 Lei coesiva bi-linear

Com essa lei constitutiva as forgas coesivas sdo associadas a AU por meio de

duas retas com inclinagdes diferentes entre si. Considerando essa lei as forgas coesivas
sdo obtidas como apresentado na Eq. (3.46).

o=F¢

se EXE,
_ e[S S :
o(AU)=f, v AU se 0<AU <Au
u

A A’ (3.46)

o(av)=—L AU e[ A A <AUSAU,
Au —AU,, Au —AU,,

o(AU)=0 se AU >AU,,

Nesse trabalho considera-se 0 modelo de PETERSSON (1981) para a lei coesiva
bi-linear assim:

g/
=3
. 0.8G,
Au = 7 (3.47)
3,6-G,
AUCI’:
/i

Por fim € possivel também modelar a zona coesiva considerando uma relacdo
exponencial. Essa lei é apresentada na Fig. (3.12) sendo as equagdes que a governam
expressas pela Eq. (3.48).

o=FE¢ se £EXE,

Sy ay (3.48)
o(AU)=f -e ¥ se AU >0
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>AU

Figura 3.12 Lei coesiva exponencial.

3.11 — Fadiga dos Materiais

No dominio da fadiga emprega-se o termo “vida util” para se referir ao nimero
de ciclos de carregamento que uma estrutura pode ser submetida antes da ocorréncia de
sua falha ou ao ndmero de ciclos para o qual a estrutura foi projetada a fadiga. Apesar
deste tema ser abordado em livros que tratam da mecanica da fratura, como os ja
discutidos anteriormente, maiores detalhes sobre fadiga e comportamento micro
mecanico das estruturas nessa condi¢do podem ser encontrados em SURESH (2004) e
SAXENA (1998).

Em geral a vida 1til de uma estrutura pode ser divida de acordo com a evolucdo
do processo de danificacdo ao qual esta é sujeita, sob a ag¢do dos carregamentos.
Existem diferentes tipos de danos causados por fadiga em componentes estruturais.
Inicialmente micro-defeitos, inerentes a estrutura dos materiais, podem crescer e nuclear
uma fissura e esta propagar até a ocorréncia da ruina. Assim, a evolucdo do dano sob
fadiga pode ser classificada nos seguintes estagios.

1) Mudancgas micro-estruturais que causam nucleacdes e danos permanentes.

2) Criagdo de fissuras microscopicas.

3) Crescimento e coalescéncia de microfissuras e formacdo de fissuras

dominantes que poderdo, eventualmente, conduzir a falha.

4) Propagacdo estavel das macrofissuras.

5) Instabilidade estrutural e fratura da estrutura.

A formacdo de fissuras corresponde ao periodo de nucleagdo o qual depende de
varios fatores, como: carregamento, propriedades do material, acabamento da

superficie, dentre outros. Diversas estruturas sdo submetidas a carregamentos ciclicos
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durante a sua vida util, como exemplos podem ser citadas as estruturas aeronduticas. A
cada voo corresponde um ciclo de carregamento de pressurizacdo, na decolagem, e
despressurizacdo, na aterrissagem. Assim, € bem provavel que fissuras irdo se
desenvolver em algum estdgio da vida util da aeronave.

A maior parcela da vida de uma estrutura corresponde, geralmente, as fases de
nucleacdo da fissura e seu crescimento. Para a previsdo do surgimento das fissuras em
estruturas, duas abordagens sdo geralmente aplicadas: a tradicional ou método “c-N”
(stress-based approach) e o método “e-N” (strain-based approach), os quais relacionam
variacdo das tensodes e deformacdes, respectivamente, ao nimero de ciclos necessarios a
ruptura da peca em anélise. A medida que o carregamento ciclico vai sendo aplicado, as
fissuras tendem a propagar-se lentamente de modo estdvel. Nesses casos de estruturas
com fissuras, os métodos “c-N” e “e-N” ndo podem mais ser utilizados. Nessa situa¢ao
conceitos da mecanica da fratura eldstico linear, adaptados para carregamentos ciclicos,

podem ser empregados para caracterizar a propagacao de fissuras por fadiga.

3.11.1 — Filosofias de Projetos a Fadiga

A partir dos anos 50, a ocorréncia de vérios acidentes, com causas associadas a
fadiga, revelou que um critério de projeto consistindo apenas de andlises estticas sem a
consideragdo de efeitos dependentes do tempo, ndo era suficiente para garantir a
integridade estrutural de alguns tipos de estruturas. Abordagens de projeto a fadiga
foram entdo desenvolvidas para esta aplicacdo, dentre elas destacam-se:

1) safe-life: abordagem focada na iniciagdo de fissuras.

2) fail-life: filosofia de projeto baseada em estruturas redundantes.

3) projeto de tolerancia ao dano.

Essas abordagens sdao aplicadas principalmente nas indistrias aeronduticas,
automobilistica e naval, as quais apresentam estruturas que sao mais susceptiveis aos

efeitos de fadiga.

3.11.2 — Abordagem Safe-Life

Na abordagem safe-life de projetos a fadiga, a estrutura € analisada, ou testada

em laboratorio, sob condi¢cdes de carregamento tipicas a que estardo sujeitas em servigo,
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e uma vida util, correspondendo a um nimero de ciclos de carregamento, é estimada
para a estrutura. Geralmente nessa previsdo de vida util € aplicado um fator de
seguranca para levar em conta as incertezas envolvidas, tais como: mudangas
inesperadas de condi¢des de carregamento, erros na estimativa do carregamento,
dispersdo dos resultados experimentais, possivel variacdo das propriedades dos
materiais, dentre outros. A previsdo de vida ttil de uma estrutura projetada com esta
filosofia € feita por meio dos métodos de iniciacdo de fissuras, ou seja, “c-N” e “e-N”,
ou baseado em dados experimentais.

Ao final dessa vida util estimada, a estrutura € retirada de servigco, mesmo que
nenhuma fissura ou falha tenha sido detectada durante o tempo de servico e mesmo que
a estrutura ainda tenha considerdvel vida residual. Escolhendo-se uma margem de
seguranca alta, espera-se obter uma previsdo de vida que garanta a integridade
estrutural, mesmo que essa abordagem conservativa leve a perdas de desempenho e
aumento de custo. Entretanto, podem ocorrer falhas em decorréncia da propagacio de
fissuras na estrutura, fato esse que nao € considerado nessa filosofia de anélise, durante
o tempo de servico. Assim, nessa abordagem o foco da andlise de fadiga € a prevencdo

da iniciagdo de trincas por fadiga.

3.11.3 — Abordagem Fail-Safe

O objetivo da filosofia fail-safe € projetar estruturas redundantes de tal forma
que se um elemento estrutural falhar, os elementos remanescentes terdo capacidade
suficiente para suportar cargas adicionais oriundas do elemento danificado, até que a

falha seja detectada por meio de inspec¢des periddicas de manutencao.

3.11.4 — Abordagem de Tolerancia ao Dano

A abordagem de um projeto de estrutura sob fadiga com tolerancia ao dano
apresenta vantagens econdmicas e também de seguranga em relagdo as duas abordagens
citadas anteriormente. O projeto de estruturas sob fadiga utilizando o conceito de
tolerancia ao dano é baseado no principio de que a estrutura deve ser capaz de suportar
carregamentos usuais de dimensionamento até a detec¢cdo e reparo de componentes com
fissuras originadas por fadiga ou por danos acidentais ocorridos em servigo. Assim, o

objetivo principal desta filosofia € detectar fissuras nos elementos estruturais principais
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antes que a propagacdo da fissura leve a ruina desse elemento estrutural e,
conseqiientemente, da estrutura. Um elemento estrutural principal € aquele cuja falha
pode resultar em perda da estrutura. Em geral sdo realizadas andlises de:

1) resisténcia residual para verificar a integridade estrutural, ou seja, a

capacidade da estrutura suportar cargas quando um ou mais componentes

estruturais estao ruidos.

2) propagacao da fissura visando obter o nimero de ciclos que leva a falha do

elemento estrutural.

O comprimento estdvel maximo da fissura, para um nivel especifico de
carregamento, € o objetivo principal da andlise de resisténcia residual. A interacdo entre
elementos estruturais intactos ou com fissuras gera redistribuicao de tensdes e, em geral,
a falha da estrutura pode ocorrer por escoamento da secao remanescente do componente
estrutural ou por ter sido alcangcado o comprimento critico da fissura o qual leva a
propagacao instavel da fissura.

Entretanto, a informagdo sobre o comprimento critico da fissura tem pouca
importancia caso ndo se consiga prever com quantos ciclos, ou mesmo em quanto
tempo, a fissura atinge essa dimensao. Logo, o segundo objetivo da anélise de tolerancia
ao dano € a determinacdo da curva de propagacdo da estrutura como mostrado na Fig.
(3.13). Geralmente sob a ac@o do carregamento de servico a fissura propaga por fadiga a
uma taxa de propagacdo cada vez maior.

A partir de um comprimento inicial a, a fissura propaga até a;. Baseado na curva
de propagacdo, Fig (3.13), obtém-se o nimero de ciclos Ny de operacdo segura da
estrutura até a fissura atingir o comprimento critico. Sendo ay o comprimento de um
defeito inicial, entdo a estrutura deve ser reparada ou substituida quando esta atingir o
numero de ciclos Ng. Em geral, ay é baseado no tamanho minimo de trinca que pode ser
detectado pelo método especifico de inspecdo que serd utilizado. Como ndo se pode
permitir que a fissura atinja o comprimento critico esta deve ser detectada antes da
estrutura ser submetida ao nimero de ciclos Ng. Como a fissura ndo pode ser detectada
para comprimentos de trinca inferiores a a, as inspecdes devem ocorrer entre Ny € Ng.

Com a abordagem de tolerancia ao dano para projeto a fadiga € indispensdvel a
realizacdo de inspec¢des periddicas na estrutura para deteccdo de fissuras, ou até mesmo
acompanhar a taxa de propagacdo da fissura a fim de possibilitar a avaliacdo da

necessidade de reparos ou substituicdo de componentes. Entre os métodos mais
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empregados para inspecao podem ser citados o visual, com liquido penetrante, ultra som

e o raio X.

Vida total de propagagio L

»
I
|
|
|
|
|
|
|
|

Intervalo de Inspegiio

Comprimento da fissura, a

o
]

Numero de Ciclos, N

Figura 3.13 Curva tipica de propagacdo de fissuras em fungcdo do nimero de ciclos de carga atuante.

A previsdo do nimero de ciclos decorridos na propagacdo da fissura envolve a
utilizacdo de curvas empiricas da taxa de propagacdo da fissura e de conceitos da
mecanica da fratura eldstico linear. Para analisar a propagacao da fissura € necessdria a
determinacdo do comprimento inicial da fissura, o carregamento aplicado, as
propriedades de fratura e a curva de propagacio do material.

Ao contrario da filosofia safe-life, em que componentes estruturais sao
substituidos se estiverem ou ndo danificados apds certo periodo de servi¢o, na
abordagem de tolerancia ao dano, os componentes sdo substituidos somente se uma
fissura € encontrada durante uma inspecao.

Portanto, a andlise de tolerancia ao dano consiste basicamente de trés partes:

1) Determinacdo da curva de resisténcia residual para se obter o tamanho

critico da fissura.

2) Determinacdo do numero de ciclos necessdrios para a fissura atingir o

comprimento critico

3) Especificagdo do intervalo de inspecao.

3.11.5 — Taxa de Propagacdo de Fissuras em Fadiga

Quando uma fissura com comprimento inicial ap, propaga de um incremento
Aa, devido a acdo de um nimero de ciclos de carregamento AN, a taxa de propagacdo
da fissura pode ser caracterizada pela razio Aa/AN , e para pequenos intervalos de
propagacdo da fissura, esta razdo tende a da/dN . A taxa de propagacdo da fissura por
fadiga indica quanto a fissura cresce por ciclo de carregamento e € definida como sendo
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a inclinagdo da curva que relaciona o tamanho da fissura ao nimero de ciclos de
carregamento conforme apresenta a Fig. (3.14).

A

Comprimento da fissura, a

>

Numero de Ciclos, N

Figura 3.14 Variac¢do do comprimento da fissura ao longo do niimero de ciclos

Ao se aplicar um carregamento ciclico de amplitude constante, é usual definir a

variacdo de tensdes, Ao, e a razdo de tensoes, R.

Ao=0,, -0, (3.49)
o .
R=—mn (3.50)
o

Sendo: 0,,, a tensdo maxima durante um ciclo de carregamento € o, a tensdo

minima durante um ciclo de carregamento.
No caso das fissuras, a taxa de propagacdo de fissura por fadiga € controlada
pela variacdo do fator de intensidade de tensdo definida como:

AK=K_ —K_. (3.51)

Onde: K_, € o valor mdximo do fator de intensidade de tensdo durante um ciclo

X

de carregamento e K _. o valor minimo do fator de intensidade de tensdo durante um

ciclo de carregamento. A Fig. (3.15) ilustra a variacdo dos fatores de intensidade de
tensdo durante os ciclos de carregamento.
Como a tensdo e o fator de intensidade de tensdo sdo proporcionais, pode-se

reescrever a Eq (3.50) em funcdode K, e K. .

R =—min (3.52)
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» tempo

Figura 3.15 Definicdode K, ,K . € AK

A propagacdo da fissura por fadiga pode ser caracterizada por uma curva, em
geral de forma sigmoidal quando desenhada em escala logaritmica, que relaciona a taxa
de propagacdo da fissura e a variacdo do fator de intensidade de tensdo aplicada na

estrutura. Essa curva cldssica € apresentada na Fig. (3.16).

log da/dN
(mm/ciclo) 4
regiao |

regiao I1 regiao [11

10°
MK = K,

10°

10" -

L
2zz----R

107 I | | .

» log AK
50 100 (MPa.m ")

)
=
%
i

Figura 3.16 Curva da taxa de crescimento das fissuras da/dN .

Em geral a curva da Fig. (3.16) pode ser dividida em trés regides distintas. Em
niveis baixos de variacdo dos fatores de intensidade de tensdo, regido I, a fissura
propaga rapidamente. Isso ocorre pelo fato das fissuras, nessa fase, apresentarem
pequeno comprimento e, além disso, estarem mergulhadas em uma regido danificada
pelo processo de fabricacdo do elemento estrutural. Nesta regido, pode-se definir um
valor especifico da variacdo dos fatores de intensidade de tensdo como limiar de

propagacdo, AK, . Esse valor pode ser interpretado como sendo o valor da variagdo do

fator de intensidade de tensdo abaixo do qual ndo ocorre propagacdo da fissura ou a taxa
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z

de propagacio da fissura € muito baixa, praticamente ndo detectivel. Segundo

BARSOM (1987) AK,, assume os seguintes valores:

AK, =6,4-(1-0,85-R) MP%/Z R>0,1
AK, =7,04-(1-0,85-R) Ksi\/% R>0,1
AK, =5,5 Ksi e R<0,1 oo
AK,h:6,0MP7\/E R<0,1

Na regido II, a curva € praticamente linear e a fissura propaga de maneira
estavel. Em geral, a maior parcela do niimero de ciclos de propagacao da fissura durante
a vida util da estrutura estd associada a essa regido da curva, sendo nesta baseados a
maioria dos modelos e andlises. Na regido III, as taxas de propagacdo de fissura sdo

extremamente altas e K tende a um valor pr6ximo a K_, denominado de tenacidade

a fratura, que corresponde ao valor do fator de intensidade de tensd@o no qual ocorre
fratura, ou seja, propagacdo instavel da fissura. Em muitas situacdes, quando a estrutura

alcanca a regido III, o problema deixa de ser de fadiga e passa a ser de fratura.

3.11.6 — Leis de Crescimento das Fissuras em Fadiga

Um grande nimero de critérios para propagacao de fissuras sob fadiga tem sido
proposto na literatura. Esses critérios prevéem relacdes, principalmente baseadas em

dados experimentais, relacionando a taxa de crescimento da fissura por ciclo, da/ dN ,

com varidveis como carregamento, comprimento da fissura, geometria e propriedades
do material.

Um critério largamente utilizado € o apresentado em PARIS et. al (1961) e
PARIS & ERDOGAN (1963). Esse critério descreve coerentemente somente a
propagacao das fissuras na regido Il e € usualmente referenciado na literatura como “Lei
de Paris”. A relag@o entre a taxa de crescimento da fissura e a variacdo dos fatores de
intensidade de tensdo € dada por:

da _ o ax (3.54)
dN

em que: C e n sdo constantes do material e representam os coeficientes linear e angular

do trecho reto da curva da Fig. (3.16), respectivamente.
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Apesar de ser um critério muito utilizado, a “Lei de Paris” ndo é adequada para
representar o processo de crescimento de fissuras quando as variagdes do fator de
intensidade de tensdo, AK, sdo muito elevadas, regido III, ou muito baixas, regido I.
Para a regidao III de crescimento, FORMAN et al. (1967) propuseram o critério de
propagacio de fissuras descrito pela seguinte relacao:

da _ C-(AK)"
dN (1-R)-K,-AK

(3.55)

Nota-se que o critério de FORMAN et al. (1967) € uma modificagdo da “Lei de

Paris” pela introducdo do termo (1-R)-K,—AK no denominador. Verifica-se que quanto

maior for a variacdo entre os fatores de intensidade de tensdo no ciclo de carga, menor
serd o denominador da Eq. (3.55) e assim maior serd a taxa de crescimento da fissura.

Para o caso limite em que K € igual a K_, tenacidade do material, o denominador é

igual a zero e ha um valor singular para a Eq.(3.55). Nessa situacdo, a propagacdo da
fissura ndo ocorre devido a fadiga, mas sim pela violacdo do fator de intensidade de
tensdo critico do material em andlise, ou seja, fratura.

Ja para a propagacdo de fissuras sob fadiga na regiao I, DONAHUE et al.(1972)
apresentaram o critério baseado na seguinte relagao:

j—; =K, -[AK—(l—R)V-KmT (3.56)
sendo: m e ¥ parametros caracteristicos do material.

H4 ainda um critério para propagacdo de fissuras sob fadiga proposto por
ERDOGAN & RATWANI (1970) que engloba os trés regimes de propagacdo
apresentados na Fig.(3.16). Esse critério € representado pela relacdo a seguir:
da _C-(1+8)"-(AK-K,)
dN K, —(1+p)-AK

(3.57)

onde:C,nem sdo parametros do material, da geometria e das condicdes de

Kmax + Kmin
Kmax _Kmin .

carregamento, respectivamente. S é dado pela seguinte relagdo, S =

A Eq. (3.57) apresenta bons resultados em relacdo a ensaios experimentais para
taxas de crescimento das fissuras no intervalo de 10~ a 10~ in/ciclo.

Mais informagdes sobre esses modelos, bem como dados experimentais em
diversos tipos de materiais, podem ser encontrados em SURESH (2004), BROEK
(1986) e SAXENA (1998).

Capitulo 3 — Mecanica da Fratura e Contato




60

3.11.7 — Crack Closure Effect

A introducdo do conceito de “crack closure” ocorreu no trabalho de ELBER
(1970). Nesse trabalho o autor demonstrou sua grande capacidade na compreensdo do
processo de crescimento de fissuras em carregamentos ciclicos explicando um efeito até
entdo ainda ndo bem entendido. Suas observacdes podem ser apresentadas com o
auxilio da Fig. (3.17). Esta figura mostra um padrao de abertura e fechamento de uma
fissura durante um dado carregamento que varia de zero a um determinado fator de

intensidade de tensdo maximo desejado.

1A - A A g A A
AVARE/A/AREAVASE VA

Time Time Time Time
Crack Crack tip Crack closure Crack tip
tip open starts to close extends back starts to open

(a) (b) (c) (d)
Figura 3.17 Andlise do efeito de crack closure. SURESH (2004).

O conceito natural que se tem € que quando a estrutura estd descarregada as
faces da fissura estdo fechadas. Quando estd presente um dado carregamento as fissuras
abrem-se e depois da retirada do carregamento as faces da fissura voltam a fechar-se.
Essa idéia € intuitiva, uma vez que na fadiga os carregamentos atuantes sdo baixos,
levando o analista a pensar de forma elastica sobre o comportamento estrutural.

Entretanto, durante o processo de carga e descarga ocorre, na frente da ponta da
fissura, a degradacao da rigidez do material. Devido a esse comportamento as faces da
fissura podem fechar-se antes mesmo da retirada total do carregamento. Durante o
restante da fase de descarregamento as faces da fissura fecham-se, mas na ponta da
fissura a solicitacdo de fadiga ndo mais ocorre. De forma similar, quando ocorre o
recarregamento, apenas uma parte da amplitude total do fator de intensidade de tensao
influenciard nos deslocamentos da ponta da fissura. A amplitude do fator de intensidade
de tensdo que governa o crescimento da fissuras é apresentada pelos trechos AB e DA
na Fig. (3.17) e nado pelo trecho AC. Deve-se destacar que esse efeito € importante em
materiais que apresentam comportamento elastopldstico e a amplitude dos

carregamentos aplicados induzem tensdes na estrutura proximas a tensao de escoamento
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do material. Em materiais de comportamento fragil e para carregamentos de baixa
amplitude esse efeito pode ser desprezado.

ELBER (1970) expressou matematicamente esse conceito por meio de uma
variacao efetiva no valor do fator de intensidade de tensdo. Dessa forma nas Eq. (3.54),
Eq. (3.55), Eq. (3.56) e Eq. (3.57) o termo AK deve ser substituido por outro

denominado AK ; que medird a variagdo efetiva do fator de intensidade de tensdo que

provoca solicitagdo na ponta da fissura. Na Fig. (3.18) estdo apresentados os resultados

de ELBER (1970) paraAK  em dois carregamentos distintos. Verifica-se que para um
carregamento com R igual a zero AK,, € igual a 50% da amplitude total. Jd para um
carregamento onde R € igual a 0,5 constata-se que AK,, ¢ aproximadamente igual a

70% da amplitude de variacdo do fator de intensidade de tensao.

o s

X‘K Mﬁ ﬂ [\ ARt
T\ f\f\"+'_ - VAT
A

R=0, '\Km‘f =05 AK R=0.5, .\Keﬁ =0.7 AK

Figura 3.18 Comportamento de AK off €M dois carregamentos distintos SURESH (2004).

3.12 — Consideracoes Sobre o Contato entre Superficies

Em diversos tipos de estruturas o carregamento externo aplicado é transferido
pelos componentes estruturais por meio do contato entre eles e, portanto, a eficiéncia
mecanica do sistema depende da natureza da interagdo entre as superficies em contato.
Apesar da grande importancia da mecanica do contato, ainda se busca melhor
entendimento sobre a modelagem dos fendmenos que ocorrem nessa condigao.

Na prética, o conhecimento da mecanica do contato pode ser desenvolvido por
meio da experiéncia e observacao. Como a observacao direta é muitas vezes impossivel,
pelo fato das dreas de interesse estarem escondidas sob as superficies em contato,
somente € possivel a determinacdo do efeito médio da zona de contato no
comportamento dos corpos em andlise. Em andlises experimentais os parametros de

interesse a determinar sdo a coesdo dos materiais € o angulo de atrito, os quais
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permitirdo inferir se as superficies em contato permanecerdao em aderéncia completa ou
se ocorrerd escorregamento, MAN (1994).

Outra grande dificuldade do problema estd no fato de que o comportamento do
contato é dependente dos materiais envolvidos, da textura da superficie, da topologia, da
taxa de carregamento, magnitude do carregamento, direcdo de carga, condicdes de
contorno, etc. Em diversos projetos de estruturas mecanicas, muitos aspectos de
seguranca no projeto levam em conta a contribuicao do atrito. Embora em muitos casos
o efeito do atrito ndo seja critico, a falta de conhecimento sobre esse fendmeno e seus
efeitos pode levar a projetos ineficientes e ndo seguros. Atualmente niao existe uma
formulacdo tnica para a andlise desse problema. Sdo diversas as abordagens
encontradas na literatura algumas delas ja apresentadas no capitulo 2. Para maiores
detalhes sobre o problema sugere-se consultar PARIS & CANAS (1997),
PAPADOPOULOS & SOLBERG (1998) e MAN (1994).

3.12.1 — Consideracdes Sobre Atrito

O mecanismo fisico associado ao atrito pode ser entendido como a resisténcia ao
escorregamento entre as superficies em contato. A existéncia de uma adesdo entre as
superficies em contato € fortemente influenciada pela rugosidade das mesmas e também
pela microestrutura dos materiais envolvidos. O atrito tem um grande efeito sobre a
interacao entre as forgas de superficie normais e tangenciais na situagao de contato. Por

esta razao uma solucdo precisa € obtida somente com a consideracdo do atrito.
AT

CS

»

Figura 3.19 Critério de atrito de Coulomb

Para a modelagem do atrito a lei de atrito de Coulomb é usualmente empregada.
A definicd@o basica da lei de atrito de Coulomb € que o escorregamento entre 0s corpos

em contato ocorre quando a forca de superficie tangencial, em qualquer ponto do
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contato, exceder a soma entre a coesdo inicial e o produto da forca de superficie normal,
no ponto, pelo coeficiente de atrito, o qual representa a rugosidade das superficies

envolvidas. Essa lei é apresentada na Eq. (3.58).
Tzcs—O'-Tan((p) (3.58)

Graficamente a lei de Coulomb pode ser visualizada na Fig. (3.19).

3.12.2 — Classificagdo do Contato

O contato pode ser classificado de acordo com algumas caracteristicas
importantes. A seguir serdo descritos os tipos de contato que apresentam maior
ocorréncia em aplicagdes estruturais.

a) Contato sem atrito: esse tipo de contato € uma idealizacdo de um modo de
contato que apresenta limitada aplicagao. Geralmente, esse caso se aplica quando se tem
superficies lisas, suaves, continuas e muito bem lubrificadas. Nesse tipo de contato os
corpos envolvidos possuem a capacidade de escorregar um sobre o outro sem qualquer
resisténcia ao longo das direcdes tangencial e paralela ao contato. Com a aplicacdo do
carregamento externo, somente tensdes normais ao contato podem ser desenvolvidas. O
equilibrio do sistema é mantido pela transferéncia de tensdes normais na regidao do
contato.

b) Contato com atrito: o atrito € um fendmeno fisico encontrado naturalmente
em todos os problemas de contato. Quando o atrito € levado em consideracdo a anélise
do problema torna-se substancialmente mais complexa. Nesse caso 0 movimento
tangencial a dire¢ao do contato apresentard um forga restritiva (de atrito) que dependera
da forca normal atuante. A relacdo entre as forcas tangencial e normal impdem uma
relacdo ndo linear entre 0 movimento tangencial e a carga externa aplicada. Na situacio
de atrito o escorregamento podera ou ndo acontecer o que divide esse tipo de atrito em
adesdo perfeita e escorregamento.

c) Contato conforme: um contato € dito ser conforme se as superficies em
contato apresentam a mesma extensdo considerando o corpo com carregamento e
descarregado. Assim nesse tipo de contato o tamanho da superficie em contato é
independente da carga aplicada e, portanto a histéria do carregamento nio € importante
para essa categoria.

d) Contato ndo conforme: para o caso em que a drea de contato entre 0s corpos
apresenta dimensdes diferentes de acordo com o carregamento atuante tem-se um
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contato ndo conforme. Nessa situacdo a configuracdo da zona de contato dependera da
histéria do carregamento aplicado. A modificacdo das dimensdes da drea de contato
depende de diversos aspectos. Dentre eles, podem ser citadas as propriedades dos
materiais, configuracao inicial do contato, taxa de aplicacdo do carregamento, dire¢ao
do carregamento, dentre outras. Além disso, os fatores citados apresentam
comportamento distinto se atuam isoladamente ou em conjunto com outros fatores.
Portanto esse ¢ um dos modos de contato de maior dificuldade de representacdo
analitica.

Existem outros tipos de contato sendo aqui descritos os de maior ocorréncia em

aplicag0es estruturais.

3.12.3 — Modos de Contato

A regido cuja superficie esté sujeita ao contato é denominada “drea potencial de
contato”. Essa regido recebe essa denominagdo, pois dependendo das condi¢des
geométricas e de carregamento poderd ocorrer o contato ou a separagdo dos corpos em
andlise. Assim os modos de contato podem ser classificados como:

a) Modo de separagcdo: nesse modo de contato a abertura entre as superficies
envolvidas € positiva e, portanto os corpos em andlise permanecem separados.

b) Modo de escorregamento: o movimento na dire¢do paralela ao contato &
permitido podendo existir ou ndo a acdo de forgas restritivas. Assim, nesse modo as
superficies podem deslizar uma em relagcdo a outra. No entanto, na dire¢do normal ao
contato ocorre 0 movimento conjunto das superficies.

¢) Modo de contato pleno: esse modo é caracterizado pelo movimento conjunto
das superficies em contato, tanto na dire¢do tangencial quanto na normal. Assim, a
andlise desse modo deve fornecer além dos deslocamentos na interface em contato as
forcas de equilibrio na regido.

d) Modo de escorregamento parcial: esse caso representa um modo
intermedidrio entre os descritos nos casos b, escorregamento perfeito, e ¢, adesdo
perfeita. Nesse modo de contato ocorre a adesdo perfeita quando as forcas atuantes da
regido do contato forem inferiores as prevista por um critério de resisténcia. Caso

contrério ocorre o deslizamento das superficies com a presenca de uma forca de atrito.
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4. — Topicos de Confiabilidade Estrutural

A concepcdo, o dimensionamento e a previsdo sobre o bom funcionamento
estrutural conduzem a verificagdes, nos elementos estruturais, com relacdo a requisitos
resultantes dos conhecimentos fisico e mecanico e também da experiéncia de seus
analistas e construtores. Esses requisitos se traduzem, sob formas mais ou menos
complexas, em critérios cujo objetivo € definir valores limiares para varidveis
estruturais como tensdes decorrentes de solicitagdes, deslocamentos, deformagdes, entre
outras.

Em uma andlise de confiabilidade estrutural cada critério pode ser entendido
como um evento estatistico e suas conseqiiéncias como cendrios de falha. A verifica¢do
de cada critério, portanto se traduz na verificacdo de cada modo potencial de falha. Para
tanto, deve-se descrever e formular o problema considerando suas varidveis com as
devidas incertezas. O objetivo passa a ser entdo avaliar uma probabilidade, aquela de se
encontrar uma situacdo de falha, considerando o conhecimento estatistico de cada

varidvel e sua influéncia sobre o comportamento estrutural.

4.1 — Probabilidade e Confiabilidade

Nesse topico serdo apresentados trés importantes conceitos da teoria da
confiabilidade estrutural que sdo probabilidade de falha, risco e confiabilidade. No
entanto antes de fazé-lo serdo discutidos os termos “probabilidade” e “propensdao” que
sdo de grande valia para o entendimento de risco e confiabilidade e também tém ampla
utilizacdo na literatura, KAMINSKI JR (2007).

O termo propensdao pode ser entendido como uma medida da crenga na
ocorréncia de um evento futuro. Evento pode ser interpretado como um resultado dentro

do conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento (espago amostral). J4 o
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termo probabilidade € um conceito matematico, cuja defini¢do axiomatica, proposta por

KOLMOGOROV (1956), esta baseada em trés axiomas:
0<Prob{A} <1

Prob{Q} =1 4.1)
Prob{ AU B} = Prob{ A} + Prob{ B}

Pode-se verificar que nos axiomas mostrados na Eq. (4.1) A e B sdo eventos
mutuamente excludentes do conjunto € de todos os resultados possiveis de A e B. Se

estes eventos ndo forem mutuamente excludentes, a partir dos axiomas bésicos, tem-se:
Prob{ AU B} = Prob{ A} + Prob{ B} — Prob{ A B} (4.2)

Em geral o termo propensdo a falha deve ser utilizado em um contexto geral,
porém quando a teoria de probabilidades € utilizada na estimativa da confiabilidade, que
€ o caso na grande maioria dos problemas em engenharia estrutural, o termo
probabilidade de falha deve ser usado na quantifica¢io da propensao a falha.

A probabilidade de falha pode ser definida como a propensdo de que ocorra um
evento de falha, ou seja, que um estado limite seja alcangcado. Deve-se salientar que o
termo falha € bastante abrangente, significando a interrup¢do de uma determinada
funcdo da estrutura e nao necessariamente a sua ruina. O complemento da probabilidade
de falha € a confiabilidade estrutural, que trata da propensdo de que um estado limite
ndo seja alcangado, considerando as varidveis fundamentais do projeto estrutural. J4 o
termo risco deve ser empregado quando se busca considerar as conseqiiéncias da falha.
Essa grandeza pode ser definida multiplicando-se a probabilidade de falha por suas
conseqiiéncias.

Para CHRISTENSEN & BAKER (1982) o termo confiabilidade estrutural deve
ser empregado em dois sentidos. No primeiro, com sentido mais geral, a confiabilidade
de uma estrutura € sua capacidade de atendimento aos propdsitos de projeto, durante um
determinado periodo de tempo. J4 no segundo, sentido matematico, a confiabilidade € a
probabilidade de que a estrutura ndo alcance nenhum dos estados limites ou modos de
falha especificados durante um determinado periodo de referéncia.

Deve-se destacar que as propriedades de um sistema estrutural, como por
exemplo, a sua resisténcia mecanica, bem como as acdes e seus efeitos, possuem
caracteristicas estatisticas (aleatdrias). Assim, o fendmeno de falha deve ser descrito em
termos probabilisticos sendo necessarios modelos de probabilidade para as duas partes

do problema de forma a incluir todas as incertezas que dizem respeito as acdes e seus
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efeitos e a resisténcia ou rigidez dos componentes. Além disso, outro importante fator a
definir € o periodo de referéncia. A sua definicdo € de fundamental importancia na
andlise da confiabilidade, uma vez que a maioria das acdes em estruturas varia de forma
incerta com o tempo e, portanto, a propensdo de que uma determinada intensidade da
acdo seja excedida em um intervalo de tempo depende do tamanho deste intervalo.
Assim, a confiabilidade é também dependente do tempo em que a estrutura fica exposta
ao carregamento, sendo também afetada quando as propriedades do material variam,
normalmente deterioram, com o tempo.

Em engenharia estrutural os problemas de confiabilidade podem ser formulados
por meio de sua capacidade ou resisténcia, R, e demanda ou efeito das agdes, S. A
andlise € usualmente fundada no cédlculo do complemento da confiabilidade, ou seja, a

propensdo a falha P,.

Sendo resisténcia e solicitagdo varidveis aleatdrias
estatisticamente independentes, com distribuicdes de probabilidade conhecidas e

estaciondrias no tempo, a probabilidade de falha, P,, pode ser avaliada pela solugéo da

seguinte equagao:

o

P,=Prob[ (R-8) 0] = [ Fy (x)- f, (x)dx 4.3)

0

Na Eq. (4.3) Fy(x) é a funcdo de probabilidade acumulada da resisténcia e

f.(x) é a fungdo densidade de probabilidade da solicitagdo. A Eq. (4.3) é conhecida

como integral de convolucdo com relagdo a “x”, correspondendo a soma de todos os
casos de solicitagdo para os quais a resisténcia € menor que a solicitacao.

Esta equacdo pode também ser escrita em termos da funcdo de probabilidade

acumulada da solicitagdo, F,(x), e da fungdo densidade de probabilidade da resisténcia

fr (x). Assim:

P, :Prob[(R—S)SO]zT[l—FS(x)]- fo (x)dx (4.4)

Segundo FREUDENTHAL et al. (1966): “a probabilidade de falha é o limite

estocéstico da propor¢ao de estruturas que devem falhar quando cada uma das estruturas
selecionadas aleatoriamente da populagdo F, (x) é submetida a uma agdo selecionada

2

aleatoriamente da populagio F, (x).
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Enfim, como visto nesse tdpico procurou-se apresentar alguns conceitos
importantes da teoria da confiabilidade. Outras defini¢des sobre probabilidade, vida util
estrutural e confiabilidade podem ser encontradas na literatura, porém as definicoes
apresentadas sdo perfeitamente compativeis com a utilizac@o da teoria da confiabilidade

nesse trabalho.

4.2 — Indice de Confiabilidade

O indice de confiabilidade pode ser apresentado considerando, por simplicidade,

a equacdo de estado limite do problema fundamental. Esta equagdo € definida como a
diferenca entre a resisténcia da estrutura e a solicitagao atuante na mesma. Assim:

G=R-S§ 4.5)

O problema posto pela Eq. (4.5) pode ser resolvido, como j4 apresentado, com o

emprego das Eq. (4.3) e Eq. (4.4). No caso de R e S serem varidveis aleatdrias, G serd

também uma varidvel aleatéria. Além disso, se R e S forem varidveis gaussianas o

problema podera ser resolvido analiticamente ja que nessa situacdo G serd também uma

varidvel normal. Sendo R e S varidveis independentes os parametros de G podem ser

assim calculados:
He = Hg — Ky (4-6)
0, =\or-02 @)
Onde i e o representam a média e o desvio padrdo da varidvel aleatéria. A

varidvel aleatéria G pode ser transformada em uma varidvel normal padrio, ou seja,

com média nula e desvio padrao unitario.

Y, = (4.8)

Esta transformacdo permite avaliar probabilidades associadas a G através da

funcdo de distribui¢do cumulativa normal padrdo. A probabilidade de falha resulta:

P, =Prob[G<0] = P, = @[—&} 4.9)
. . o,

O termo entre colchetes, dado pela razdo entre a média e o desvio padrao de G, é
denominado indice de confiabilidade, sendo usualmente representado pela letra £ .
Apesar de apresentar o indice de confiabilidade em apenas duas varidveis

gaussianas é possivel a abordagem de problemas onde as varidveis apresentem uma
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distribuicdo qualquer. Nesse caso deve ser considerada uma transformagdo
intermedidria para a obten¢do de varidveis normais equivalentes e s6 depois calcular as
variaveis no espaco normal padrao.

O indice de confiabilidade apresenta também uma interessante interpretacao
geométrica. A menor distancia entre a origem do espaco normal padrdo e um ponto
sobre a equacdo de estado de limite, G igual a zero, corresponde ao indice de
confiabilidade.

De grande importancia também € o ponto sobre a equagdo de estado limite mais
proximo a origem no espago normal padrdo. Este ponto € o ponto de ruina mais
provavel. De posse desse ponto no espaco normal padrao deve-se fazer a transformacgdo

para a sua obtencao no espaco fisico. No espago fisico esse ponto é chamado de ponto

de projeto, indicando o conjunto de valores que provavelmente conduz a ruina.

4.3 — Método de Simulacdo de Monte Carlo

4.3.1 — Simulacdo de Monte Carlo Simples

O método de simulacdo de Monte Carlo se caracteriza por envolver grande
nimero de repeticdes de um processo de amostragem ou de realiza¢des das varidveis
aleatorias do problema. Essas realiza¢Oes sdo obtidas de acordo com nimeros aleatdrios
gerados conforme conveniente distribui¢cdo de probabilidades. As repeticdes fornecem
um conjunto de solugdes (uma para cada realizagdo) que representam a resposta
simulada do modelo mecanico. Este procedimento € similar, por exemplo, a realizacao
de experimentos em laboratério e, portanto, os resultados também podem receber
tratamento estatistico. Sendo uma técnica de amostragem, o método estd sujeito aos
problemas relativos a erros de amostragem. Normalmente, requerem-se amostras de
tamanho elevado para que um conjunto de simulacdes seja representativo.

O nicleo do método reside na obtengcdo do conjunto de realizacdes aleatorias,
obedecendo a uma lei definida, através da geragdo de nimeros aleatdrios. Para gerar-se
uma seqiiéncia obedecendo a uma distribuicdo qualquer, deve-se gerar uma seqiiéncia
obedecendo a uma distribui¢do uniforme entre 0 e 1 e em seguida, realizar uma

transformagdo de inversdo da funcdo de probabilidade acumulada. Esses nimeros
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aleatdrios sdo gerados via computadores, onde bilhdes de nimeros aleatérios podem ser
gerados rapidamente.
Por meio do método de Monte Carlo a probabilidade de falha é calculada pela

seguinte equagao:

P = I Ix, (x,)dx, :_[I(xi)'fx, (x,)dx, = E(I(x)) (4.10)

Q

O estimador [ (x) é definido como:

1 se xe Qf
I(x)= 4.11)
0 se x¢ Qf

Repetindo as andlises para um nimero de simulagdes conveniente, n , a média

empirica dos valores de I (x) é um estimador da probabilidade de falha. Ou seja:

_ 1 ng
P, =n—-;I(xi) 4.12)

N

A variancia do estimador [ (x)é:

2
1 s 1y
GIZ(X):F. ns';IZ(xi)—[Z:‘I(xi)j (4.13)

Graficamente cada experimento em uma andlise via simulacdo de Monte Carlo
pode ser visualizada na Fig. (4.1).

A grande desvantagem do método estd relacionada ao nimero excessivo de
simulacdes necessdrias para que se possa estimar com precisao a probabilidade de falha.
Em geral, para estimar uma probabilidade de falha da ordem de 107, o nimero de

simulagdes ndo deve ser inferior a 10" ou 10". Significa que nas estruturas civis,

com probabilidade de falha de 10~ a 10™°, sdo necessarias 10° a 10° amostras.

U2y

Dominio de falha Qg
G(x)<0

Figura 4.1 Pontos de Amostragem Simula¢des de Monte Carlo, NEVES (2004).
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Dessa forma, com a utilizagdo dos modelos ndo-lineares de representacdo do
comportamento das estruturas, 0 método de Monte Carlo ndo é dos mais eficazes. Além
disso, esse método nao fornece nenhuma informacao adicional sobre o ponto de projeto

e a sensibilidade da probabilidade de falha em relacdo as varidveis aleatdrias.

4.3.2 — Simulag¢do de Monte Carlo com Amostragem por Importancia

Como observado na Fig. (4.1) pode-se verificar que a grande maioria dos pontos
experimentados encontra-se sobre o dominio de seguranca, assim para a determinagdo
da probabilidade falha € necessdrio um nimero elevado de simulagdes. Para contornar
esse problema podem ser empregadas as técnicas de amostragem por importancia. Essas
técnicas sdo também conhecidas por amostragem inteligente ja que procuram deslocar
os pontos de amostragem para regides importantes do dominio de falha, como apresenta
a Fig. (4.2). Elas reduzem o nimero de simula¢des por evitar a simulagdo excessiva de
pontos longe da regido de interesse. Estas técnicas geralmente fazem uso de alguma
informacao adicional sobre o problema como, por exemplo, as coordenadas do ponto de
projeto.

Os pontos de amostragem sdo gerados a partir de uma funcdo de amostragem
que os desloca para o dominio de falha. Assim a probabilidade de falha pode ser

calculada como:

(4.14)

Onde /, (x)é a fun¢do de amostragem.

uZA
Dominio de falha Qg
G(x) <0

/®e 2,. \

e e |

L Wikl

Lo RN/ Ge) =0
St

Figura 4.2 Simulagdes de Monte Carlo com amostragem por importancia, NEVES (2004).
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A estimativa da probabilidade de falha fica dada, portanto como:

};j:iz[(_xl){x'—(x’) (4.15)
X

n ,(xi)

Por meio da Eq. (4.15) verifica-se que cada ponto amostrado estd associado a um

s =1

peso de simulagdo dado pela razio f, (x;) / Iy, (x;). Como a fungio de amostragem

I, (x,)desloca os pontos amostrados para o dominio de falha, o indicador 7(x,) serd

i

maior que /(x;), da Eq. (4.12), no entanto cada ponto amostrado estd associado a um

peso menor que um. Deve-se destacar a importancia na escolha da fungdo /, (x,) jd que

uma mé escolha dessa func@o pode levar a resultados incorretos e piores do que os

obtidos com a amostragem simples.

4.4 — FORM / SORM

O método de confiabilidade de primeira ordem ou FORM fornece uma
estimativa da probabilidade de falha da estrutura através da lineariza¢do da funcio de
estado limite no ponto de projeto no espago normal padrao. A linearizacdo se faz através
de um hiper-plano tangente a superficie de falha no ponto de projeto. A aproximagao
FORM ¢ suficientemente precisa para os casos em que a curvatura da superficie de falha
¢ pequena e a probabilidade de falha tem um valor pequeno. Além disso, o erro nesse
tipo de aproximagdo depende da concavidade da superficie de falha, ou seja, para
superficies cOncavas, a aproximacdo ¢ a favor da seguranca, ao passo que para
superficies convexas, o FORM resulta contra a seguranca.

O SORM ¢ uma tentativa de melhorar a aproximagdo da probabilidade de falha
baseado em maiores informagdes sobre a superficie de falha da estrutura. O principio é
exatamente o mesmo da aproximag¢do FORM, porém requer um melhor conhecimento
sobre a geometria da fun¢do de estado limite na vizinhanga do ponto de projeto. Nesse
tipo de aproximacao, a funcio de estado limite € tratada como uma hiper-superficie do
segundo grau ao invés do hiper-plano tangente. As informacdes adicionais sobre a
funcdo de estado limite sdo suas curvaturas principais, além do indice de confiabilidade.
O método exige que no ponto de projeto, a superficie quadritica aproximadora seja
continua e que seja duas vezes diferencidvel, além de ter o mesmo plano tangente e a

mesma curvatura principal que a funcdo de estado limite real. Existem vadrias
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aproximacdes quadraticas disponiveis na literatura técnica para a forma da hiper-
superficie empregada no SORM. A escolha depende da precisdo requerida bem como
do tempo disponivel de processamento. Entre as diversas op¢des para o SORM estao:
aproximacao por uma hiper-esfera centrada, hiper-esfera excéntrica e aproximacoes

assintoticas.

4.4.1 — Algoritmo Para Cdlculo do Indice de Confiabilidade

Na maioria dos métodos utilizados para andlise da confiabilidade necessita-se de
um algoritmo de otimiza¢do para encontrar o ponto de projeto. Nesses métodos, a
otimizagdo € utilizada para encontrar a minima distancia entre um ponto sobre a
superficie de falha e o centro do sistema de coordenadas no espaco normal padrdo ndao
correlacionado. Neste trabalho serd utilizado o algoritmo HLRF, o qual apresenta
eficiéncia comprovada em trabalhos de outros pesquisadores como SOARES (2001),
NEVES (2004) e NOGUEIRA (2005).

Esse algoritmo estd baseado na aproximagdo de um ponto, x, a superficie de
falha, G(x)=0, e na perpendicularizac¢do entre o vetor posi¢do, x, e a superficie de falha,
G(x)=0.

Esse algoritmo pode ser descrito nos seguintes passos:

1) Escolha do ponto inicial, geralmente a origem do espaco normal padrdo
{xl.o } =0.
2)  Calculo da funcao de estado limite no ponto {xlk} =0, G = G(xlk , xf s xf) .

3) Calculo do vetor gradiente da funcdo de estado limite, {VGI."} , € de sua

val .

respectiva norma,
4)  Calculo do vetor de cossenos diretores, {a’l.k} e do indice de confiabilidade,

", por meio das seguintes relagdes:

VGt
{al."} = i (4.16)
[val'

Gt —{vG) {x*
- {||VG||E ) (4.17)

5)  Célculo do préximo ponto {xk“} , {x."“} =-p* -{aik}

i i
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6) Os passos 2 a 5 devem ser repetidos até a convergéncia, ou seja, até que a
diferenca do indice de confiabilidade entre duas iteragdes consecutivas seja
menor que determinada tolerancia.

Por meio desse algoritmo, além do célculo do indice de confiabilidade, € possivel

também a determinacdo dos fatores de sensibilidade das varidveis envolvidas na anélise.

4.5 — Método de Supertficie de Resposta

Apesar de levar ao cédlculo da probabilidade de falha o método de simulagdo de
Monte Carlo € por vezes invidvel em aplicagdes préticas, pois necessita de um nimero
extremamente grande de pontos de amostragem elevando sensivelmente o custo
computacional da andlise. Uma solu¢do alternativa para este problema encontra-se no
método de superficie de resposta (MSR).

Esse método, como qualquer outro, apresenta vantagens e desvantagens. Pode-se
considerar como a principal vantagem o reduzido custo computacional envolvido no
processo de avaliacdo da probabilidade de falha e do ponto de projeto. Como
desvantagens citam-se as aproximacgdes implicitas do método, o que por vezes pode
conduzir a respostas nao precisas e dificuldades de convergéncia. A respeito dessas
aproximacodes, a maior dificuldade é definir uma superficie de falha para a estrutura,
uma vez que as estruturas sao em geral hiperestdticas e apresentam respostas mecanicas
ndo lineares. Essa dificuldade leva um ndmero razodvel de pesquisadores a trabalharem
com superficies de falha predefinidas, viabilizando apenas a andlise de casos simples
com comportamento mecanico bem conhecido. Para superar esta dificuldade e
possibilitar a andlise de estruturas mais complexas, € efetuado nesse trabalho um
processo aproximado para a obtencdo da superficie de falha em funcdo da resposta
mecanica da estrutura.

Uma vez definida esta superficie, existem vdérios algoritmos apresentados na
literatura para calcular o ponto de projeto e conseqiilentemente o indice de
confiabilidade de uma estrutura. Dentre eles destacam-se, os de Hasofer & Lind e
Rackwitz & Fiessler, HLRF, ou mesmo métodos cldssicos de otimizacao. Conhecido o
ponto de projeto, o indice de confiabilidade é facilmente determinado por métodos

como o0 FORM e o SORM.
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Independente do método utilizado para o cdlculo do indice de confiabilidade é
sempre necessdria a determinagdo de vdrias solucdes mecanicas da estrutura em andlise,
isto é, um ndmero importante de realizagdes da fungdo de estado limite. Cada anélise
pode resultar de consulta a um modelo complexo, com solu¢do também complexa e de
alto custo computacional. Com o objetivo de minimizar o nimero de realizacdes
mecanicas, uma das solugdes possiveis € construir uma representacdo analitica simples
(polindmios) na vizinhanca do ponto de projeto. A estes métodos é dado o nome de
métodos de superficies de resposta. Tais métodos permitem que o cdlculo da
probabilidade de falha seja bastante simplificado e tenha reduzido custo computacional.
Porém, a dificuldade desses métodos € justificar a aproximagdo adotada para a equacio
de estado limite do problema.

No MSR a equagado de estado limite € escrita na forma polinomial, envolvendo
as variaveis aleatdérias da andlise, sendo esta construida com base em consultas ao
modelo mecanico. Portanto, o objetivo € construir uma resposta aproximada explicita da
funcdo de estado limite real em torno do ponto de falha mais provavel. Para isso, é
necessaria a repeticdo do célculo deterministico (modelo mecanico) para um certo
nimero de pontos selecionados na vizinhanca do ponto de projeto e em seguida efetua-
se uma andlise de interpolacdo ou regressdo. O nivel de aproximacdo depende do nivel
de conhecimento do ponto de projeto e do grau da ndo linearidade da funcio de estado
limite relacionada.

Nao é possivel conhecer a priori qualquer informagao sobre a superficie de
resposta. De acordo com LEMAIRE (1998), o desenvolvimento construido por uma
expansao polinomial € o mais eficiente no caso de falta de informacdes sobre a forma da
superficie de resposta, sendo esta escolha feita pela maioria dos pesquisadores que
utilizam o MSR. Polindmios de grau dois sdo uma boa solucdo para o problema apesar
de, em alguns trabalhos, ser possivel a utilizacdo de polindmios de primeiro grau. J4 a
utilizagdo de polindmios de graus elevados pode oscilar ou variar muito no dominio do
problema. Portanto, conclui-se que é aconselhdvel trabalhar com superficies de resposta
com polindmio de ordem baixa, segunda ou terceira ordem.

Uma vez definida a forma da superficie de resposta, propde-se com o MSR
desenvolvé-la em torno do ponto de projeto, que a principio tem posi¢do desconhecida.
A solug@o consiste em procurar uma seqii€ncia de pontos de projeto associada a uma

seqiiéncia de superficies de respostana qual o dominio de defini¢do contenha o ponto de
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projeto. Esse procedimento € largamente utilizado apesar do mesmo nio garantir a

convergéncia para um minimo global.

4.5.1 — Etapas do Método de Superficie de Resposta

O processo de busca do ponto de projeto e da probabilidade de falha, pelo MSR,
envolve passos sucessivos que contém as convergéncias dos procedimentos mecanicos e
de confiabilidade.
1° passos sucessivos: a superficie de resposta € construida devido a uma evolucio do
centro da mesma que converge para um minimo, ponto de projeto, o qual deve pertencer
ao dominio de construcao da superficie de resposta. Em geral esse ponto € um minimo
absoluto sobre a superficie de resposta, mas nao necessariamente um minimo global
para o problema original. Assim, torna-se necessario efetuar um processo iterativo tal
que as duas dltimas superficies de resposta apresentem o mesmo ponto de minimo.
Assim, esse passo envolve processos adaptativos de construcdo das superficies de
resposta de forma que essas conduzam ao ponto de projeto do problema original.
2° convergéncia mecdnica: o modelo mecanico € verificado em cada iteracao sendo a
superficie de resposta construida com base em suas respostas
3° convergéncia de confiabilidade: de posse da equacdo de estado limite (superficie de
resposta), o indice de confiabilidade é obtido a cada passo usando-se o FORM e/ou

SORM.

4.5.2 — Adaptatividade das Superficies de Resposta

Superficies de resposta representam com boa precisdio a resposta real da
estrutura apenas em uma vizinhanca do ponto central do plano de experiéncia. Estas
superficies tratam de aproximar a equagdo de estado limite do problema real.

Portanto, utiliza-se um processo iterativo no qual as superficies de resposta sdo
recalculadas a cada iteracdo de forma a convergirem para uma solucdo do problema
original. Para construir as superficies de resposta necessita-se de um conjunto de
simulacdes da estrutura, que ¢ efetuado variando-se os valores das varidveis aleatérias
do problema. Tais variagdes obedecem a um critério predeterminado denominado plano
de experiéncia (PE). Os planos de experiéncia sdo um dos principais responsaveis pela

convergéncia do algoritmo e pelo custo computacional do modelo proposto. Na
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literatura hd uma grande busca por novos planos de experiéncia para melhorar essas
caracteristicas, podendo-se dizer que qualquer proposta de um novo PE que forneca
melhorias no custo computacional e também no processo de convergéncia do algoritmo
de confiabilidade sdo aceitas.

Os planos de experiéncia podem ser classificados em duas grandes categorias:
planos de experiéncia sistemdticos e planos de experiéncia aleatdrios. A diferencga entre
um PE sistemdtico e um PE aleatério, é que, para duas experiéncias com dados
idénticos, ao utilizar um PE sistemadtico a igualdade entre os resultados € total, o que
ndo acontece com planos de experiéncia aleatérios. Os planos de experiéncia aleatdrios
podem conduzir a singularidades no sistema, exigindo um nimero maior de pontos para
evitar essa singularidade. Outra caracteristica é que os pontos nao se localizam
necessariamente em torno da solu¢do devido a aleatoriedade, podendo necessitar de
mais superficies de resposta para a convergéncia do modelo. Entretanto, para problemas
com elevado nimero de varidveis aleatérias pode-se tornar dificil estabelecer um PE
numérico que garanta convergéncia. Nessas situagdes o PE aleatério pode ser mais
adequado.

Neste trabalho foram considerados somente planos de experiéncia sistematicos.
O plano de experiéncia sistemdtico € um conjunto de valores deterministicos com o0s
quais serd aproximada a hipersuperficie da resposta estrutural. Dessa forma, supde-se
um sistema de coordenadas, onde cada uma delas equivale a uma varidvel aleatéria de
resisténcia e a outra equivale a resposta estrutural. O PE ¢é responsavel pela varia¢io
deterministica das varidveis aleatérias para gerar a hipersuperficie da resposta estrutural
também deterministica, a qual definird a hipersuperficie de falha do problema mecano-
probabilistico.

Existem vdrias formas de planos de experiéncia disponiveis na literatura.
Entretanto, necessitam-se definir os coeficientes que melhor se adéquam ao problema
estudado. Os planos de experiéncia considerados nesse trabalho sdo: estrela, hiper-cubo,
minimo, composto, 13 pontos e 8 pontos. Estes dois dltimos planos de experiéncia nao
sao citados na literatura e foram desenvolvidos pelo autor.

A distancia dos pontos pertencentes ao plano de experi€ncia a origem do sistema
depende do desvio padrdo considerado. A origem refere-se a média, enquanto os demais
pontos sdo obtidos considerando a média mais “n” desvios padrdo. Em geral “n” é
tomado igual a 3. No Anexo G encontram-se as expressoes das coordenadas dos pontos

pertencentes aos planos de experié€ncia utilizados nesse trabalho.
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Figura 4.3 Planos de Experiéncia e sua distribuicdo considerando duas varidveis aleatdrias.

Os planos de experiéncia caracterizam as superficies de resposta adaptativas
requeridas pelo MSR desde o inicio do processo iterativo até a convergéncia. A
velocidade de convergéncia, ou o custo computacional do método depende em boa parte
de uma boa escolha desses planos. A definicdo do melhor plano a ser utilizado deve ser
feita de acordo com o problema estudado.

Nesse trabalho a evolugdo ou adaptatividade das superficies de resposta € feita
de duas maneiras diferentes. Em ambas, a equacdo da superficie de resposta é
determinada a cada iteracdo sendo, em cada iteragdo, eliminados todos os pontos da
iteracdo anterior. Assim, torna-se necessario definir todos os pontos da superficie de
resposta a cada nova iteracdo. Nas duas formas consideradas de adaptatividade das
superficies de resposta o ponto médio do plano de experiéncia, localizado no centro do
sistema de coordenadas do PE no espaco fisico, assume as caracteristicas do ponto de
projeto da dltima iteracdo, e os demais pontos continuam sendo determinados segundo o
PE adotado. Ou seja, o plano de experiéncia € transladado, com seu centro localizado no
ponto de projeto encontrado na iteracdo anterior. Esse procedimento pode ser
visualizado com a ajuda da Fig. (4.4).

As duas formas consideradas para a evolu¢do das superficies de resposta
empregadas neste trabalho diferem na maneira escolhida para se efetuar o refinamento
da solucdo. Na primeira delas, a solu¢ao ¢é refinada a medida que a convergéncia do

processo de confiabilidade € obtida. Inicialmente o modelo que governa o
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comportamento mecanico da estrutura deve ser consultado com os valores para as
varidveis aleatérias definidos segundo o plano de experiéncia escolhido. Entdo,
constréi-se a equagdo de estado limite (polindmio) e obtém-se as coordenadas de um
ponto de projeto. De posse desse resultado, o centro dos pontos de amostragem (centro

do PE adotado) ¢ transladado para o ponto de projeto obtido na iteracdo anterior.

X

2
V7

Sup. Falha Numérica

)
2 Q f
X, d S /% X,
Sup. Falha Real W

PY PY Sup. Falha Real 7

Figura 4.4 Adaptatividade dos planos de experiéncia na andlise.

Quando a distancia entre os pontos de projeto de duas iteracdes consecutivas é
menor que uma tolerancia imposta na andlise, a distancia entre os pontos do plano de
experiéncia escolhido € reduzida. Assim, a medida que obtém-se convergéncia, a
amostragem ¢é efetuada em pontos cada vez mais proximos como ilustra a Fig. (4.5).
Quando a distancia entre os pontos no PE € menor que uma determinada tolerancia
estabelecida a andlise € interrompida e o indice de confiabilidade e as coordenadas do
ponto de projeto sdo encontrados. Caso contrério, a reducao da distincia entre os pontos
no PE ocorre sendo esta distancia considerada igual a distancia entre os pontos do PE da
iteracdo anterior dividida por dois.

Esse procedimento fornece bons resultados, como serd apresentado. Além disso,
a medida que a distancia entre os pontos no plano de experiéncia vai sendo reduzida, os
resultados obtidos por meio dos diversos planos de experiéncia convergem para um
unico resultado. No entanto, esse procedimento é muitas vezes de elevado custo
computacional, uma vez que envolve a convergéncia do procedimento de confiabilidade

diversas vezes.
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Figura 4.5 Sistema adaptativo para os parametros do plano de experiéncia. Redug@o apds convergéncia

Ja na segunda forma de adaptatividade considerada nesse trabalho a solugao é
refinada a cada nova constru¢do de uma superficie de resposta. Assim como a forma
anterior, o modelo que governa o comportamento mecéanico da estrutura é consultado
com os valores para as varidveis aleatdrias definidos segundo o plano de experiéncia
escolhido. A medida que o ponto de projeto em cada iteracio é obtido, o centro dos
pontos de amostragem vai sendo transladado para o ponto de projeto obtido na iteracao
anterior. A diferenca em relacdo a forma anterior € que nesta forma de refinamento a
distancia entre os pontos no plano de experi€ncia vai sendo reduzida progressivamente a
cada nova constru¢do de uma superficie de falha, como mostra a Fig. (4.6). A
convergéncia da andlise ocorre quando a distdncia entre pontos de projeto de duas
iteragdes consecutivas € menor que uma tolerancia imposta na andlise.

Essa forma de refinamento conduz a bons resultados, como poderd ser
visualizado na seqiiéncia deste trabalho. Uma grande vantagem dessa forma de
adaptatividade ¢ a estabilidade do processo numérico até a obtengao da solucdo. Nesse
caso € observado que o caminho percorrido pelas varidveis aleatérias até a convergéncia
¢ praticamente 0 mesmo, ndo importando o plano de experiéncia empregado na andlise.
Além disso, essa forma de refinamento apresenta um custo computacional menor
quando comparado com o esquema anterior, uma vez que a solucdo € obtida mais
rapidamente ja4 que a distancia entre os pontos no plano de experiéncia é reduzida

progressivamente.
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Figura 4.6 Sistema adaptativo para os pardmetros do plano de experiéncia. Redugdo progressiva
4.5.3 — Formulacdo Para a Determinagdo da Equagdo de Estado Limite

No caso da superficie de falha ser implicita (numérica) utiliza-se um método de
regressao para se determinar as constantes do polindmio aproximador da hipersuperficie
de estado limite. Serd mostrado agora um método de regressdo para um polindmio de
dimensdo e ordem quaisquer. Conhecendo-se esse procedimento, a expressdo para
representacdo da superficie de estado limite da estrutura, véalida em torno do ponto de
projeto, € facilmente determinada.

A regressdo € feita segundo o método dos minimos quadrados, ou seja,
minimizando o quadrado das distancias entre as respostas reais e as aproximadas pelo
polindmio. Representam-se o polindmio por Q(x) e as respostas ou pontos, que dao
origem a regressao, por Ri, que no caso equivalem as respostas mecanicas da estrutura.
Entdo, Q(x) pode ser escrito da seguinte forma:

n n
Q) =a,+Y_ax,+>.> bxx, (4.18)
i=1 i=l j=1
sendo n o ndmero de varidveis aleatérias que definem a dimensdo do polindmio.

A regressdao tem como objetivo minimizar a distadncia entre os pontos e a
superficie aproximada, que € a incognita do problema. Entdo, o problema da regressao
passa a ser um problema de minimizacdo escrito na seguinte forma:

i : \2
mind = minZ(Q(x’)—R’) (4.19)
i=1

onde n,, € o nimero de respostas conhecidas.
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Q(x) pode ser escrito por meio da seguinte relacio:
O(x) ={A} {x} (4.20)
em que {A}t contém os escalares que multiplicam os termos do polindmio {X}. Para

maior clareza {A} e {X} da Eq. (4.20) podem também ser escritos da seguinte forma:

{AY ={ap.ay.....a,.b,.....b,. by, ) @21)

{X}[ :{l,xl,...,xn,xlz,...,xz,xlxz,...x(n_l)xn} (4.22)

Assim a Eq.(4.19) pode ser reescrita como:
d:minf(({A}’{Xk}—Rk)({Xk}’{A}—Rk)) (4.23)
k=1
Expandindo os termos da Eq. (4.23) obtém-se:
d= minf({A}’ {x*Hx*} {A}-2R"{A} {x*}+R" ) (4.24)
k=1
Para a determina¢do do minimo da Eq. (4.24) uma das condi¢des necessdrias €

que o gradiente de d seja nulo. Assim:
v.d=Y(2{x Hx*} {a}-28 {x*})=0 (425)
Que pode ser ainda simplificada como:
V.= ({x HxY {ar-R {x*}) =0 426)

A partir da Eq. (4.26) po;:—se definir que:

[P]= :Zp;({xk}{x}’) (4.27)
E que: _

[V]= :Zp;(Rk {x*}) (4.28)

Assim, para que a Eq. (4.26) seja verdadeira o resultado das operagdes dos

termos dentro do somatério deve ser nulo. Dessa forma:
{xX*Hx*} {a}-R{x*}=0 (4.29)
De posse das definicdes apresentadas nas Eq. (4.27) e Eq. (4.28) pode-se

escrever que:
Pliat=0v} e (=[]} (430)
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Assim determina-se a superficie de resposta em torno do ponto de projeto em
uma determinada iteracao. Isso significa que se determinou a resisténcia, R, da estrutura
considerando todo o comportamento nao linear e as incertezas das varidveis de projeto
consideradas. Para se obter a fun¢do de estado limite ou superficie de falha da estrutura,
deve-se incorporar os efeitos da solicitagcdo, S, a qual pode ser um valor deterministico
ou mesmo uma varidvel aleatéria inserida facilmente na formulacio do FORM e ou

SORM.

4.6 — Acoplamento Direto entre Modelo Mecdnico e HLRF/ FORM

O MSR € um método robusto para a andlise de confiabilidade estrutural, pois,
além de fornecer bons resultados, permite o desenvolvimento de andlises
confiabilisticas de sistemas estruturais complexos. Porém, muitas vezes esse método
torna-se caro do ponto de vista computacional, uma vez que necessita de muitas
consultas ao modelo mecanico para a obtencdo da convergéncia. Para tentar solucionar
este problema foi também considerado neste trabalho um método alternativo, onde o
modelo mecanico € acoplado diretamente ao HLRF / FORM.

Como discutido anteriormente, no MSR a equacgdo de estado limite da estrutura é
implicita e escrita com base em consultas a0 modelo mecanico via planos de
experiéncia. A forma da equacao de estado limite no método, em geral um polindmio, é
uma aproximagao inerente, muitas vezes grosseira, ao método. Apesar desta
metodologia fornecer bons resultados € possivel melhord-la eliminando tal
aproximacao. Para isso foi considerado nesse trabalho um modelo onde o acoplamento
do modelo mecanico € feito diretamente ao algoritmo HLRF / FORM, sem a constru¢ao
de superficies aproximadas. Com esse acoplamento a equacdo de estado limite
permanece implicita e dada pelo modelo mecanico. Porém a diferenca estd no fato de
que, com o acoplamento direto os gradientes da fun¢do de estado limite, necessédrios a
determinacdo do ponto de projeto conforme mostrados no item 4.4.1, sdo calculados
numericamente por meio da Eq. (4.31), efetuando-se consultas ao modelo mecanico.

Nesse trabalho & é considerado igual a 0,1% do valor médio da varidvel aleatoria.

Assim, ndo existem aproximacdes sobre a forma da equacdo de estado limite e
conseqiientemente sobre os seus gradientes. Esses valores sd@o obtidos por meio de

consulta direta a0 modelo mecanico, sem aproximagdes.
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doF (a,b,....7) _ lim F(a+¢,.b,....,2)— F(a,b,...,2)

da &0 ¢,
oF (a,b,...,7) ~lim F(a,b+¢,,....2)—F(a,b,...,2)

ob &-0 g, (4.31)
oF (a,b,....7) — lim F(a,b,...z+&)—F(a,b,...,2)

0z &0 4

O modelo resultante do acoplamento direto entre o modelo mecanico e o HLRF /
FORM fornece bons resultados como serd apresentado oportunamente. Além de bons
resultados esse modelo obtém a solucdo do problema de confiabilidade realizando um
nimero menor de chamadas do modelo mecéanico quando comparado ao MSR, assim
esse modelo € mais eficiente. Deve-se destacar também que os resultados obtidos por
meio dessa metodologia sdo estdveis, o que € um bom indicativo sobre a qualidade de

sua solugdo.

4.7 — Modelagem Probabilistica da Degradacdo

A degradacdo de um sistema estrutural, ou dos materiais que o constituem, é o
reflexo de uma evolucdo lenta e irreversivel de uma ou vérias propriedades dos
materiais, o qual € considerado a partir de um ponto inicial de referéncia, geralmente a
fim do ciclo de fabricacdo. Esta evolucdo pode resultar em modificagdes na estrutura
das macromoléculas, as quais asseguram sua coesao mecanica, sua composi¢ao ou sua
morfologia. O envelhecimento instala problemas que produzem alteragdes nas
propriedades afetando o desempenho funcional (aspectos, resisténcia mecanica, perda
do desempenho funcional) e/ou de propriedades mais especificas afetando a seguranca
(isolagdo elétrica, permeabilidade gasosa ou liquida, toxicidade, entre outras). Para o
estudo do comportamento estrutural ao envelhecimento € necesséria a identificacdo dos
ciclos de carga que sdo aplicados ao sistema e o estudo da sua influéncia sobre a vida
util estrutural.

A fim de poder formular o problema de confiabilidade, sera discutido o conceito
de margem de seguranca. Esta varidvel pode ser entendida como uma equacao de estado

limite, porém que evolui no tempo. Esta varidvel pode ser definida em termos de duas

entidades principais resisténcia e solicitagdo. A resisténcia, R(f), nos problemas

dependentes do tempo pode representar: a resisténcia do equipamento a uma agdo ou a
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um efeito mecénico, térmico, magnético, etc. Pode representar também o limitar
admissivel de uma grandeza, observdvel ou ndo, como o deslocamento em um

determinado ponto, o comprimento e a abertura das faces de fissuras, o dano critico ou o

tempo de falha. J4 a solicitag@o, S (), nestes problemas pode representar: a solicitagdo

resultante aplicada ao equipamento como forga, pressdo, temperatura, etc. A resposta do
sistema a uma solicitacio aplicada: tensdes mecanicas, temperatura induzida,
deslocamento interno entre componentes, etc. O actimulo de uma grandeza em func¢do
da entrada e saida em servico ou mesmo da idade do equipamento: danos de fadiga,
fissuragdo, fluéncia, idade consumida.

Além destas entidades, a expressio da margem pode conter parametros
deterministicos especificos e/ou das varidveis de concep¢do e manutenc¢do. De uma
forma geral, a margem disponivel pode ser descrita pela diferenga entre a resisténcia e a
solicitacdo:

G(r,s,t)=R(t)-S(¢) (4.32)
onde R(r)e aresisténcia disponivel no sistema e S (7)€ a solicitagdo, as duas entidades

sdo geralmente dependentes do tempo, ¢. Na Fig. (4.7) é apresentada a evolucdo da

margem para um sistema degraddvel.

Resistencia {1}

Margem Gt}

Efeito do meio S{t}

Tempo

Figura 4.7 Evolucdo da resisténcia e das solicitagdes do meio ao longo do tempo.

Na modelagem da degradagao estrutural distinguem-se dois casos que deve ser
destacados: degradacdo instantdnea da margem (resisténcia) e degradacdo acumulada da
margem (resisténcia).

Degradagdo instantdnea da margem: trata-se da situagdo onde a resisténcia, R(r),
diminui com o tempo acompanhado ou ndo de um aumento da solicitagdo S(r),

igualmente gerada pela degradagao.
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Degradagdo acumulada da margem: trata-se do caso em que o acumulo da degradacao,

como a propagacdo de fissuras por fadiga, conduz a falha. Nesse caso o efeito da

solicitagdo, S(¢), cresce com o tempo em servico até o consumo dos recursos
disponiveis, R(t).

Do ponto de vista probabilista, um sistema ndo degradavel € aquele em que a
margem apresenta uma funcdo de densidade de probabilidade constante para toda a sua
vida qtil (ou vida de servigo). Do ponto de vista pratico esta se reduz geralmente a uma
média e a um desvio padrdo constantes sobre toda a vida de servico supondo-se que a lei
de distribuicao permaneca imutdvel. Admitindo sempre esta tltima hipdtese (tipo de lei
de distribui¢do independente da idade do sistema) um sistema degradado € aquele que
apresenta evolugdes (deterministas ou aleatdrias) dos momentos estatisticos (média e
desvio padrao) ao longo do tempo.

O sistema nao degradavel, como o da Fig. (4.8), € aquele que mantém a mesma
distribuicdo da margem de seguranca para toda sua vida util. Nesse caso, uma simples
descricdo sobre as varidveis aleatérias € suficiente para definir a distribui¢do

probabilistica da margem de seguranca:

fo(8.1) = f5(8.0)=f5(g) (433)

Considerando que:
U (1) = 1 e o, (t)=0, (4.34)
No caso de varidveis gaussianas e independentes, a média e o desvio padrdo da

margem sao simplesmente expressas em fun¢do dos parametros R e S como:

U = My — Mg e 0, =40} +0; (4.35)

Para um sistema degraddvel, diferentes modelos podem ser propostos em funcao
do fendmeno a ser estudado. Um modelo geral consiste em dividir a vida util em quatro
fases distintas: Fase de Iniciacdo, Fase de Amortecimento, Fase de Propagacdo e Fase
de Aceleragdo. Cada uma destas fases pode ser visualizada na Fig. (4.9). A seguir cada
uma destas fases serd brevemente descrita.

Fase de Iniciacdo: no curso desta fase, os mecanismos de degradacdo ndo tém efeito
sobre o sistema, geralmente gracas as medidas de protecdo iniciais. Esta fase tem uma
duragc@o mais ou menos longa segundo o mecanismo de degradacdo considerado. No

caso das armaduras de concreto armado, a corrosdo nesses elementos pode variar de
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alguns dias, pela despassivacdo do ago sob vapor salino, a vdrios décadas para acos

protegidos no concreto (este € o tempo de penetracdo de cloros dentro do cobrimento).
Gir)

G =G,

Estado Inicial

Margem

Tempo
—

Vida Util T

Figura 4.8 Evolu¢do da margem para um sistema estrutural ndo degradavel.

i 1)

Estadao Inicial
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Margem
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s |
Amortecimento Propagagao Aceleragao
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HE Eal

Iniciacao

Figura 4.9 Margem de um sistema de envelhecimento.

Fase de Amortecimento: trata-se do periodo no qual o fator agressivo age diretamente
sobre o sistema, seguida da perda da protecdo ou ao aumento do nivel de solicitagdo.
Esta fase € geralmente rdpida se comparada a vida util da estrutura.

Fase de Propagacdo: esta fase concerne a degradacdo lenta e geralmente continua do
sistema, causando danos cada vez mais importantes. Entretanto, o sistema continua a
executar suas fungdes, muitas vezes ndo como nas condi¢des iniciais. Esta fase €
acompanhada geralmente pela presenca de danos significativos e normalmente
detectdveis.

Fase de Aceleracdo: nesta fase, o dano torna-se realmente importante e contribui
significativamente a aceleracdo do processo de degradacdo. Pode-se dizer que a

aceleracdo resulta da interagdo entre os danos e a acdo do meio, e nao somente do meio.

Nesta fase € geralmente muito tarde para efetuar operagdes de manutengao.
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Segundo o mecanismo estudado algumas destas fases sdo muito curtas e podem
ser desprezadas no modelo. Dois modelos simplificados sdo freqiientemente usados na
literatura como indica a Fig. (4.10). O modelo multi-linear é constituido por duas fases
principais: iniciacdo e propagacdo, seguidas da fase de aceleracdo (este ultimo
normalmente ndo considerada em estudos de vida util). O modelo nao linear é
representado por uma curva de degradacio continua no tempo, que considera somente a

fase de propagacao, onde a degradacdo € progressiva com uma taxa de crescimento.

o n i
Estado Inicial Estado Inicial
() G

Resisténcia
Resisténcia

T Tempo Tempo
> | -

Iniciagio Propagagio Acleh_::r;lgﬁo Propagacao T
Vida Uil Vida Util

™ e Lol

Figura 4.10 Modelos de degradag@o simplificados.

Na literatura, BUCHER & FRANGOPOL (2006), LAGGOUNE et al. (2009) e
ONOUFRIOU & FRANGOPOL (2002), descrevem esses dois modelos como modelo
de degradacdo da margem instantidnea e modelo de degradacdo acumulada da margem

respectivamente.

4.7.1 — Modelo de Degradacdo Instantdnea

Esse modelo se aplica em situagdes onde observa-se a diminui¢ao da resisténcia
em fun¢do da idade (ou do tempo de servi¢o). Esta diminuicdo estd, entretanto ligada a
histéria do meio de carregamento, isto é, da evolucdo dos carregamentos, da
temperatura, etc. Ela pode ser acompanhada, ou ndo, pelo aumento dos efeitos do meio
como, por exemplo, no caso de perda de espessura devida a corrosdao que gera um
aumento das tensdes sob 0 mesmo carregamento.

Na modelagem probabilistica da degradacdo € necessario se levar em conta a
evolucdo de incertezas ao longo do tempo. Essas incertezas resultam de duas causas:
degradacdo inerente do sistema em fun¢do das condi¢des de servico previstas e

imperfei¢cdes na previsdo das condi¢des operacionais, de estado do sistema e dos
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modelos de degradacdo. A formulagdo desse modelo pode ser simplificada admitindo-se
que a degradacdo ao longo do tempo resulte do produto da resisténcia inicial
(normalmente aleatdria) por uma funcdo da degradacao determinista.

R(t)=R,-h(t) (4.36)

sendo que R(r) ¢é a resisténcia ao longo do tempo, R, € a resisténcia do estado inicial

(colocado em servigo em t=0) e h(r) é a fungio degradagdo que depende da idade do

componente. De uma maneira geral, a funcdo de degradacdo pode ser obtida por
desenvolvimentos matematicos ou por simula¢des numéricas por meio do método dos

elementos de contorno ou mesmo do método dos elementos finitos, por exemplo.
Em algumas situagdes particulares é possivel exprimir a fungdo h(7) sob a

forma analitica como apresentado em ELLINGWOOD & MORI (1995). Porém, em um
caso mais realista onde a resisténcia pode ser afetada por incidentes aleatdrios
intervindo ao longo da vida ttil, a resisténcia € melhor modelada por um processo

estocéstico com variacdo lenta. Esta variagdo pode ser descrita por uma densidade de

probabilidade de transi¢do A, (r,7), da qual a avaliagdo necessita a resolugdo do modelo

de degradacao estocdstico, como ilustra a Fig.(4.11). A titulo de exemplo, pode-se citar
caso de propagacdo de fissuras sob carregamento aleatério no qual a taxa de propagagdo
€ modelada por um processo aleatério dependente do tempo. Vérios autores
desenvolveram e/ou aplicaram modelos de difusdo de Markov nestes problemas.

4 R

Resisténcia

Tempo

Vida Util T

Figura 4.11 Curvas evolutivas de resisténcia em um modelo de degradacio estocdstica.

4.7.2 — Modelo de Degradagdo da Margem Acumulada

Esta situacao corresponde ao actimulo do dano até se atingir um valor limite para
o funcionamento do sistema, como ilustra a Fig.(4.12). Neste caso, a resisténcia

corresponde ao um limiar a nao ser ultrapassado, isto €, um valor limite admissivel. E o
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efeito do meio, como cargas, temperaturas, entre outros, corresponde ao dano
acumulado. Este acimulo de danificacdo é gerado pelas condicdes de exploracdo da
estrutura a qual estd exposta as agdes, entre outros, do meio mecanico (fadiga) e térmico
(danos, fadiga). Existem combinag¢des entre os cendrios de carregamento e degradacao

do equipamento.

Resisténcia  R(f) I

Margem  G(f)

fs(s:8)

Efeitos do Meio  S(f)

L4

Tempo

Figura 4.12 Modelo de actimulo de dano estocéstico.

Nesse modelo € possivel também utilizar fungdes de degradacdo como no
modelo discutido anteriormente. A diferenca principal é que nestes modelos essa fungdo

deve ser descrita sob a forma incremental em funcado dos efeitos do meio.
S(1)=S(S,.n(S(7).E(7).t))  com 0<z<t (4.37)
Esta equag@o coloca em evidéncia o acoplamento entre os efeitos do meio, S(7),
e o préprio meio, E(r), para toda a histéria do sistema. A margem de seguranga é
escrita entdo sob a forma:
G(r,s.t)=R(t)-5(t)=R-S(8,.h(5(2).E(7).1)) (4.38)
Esta expressdo pode ser igualmente escrita em fun¢do do dano D()e de seu
valor limite D, :
G(r.s.t)=D,—D(D,.h(D(z).E(z).t)) (4.39)

Para um componente submetido a degradacdo, o modelo estocdstico de

confiabilidade dependente do tempo € geralmente desenvolvido sob a hipdtese de um

indicador de degradagdo, ou de dano, D(f), modelado por um processo de Markov,

onde o acimulo de dano a ser determinado é condicionado pelo estado presente,

independente do passado. A falha ocorrerd no momento da violagdo do limiar do dano.
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5. - Método dos Elementos de Contorno

Os métodos numéricos, de forma geral, apresentaram forte evolugdo a partir da
década de setenta quando os computadores assumiram a fun¢cdo de execucdo de
operacdes matematicas facilitando e agilizando os procedimentos de anélise.

Nesse contexto destaca-se o método dos elementos de contorno (MEC), o qual é
uma opc¢ao interessante para andlises em diversos campos como mecanica dos sélidos,
aeromecanica, geomecanica entre outros. Além disso, 0 método tem se mostrado muito
promissor em dreas como mecanica dos solos, mecanica da fratura e mecanica das
estruturas devido a precisao e robustez na modelagem de problemas de dominio infinito
bem como de problemas onde surgem grandes concentracdes de tensdao. Outra grande
vantagem € a capacidade de associacdo com outros métodos numéricos, em especial o
método dos elementos finitos, ampliando assim as possibilidades em simulacdo de
problemas.

O MEC € um método numérico que utiliza equacdes integrais escritas sobre o
contorno, obtidas a partir das equagdes diferenciais que descrevem o fendmeno fisico.
Devido a essas transformacdes o método foi, no inicio de seu desenvolvimento,
conhecido também como método das equagdes integrais. Segundo ALIABADI &
ROOKE (1992), existem vdrias formas para o desenvolvimento da formula¢do do MEC.
O emprego do teorema da reciprocidade de Betti talvez seja a forma mais direta de
obtencdo do equacionamento. Ainda podem ser empregados os conceitos de residuos
ponderados, como apresentado em BREBBIA & DOMINGUEZ (1992).

A formulacdo do MEC pode ser dividida, basicamente, em duas diferentes
categorias. A primeira, e talvez a mais empregada, refere-se a formulacdo direta. Por
meio dessa formulac@o as grandezas envolvidas no problema sdo empregadas e obtidas
diretamente sem a necessidade de fun¢des auxiliares. No caso dos problemas eldsticos
as varidveis principais sdo os deslocamentos e forcas de superficie. J4 a formulagdo
indireta € caracterizada por certo desprendimento em relacdo a alguns aspectos do

problema fisico. Isso se deve ao fato do emprego de fungdes ficticias na representacao
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das grandezas do problema fisico. Dessa forma os paradmetros do problema analisado,
tais como deslocamentos e forcas de superficie, ndo sdo utilizados diretamente e sua
determinagdo € obtida por integracdes das funcdes ficticias definidas na formulagao.
Essa formulacdo teve grande aplicagcdo em campos como eletromagnetismo e mecanica

dos fluidos.

5.1 — Solucoes Fundamentais para os Problemas Bidimensionais e

Tridimensionais

Para o desenvolvimento da formulacdo do MEC torna-se necessdria a obtengao
de solucdes fundamentais para as grandezas envolvidas no problema. Para problemas
elasticos estas solucdes representam as respostas de um dominio infinito sujeito a um
carregamento unitdrio pontual localizado em um ponto denominado ponto fonte,
BREBBIA & DOMINGUEZ (1992).

As solucdes fundamentais de problemas elastico lineares sdo atribuidas a Kelvin
e podem ser obtidas por meio da equacdo de equilibrio do corpo representada pela Eq.
(I.2), do Anexo I. Inicialmente tem-se que a carga unitdria pontual aplicada no ponto
fonte € representada pela fun¢do Delta de Dirac, Anexo E. Levando essa condicdo a
equacgdo de equilibrio, Eq. (1.2), verifica-se que a fun¢do Delta de Dirac deve ser igual

ao carregamento de corpo b,.

b =N -e 5.1

sendo: A’ fungdo delta de Dirac aplicada no ponto fonte € e, o versor necessirio para
defini¢do da direcdo de aplicacdo da carga.

De posse desse resultado a equagdo de equilibrio do corpo, Eq. (1.2), pode ser
reescrita em termos de deslocamentos. Para realizar esse procedimento deve-se
empregar a Lei de Hooke generalizada, Eq. (I.5), a qual relaciona tensdes a
deformacdes, e em seguida aplicar as relagdes deformacdo-deslocamento, Eq. (1.7),
ambas discutidas no Anexo I. Procedendo dessa forma a equagdo de equilibrio em
termos de deslocamento, para material is6tropo sob estado plano de deformacao, pode

ser definida como:

L T +Af'e"—0 (5.2)
1-2.p) " '
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A solucdo da Eq. (5.2) representa a solu¢do fundamental para deslocamentos.

No caso plano de deformacao a solugdo € dada por:

Cfoe—— L 3—apym L. .
u”‘(f’c)_S-n-y-(l—v) {(3 4-v) ln(rj Oy +r1, ry,& (5.3)

em que: r, € a derivada da distancia, entre o ponto fonte e os pontos onde devem ser

avaliados a solu¢@o fundamental, pontos campo, em relagdo a direcdo k.

Deve-se destacar que o simbolo * representa varidveis associadas ao estado
fundamental. Efetuando a diferenciacdo da Eq. (5.3) é possivel obter a expressdo para a
solucdo fundamental das deformagdes. O resultado dessa operacao é dado por:

-1
87w-u-1-v)-r

€;k (f.,0)= ‘[(1_2'0)‘(’”,1( 'é‘iz"'r,z 'é‘ik)_r:i '51k+2'r,i " 'r,k] (5.4)

A partir da solucao fundamental das deformagdes pode se aplicar a Lei de Hooke
generalizada, Eq. (I.5), e assim obter a expressdo para a solu¢do fundamental das
tensoes conforme apresenta a Eq. (5.5).

. -l
T O oy r

'[(1_2'0)'(’% Oy Oy =G )2 T "”,k] (.5

Por fim, o equilibrio pode ser efetuado no contorno com o objetivo de obter a
expressdo para a solucdo fundamental das forcas de superficie. Efetuando esse
procedimento resulta a seguinte expressao:

1

O oy

Ar[a=2:0)- 8, 4271, ]+ (1=2-0)- @1 =1 1)) 5.6)

Para problemas tridimensionais o procedimento para a obten¢do das solucdes
fundamentais € andlogo. A seguir sdo apresentadas as expressdes das solugdes
fundamentais para o problema tridimensional.

1

(f.0)= {13-4-v)]-6, +r,- 5.7
I/tlk(f C) 1671',[1(1—’1))7‘ [( )] Ik r,[ 7:k 5.7
. -1
8ilk(f’c):16'7z_'lu'(1_v)'r2'[(1_2.0)'(,‘,k.5il+r,l.é‘ik)_r,i.é‘lk—l_:%.r:i.r:l"tk](5‘8)
. -1
O-ilk(f,c)zg‘ﬂ_.(l_v).rz'[(1_2'0).(}’,k'5il+r,l'5ik_r,i'5lk)+3'r,i'r,l'r,k] (5.9

B (f.0) =m'{r,n '[(1_2'0)’511("'3"’.1 'r,k]+(1_2'v)'(771 Ty = .,tl)}(5.10)

As expressoes das solugdes fundamentais apresentadas possuem uma

caracteristica importante que € a singularidade, representada pela distancia entre os
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pontos fonte e campo. Quando os pontos fonte e campo aproximam-se o valor das
solucdes fundamentais tendem a infinito. Isso requer um procedimento mais preciso de
integracdo dos termos das matrizes constituintes do problema. Para contornar esse
problema pode ser empregado o processo de sub-elementacdo, Anexo C, onde o
elemento de contorno considerado € subdividido em elementos menores permitindo um
melhor mapeamento das grandezas envolvidas tornando o processo de integracdo das

equagdes mais preciso.

5.2 — Equacionamento para o Problema Eldstico Plano

O equacionamento do problema eldstico via MEC pode ser efetuado com
sucesso e de forma expedita empregando o principio da reciprocidade de Betti. Este
teorema estabelece que o trabalho realizado pelas tensdes de um estado I sobre as
deformacdes de um estado II € igual ao trabalho das tensdes do estado II sobre as
deformacdes do estado I admitindo-se o mesmo material em ambos os estados. Esse

teorema pode ser representado por meio da Eq. (5.11).
J‘al; &) szJ'o-,.j’ €, dQ (5.11)
Q Q

Aplicando esta equagdo para a formulacdo do MEC deve-se substituir um dos
estados do problema pelo estado fundamental, ou seja, representado pelas solugdes

fundamentais. Assim a Eq. (5.11) pode ser reescrita como:

[0 (f.0)-&4 (0)dQ=[0, (c)-£}, (f,€)dQ (5.12)

Aplicando a relagdo deformacdo-deslocamento, Eq. (1.7), é possivel exprimir a

relacdo (5.12) em termos de deslocamentos.

[0 (f.0)-u,(€)dQ=[0,(c)-uj  (f,0)dQ (5.13)
Q Q

Integrando por partes ambos os termos da Eq. (5.13) e aplicando a condi¢do de
equilibrio de superficie, representada pela Eq. (I.3), pode-se obter uma expressio
envolvendo tensdes, deslocamentos e forcas de superficie tanto do estado fundamental

quanto do problema estudado. Dessa forma:

— [0 (F,0)u, ()dQ+ [ Py (f,0) -1, (VAT ==[ 0y (€)-uy (f,€)dQ+ [ By (€)-uy (f,€)dl (5.14)
Q r Q r
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Nesse ponto deve-se empregar a equacdo de equilibrio, representada pela Eq.
(I.2), tanto no problema real quanto no problema fundamental como forma de substituir

os termos de derivada das tensdes por forcas de corpo. Deve-se atentar para o fato que
no problema fundamental a carga de corpo, b,, é igual a fun¢do Delta de Dirac, A’ .

Efetuando essas substituicdes pode-se reescrever a Eq. (5.14) como:

[A -, ()dQ+[ P (f,0)-u; (©)dT=[b,(c)-uy (f,€)dQ+[ P, (¢)-u;(f,0)dT (5.15)

Integrando o termo detentor da funcdo Delta de Dirac obtém-se a seguinte

expressao:

u, ()+ [ B (f.0)-u, (©)dU= [ P, (©)-uy (f.e)dU+[u(f.€)-b ()dQ  (5.16)
r r Q

A Eq. (5.16) representa a identidade Somigliana, a qual fornece os valores de
deslocamento e tensdes em qualquer ponto do dominio dependendo dos valores dos
deslocamentos e forcas de superficie, conhecidos sobre o contorno, das forcas de corpo
e das solu¢des fundamentais, BREBBIA & DOMINGUEZ (1992).

Como o MEC pertence a classe das técnicas de contorno torna-se necessario
transformar a Eq. (5.16), vélida para todo dominio, em uma equacdo integral vélida
somente para valores de contorno. Para efetuar esse processo € necessario inicialmente
admitir a divisao do dominio e do contorno em duas partes, conforme apresenta a Fig.

(5.1), podendo ambas serem expressas por:
Q=0-0+0, (5.17)
[=T-T+T, (5.18)

As grandezas Q_ eI’, referem-se a introdu¢do de um semi-circulo, de raio r,

estando o ponto de colocacdo situado em seu centro conforme ilustra a Fig. (5.1). Assim

a identidade Somigliana fica avaliada no contorno se as parcelas desta equacgdo

referentes a Q, e I', forem consideradas no limite de r tendendo a zero.

Procedendo dessa maneira a identidade Somigliana passa a ser expressa por:

w(f)=lim [ B(@-u(f,)dT+lim [ w,(f,c)-b (dQ-lim [ P/(f.¢)u (c)dl G19

[-T+T, Q-Q+Q, [-T+T,
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Por facilidade a andlise da Eq. (5.19) sera efetuada considerando-se cada termo
isoladamente. Tomando inicialmente o primeiro termo do segundo membro desta

equagdo pode-se reescrevé-lo como:

lim [P (©)-u;(f,0)dl=lim [P (c)-u;(f,)dl+lim [P (¢)-uy(f,c)dl (520
/ ’ g

[-T+T, r-r

Figura 5.1 Divisdo do dominio e do contorno para determina¢do da equagdo integral sobre o contorno

A singularidade logaritmica presente na solucdo fundamental de deslocamentos,
Eq. (5.3), é classificada, de acordo com PORTELA (1992), como do tipo fraca. De
acordo com este grau de singularidade pode-se verificar que o segundo termo do
segundo membro da Eq. (5.20) anula-se durante a realizacdo da operacao de limite. J4 o
primeiro termo deste membro permanece de forma a ser avaliado no contorno.
Voltando a Eq. (5.19) o segundo termo do segundo membro pode ser analisado
mais facilmente se escrito da seguinte maneira:
lim [ w(f,0)-b (@dQ=lm [ w;(f,0)-b (©dQ+lm [u;(f,0)-b ()dQ (52D
Q,

Q-Q+Q, a-0

De forma andloga ao termo ja analisado, Eq. (5.20), constata-se que a
singularidade presente na expressao fundamental de deslocamento leva o segundo termo
do segundo membro da Eq. (5.21) a tomar valor nulo durante a execu¢do do limite. J4 o
primeiro termo permanece de forma a ser avaliado no dominio.

O dltimo termo do segundo membro da Eq. (5.19) deve ser analisado

reescrevendo-o como segue:

lim [P/(f.0)-u, ()dl =lim [P](f,0)-u, ()dl +lim [P/ (f.c)-u, ()dl  (5:22)

I-T'+T, r-r
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A singularidade forte, 1/r, da solu¢do fundamental para forcas de superficie, Eq.

(5.6), leva a um comportamento diferente desse termo em relagdo aos demais ja
considerados. O primeiro termo do segundo membro da Eq. (5.22) deve ser avaliado
tomando a parte finita de Cauchy. Para a sua existéncia os deslocamentos prescritos no
contorno devem obedecer a condicao de continuidade de Holder expressa pela seguinte

relacdo:

. . ,
Ui, _M(Jf)‘ SB 1. (5.23)

sendo: B, ¢ constantes reais positivas. |[B|<e ¢ 0<#¥<I e r,  a distdncia entre os

pontos fonte e campo.

Obedecendo a condi¢do expressa pela Eq. (5.23) o termo analisado pode ser
avaliado no contorno do problema. Ja a andlise do segundo termo do segundo membro
da Eq. (5.22) sera efetuada considerando a expansdo dos deslocamentos, em torno do
ponto fonte, em série de Taylor. Sera considerado somente o primeiro termo desta série
J4 que os demais termos anulam-se durante a execucdo da operacao limite. Dessa forma

€ possivel obter a expressao representada pela Eq. (5.24).
lim [ £} (f,¢)-4, (©)dT =lim [ P/ (f,0)-u, ()dT ~lim [ B (f.c)-u, (f)dT+1im [ P{(f,e)-u, (frdT O-29)
Esta expressdo pode ser simplificada como:

tim [ P/ (f,¢)-u, ()dT =1im [ B (f,e)- (1, () =u, (f))dT+1im [ P/ (f,)-u, (f)dT  (5.25)

Levando em conta a continuidade da funcdo de deslocamentos no ponto fonte

tem-se que o primeiro termo do segundo membro da Eq. (5.25) € nulo. Assim:
lim [ B}(f,0)-4, ()dT =, (f)-lim [ P} (f,c)dT (5.26)
r. r.

Dessa forma verifica-se que a integracdo e a realiza¢do da operacdo limite do
segundo termo do segundo membro da Eq. (5.22) gera um termo independente que deve
ser, inicialmente isolado, e em seguida adicionado ao termo livre de deslocamento
presente no primeiro termo da Eq. (5.19).

Considerando, portanto os resultados previstos pelas Eq. (5.20), Eq. (5.21) e Eq.

(5.22) a expressao da identidade Somigliana escrita para o contorno € a seguinte:

cu(Fs©)-u, (F)+JP] (fo0)-, (©)dT= [ By (€)-uy (f,)dT+ [y (f ,€)-by ()dQ (527)
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sendo: /J’/ integral da parte finita de Cauchy.

O termo ¢, , resultante da adi¢cdo do termo apresentado no primeiro membro da

Eq. (5.19) com o termo livre conseqiiente da avaliacdo do ultimo termo do segundo
membro dessa mesma equacido do dominio para o contorno, ¢ dependente da geometria
do contorno analisado. Conforme apresenta VENTURINI (1988) os valores para esse

termo podem ser obtidos empregando-se o seguinte tensor:

o N Cos(2-y)-Sen(x) Sen(2-y)-Sen(o)

2-7 4-7-(1-0v) 4-7-(1-0v)
¢, = (5.28)
Sen(2-y)- Sen(ax) a +Cos(2-7)-Sen(a')
4-w-(1-v) 2. 4-7r-(1-v)

Sendo @ ey dependentes da posi¢ao do ponto singular sobre o contorno. A Fig.

(5.2) ilustra a obtengdo dessas varidveis.

I

Figura 5.2 Parametros para cédlculo da equagdo integral sobre o contorno

Se o ponto de colocagdo ndo estiver sob um ponto de angulosidade, ao contrario

da Fig. (5.2), o tensor (5.28) torna-se igual a uma matriz identidade multiplicada por V2.

5.3 — Aproximacoes sobre o Contorno

Apbs a dedugdo da equacdo integral em deslocamentos para pontos sobre o
contorno torna-se necessaria a sua utilizacdo pelo MEC. Para tanto o contorno do
problema analisado deve ser discretizado em elementos de contorno. Estas entidades
efetuam a aproximacdo da geometria do problema sendo necessdrios também para a
delimitacdao de funcdes de aproximacdo que permitirdo a aproximacgdo das grandezas

envolvidas no problema.
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De acordo com o grau de aproximagdo empregado para as grandezas envolvidas
no problema os elementos de contorno podem ser classificados como constantes,
lineares, quadraticos, cubicos e de ordem superior. Hi também a possibilidade de
adocdo de diferentes graus de aproximagdo tanto para a geometria quanto para as
grandezas envolvidas no problema. Essa particularidade conduz a caracterizagdo dos
elementos de contorno os quais podem ser sub-paramétricos, isoparamétricos e super-
paramétricos.

Para o desenvolvimento do presente trabalho serdo considerados elementos de
contorno lineares isoparamétricos. Desconsiderando as forcas de corpo a Eq. (5.27)

pode ser discretizada da seguinte forma:
NE . NE By
[cKu} +3 J'[P fular, |=> ”u [par, (5.29)
J=I T JEI\ T

sendo: NE o nimero de elementos de contorno adotados para a descri¢do do problema.

p o ponto fonte considerado.

5.4 — Funcoes de Aproximacdo

Como o elemento de contorno adotado € o linear as fungdes de aproximagdao
necessarias sao duas e estas podem ser definidas em termos de coordenadas
adimensionais. A Fig. (5.3) apresenta o comportamento das funcdes de forma ao longo

do elemento bem como as coordenadas adimensionais utilizadas.

P, ¢,

| A
T

L2 L2
l A

Figura 5.3 Coordenadas adimensionais e fun¢des de aproximacio

Para este elemento as fun¢des de aproximagao sao:

1-&
¢ = : (5.30)
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_I+g
2

Os deslocamentos no interior do elemento de contorno sdo descritos por meio

9, (5.31)

das funcdes de aproximacgdo e dos valores nodais disponiveis, assim:

i
_”1_¢10¢20“é_ j
{u}—{uz}—{o 5 0 ¢j . =[®u} (5.32)
iy

De forma andloga as forcas de superficie podem ser expressas por:

P11
[BY 8 0 g ORI i
P }‘{Pz}{o ¢ 0 ¢j P’ -lofe) e
P;

Os termos u, e P! indicam deslocamentos e forgas de superficie atuantes no né !

segundo a direcdo k. Ja os vetores {u}fl e{P}ﬁ representam deslocamentos e forcas de

superficie nodais presentes nos nds pertencentes ao elemento j atuando segundo a
direcdo n.
A geometria do elemento é aproximada de forma semelhante a apresentada nas

Eq. (5.32) e Eq. (5.33). A interpolacdo pode ser representada como:

{;}:{i}:m ;/())1 % ;,)2 } j:z :[‘I’]{;C}: (5.34)

Depois de incorporadas as fungdes de interpolagdo nas expressdes de

deslocamentos e forcas de superficie deve-se reescrever a Eq. (5.29) substituindo nessa

expressdo as Eq. (5.32) e Eq. (5.33). Assim:
el {u); + z[ [l Jobr, j{u}z z{ [l Jolr, j{P};‘ 539

Na Eq. (5.35) o termo {u}f representa os deslocamentos nodais do elemento

onde encontra-se o ponto fonte.

Capitulo 5 — Método dos Elementos de Contorno




101

5.5 — Construcdo do Sistema de Equacoes

As integrais apresentadas na Eq. (5.35) relacionam deslocamentos do ponto de
colocacdo considerado as forcas de superficie e deslocamentos nodais dos demais
elementos presentes na malha construida. Dessa forma as matrizes resultantes do
processo de integracdo contém a influéncia de todos os elementos presentes na malha
sendo por isso muitas vezes denominadas de matrizes de influéncia. A Eq. (5.35) pode
ser reescrita de uma forma mais compacta admitindo-se varidveis auxiliares.

AP .
[H,NF = J'[P [olr, (5.36)
L

[GINF

pi
- J' [u*lcp]dl"j (5.37)
L

Admitindo-se ainda a seguinte simplificagao:

N
|:HINF:| se jZ p

|:HINF:| = ap (5.38)
| +lellol sejcp

Pode-se reescrever a Eq. (5.35) de forma mais compacta como:

NE NE

Z [H INF ]pj {u }fl :Z [GINF ]pj {p }:l (5:39)

j=1 Jj=1
Nos problemas elésticos planos sabe-se que o nimero de graus de liberdade por
noé é quatro, sendo dois deslocamentos e duas forcas de superficie. No entanto a metade
destes parametros € conhecida diretamente por meio da aplicacdo das condigdes de
contorno do problema. Dessa forma o problema passa a ser resolvido se for escrito um
nimero de equagdes igual a duas vezes o nimero de nés da malha. Escrevendo as
equagdes para todos os pontos de colocacao do modelo tem-se um sistema resultante da
ordem de duas vezes o nimero de nés da malha e que pode ser representado de forma
geral como:
[# fu}=[cKP} (5.40)
A resolucao do sistema matricial apresentado na Eq. (5.40) somente € possivel
aplicando-se as condi¢cdes de contorno do problema. Para introduzir as condicdes de

contorno no sistema as matrizes [H ] e[G]devem ser manipuladas de tal forma que todas
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as varidveis conhecidas estejam no primeiro membro enquanto que incdgnitas no
segundo. Esse procedimento € feito mediante troca de colunas entre as duas matrizes
citadas obtendo-se o seguinte sistema:

[Afinc}=[BfvP} (5.41)
em que: [A]e [B] sdo formas modificadas das matrizes [H ]e[G] respectivamente,

{Inc} vetor das incégnitas e {VP} é o vetor das varidveis prescritas.

5.6 — Grandezas Internas

Depois de conhecidos os valores dos deslocamentos e das forcas de superficie no
contorno algumas grandezas importantes podem ser determinadas no interior do
dominio. Os deslocamentos, nos pontos internos, podem ser obtidos de forma expedita
empregando-se a identidade Somigliana. Escrevendo-a na forma matricial para pontos

internos tem-se:

(3 [[P]lokr, () 3 [[w]lolar, (7}, oo

L =T
pi . .
Onde o vetor { u}" representa os deslocamentos no ponto interno pi.

Substituindo na Eq. (5.42) as Eq. (5.36) e Eq. (5.37) pode-se obter uma

expressdo mais compacta para a descri¢do dos deslocamentos nos pontos internos:
pi < ' pj j JE . pi j
{u} +Z[H1NF] {”}n ZZ[GINF} {P}n (5.43)
Jj=1 j=1

Deve-se salientar que para a obtencdo dos deslocamentos internamente ao
dominio os pontos fonte passam a ser os pontos determinados no interior do dominio.
Por esse motivo as matrizes H e G recebem o simbolo ‘ para diferencid-las das matrizes
H e G utilizadas na obtencao dos deslocamentos e for¢as de superficie no contorno.

As tensdes nos pontos internos podem ser obtidas empregando-se a Eq. (L.5)
modificada pela introducdo da relacdo entre deformacdes e deslocamentos, Eq. (1.7).

Dessa forma € possivel escrever a seguinte expressao para as tensoes:

i 240
o’ :(I—LZU)&U U+ tu;y) (5.44)

Substituindo a identidade Somigliana Eq. (6.16) na Eq. (6.44), e desprezando as

forcas de corpo, é possivel obter a seguinte expressao para as tensoes:
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o) = j 21V s a”’*k+ﬂ- L |
(1-2-v) 7 oy ox, ox || °

- M)
I R L P 545
(1-2-v) £ ox, dx; O,

1

A Eq. (5.45) pode ser escrita de forma compacta como:

U, dT (5.46)

kij

a;"zlz)kij -Pkdr—ls

Sendo os termos D, e S, dados pelas seguintes expressoes:

Kij €9 kij

1

Dkij:m'{(l_z’v)'(",k '51;,"’"”,;'5ki_r,i'5jk)+2"‘,i"‘,j"‘,k} (5.47)

E
g () Lo la-200r0 84008, 480 —4r r
T2y ) 548)
+(1=2:0)- Q27,1 1,40, 8 +1,-8,)—(1—4-v)-7, - 5, f

Em forma matricial a Eq. (5.46) pode ser escrita como:

pi on i " J & " j
{6} =10 (= ZI:GINF}{p}n _Z[HWF:I{uh (5.49)
Oy & &

As matrizes H,, e G,, indicam as matrizes resultantes do processo de

integracdo das varidveis S, e D, respectivamente sendo o ponto fonte o ponto interno

kij kij

ao dominio.

5.7 — Formulacoes do MEC em Problemas de Fratura

Diversas s@o as metodologias para a anélise de problemas de fratura via MEC. A
primeira a ser proposta trata do emprego da formulacdo singular, a qual é baseada
somente na equacdo integral em deslocamentos apresentada na Eq. (5.27). Por meio
desta formulac@o os elementos de contorno adotados na discretiza¢do de ambas as faces
da fissura empregam equacOes algébricas baseadas na Eq. (5.27). Utilizando esse
procedimento a fissura € considerada no modelo como um vazio, estando as faces da
fissura separadas por uma pequena distancia. Assim quanto menor for a distancia entre

as faces da fissura mais préxima a geometria do modelo numérico estard do modelo
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real. No entanto a medida que adota-se a distancia entre as faces da fissura proxima a
zero o sistema de equagdes algébricas resultantes tende a ser singular. Isso ocorre pelo
fato da localizacdo de pontos fontes, simetricamente dispostos em faces opostas da
fissura, ser muito proxima. Assim o processo de integracao das solugdes fundamentais
em deslocamentos e forcas de superficie gera linhas idénticas no sistema matricial final
tornando-o singular. Técnicas especiais de integracdo, como sub-elementacdo, podem
ser empregadas, no entanto formulacdes mais avancadas tornaram-se necessdrias para
analisar o problema.

As fissuras podem ser tratadas também por meio de uma formulacio que
incorpora a perda de rigidez causada pela presencga da fissura nas solugdes fundamentais
empregadas. Esta formulacdo utiliza as conhecidas fun¢des de Green as quais
prescrevem solugdes fundamentais compativeis que eliminam a necessidade da
discretizacdo das faces da fissura. Apesar de ser uma formulacdo elegante o método das
fungdes de Green € limitado apresentando algumas restri¢des principalmente no tocante
a andlise da propagacao das fissuras.

Ja o método da descontinuidade de deslocamento supera a dificuldade na
modelagem da fissura substituindo cada par de nds coincidentes, no contorno da fissura,
por um unico ponto fonte. Neste método a diferenca dos deslocamentos entre os
contornos da fissura € introduzida como fun¢des desconhecidas no problema e dessa
forma a fissura é modelada com um contorno dnico. Apesar da redu¢do de esforco
computacional na andlise da fissura, novas varidveis sao introduzidas nas integrais de
contorno dificultando o emprego do método.

Outra abordagem para a andlise dos problemas de fratura é via método das
sub-regides. Por meio dessa metodologia consideram-se nds coincidentes na fissura, os
quais recebem condi¢des de contorno referentes a compatibilidade dos dominios
envolvidos. A fissura é definida no encontro dos dominios envolvidos e, apesar disso, a
principal dificuldade do método encontra-se na introdu¢@o das condi¢des de contorno.
Com o crescimento da fissura torna-se necessdria a reconstru¢do e reaplicacdo das
condi¢des de contorno nos nés afetados pelo crescimento da fissura o que acaba por
deixar a utilizacdo do método bastante custosa.

Outra formulagdo possivel é a proposta pelo método dual. Por meio desta
metodologia o dominio analisado pode ser considerado como uma tnica sub-regiao e os
contornos da fissura, localizados na mesma posicao fisica, sdo discretizados sendo que

cada face da fissura € discretizada por um tipo de equagdo integral. Uma face da fissura
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¢ descrita empregando-se a equagdo integral em deslocamentos descrita pela Eq. (5.27).
Ja a face oposta da fissura € representada por uma equacgdo integral escrita em termos de
forgas de superficie a qual serd mostrada a seguir neste capitulo. Apesar da existéncia de
pontos fontes com mesma localiza¢do o sistema de equagdes resultante ndo é singular.

Esse procedimento é mais geral para a analise de dominios multi-fraturados e com

propagacao aleatdria das fissuras.

5.8 — Equacado Integral em Forcas de Superficie

Para a obtencdo das equacdes necessdrias a andlise via MEC dual torna-se

necessario inicialmente retomar a identidade Somigliana representada pela Eq. (5.50).

u, (N)+[ B (f.0)-u;()dT= [ Py (0)-uj (f,0)dT+[uj (f,e)-b;()dQ  (5.50)

Deve-se perceber que a Eq. (5.50) é diferencidvel, pois os termos P; e u;

dependem unicamente da distincia entre os pontos fonte e campo. Efetuando a
diferenciacao da Eq. (5.50) e admitindo-se a auséncia de for¢cas de corpo presentes no

problema obtém-se a seguinte expressao:

U ()= P (foe)-u,(@)dU==[ P, ()5, (f,c)dl (551

Em que as derivadas dos campos fundamentais sdo referenciadas ao ponto fonte.
O campo de tensodes € obtido introduzindo-se na Eq. (5.51) a relacdo constitutiva
do material considerado, Eq.(I.5). Efetuando este procedimento é possivel escrever a

expressao da identidade Somigliana em termos de tensdes da seguinte forma:
Oy (F)+][ S (f,0)- 1, (€)dT=[ Dy (f ) P, (¢)dl (5.52)
r r

Nesta equagdo os termos S,;eD,; contém as derivadas dos termos P; e u;
respectivamente. Admitindo-se o emprego das solucdes fundamentais de Kelvin, os
termos S, e D,;; sdo os ja apresentados nas Eq.(5.47) e Eq. (5.48) respectivamente.

A Eq. (5.52) € valida para pontos localizados no dominio do problema.

Aplicando a proposta do MEC deve-se, portanto avaliar esta equagao apenas nos pontos

localizados sobre o contorno. Para efetuar esse procedimento € necessdrio tomar um
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ponto no dominio muito préximo ao contorno € em seguida fazer a distancia entre eles
tender a zero conforme ilustra a Fig. (5.1).

Efetuando esse procedimento tem-se:
0, (f)+lim jsk,.j(f,c)-uk(c)dr=1€i§3 jDk,.j(f,c).Pk(c)dr (5.53)
[-T+T, [-T+T,
Por facilidade cada termo da Eq. (5.53) serd analisado isoladamente. Tomando

primeiramente o termo D,; pode-se perceber que este apresenta uma singularidade do

tipo forte representada pelo fator 1/r . Para a execugio do limite proposto na Eq. (5.53)

pode-se inicialmente reescrever o termo considerado da seguinte forma:

lim [ D,(f.0)-R (@dl=lim [ Dy(f.¢)-F ()dT+lim [ Dy(f,e)- B (¢)dl
; i :

[-T+T, r-r

+lim [ Dy (f.€)- B (f)dT=lim [ D (f,€)- B, (f)dT (5.54)
ré‘ ré‘

A andlise pode ser melhor conduzida agrupando-se os termos comuns da relagdao

anterior. Assim:

lim [ Dy, (f,0)-P, (©)dT=lim [ Dy, (f,0)- [P ()=, (f))dr

[-T+T,

+P, (f)lingJ‘Dkij(f,c)dFHing [ Dy(f.0)- B (c)dT (5.55)
T, -

r-r
Para o prosseguimento da andlise deve-se assumir a existéncia da continuidade
de Holder, apresentada na Eq. (5.56), para os termos representantes das forcas de

superficie aplicadas no contorno como se segue:

P ~B)|<B1, 556

Admitindo a existéncia da continuidade de Holder verifica-se que o primeiro
termo do segundo membro da Eq. (5.55) € nulo. O segundo termo do lado direito da Eq.
(5.55) ¢ integravel e resulta um fator independente apds a realizacdo da operacdo de

limite. Essa operacao resulta o termo:
P, (f)-lim [ Dy (f,)dl =, (f,€)- P, (f) (557)
ré‘

O termo A,; € um fator que depende das propriedades eldsticas do material e do
sistema de coordenadas adotado.
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Ja o ultimo termo do segundo membro da Eq. (5.55) resulta uma integral
improépria que deve ser avaliada ao longo do contorno. Essa integral deve ser avaliada

empregando-se a parte finita de Cauchy podendo ser representada como:
lim j D, (f.c)- P, (¢)dT :,ka,,( f.¢)-P.(c)dT (5.58)
r-r r
Tomando agora a andlise do termo S, , Eq. (5.53), verifica-se a presenga de

uma hiper-singularidade, representada pelo fator 1/ r*, conforme descreve a Eq. (5.48).

Para realizar a andlise do termo citado deve-se inicialmente efetuar a expansao dos
deslocamentos, em torno do ponto fonte, em série de Taylor e em seguida tomar os dois
primeiros termos. Os demais termos da série ndo serdo representados, pois anulam-se

durante a execucdo da operagdo limite. Efetuando este procedimento obtém-se a

seguinte relagdo para o termo S, :

lim [ S,(f.0)-u()dl=lim [ S,(f.c)-u ()dl+

-T+T, r-T

tim [, (f,€) e, () (%, () =x,(NAT=lim [ S, (f.0)-u,, () (x,(e)=x,(f)dT+

!giggj.Skij(f,c)-uk(f)df‘—lgiir(}.[Skij(f,c)'uk(f)dl“+£i£1%jSkl.j(f,c)'uk(c)dl“ (5.59)
T, T, L,
Reorganizando os termos da Eq. (5.59) obtém-se:

lim  [S,,(f,0)-u,(©dT=1im [ $,,(f,0)- e, () =10, (F) =, (1) (3, (€)= x,, (F)]dT

[-T+T,

tu, (f) lim S, (f ) dT+u,,,, (£)-1im [ S, (f.0)- (3, () = x, ()T

+lim [ S,;(f,0)-u,(c)dT (5.60)

r-r
Admitindo-se que as derivadas dos deslocamentos no contorno possuam
continuidade de Holder, de acordo com a Eq. (5.61), pode-se verificar que o primeiro

termo do segundo membro da Eq.(5.60) € nulo.

() =1, ()=, () (3, @ =, (PN B[, -2, (" 56D
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Ja o segundo e o quarto termos do segundo membro da Eq. (5.60) devem ser
analisados conjuntamente. Esse procedimento deve ser efetuado, pois o segundo termo
gera, depois da integracdo, um fator com singularidade e assim durante a execucdo da
operacao de limite seu valor tenderd ao infinito. Esta singularidade é contornada com a
soma desses dois termos, ja que o quarto termo € uma integral imprépria. A expressao
resultante da soma dos dois termos considerados deve ser analisada por meio da parte

finita de Hadamard podendo ser representada como:

lim [ Su(f:0) u (@ dT+u () [ S (f,)dT =S, (f,0) 1, ()T (5.62)

r-r
em que: * integral da parte finita de Hadamard.

PORTELA (1992) apresenta que a singularidade presente no segundo termo do
primeiro membro da Eq. (5.62) é sempre cancelada com outro termo singular liberado
do processo de integracdo do primeiro termo desse mesmo membro, resultando portanto
um valor finito.

Ja o terceiro termo do segundo membro da Eq. (5.60) é integravel e resulta um
termo independente, apds a execucdo da operacdo limite, que deve ser analisado

separadamente, assim:
Uy, (F)-lim S, (£,0)- (%, ()=, (f DAL =By, (f,0)-u,,,, (f) (569
FC

O fator By, depende das propriedades eldsticas do material e também do

sistema de coordenadas empregado.

De forma a propor uma melhor organizacdo do equacionamento os termos

independentes provenientes da andlise dos fatores S, eD,; podem ser adicionados de

forma a gerar um dnico termo independente. PORTELA (1992) apresenta que a jungdo
dos resultados das Eq. (5.57) e Eq. (5.63) produzem:

' : 1
Ay P = By, ity =5'6;j(f) (5.64)

O fator 2 resulta da consideracdo de contorno suave no posicionamento do
ponto fonte. Sob essa condi¢io devem ser empregados elementos de contorno
descontinuos para a representacdo das faces da fissura. Isso ocorre pelo fato do

equacionamento requerer a continuidade da derivada do deslocamento a qual é
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respeitada com o ponto fonte internamente ao elemento como nos elementos
descontinuos.
Dessa forma a equagdo integral para a representacio das tensdes somente com

pontos sob o contorno pode ser escrita como:

%-a,.j( )+ ,fsk,.j( f¢)u, (©)dl = {Dw( f1¢)- P, (e)dl (5.65)

Para a obtencdo da equacdo integral para a representacdo das forcas de
superficies deve ser utilizada a Eq. (I.3) a qual relaciona tensdes e forcas de superficies
por meio do equilibrio. Efetuando este equilibrio obtém-se:

1
E-E(f)mj,f Sy (f20)-u ()dl = 7, -/_FkaU(f,c)-}’k(c)dl" (5.66)

As equagdes integrais apresentadas nas Eq. (5.66) e Eq. (5.27) devem ser
empregadas conjuntamente na discretizagcdo das faces da fissura no modelo dual.

Neste trabalho o processo de integracdo das equagdes integrais escritas em
termos de deslocamentos € efetuado de forma numérica por meio da quadratura de
Gauss. Com o objetivo de tornar o cdlculo mais preciso é empregado o procedimento de
sub-elementacdo o qual pode ser consultado com detalhes no Anexo C. J4 para as
equagdes integrais em termos de forcas de superficie o processo de integracdo ¢é
efetuado de forma analitica. Para tanto foram consultados os trabalhos de WUTZOW
(2003) e FOLTRAN (1999) os quais determinaram as expressdes analiticas para tal
problema empregando o elemento de contorno linear. Estas expressoes sdo apresentadas

nos Anexo A e Anexo B.

5.9 — Aproximacoes sobre o Contorno

De forma anéloga ao ja descrito no capitulo anterior, para a equagao integral em
deslocamentos, no emprego do MEC deve-se efetuar a discretizacio da equagdo integral

em forcas de superficie, Eq. (5.66). Dessa forma:
1 » NE NE
5.[1]{P} +77.Z:‘ J[S]{ u}dr, :77.2:‘ FJ'[D]{P}dFj (5.67)
J= j J= j

sendo: [I ] matriz identidade.

A partir da Eq. (5.67) € possivel a obtencdo de matrizes de influéncia as quais

podem ser representadas de forma concisa como:
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NE i . NE pi j
[Hfﬁguperf.] {l/l}:’ :Z [G;’Nguperf.] {P}:’ (5.68)
=1

j=1

Analogamente ao descrito para a formulacdo integral escrita em deslocamentos

pode-se impor as condi¢des de contorno do problema sobre a Eq. (5.68) e assim obter o
sistema matricial final o qual pode é apresentado na Eq. (5.69)

[Afinc}=[BfvP} (5.69)

De forma geral o processo de discretizacdo da Eq. (5.66) sobre o contorno é

idéntico ao ilustrado para a formulagdo integral escrita em deslocamentos. A diferenca

encontra-se nos nucleos integrais ja que as expressoes fundamentais sao diferentes.

5.10 — Estratégias de Modelagem e Discretizacdo

O processo de criagdo da malha de elementos de contorno € de grande
importancia visto que € a partir deste que criam-se os nds e os elementos de contorno
sobre os quais sdo definidas as fun¢des para aproximacao tanto da geometria quanto das
grandezas envolvidas no problema. Além dos elementos e ndés o processo de
discretiza¢do gera também pontos fontes ao longo do contorno, os quais sdo usualmente
relacionados ao posicionamento dos nds, e que sdo de grande importancia para o
emprego e defini¢do das equagdes integrais.

Para a realizacdo da discretizacdo torna-se necessdaria a definicdo de uma
estratégia a qual estd intrinsecamente ligada as exigéncias da andlise como, por
exemplo, das condi¢des de existéncia das equacdes integrais. O atendimento dessas
exigéncias conduz a correta utilizacdo da formulacdo possibilitando assim andlises
consistentes do problema. No MEC dual algumas condi¢des devem ser observadas para
a definicdo de uma estratégia de discretizacdo dentre as quais podem ser citadas:

@ Discretizagdo simétrica das faces da fissura.

@ Para a existéncia das equagdes integrais de deslocamento e for¢a de superficie
a continuidade de deslocamento e for¢a de superficie deve ser observada. As

continuidades necessdrias na formulacao sio:
u,(f) € C"* para parte finita de Cauchy.
u,(f) € C** e P,(f) € C* para parte finita de Hadamard.
Devido as condicdes de continuidade exigidas pelos deslocamentos e forcas de

superficie para a existéncia de suas respectivas equagdes integrais consideracdes
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especiais devem ser efetuadas a respeito do tipo de elemento a ser utilizado na
discretizacdo das faces da fissura o qual deve ser descontinuo.

Ja em termos do emprego das equagdes integrais via MEC dual a estratégia de
utiliza¢do das mesmas podem ser assim enunciadas:

¢ Para cada fissura a equagdo integral de deslocamentos € aplicada aos pontos
fontes pertencentes a uma face da fissura.

¢ Para os pontos fontes pertencentes a face oposta € aplicada a equagdo integral
de forca de superficie.

¢ Para as partes do contorno ndo pertencentes as fissuras a equagdo integral em
deslocamentos € aplicada.

Por meio dessas consideragdes sobre a modelagem a formulacdo do MEC dual
torna-se uma ferramenta robusta para a andlise de fissuras aleatoriamente posicionadas
no problema em anélise. A Fig. (5.4) apresenta o emprego das equacdes integrais via

metodologia dual.

ED
ED
[
EES EFS
- — 4 ED
ED ED
* ED
ED
® Localizagao do No
x Localizagdo do Ponto Fonte

ED  Equagio em Deslocamento
EFS  Equacao em Forga de Supertficie

Figura 5.4 Estratégia de discretizag@o para o MEC dual

S5.11 — Sistema Final de Equacdes e Atualizacoes

Uma grande vantagem na utilizacdo da formula¢do dual do MEC na abordagem
de problemas de crescimento de fissuras estd na construcao e atualizacdo do sistema de
equacdes durante o crescimento das fissuras. A medida que as fissuras crescem sdo

necessarios na andlise novos nés e elementos na discretizacdo das novas faces das
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fissuras. Nesse momento devem ser incluidas novas equagdes para a determinacdo das
grandezas, deslocamento e forcas de superficie, nesses novos pontos.

No entanto a grande vantagem da formulacdo dual € que, durante o processo de
crescimento das fissuras, a reconstrucao total ou de grande parte da malha de elementos
de contorno ndo € necessdrio. Isso ocorre pelo fato da criagdo de novos elementos
acontecer, em grande parte, nas fissuras que tiveram seu comprimento aumentado.
Eventualmente durante o processo de propagacdo as fissuras presentes no problema
podem interceptar um ou mais elementos presentes no contorno. Quando esse processo
ocorre a discretizacdo do modelo € refeita apenas localmente afetando unicamente o
elemento que sofreu a interceptacgao.

Devido a nova discretizacdo os elementos criados irdo gerar novas equagdes as
quais devem ser reunidas as equacdes ja existentes objetivando atualizar o sistema total
de equagdes. Dessa forma novas linhas e colunas serdo adicionadas ao sistema matricial
final.

A atualiza¢do de posi¢des ja existentes ndao € necessdria desde que nao haja a
intersecao entre as fissuras que propagam e os elementos de contorno ja existentes. A

Fig. (5.5) apresenta de forma esquemadtica o crescimento do sistema matricial final

durante o processo de propagacao das fissuras.

I Oiscretizagéo Inicial

B  cincrementono comprimento da fissura

B  >°incremento no comprimento da fissura

I neincremento no comprimento da fissura

Figura 5.5 Crescimento e atualizacdo do sistema matricial final
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6. — Formulacoes Nao Lineares do Método dos Elementos de
Contorno para a Analise de Problemas de Fratura e Contato

Neste capitulo serdo apresentadas as formulacdes ndo lineares propostas neste
trabalho para a anédlise de problemas envolvendo fratura eldstico linear, fratura ndo
linear (coesiva) e também contato entre corpos utilizando as equac¢des do método dos
elementos de contorno (MEC).

Primeiramente serdo discutidos os modelos desenvolvidos para a andlise de
problemas de fratura nao linear. Nesse conjunto de modelos, também denominados de
modelos de fratura coesiva, foram consideradas duas formulacdes. Na primeira delas a
resolucdo do sistema de equagdes ndo linear € efetuada utilizando um operador
constante. Este tipo de abordagem vem sendo empregada em diversos trabalhos na
literatura e leva a bons resultados. Porém propde-se neste trabalho uma formulaciao que
resolve o problema ndo linear empregando um operador tangente consistente. Esse
segundo modelo leva também a bons resultados, no entanto esta formulacdo necessita
de um niimero consideravelmente menor de iteracdes para a obtencido do equilibrio em
cada incremento de carga, tornando-a mais eficiente do ponto de vista computacional.

Foi desenvolvido também um modelo para a andlise da propagacdo de fissuras
em materiais que sdo regidos pelos conceitos da mecanica da fratura elastico linear.
Nesse modelo os fatores de intensidade de tensdo sdo calculados utilizando a técnica de
correlagdo de deslocamento. Além disso, foram também implementadas trés teorias de
interacdo de modos para a obtenc¢do do angulo de propagacado da fissura e também do
fator de intensidade de tensdo equivalente. Do ponto de vista de formulacdo do MEC,
esse problema € tratado também considerando um operador tangente consistente, o qual
serd também mostrado neste capitulo.

Quanto ao modelo de contato foi desenvolvida uma formulagdo, empregando
também um operador tangente consistente, para a andlise do contato em dois diferentes
problemas. O primeiro deles refere-se ao contato entre faces de fissuras, ou seja, na

simulacdo do fechamento de uma fissura. Ja para o segundo, este modelo € aplicado a
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andlise de materiais compostos o qual permite simular o contato e escorregamento entre
os diversos materiais que constituem a estrutura. Em ambas aplica¢Oes adota-se a lei de
Coulomb para governar o comportamento de aderéncia da regido do contato, ou seja,

dos deslocamentos e das forcas de superficie nesta regido.

6.1 — Formulacoes do MEC para a Andlise de Fratura Coesiva

Neste item serdo discutidas as duas formulagdes desenvolvidas neste trabalho
para a andlise de fratura coesiva. Porém, primeiramente serdo apresentados os
procedimentos considerados para o cédlculo do angulo de propagacdo da fissura, da

tensao na extremidade da fissura e também do comprimento de propagacao.

6.1.1 — Cdlculo do Estado de Tensdo na Extremidade da Fissura

Por meio do modelo de fissura ficticia, utilizado na modelagem do
comportamento de materiais quase frageis, a estabilidade ao crescimento da fissura é
verificada mediante a comparacao entre o estado de tensdo atuante na extremidade da
fissura com um estado de tensdo admissivel previsto por um critério de ruptura.
Geralmente emprega-se o critério de ruptura de Rankine, ou seja, a ruptura ocorre se a
maior tensdo, em mddulo, for de maior magnitude que a resisténcia do material. Esse
critério € utilizado em SALEH (1997) e foi também considerado neste trabalho. Nesse
caso € verificado se a maxima tensdo principal de tracdo é de magnitude maior que a
resisténcia a tracao do material.

Para a determinacdo do estado de tensdo na extremidade da fissura é empregado
um processo de extrapolacio polinomial o qual serd descrito na seqiiéncia. Inicialmente
sdo distribuidos pontos internos a frente da extremidade da fissura conforme o padrao
apresentado na Fig. (6.1). O nimero de semi-circulos assim como o nimero de pontos
internos em cada um deles podem ser escolhidos conforme a precisdo desejada na
andlise.

Ap6s a determinagdo do estado de tensdo em cada um desses pontos internos o
processo de extrapolagdo polinomial € efetuado. Sobre cada posicdo radial dada
determina-se um polindmio o qual descrevera o comportamento das tensdes ao longo da

dada posi¢cdo radial. O grau do polindmio € escolhido de acordo com o nimero de
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pontos internos presente em cada uma das posi¢des radiais, destacadas na Fig. (6.1).
Assim, sendo n o nimero de pontos internos ao longo de cada posi¢do radial o grau do

polindmio interpolador serd n-1.

Pontos
Internos

Posicdes

Ponta da Radiais

Fissura

Figura 6.1 Distribuicdo dos pontos internos a frente da ponta da fissura.

As varidveis do processo de interpolag@o sdao o valor da tensao, a qual podera ser
X, y ou cisalhante xy, e a distancia em relacdo a ponta da fissura. Consequentemente
serd obtido um polindmio que correlacionard o valor da tensdo a distancia em relacdo a
extremidade da fissura. Sendo m o nimero de posicoes radiais, presentes na
extremidade da fissura, sdo realizadas m interpolacdes polinomiais com a obtencao de m
valores do estado de tensdo na extremidade da fissura. O estado de tensdo na ponta da
fissura é obtido apds a execu¢do de uma média aritmética simples entre os m estados de
tensdo obtidos das interpolagdes.

O processo de interpolacdo serd brevemente descrito a seguir. Pretende-se obter
um polindmio que relacione o valor do estado de tens@o a distdncia em relagdo a ponta

da fissura, assim:

F(o)=a,+a,-r+a, r’ +..+a, r" (6.1)
sendo: F'(o)funcdo polinomial que determina a tensdo desejada, r a distancia em
relagdo a extremidade da fissura e q,...a, termos constantes do polindémio.

Para a obtencdo dos termos constantes do polindmio basta resolver o seguinte

sistema matricial:
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2 n
I r || @ o,
2 n
Lonon lla| |0
2 n —
L n nn - n|a|=0, (6.2)
2 n
o o..ora,] |0,]

Como o ponto de interesse na andlise € a extremidade da fissura a distincia a ser
considerada € zero e assim o dnico fator de interesse na andlise é o termo livre do

polindmio, ay, o qual representard o estado de tensdo na ponta da fissura.
6.1.2 — Cdlculo do Angulo de Propagacdo da Fissura

Um parametro de grande importancia na andlise de propagacao de fissuras € o
angulo de crescimento das mesmas. Conforme descrito no capitulo 3 utiliza-se a teoria
da méxima tensdo circunferencial, segundo a qual define-se que a fissura ird crescer
perpendicularmente a direcdo de atuagdo da maxima tensdo principal de tragdo. Para
tanto deve ser utilizado o estado de tensdo atuante na extremidade da fissura e em
seguida a dire¢do pode ser obtida empregando a seguinte relagao:

1 2.7,
0, =—-ArcTan — 2 (6.3)
2 o,.—0,
Esse procedimento é empregado com sucesso no trabalho de SALEH (1997) e

fornece bons resultados conforme seréd apresentado neste capitulo.
6.1.3 — Incremento no Comprimento da Fissura

Quando o estado de tensdo na extremidade da fissura supera o previsto pelo
critério de ruptura ocorre a propagacdo da fissura. No entanto a magnitude do
incremento no comprimento da fissura deve obedecer a lei ndo linear adotada para a
representacdo das tensdes coesivas. Assim deve ser encontrado o ponto, na direcdo
definida pela Eq. (6.3), em que o estado de tensdo seja igual, ou pelo menos préximo
dentro de uma certa tolerancia, ao previsto pelo critério de ruptura. Quando esse ponto é
encontrado determina-se a ‘“nova” ponta da fissura coesiva. Neste trabalho a nova
extremidade da fissura coesiva é encontrada utilizando-se o método da bisseccdo. Assim

os incrementos no comprimento das fissuras sdo determinados automaticamente no
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cddigo computacional desenvolvido. Além disso, esse procedimento € consistente ja que

obedece a uma lei coesiva escolhida.
6.1.4 — Modelo Coesivo via Operador Constante

Ap6s determinados o estado de tensdo na ponta da fissura, o angulo de
propagacdo e o incremento no comprimento da fissura pode-se agora partir para o
processo incremental iterativo. Serd aqui descrito o procedimento desenvolvido para a
andlise de materiais quase frageis, empregando o modelo de fissura ficticia via MEC,
utilizando o operador constante. Nesse modelo o equilibrio é obtido por meio da
reaplicacdo da diferenca entre as tensdes atuantes reais e as tensdes maximas previstas
pelo critério coesivo. As matrizes que multiplicam as grandezas conhecidas e
desconhecidas no contorno ndo mudam durante o processo iterativo, o que d4 origem a
denominacdo operador constante.

Nesse tipo de andlise os seguintes passos devem ser seguidos:

1) Aplica-se um incremento no carregamento aplicado.

2) Calcula-se o estado de tensdo na ponta da fissura, o angulo de propagacgdo e

também o incremento no comprimento da fissura.

3) Calcula-se a tensdo verdadeira por meio da lei coesiva adotada.

4) A diferenca entre a tensdo atuante e a tensdo verdadeira deve ser reaplicada

na estrutura de forma a obten¢ao do equilibrio.

5) Verifica-se a convergéncia por meio do calculo das normas de deslocamento
ou forga: ||AU —AU i_1|| <Tolerancia ou ||AR —APH” <Tolerdncia .

6) Se a norma para convergéncia é atendida aplica-se um novo incremento de
carga. Caso contrdrio deve-se repetir os passos 3 a 6.

Constata-se que esse procedimento € bastante simples e conduz a bons

resultados, apesar de requerer um elevado ndmero de iteracdes na busca pelo equilibrio.

6.1.5 — Formulacdo do MEC para a Andlise de Problemas de Fratura Coesiva via

Operador Tangente Consistente

Nesse topico serd descrita a formula¢do ndo linear com operador tangente

consistente para a andlise de fratura coesiva via MEC. A utiliza¢do desse operador tem
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por objetivo tornar a analise mais eficiente, reduzindo o numero de iteracdes necessarias
para a obtencao do ponto de equilibrio em cada incremento de carga. Esse procedimento
foi ja empregado com sucesso nos trabalhos de FUDOLI (1999), BOTTA (2003) e
LEITE (2007), embora nesses trabalhos os modelos ndo lineares tratados ndo fossem de
fratura.
Inicialmente pode-se escrever a equagdo geral do MEC, conforme discutido no
capitulo 5, da seguinte maneira:
HU =GP (6.4)
As matrizes e vetores descritos na Eq. (6.4) podem ser divididos segundo sua
localiza¢ao no modelo. Os pontos fontes podem estar sobre o contorno, ¢, ou sobre as
faces de fissuras, f. Assim:
HU.+H,U,=G,F.+G, P, 63
HU. +H,U,=G.P.+G,P,
A fissura apresenta duas faces, uma delas localizada a direita e a outra a
esquerda de sua linha geométrica média. Na Eq. (6.5) os pontos fontes localizados sobre
a fissura podem ser separados em pontos fontes pertencentes a face esquerda e a face

direita. Assim:
HU +H'U'+HU=G. P +G'P'+G* P
o f o f o f o f (66)
HU,+H'U"+H'U=G,_P.+G'P'+G* P*
Je= e Ff Fof Jete s Foor
Onde os indices d e e distinguem os pontos fontes localizados nas faces direita e
esquerda da fissura respectivamente.

O sistema de equagdes apresentado na Eq. (6.6) pode ser resolvido para as

grandezas conhecidas no contorno. Dessa forma:

AX+H'U'+H U =F+G'P'+G* P*

o f of ! o f o f ( 67)
AX+HU'+H'U'=F+G'P'+G* P

mof 7 f /A P/

As matrizes A

cc?

A, resultam da troca de colunas entre as matrizes

H._eG

«H, eG, rtespectivamente. Os vetores FeF s3o obtidos a partir das
grandezas conhecidas no contorno. Na Eq. (6.7), os deslocamentos e forcas de
superficie obtidos nos pontos fontes sdo referenciados ao sistema cartesiano ortogonal
xy. No entanto pretende-se que essas grandezas sejam descritas segundo as direcdes
paralela e normal aos elementos de contorno aos quais pertencem. Dessa forma as

grandezas citadas devem ser multiplicadas pela matriz de rotacdo mostrada na Eq. (6.8).
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U | | Cos(8) Sen(0) ||U" P’ | | Cos(8) Sen(0) || P* ©6.8)
U |~ | =Sen(8) Cos@ ||U| | P || =Send) cCos®)|| P’ '

Na Eq. (6.8) os indices p e n referem-se as dire¢des paralela e normal ao

elemento de contorno considerado. A varidvel @ representa o angulo de inclinagdo entre
o elemento de contorno considerado e o eixo x do sistema cartesiano. Considerando a
separacdo dos deslocamentos e forcas de superficie nas faces das fissuras nas direcdes

paralela e normal pode-se reescrever a Eq. (6.7) como:
ACCX +Hdedp +HdnUdn +HepUep +HenUen — F+dePdp +Gandn +GepPep +GenPen
o f o ! o ! o ! o f o f o f o f ( 6 9)
AX+H"UY +H"U" +H'U? + H"U®" = F,+G”P" +G"P" +G"P" +G*' P
xr f xr f o f 1 f xr f 1 f 1 f fof
Podem ser definidas agora duas varidveis que serdo de grande importancia na
formulacdo. A primeira delas refere-se a soma entre os deslocamentos paralelos nos

pontos fontes simetricamente opostos das faces da fissura. Essa varidvel, chamada aqui

de AU, serd utilizada para a substitui¢do dos deslocamentos paralelos situados na face

esquerda da fissura. A outra varidvel € a soma entre os deslocamentos normais nos
pontos fontes simetricamente opostos nas faces da fissura. Essa soma dd origem a
abertura entre as faces da fissura e serd aqui denominada de AU . Assim como no caso
anterior AU serd empregado na substituicdo dos deslocamentos normais da face

esquerda. Assim:

AU =UT+U" = UT=AU-UY

f

) ) (6.10)
AU=UT"+U" = U"=AU-U"
Substituindo os termos apresentados na Eq. (6.10) na Eq. (6.9) obtém-se:
AX+HUY +H"U" +H? (AU, ~U" )+ H" (AU -U" )= F +G"P" +G"P" +G"P* +G*' P" ©.11)

AX+HPUT + H"U" +H? (AU, ~U")+H" (AU -U") = F,+G"P" +G"P" +G"P" +G*"P"
: £ I Ir I I I i I £ I I f i I i I
Agrupando os termos semelhantes da Eq. (6.11) esta pode ser reescrita como:
AX+(H?=H?)U? +(H" =H")U" + HTAU, + H"AU = F +G" P + G"P" + G P" + G P"
cc o o r o o r o s o o s g s o s g s (6.12)
AX+(HY=H?) U +(H" —~H")U" + H"AU, + H"AU = F,+G"P" + G"P" +G"P" +G" P"
fe 7 /f 7 /f /f 7 7 5 7 1 £oor Foof Foof For
Agrupando os termos da equagao em um tnico membro tem-se:
A“.X +(Hdp —H® )Udp +(me _H* )Udn +HepAUS L HOAU — F —G» p% — G p —G* p» — G p* (6 13)
Y(U, P) — of o ! o o ! o o o f o ! o ! o f .
AfL-X +(Hdp —H )Udp +(Hdn —H )Udn +H€]JAUY +HOAU — Fl _G¥pP G pi G PP — G P
f f f big f f f b f f f f f f f f f
A equacgdo de equilibrio ndo linear, Eq. (6.13), é geral para qualquer que seja a
lei constitutiva para as tensdes coesivas. Isso torna a formulagdo tnica e aplicdvel a uma

vasta categoria de modelos coesivos.
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Para resolver a Eq. (6.13), ndo linear em X ,U“/f” ,U}”‘,AUS,AU utiliza-se um

esquema iterativo, adotando-se um procedimento do tipo Newton-Raphson, com as
fases de previsdo e corre¢do. Na solugdo iterativa utiliza-se:
AX =AX! +AX ]
AUY V=AUP + AU
dn i+1__ dn i dn i
AU M= AU I+ AU
AU, ’:1= AU, +AU, !
AU =AU! + AU!

(6.14)

Onde o indice i1 indica a iteracdo. A determinacdo das variacdes

SAX! ,OAUY L, OAUS" | ,6AU, | e SAU na iteragdo i resultam da expansdo em série de

Taylor, em torno de AX' AU® ' AU AU.' ¢ AU', da Eq. (6.13), ou seja:
y n f n fon s n n q J

W(ULE) o Y (ULE) ov (u,. 7)) ov (u,. 7)) ) (613

dn i

dp i i

OAU! =

S v (UL.P))
(v.-£)+ OAX! "TAAUT TN/ TN/ AU

A matriz formada pelo conjunto das sub-matrizes que multiplicam os termos das
variacOes constituem o operador tangente consistente. Esse operador dependera da lei
coesiva adotada a qual deverd estar incidindo sobre os termos ao qual t€ém influéncia.

As leis coesivas mais utilizadas na literatura relacionam as forcas coesivas
atuantes nas faces da fissura ao deslocamento normal das mesmas. Como estas forcas de
superficie devem estar em equilibrio pode-se reescrever a Eq. (6.13) como:

AX+(HY=H?) U +(H" ~H")U" + HTAU, + H"AU - F =G P" ~G"P" -(G" +G" )P (6.16)

Y(U,pP)=
AX+(HY=H\ U +(H" ~H")U" + H7AU, + H"AU - F, =G P* ~-G"P” -(G" +G” | P
1t 1t f ff 1t f g ° bid 1t f g f ff bid f

Portanto a matriz tangente para o caso de fratura coesiva € dada por:

[ay}: A (6.17)
x |7\ A,
d - €
Wi | |(Hy-HY)
{ oY }z (Hiy —H) (6.19)
Uy | | (Hy-HY)
oy |_|HY (6.20)
AU, | | H?
oP,

HY -(Gy+Gy)-—+
[ oY }: 7 (G5 +67) AU (6.21)
JAU

oP
Hy—(Gy+Gy )=

oAU
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Nessa formulacio foram consideradas duas leis coesivas, as quais sdo descritas
no capitulo 3. Estas s@o as leis coesivas linear e bi-linear. Para a lei coesiva linear as

forgas coesivas sao regidas pela seguinte equacao:

AU
p=fl1-2L 6.22)
/ f’( AUC,]

Onde o termo AU, representa a abertura critica do material e f, a resisténcia a

tracdo do material. Com essa lei constitutiva o termo P, /oAU € dado por:

oF ___f (6.23)
AU AU,

A lei coesiva bi-linear é formada por dois trechos lineares, com diferentes
inclinacdes, relacionando as forgas coesivas a abertura normal das faces da fissura

conforme discutido no capitulo 3. A lei coesiva bi-linear é dada pelas seguintes

equacgoes:
P =, —(MJ-AU se 0SAU <Au’
Au
] . (6.24)
f =M+f,"- oA se Au <AU AU,
Au —AU_, Au —AU,,
Sendo:
. . 0,8-G 3,6-G

f _S Au'=——"L AU, =—"——L (6.25)

3 /. /.

Onde G, representa a energia de fratura. De acordo com a Eq. (6.24) pode-se
agora determinar o termo P, /0AU para a lei coesiva bi-linear. Esse termo para os dois

trechos da lei coesiva sdo apresentados na Eq. (6.26).

9P _f :

L f se 0<AU <Au
JAU Au 626
an ﬁ"

se Au' AU <AU,,

0AU Au -AU,,

Através dessa formulacdo a convergéncia em cada passo de carga € obtida
calculando-se a norma dos deslocamentos ou das forgas: ||AU —AU i_l|| <Tolerancia ou
||AE—AE_1||STolerdncia. Se uma dessas relagdes for atendida, ou mesmo ambas,

obtém-se a convergéncia do passo de carga e passa-se a um novo incremento de carga.

Quando AU 2AU,, o termo dp, /oAU torna-se nulo e o operador € recalculado.
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6.1.6 — Exemplo 1: Viga sob Flexdo em Trés Pontos

A estrutura considerada neste exemplo refere-se a uma viga de concreto
solicitada sob flexdao em trés pontos, conforme apresentado na Fig. (6.2). Trata-se de
uma viga de 80 cm de comprimento e 20 cm de altura com um entalhe central de
profundidade igual a 5 cm. O resultado experimental dessa estrutura € apresentado em

SALEH (1997) sendo seguintes as propriedades do material: resisténcia a tracdo do

concreto, f, =3,0MPa ; moédulo de elasticidade longitudinal, E=30000MPa ;
coeficiente de Poisson de v =0,15 ; e energia de fratura Gf =75N/m .

Na andlise desse exemplo foram consideradas trés diferentes leis constitutivas
para a representacdo das tensdes coesivas. As leis empregadas s@o linear, bi-linear e
exponencial que ja foram discutidas anteriormente no capitulo 3. Foram considerados

ainda 24 passos de carga para a aplica¢do do carregamento sendo que a tolerancia para a

-5
1-10 , baseada na norma de forcas.

;

convergéncia de cada passo € igual a

50 mm

200 mm

400 mm 400 mm

Figura 6.2 Estrutura considerada na andlise.

Na andlise desse exemplo foram utilizadas as formulagdes com operadores
tangente e constante. Nos resultados que serdo apresentados o indice “OT” indicam as
curvas onde foi empregada a formulacdo com Operador Tangente sendo que nas demais
curvas foi utilizado operador constante.

Na Fig. (6.3) é mostrado um diagrama carga x deslocamento envolvendo as
andlises experimental e numéricas. Nessa figura pode-se constatar que as trés leis
constitutivas utilizadas para governar as tensdes normais nas faces da fissura levam a

resultados coerentes com o previsto pelo modelo experimental. Além disso, ambas as
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formulacdes utilizadas levam a resultados que concordam com o resultado experimental

validando, portanto, o c6digo computacional e o algoritmo proposto.
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T T T T T T T ]
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20

Deslocamento (mm)

Figura 6.3 Diagrama Carga x Deslocamento para a estrutura analisada.

Na Fig. (6.4) é apresentada a evolugdo da propagacdo do entalhe central até o
ultimo ponto de aplicacdo de carregamento. Pode-se observar que o a estrutura fica

muito préxima ao colapso, no entanto nao ocorre a separacao do corpo em duas partes.

Figura 6.4 Propagacdo da fissura. Entalhe inicial e configuragao final.

Na Fig. (6.5) é mostrado um comparativo com o nimero de iteracdes necessdrias
por intervalo de passos de carga para a obtencdo do equilibrio. Essa figura ilustra a
eficiéncia da formulacdo proposta via operador tangente consistente, uma vez que essa
formulacao permite a resolucao do problema nao linear empregando um nimero menor
de iteragdes, quando comparada a formulagdo com operador constante. Como mostra a
Fig. (6.5), mesmo durante a fase de amolecimento, a partir do passo de carga 5, a

formulacdo via operador tangente consistente consegue obter o equilibrio com poucas
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iteragdes. Esta figura mostra também que a formulacdo proposta via operador tangente
necessita de um numero de iteragdes aproximadamente 10 vezes menor quando
comparado a formulagdo via operador constante. Isso mostra que a formulagdo proposta
além de fornecer bons resultados € mais eficiente, sendo a solu¢do obtida mais

rapidamente.
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o

400

w
o
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1-6 ‘ 7-12 ‘ 13-18 ‘ 19-24 @O Linear @Bi-Linear @ Exponencial O Linear OT 8 Bi-Linear OT

Intervalo de Passos de Carga

BB Linear @ Bi-Linear O Exponencial @ Linear OT H Bi-Linear OT

Figura 6.5 Comparativo do niimero de iteracdes por passo de carga. Niimero de iteracdes proporcionais.

6.1.7 — Exemplo 2: Viga Analisada em GALVEZ et. al (1998)

A estrutura considerada neste exemplo refere-se a viga de concreto solicitada a
flexdo e apresentada na Fig. (6.6). Trata-se de uma viga de 67,5 cm de comprimento e
15 cm de altura com um entalhe inicial posicionado em sua face inferior de
profundidade igual a 7,5 cm. O resultado experimental dessa estrutura é apresentado em

GALVEZ et al. (1998) sendo seguintes as propriedades do material: resisténcia a tragdo

do concreto, f, =3,0MPa ; médulo de elasticidade longitudinal, E=37000MPa ;
coeficiente de Poisson de v=0,20 ; e energia de fratura G = 69N /m .

Nesse exemplo as leis coesivas linear, bi-linear e exponencial foram empregadas
para governar o comportamento das forcas de superficies normais durante o processo de
crescimento da fissura. Foram considerados ainda 24 passos de carga para a aplicacdo

do carregamento sendo que a tolerancia para a convergéncia de cada passo € igual a

-5
110 , baseado na norma de forcas. Na andlise desse exemplo foram utilizadas as

formulacdes com operadores tangente e constante. Assim como no exemplo anterior, o
termo “OT” indicam as curvas onde foi empregada a formulagdo com Operador

Tangente sendo que nas demais curvas foi utilizado operador constante.
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Figura 6.6 Estrutura considerada na andlise. Dimensdes em mm.

Na Fig. (6.7) é apresentado um diagrama carga x deslocamento, para o ponto de
aplicacdo da carga, onde s@o mostrados os resultados das andlises experimental e
numéricas. Por meio dessa figura pode-se constatar que as trés leis constitutivas
utilizadas na determinac@o das tensOes coesivas levam a resultados coerentes com o
previsto pelo modelo experimental. Além disso, ambas as formulagdes utilizadas levam
a resultados que concordam com o resultado experimental validando, portanto, o cédigo
computacional e o algoritmo proposto. Deve-se ainda ressaltar que nos modelos via
operador tangente os resultados obtidos encontram-se mais proximos, ao modelo

experimental, do que os obtidos pelo modelo com operador constante.
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Figura 6.7 Diagrama Carga x Deslocamento para a estrutura analisada.

Na Fig. (6.8) € ilustrada a trajetéria de crescimento da fissura até o ultimo
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incremento de carga. Constata-se que essa trajetéria € coerente com a resposta
experimental mostrada em GALVEZ et al. (1998).

-

-

-

o
-

Figura 6.8 Propagacdo da fissura. Entalhe inicial, crescimento da fissura e configuracao final.

Na Fig. (6.9) ¢ mostrado um comparativo com o nimero de iteracdes necessarias

por intervalos de passo de carga para a obtencdo do equilibrio. Essa figura ilustra a

eficiéncia da formulag@o proposta via operador tangente uma vez que essa formulagdo

permite a resolucao do problema ndo linear empregando um niimero menor de iteragdes,

quando comparado a formulagdo via operador constante. Como mostra a Fig. (6.9),

mesmo durante a fase de amolecimento, a partir do passo de carga 10, a formulagdo via

operador tangente consegue obter o equilibrio com poucas iteracdes. Esta figura mostra

também que a formulac@o proposta via operador tangente necessita de um nimero de

iteragdes 8 vezes menor, aproximadamente, quando comparado a formulacdo via

operador constante. Isso mostra que a formulacdo proposta é mais eficiente sendo a

solucdo obtida mais rapidamente.
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Figura 6.9 Comparativo do niimero de iteracdes por passo de carga. Numero de iteragdes proporcionais.
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6.1.8 — Exemplo 3: Viga Multi-Fissurada sob Flexdo em Quatro Pontos

Nesse exemplo serd analisada a estrutura apresentada na Fig. (6.10). Trata-se de
uma viga de concreto solicitada a flexdo em quatro pontos a qual apresenta
comprimento igual a 1,5 m e altura de 0,50 m, sendo as cargas aplicadas nos tercos

médios da viga. Foram adotadas as seguintes propriedades para o material que constitui
a viga: resisténcia a tracdo, f, =3,0MPa ; moédulo de elasticidade longitudinal,
E=30000MPa ; coeficiente de Poisson v =0,20 ; e energia de fratura Gf =75N/m .

Fr2 F/2

0,5m

1,5m

Figura 6.10 Estrutura considerada na anélise.

Na andlise desta estrutura foi considerada a presenca de 11 fissuras distribuidas
em sua borda inferior como mostra a Fig. (6.11). Nesta figura vé-se também a malha de
elementos de contorno utilizada. Para a andlise desse exemplo foram consideradas duas
leis constitutivas para a representacao da distribui¢ao das tensdes coesivas nas faces das
fissuras, leis coesivas linear e bi-linear, sendo utilizada somente a formulacdo que
emprega o operador tangente. Foram considerados ainda 25 passos de carga para a

aplicacdo do carregamento sendo que a tolerancia para a convergéncia de cada passo

iguala 1- 107, baseado na norma de forga.

oy
anaa

fonne

jaann

booob 4 IO |

Figura 6.11 Distribui¢@o das fissuras e malha de elementos de contorno utilizada.
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Foi analisado o diagrama carga X deslocamento para a estrutura o qual €
apresentado na Fig. (6.12). Pode-se constatar que o resultado obtido é semelhante ao
apresentado nas Fig. (6.3) e Fig. (7.7), ou seja, a andlise utilizando lei coesiva linear é
ligeiramente mais rigida se comparada ao caso onde a lei coesiva bi-linear € empregada.

Em ambos os casos foi possivel obter parte do trecho de amolecimento da curva.

300 N\
240 -
£ 180 -
©
o
S
o
120
60 -
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0,00003 0,00006 0,00009 0,00012 0,00015
Deslocamento (m)
| —Linear OT — Bi-Linear OT|

Figura 6.12 Diagrama Carga x Deslocamento para a estrutura analisada.

Na Fig. (6.13) € apresentada a evolucdo do crescimento das fissuras até o ultimo
ponto de aplicagdo de carregamento. Pode-se observar que apenas cinco das onze

fissuras propagam durante o processo.

Figura 6.13 Propagacdo das fissuras. Estagio inicial, crescimentos intermedidrios e configuragao final.

6.2 — Formulacdo do MEC Para a Andlise de Fratura Eldstico Linear

Neste item serd discutida uma formulacdo desenvolvida para a andlise de

problemas de propagacdo de fissuras em estruturas planas sob o regime de
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comportamento da mecanica da fratura eldstico linear. Serd apresentada uma
formulagdo empregando um operador tangente e também os procedimentos
considerados para o célculo dos fatores de intensidade de tensdo nos modos I e II, o

angulo de propagacdo e o fator de intensidade de tensdo equivalente.

6.2.1 — Formulagdo do MEC Para Andlise de Problemas de Fratura Eldstico Linear via

Operador Tangente Consistente

A formulacdo que serd aqui apresentada para a anélise de fratura eldstico linear €
muito semelhante a apresentada no item 6.1, para problemas ndo lineares. A grande
diferenca é que nos problemas de fratura eldstico lineares ndo existe uma lei coesiva
para governar o comportamento das forcas de superficie apds o crescimento das
fissuras. O que ocorre nesses modelos € a ruptura sempre fragil do material, o que faz
com que as for¢as de superficie atuantes nas faces das fissuras que crescem sejam nulas.

. . Ly ~ dp dn
Sendo assim, as grandezas a serem determinadas na andlise sdo X, UP U AU e AU

De acordo com o discutido acima pode-se reescrever a Eq. (6.13) considerando a
condicdo de ruptura fragil do material. Assim:
dp ep dp dn en dn ep en dp ep p dn en n
v P AX+(H?=H) U +(H" ~H")U" + HTAU,+ H"AU —=F =(G” +G” | P’ =(G" +G" )P (6.27)
Aﬁ_X +(Hdp _Hep)Udp +(Hdn _Hen)Udn +H€]JAUY +H"AU _Fl _(de +Ger/)Pp _(Gdn +sz)Pn
f f f 1 f f f b f f 1 f big f f
Portanto os termos do operador tangente consistente para o problema de fratura

elastico linear ficam dados por:

FY}: A (6.28)
ax || A,
LU ) |(m - Hy),
i BY __ (Hfdfn_H:fn) (630)
dn |~ n en
_an_ _(H}If Hy )_
[ay}: H (6.31)
BAUS Hf}_
[ 24 }z Hy (6.32)
AU _H;f"_
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6.2.2 — Cdlculo dos Fatores de Intensidade de Tensdo e do Angulo de Propagagdo

Além da formulagdo para a determinacdo das grandezas desconhecidas no
contorno deve-se ainda utilizar procedimentos para o cdlculo dos fatores de intensidade
de tensdo e do angulo de propagac¢do das fissuras envolvidas na andlise. Nesse trabalho
foi escolhida a técnica de correlagdo de deslocamentos para o cdlculo dos fatores de
intensidade de tensdo nos modos I e II. Esta técnica correlaciona os deslocamentos de
pontos sobre as faces da fissura aos fatores de intensidade de tensao nos modos I e II.
Esta técnica, assim como suas equagdes, estdo descritas no capitulo 3.

O angulo de propagacdo e o fator de intensidade de tensdo equivalente sdo
calculados utilizando-se teorias de interacdo de modos. Nesse trabalho foram
consideradas as teorias da maxima tensdo circunferencial, maxima taxa de liberagcao de
energia e minima densidade de energia. Por meio dessas trés teorias de interacdo
existem expressoes para o calculo do angulo de propagacdo e do fator de intensidade de
tensdo equivalente as quais sdo escritas em termos dos fatores de intensidade de tensdo
nos modos I e II. No capitulo 3 essas teorias de interagdo s@o discutidas, bem como as

expressoes para o cdlculo dessas grandezas.

6.2.3 — Exemplo 4: Determinacdo dos Fatores de Intensidade de Tensdo e do Angulo de

Propagacdo em Problema de Fratura Eldstico Linear

Sera discutida neste item a obtencdo dos fatores de intensidade de tensdo e do
angulo de propagacdo para um problema tipico da mecanica da fratura elastico linear.
Neste problema € possivel exprimir as grandezas citadas através de expressdes
analiticas, as quais servirdo de parametro para aferi¢do da precisdo da formulagdo
desenvolvida e implementada. Os fatores de intensidade de tens@o serdo determinados
pela técnica de correlagdo de deslocamentos ja discutida no capitulo 3. Ja para o angulo
de propagacdo e o fator de intensidade de tensdo equivalente serdo testadas as trés
teorias de interagao de modos descritas também no capitulo 3.

A estrutura a ser analisada € a apresentada na Fig. (6.14). Trata-se de uma viga
bi-apoiada com uma carga concentrada no centro do vdo apresentando ainda uma

fissura localizada no centro de sua face inferior. A viga apresenta 5 metros de
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comprimento e 1 metro de altura, com os seguintes parametros do material: médulo de

elasticidade longitudinal £ =210- 10° k% , € coeficiente de Poisson v =0,20.

3,0kN

L

1,0

Figura 6.14 Geometria e carregamentos para andlise. Dimensdes em m.

Inicialmente serdao comparados os valores para os fatores de intensidade de

tensdo para o modo I e II. A solugdo analitica para o problema em questdo ¢

apresentada em BROEK (1986) sendo € igual a:

a % a a a a ’
3. 11,994 [ 1-% || 2,15-3,93 2,7-| &
P-S W, W, LW W, W,

- . (6.33)
— 7
B W 2
v 2-(1+2-“M1—“j
W W,

v v

em que: S, € o vao da viga, W, a altura da viga, a extensdo da fissura, B espessura do

corpo e P, valor da carga concentrada.

A estrutura em questdo € solicitada somente ao modo I de fratura, portanto, a
resposta analitica para o fator de intensidade de tensao no modo II deve ser nula. Foram
utilizadas trés diferentes discretizagdes para as faces da fissura na andlise, as quais sdo

compostas por 8, 10 e 12 elementos. Na tabela 6.1 sdo apresentados os resultados.

Tabela 6.1 Comparacgdo dos fatores de intensidade de tensdo modo I e II.

Numero de elementos na

. L . K, MEC K, MEC |K, Analitico| K, Analitico
discretizagdo da fissura

8 21,61374 | 1,29036.10°
10 21,4961 |1,40899.102| 21,4086 0,00000
12 21,41077 | 1,43933.10°

Por meio da tabela 6.1 constata-se que os resultados obtidos sdo muito préximos

aos previstos analiticamente mesmo com o emprego de uma discretizacdo nao muito
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refinada nas faces da fissura. Para a malha com 12 elementos o erro em relagdo ao
previsto analiticamente € de apenas 0,010% para o modo I indicando assim a eficiéncia
da formulagao implementada.

Foram comparados também o fator de intensidade de tensdo equivalente e o
angulo de propagacdo para as trés teorias de interacdo de modos descritas no capitulo 3.

Os resultados do comparativo dessas grandezas sao mostrados na tabela 6.2.

Tabela 6.2 Comparacéo dos fatores de intensidade de tensdo equivalentes e angulo de propagagdo.

Teoria de Interacao
de modos ¢ K equivalente ¢propagacao (f ad)
Maxima Tenséao Circunferencial 21,41079 1,569434
Maxima Taxa de Liberecao de Energia | 21,41079 1,569295
Minima Densidade de Energia 21,93039 1,569435

Pode ser verificado que os resultados obtidos s@o coerentes com os descritos na
Tabela 6.1 para o fator de intensidade de tensdo equivalente. Como a estrutura é
solicitada somente ao modo de fraturamento I € natural que o fator de intensidade de
tensdo equivalente seja proximo ao valor do fator de intensidade de tensdo no modo 1.
Além disso, os resultados para esta grandeza obtidos pelas trés teorias de interagao
empregadas concordam entre si indicando a coeréncia dos resultados.

Ja as respostas para o angulo de propagacdo seguem 0 mesmo comportamento.
Os valores dessa grandeza obtidos por meio das trés teorias de interacdo ndo diferem
substancialmente quanto comparados entre si, sendo esses valores coerentes com o
modo de fraturamento atuante, ou seja, angulo de propagacdo préximo a 90°.

Dessa forma, os resultados obtidos validam a formulagdo proposta. Mais
resultados dessa formulacdo podem ser encontrados em LEONEL (2006) e em

LEONEL et. al (2006, 2007).

6.2.4 — Exemplo 5: Estrutura Plana com Dois Furos e Duas Fissuras

Apo6s ser validado o procedimento de calculo dos fatores de intensidade de
tensdao e do angulo de propagacgdo serd agora verificada a trajetoria de crescimento da
fissura. Para isso serd analisada a trajetéria de crescimento das fissuras, sob o regime da
mecanica da fratura eldstico linear, na estrutura apresentada na Fig. (6.15). Trata-se de
uma estrutura plana com 20 mm de comprimento € 10 mm de altura contendo dois

furos de didmetro igual a 4 mm em seu interior. Nessa estrutura estdo ainda presentes
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duas fissuras, cada uma com comprimento igual a 1,0 mm, as quais estdo posicionadas
em suas bordas laterais.

O carregamento considerado é composto por deslocamentos prescritos nas faces
inferior e superior respectivamente. Nesse exemplo adotaram-se como propriedades do

material estrutural E=98000MPa e coeficiente de Poissonv =0,3. Nesse exemplo a

estabilidade ao crescimento da fissura nao foi estudada uma vez que o interesse estd em

se comparar a trajetéria de crescimento das fissuras.

Uy = 1,0
A I
2
1,0 o~
2 — )T
~
]
N o~
10
w [ ———
o0
I 20,0

Figura 6.15 Estrutura e carregamentos analisados. Dimensdes em mm.

Nessa andlise foi empregada a técnica de correlacdo de deslocamentos para a
determina¢do dos fatores de intensidade de tensdo atuantes nas fissuras. Foi utilizada
também a teoria da méxima tensdo circunferencial para a determinacdo do angulo de
propagacdo e também do fator de intensidade de tensdo equivalente solicitante nas
fissuras.

A trajetdria de crescimento das fissuras foi comparada com a resposta obtida em
BOUCHARD et. al. (2003) onde os autores estudam o crescimento de fissuras em
dominios bidimensionais via método dos elementos finitos. No modelo de
BOUCHARD et. al. (2003) os fatores de intensidade de tensdo nos modos I e II sido
calculados utilizando-se a integral J, enquanto o angulo de propagacdo e o fator de
intensidade de tensdo equivalente sdo calculados pela teoria da mdxima tensdo
circunferencial.

Na Fig. (6.16) sao apresentadas as trajetdrias de crescimento das fissuras obtidas
pela formulacdo implementada, via MEC, e por meio da metodologia apresentada em

BOUCHARD et. al. (2003).
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Figura 6.16 Comparativo do crescimento das fissuras na estrutura considerada.

Como apresentam as respostas da Fig. (6.16) verifica-se que as trajetdrias de
crescimento das fissuras sdo muito semelhantes validando, portanto a implementacdo
do cddigo via MEC efetuada para a modelagem do crescimento de fissuras em

dominios bidimensionais.

6.2.5 — Exemplo 6: Chapa com uma Fissura Solicitada em Modo 11

Nesse item serd tratada a estrutura apresentada na Fig. (6.17). Trata-se de uma

estrutura plana solicitada predominantemente em modo II de fraturamento. Nessa

estrutura estd presente uma fissura a qual estd posicionada no meio de sua face
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esquerda. O carregamento considerado nesse exemplo é composto por quatro forcas de

superficie simetricamente posicionadas nas faces da estrutura com valor unitério.
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Figura 6.17 Estrutura e carregamentos analisados.

Nesse exemplo foram adotados os seguintes valores para as propriedades do

material que constitui a estrutura: modulo de elasticidade longitudinal igual a

E=2,1-10° k% ,, coeficiente de Poisson v=0,3. A estabilidade ao crescimento da

fissura ndo foi verificada uma vez que o interesse da andlise encontra-se em comparar a
trajetoria de crescimento da fissura e também os fatores de intensidade de tensdo
atuantes na fissura. Nessa andlise ndo se busca obter a carga de ruptura da estrutura.

Os fatores de intensidade de tensdo foram calculados utilizando-se a técnica de
correlacdo de deslocamentos. Foi utilizada também a teoria da maxima tensdo
circunferencial para a determinagcdo do angulo de propagacdo e também do fator de
intensidade de tensdo equivalente.

Na andlise estrutural atengdo especial foi dada a trajetéria de crescimento da
fissura e aos fatores de intensidade de tensdo atuantes. Além de ser analisada pelo
codigo computacional em elementos de contorno desenvolvido, a estrutura foi também
analisada pelo programa FRANC 2D. Este programa, disponivel gratuitamente na
internet, foi desenvolvido pela Universidade de Cornell, EUA, permitindo a andlise de
propagacdo de fissuras em estruturas planas via método dos elementos finitos. Na
constru¢do do modelo via FRANC 2D os fatores de intensidade de tensdo sdo
calculados pela técnica de correlacao de deslocamentos e o angulo de propagacdo pela

teoria da méxima tensdo circunferencial. Na Fig. (6.18) é apresentado um comparativo
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da trajetéria de crescimento da fissura pelos dois métodos numéricos citados. Como
pode-se observar por meio dessa figura verifica-se que as trajetdrias de crescimento da
fissura sdo muito semelhantes o que valida a implementacdo do cédigo via MEC

efetuada.

r ey

Figura 6.18 Comparativo para as trajetérias de crescimento da fissura. MEC e FRANC 2D.

Nas Fig. (6.19) e Fig. (6.20) é apresentado um comparativo para os fatores de
intensidade de tensdo atuantes na estrutura para o carregamento aplicado. Por meio
dessas figuras pode-se verificar que as respostas, tanto para o modo I quanto para o
modo II de fraturamento, fornecidas pelo programa FRANC 2D e pelo c6digo via MEC
desenvolvido s@o concordantes o que valida a implementacdo desenvolvida nesse

trabalho.
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Figura 6.19 Comparativo K; FRANC 2D e MEC. Figura 6.20 Comparativo K;; FRANC 2D e MEC.
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KN/m*?

Fator de Intensidade de Tensao Modo Il
KN/m32

Além de comparar os resultados desse exemplo com uma modelagem via
método dos elementos finitos, esses resultados serdo agora comparados com as
respostas obtidas por SILVEIRA et al. (2005). Nesse trabalho os autores efetuaram a

andlise da propagacdo da fissura utilizando o MEC por meio de uma formulacdo que
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emprega funcdes de Green. Na Fig. (6.21) sdo mostradas as trajetdrias de crescimento
da fissura obtidas por SILVEIRA et al. (2005), formulacao do MEC desenvolvida nesse
trabalho e pela anédlise via método dos elementos finitos através do FRANC 2D. Como
apresenta essa figura o resultado fornecido pela formulacdo desenvolvida nesse trabalho
concorda com os resultados obtidos pelos pesquisadores SILVEIRA et al. (2005) e
também com o obtido através de outro método numérico, FRANC 2D. Assim
considera-se validada a implementacdo computacional do modelo em elementos de
contorno para a andlise da propagac¢ao de fissuras considerando a teoria da mecanica da

fratura elastico linear.

5.5 B . .
5.0 | 554 54
5
4.5 \ 48
\ 4.5 4
40 4.2
4 4
3.5 36
35
—0 3.0
>0 0.0 0.5 1.0 15 34
4 4
2.5 o Figsura Inicial 25 2.4
* Andlise !
— Andlise 2
2 T b -
20 | | o aos 1 15 00 09 15

Figura 6.21 Trajetdrias de crescimento da fissura. SILVEIRA et al (2005), MEC e FRANC 2D.

6.2.6 — Exemplo 7: Andlise de Localizagdo e Coalescéncia em Chapa com Miiltiplas

Fissuras

Neste exemplo serdo analisadas a localizacdo e a coalescéncia de multiplas
fissuras presentes em uma estrutura plana. A estrutura em questdo € a apresentada na
Fig. (6.22). Trata-se de uma estrutura plana de 400 cm de comprimento e 200 cm de
altura onde sdo prescritos dois deslocamentos em suas faces superior e lateral direita.
Existem ainda duas restricdes ao deslocamento presentes na face esquerda, engaste, e

por um apoio pontual na face inferior.
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uy, = 0,4 mm

uy =5,5 mm

200 cm

300 cm \/ 100 cm
1
Figura 6.22 Estrutura e carregamentos analisados.
Nesta estrutura estdo presentes quarenta fissuras distribuidas aleatoriamente no

dominio do corpo conforme apresentado na Fig. (6.23). Tanto o comprimento quanto o

angulo de inclinacao e localizag¢do na estrutura sao aleatoriamente escolhidas.

Figura 6.23 Fissuras aleatoriamente distribuidas no dominio do corpo.

Nesse exemplo adotou-se moddulo de elasticidade longitudinal igual a

E=2,1-10° k% , , coeficiente de Poisson de ©»=0,3 e fator de intensidade de tensao
resistente de K, =1,04-10’ kN 3 A andlise da estrutura foi realizada empregado-se
m 2

30 incrementos de carga. Nesse exemplo foi empregada a técnica de correlagdo de
deslocamentos para a determinacdo dos fatores de intensidade de tensdo de cada fissura.
Foi utilizada também a teoria da maxima tensdo circunferencial para a determinacdo do
angulo de propagac¢ao e também do fator de intensidade de tens@o equivalente.

Na Fig. (6.24) € mostrada a trajetéria de crescimento das diversas fissuras
presentes na estrutura. Verifica-se a propagacdo de vdrias fissuras as quais, por

coalescéncia, geram uma fissura principal que provoca a ruina da peca. Observa-se
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claramente a localizacdo da danificacdo gerando uma fissura principal. Nessa andlise,

como mostra a Fig. (6.24), constata-se a ruptura da estrutura em duas partes principais.

- L : i -

[
.

Figura 6.24 Andlise do crescimento das fissuras durante a andlise até a ruptura do corpo em duas partes.

Na Fig. (6.25) é apresentado o campo de deslocamentos na dire¢do horizontal
apds a ruptura do corpo. Fica bem claro o movimento de corpo rigido apds a separagao

da estrutura em duas partes.

00055 0.005 00045 0004 0.0035 0003 0.0025 0002 00015 0.001 00005 0

BT

Figura 6.25 Campo de deslocamento final na dire¢cdo X.

6.3 — Formulacdao do MEC Para a Andlise de Problemas de Contato entre

Faces de Fissuras via Operador Tangente Consistente

Neste item serd apresentada uma formulagdo, via operador tangente consistente,
para a andlise de contato entre faces de fissuras. Inicialmente serd apresentada a

formulag@o para o contato sem escorregamento (aderéncia perfeita). Em seguida serdao
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mostrados os termos do operador tangente consistente para o caso de escorregamento.

Neste modelo o contato ocorre somente entre as faces de fissuras.

6.3.1 — Formulacao com Operador Tangente Consistente para o Caso de Contato sem

Escorregamento e com ESCOTI"€gCll’I’l€I’llO

Para o desenvolvimento da formulacdo do problema de contato serd retomada a
formulacdo desenvolvida no item 6.1.5. Para a andlise de problemas de contato a
diferenca em relacdo ao caso ja discutido no item 6.1.5 sdo as grandezas que sofrem
variacdo no processo de Newton-Raphson. Para o caso de contato sem escorregamento

tem-se que tanto AU, quanto AU ndo sofrem variacdo durante o processo iterativo, elas

s@o nulas por definicdo. Nesse tipo de contato as forgas de superficie atuantes nas faces
da fissura, que sdo a regido de contato, sdo as grandezas a serem determinadas. Assim a
Eq. (6.13) pode ser reescrita considerando essas proposicdes da seguinte maneira:
dp ep dp dn en dn ep en dp ep dn en n
AX+(H?=H?) U +(H" =H")U" + HTAU, + H"AU = F (G +G" | P" = (G" +G" | P"  (6.34)

nen= AX+(HY—H?\ U +(H" —H")U" + H?AU, + H"AU - F, (G +G" ) P" = (G" +G” ) P"
K 7 / " 7 I 7 7 7 i ” 7]

Deve-se salientar que nesse modo de contato o problema a ser resolvido €
eléstico linear. A ndo linearidade surge no momento que o escorregamento ocorre € uma
lei é definida para governar o comportamento das forcas de superficie na regido do

contato. Portanto os termos do operador tangente consistente para o caso de contato sem

escorregamento ficam dados por:

[aY}: A (6.35)
15).¢ A,
T oy 1 [(HY -H?)]
aY[; _ ( of cf) (636)
P ep
LU ] (- HT) |
r T B Hdn _ en) |
aYd _ ( o ff) (6.37)
n dn en
_an J _(Hff —Hj )_
r ] dp ep
oY :{Gif +G 6.38)
p Ip ep
_an’ | Gy +GY
r T dn en
Y __ GCZ +Gy 6.39)
| oP; | Gy +Gy

Para o caso de contato com o escorregamento entre as faces das fissuras deve-se

escolher uma lei para governar o comportamento das forcas de superficie atuantes na

Capitulo 6 — Formulagdes Nao Lineares do MEC para a Anélise de Problemas de Fratura e Contato



141

regido do contato, uma vez que esta deve ser introduzida na formulag¢do. Neste trabalho
¢ utilizado o critério de Coulomb o qual pode ser expresso pela seguinte equagao:
P’ <cs—P"-Tan(9) (6.40)
Na Eq. (6.40) csrepresenta a coesdo entre os materiais do contato e @ € o
angulo de atrito. Assim as for¢as de superficie paralelas as faces da fissura dependem da
coesdo, do angulo de atrito e também da for¢a de superficie normal as faces da fissura.
Deve-se destacar que, na regido do contato, quando o primeiro membro da Eq. (6.40) é
menor que o segundo observa-se a situacdo de contato perfeito, ou seja, ndo ocorre
escorregamento. Nesse caso empregam-se as Eq. (6.35) a Eq. (6.39) para a
determinacao das forcas de superficie e deslocamentos no contorno. Ja quando se tem a
situacdo de igualdade da Eq. (6.40) observa-se o escorregamento das superficies em
contato.
Nessa condi¢do de contato as grandezas que sofrem variacdo na andlise sdo

X, U¥,Uy" AU, P} . Por definicdo AU deve ser igual a zero e p/ € determinado a partir

da lei de Coulomb. Assim o operador tangente consistente para o contato com

escorregamento fica assim definido:

[‘W} _| A (6.41)
ox || A,

kil [ (6.42)
U7 ]| (b 7))
_ 10 dn en |
Li" ) o (6.43)
| 9U}" | _(H_‘f’;.’_H;fn)_
Bald
0AU,, HY
P’
[ Z } feerieren ap;" (6.45)
op |~ |
" e o) -(eran) 5
f

Para os pontos fontes que pertencem a regido de contato com escorregamento

P! /0P =Tan(p). Deve-se destacar que no caso da andlise de problemas de contato com

escorregamento mas sem atrito, deve-se apenas definir que a coes@o e o angulo de atrito

do problema sejam iguais a zero.
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6.3.2 — Exemplo 8: Chapa com Fissura de Aresta com Contato sem Atrito

Neste item serd analisada a estrutura apresentada na Fig. (6.26). Trata-se de uma
chapa quadrada com o comprimento do lado igual a dois metros contendo, em uma de
suas arestas, uma fissura com um metro de comprimento. Esta estrutura é engastada em
sua base e em seu topo sdo prescritos dois deslocamentos unitdrios com os sentidos

indicados na Fig. (6.26). Foram considerados os seguintes valores para as propriedades

do material: moédulo de elasticidade longitudinal, E =1000k% , 5 coeficiente de

Poisson de v=0,2 ; coesao e angulo de atrito sdo iguais a zero.

Na andlise deste exemplo foi empregada a formulagdo para o problema de
contato via operador tangente. Os resultados obtidos por meio dessa formulacdo foram
comparados aos previstos pelo ANSYS, onde o mesmo problema foi modelado

utilizando o método dos elementos finitos.

1,0

1,0 1,0

P’

X

Figura 6.26 Estrutura analisada. Dimensdes em m.

Inicialmente sdo comparados os deslocamentos na direcdo x obtidos por meio
das duas andlises consideradas. Os resultados sdo apresentados na Fig. (6.27) onde
pode-se verificar que as respostas obtidas sdo concordantes para as duas faces da
fissura.

Os deslocamentos na dire¢do y foram também comparados sendo os mesmos

mostrados na Fig. (6.28). Por meio desta figura pode-se também verificar que as

Capitulo 6 — Formulagdes Nao Lineares do MEC para a Anélise de Problemas de Fratura e Contato



143

respostas obtidas usando os dois métodos numéricos considerados sdo muito

semelhantes indicando a eficiéncia da formulagao do MEC.

0,7
0,65

06
0,55 4 \

05
/

0,45
0,4 1
0,35 4
03

Deslocamento X

0,25
0,2 q
0,15

0 0,2 04 0,6 08 1
Posigédo ao longo da Fissura

‘—ANSYS Face Inferior =——MEC Face Inferior == ANSYS Face Superior =—— MEC Face Superior ‘

Figura 6.27 Comparativo dos deslocamentos nas faces da fissura direcdo x.

-0,37

-0,38 A

-0,39 A

0.4 1

041

Deslocamento Y

-0,42 A

-0,43 A

0,44

-0,45

Posicéo ao longo da Fissura

——ANSYS —MEC

Figura 6.28 Comparativo dos deslocamentos nas faces da fissura direcao y.

Finalmente as forcas de superficie na regido do contato foram também
comparadas, sendo estas apresentadas na Fig. (6.29). Observa-se também que para esta
grandeza os resultados obtidos por ambas as andlises realizadas sdo concordantes,

validando, portanto, a formulagdo desenvolvida e implementada.

475 \ 02 0,4 06 0,8 1

-485 -

-495

fissura

-505 -

-515

Forca de Superficie Normal nas faces da

-525
Posigédo ao longo da Fissura

——ANSYS ——MEC

Figura 6.29 Comparativo das forcas de superficie na regido do contato.
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6.3.3 — Exemplo 9: Chapa com Fissura de Aresta com Contato Considerando Atrito

A estrutura considerada para este exemplo € a ilustrada na Fig. (6.30). Assim
como no exemplo anterior a estrutura € formada por uma chapa quadrada com o
comprimento do lado igual a dois metros contendo, em uma de suas arestas, uma fissura
com um metro de comprimento. A estrutura apresenta um engaste em sua base sendo
que em seu topo sdo prescritos dois deslocamentos com os valores e dire¢cdes mostrados

na Fig. (6.30). Os valores para as propriedades dos materiais considerados foram:

modulo de elasticidade longitudinal, E=1000 k% , ; coeficiente de Poisson de
v=0,2 ; coesdo igual a zero e angulo de atrito ¢ =30°.

1,0

1,0 1,0

1,0

X

Figura 6.30 Estrutura analisada. Dimensdes em m.

Assim como no exemplo anterior foi empregada a formulacao para o problema
de contato via operador tangente, sendo os resultados obtidos por meio dessa
formulag@o, comparados aos previstos pelo software ANSYS, onde o mesmo modelo
foi analisado utilizando-se o método dos elementos finitos. Primeiramente sdo
comparados os deslocamentos na direcdo x obtidos por ambas as andlises consideradas.
Na Fig. (6.31) sdo apresentadas as curvas obtidas para os deslocamentos das duas faces
da fissura. Pode-se observar que as respostas obtidas por ambos os modelos sdo
concordantes indicando a precisdo da formulacido desenvolvida. J4 os deslocamentos na
direcdo y também foram comparados sendo ilustrados na Fig. (6.32). Por meio desta

figura pode-se também verificar, assim como nos resultados da Fig. (6.31), que as
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respostas obtidas por ambos 0s modelos sdo muito semelhantes validando a formulacao

proposta via MEC.

0,58

0,56

0,54

X\

0,52

A\

\

05

048

Deslocamento X

0,46

/
J

0,44

pZa

0,42

04

02 04 06 08 1
Posigédo ao longo da Fissura

‘—ANSYS Face Inferior =——MEC Face Inferior =——ANSYS Face Superior =—=MEC Face Superior ‘

Figura 6.31 Comparativo dos deslocamentos nas faces da fissura direcao x.

0,15

0,1

0,05

Deslocamento Y
o

-0,05

h\ 04 06 08 1

-0,1

-0,15

Posicéo ao longo da Fissura

——ANSYS —MEC

Figura 6.32 Comparativo dos deslocamentos nas faces da fissura direcao y.

As forcas de superficie na regiao do contato foram também comparadas sendo

apresentadas na Fig. (6.33). Observa-se também para essa grandeza a concordancia

entre os resultados obtidos pelo MEC e o ANSYS. Assim considera-se validada a

formulacdo desenvolvida e implementada para o problema de contato.

-140

fissura

-180

-190

-200

Forca de Superficie Normal nas faces da

-210

-150 1

-160 1

-170 A

Posicdo ao longo da Fissura

——ANSYS ——MEC

Figura 6.33 Comparativo das forcas de superficie normais as faces da fissura.
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6.3.4 — Exemplo 10: Chapa com Duas Fissuras com Contato Considerando Atrito

Nesse topico serd analisada a estrutura ilustrada na Fig. (6.34). Trata-se de uma
estrutura plana retangular contendo duas fissuras localizadas em suas bordas laterais. A
estrutura apresenta um engaste em sua base sendo, em seu topo, prescritos dois
deslocamentos com os valores e direcdes mostrados na Fig. (6.34). Os valores para as

propriedades dos materiais considerados foram: moédulo de elasticidade longitudinal,

EleOOk% , ; coeficiente de Poisson de v=0,2 ; coesdo igual a zero e angulo de

atrito ¢ =15°. A regido do contato é formada por duas fissuras de comprimento igual a

80 cm posicionadas, cada uma delas, em uma de suas faces laterais.
A andlise desse exemplo foi conduzida utilizando-se apenas a formulagdao
desenvolvida para o problema de contato via operador tangente consistente por meio do

MEC.

g
w
A
E 0,80 m ‘ 090m | 0,80m
= 1
g
)
~y
LX

Figura 6.34 Estrutura analisada. Dimensdes em m.

Primeiramente serdo apresentados os resultados para o deslocamento, na direcdo
X, das faces das duas fissuras existentes na estrutura. Esses resultados sdo mostrados
nas Fig. (6.35) e Fig. (6.36). Conforme indicam essas figuras pode-se verificar que o
comportamento dos deslocamentos na direcdo X, para as duas fissuras existentes na
andlise, ¢ muito semelhante ao observado no ultimo exemplo analisado. Além disso,

pode-se constatar também um comportamento simétrico da resposta para o
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deslocamento X quando se compara essa grandeza entre as duas fissuras, o que €

coerente de acordo com o posicionamento dessas na estrutura.

1,05 0,54

1,04 4 0,53
« 103 « 052 /
£ 100 \ 2 051
i \ £
2 101 2 050
3 T
2 1,00 2 049
L‘,,’), 099 é 048
a a

0,98 / 047 k

097 0,46

0,96 T T T T . T T 0,45

0 0,1 02 03 04 05 06 07 08 09 16 1,7 18 19 2 21 2,2 23 24 25
Posicao ao Longo da Fissura Superior Posicao ao Longo da Fissura Inferior
= Face Inferior = Face Superior = Face Inferior = Face Superior
Figura 6.35 Deslocamentos X Fissura Superior. Figura 6.36 Deslocamentos X Fissura Inferior.

Os deslocamentos na direcdo Y foram também analisados. A Fig. (6.37) mostra
o comportamento dessa grandeza para as duas fissuras consideradas na andlise. De
acordo com essa figura pode-se observar um comportamento de simetria para essa

grandeza. Essa resposta € coerente dada a simetria no posicionamento das fissuras.

0,30

020 \\
0,10

~—

05 1 15 2 25

0,00

-0,10

0,20 \\
-0,30

-0,40

Deslocamento Direcédo Y

Posicéo ao Longo das Fissuras

‘— Fissura Superior — Fissura Inferior ‘

Figura 6.37 Deslocamentos Dire¢do Y nas faces das fissuras.

Finalmente, foram também analisadas as respostas para as forcas de superficie
nas regides de contato, as quais sdo apresentadas na Fig. (6.38). Assim como os
resultados observados para os deslocamentos nas faces das fissuras, pode-se também

verificar um comportamento de simetria para as respostas das for¢as de superficie.
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Forca de Superficie Direcdo Y
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Posicdo ao Longo das Fissuras

‘— Fissura Superior = Fissura Inferior ‘

Figura 6.38 Forgas de Superficie normais as faces das fissuras.

6.4 — Formulacdo de um Acoplamento MEC-MEC para a Andlise de

Problemas de Contato em Estruturas Compostas via Operador Tangente

Consistente

Neste item a formulagdo via operador tangente consistente desenvolvida para a
andlise de problemas de contato entre faces de fissuras serd expandida para a andlise do
contato em estruturas compostas. Nessa aplicacdo o contato serd estudado na interface
entre os diversos materiais que compdem a estrutura. A expansao na formulacdo citada
refere-se ao fato de que com o mesmo conjunto de equagdes desenvolvido
anteriormente, ou seja, Eq. (6.35) a Eq. (6.45) pode-se agora simular o contato em
estruturas compostas por diversos materiais € ndo somente um Unico material como era
o caso do contato nas faces de fissuras. A diferenca da formulacdo do contato entre
faces de fissuras para a formulacdo expandida é que anteriormente eram calculados os
deslocamentos e as forcas de superficie das faces direita e esquerda da fissura. Na
formulacdo expandida essas grandezas sdo calculadas em relagdo aos dominios
posicionados a direita e a esquerda da regido do contato. Assim no conjunto de
equagdes Eq. (6.35) a Eq. (6.45) o sub-indice f que indica fissura designard nessa
aplicacdo dominio.

Ap6s esta breve discussdo serd agora descrita a formulagcao para o contato entre
varios dominios. Inicialmente pode-se escrever a equacio geral do MEC:

HU =GP (6.46)
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Como na formulacdo serdo consideradas estruturas formadas por vdarios sub-

dominios a Eq.(6.46) pode ser escrita em termos de somatdrios.
Y HU =) G"P' (6.47)
i=1 i=1

Onde Nd refere-se ao nimero de dominios presentes na andlise. Pode-se
reescrever a Eq. (6.47) em termos dos pontos fontes. Estes serdo separados em pontos

fontes pertencentes a regido de contato e pontos fontes fora da regidao de contato.

Ndn o Ndc ) ) Ndn o Ndc o
Y HU'+Y H'U' =) G'P'+>.G'P’ (6.48)
i=1 j=1 i=1 j=1
Nesta equacdo Ndn representa os pontos fontes fora da regido do contato e Ndc
sdo os pontos fontes dentro da regiao do contato. Sendo que a soma entre Ndn e Ndc
resulta no nimero total de pontos fontes presentes na andlise. A partir da Eq. (6.48)
pode-se expandir os termos presentes na regido do contato nas dire¢cdes normal e
paralela a interface de contato. Para isto utiliza-se a matriz de rotagdo apresentada na

Eq. (6.8) ja discutida anteriormente. Assim:

Ndn  Nic(Nd*  Na*  Nat Nt Ndn
irrit J J J J J J J J — L pt
SHU +Y | Y HLUL +> HLULY HLUL+> HIUL | =GP+
i=1 k=1\_ j=1 j=1 j=1 j=1 X i=1
Nic ((Ndc* Ndc* N Nk
Jj pi j pi J pi i pJ
+2.| 2GR+ 2 Gk 2 Gk + Y G (649)
k=1 \_ j=1 j=1 j=1 j=1 k

Na Eq. (6.49) Nic indica o nimero de interfaces de contato. O sub-indices e e d
representam as faces esquerda e direita do contato respectivamente, enquanto os sub-
indices p e n indicam as direcdes paralela e normal a interface de contato considerada.

O sistema de equacdes mostrado na Eq. (6.49) pode ser resolvido para as

grandezas conhecidas na regido fora do contato. Dessa forma:

Ndn  Nic(Ndc*  Nact  Na* N
YWU.,P)=) AX'+> | Y HjUL +> HLUL DY HU, +> HIUL | -F
i=1 k=1\_ j=1 Jj=1 Jj=1 j=1 k

Nic (Ndc* N Nt Nt
J J J J J J J J
_Z Z dePdp + Z Gdn})dn Z GepPep + Z Gen})en (650)
k=1\_ j=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1 k

A matriz A’ resulta da troca de colunas entre as matrizes H'eG'

respectivamente. O vetor F € obtido a partir das grandezas conhecidas na regido fora

da interface de contato.
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Para o caso de aderéncia perfeita, sem escorregamento, devem ser obedecidas as

seguintes condi¢cdes de compatibilidade e equilibrio.

Uu,=-U, e P =P, (6.51)
A partir do definido na Eq. (6.51) pode-se reescrever a Eq. (6.50) como:
Ndn  Nic| Ndc* ' ' N 4 ' '
YWU.P)=3 AX'+ 3| > (H),~H, Wi+ Y (H), ~HL i, | =F
i=1 k=1| j=1 j=1 i
Nic | Ndc* . ' ~ Ndc ' . '
-2 2.(Gh, + Gy )Py + 22 (Gl + Gl P, (652)
k=1| j=1 j=1 '

Dessa forma, os termos da matriz tangente para o caso de contato sem

)

escorregamento ficam dados por:

Ndn
{Z A’} (6.53)
i=1

i oY T T wie [ vt _ N 7
-1= 2| 2 (Hi,-H],) (6.54)
|- i %(Hin—H!n) (6.55)
_aszn_ _k:1 L J=1 e |
i oY 1 (" wie [ nact _ N 7
P | >| 2 (6, +6G;) (6.56)
L~ dp | L k=t =t N
aa;j == i %(GJﬁGZ;) (6.57)
| 9% | = 5]

Para o caso de contato com escorregamento serd utilizada a lei de Coulomb para
governar o comportamento das forcas de superficie paralelas a interface de contato. Esta
lei € apresentada pela Eq. (6.40) a qual estabelece uma relagdo entre as forcas de
superficie paralela e normal a regido de contato. Assim, nesta regido devem ser
determinados os deslocamentos paralelos em cada face da interface de contato, o
deslocamento normal da interface de contato, que serd igual para ambas as faces, e as
for¢cas de superficie na dire¢do normal ao contato, as quais também serdo iguais para
ambas as faces do contato. Utilizando-se a lei de Coulomb serdo obtidos os valores das
forcas de superficie na dire¢@o paralela a interface de contato.

Para a determinacdo do operador tangente para o caso do contato com
escorregamento deve-se substituir a lei de Coulomb na Eq. (6.52) além € claro de se

impor as condi¢des de contato. Assim:
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Ndn Nic | Ndc Ndc* Ndc* ' ‘ ‘
Y(U,P)= ZA X +Z{z HjUJ + ZH’U’ + Z(H[jn—Hjn)U[jn} -F
Jj=1 k
Nic | Ndc* Ndc*

—Z (G’ +G Jes* + Z [(G;n +GJ)-(G) +G,, )Tan((o)}Pdﬂ (6.58)
Assim os termos do operador tangente ficam dados por:
aY Ndn )
Y |_ , (6.59)
] [;A }

v | ADN (6.60)
==

i aY T _Niz,' _Ndz," Hj (6 61)
AR |

[a?]Y } = {NZ[NZ (Hj,~H,, )H 6.6

k=1| j=1

{‘W} 38 (6 +60)-(6+60) 2 (6.63)
dn en dj e
op, k=1| j=1 Y ! op, i

Para os pontos fontes que pertencem a regido de contato com escorregamento
OP, 0P, =Tan(9)-

Além do operador tangente, foram consideradas também nesta formulagao
diferentes equagdes do MEC para a discretizacdo do modelo. No modelo de contato
entre faces de fissuras foi empregada a formulacido dual do MEC, onde sdo utilizadas as
equagdes singular, Eq. (5.27) e hiper singular, Eq. (5.66), conjuntamente na
discretizagdo do contorno das faces da fissura. Nesta formulacdo considerando
multiplos dominios ha a possibilidade de se discretizar todo o modelo empregando-se
somente equacdo singular, Eq.(5.27), ou somente a equacao hiper-singular, Eq.(5.66),
além € claro de uma discretizagdo empregando-se as duas equacdes, modelo dual. Isso é
possivel pelo fato de cada sub-dominio ser integrado separadamente, sendo somente
ap6s aplicadas as condicoes de equilibrio e compatibilidade. Dessa forma, nesta
formulacdo € possivel a utilizagdo somente da equacdo singular na discretizacao de todo
o modelo. Essa equacdo, pelo fato de ter um grau de singularidade menor quando
comparada a equagdo hiper singular, tende a ser mais estdvel fornecendo assim
melhores resultados.

Depois de apresentadas as equacdes serdo mostradas aplicagdes validando a

formulagdo proposta. Primeiramente serdo mostradas aplicagdes considerando-se a
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aderéncia perfeita na interface entre os diversos componentes da estrutura, ou seja, serd
empregado o conjunto de equagdes Eq. (6.53) a Eq. (6.57) como o operador tangente.
Em seguida, o comportamento do escorregamento entre 0os componentes estruturais serd
considerado, assim, o operador tangente utilizado serd dado pelo conjunto de equagdes

formado pelas Eq. (6.59) a Eq. (6.63).
6.4.1 — Exemplo 11: Estrutura Plana em Balanco Composta por 3 Dominios

A estrutura considerada para este exemplo € a ilustrada na Fig. (6.39). Trata-se
de uma estrutura plana em balanco composta por trés diferentes materiais. Os trés sub-
dominios que formam a estrutura apresentam o comprimento igual a 1,5 m e possuem
alturas diferentes, porém, todos estdo simetricamente posicionados em relagdao ao eixo
horizontal. O carregamento atuante na estrutura é composto por dois deslocamentos
prescritos na face lateral direita do dominio 3, com os valores e direcdes mostrados na
Fig. (6.39). Nesse exemplo o comportamento do escorregamento entre os componentes
estruturais ndo serd considerada, ou seja, serd considerado o comportamento de
aderéncia perfeita.

Os valores para as propriedades dos materiais considerados na andlise foram:

ini = . 7kN =
Dominio1l E=3,0-10 /2 e =02

ini = . QkN =
Dominio2 E=2,1-10 /2 e v=0,33

Dominio 3 15=2,3-108/<1V2 e 0=0,15
m

Onde E € o modulo de elasticidade longitudinal e v o coeficiente de Poisson

uy =0,10

o P P ‘ uy = 0,20
[=} o0 =}
y — S IS #
Dominio 3 ‘
Dominio 2
Dominio 1
X 1,50 1,50 1,50

Figura 6.39 Estrutura e carregamentos para a andlise. Dimensdes em m.

A estrutura foi analisada considerando-se as trés combinagdes possiveis para o
uso das equagdes do MEC, ou seja, equagdo singular, equacdo hiper-singular e as

equagoes singular e hiper singular juntas (modelo dual). Além disso, foi utilizado o
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programa ANSYS, onde um modelo equivalente foi construido utilizando as equagdes
do método dos elementos finitos. Esse ultimo modelo foi utilizado para a validagdo da
formulacdo implementada.

Primeiramente serdo comparados os resultados para os deslocamentos na direcao
x obtidos por meio dos modelos considerados. Na Fig. (6.40) s@o apresentadas as curvas
obtidas para os deslocamentos atuantes ao longo do contorno externo da estrutura.
Nessa figura a numerac¢do dos nés comecam no canto inferior esquerdo do dominio 1,
percorrem todo o contorno externo da estrutura no sentido anti-hordrio até juntar-se
novamente na posi¢do inicial. Por meio da Fig. (6.40) pode-se observar que as respostas

obtidas pelos modelos utilizados sdo concordantes validando a formulagdo

implementada.
0,12
0,11
g Y AR
£ 009 / \
]
g 0,08 / \
E 0,07 / \
S o008 \
% 0,05 r— \
g 004 /J \
[}
g 0,03
§onl /7 \
8 / \
0,01
4 \
_0’01 20 40 60 80 100 120
Nos ao longo do Contorno
‘—ANSYS = Singular = Hiper-Singular = Singular-HiperSingular ‘

Figura 6.40 Comparativo dos deslocamentos ao longo do contorno externo direcdo x.

Ja os deslocamentos na dire¢do y, também medidos ao longo do contorno
externo, foram comparados sendo os mesmos ilustrados na Fig. (6.41). A posi¢do dos
nds ao longo do contorno obedece a mesma ordem citada para o comparativo dos
deslocamentos x. Por meio desta figura pode-se também verificar, assim como nos
resultados da Fig. (6.40), que as respostas obtidas pelos modelos considerados na
andlise sdo muito semelhantes validando a formulag¢do proposta via MEC.

Finalmente, foram comparadas as tensdes atuantes ao longo do eixo de simetria
da estrutura (eixo horizontal). As tensodes x, y e Xy foram calculadas sendo apresentadas
nas Fig. (6.42), Fig. (6.43) e Fig. (6.44). De acordo com essas figuras constata-se que os
resultados previstos pela formulagdo do MEC concordam com os resultados obtidos
pelo programa ANSYS para toda a extensdo da linha média da estrutura, validando

assim a formulag@ao implementada.
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0 : : : ‘
002 \ 20 40 60 80 Ao 120

Deslocamento Y Contorno (m)
S
T o
S =
L

Nés ao longo do Contorno

‘—ANSYS = Singular = Hiper-Singular == Singular-Hiper Singular ‘

Figura 6.41 Comparativo dos deslocamentos ao longo do contorno externo direcao y.

2,80E+06

2,60E+06
2,40E+06

2,20E+06
2,00E+06

1,80E+06 /
1,60E+06 A

1,40E+06 T T T T T T
0 0,5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Posicédo ao longo da direcao X

Tensio X (kN/m?)

‘—ANSYS = Singular = Hiper-Singular = Singular-HiperSingular ‘

Figura 6.42 Comparativo das tensdes X ao longo da linha média da estrutura.

3,50E+05

2,50E+05
1,50E+05 - \ /
5,00E+04 \\ j

-5,00E+04 4 ; 5 2

c Y LW 4 45
T~ o 5o “ 40

Tensio Y (kN/m?)
L/
T
A~

-1,50E+05 -

-2,50E+05

-3,50E+05
Posicao ao longo da direcao X

‘—ANSYS = Singular === Hiper-Singular === Singular-Hiper Singular ‘

Figura 6.43 Comparativo das tensdes Y ao longo da linha média da estrutura.
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-5,00E+04 ; ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

-1,00E+05 -
-1,50E+05 - /
-2,00E+05

-2,50E+05

Tensdo XY (kN/m?)

-3,00E+05 A

-3,50E+05 A

-4,00E+05
Posicao ao longo da direcao X

‘— ANSYS = Singular = Hiper-Singular = Singular-Hiper Singular ‘

Figura 6.44 Comparativo das tensdes XY ao longo da linha média da estrutura.

6.4.2 — Exemplo 12: Chapa Enrijecida com Furo Central

Neste exemplo serd analisada a estrutura mostrada na Fig. (6.45). Trata-se de
uma estrutura plana com um furo central enrijecida por dois sub-dominios (4reas
hachuradas) posicionados conforme indica a Fig. (6.45). Nesse exemplo os dois sub-
dominios hachurados representam enrijecedores proximos a regido do furo, este ultimo
posicionado no centro da estrutura. A estrutura é formada por dois diferentes materiais
os quais constituem os trés diferentes dominios da andlise. Com relacdo as condi¢des de
contorno, a estrutura é engastada em sua base sendo em seu topo aplicado uma forca de
superficie com a intensidade e sentido mostrados na Fig. (6.45). Nesse exemplo o
comportamento do escorregamento entre 0s componentes estruturais ndo serd
considerado, ou seja, serd considerado o comportamento de aderéncia perfeita.

Os valores para as propriedades dos materiais considerados na andlise foram:

Dominio 1 E=2,5-107’<1V2 e 0=0,3
m

. —4.0-10° kN _
Dominio 2 E=4,0-10 412 e v=0,15

onde E representa 0 modulo de elasticidade longitudinal e v o coeficiente de Poisson. O
dominio 2 € formado pelas duas areas hachuradas na figura.

A estrutura foi analisada considerando-se as trés combinacdes possiveis para o
uso das equagcdes do MEC, ou seja, equagdo singular, equacdo hiper-singular e as
equagdes singular e hiper singular juntas (dual). Além disso, na andlise utilizando o
modelo dual foram feitas duas consideracdes. Na primeira o dominio 1 € discretizado

com a equagdo singular e os dois dominios 2 sdo discretizados com a equacdo hiper
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singular. Nos diagramas esta hipétese estd indicada como Singular Hiper-Singular 1. Na
segunda o dominio 1 € discretizado com a equacgdo hiper singular e os dominios 2 sdo
discretizados com a equagao hiper singular. Nos diagramas esta hipdtese estd indicada
como Singular Hiper-Singular 2. Finalmente, foi também utilizado o programa ANSYS,
onde a estrutura foi modelada utilizando o método dos elementos finitos. Esse ultimo

modelo foi utilizado para a valida¢do da formula¢do implementada.

g
(e}
S
2
(]
045 020, 070 020, 045

) 1 1T

s P

==

X

Figura 6.45 Estrutura e carregamentos para a andlise. Dimensdes em m.

Inicialmente sdo comparados os deslocamentos na direcdo x obtidos por meio
dos modelos considerados. Os resultados sdo apresentados na Fig. (6.46) sendo que
nessa figura a numerag¢do dos nés comecam no canto inferior esquerdo do dominio 1,
percorrem todo o contorno externo do dominio 1 no sentido anti-hordrio até juntar-se
novamente na posi¢do inicial. Em seguida, a numerac@o continua na interface entre os
dominios 1 e as dreas hachuradas, primeiro da esquerda e depois da direita, come¢ando
no canto inferior esquerdo da drea hachurada da esquerda seguindo no sentido horario
até juntar-se a posicao inicial. Finalizando esta ordem a numeragao, € feita para a area
hachurada da direita. Por meio da Fig. (6.46) pode-se verificar que as respostas obtidas
pelos modelos via MEC sdao concordantes com as respostas dadas pelo ANSYS ao
longo de todo o contorno do modelo, validando assim a implementacao efetuada.

Os deslocamentos na direc¢do y, ao longo do contorno externo e das interfaces de
contato, também foram comparados sendo os mesmos ilustrados na Fig. (6.47). A

posicdo dos ndés ao longo do contorno obedece a mesma ordem citada para o
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comparativo dos deslocamentos x. Por meio desta figura pode-se também verificar que
as respostas obtidas pelos modelos considerados na andlise sdo muito semelhantes para

todo o contorno do modelo, validando a formulagdo proposta via MEC.

6,00E-08

4,00E-08 /‘ \

2,00E-08 / SN

0,00E+00 ‘ . . : :
20\ 40 / 60 80 100 120

-2,00E-08 <

\/\ /
-4,00E-08

-6,00E-08

Deslocamento X Contorno (m)

Nés ao longo do Contorno

— ANSYS = Singular = Hiper-Singular
= Singular Hiper-Singular 1 === Singular Hiper-Singular 2

Figura 6.46 Comparativo dos deslocamentos ao longo dos contornos da estrutura dire¢do x.

3,50E-07

3,00E-07
E
o 2,50E-07
£
S
€ 2,00E-07
o
o
> i
o 1’50E 07 o —
€
g 1,00E-07
©
8
% 5,00E-08 \
3
[=]

0,00E+00 ' T T T T

20 40 60 80 100 120
-5,00E-08
Nos ao longo do Contorno
— ANSYS = Singular = Hiper-Singular
= Singular Hiper-Singular 1 == Singular Hiper-Singular 2

Figura 6.47 Comparativo dos deslocamentos ao longo dos contornos da estrutura dire¢do y.

Finalmente foram também comparadas as forcas de superficie atuantes nas
interfaces entre os dominios 1 e 2 (nas duas areas hachuradas). Os diagramas sao
mostrados nas Fig. (6.48) e Fig. (6.49) para as forcas de superficie nas direcdes X e y
sendo que a numeragdo dos nds nessas figuras comeca no canto inferior esquerdo do
dominio 2, drea hachurada da esquerda, percorre toda essa drea no sentido hordrio até
juntar-se na posi¢ao inicial. Em seguida a numeracdo continua na area hachurada da
direita respeitando a mesma ordem.

Através dessas figuras, constata-se que as respostas obtidas pelos modelos
empregados sdo concordantes, com exce¢dao do modelo que utiliza em sua discretizagdao

a equacao hiper singular do MEC. Verifica-se que tanto para as for¢as de superficie na
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direcdo x quanto as forcas de superficie na direcdo y os resultados desse modelo sdo
instaveis. Esse resultado pode ser explicado pelo fato da singularidade existente nesse
tipo de equagdo integral ser mais acentuada do que observado nos outros modelos. Isso

pode gerar um comportamento instavel do modelo.

5,0
4,0

i —]

o B A
AN A
N7\ A4

YN \\/ | 3
o /
| \/ \/

N

Forga de Superficie X (kN/m2)

-3,0 A4
-4,0
-5,0
Noés ao longo do Contorno do Contato
‘— Singular == Hiper-Singular = Singular Hiper-Singuar 1 == Singular Hiper-Singular 2 ‘

Figura 6.48 Comparativo das forcas de superficie x ao longo das interfaces.

8,0

A N\ /
NA / \ /
NN R o
20 %‘ % 15 \O ’45 30

Forga de Superficie Y (kN/m2)

-4,0
-6,0
-8,0
Nos ao longo do Contorno do Contato
‘— Singular = Hiper-Singular == Singular Hiper-Singular 1 = Singular Hiper-Singular 2 ‘

Figura 6.49 Comparativo das forcas de superficie y ao longo das interfaces.

6.4.3 — Exemplo 13: Andlise do Escorregamento entre Dois Blocos

Nesse exemplo serd realizada a andlise da estrutura apresentada na Fig. (6.50).
Trata-se de uma estrutura plana composta por dois dominios formados por dois
diferentes tipos de materiais. Os dois dominios da andlise apresentam comprimento
igual a 2 m e altura de 1 m sendo o dominio 2 localizado sobre o dominio 1. A estrutura
¢ engastada na base do dominio 1 sendo no topo do dominio 2 aplicados dois

deslocamentos prescritos com os sentidos mostrados na Fig. (6.50). Nesse exemplo o

Capitulo 6 — Formulagdes Nao Lineares do MEC para a Anélise de Problemas de Fratura e Contato



159

comportamento do escorregamento entre 0s componentes estruturais serd considerado.
Assim a formulacdo com operador tangente com escorregamento serd utilizada.

Os valores para as propriedades dos materiais considerados na andlise foram:

Dominio 1 E=3,0-103/<1V2 e 0=0,2
m

Dominio 2 E=2,O-103k1V2 e 0=0,3
m

onde E representa o modulo de elasticidade longitudinal e v o coeficiente de Poisson.
Nesse exemplo a coesdo entre os dominios € considerada igual a zero e o angulo de

atrito € igual a 45°.

u,=0008 uy = 0,001
IR
Dominio 2
] Y
Dominio 1
¢ 2,0

Figura 6.50 Estrutura e carregamentos para a andlise. Dimensdes em m.

O modelo via MEC foi construido utilizando-se somente a equacdo singular na
discretizagdo do contorno. Além disso, foi construido um modelo equivalente no
programa ANSYS, o qual permite a andlise de estruturas via método dos elementos
finitos. Neste exemplo, o modelo construido no ANSYS serd utilizado para a validagcao
da formulagdo implementada.

Primeiramente serdo comparados os deslocamentos, na dire¢do X, ao longo do
contorno da estrutura. As curvas comparativas contendo as respostas do modelo via
método dos elementos finitos e MEC sdo apresentadas na
Fig. (6.51). A numeracdo dos nés mostrada nessa figura inicia-se no canto inferior

esquerdo do dominio 1 e cresce com os pontos percorrendo este dominio em sentido
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anti-horario até o ponto inicial. Em seguida, a numeracdo continua a partir do canto
inferior esquerdo do dominio 2 sendo este também percorrido no sentido anti-horario
até o ponto inicial. Como pode ser observado na Fig. (6.51) as respostas obtidas por
meio do modelo construido via MEC sd@o concordantes com as respostas dadas pelo
modelo de elementos finitos do ANSYS para todo o contorno do modelo, validando

assim a implementacao efetuada.

-0,001 A

-0,002

-0,003 -

-0,004

-0,005

Deslocamento X (m)

-0,006 -

-0,007 -

-0,008 -

-0,009
Numero do N6

‘— Deslocamento X ANSYS = Deslocamento X MEC ‘

Figura 6.51 Comparativo dos deslocamentos ao longo dos contornos da estrutura dire¢ao x.

Em seguida os deslocamentos na direcdo Y foram também comparados os quais
s@o mostrados na Fig. (6.52). A numerag¢do dos nds nessa figura obedece a mesma
ordem citada para os resultados da Fig. (6.51). Assim como o resultado anterior,
verifica-se também aqui que os deslocamentos na direcdo y obtidos pela formulagdo
proposta sdo concordantes com as respostas verificadas pelo modelo do ANSYS. Assim
considera-se validada esta formulacao.

Na Fig. (6.53) ¢ mostrado o deslocamento relativo na regido do contato. Esse
diagrama foi construido com base nos resultados obtidos pelo modelo via MEC, uma
vez que os deslocamentos ao longo do contorno obtidos por esse modelo sdo
concordantes com os observados pelo modelo do ANSYS. Observa-se que o
deslocamento relativo cresce ligeiramente a medida que os pontos aproximam-se da

lateral direita da estrutura.
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0,0005

5 15 25 30 35
-0,0005 - A
-0,001

-0,0015

Deslocamento Y (m)

-0,002

Numero do N6

‘— Deslocamento Y ANSYS = Deslocamento Y MEC ‘

Figura 6.52 Comparativo dos deslocamentos ao longo dos contornos da estrutura direcéo y.

4,70E-03

4,50E-03

4,30E-03

4,10E-03

3,90E-03

Deslocamento relativo (m)

3,70E-03

3,50E-03 T T T T T T T T T
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
Coordenada X do contato

‘— Deslocamento Relativo MEC ‘

Figura 6.53 Deslocamento relativo na regido do contato.

6.4.4 — Exemplo 14: Andlise do Contato em Estrutura Composta por 4 Dominios.

Neste exemplo serd analisada a estrutura mostrada na Fig. (6.54). Esta estrutura
€ composta por trés diferentes tipos de material sendo quatro os sub-dominios
envolvidos em sua composi¢cdo. Nesta andlise o dominio 2 é representado pelas duas
areas onde as hachuras estdo inclinadas. Durante a exposi¢do deste exemplo as dreas do
dominio 2 serdo citadas como dominio 2D, referindo-se a area da direita, e dominio 2E
para designar a drea a esquerda. O dominio 3 é formado pela 4drea onde a hachura € feita

por bolhas e finalmente o dominio 1 € representado pela drea sem hachuras.
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A estrutura € engastada ao longo das laterais dos dominios 1 e 3 e também na
base do dominio 3. Além disso, sdo prescritos deslocamentos na face superior dos
dominios 2 com os sentidos e intensidades indicados na Fig. (6.54). Nesse exemplo o
comportamento do escorregamento entre os componentes estruturais serd considerado.
Assim a formulagdo com operador tangente com escorregamento serd utilizada.

Os valores para as propriedades dos materiais considerados na andlise foram:

Dominio 1 E=2,5-103k1V2 e 0=0,2
m
ini = . 4kN =
Dominio2 E=2,1-10 %nz ev=0,3

Dominio 3 E=3,0-103/<1y2 e v=0,15
m

onde E representa o médulo de elasticidade longitudinal e v o coeficiente de Poisson.

Nesse exemplo a coesao entre os dominios 1 e 2 € considerada igual a zero. J4 a coesdo

entre os dominios 1 e 3 é igual a 3,0-10 kJV , . O angulo de atrito considerado entre
m

os dominios 1 e 2 € considerada igual a 45° enquanto essa grandeza para os dominios 1

e 3 éigual a 30°.
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Figura 6.54 Estrutura e carregamentos para a andlise. Dimensdes em m.

A estrutura foi analisada considerando-se apenas a formulagdo via MEC e
operador tangente proposta. Nesse exemplo foi utilizada somente a equagdo singular
para a discretizagdo da estrutura. Primeiramente foi analisado o deslocamento y dos nés
na regido do contato entre os dominios 1 e 2. As curvas sdo apresentadas na Fig. (6.55)
onde a posi¢ao dos nés ao longo do contorno sdo numeradas comecando-se pelo canto

superior direito dos dominios 2 crescendo a medida que estes sdo percorridos no sentido
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hordrio até seu canto superior esquerdo. Nessa figura pode-se perceber o
escorregamento entre as laterais dos dominios 2 e 1. Houve um descolamento dos

dominios 2 em relacdo ao dominio 1.

1,10E-03

9,00E-04 4 \// \/

7,00E-04

5,00E-04

Deslocamento Y (m)

3,00E-04

1,00E-04

Posicdo dos ndés ao longo do Contorno

= Dominio 1 Contato entre Dominios 1 e 2D === Dominio 1 Contato entre Dominios 1 e 2E

== Dominio 2D Contato entre Dominios 1 e 2D === Dominio 2D Contato entre Dominios 1 e 2E

Figura 6.55 Deslocamento y na regido do contato entre dominios 1 e 2.

Os deslocamentos y ao longo de todo o modelo foram também verificados. O
diagrama é mostrado na Fig. (6.56) onde pode ser observado que os maiores
deslocamentos y ocorrem nas regides proximas aos dominios 2, uma vez que sao nessas

regides onde sdo aplicados os deslocamentos prescritos.

1.0E-003 6.0E-004 2.0E-004 -2.0E-004

E

Figura 6.56 Deslocamento y para o modelo analisado.

As tensoes x e y para o modelo foram calculadas sendo estas mostradas nas Fig.
(6.57) e Fig. (6.58). Estas figuras mostram a concentracdo de tensdo existente no
modelo. Observa-se que préoximo das regides de contato entre o dominio 1 e os
dominios 2 existe uma concentracdo de tensdo a qual pode ser explicada pela mudanca

de rigidez presente na transi¢do dos materiais.
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40 35 30 25 20 15 10 05 00 -05 -1.0-15

Figura 6.57 Tenséo y para o modelo analisado.

11 09 08 06 05 03 02 00 -0.1-03-04 -06

EEN

Figura 6.58 Tensdo x para o modelo analisado.
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7. — Acoplamento entre Método dos Elementos de Contorno e
Método dos Elementos Finitos

O método dos elementos de contorno (MEC) e o método dos elementos finitos
(MEF) sao os métodos numéricos com maior utilizacdo em andlises de problemas de
engenharia na atualidade. Apesar da ampla utilizacdo de ambos os métodos numéricos
cada um apresenta maior eficiéncia na andlise de determinados tipos de problemas. O
MEF € mais empregado na andlise de problemas envolvendo geometrias finitas,
elementos de geometria linear, plasticidade, grandes deformacgdes. J4& o MEC € mais
indicado para a abordagem de problemas que apresentam grandes concentragdes das
grandezas envolvidas no problema, geometrias infinitas, dentre outros.

Nesse contexto surgiu a idéia de acoplar esses dois métodos numéricos de tal
maneira que cada um deles seja utilizado na representacdo de sub-estruturas onde
apresenta maior eficiéncia. Existem duas formas para a execu¢do do acoplamento entre
os dois métodos numéricos. Na primeira, o sistema de equacdes obtido a partir do MEF
¢ transformado em um sistema similar, na forma do proveniente do MEC, e a outra, pelo
contrdrio, converte as equacdes referentes ao MEC, em um sistema com as
caracteristicas do MEF. A metodologia escolhida nesse trabalho € a primeira uma vez
que o objetivo final é o de se obter a contribuicdo dos enrijecedores nos pontos do
contorno.

A formulacdo do acoplamento MEC-MEF a ser apresentada nesse trabalho tem
como base a apresentada no trabalho de BOTTA (2003). Esse autor desenvolveu as
equagdes do acoplamento MEC-MEF de forma semelhante ao que serd apresentado
nesse capitulo. A diferenca é que em BOTTA (2003) o processo de regularizacio €
aplicado somente nas equagdes de deslocamento dos pontos internos, enquanto aqui a
regularizacdo pode ser aplicada nas equagdes de deslocamento dos pontos internos, nas
equacgdes fornecidas pelo MEF ou mesmo sobre o conjunto final de equagdes da

formulacao.
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7.1 — Equacdes do Elemento Finito de Fibra

Neste trabalho, serdo consideradas fibras retilineas, mergulhadas em qualquer
direcdo dentro do dominio bidimensional. As extremidades das fibras podem chegar ao
contorno, e valores de forca ou deslocamento podem ser prescritos diretamente no
elemento da fibra. As fibras serdo modeladas com elementos finitos de barra de
geometria reta, com dois graus de liberdade de deslocamento, paralelo e normal ao eixo

da barra.
Para uma forca 7, aplicada longitudinalmente, distribuida ao longo da fibra, a

equagdo diferencial de equilibrio para um ponto x qualquer do dominio da barra é:

dz(u(x)) 1
dx? " 2-G-S-(1+v)

J_‘(x)=0 7.1

sendo: u(x) o deslocamento longitudinal do ponto X, G 0 médulo de elasticidade

transversal do material da fibra, » o coeficiente de Poisson e S¢é darea da secdo
transversal da fibra.

Parece bastante razodvel a ado¢do de polindmios com diferentes graus para as

aproximacgoes dos deslocamentos, u(x), e das forcas, }, por elemento finito. Para o
elemento de barra da fibra, adota-se polindmio cubico para aproximar os deslocamentos
e linear para as forcas. Assim, a derivada segunda do deslocamento aproximado tem o
mesmo grau polinomial que a forca aproximada, conforme a equacdo diferencial de
equilibrio, Eq. (7.1). Definem-se, por elemento finito, quatro varidveis nodais de

deslocamento e duas de for¢a, conforme apresenta a Fig. (7.1).

£y f=10+1,9,

— — — o
| L/3 | L/3 | L/3 |
1 | | |

Figura 7.1 Varidveis nodais do elemento finito de fibra.

Conforme a Fig. (7.1), os quatro nés com as varidveis de deslocamento estdo
definidos nas duas extremidades do elemento e nos dois ter¢os de vao. Os nés com as

varidveis de forca sdo os dois de extremidade. As equacdes algébricas de equilibrio do
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elemento da Fig. (7.1) sdo obtidas utilizando-se o principio dos trabalhos virtuais,
expresso pela equagdo:

S Lot stoctn [ sy ros oo

Q=1 Q, Q

onde: a(uE) € a tensdo normal na fibra, g(uE) ¢ a deformacéo longitudinal na fibra, u®

é o deslocamento nodal, f* a for¢a nodal, F' a forca concentrada no né i, Q, o

dominio do elemento finito, § as variacdes das grandezas compativeis com os vinculos
e NF o nimero total de fibras da malha.
Da Eq. (7.2) resulta o sistema de equacdes do elemento finito.

[k Y =[o" J{ro)+{Fe) a3

E

em que: K* é a matriz de rigidez do elemento finito, G* lumping matrix, u«® o vetor

com os deslocamentos nodais, f* o vetor com as forcas de superficie e F£ o vetor com
as forcas concentradas nos nos.

A matriz G*, fun¢io das caracteristicas geométricas do elemento, é dada pelo
produto das funcdes polinomiais linear e cibica da segunda integral da Eq. (7.2). Para
os nds posicionados da forma como apresentado na Fig. (7.1) o sistema matricial da Eq.

(7.3) pode ser explicitado. Assim:

13 1/ ]
37 —4725 135 03257 |uf Moo Vo F*
E-S|-4725 108 7425 135 | |uf . Ao Yo {ff}+ FE 3
_ _ E E E :
RS N P A
—U. . —4, . E
U 13 F
4 _%0 420_ !

sendo: E 0 mdédulo de elasticidade longitudinal e L o comprimento do elemento finito.

7.2 — Formulacdo do Acoplamento das Fibras com o Dominio via

Combinacdo MEC-MEF

7.2.1 — Equagoes do Acoplamento
Para considerar o dominio bidimensional enrijecido com fibras, estas modeladas
com elementos finitos € o primeiro com elementos de contorno, propde-se uma

formulacdo combinando as equagdes dos dois métodos, considerando-se aderéncia
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perfeita entre os dois meios. O acoplamento entre os materiais é garantido via imposi¢ao

das equagdes de equilibrio de for¢cas e compatibilidade de deslocamentos. Assim:
fP==rF (7.4)
u? =u® (7.5)

onde: f?, f£ sdo forgas do dominio do corpo e na fibra respectivamente e u”,u” o0s

deslocamentos nos pontos nodais no dominio e na fibra respectivamente.

O termo f* corresponde a forga distribuida que a fibra aplica ao corpo a qual, por
equilibrio, € igual e de sinal oposto a for¢ca que atua na prépria fibra. Os deslocamentos
na interface devem ser iguais por compatibilidade. Para o problema discretizado, as Eq.

(7.4) e Eq. (7.5) sao equivalentes a:
{2} =—{r"} =1} (7.6)
{uD} ={uE} ={u} (1.7)

O equilibrio e a compatibilidade sdo por né de interface. Para o problema
tratado, ou seja, dominio plano com fibras retilineas, a reacdo das fibras sobre o
dominio equivale a uma linha de carga aplicada ao dominio do corpo. Esta linha de
carga, por equilibrio com a for¢a admitida linear no elemento finito, tem a forma de

uma seqiiéncia de trechos lineares ligando nés consecutivos, conforme mostra a Fig.

(7.2).

barras em
elementos finitos

Linhas

de carga

Figura 7.2 Linhas de carga aplicadas ao dominio.

Na Fig.(7.2), os elementos sdo continuos, ou seja, para n elementos finitos de

uma barra, tem-se (n+17) nds e varidveis de forca. A forca incdgnita aplicada ao
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dominio, como uma linha de carga, precisa ser levada em conta nas equacdes do MEC.
A linha de carga aparece nas equagdes como se fosse uma for¢a de massa aplicada num
volume que tende a zero, ou a uma reta, nos casos planos. Tomando a identidade de
Somigliana, Eq. (5.16), a dltima integral dessa equagdo referente ao termo de dominio

pode ser reescrita como:

jb‘i(c)'u;( f.0dQ= j FP() Uy (fr0)dQy (1.8)
Q

QE
sendo: f” € a reacdo da fibra sobre o dominio, segundo a direcdo j do sistema

cartesiano.

A Eq. (7.8) fica melhor escrita se, ao invés de f”, for decomposta a soluc¢do

fundamental u; . Dessa forma:
[ 1P @-uyr.0a9s = [ £ (f.00d2 = [ 1P (@ -uy(f 00030, (7.9)
QE QE QE

Na Eq. (7.9) o termo 77;7 indica os cossenos diretores da linha de carga em

relacdo ao sistema de coordenadas cartesianas. A ultima integral da Eq. (7.9) pode ser

transformada em uma somatoria:

ND N N ND NEF N .
D P @ w0 mds =Y 3 [ 1P uy(fiondey, (7.10)
=r ==y

Nessa notagdo ND representa o nuimero total de fibras do dominio e NEF o
nimero total de elementos finitos contidos em cada fibra. Sendo a forca aproximada

linearmente sobre as linhas de carga, a Eq. (7.10) pode ser reescrita como:

ND NEF ND NEF
Y2 [ P maes, =3 3 [ (p@-uy(r.00m;)- £ ©dey, (7.11)
Pl k=l g, =l k=1

sendo: @ a fun¢@o de aproximagio do carregamento e f” os  valores nodais do

carregamento atuante sobre as fibras.

As integrais apresentadas na Eq. (7.11) podem ser avaliadas numericamente
empregando-se quadratura de gauss-legendre. Para melhoria de precisdo pode ser
utilizado o procedimento de sub-elementacdo, o qual foi utilizado neste trabalho sendo o
mesmo descrito no Anexo C. Caso o ponto fonte pertenga a linha de carga deve-se
calcular a integral empregando-se recursos analiticos. As expressdes analiticas para a

integracao dessas expressdes encontram-se apresentadas nos Anexo A e Anexo B.
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Dessa forma a expressdo para a determinacdo das grandezas no contorno € a

apresentada na Eq. (7.12).

[Hu (U} =[G KB} +[Goe {7 (7.12)
sendo as matrizes [ H,, |¢[G,, | iguais as matrizes [H] e [G] ja apresentadas no capitulo 5
e os sub-indices b indicando contorno. A matriz [G,; | contém os coeficientes de

integracdo da Eq. (7.11). Deve ser ressaltado que na andlise de corpos fissurados por
meio da formulacdo dual deve-se avaliar a Eq. (7.12) considerando a equacdo hiper-

singular j4 apresentada no capitulo 5, inclusive o termo |G, |, decorrente da presenca do

enrijecedor.

Para completar as equagdes necessdrias ao acoplamento e a conseqiiente
determinacdo dos parametros do contorno, falta montar as equagdes algébricas dos
deslocamentos dos pontos internos. Deve-se escrever uma equacdo para cada
deslocamento do meio continuo, nos pontos coincidentes com os nés de deslocamento
dos elementos finitos, para que a Eq. (7.7) seja obedecida. Da Eq. (5.42) tem-se:

P =u (o] = jRi(c)-u,?‘i(f,c)'n,i“dr—juj(c)-ﬂ;f(f,cm?dn j FE@-ug(fo0)mmdQ,  (1.13)
r r Qp

Ou seja, a (7.13) € a equacdo integral dos deslocamentos dos pontos internos do
s6lido, na direcao do eixo da fibra, que é a dire¢cdo do grau de liberdade em
deslocamento do elemento de barra, Fig. (7.1). A Eq. (7.13) vale somente para pontos

“f’ internos, pois admite-se C; da Eq. (5.28) igual a matriz identidade. A equagdo
algébrica que resulta da Eq. (7.13), aplicada a todos os nés internos, fica:

(A YU (U} =[G (B} (G {7} (7.14)
sendo [ Hy, [ Gy, |e [Gy;] matrizes de influéncia das integragdes dos pontos internos.

Na Fig. (7.3), tem-se a representacdo de uma barra, discretizada em n elementos
finitos, e da linha de carga de dominio, superposta a barra. Os nés de deslocamento,
definidos geometricamente para cada elemento finito segundo a Fig. (7.1), estdo
representados por quadrados na Fig. (7.3). As cruzes representam os pontos fontes “f’
da Eq. (7.13) dos deslocamentos internos. Observa-se que, nas extremidades da fibra,
para os primeiro e ultimo nds, as equacdes do MEC ndo sdo escritas na posi¢ao dos nos,
mas para posi¢oes deslocadas, internas a linha de carga. Para os demais nés, internos a
linha de carga, os pontos fonte da equacdo do MEC coincidem com os nds de

deslocamento dos elementos finitos.
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O esquema da Fig (7.3) estende-se, nesta formulagdo, para todas as fibras do
dominio. Este esquema facilita a integracdo analitica sobre o primeiro e ultimo
elementos da linha de carga da integral da Eq. (7.11), para a equagdo dos pontos
deslocados de extremidade. Outra vantagem € permitir que as extremidades das fibras
possam chegar ao contorno do corpo, sem que a equagdo do MEC necessite ser escrita

para pontos do contorno.

Elementos Finito

1 /.. i n

1

¢

sz ~ NS @
=7 E p7aNs E jraSy v ./)
\, Linha de Carga

® Nos de extremidade do elemento. Nés de Forga.

]
1l
1l

]

1l

I
]
(]

J//[]\
X
X
X

[1 N6s de deslocamento. Equagdes do MEF.
X Nés de deslocamento. Equacdes do MEC.

Figura 7.3 Nés internos para a equacao dos deslocamentos do MEC.

Com as posi¢des dos nds definidas na Fig. (7.3), a equacdo de compatibilidade

de deslocamentos deve ser reescrita como:
{u”} ="} =T {u} (7.15)
sendo [T] a matriz que relaciona a posi¢do dos nds de {uD } com os noés de {uE} Por

exemplo, da Fig. (7.3), para os dois pontos fonte deslocados das extremidades da fibra,

supondo-os distantes de cada extremidade, por L/6 o comprimento do primeiro ou do

ultimo elemento, que contém os pontos fonte, tem-se:

[ 03125 09375 -0.3125 0.0625 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

1= : : : : : : : |16

0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0.0625 -0.3125 0.9375 0.3125 |

Ou seja, com excecdo da primeira e da dltima linha, a matriz € igual a identidade.
Dessa forma o conjunto de equagdes para a determina¢do dos parametros do

acoplamento MEC-MEF e os valores de contorno podem ser resumidos como na Eq. (7.17).
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[be ]{Ub} :[be]{Pb}+|:GbE:|{fD}
[Hp KU H[THU} =[G, ]{B;}+[GEE]{fD}

(K" fory=—{o" Jiro}+{F")
1 (7.17)

[Abb ]{X} :[Bbb ]{Fb}+|:GbE ]{fD}

[Ap {X}+[T{UR} =[BEb]{Fb}+[GEE]{fD}

[K* Jfush=-[o® {7} {r7}
sendo que [A,, |e[B,, | resultam da troca de colunas entre as matrizes [H,, |e[G,, |. J4
[Ag, Je[Bg, | decorre da troca de colunas entre as matrizes [Hy, |e[Gp, |. {F,}sdo os
valores prescritos de forca de superficie e deslocamentos no contorno, enquanto {X }sdo
as grandezas incognitas no contorno.

Resta ainda uma ultima equacdo a ser apresentada a qual refere-se a
determinagdo das tensdes nos pontos internos ao contorno. Nesse caso, a exemplo da
identidade Somigliana, as for¢as de dominio sdo levadas em conta através da integral:

[, Dy (f.00dQ= [ P(0)- Dy (f.00d0, (7.18)
Q Q

onde o termo D,

i« foi apresentado no capitulo 5.

E a exemplo da Eq. (7.11) tem-se:

ND NEF ND NEF .
D2 | @ e mdy, =33 [ (¢ Dy fiern)- £ @dQs, (719)
fo=1 k=1 QEk fo=1 k=1 QEk

Assim a equacdo para a determinacdo das tensOes internas pode ser

matricialmente expressa como:
{Iib}{lfm{a}=[db}{%}+{G§E}{fD} (7.20)

onde o sub-indice I indica ponto interno. As matrizes [H_ ,,,} e [G_,,,} foram apresentadas

no capitulo5Sea [G_,E} € obtida como resultado da solu¢do da Eq. (7.19).

A formulagdo pode ser estendida para o caso em que os elementos finitos de
fibra possuem dois graus de liberdade (x e y) e ndo apenas um grau de liberdade,

paralelo ao comprimento da fibra. Esse procedimento foi efetuado neste trabalho e
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permite a andlise de fibras que formem uma configuracdo de trelica no interior do
dominio. A consideracdo desse tipo de configuracdo nos enrijecedores € de grande
importancia, pois permite a andlise de estruturas mais complexas e a0 mesmo tempo
contribui para as formulagdes do MEC uma vez que acoplamentos MEC-MEF que
consideram esse tipo de interacdo entre enrijecedores ndo ¢ comum na literatura. Para
tanto as Eq.(7.3), Eq. (7.11), Eq. (7.13), Eq. (7.16) e Eq. (7.19) devem ser reescritas.
Para a Eq. (7.3) a matriz de rigidez deve ser expandida de forma a contemplar
também os deslocamentos na dire¢do normal ao corpo da fibra. O mesmo aplica-se a
“lumping matrix” a qual deve também abranger as for¢as normais ao elemento de fibra.

Assim a matriz de rigidez pode ser reescrita como:

3,7-C? 3,7-C-S -4,725-c* —4725-C-S 1,35-C2 1,35-C-S -0,325-C? -0,325-C-S']|
3,7-C-S 3,7-52 -4,725-C-S  _4,725.5° 1,35-C-S 1,35-52 -0,325-C-S  _0,325.52
—4,725.c> —4,725-C-S 10,8-C? 10,8-C-S -7,425.c* -1,425-C-S 1,35-C? 1,35-C-§ (7.21)
E-§|—4725-C-S  _4725.5 10,8-C-S 10,8-S -7,425-C-S 7 425.5? 1,35-C-§ 1,35-52
L 1,35-C? 1,35-C-S —-7,425.c* -71,425-C-S 10,8-C? 10,8-C-S —-4,725.c> —4.725-C-S§
1,35-C-S 1,35-52 =7,425-C-S 7 425.5° 10,8-C-S 10,8- 52 —-4,725-C-S  _4,725.5?
-0,325-c> -0,325-C-S 1,35-C? 1,35-C-§ —-4,725.c* —4,725-C-S 3,7-C? 3,7-C-§
-0,325-C-S  _0,325-5> 1,35-C-S 1,35-52 —4,725-C-S  _4,725.52 3,7-C-S 3,7-C?

em que: C é o cosseno do angulo de inclinacdo do elemento finito e S o seno do dngulo
de inclina¢do do elemento finito.

Enquanto a “lumping matrix” expandida pode ser reescrita como:

_1% 20 0 %0 0

0 1%20 0

o °

Y40

Jo

0

© T T
P N (R

© T Mo
%O 0 1% 20 0

© T 0 N

A equacido dos deslocamentos nos pontos internos, determinada pelo MEC, deve

(7.22)

também conter os deslocamentos no plano da estrutura. Assim a Eq. (7.13) deve ser

reescrita como:

WP =u,(f) = ij(c)-u;(f,c)dl“—juj(c)'P,.;(f,c)dl“+I FE@- ) (f,0)dQy (7.23)
T r

Qg
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Ja a Eq. (7.11) deve ser reescrita de forma a considerar as duas forcas atuantes

em cada extremidade do elemento finito. Dessa forma a Eq. (7.11), para esse caso, passa

a Ser:
ND NEF . ND NEF )
22 [ @ urades =YY [ (e@-ur.0) £ @dRs (724
fo=1 k=1 QEk fo=I k=1 QEk

Para a determinacdo das tensdes nos pontos internos a Eq. (7.19) deve ser

reescrita como:

ND NEF ND NEF )
22 [ @ pf0d0s =3 3 [ (90D (f.0))- £ @dRs,  (725)

fo=1 k=1 QEk fo=1 k=1 QEk
Para a Eq. (7.16) os valores nodais devem interpolados tanto na dire¢ido x quanto
na dire¢do y. Assim quando o né em considera¢do ndo € descontinuo atribui-se valor
unitario a diagonal correspondente. Caso contrdrio os valores ndo nulos apresentados na

Eq. (7.16) devem ser aplicados para os deslocamentos nas dire¢des x € y.

7.2.2 — Combinacdo das Equacoes MEC-MEF com Regularizacdo por Minimos
Quadrados

Observando-se os vetores com as varidveis nodais de deslocamento e forca
internos, e das definicdes para as aproximagdes desses campos sobre os elementos
finitos, constata-se que existem mais varidveis em deslocamento do que em forca. O
nimero de varidveis de deslocamentos internos € igual a duas vezes o nimero total de
n6s do elemento finito enquanto que para as forcas o nimero de varidveis € igual a duas
vezes o nimero de nds de extremidade do elemento finito.

Observando-se a Eq.(7.17) pode-se perceber que as varidveis do problema sao

{U} AR} UL} € { fD} . No entanto, o conjunto citado tem mais equacdes que 0 nimero

de incégnitas. A causa € simples, vem da adocao de diferentes graus para os polindmios
aproximadores das forcas e deslocamentos internos. Para que o problema tenha solugao,
utiliza-se um procedimento simples baseado na técnica dos minimos quadrados. Como o
nimero de equagdes é maior que o de incdgnitas, € necessdrio reduzi-lo a um ndmero
conveniente. A técnica dos minimos quadrados € aplicada nesse problema para reduzir o
numero de equagdes, tornando o sistema linear solvivel, minimizando o erro da resposta

quando levada ao sistema original.
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Serdo agora descritos os trés procedimentos implementados neste trabalho para a
reducdo das equagdes de forma a tornar o sistema solvivel. O primeiro deles consiste na
aplicacdo do processo de minimos quadrados somente sobre as equagdes de
deslocamentos nos pontos internos. Ja no segundo, o processo de minimos quadrados é
aplicado somente sobre as equagdes provenientes do MEF enquanto que o terceiro trata
da aplica¢do de minimos quadrados sobre o conjunto total de equagdes do acoplamento.

Primeiramente serd descrito o processo de regularizacdo utilizando as equagdes
de deslocamento nos pontos internos. O processo de minimos quadrados aplicado nesse

conjunto de equacdes consiste na pré-multiplicagdo de todos os termos dessa equagao

por uma matriz [G; ] . Assim:

(G, [4w X3+ [c. iy =[G, [Bu R} +[ G, lGul{r?}) @20

A matriz [G;] pode apresentar duas configuracdes diferentes para a

EE

regularizagdo. Na primeira delas [G* ]é tomada igual & transposta da matriz [Gg].

Nesse caso a regulariza¢do € global ja que envolve a influéncia de cada elemento de

fibra sobre os demais. Na segunda configuracdo, [GZJ € igual a transposta de [Gy].. ,

sendo que essa ultima matriz contém apenas a influéncia de cada elemento sobre si
proprio. Nesse caso aplica-se a regularizacdo para cada conjunto de equacdes de cada
barra.

Uma segunda alternativa, para a realiza¢dao do processo de regularizacao, é a que
emprega as equacdes provenientes do MEF. Nesse caso o processo de minimos

quadrados se faz pré-multiplicando todas as equacOes fornecidas pelo MEF pela

transposta da “lumping matrix”, [GE ] . Dessa forma:

[GE]T [k vl = ‘[GE]T [GEJ{fD}{GE]T {F*] (7.27)
Existe também a possibilidade da realizacdo do processo de minimos quadrados

sobre o conjunto final de equagdes. Para tal deve-se reescrever a Eq. (7.17) de uma

forma mais conveniente.

[ ] 0 {G]||{x}| |[Bw]

[AEb] 1] —[Gue]|s{Uc} ;= [BEb] {F} (7.28)
S L I L 1\ A
A regularizagdo € efetuada pré-multiplicando todo o sistema de apresentado na

Eq. (7.28) pela transposta da matriz que multiplica as incégnitas. Assim:
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(4]  [Aw] 0 (4] 0 HG,]||{x} (4]  [Am] 0 |\[By]
0 (7] [KE} (A ] [T]  ~[Gee] |{{Ue}p=| O [T] [KE} (B J{F}

{6 ~loee] [o] | O [E] LS TIY (o] 6] [e] | °

(7.29)

Esse procedimento é mais custoso do ponto de vista computacional uma vez que
necessita da transposi¢ao de uma matriz de grandes dimensdes ao passo que nos outros

dois casos anteriores apenas uma parte do sistema final € alterado.

7.3 — Aplicacdes do Acoplamento MEC-MEF

Serdo apresentadas a seguir algumas aplicagdes utilizando a formulagdo descrita
nesse capitulo. E considerada interagcdo completa entre fibra e dominio, ou seja, sem

escorregamento.
7.3.1 — Exemplo 1: Estrutura Plana com um Enrijecedor

Sera apresentada, como exemplo de aplicacdo da formulacdo implementada, a
andlise da estrutura ilustrada na Fig. (7.4). Trata-se de uma estrutura plana com trés
metros de comprimento € um metro de altura. Esta estrutura é engastada na sua
extremidade esquerda sendo prescrito um deslocamento igual a dois, na dire¢do de sua

maior dimensdo, em sua extremidade oposta. Foram consideradas para a matriz as

seguintes propriedades: E = 1,5"% , e v=0.J4 para as fibras foi adotado E-S=1,0kN .

N
I
U
o

1,0 | 1,0 | 1,0

1,0
I

Figura 7.4 Estrutura analisada. Dimensdes em m.

Para a discretizacao do contorno da estrutura foram utilizados 260 elementos de

contorno. Ja para as fibras foram utilizadas trés diferentes discretizacdes as quais sao
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compostas por 50, 100 e 200 elementos finitos. Em cada uma dessas diferentes
discretizagcdes os elementos finitos utilizados apresentam comprimento uniforme.

Nesse exemplo os trés procedimentos para a regularizagdo descritos
anteriormente foram empregados e os mesmos comparados entre si. Foram utilizados:
minimos quadrados nas equagdes de deslocamento nos pontos internos (MEC), minimos
quadrados nas equagdes do MEF (MEF) e minimos quadrados sobre o conjunto total de
equagdes (GLOBAL). Inicialmente serdo analisados os deslocamentos ao longo da
interface da fibra com o dominio, deslocamentos na direcao x. As Fig. (7.5), Fig., (7.6)

e Fig. (7.7) ilustram os deslocamentos para as trés discretizagdes consideradas.

1,35
1,25
5 1151
3
2 1,051
c
[
§ 0,95 A
(=]
i
& 0,85
0,75
0,65 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ; ;
1 1,1 1,2 13 14 15 16 17 18 1,9 2
Posicédo ao longo da fibra
| —=—GLOBAL —— MEC —— MEF|
Figura 7.5 Deslocamento dire¢do x (m). Malha com 50 elementos.
1,35
1,25 -
5 1151
3
2 1,05
c
[
§ 095
k)
[
& 0,85
0,75
0,65 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ; ;

1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2

Posicédo ao longo da fibra

|—=—GLOBAL ——MEG —— MEF |

Figura 7.6 Deslocamento dire¢do x (m). Malha com 100 elementos.

Verifica-se que os deslocamentos obtidos utilizando o processo de minimos
quadrados segundo as formas GLOBAL e MEC sdo semelhantes mesmo para a
discretizacdo mais pobre adotada. As respostas obtidas nesses dois casos sdo suaves €

coerentes com o carregamento atuante. Ja para a opcdo de regularizacdo MEF constata-

Capitulo 7 — Acoplamento entre Método dos Elementos de Contorno e Método dos Elementos Finitos



178

se que os resultados obtidos nao sdo estaveis e, portanto, ndo suaves. No entanto para a
discretizacdo mais refinada adotada os resultados, para essa forma de regularizacio,
concordam com os obtidos pelas regularizagdes GLOBAL e MEC. Esse resultado é
coerente ja que o processo de minimos quadrados € efetuado sobre as equagdes do MEF
e assim € de se esperar que com um nimero maior de equacdes a resposta torne-se mais

precisa.

1,05

0,95

Deslocamento Axial

0,9

0,85

0,8 T T T T T T
1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2
Posi¢édo ao longo da fibra

| = GLOBAL —— MEC —— MEF |

Figura 7.7 Deslocamento dire¢do x (m). Malha com 200 elementos.

Foi também estudado o comportamento da forca de superficie na interface entre
a fibra e o dominio. Para as trés discretizagdes adotadas os resultados das forcas de

superficie na dire¢do x podem ser visualizados nas Fig. (7.8), Fig. (7.9) e Fig. (7.10).

20

2

g s

&

5 0k Vi e - act A B —iy Ay e |
o b= —— —~——i =" <= = —=, /¥
° 1,1 1, 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9

Q

& 51

S

[

Posicao ao longo da fibra

[~ GLOBAL —— MEC — MEF]

Figura 7.8 Forca de Superficie x. Malha com 50 elementos.

Por meio dessas figuras pode-se verificar que, para as trés discretizacdes
empregadas, hd uma perturbacdo, salto, nos valores das forcas de superficie nas

extremidades da fibra. Esse comportamento foi também observado em BOTTA (2003) e
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pode ser entendido como uma concentracio de tensdo existente nessa posicao

decorrente da mudanca brusca de rigidez no ponto devido a rigidez da fibra e da matriz.

30

Forca de Superficie

-30

Posicao ao longo da fibra

|-+~ GLOBAL —=— MEC —— MEF]

Figura 7.9 Forca de Superficie x. Malha com 100 elementos.

70 4
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Forca de Superficie
S
P
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&
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»
°

-80 -

-130

Posicao ao longo da fibra

[ —+—GLOBAL —=— MEC —— MEF|

Figura 7.10 Forg¢a de Superficie x. Malha com 200 elementos.

Nas Fig. (7.11), Fig. (7.12) e Fig.(7.13) os trés ultimos diagramas sdo novamente
construidos excetuando-se as regides proximas a extremidade da fibra onde houve o

salto das forcas de superficie.

1,5

0,5 -

0,5 4

Forca de Superficie
o

Posicao ao longo da fibra

[~ GLOBAL —— MEC —— MEF|

Figura 7.11 Forga de Superficie x. Malha com 50 elementos.
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Figura 7.12 Forga de Superficie x. Malha com 100 elementos.
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Figura 7.13 Forga de Superficie x. Malha com 200 elementos.

Pode-se constatar que os resultados obtidos para as forgas de superficie
utilizando a regularizagdo nas formas GLOBAL e MEC sdo suaves para as trés
discretizac¢des consideradas. No entanto, quando utiliza-se a regularizagc@o nas equagoes
do MEF a resposta obtida ndo é correta para as duas discretizagdes mais pobres. Nesse
caso observa-se um comportamento oscilante das forgcas de superficie o que ndo é
condizente com o carregamento aplicado. Somente quando se utiliza a discretizacdo
mais refinada obtém-se um resultado mais coerente, com oscilacdo consideravelmente
reduzida. No entanto, esse comportamento oscilatério das forcas de superficie tende a
diminuir a medida que se aumenta a discretizacao.

De acordo com os resultados observados nesse exemplo, pode-se verificar que a
regularizacdo aplicada sobre as equagdes de deslocamento nos pontos internos € sobre
todas as equagdes do acoplamento (MEC e GLOBAL) geram bons resultados, tanto
para os deslocamentos quanto para as forcas de superficie da interface MEC-MEF,
mesmo com discretizacdes ndo muito refinadas nos elementos finitos. Deve ser

destacado também que o custo computacional para a execucdo do processo de minimos
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quadrados nas equagdes de deslocamento nos pontos internos é bem menor se
comparado ao caso onde considera-se o conjunto total de equagdes. Esse fato faz com
que a regularizacao MEC seja mais eficiente.

Para a regularizacdo aplicada sobre as equagdes do MEF verificou-se que os
resultados ndo foram muito precisos para discretizacdes ndo muito refinadas. No
entanto, a medida que foram acrescentados mais elementos a discretiza¢do da fibra, os
resultados convergiram a aqueles observados nas regularizacdes MEC e GLOBAL.
Assim, para a obten¢do de bons resultados, tanto em termos de deslocamentos quanto
em forcas de superficie, torna-se necessaria a adogdo de discretizacdes bem refinadas

com o emprego desse tipo de regularizacao.
7.3.2 — Exemplo 2: Chapa Tracionada Enrijecida

A estrutura a ser considerada nesse item € a apresentada na Fig. (7.14). Trata-se
de uma estrutura plana com trés metros de comprimento e um metro de altura contendo
quatro fibras uniformemente distribuidas em seu interior. Esta estrutura é engastada na
sua extremidade esquerda sendo prescrito um deslocamento igual a 0,1 m na

extremidade oposta, na dire¢cdo de sua maior dimensdo. Foram consideradas para o

dominio as seguintes propriedades: E=2,5-10 ’dy , e 0=0,20. J4 para as fibras foram
m

adotados E=2.1-10° klyz e S=1,0-10"m?.
m

[
bl

0,20
Il
I
[S=Y

020 |

0.20

{ 020

0,05 i 0,05
=

3,00

Figura 7.14 Estrutura analisada. Dimensdes em m.

Foram utilizados 160 elementos para a discretizacdo do contorno enquanto em

cada fibra sao distribuidos 116 elementos finitos. A regularizacdo é executada fazendo-
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se o processo de minimos quadrados nas equacgdes de deslocamentos nos pontos
internos.

Os resultados obtidos nesse exemplo sdo comparados a um modelo equivalente
construido no software ANSYS o qual analisa estruturas empregando as equagdes do
MEF. No modelo construido no ANSYS foi utilizada uma malha uniforme e regular
com 1200 elementos planos para o dominio enquanto cada fibra foi discretizada em 58
elementos. Inicialmente sdo comparados os deslocamentos ao longo do comprimento da

fibra. O diagrama comparativo para esse resultado € mostrado na Fig. (7.15).

0,1
0,09 - /
0,08

0,07 - /

0,06

0,05

0,04 4

0,03
0,02 /
0,01 _~

0 T T T
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Posicdo ao longo da Fibra

Deslocamento Axial (m)

‘—ANSYS —— Este Trabalho ‘

Figura 7.15 Comparativo dos deslocamentos na direcao x fibras.

Verifica-se que os resultados obtidos nas duas andlises realizadas sao
concordantes, demonstrando a eficiéncia da formulagcdo implementada. Na Fig. (7.16) é

ilustrado o diagrama comparativo para as forcas normais nos elementos de fibra.

710

700 - ﬂ

690 -

680 -

670

660

Forca Normal na Fibra (kN)

650

———

640 T T T T T
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Posicédo ao longo da Fibra

‘—ANSYS —— Este trabalho ‘

Figura 7.16 Comparativo para for¢as normais nas fibras.
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A figura acima mostra também a eficiéncia da formulacdo desenvolvida e
implementada. Os resultados fornecidos pela formulacao implementada e pelo software
ANSYS sdo concordantes. Apenas nas extremidades das fibras observa-se uma pequena
diferenca, a qual se explica pela oscilagdo existente na determinacdo das forcas de
superficie nessa posi¢ao.

Finalmente foram comparados os deslocamentos nas dire¢cdes X e Y para os nos
do contorno da estrutura. Nas Fig. (7.17) e Fig. (7.18) s@o apresentados os diagramas
comparativos para essa grandeza onde os deslocamentos siao apresentados em funcao da
numeracdo dos nds presentes na discretizagdo do contorno. A numeracio comega no
canto inferior esquerdo e, a partir da face inferior, cresce no sentido anti-hordrio. Como
pode ser visualizado por meio dessas duas figuras verifica-se que os resultados obtidos
pelos dois modelos numéricos considerados concordam entre si. Esse resultado valida o

modelo de acoplamento MEC-MEF implementado.
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|——ANSYS — Este trabalho |

Figura 7.17 Comparativo dos deslocamentos direcdo X para os nés do contorno.
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Figura 7.18 Comparativo dos deslocamentos direcdo Y para os nés do contorno.
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7.3.3 — Exemplo 3: Estrutura Enrijecida Solicitada por Carga Tangencial

A estrutura a ser analisada nesse item € a apresentada na Fig. (7.19). Trata-se de
uma estrutura plana com cinco metros de comprimento e um metro de altura contendo
uma fibra de quatro metros de comprimento posicionada em seu centro. Esta estrutura é
engastada em sua extremidade esquerda sendo prescrita uma forca de superficie na

direcdo y igual a 10,0 kN/m na extremidade oposta. Foram consideradas para o dominio

as seguintes propriedades: E=2,0-10 ’dy , ev=0,0. J4 para as fibras foram adotados
m

E=2,0-10" kly , eS=1510"m?.
m

0,5

0,5

0,5

RSN j F = 10,0kN/m

5.0

Figura 7.19 Estrutura analisada. Dimensdes em m.

Foram utilizados 120 elementos para a discretizacdo do contorno enquanto na
fibra sdo distribuidos 80 elementos finitos. A regularizacdo € executada fazendo-se o
processo de minimos quadrados nas equagdes do método dos elementos finitos.

Os resultados obtidos nesse exemplo sdo comparados a um modelo equivalente
construido no software ANSYS o qual analisa estruturas empregando as equagdes do
MEF. No modelo construido no ANSYS foi utilizada uma malha uniforme e regular
com 963 elementos planos para o dominio enquanto cada fibra foi discretizada em 80
elementos. Inicialmente foram comparados os deslocamentos nas direcdes x e y para os
n6s do contorno. Nas Fig. (7.20) e Fig. (7.21) sdo apresentados os diagramas
comparativos para essa grandeza onde os deslocamentos sdo apresentados em funcao da
numeracdo dos nés presentes na discretizacdo do contorno da estrutura. A numeragao
comeca no canto inferior esquerdo e, a partir da face inferior, cresce no sentido anti-
horério.

Como pode ser visualizado por meio dessas duas figuras verifica-se que os
resultados obtidos pelos dois modelos considerados concordam entre si. Esse resultado

valida o modelo de acoplamento MEC-MEF implementado.
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Figura 7.20 Comparativo dos deslocamentos direcao x para os nés do contorno.
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Figura 7.21 Comparativo dos deslocamentos direcdo y para os nds do contorno.

Os resultados para o deslocamento na direcdo y, nos nés presentes na interface
entre a fibra e o dominio, foram também comparados. Na Fig. (7.22) sdo apresentadas
as curvas comparativas para essa grandeza.

Assim como para os outros resultados, verifica-se que as respostas obtidas nas
duas andlises realizadas sdo concordantes demonstrando a eficiéncia da formulagdo
implementada. Com base nesses resultados considera-se a formulacdo implementada

para o acoplamento MEC-MEEF validada.
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Figura 7.22 Comparativo dos deslocamentos y na interface entre fibra e dominio.
7.3.4 — Exemplo 4: Chapa Tracionada com Enrijecedores Longitudinais e Transversais

O exemplo 4 trata da estrutura apresentada na Fig. (7.23). Esta € uma estrutura
plana de trés metros de comprimento por cingiienta centimetros de altura. O
carregamento atuante na estrutura € constituido por um deslocamento de 0,05 metros
imposto em sua extremidade direita, enquanto na extremidade esquerda a estrutura é
engastada. Sdo distribuidas fibras no dominio da estrutura conforme indicam as linhas
na cor azul, apresentadas na Fig. (7.23). As fibras sdo divididas em fibras superior,
inferior e estribos as quais formam uma sistema de trelica no interior da estrutura. As

propriedades dos materiais adotadas para a estrutura sao as seguintes: para a matriz

E=2,5-10’ ’dy , e v=0,20, para todas as fibras foi considerado E =2,1-10° kly ,, NO
m m

entanto a drea da secdo transversal foi considerada diferente para cada uma delas. Para

=4,0-10"*m?, fibras inferiores . =9,810m* e

inferiores

as fibras superiores tem-se S

superiores
estribos S, =7.85-10°m*. O contorno foi discretizado em 700 elementos enquanto

nas fibras foram utilizados 250 elementos finitos. A regularizacdo € executada fazendo-
se o processo de minimos quadrados nas equagdes fornecidas pelo MEF.

Inicialmente foram analisados os deslocamentos ao longo do contorno, das fibras
superiores e inferiores e também no estribo central. Esses resultados foram comparados
as respostas fornecidas por um modelo equivalente construido no software ANSYS. Via
ANSYS foram utilizados 15000 elementos, distribuidos em uma malha regular para a

discretiza¢do do dominio sendo nas fibras utilizados 1100 elementos.
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Figura 7.23 Estrutura Analisada, dimensdes em m.

Os diagramas comparativos com as respostas estdo ilustrados nas Fig. (7.24),

Fig. (7.25), Fig. (7.26), Fig. (7.27) e Fig. (7.28). Nas duas primeiras figuras os

deslocamentos sdo mostrados em funcao da numeracao dos nés a qual inicia-se no canto

inferior esquerdo e,

a partir da face inferior, cresce no sentido anti-horério.
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Figura 7.

24 Comparativo dos deslocamentos dire¢do x para os nés do contorno.
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Figura 7.25 Comparativo dos deslocamentos direcdo y para os nds do contorno.
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Figura 7.26 Comparativo do deslocamento direc¢@o x para a fibra inferior.
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Figura 7.27 Comparativo do deslocamento dire¢do x para a fibra superior.
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Figura 7.28 Comparativo do deslocamento dire¢do y ao longo do estribo central.
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De acordo com os diagramas comparativos apresentados pode-se verificar que a
formulacdo desenvolvida e implementada fornece bons resultados quando comparado
aos resultados fornecidos pelo ANSYS. A formulacdo proposta conseguiu reproduzir os
resultados previstos pelo ANSYS o que valida a implementagdo efetuada.

Com relacdo as forcas de superficie os resultados sdo apresentados nas Fig.
(7.29) e Fig. (7.30). O comportamento observado para as forcas de superficie é muito
semelhante ao observado nos exemplos anteriores. Como mostrado nessas duas figuras,
observa-se uma concentracio de tensdes nas extremidades das fibras. Esse
comportamento ja € esperado devido a diferenca entre a rigidez da matriz e da fibra.
Para os demais pontos ao longo da fibra, observa-se que as forca de superficie sdo

suaves e coerentes com O carregamento atuante.
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Figura 7.29 Comparativo das forgas de superficie para as fibras superior e inferior dire¢o x.
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Figura 7.30 Comparativo da forca de superficie para estribo central dire¢do y.
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As forcas normais nas fibras foram também calculadas, sendo os diagramas
comparativos, apresentados nas Fig. (7.31) e Fig. (7.32) para as fibras inferior e superior
respectivamente. Como pode ser observado nessas figuras, os resultados obtidos por
meio do modelo proposto concordam com os verificados no modelo construido no
ANSYS. Como a malha de elementos finitos utilizada no ANSYS é muito refinada foi
possivel, no modelo do ANSYS, observar a concentracio de tensdes existente na

extremidade das fibras.
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Figura 7.31 Forg¢a normal fibra inferior.
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Figura 7.32 Forg¢a normal fibra superior.

7.4 — Formulacdo do Acoplamento MEC-MEF com Comportamento

Elastopldstico dos Elementos de Fibra

Neste topico serd discutida a formulagdo do acoplamento MEC-MEF quando
consideram-se os efeitos de nao-linearidade fisica, plastificacdo, sobre os elementos
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finitos. Inicialmente serd apresentada uma revisdo bibliografica sobre teoria da
plasticidade. Em seguida serdo discutidos alguns conceitos da teoria da plasticidade que
tem como objetivo fornecer as bases para o desenvolvimento da formulagao. Finalmente
a formulacdo desenvolvida serd apresentada a qual também leva em conta a utiliza¢do
do operador tangente consistente. Maiores detalhes sobre teoria da plasticidade e
formulacdes elastoplésticas podem ser consultados em CHEN & HAN (1988), SIMO &
HUGHES (1997), PROENCA (2004) e nos trabalhos citados nos itens a seguir.

7.4.1 — Breve Revisdo Bibliogrdfica sobre Teoria da Plasticidade

O marco inicial da teoria da plasticidade deu-se com o trabalho de TRESCA
(1864) o qual versa sobre o processo de extrusao em metais. Nesse trabalho foi proposto
um critério de plastificacdo segundo o qual um metal deforma-se plasticamente quando
a maxima tensdo de cisalhamento atinge um valor limite. SAINT-VENANT (1870)
apresentou as relacdes constitutivas, para estado plano, de um material rigido-plastico.
Saint-Venant propds também uma regra de fluxo através da qual os incrementos de
deformacao se ddo segundo as direcdes dos eixos principais de tensdo.

VON MISES (1913) apresenta um critério de plastificacdo que tem como base a
limitagdo sobre a tensdo octaédrica de cisalhamento (invariante de tensdes desviadoras).
Em VON MISES (1928) ¢ efetuada a generalizacdo dos conceitos apresentados em
VON MISES (1913) para permitir a ado¢@o de uma fungdo de plastificacio arbitraria.
Além disso, Von Mises apresentou uma relacao entre a dire¢do da deformacdo plastica e
a superficie de plastificacdo, definindo a regra de fluxo plastico. PRANDTL (1924)
incluiu nas equagdes desenvolvidas por Saint-Venant/Von Mises a componente eldstica
da deformacdo, conceituando o modelo elastoplastico, e REUSS (1930) fez a extensdo
para o caso tridimensional.

O foco das discussOes, nos trabalhos citados anteriormente, se dava sobre o
comportamento rigido ou elastoplastico perfeito. As relacdes constitutivas para
materiais que apresentam o fendmeno do encruamento positivo (hardening) foram
desenvolvidas mais lentamente, podendo-se citar o trabalho de MELAN (1938). Nas
décadas de 1940 e 1950 houve intensa pesquisa para o desenvolvimento dos conceitos
basicos da chamada Teoria Classica da Plasticidade em Metais. PRAGER (1949)
definiu relacdes constitutivas para materiais com encruamento e superficies de

plastificacdo regulares. Foram também formulados e discutidos os conceitos de fungdo
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de carregamento (ou plastificacio), de condicdo de carregamento ou de
descarregamento, a condicdo de consisténcia e a de irreversibilidade da deformacgdo
pléstica. A inter-relacdo entre a convexidade da superficie de carregamento, a regra da
normalidade em relacdo ao incremento de deformagao plastica e a unicidade da solugdo
do problema de valor de contorno associado foi claramente estabelecida.

A partir desses conceitos, DRUCKER (1951) propds o chamado Postulado da
Estabilidade de um material, o que permitiu provar a unicidade da solucdo tanto para

materiais elastopldsticos perfeitos como para os que sofrem encruamento positivo.

7.4.2 — Conceitos Bdsicos

Macroscopicamente, o comportamento pldstico de um material pode ser
caracterizado por meio da ocorréncia de deformacdes irreversiveis, ou seja, nao
recuperaveis, observadas num ciclo de carregamento e descarregamento. Usualmente, o
material apresenta um nivel de tensdo denominado tensao de plastificacdo, que uma vez
atingido pode levar a ocorréncia de deformacdes plasticas.

Materiais elastoplasticos perfeitos sdo aqueles nos quais a tensdo jamais excede
a tensdo de plastificacdo e uma vez que esta seja atingida e mantida, toda a deformacado
adicional que passa a ocorrer € exclusivamente de natureza pléstica conforme ilustra a
Fig. (7.33), para o caso de tragdo uniaxial. Materiais cuja tensdo pode aumentar além da
tensdao de plastificacdo (usualmente denominada nesse caso de limite eldstico)
apresentam o fendmeno do encruamento positivo, como indicado na Fig. (7.34).

Nos materiais em regime elastopldstico, a deformacgdo total é composta por
parcelas plastica e eldstica. Nesse regime ndo hd uma correspondéncia univoca entre
tensdo e deformagdo, sendo necessario o conhecimento da histéria de carregamento,

caracterizada pelo nivel de deformacgdo plastica acumulada.

(o2

Tensao de Plastificacdo

\/ Deformacio Plastica |/ Deformagio |

/] 7 Eldstica /|

Figura 7.33 Relacdo constitutiva elastoplastica perfeito.
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‘ regime de encruamento ‘

Figura 7.34 Relacido constitutiva elastopldstica com encruamento.

7.4.3 — Formulagdo do Problema Pldstico Unidimensional

Neste topico serd apresentada a formulacdo do comportamento elastopldstico
para o caso unidimensional. Serd tratada a formulacao para os problemas elastopléstico
perfeito e elastopldstico com encruamento, sendo que nesse ultimo caso serdao
considerados os critérios de encruamento isétropo, cinematico e misto.

Inicialmente admite-se que a deformacdo total presente no problema, &, possa
ser decomposta em duas outras parcelas referentes as parcelas eldstica, °, e plastica,
e” . Assim:

e=¢g°+¢&P (7.30)

A tensao atuante no elemento de fibra é dada por:

€

c=E-& = azE-(e—gP) (7.31)

A Eq. (7.31) pode ser escrita em termos de taxas, admitindo-se que a tensdo e as

deformacdes pléstica e eldstica sejam funcdes continuas no tempo. Dessa forma:

oc=E¢& = o=E-|e-¢€" (7.32)

- do - _de -, de’
onde:o=—-, e=—, & =
dt dt dt

No modelo elastoplastico perfeito, a tensd@o ndo pode exceder, em valor absoluto,

o valor da tensdo de plastifica¢do, o,. Isso se exprime através do seguinte critério de

plastificacdo, que define o intervalo de tensdes admissiveis:

f(o)=|o]-0, <0 (7.33)
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A evolucdo da plastificacdo, e” #0, ocorre apenas se f(o)=0, ou seja, se

l|o|=0,. Caso f(0)<0 a resposta imediata do material é exclusivamente elastica e

£= gé, e” =0. Usualmente denomina-se 4>0 ao valor do médulo da taxa de deformacao

plastica. Portanto valem as relacdes:

e’ =1 seo=0, (7.34)

" ==, se o =0, (7.35)
De modo compacto, pode-se escrever que:

£” = 1 sign(o) (7.36)
sendo que sign(o) =1, sec >0 esign(c) =-1, sec <0 .
Entre A ef h4, portanto, uma clara condicio de complementaridade, expressa na

forma:

Af=0 (7.37)
Porém, um estado de tensdo tal que f(o)=0 ndo implica obrigatoriamente em

evolugdo da plastificacdo. E necessdrio verificar a variagdo da funcdo f no tempo,

f =%. Caso f=0 e f=0, poderd haver evolucio da plastificacdo, pois o novo estado

de tensdo se manterd sobre o nivel limite o, e, portanto A>0. Se f=0 e f<O0

configura-se uma situacdo de descarregamento € A=0 ndo ocorrendo deformacdo

pléstica. Com isso se estabelece a condi¢do de consisténcia dada por:
A f=0 (7.38)
A condicdo de consisténcia permite obter uma expressio para 4 impondo-se

f=0. Utilizando as Eq. (7.32), Eq. (7.33) e Eq. (7.36) obtém-se:

. ool - o . :
f =§laa_f=%-a= sign(a)-E-[é‘—Sp]= sign(o)-E-e-sign(c)-E-Asign(c)=0 (7.39)
o

Sabendo-se que [sign(o)] =1, tem-se:

/1.=sign(0')f',‘ (7.40)
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Substituindo a Eq. (7.40) na Eq. (7.36) chega-se a expressdo para a deformacao

plastica, er =¢, indicando que no escoamento todo o acréscimo de deformagio &
plastico.

Nos problemas que envolvem plastificacdo com encruamento o intervalo eléstico
inicial se altera com a evolugdo da plastificacdo, seja em tamanho, posicdo ou uma
combinacdo de ambos. O encruamento é chamado isétropo quando ocorre uma
expansao do intervalo eldstico de modo simétrico ao seu centro. Normalmente, postula-
se que o encruamento seja uma funcdo da deformacao plastica acumulada (encruamento
por deformacgdo). Caso seja diretamente proporcional ao mdédulo da deformacdo
pléstica, o encruamento isétropo € dito linear, como ilustrado na Fig. (7.35). Para este
caso, a funcdo de plastificacdo tem por expressao:

flo.@)=|o]-(0, +K"-a)<0 (7.41)

Na Eq. (7.41) o termo Kk”é chamado de mddulo pléastico de encruamento

isétropo, o, € a tensdo de escoamento do material € o € uma medida da deformagio

plastica acumulada, definida pela seguinte expressao:

t
a=|
0

O moédulo utilizado na Eq. (7.42) implica que a evolucdo da plastificagao tanto

e\ dt (7.42)

na compressao como na tracdo produz encruamento, ou seja, um aumento do intervalo

elastico inicial.

Y. Te(Y) = EK
&) E+K

Figura 7.35 Encruamento isétropo linear.
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De modo andlogo ao apresentado no problema elastoplastico perfeito, as

condig¢des sobre a deformacdo pldstica sdo agora expressas como:

e = seo=(0, +K"a) (7.43)

e’ =1 se c=—(0,+K"a) (7.44)

No encruamento isétropo a Eq. (7.36) permanece vdlida e das duas ultimas

equacdes pode-se concluir que A= e’|. Da Eq. (9.42) tem-se que a= ¢’| . Portanto

obtém-se que:

a=2 (7.45)
Utilizando a relacdo de consisténcia e as Eq. (7.32), Eq. (7.36), Eq. (7.41) e Eq.

(7.45) é possivel obter uma expressio para A:

AR P Ele-Nsi —K? A=
f—ao_a+aa0{—szgn(0') E [8 lstgn(a)} K?-A=0 (7.46)

Isolando-se A, tem-se:

P sign(O')-Eé

(E+K”) (7.47)

Combinando-se as Eq. (7.32), Eq. (7.36) e Eq. (7.47), pode-se calcular e eo.

==Lt 5 (7.48)
(E+K”)
. KPP .
oL K" . (7.49)
(E+k”)
. P . , , .
o termo —X"_ define o médulo elastopléstico tangente no trecho de encruamento,

(E+k7)
como apresentado na Fig. (7.35).

Ja no problema envolvendo encruamento cinematico o intervalo eldstico inicial
tem seu tamanho mantido, porém sua origem no espago das tensdes ¢ modificada pelo
processo de plastificacdo. Neste caso, a funcdo de plastificacdo assume a forma:

f(o.q)=|o-q|-0,<0 (7.50)

A varidvel ¢ da o deslocamento do intervalo eldstico em relagdo a sua posi¢ao

original, sendo, também, uma func¢do da deformacgao plastica. No caso de uma relagcdo

linear entre ambas, a lei de evolugdo do parametro ¢ é:
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g=H"-€” (7.51)
sendo H” denominado mdédulo plastico de encruamento cinemaético.
Deve-se observar que o sentido da variagdo do pardmetro g € definido pelo

sentido do fluxo plastico. Conforme apresenta a Fig. (7.36), uma plastificacdo devida a

tracdo altera o limite eldstico a tracdo para (ay + ql) e reduz, em mddulo, o limite eldstico

a compressdo. Essa assimetria induzida pelo modelo de encruamento cinemético
permite reproduzir o chamado efeito BAUSCHINGER (1886).
Seguindo o procedimento andlogo ao anterior a taxa de deformagdo pléstica é

definida a partir das seguintes condicoes:
el = /‘1, se c—q=0, (7.52)
e? =—/‘l, se 0—q=-0, (7.53)
Condensando as duas dltimas equacoes:

er =1 sign(o—q) (7.54)

sendo que sign(oc—q) =1, se(O'—q) >0 esign(oc—q)=-1, se(O'—q) <0.

(5y+q1

Gy

,Te(y) = EH
g E+H

[¢2]

_— -

Figura 7.36 Encruamento cinemdtico linear.

Combinando as Eq. (7.51) e Eq. (7.54) pode-se escrever que:
q=A-H” -sign( o -q) (7.55)

A expressdo para A € obtida impondo-se f =0. Fazendo-se entdo o uso das Eq.

(7.32), Eq. (7.50), Eq. (7.54) e Eq. (7.55) tém-se:
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f=§lo_é'+gié=sign(O'—q)-E-[é—ﬂ'sign(a—q)}—sign(O'—q)'Hp'ﬂ'sign(O'—q)=0 (7.56)
q

Isolando-se A :

Qe sign(O'—q)-Eé (7.57)
(E+H")

Finalmente com as Eq. (7.32), Eq. (7.54) e Eq. (7.57) calcula-se:

E

£ =mé (7.58)
oo EH" . (7.59)
(E+HP)

.HP
onde % € o médulo elastopléstico tangente, conforme ilustrado na Fig. (7.36).
E+H

Pode também ser construido um modelo que mescle as caracteristicas presentes
nos encruamentos isétropo e cinemdtico. Este tipo de encruamento é o misto o qual
fornece expansdo e translacdo do intervalo eldstico. Nesse tipo de modelo o critério de
plastificacdo passa a ser dado por:

flo.q.a)=|c-q|-(0, +K"-a)<0 (7.60)

As varidveis ¢ e « ja foram definidas nas Eq. (7.55), Eq. (7.42), portanto deve-

se agora obter a expressdao para o incremento nas deformagdes plasticas. Assim como
nos casos anteriores a taxa de deformacdo plastica é definida a partir das seguintes

condicgdes:

e’ =1 sec—q=0,+K" o (7.61)

e’ =1 sec—q=—(c,+K" a) (7.62)
As duas ultimas equacdes podem ser condensadas como:
e = 1-sign( o -q) (7.63)
sendo que sign(c—q) =1, se(O'— q) >0 esign(c—q)=—1, se(O'— q) <0 .
A expressdo para A é obtida fazendo-se f=0. De posse das Eq. (7.32), Eq.
(7.45), Eq. (7.55), Eq. (7.60) e Eq. (7.63) tém-se:

f:a—fé'+a—fq+a—fd:Asign(G—q)-E- é—/i-sign(a—q) —sign(O'—q)~H”-/Lsign(d—q)—l(”-/iZO (7-64)
doc  aq ! oa

Isolando-se A:
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i —g)-E .
szgn(O' q) :

A= (7.65)
(E+H"+K7)
Finalmente com as Eq. (7.32), Eq. (7.63) e Eq. (7.65) tem-se:
er=— £ (7.66)
(E+H"+K7)
. E(H"+K") .
c=———— ‘¢ (7.67)
(E+H"+K")
E-(H"+K") _ :
sendo ———— o mddulo elastoplastico tangente para o encruamento misto.
(E+H"+K7)

7.4.4 — Influéncia da Plastificacdo nas Equacoes do Acoplamento MEC- MEF

O processo de plastificagdo ocorre somente nos elementos de fibra, portanto,
apenas as equacoes do MEF devem ser atualizadas apds a plastificacdo dos elementos.
No entanto, quando se verifica as equacgdes provenientes do MEF, contata-se que
somente a matriz de rigidez local dos elementos finitos que ja plastificaram deve ser
atualizada. Nesse caso, estas matrizes sdo reconstruidas utilizando o moéddulo
elastoplastico tangente conforme ja definido no item 7.4.3.

Por meio desse procedimento, faz-se uso do operador tangente consistente, ja
que a matriz de rigidez serd atualizada apds a plastificacdo dos elementos. Utilizando os
critérios de plastificacdo bi-lineares serdo necessdrias poucas iteragdes para a obtengao
do equilibrio, o que torna a formulacdo interessante do ponto de vista de eficiéncia

computacional.

7.4.5 — Exemplo 5: Andlise Elastopldstica de uma Fibra em uma Chapa Tracionada

O exemplo 5 trata da estrutura apresentada na Fig. (7.37). Trata-se de uma
estrutura quadrada plana tendo o comprimento do lado igual a cingiienta centimetros. O
carregamento atuante na estrutura € constituido por um deslocamento de 0,05 metros
imposto em sua extremidade direita, enquanto na extremidade esquerda a estrutura é
engastada. A estrutura contém uma fibra de comprimento igual a quarenta centimetros

posicionada a metade da altura da estrutura conforme mostra a Fig. (7.37).
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As propriedades dos materiais adotadas para o exemplo sdo as seguintes: para a

matriz E =2,5-10 ’dy , e0=0,20, para a fibra E=2,1-10° kly , , rea da se¢do transversal
m m
§=1,0-10"%m*, tensdo de escoamento o, =500-10 ’dy ,, moédulo de encruamento
N m

isétropo K? =200-10° ’dy , » médulo de encruamento cinemético H” =2-10° kly -
m m

u =0,05
N
. |
N |
—t— |
o 0,1 | 04 |
s |
g |
a
4»)(

Figura 7.37 Estrutura Analisada. Dimensdes em m.

Nessa andlise, o contorno foi discretizado em 100 elementos de contorno
enquanto nas fibras foram utilizados 80 elementos finitos. A regularizacdo € executada
fazendo-se o processo de minimos quadrados nas equagdes fornecidas pelo MEF.

Foram analisados os deslocamentos ao longo do contorno da estrutura, as
deformacdes elastica e plastica ao longo da fibra e também a forca normal atuante nos
elementos finitos. Esses resultados foram comparados as respostas fornecidas por um
modelo equivalente construido no software ANSYS onde foram empregados 2564
elementos na discretizacdo do dominio e o 80 elementos na discretizagdao da fibra. Os
diagramas comparativos estdo ilustrados nas Fig. (7.38), Fig. (7.39), Fig. (7.40), Fig.
(7.41) e Fig. (7.42). Nas duas primeiras figuras os deslocamentos sdo mostrados em
funcdo da numeracdo dos nds. A numeragdo comeca no canto inferior esquerdo e, a

partir da face inferior, cresce no sentido anti-horéario.
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Figura 7.38 Comparativo dos deslocamentos direcao x para os nés do contorno.
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Figura 7.39 Comparativo dos deslocamentos direcdo y para os nds do contorno.
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Figura 7.40 Comparativo da deformacao eldstica ao longo da fibra.
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Figura 7.41 Comparativo da deformacao plastica ao longo da fibra.
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Figura 7.42 Comparativo da for¢ca normal ao longo do comprimento da fibra.

De acordo com os diagramas comparativos, pode-se verificar que a formulagdao
desenvolvida e implementada fornece bons resultados quando comparado aos resultados
fornecidos pelo ANSYS. Mesmo com uma discretizacdo ndo muito refinada nas fibras,
consegue-se reproduzir os resultados previstos pelo ANSYS. Dessa forma, considera-se
validada a formulagdo desenvolvida do acoplamento MEC-MEF considerando o efeito

de plastificac@o dos enrijecedores.

7.4.6 — Exemplo 6: Chapa Tracionada com Enrijecedor Inclinado

Nesse exemplo serd analisada a estrutura apresentada na Fig. (7.43). Trata-se de
uma estrutura plana de comprimento igual a 2,0 metros e altura de 0,50 metros. O

carregamento atuante na estrutura € constituido por um deslocamento de 0,05 metros
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imposto em sua extremidade direita, enquanto na extremidade esquerda a estrutura é
engastada. A estrutura apresenta ainda cinco enrijecedores dispostos conforme indicam
as fibras hachuradas da Fig. (7.43).

As propriedades dos materiais adotadas para o exemplo sao as seguintes: para a

matriz E:2,5-107k1y2ev:0,20, para as fibras E:2,1-108k1y2, drea da segdo
m m
transversal  §=1,0-10"*m*, tensdo de escoamento o, =500-10’ ’dy ,, moédulo de
m

encruamento isétropo K” =2,3333-10’ ’dy 5 -
m

uy =0,05
El ]
A X of |
< P g ‘
| ]
X 2.0

Figura 7.43 Estrutura Analisada. Dimensdes em m.

O contorno foi discretizado em 126 elementos enquanto nas fibras foram
empregados 526 elementos finitos. A regularizacido é executada fazendo-se o processo
de minimos quadrados nas equagdes fornecidas pelo método dos elementos finitos.

Inicialmente foram analisados os deslocamentos ao longo do contorno da
estrutura. Esse resultado foi comparado a reposta fornecida por um modelo equivalente
construido no software ANSYS onde foram empregados 1070 elementos finitos na
discretiza¢do do dominio e 526 na discretizacdo das fibras. Nos diagramas comparativos
dos deslocamentos essa grandeza € mostrada em fun¢do da numeracdo dos nds do
contorno. Nesse modelo a numeracdo comega no canto inferior esquerdo e, a partir da
face inferior, cresce no sentido anti-hordrio. Os diagramas estdo apresentados nas Fig.
(7.44) e Fig. (7.45) as quais indicam um bom desempenho da formulagao proposta.

Foram analisados também os resultados para as fibras inclinada e inferior
mostradas na Fig. (7.43). Primeiramente foram comparados os resultados para as
deformacdes plasticas observadas nas fibras para o carregamento dado. Na Fig. (7.46) é
apresentado o diagrama comparativo onde a deformacao plastica € mostrada em fungao
do nimero de elementos finitos presente em cada fibra. Para a fibra inferior a

numeracdo dos elementos comeca no canto inferior esquerdo e termina no canto inferior
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direito. J4 para a fibra inclinada a numeragcdo comega no canto inferior direito e termina

no canto superior esquerdo.
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Figura 7.44 Comparativo dos deslocamentos direcio x para os nds do contorno.
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Figura 7.45 Comparativo dos deslocamentos direcdo y para os nds do contorno.

O diagrama apresentado na Fig. (7.46) mostra que os resultados fornecidos pelo
modelo de acoplamento MEC-MEF sdo muito proximos aos previsto pelo modelo em
elementos finitos via ANSYS, validando dessa forma a formulagdo implementada.

O diagrama comparativo para a forca normal atuante nas fibras inferior e
inclinada para o carregamento dado é mostrado na Fig. (7.47). Assim como na
comparacdo para a deformagdo plastica os resultados para a forca normal sdo

apresentados em funcao do nimero de elementos finitos em casa fibra.
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Figura 7.46 Comparativo da deformacdo plastica para as fibras inferior e inclinada.
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Figura 7.47 Comparativo da forca normal ao longo das fibras inferior e inclinada.

Verifica-se, por meio da Fig. (7.47), que os resultados obtidos para a forca
normal nas duas fibras consideradas sdo concordantes com a resposta fornecida pelo
modelo em elementos finitos construido via ANSYS. Assim esse resultado valida a
formulacdo proposta e implementada.

Por fim, o comportamento das deformacdes eldsticas, para as fibras inferior e
inclinada, foi estudado sendo o comparativo dos resultados apresentados na Fig. (7.48).
Assim como nos casos anteriores o modelo de acoplamento MEC-MEF implementado
fornece bons resultados quando comparado ao modelo construido no programa ANSYS
indicando a eficiéncia da formulacdo implementada.

Assim, de acordo com os resultados obtidos para esse exemplo constata-se que a

formulacdo proposta fornece bons resultados quando comparado aos resultados
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fornecidos por um modelo equivalente construido no software ANSYS. Portanto

considera-se validada a formulagdo proposta e sua implementacao.
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Figura 7.48 Comparativo da deformacao eldstica ao longo das fibras inferior e inclinada.

7.4.7 — Exemplo 7: Viga Biapoiada com Enrijecedores Longitudinais e Transversais

Nesse exemplo serd discutida a estrutura mostrada na Fig. (7.49). Trata-se de
uma estrutura plana bi-apoiada de trés metros de comprimento por cingiienta

centimetros de altura. O carregamento atuante na estrutura € constituido por uma forca

de superficie igual a 10000 k% prescrito em sua face superior. Sao distribuidas fibras no

dominio da estrutura conforme indicam as linhas na cor azul, apresentadas na Fig.
(7.49). As fibras sdo divididas em fibras superior, inferior e estribos as quais formam

uma sistema de trelica no interior da estrutura. As propriedades dos materiais adotadas

para a estrutura sio as seguintes: para a matriz E =2,5-10" ’dy , e v=0,20, para todas as
m
fibras foi considerado E=2,1-10° kly , € moédulo de encruamento isétropo
m
K" =2,3333-10 ’dy ,, 1O entanto a drea da sec¢do transversal foi considerada diferente
m

para cada uma delas. Para as fibras superiores tem-se S =4,0-10"*m?, fibras

superiores

inferiores . =9,8-10*m? e estribos S =7,85-10"m?. Para as fibras inferior e

inferiores estribos

superior a tensdo de escoamento foi admitida igual a o, =500-10° ’dy , € para os estribos
m

essa grandeza foi considerada igual a o, =250-10° k’y -
m
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Figura 7.49 Estrutura Analisada, dimensdes em m.

O contorno foi discretizado em 700 elementos enquanto nas fibras foram
utilizados 250 elementos finitos. A regularizacdo € executada fazendo-se o processo de
minimos quadrados nas equagdes fornecidas pelo MEF. Foram analisados os
deslocamentos ao longo do contorno, as deformacgdes elésticas e plasticas e as forcas
normais nas fibras superiores e inferiores e também no estribo central. Esses resultados
foram comparados aos fornecidos por um modelo equivalente construido no software
ANSYS. No modelo do ANSYS foram utilizados 15000 elementos, distribuidos em
uma malha regular, para a discretizacio do dominio, enquanto nas fibras foram
empregados 1100 elementos.

Os diagramas comparativos dos deslocamentos no contorno da estrutura sao
apresentados nas Fig. (7.50) e Fig. (7.51). Nesses diagramas os deslocamentos sao
apresentados em func¢do da numeragdo dos nés no contorno sendo que essa numeragao
comeg¢a no canto inferior esquerdo e, a partir da face inferior, cresce no sentido anti-
hordrio.

Conforme apresentam essas duas figuras, o modelo proposto de acoplamento
MEC-MEF fornece bons resultados quando comparados ao modelo do ANSYS. Tanto
os deslocamentos na dire¢do x quanto na direcdo y obtidos por ambos modelos
numéricos considerados convergem, validando assim a formulacdo do acoplamento

MEC-MEF proposto e implementado.
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Figura 7.50 Comparativo dos deslocamentos direcdo x para os nds do contorno.
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Figura 7.51 Comparativo dos deslocamentos direcio y para os nds do contorno.

Os resultados obtidos para as fibras superior e inferior sdo mostrados nas Fig.
(7.52), Fig. (7.53) e Fig. (7.54), onde sdo estudadas as deformagdes eldsticas, plasticas e
a forca normal respectivamente. Nessas figuras essas grandezas sdo comparadas aos
resultados fornecidos pelo programa ANSYS. Por meio dessas figuras contata-se que os
resultados obtidos sdo concordantes entre os métodos numéricos empregados validando

assim a formulacgao para o acoplamento MEC/MEF proposta e implementada.
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Figura 7.52 Comparativo das deformacdes eldsticas nas fibras inferior e superior.
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Figura 7.53 Comparativo das deformacdes plasticas nas fibras inferior e superior.
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Figura 7.54 Comparativo das for¢as normais nas fibras inferior e superior.
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Os resultados para as deformacdes elasticas, plasticas e for¢ca normal foram
também comparados para o estribo central da estrutura, sendo os mesmos apresentados
nas Fig. (7.55), Fig. (7.56) e Fig. (7.57). Nessas figuras as grandezas citadas sao
apresentadas em funcao da posi¢ao da fibra, a qual cresce de acordo com o crescimento

da coordenada y dos elementos no estribo central.
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Figura 7.55 Comparativo deformacdes eldsticas no estribo central.
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Figura 7.56 Comparativo das deformacdes plasticas no estribo central.

Conforme mostram essas figuras os resultados obtidos pelo modelo de
acoplamento MEC-MEF proposto sdo concordantes com os resultados fornecidos pelo

programa ANSYS. Assim considera-se validada a formulagcdo proposta e implementada.
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Figura 7.57 Comparativo da for¢ca normal no estribo central.

7.5 — Formulacdo do Acoplamento MEC-MEF Considerando o

Escorregamento entre as Fibras e o Dominio

7.5.1 — Breve Revisdo Bibliogrdfica sobre Aderéncia entre Fibras e Dominio

O interesse em se conhecer o complexo mecanismo da aderéncia entre dois
meios, em especial entre o aco e o concreto, nas estruturas, apresentou substancial
crescimento a partir da década de 40. Através de andlises tedricas e/ou ensaios praticos,
pesquisadores tém tido como interesse a explicacdo desse fendmeno para que,
conceituada de forma mais realista, permita o desenvolvimento de métodos e modelos
que serdo aplicados na andlise comportamental e no cdlculo de estruturas.

WATSTEIN (1941) analisou a distribui¢do da tensdo de aderéncia, ao longo de
barras de aco, a partir do ensaio de arrancamento (pull-out test). Com o auxilio de
extensdOmetros mecanicos, ele mediu o alongamento e a tensdo na barra da parte
encravada no cilindro de concreto. MYLREA (1948), através do ensaio e da andlise da
resisténcia ao arrancamento de barras encravadas no concreto, e de trechos de barras
ancoradas em vigas simples submetidas a flexdo, apresentou um estudo da distribuicdo e
progressdo da tensdao de aderéncia e da diminui¢do da seguranga causada pela falha na
aderéncia.

NGO & SCORDELIS (1967) utilizaram o MEF para a constru¢do de um modelo
numérico para estudar o comportamento de vigas de concreto armado considerando os

efeitos das tensoes de aderéncia. Para a representacdo da rigidez da aderéncia entre as
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barras de aco e o concreto, foi desenvolvido um elemento finito de ligagdo adimensional
(bond link), colocado entre os elementos finitos que representam o concreto € 0s
elementos finitos que representam as barras de aco. BRESLER & BERTERO (1968)
investigaram a contribui¢do da histéria do carregamento e do meio ambiente na
deterioracdo de estruturas de concreto armado a partir de ensaios de arrancamento
submetidos a ciclos de carregamento e descarregamento. Este estudo foi baseado no
efeito acumulativo de diversos danos: fissuracdo, reducdo da rigidez, dentre outros,
sendo verificadas as suas influéncias na transferéncia de tensao entre o aco e o concreto.
NILSON (1968), utilizando o MEF e o elemento de ligacdo apresentado por NGO &
SCORDELIS (1967), desenvolveu modelos analiticos de representacdo de amostras de
concreto armado submetidas a ensaio de arrancamento excéntrico. A rigidez dos
elementos de ligacdo, utilizada nos cdlculos, foi obtida a partir do desenvolvimento de
uma funcdo polinomial de terceiro grau que relaciona a tensdo de aderéncia com o
deslizamento entre a barra de aco e o concreto. Para o desenvolvimento dessa equacao
foram utilizados os resultados experimentais obtidos por BRESLER & BERTERO
(1968). DUCATTI (1993) estudou a aderéncia entre o concreto de alto desempenho e a
armadura através da realizacdo de ensaios de arrancamento. Entre os objetivos visados
destacaram-se: determinagdo da curva de comportamento de aderéncia e a comparacao
dos pardmetros obtidos para estas curvas com os regulamentados por normas
internacionais de concreto comum; quantificagao de diversos parametros sobre a relacdo
tensdo de aderéncia e deslizamento, e o desenvolvimento de um ensaio de arrancamento
capaz de eliminar o efeito do confinamento do concreto circunvizinho a barra de
arrancamento. BARBOSA (2004) apresenta uma andlise comparativa e critica de
diversos modelos numéricos aplicdveis ao estudo da aderéncia aco-concreto. Dentre os
modelos discutidos destacam-se os de TASSIOS (1979), CEB-FIP (1990) e MARTINS
(1989).

ROSA (1994) apresentou uma andlise comparativa das vdrias curvas de
aderéncia x deslizamento entre o aco e o concreto, proposta na literatura, quando
aplicadas ao MEF. Foi analisado o desempenho quanto ao tempo de processamento,
nimero de interacdes necessdrias, facilidade de utilizacdo e precisdo dos resultados
obtidos quando comparados com os resultados de ensaio. YANKELEVSKY (1997)
apresentou o desenvolvimento de um elemento finito bidimensional, que representa o

comportamento da interface entre o aco e o concreto, para estruturas submetidas a
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ensaio de tracdo. A rigidez dos elementos incorpora parametros do ago, do concreto e da
relacdo entre a tensdo de aderéncia x deslizamento.

SPACONE & LIMKATANYU (2000) discutem a importancia da modelagem da
aderéncia e do deslizamento no comportamento de estruturas de concreto armado sob
carregamentos estatico e dinamico, apresentando formulagdes para implementacdo em
modelos de elementos finitos, considerando os fendmenos de aderéncia e deslizamento
na andlise dessas estruturas. DESIR (1998) propds um modelo numérico para simular o
comportamento do fendmeno da aderéncia entre o aco e o concreto utilizando leis
constitutivas baseadas nos conceitos da termodinamica cldssica, o qual considera a
interface como sendo uma superficie de descontinuidade. Este modelo numérico foi
incorporado na formulacdo de um elemento finito que representa tanto o ago quanto o
concreto, onde cada material tem um comportamento préprio definido por uma lei
constitutiva separada.

Conforme apresentado, diversos sdo os trabalhos que tratam do problema de
aderéncia enrijecedor-meio continuo via MEF. No entanto a abordagem desse problema
por meio do MEC ainda é pouco estudada justificando inclusive as formulagdes
apresentadas nesse capitulo. Apesar disso, deve-se destacar o trabalho de BOTTA
(2003) o qual estudou o acoplamento MEC-MEF adotando o critério proposto pelo

CEB-FIP (1990) para a analise do escorregamento entre armadura e concreto.

7.5.2 — Modelo Ndo Linear de Aderéncia CEB-FIP (1990)

Neste item serd apresentada a formulacdo do acoplamento MEC-MEF
considerando o comportamento ndo linear fisico, para o escorregamento relativo entre
as fibras e o meio continuo, decorrente da perda de aderéncia entre os dois materiais.
Visando a aplicagdo numérica da formulagdo, serd descrito um modelo simplificado de
aderéncia para as fibras e o meio continuo. O modelo para a aderéncia adotado estd
proposto no cddigo modelo CEB-FIP (1990) sendo voltado para aplicagdes em concreto
armado.

O problema da perda de aderéncia entre enrijecedores e meio continuo, em
especial armadura e concreto, € bastante complexo. A natureza fisica do fendmeno € de
dificil compreensdo e sdo muitas as varidveis envolvidas na sua descri¢do. Além disto, é
grande a variabilidade dos resultados experimentais. No entanto, do ponto de vista das

formulacdes matemadticas para previsao do comportamento mecanico, interessa a lei
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constitutiva que, no caso, estabelece a relacdo nao-linear entre tensdo de aderéncia e
escorregamento.

A curva da Fig. (7.58) representa o modelo nao-linear que relaciona forca de
aderéncia rcom escorregamento relativo $*. O modelo tem os seguintes parAmetros:
tensdo de aderéncia méixima 7,,,, tensdo de aderéncia residual 7., valores
caracteristicos do escorregamento S, S; e Si, constante « da curva referente ao

intervalo [0, Sﬂ. No c6digo modelo os parametros sdo identificados em funcao do tipo

de armadura, das condi¢Oes de aderéncia e da resisténcia caracteristica do concreto a

compressao.

Tmax

(7] T R

\ |
| | \

| | \

| | \

! ! 1

T T T st
Sl S2 S3

Figura 7.58 Relacdo tensdo de aderéncia escorregamento do CEB-FIP (1990)

Na Fig. (7.58) tém-se as diferentes relacdes entre tensdo de aderéncia, 7, e

escorregamento, S°, para cada trecho, dadas por:

o
_ sk L
T=Tyax [S_lLJ para [0, S }
T=Tyuy para [ {55 | (7.68)
.SL_r_ .sk - .Sk
= Tmax 93 —Tp Lz +(LTF Thax ) para I:SZL,S3L:|
(55 =)
T=1p para S* > S¥

7.5.3 — Formulacdo Ndo Linear do Acoplamento MEC-MEF com Modelo de

Escorregamento

O problema do escorregamento introduz uma nova varidvel nas equagdes, a

varidvel S* do escorregamento relativo entre os meios. O equilibrio de forgas,
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conforme apresenta a Eq. (7.4), continua valendo mas a compatibilidade dos
deslocamentos € agora expressa pela equacao:
uP =u (7.69)
ubF=st+u” = uF=5"+u (7.70)
Ou seja, o deslocamento relativo S* deve ser aproximado por elemento finito e
introduzido nas equagdes de equilibrio do MEF. Os campos com os deslocamentos u e
s* da Eq. (7.70) sdo independentes entre si, e podem ser aproximados por polindmios
diferentes sobre cada elemento de barra. O deslocamento u é aproximado pelo mesmo
polindmio cidbico definido no item 7.1. O deslocamento relativo S“ serd nesta
formulagdo aproximado linearmente. A razdo dessa escolha € por ser o mesmo
polindbmio que aproxima as forcas de superficie no elemento. Neste caso, devem
coincidir os nds das aproximagdes das forcas de superficie e do escorregamento, em
vista da utilizacao do modelo nao-linear da Fig. (7.58).
Com a introdu¢do do escorregamento relativo S*, a equacio de equilibrio Eq.
(7.3) do elemento de fibra deve ser reescrita como:
[ ) Y= ) ) am
em que: K5 é a matriz de rigidez do elemento finito que multiplica os escorregamentos

e { rE } as forcas de superficie governadas pela lei de escorregamento.

A matriz K° pode ser facilmente obtida a partir de K* como:

SL
1
37 4725 135 —0325]|2.gL st 1 -1
.S|-4725 108 -7425 1.35 3 .S/ 0 o] |SE
[KS}:ﬂ 3 3 :[Ks]zﬂ 17 L 7.72)
L | 135 7425 108 -4725||s- 2.5t Lo sk
0325 135 -4725 37 || 3 3 11
Sy
2-Sy

L L L
Sabendo-se que {2351 +S—2} e {S—1+

3 3 } sdo valores de S nos tercos do

comprimento do elemento.
7.5.4 — Exemplo 8: Andlise do Arrancamento de um Enrijecedor

Neste exemplo considera-se a andlise do comportamento da aderéncia de uma
barra embutida num dominio plano. A estrutura considerada é a apresentada na Fig.

(7.59) a qual € solicitada mediante a prescricio de um carregamento no né de
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extremidade da fibra. A carga aplicada na estrutura é equivalente a um deslocamento
imposto de valor igual a3,80-10~ m. Serd considerado apenas o efeito do escorregamento

entre a barra e o meio, sendo que este Ultimo comporta-se elasticamente.

As propriedades dos materiais adotadas para o exemplo sdo as seguintes: para a

matriz  E=2,5-10 ’dyz e v=0,20, para as fibras E=2,1-10° ’dyz, drea da segdo
m m
transversal $=1,0-10"m?*, parAmetros do modelo de escorregamento 7,,,, =10-10° ’dy 5
m

Ty =2-103kly2, SE=6-10"*m, SE=710"%m, SLt=110"m e a=1.
m

0,15

_ ! vrzzzzzzfzs ——me— U | P

0,4 0,1

0,15

Figura 7.59 Estrutura a ser analisada. Dimensdes em m.

Na Fig. (7.60) encontram-se as curvas com as forcas de superficie ao longo do
comprimento da fibra para sete valores diferentes de carga mostrando assim a evolugdo

da reagdo ao arrancamento mobilizada pela barra em instantes diferentes.

1,2E+04

1,0E+04

8,0E+03

6,0E+03 -

Forca de Superficie

4,0E+03

2,0E+03

0,40 0,42 0,44 0,46 0,48 0,50

Posicao ao longo do comprimento da fibra

—e—P/7 —a—2P/7 —a&— 3P/7 —m—4P/7 —x— 5P/7 —e—6P/7 ——P

Figura 7.60 Diagrama das Forcas de Superficie ao longo da barra.
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Na Fig. (7.61) estdo apresentadas as curvas com os deslocamentos dos pontos do
meio continuo localizados na interface com a fibra. Pode-se verificar nessa figura a
diminui¢do no deslocamento, nos pontos localizados préoximos ao ponto de aplicaciao da

carga, a medida que o carregamento evolui indicando o arrancamento da fibra.

Deslocamento matriz

6,00E-06 : : : :
0,40 0,42 0,44 0,46 0,48 0,50

Posicao ao longo do comprimento da fibra

‘—0—P/7 —=2P/7 —4—3P/7 —m—4P/7 —%—5P/7 —e—6P/7 ——P \

Figura 7.61 Diagrama dos deslocamentos da matriz ao longo da interface.

Finalmente na Fig. (7.62) sdo apresentadas as curvas com os deslocamentos
relativos entre a fibra e o meio continuo. Pela definicdo apresentada na Eq. (7.70) os

deslocamentos da fibra sdo obtidos somando-se os resultados apresentados nas Fig.

(7.61) e Fig. (7.62).

4,0E-03

3,5E-03 4
3,0E-03 4
2,5E-08 4
2,0E-03

1,5E-083 -

Deslocamento relativo

1,0E-08 -

5,0E-04

0,0E+00 RS RSl e ‘
0,40 0,42 0,44 0,46 0,48 0,50
Posicao ao longo do comprimento da fibra

—e—P/7 —=—2P/7 —a—3P/7 —m—4P/7 ——5P/7 —e—6P/7 ——P

Figura 7.62 Diagrama dos deslocamentos relativos entre matriz e fibra.

Capitulo 7 — Acoplamento entre Método dos Elementos de Contorno e Método dos Elementos Finitos



218

7.5.5 — Exemplo 9: Propagacdo de Fissura em Dominio Enrijecido

Nesse exemplo serd analisada a estrutura mostrada na Fig. (7.63). Trata-se de
uma estrutura plana, de trés metros de comprimento e um metro de altura, contendo dois
enrijecedores posicionados longitudinalmente a estrutura como indicado na Fig. (7.63).
Nessa estrutura ainda verifica-se a presengca de uma fissura de comprimento igual a
cinco centimetros posicionada no centro da face inferior da estrutura. O carregamento
considerado € composto por um deslocamento prescrito, de valor igual a cinco
centimetros atuante na dire¢cdo x, aplicado na extremidade direita da estrutura. A

estrutura ainda apresenta restricdo aos deslocamentos x e y ao longo de toda sua

extremidade esquerda.

EAN u, = 0,05
N - T
2 |
) |
0,10] é S ‘
L [ Q ]
Y LV 1,50 % 1,50 V
/ 7 |

Figura 7.63 Estrutura a ser analisada. Dimensdes em m.

As propriedades dos materiais adotadas para a estrutura sdo as seguintes: para a

matriz E=2,5-107 ’dyz ,0=0,20 ¢ K, =1.04-10° ky% para as fibras E=2,1-10° ’dyz,

m m 2 m
drea da se¢do transversal §=1,0-10"m*, parAmetros do modelo de escorregamento
Tyax :6-103k%2, Ty =5-102k%2, St=610"%m, st=7-10"m, St=110"m e a=1,
tensio de escoamento o, =500-10’ k% , moédulo de encruamento isétropo
K” =2,0-10° k% , € médulo de encruamento cinemético H” =2,0-10° k% -

Inicialmente serd analisado o comportamento de crescimento da fissura o qual é
apresentado na Fig. (7.64). De acordo com esta figura verifica-se que a fissura cresce
até a separacdo do corpo em duas partes. A lei de escorregamento permite que a fissura

passe pelos enrijecedores e a separagao da estrutura ocorra.
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Figura 7.64 Crescimento da fissura. Configuracgdo inicial até a ruptura.

Na Fig. (7.65) pode ser observado o comportamento do deslocamento na dire¢do
X para o dltimo incremento de carga. Constata-se que houve a separacdo do corpo em
duas partes e que essas partes sdo ligadas pelos enrijecedores presentes na estrutura. Na
parte do corpo onde € aplicado o deslocamento prescrito verifica-se uma configuracao

préxima a um deslocamento de corpo rigido.

Figura 7.65 Deslocamento x (m) na estrutura para ltimo incremento de carga.

Na Fig. (7.66) € apresentado o comportamento da deformacdo pléstica nas fibras
para a andlise efetuada. Verifica-se ao longo das fibras a presenca da deformacio
plastica, no entanto essa € mais acentuada no centro da estrutura, na regido proxima a
fissura, onde ocorrem os picos de tensio.

Na Fig. (7.67) é apresentado o resultado para o deslocamento axial das fibras e
dos pontos, sob as fibras, que pertencem ao dominio. Pode-se observar o salto no
deslocamento no ponto onde a fissura corta as fibras.

Finalmente, pode ser observado também o comportamento do escorregamento
entre as fibras e o dominio. Conforme mostra a Fig. (7.68) pode-se verificar que essa
grandeza € mais importante nas extremidades das fibras e também nos pontos de

interseccdo entre as fibras e a fissura.
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Deformagéo Plastica
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0,0 0,5 1,0 15 2,0 25 3,0
Posicao X

‘— Fibra Inferior === Fibra Superior ‘

Figura 7.66 Deformacdo plastica nas fibras inferior e superior para o exemplo.

0,05

k=]

o
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L

Deslocamento direcdo X
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T ——

o
2
.

0,00 - T T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25 3,0
Posicao ao longo da Fibra

‘—Fibra Inferior === Fibra Superior === Dominio Inferior === Dominio Superior ‘

Figura 7.67 Deslocamento axial (m), direcdo X, fibras e dominio.

1,00E-03

8,00E-04 I
6,00E-04

4,00E-04

Escorregamento

2,00E-04

0,00E+00 T T T
0,00E+00 5,00E-01 1,00E+00 1,50E+00 2,00E+00 2,50E+00 3,00E+00

-2,00E-04

Posicdo ao longo da Fibra

‘ = Fibra Inferior === Fibra Superior ‘

Figura 7.68 Escorregamento (m) entre fibra e dominio.

7.5.6 — Exemplo 10: Chapa com Miiltiplas Fissuras e Enrijecedores

A estrutura considerada nesse exemplo é a mostrada na Fig. (7.69). Trata-se de

uma estrutura plana, de trés metros de comprimento e um metro de altura, contendo sete
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enrijecedores posicionados no interior do dominio conforme indica a Fig. (7.69). Nessa
estrutura observa-se ainda a presenca de dez fissuras aleatoriamente distribuidas no
corpo como apresentado na Fig. (7.70). O carregamento considerado € composto por um
deslocamento prescrito, de valor igual a 0,014 m, atuante na dire¢do X, aplicado na
extremidade direita da estrutura. A estrutura ainda apresenta restricio aos

deslocamentos x e y ao longo de toda sua extremidade esquerda.

o
>
=
[e)
—_
N

L;;;;;;‘”

0,20

L 0,10,

0,40 \o.1

.10,

0,10)

0,20

, 050 |, 050 |, 050 |, 050 |, 050 |, 050 |

Figura 7.69 Estrutura considerada. Dimensdes em m.

o

Figura 7.70 Distribuicdo aleatéria das fissuras no corpo.

As propriedades dos materiais adotadas para a estrutura sao as seguintes: para a

matriz E=2,5-10 klyz ,0=0,20 ¢ K, =1.04-10° ky% para as fibras E=2,1-10° ’dyz,

m m 2 m
drea da secdo transversal §=10-10"*m*, parAmetros do modelo de escorregamento
Tinx =6'103k%2, rF=5-102k%2, SE=6-10"m, SE=710%m, S£=1-10"m e a=1,
tensio de escoamento o, =500-10° k% ,  moédulo de encruamento isétropo
K" =2,0-10° k% , € médulo de encruamento cinemético H” =2,0-10° k% -

Inicialmente serd analisado o comportamento do crescimento das fissuras

conforme apresentado na Fig. (7.71).
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Figura 7.71 Crescimento da fissura. Configuracao inicial até a ruptura.

Como apresentado na Fig. (7.71) constata-se que a fissura cresce até a separacao
do corpo em duas partes. A lei de escorregamento permite que a fissura passe pelos
enrijecedores e a separacdo da estrutura ocorra.

Na Fig. (7.72) € apresentado o comportamento do deslocamento na direcdo x
para o ultimo incremento de carga. Verifica-se que houve a separac@o do corpo em duas
partes e que essas partes sao ligadas pelos enrijecedores presentes na estrutura. Na parte
do corpo onde € aplicado o deslocamento prescrito verifica-se uma configuracdo que

tende a um deslocamento de corpo rigido.

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014

Figura 7.72 Deslocamento x (m) na estrutura para tltimo incremento de carga.

Na Fig. (7.73) é apresentado o comportamento da deformacdo plastica nas fibras
longitudinais da estrutura, superior e inferior, para a andlise efetuada. Observa-se ao

longo das fibras a presenca da deformacdo pléstica, porém essa € mais acentuada nas
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regides proximas as fissuras. No ponto onde a fissura que divide o corpo em duas partes

intersecta as fibras € observada a maior deformacao pléstica.

5,0E-03

4,0E-03 4

3,0E-08

2,0E-03 4

Deformacao Plastica

1,0E-03

0,0E+00

0,0 05 1,0 15 2,0 25 3,0
Posicédo ao longo do comprimento da fibra

[—Fibra Inferior — Fibra Superior |

Figura 7.73 Deformac@o plastica nas fibras inferior e superior para o exemplo.

Na Fig. (7.74) é apresentado o resultado para o deslocamento axial das fibras e
dos pontos, sob as fibras, que pertencem ao dominio. Pode-se observar o salto no

deslocamento no ponto onde a fissura corta as fibras.

1,8E-02

1,5E-02 /

Deslocamento Diregdo X
© -
[=) n
m m
(=3 (=3
@ N

6,0E-03 /
3,0E-03 /

0 1 2 3

0,0E+00

Posicao ao longo da Fibra

‘—Fibra Inferior === Fibra Superior === Dominio Inferior ====Dominio Superior ‘

Figura 7.74 Deslocamento axial (m), direcdo X, fibras e dominio.

Como observado na Fig. (7.74), verifica-se que o escorregamento entre as fibras
e o dominio é muito pequeno. Porém ele existe e € mais acentuado no ponto onde a

fissura corta a fibra.

7.6 — Acoplamento MEC-MEF Aplicado a Andlise de Dominios com

Multiplas Fibras Aleatoriamente Distribuidas no Dominio

Nesse topico serd discutida uma interessante aplicacdo do acoplamento MEC-
MEF a qual refere-se a andlise estrutural de dominios planos com a presenca de
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multiplas fibras aleatoriamente distribuidas em seu interior. Essa combina¢@o permite a
abordagem e tratamento de alguns tipos de materiais compdsitos, materiais estes que
vem ganhando cada vez maior aplicacdo em engenharia, os quais unem uma matriz a
um determinado tipo de enrijecedor com o objetivo de produzir um material composto
que apresente um comportamento estrutural desejado.

No material compdsito a eficiéncia do reforco com fibras pode ser avaliada de
acordo com a melhoria de resisténcia e de tenacidade do conjunto comparado com a
matriz fragil. Com relacdo as fibras, estas podem ser curtas, de alguns centimetros, ou
longas, adicionadas no momento da moldagem, ou cortadas apds a fabricacdo da peca.
A escolha entre um tipo de fibra e uma matriz depende fundamentalmente da aplicacdo
dada ao material compésito e também do desempenho requerido. O custo, em muitos
casos, pode também ser um fator de escolha entre um ou outro componente.

Muitos sdo os trabalhos que abordam esse assunto dentre os quais podem ser
citados: HYER (1997) o qual apresenta diversas informagdes sobre esses materiais
abordando critérios de resisténcia e andlise tedrica de tensdes. No trabalho de
FIGUEIREDO (2000) € encontra uma fundamentacao tedrica abrangente sobre concreto
reforcado com fibras de aco. Com relacio ao estudo de cisalhamento em vigas,
pesquisas recentes t€ém mostrado a melhoria de desempenho devido a introducdo de
fibras curtas de aco em elementos de concreto submetidos a solicitacdes tangenciais,
como mostrado em KHUNTIA et al. (2000) e HOLANDA (2002).

Com relacdo a estudos numéricos deve ser destacado o trabalho de VANALLI
(2004). Nesse trabalho o autor desenvolveu uma formulagdo, via MEF, para a andlise de
estruturas com a presenca de multiplas fibras distribuidas aleatoriamente no dominio.
Na formulacdo de VANALLI (2004) a insercao das fibras dentro do elemento finito é
feita sem que graus de liberdade extras sejam adicionados na andlise. Dessa forma, tal
formulacao, além de fornecer bons resultados, torna-se muito eficiente do ponto de vista
computacional. Com o acoplamento MEC-MEF, da forma como € feita nesse trabalho,
graus de liberdade extras sdo acrescentados na andlise para que as condigcdes de
equilibrio e compatibilidade sejam obedecidas. No entanto deve ser destacado que
acoplamentos MEC-MEF como o feito nesse trabalho niao sdo encontrados na literatura
o que justifica seu desenvolvimento.

Com relacdo ao acoplamento MEC-MEF para as fibras distribuidas
aleatoriamente no dominio a formulacdo empregada é a mesma ja apresentada nesse

capitulo, onde os efeitos de plastificacdo e escorregamento sdo considerados nos
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enrijecedores. A diferenca se faz na disposi¢do dos enrijecedores dentro do dominio, a
qual ¢ feita aleatoriamente. Para isso € utilizada a geragdo aleatdria das coordenadas do
centro da fibra e de seu angulo de inclinacdo em relacdo ao sistema global de
coordenadas. O comprimento da fibra pode também ser definido como aleatério, porém
na maioria das aplicagdes de engenharia as fibras ttm o mesmo comprimento. Sendo
assim foi implementado no cédigo computacional desenvolvido essas duas opg¢des de tal

forma que o usudrio possa escolher a op¢ao que melhor se adapte a estrutura estudada.

7.6.1 — Exemplo 11: Estrutura Plana com Miiltiplos Enrijecedores

A estrutura considerada nesse exemplo € a mostrada na Fig. (7.75). Trata-se de
uma estrutura plana, de dois metros de comprimento € um metro de altura, contendo
dois enrijecedores longitudinais principais posicionados no interior do dominio. Nessa
estrutura observa-se ainda a presenca de vinte fibras aleatoriamente distribuidas no

interior do dominio como apresenta a Fig. (7.76).

P 1 1 1T 1 1 1y 7 |5kNm

\/0,2 m

0,6 m

i—*<
2 mﬂb

0,25 m 1,50 m ),25 m

Figura 7.75 Estrutura analisada.

O carregamento considerado € composto por duas forcas de superficie prescritas
na face superior da estrutura. A intensidade do carregamento assim como seu sentido
estdo indicados na Fig. (7.75). As restrigdes ao deslocamento estdo aplicadas em uma
das faces da estrutura. A estrutura apresenta um engaste em sua extremidade esquerda.

As propriedades dos materiais adotadas para a estrutura sdo as seguintes: para a

matriz ~ E=2,1-10° ’dy ,ev=0,30, para as fibras longitudinais principais
m

E; =21-10° ’dy ., drea da segdo transversal S, =1,0-10"m’, tensdo de escoamento
m
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o, =500-10° k% , médulo de encruamento isGtropo K =2,333-107 k% ,. Para as
fibras aleatoriamente distribuidas E,, =2,1-10’ k% , drea da secdo transversal
Staa =1,0-107m*, tensdo de escoamento o, =50-10’ k% , modulo de encruamento
isétropo K% =2,5-107 k% ,» médulo de encruamento cinematico H7, =2,5-10° k% 5.
Para 0 modelo de escorregamento os parAmetros adotados foram rz,,, =6-10° k% -

T =5-102kly2, SE=6-10"*m, S£=710"%m, sL=110"m e a=1.
m

} AY
AN
S
Y I\
rd s

s /\ \

— T 7/
- —

Figura 7.76 Distribuicdo aleatéria das fibras no dominio.

Inicialmente pode ser analisado o comportamento dos deslocamentos da
estrutura. Nas Fig. (7.77) e Fig. (7.78) sdo apresentados os resultados dos
deslocamentos da estrutura nas dire¢des x e y respectivamente. Como pode ser visto
nessas duas figuras os deslocamentos observados sdo compativeis com o carregamento
atuante. Na Fig. (7.77) constata-se que o deslocamento, na direcao x, da borda superior
¢ mais acentuado que na borda inferior oriundo da presenga do carregamento na face
superior da estrutura. Com relacio ao deslocamento na direcdo Y percebe-se que este é
mais acentuado na extremidade direita da estrutura fruto da sua configuracdo de

balanco.

2.2E-005 1.5E-005 8E-006 1E-006 -6E-006 -1.3E-005 -2E-005

Figura 7.77 Deslocamento da estrutura (m) na direcao x.
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-1E-005 -3E-005 -5E-005 -7E-005 -9E-005

Figura 7.78 Deslocamento da estrutura (m) na direcdo Y.

O comportamento das tensdes foi também estudado. Nas Fig.(7.79), Fig. (7.80) e

Fig. (7.81) estdo apresentados o comportamento das tensdes principais de tracdo, o,
tensoes na dire¢do, o, , e tensdes cisalhantes, 7,,. Por meio dessas trés figuras pode-se
verificar que existe uma concentracdo de tensdo proxima as extremidades das fibras.

Esse resultado € fruto da mudancga brusca de rigidez existente na mudanca entre fibra e

matriz.

60 55 50 45 40 35 30 25 20 15 10 5 O

Figura 7.79 Comportamento das tensdes principais de tragdo, o .

55 45 3 25 15 5 -5 -15 25 -35 -45 -55 -65

Figura 7.80 Comportamento das tensdes na dire¢do X, O, .
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Figura 7.81 Comportamento das tensdes de cisalhamento, 7,, .

7.6.2 — Exemplo 12: Propagagdo de Fissura em Chapa com Miiltiplos Enrijecedores

A estrutura considerada nesse exemplo € a apresentada na Fig. (7.82). Trata-se
de uma estrutura plana nio simétrica que contém uma fissura posicionada em uma de
suas faces. O carregamento considerado € composto por dois deslocamentos prescritos
na face inferior da estrutura. As intensidades dos deslocamentos prescritos bem como
seus sentidos estdo indicados na Fig. (7.82). As restricdes ao deslocamento, as quais
estdo também mostradas nessa figura, estdo aplicadas em duas das faces da estrutura,
duas das faces da estrutura estdo impedidas de deslocar nas direcdes x e y. A fissura

presente na estrutura tem comprimento igual a 0,15 m.

1,0 L5

1,0

14

0,06M [t —- —- -]

R

Figura 7.82 Estrutura e carregamentos considerados. Dimensdes em m.

Na andlise desta estrutura foi considerada também a presenca de fibras as quais
foram aleatoriamente posicionadas no dominio da estrutura. Foram consideradas na

andlise 25 fibras as quais podem ser visualizadas pelos tracos vermelhos apresentados
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na Fig. (7.83). As propriedades dos materiais adotadas para a estrutura sao as seguintes:

para a matriz E =2,1-10° ’dy ,,0=0,30 ¢ K, =7,4-10* ky 3> paraas fibras aleatoriamente
m m 2

distribuidas E,,, =2,1-10° ’dy , drea da secdo transversal S,,=10-10"m", tensdo de
m
escoamento Oy g =500-10° ’dy 5 modulo de encruamento 1s6tropo
; m
Kf = 2,3333-107 ’dy , . Para 0 modelo de escorregamento os parametros adotados foram
m

Tinx :6-103"%2, rF=5-102’<1%L2 , SE=6-10"m, SF=710"m, SE=1-10%m e a=1.

[} - \
- ]
hY
’ [
foves '
’
’ v
)
-
- ’

Figura 7.83 Fibras aleatoriamente distribuidas no dominio.

Inicialmente pode ser estudada a trajetdria de crescimento da fissura presente na
estrutura. Como mostra a Fig. (7.84) pode ser verificado que a fissura partiu a estrutura
em duas partes, levando a estrutura ao colapso. Constata-se também por meio dessa
figura que a fissura propagou em modo misto uma vez que a inclinagdo de sua trajetoria
de crescimento € diferente da inclinacdo da fissura inicial.

Os resultados para os deslocamentos da estrutura foram também estudados. As
repostas para os deslocamentos nas dire¢des y e x sdo mostradas nas Fig. (7.85) e Fig.
(7.86). Por meio da Fig. (7.84) constatou-se que a fissura partiu o dominio em anélise
em duas partes. Esse resultado € confirmado pelas Fig. (7.85) e Fig. (7.86) onde
observa-se o comportamento de deslocamento de corpo rigido da parte inferior da
estrutura, regido esta onde foram prescritos os deslocamentos ndo nulos. Através desse
resultado verifica-se que o procedimento via MEC € estavel e conduz a bons resultados.

O comportamento dos fatores de intensidade de tensdo estdo apresentados nas
Fig. (7.87) e Fig. (7.88). Por meio dessas figuras verifica-se que a fissura propaga
prioritariamente em modo I, j4 que os valores para os fatores de intensidade de tensao

para o modo I e equivalentes sdo praticamente iguais. Excecdo € feita no inicio e no fim
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da propagacdo uma vez que nesses dois instantes o fator de intensidade de tensd@o no

modo II apresenta-se mais ativo, o que pode ser visto inclusive pela mudanga na dire¢do

da trajetdria de crescimento da fissura.

- - - - -
1 N ' N [}
- \ J - \ | - \
- ) - 1]
\ \ \
’ ' 4 [ ’ ’
ves ' R ' S f
4 ’ 7’
N 2 N o S
‘, rd ‘I ’ 7 4
-~ - ' -
- ’ - ’ - ’
\ , A ’ N ’
rd - L d
- - - - -
] 1N 1 A '
- ] - ) - \
- ] v - N !
\ \ \
’ ’ 4 ] 4 1]
"".\ ] ""‘\L "”'\‘
4 ’ ’
N
N oo, N, v ‘,
’ / \
\ - \ - -
- ’ - ’ - 4
N ’ v , N 4
- -~ -

0

003
-0.06
-0.03
-012
018
018

Figura 7.84 Crescimento da fissura até a ruptura do corpo.

Figura 7.85 Deslocamento (m) direcdo Y.

0.08

Figura 7.86 Deslocamento (m) direcdo X.

Fator de Intensidade de Tensao

1,45E+05
1,35E+05
1,25E+05
1,15E+05
1,05E+05
9,50E+04
8,50E+04

7,50E+04

N

™~ /

0 3 6 9 12 15 18 21 24

Incremento no comprimento da fissura

K] =——KEq

27

Fator de Intensidade de Tensao

8,00E+03

6,00E+03

4,00E+03

2,00E+03

0,00E+00

-2,00E+03

-4,00E+03

-6,00E+03

Incremento no comprimento da fissura

Figura 7.87 Comportamento de K e Kgg.

Figura 7.88 Comportamento de K.
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8. — Modelo de Fadiga para Metais e Materiais Frageis

Neste capitulo serdo apresentados detalhes sobre a implementacdo do modelo
desenvolvido para a andlise da propagacao de fissuras sob fadiga em metais e materiais
frageis. A lei adotada para governar o crescimento das fissuras com relagdo ao nimero
de ciclos de carga € a consagrada lei de Paris. Apesar de existirem diversas leis
empiricas para a previsao da vida util estrutural, a lei de Paris € a mais utilizada nos
trabalhos existentes na literatura e, além disso, conduz a resultados precisos. Esse
critério foi apresentado nos trabalhos de PARIS et. al (1961) e PARIS & ERDOGAN
(1963) e, conforme discutido no capitulo 3, a lei de Paris descreve adequadamente
somente a propaga¢do na regiao II (regido esta que é a de maior importancia na vida de
fadiga de uma estrutura). A lei de Paris pode ser expressa por meio da seguinte relagao:

ﬂ=C-AK” 8.1
dN

em que: C e n sdo constantes do material e AK a amplitude de variacao dos fatores de

intensidade de tensao.

8.1 — Estimativa da Vida Util Estrutural

Considerando que AK aumenta com o comprimento da fissura, durante
carregamentos com amplitude constante, e considerando que da/dN depende de AK,
pode-se concluir que a razdo de crescimento ndo serd constante, mas aumenta com o
comprimento da fissura. Este comportamento da taxa da/dN obriga o uso de

procedimentos numéricos para a integragdo da Eq. (8.1) de forma a se estimar a vida util
e o crescimento da fissura.
Como mostrado nos modelos descritos no capitulo 3, a taxa de crescimento da

fissura da/dN € dada como fungdo de diversos fatores podendo ser escrita de forma

geral como:
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j—;zf(AK,AKm’R’KIC) (8.2)

O numero de ciclos para o crescimento da fissura pode ser calculado resolvendo

esta equacdo para dN . Integrando os dois lados da Eq. (8.2) tem-se:

dy

N./‘
[dN=N,-N,=N da (8.3)
N,

=) f(AK.AK, . R.K,)

i a;

Esta integral fornece o nimero de ciclos necessarios para a fissura crescer de um

comprimento inicial g, correspondente a N,, para um comprimento final a,,

correspondente a N, . A variagdo do nimero de ciclos ¢ dada por N . A integral pode
ser avaliada analiticamente ou numericamente, desde que a amplitude de variacdo do
fator de intensidade de tensdes seja conhecida.

Assim, o procedimento para analisar o comportamento do crescimento das
fissuras submetidas a fadiga pode ser sistematizado como:
1- Através de uma adequada inspecdo no elemento estrutural com defeito determinar o

comprimento inicial, a,, da fissura presente, e estimar o nimero de ciclos necessario

para iniciéd-la. Por simplicidade, neste trabalho a determinagdo das posi¢des das fissuras
iniciais e dos comprimentos iniciais € feita de forma arbitraria.

2- Escolher o modelo empirico conveniente para a determinacdo da estimativa da vida a
fadiga. Neste trabalho € escolhida a lei de Paris.

3- Assumir um incremento Aa para o crescimento de cada fissura em cada passo.

4- Determinar a amplitude de variacdo dos fatores de intensidade de tensdo. Nesse
trabalho essas grandezas sdo calculadas pela técnica de correlagdo de deslocamentos.

5- Escolher uma teoria de interagdo de modos de fraturamento para a determinacdo da
direcdo de propagacao das fissuras em cada passo. As teorias de interacdo de modos
utilizadas neste trabalho foram descritas no capitulo 3.

6- Integrar a lei de Paris para determinar o nimero de ciclos necessario para cada fissura
atingir um comprimento critico. Neste trabalho, esta integragdo € feita numericamente.

O numero de ciclos total, N.

o » © dado pela soma do numero de ciclos

estimados para a nucleacdo da fissura, N,

nicial °

e o numero de ciclos da propagacdo da

fissura, N, . Assim:

ropagagdo

N, (8.4)

otal = Inicial + N Propagagdo
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Vale ressaltar que o procedimento descrito acima € baseado em uma propagacao
fundamentalmente de modo 1 de fraturamento. Isso porque os modelos empiricos
descritos na literatura estdo baseados apenas no modo de abertura. No entanto, neste
trabalho, o procedimento é estendido a modos mistos de propagagdo. Isso s6 tem
validade porque é permitido que as fissuras propaguem mudando de direcio. Como
conseqiiéncia da mudanca de orientacdo das fissuras, a ordem de grandeza do fator de
intensidade de tensdo para modo II serd bem menor do que para o modo I, isto é,
quando € permitido que as fissuras mudem de direcdo, o seu comportamento pode ser
considerado como fundamentalmente de modo I, o que justifica o uso desses modelos
empiricos.

O cédigo computacional desenvolvido para o problema de fadiga ainda leva em
conta dois critérios para que se possa distinguir o problema de fadiga do problema de
fratura. Primeiro o programa proposto jd verifica se o fator de intensidade de tensdo

equivalente, na situa¢do de méxima solicitacdo, € maior que K, . Caso essa situacdo

ocorra a andlise € interrompida, pois o problema passa a ser de fratura e ndao mais de
fadiga. Além disso, € verificada também se a taxa de crescimento das fissuras por ciclo,

da/dN , é maior que 0,1 mm/ciclo (esse valor é recomendado em PIMENTA et. al.

z

(2001)). Em caso afirmativo a andlise também ¢é interrompida, pois, assim no caso
anterior, o problema passa a ser de fratura e ndo mais de fadiga.
Por fim, ainda é verificada a amplitude de variacdo do fator de intensidade de

tensdo, AK . Caso essa grandeza seja inferior aAK,, o analista € informado, pois nessa

situacdo a ocorréncia do crescimento das fissuras por fadiga é desprezivel.

8.2 — Exemplo 1: Viga Solicitada a Flexdo em Trés Pontos

O primeiro exemplo a ser analisado nesse capitulo refere-se a estrutura
apresentada na Fig. (8.1). Trata-se de uma viga, com 5,0 metros de comprimento e 1,25
metros de altura, solicitada a flexdo em trés pontos apresentando um entalhe inicial, de
comprimento igual a 0,275 metros, simetricamente posicionado em sua face inferior. O
carregamento atuante na estrutura € composto por uma carga concentrada

simetricamente posicionada em sua face superior. Esse carregamento € considerado

como ciclico apresentando o comportamento ilustrado na Fig. (8.2).
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1,25

275
\

5,0

Figura 8.1 Viga a flexdo em trés pontos. Dimensdes em m.

F (kN)

50}-

Numero de Ciclos

Figura 8.2 Configuracdo para o carregamento considerado.

Foram adotadas as seguintes propriedades para o material constituinte da

estrutura: médulo de elasticidade longitudinal E =2,1-10° ’dy , , coeficiente de Poisson
m

v=0,20, tenacidade ao fraturamento K, =1.04-10°kN, 3 tenacidade limitante
m 2

. . Y
AK,,,:l,Okyy e parametros da lei de Paris C=3,0-10_“m/ciclos(kN/mA) e n=292.
m’2

Foram empregados 120 elementos na discretizacdo da estrutura sendo considerado o

incremento no comprimento da fissura igual a Aa=0,05m .

z

Esse exemplo € utilizado aqui para a validacdo da formulacdo proposta. Os
resultados obtidos na andlise da estrutura apresentada na Fig. (8.1) foram comparados
aos previstos pela reposta analitica desse problema mostrada no capitulo 6 e enumerada
como Eq. (6.33). Inicialmente foram comparados os resultados para a amplitude de
variacdo do fator de intensidade de tensdo, AK . As respostas obtidas pelos modelos

numérico e analitico sdo apresentadas na Fig. (8.3).
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90,0
80,0 /
70,0 4
60,0 1
4
|
50,0
40,0 4
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0,25 0,35 0,45 0,55 0,65 0,75 0,85
Comprimento da Fissura
‘ —e— Expresséo Analitica —s— MEC ‘

Figura 8.3 Comparativo entre as respostas de AK .

Conforme pode-se verificar na Fig. (8.3) as respostas obtidas pelo codigo
computacional proposto conseguem acompanhar com boa precisdo o resultado previsto
pelo modelo analitico, indicando assim a eficiéncia da formulacdo proposta. A andlise
foi interrompida quando o comprimento da fissura alcangou 0,825 metros. Isso se deve
ao critério citado no inicio desse capitulo o qual prevé que a anélise seja interrompida se

da/dN for maior que 0,1 mm/ciclo .

De posse da amplitude de variacdo dos fatores de intensidade de tensdo pode ser
entdo calculada a vida util prevista pelos modelos analitico e numérico. O resultado
dessa comparacdo pode ser observado na Fig. (8.4). Constata-se que os resultados
obtidos pelo modelo numérico, assim como no caso anterior, Sa0 Precisos se

comparados ao modelo analitico. Assim considera-se validado o algoritmo proposto.

0,85
0,80 fr
0,75
® 0,70 §
3
& 0,651
ic
s 0,60 /
g 0,55
£ 0,50 1
S |
E 0,45
8 040 /
0,35
0,30 1 /
0,25 T T T T T
1,5E+05 2,5E+05 3,5E+05 4,5E+05 5,5E+05 6,5E+05 7,5E+05
Namero de Ciclos
‘ —e— Expresséo Analitica —s— MEC ‘

Figura 8.4 Comparativo entre as respostas para a vida util da estrutura.
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8.3 — Exemplo 2: Estrutura Plana com Trés Furos

Neste exemplo serd analisada a estrutura mostrada na Fig. (8.5). Trata-se de uma
estrutura plana simplesmente apoiada contendo trés furos. Observa-se ainda a presenca
de um entalhe inicial posicionado em sua face inferior. As dimensdes apresentadas na
Fig. (8.5) estdo em polegada. O carregamento considerado na andlise constitui-se de
uma carga concentrada simetricamente posicionada em sua face superior de valor

unitario. Esse carregamento é considerado ciclico variando de 1,0 (valor maximo) até o

¢I,O

valor minimo igual a zero.

v
o
g
lqz) L
<
o™
[=]

s
50 ) 1,09[9

2l

10| 18,0 Lo

A 7 7 7

2,75

Figura 8.5 Estrutura plana a ser analisada. Dimensdes em in.

Foram adotadas as seguintes propriedades para o material constituinte da

estrutura: modulo de elasticidade longitudinal E=300Ksi, coeficiente de Poisson

v=0,30, tenacidade ao fraturamento K, =3.00-10° ks%n, tenacidade limitante

AK, =0,1 kS/ e parAmetros da lei de Paris C=7,0-10" in/ ciclos ky — | e n=3,0. Foram
in Jin

empregados 278 elementos na discretizacdo da estrutura sendo considerado o

incremento no comprimento da fissura igual a Aa=0,4in .

Os resultados obtidos por meio do cdédigo computacional proposto foram
comparados aos previstos pelo modelo numérico apresentado em CARVALHO et al.
(1999) o qual analisa problemas de fadiga por meio de um modelo em elementos finitos.

Inicialmente foi comparado o comportamento do crescimento da fissura com
relagdo ao numero de ciclos de carga. O diagrama comparativo entre os dois modelos

numéricos pode ser visualizado na Fig.(8.6).
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Numero de Ciclos
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|[——Canalho et al. (1999) —MEC|

Figura 8.6 Diagrama comparativo para niimero de ciclos x comprimento da fissura.

Conforme pode ser observado na Fig. (8.6) as respostas obtidas pelos dois
modelos numéricos sdo semelhantes indicando assim a validade da formulagdo proposta
e implementada.

Foi também comparada a trajetoria de crescimento da fissura. A estrutura em
questdo foi analisada experimentalmente por BITTENCOURT et al. (1996), sendo,
portanto, possivel a comparagao da configuragao de ruina com um modelo real. Na Fig.
(8.7) esta ilustrada a configuracdo do crescimento da fissura obtida pelo cédigo
computacional desenvolvido nesse trabalho. Na Fig. (8.8) estdo ilustradas as trajetdrias
de crescimento da fissura para o modelo experimental e para o modelo numérico de

CARVALHO et al (1999).

Q2

e,

O

Figura 8.7 Trajetéria de crescimento da fissura. Modelo em elementos de contorno.

Como pode ser observado na Fig. (8.8) a trajetéria de crescimento da fissura, do
modelo experimental, convergiu para o segundo furo existente na estrutura. Isso se

deve, provavelmente, a imperfeicOes criadas nas bordas deste furo durante a sua
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construgdo. A trajetdria da fissura préxima ao segundo furo ndo foi bem representada
pelos dois modelos numéricos considerados. Nessa andlise as trajetorias obtidas pelos
dois modelos numéricos foram semelhantes indicando a convergéncia entre eles. No
entanto, como as bordas dos furos sdo consideradas estruturalmente integras, nos

modelos numéricos, nao foi possivel representar a intersecao entre o furo e a fissura.

6.00

cC ' O

4.00 =

" O

0.00
| | ! | '

4.00 6.00 8.00
x(in)

Figura 8.8 Trajetdria de crescimento da fissura modelos experimental e numérico em elementos finitos.

De acordo com os resultados obtidos pelos dois modelos numéricos discutidos
nesse exemplo considera-se validado o modelo de fadiga proposto nesse trabalho.

Para tentar representar a trajetoria de crescimento da fissura obtida no modelo
experimental foi efetuada uma anélise do problema considerando a presenca de quatro
pequenas fissuras posicionadas nas bordas do segundo furo. Essas fissuras tém a
finalidade de representar um possivel dano provocado nessa regidao quando da criagdo
desse furo no modelo experimental. A Fig. (8.9) mostra a geometria da estrutura

analisada considerando a presenca das quatro fissuras.

Figura 8.9 Geometria considerada com a presenca de quatro fissuras na borda do segundo furo.
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A estrutura foi analisada e a configuracdo de ruina observada € a apresentada na
Fig.(8.10). Pode-se verificar que a resposta para o crescimento da fissura obtido pelo
modelo numérico, via MEC, é muito préximo ao observado no modelo experimental o
que indica a existéncia de danos nas bordas do segundo furo, conforme anteriormente

dicutido.

Figura 8.10 Trajetdria de crescimento da fissura modelo numérico em elementos de contorno.

8.4 — Exemplo 3: Chapa Perfurada

A estrutura analisada nesse item € muito semelhante a apresentada no exemplo
anterior. Trata-se de uma estrutura retangular plana contendo trés furos. Esta estrutura é
biapoiada e apresenta um carregamento oscilatério, com valor maximo igual a um e
minimo igual a zero, localizado no ponto médio de sua face superior. As diferencas em

relacdo a estrutura do exemplo anterior sdo a localizag¢do da fissura e o seu comprimento

&1,0

conforme ilustrado na Fig. (8.11).

10 18,0 o]
A 7

Figura 8.11 Estrutura considerada nesse exemplo. Dimensdes em in.
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As propriedades adotadas para o material constituinte da estrutura foram as

seguintes: moddulo de elasticidade longitudinal E=300Ksi, coeficiente de Poisson

v=0,30, tenacidade ao fraturamento K, =3.00-10° k% , tenacidade limitante

AK, =0,1 kSi/ e parAmetros da lei de Paris €=7,0-10" in/ ciclos ky —| e n=3,0. Foram
in Jin

empregados 278 elementos na discretizacdo da estrutura e foram testados trés diferentes
incrementos no comprimento da fissura.

Inicialmente serd discutido o diagrama da Fig. (8.12). Esse diagrama mostra a
evolugdo do nimero de ciclos com relagdo ao crescimento da fissura para sete diferentes
incrementos no comprimento da fissura. Pode-se perceber, por meio da Fig. (8.12), que
para os sete incrementos no comprimento da fissura adotados o comportamento das
curvas € semelhante. Verifica-se ainda a proximidade das repostas obtidas para os

incrementos de 0,05 in e 0,10 in o que indica que com esses valores obtém-se a

convergéncia para a integracao da lei de Paris.

5,50

5,00 $3 I I I ]
© 4,50 |
=3
0
9D 4,00 4
[
B 3,50
2
$ 3,00 -
E
s 2,50
£
8 2,00

1,50

1,00 T T T T T

0,0E+00 5,0E+08 1,0E+09 1,5E+09 2,0E+09 2,5E+09 3,0E+09
N de ciclos
—+—Incr. 0,05 —s—Incr. 0,10 —a—Incr. 0,15 —«=—Incr. 0,25 —w—Incr. 0,40
—e—Incr. 0,50 ——Incr. 0,60

Figura 8.12 Diagrama comparativo para nimero de ciclos x comprimento da fissura.

Foi verificada também a trajetéria de crescimento da fissura. Essa estrutura foi
analisada numérica e experimentalmente por BITTENCOURT et al. (1996). Como
apresenta as Fig. (8.13) e Fig. (8.14) pode-se constatar que a trajetoria de crescimento
da fissura obtida pelo modelo do MEC concorda com a reposta dos modelos
experimental e numérico, via MEF, de BITTENCOURT et al. (1996), o que valida

portanto a formulacdo e o modelo do MEC para fadiga proposto.
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Figura 8.13 Trajetoria de crescimento da fissura obtido por meio da formulagcdo do MEC.
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Figura 8.14 Trajetéria de crescimento da fissura. Modelos experimental e numérico via MEF.

8.5 — Exemplo 4: Estrutura Plana com um Furo

A estrutura a ser analisada nesse exemplo € a apresentada na Fig. (8.15). Esta é
uma estrutura plana que contém um furo e uma fissura a qual esta localizada em uma de

suas bordas. A estrutura estd engastada em sua base e apresenta um carregamento

oscilatério P, com valor méximo igual a P =50 k% e minimo igual a zero, localizado

em sua borda superior.

Foram adotados os seguintes valores para as propriedades do material

constituinte da estrutura: mddulo de elasticidade longitudinal E=3,0-10" k’y -
m

coeficiente de Poisson ©=0,20, tenacidade ao fraturamento K, =1.04-10°N, ¥
m 2
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tenacidade  limitante  AK,=5,0 ky ¥ e parametros da lei de  Paris
m’2

3 n
C=2,0'10_10 m/ciclos(kN/mAj e n=2,70.

1,20

0,30
0,40

0,7

1,50

X

Figura 8.15 Estrutura analisada. Dimensdes em metro.

Na discretizacao da estrutura foram empregados 78 elementos de contorno. Os
resultados fornecidos pelo cédigo computacional desenvolvido via MEC foram
comparados aos fornecidos pelo programa FRANC 2D, programa esse desenvolvido
pelo grupo de pesquisa em mecénica da fratura da Universidade de Cornell EUA, o qual
analisa problemas envolvendo o crescimento de fissuras por meio do MEF. Por meio do
FRANC 2D a estrutura foi analisada utilizando-se uma malha com 20825 elementos
finitos triangulares de aproximagdo quadritica. Na Fig. (8.16) € apresentado um
comparativo para a trajetdria de crescimento da fissura obtida por meio dos dois codigos
computacionais empregados. Como pode ser visto na Fig. (8.16) verifica-se que a
trajetoria de crescimento fornecida pelos dois c6digos computacionais empregados sdo
muito préximas validando, portanto, o cédigo via MEC desenvolvido.

Foram também comparados os resultados para os fatores de intensidade de
tensdo, tanto para o modo I quanto para o modo II de fraturamento. Os diagramas
comparativos para essas duas grandezas estdo apresentados nas Fig. (8.17) e Fig. (8.18).
Através dessas duas figuras pode-se verificar que os resultados obtidos utilizando os
dois codigos computacionais ji citados sd@o concordantes, principalmente no trecho

envolvendo o inicio do processo de crescimento da fissura até o instante em que esta

Capitulo 8 — Modelo de Fadiga para Metais e Materiais Frageis




243

alcanca o comprimento de 0,60 m. A partir desse ponto observa-se uma diferenca entre
os resultados a qual pode ser explicada pela proximidade entre a fissura e a borda do
furo. Nessa regido a concentragdo de tensdo na extremidade da fissura € mais acentuada,
devido a iminéncia de ruptura, portanto esse ¢ um ponto de instabilidade onde os

resultados numéricos podem apresentar certa diferenca.

,,,,,
-~ e,

Figura 8.16 Configuracio final estrutura. Andlise via FRANC 2D e cédigo desenvolvido MEC.
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Figura 8.17 Comparativo K no modo L. Figura 8.18 Comparativo K no modo II.

A andlise da estrutura a fadiga foi também efetuada. O diagrama ilustrando o
comportamento da evoluc@o do niimero de ciclos em relagao ao comprimento da fissura
¢ apresentado na Fig. (8.19). Na andlise a fadiga foram adotados sete diferentes
incrementos no comprimento da fissura para a integracdo da Lei de Paris, os quais estio
mostrados nessa figura. O comportamento das curvas para cada incremento no
comprimento da fissura € semelhante, no entanto quanto menor o incremento no
comprimento da fissura melhor o resultado uma vez que a equacdo de Paris € integrada

com maior precisdo. Assim, conforme apresentado na Fig. (8.19), pode-se perceber que
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os resultados para os incrementos 0,01m e 0,007m sd@ao muito préximos indicando que a

convergeéncia ocorreu com esses incrementos.

0,75
0,70 4
0,65 7
0,60
0,55
0,50
0,45

0.40 ] | ]
0,35 1
0,30 1
0,25 4
0,20 +
0,15 4
0,10

Comprimento da Fissura

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
Numero de Ciclos

|—Incr. 0,10 — Incr. 0,07 — Incr. 0,06 — Incr. 0,03 — Incr. 0,02 — ncr. 0,01 — ncr. 0,007 |

Figura 8.19 Diagrama comparativo para nimero de ciclos x comprimento da fissura.

A previsdo da vida ttil da estrutura foi também estudada considerando os dois
métodos numéricos utilizados. Na Fig. (8.20) € apresentado o diagrama comparativo da

previsdo de vida util sendo o incremento no comprimento da fissura igual a 0,1m.

0,8

0,7
0,6

0,5 1

0,4

0,3

0,2

Comprimento da Fissura (m)

0,1 &

0 T T T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000

Numero de Ciclos de Carregamento

——FRANC 2D -=—MEC

Figura 8.20 Diagrama comparativo para vida util estrutural. Incremento igual a 0,1m.

Como pode ser verificado através dessa figura a resposta obtida por meio do
FRANC 2D e através do modelo via MEC s3o muito préximas validando assim o

c6digo implementado.
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8.6 — Exemplo 5: Chapa com Multiplas Fissuras e Furos

Nesse topico serd analisada a estrutura mostrada na Fig. (8.21). Trata-se de uma
estrutura plana que contém dez furos distribuidos em seu interior, sendo que em cada
furo estdo presentes duas fissuras. O diametro adotado para os furos ¢ 5,0 mm. A
vinculagdo da estrutura estd localizada nas bordas dos furos, como indica a Fig. (8.21),
onde a metade esquerda dos furos € engastada.

O carregamento considerado € composto por duas forcas de superficie, F, e F,,

atuantes na face esquerda da estrutura. O carregamento € oscilatério, com valor maximo
de F,=9,0kN/m € F,=10kN/m e valor minimo igual a zero. As fissuras estdo
localizadas nas bordas dos furos, como indica a Fig. (8.21), e apresentam o
comprimento inicial igual a 0,5 mm. Foram adotados os seguintes valores para as

propriedades do material constituinte da estrutura: médulo de elasticidade longitudinal

E=3,0-10’ ’dy ,, coeficiente de Poisson »=0,20, tenacidade ao fraturamento
m

K,=1.04-10° kN, 3 tenacidade limitante AK, =0,05 kN y© pardmetros da lei de Paris
m’?2 m’2

3/\" .. . -
C=1,0-10""° m/ ciclos(kN/ méj e n=2,60. A estrutura foi discretizada utilizando-se 390

elementos de contorno.
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Figura 8.21 Estrutura analisada. Dimensdes em milimetro.
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Inicialmente pode ser analisada a trajetéria de crescimento das fissuras para a
situacdo descrita. Na Fig. (8.22) é apresentada a configuracdo da estrutura para alguns

incrementos no comprimento das fissuras.

0 o o

o ) o o)
0 o 0

o O o Q
0 o o e
o o

o o
o O
o o
o O

Figura 8.22 Trajetodria de crescimento das fissuras para a estrutura analisada.

Por meio da Fig. (8.22) pode-se perceber que o modo I de fraturamento é
predominante na andlise da estrutura uma vez que € pequena e suave a mudanga na
direcdo de propagacdo da maioria das fissuras. Além disso, verifica-se que € na regido
mais tracionada, parte inferior da estrutura, que a ruptura ocorre.

Na Fig.(8.23) é apresentado o diagrama comparativo para os fatores de
intensidade de tensdo equivalentes para os diferentes incrementos no comprimento da
fissura adotados. Esse resultado € referenciado a fissura mais solicitada. Foram adotados
nessa andlise quatro diferentes incrementos no comprimento da fissura os quais podem
também ser visualizados na Fig. (8.23). Como apresenta essa figura, para os diferentes
incrementos no comprimento da fissura empregados o resultado é semelhante indicando

que a resposta € precisa mesmo para o maior incremento utilizado.
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Figura 8.23 Diagrama comparativo para o fator de intensidade de tensdo equivalente.

A andlise da estrutura a fadiga foi também efetuada. O diagrama ilustrando o
comportamento da evolucdo do nimero de ciclos em relacdo ao comprimento da fissura
¢ apresentado na Fig. (8.24). Na andlise a fadiga foram adotados quatro diferentes
incrementos no comprimento da fissura para a integracdo da lei de Paris, os quais estdo
mostrados nessa figura.

O comportamento observado para as curvas, em cada incremento no
comprimento da fissura utilizado, € muito semelhante. A diferenga observada na
resposta para o maior € 0 menor incrementos € pequena. Esse resultado indica que

mesmo para o maior incremento adotado o resultado pode ser considerado preciso.
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Figura 8.24 Diagrama comparativo para nimero de ciclos x comprimento da fissura.
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Dessa forma considera-se validade a formulacdo via MEC desenvolvida para a
andlise de estruturas planas multi-fissuradas submetidas a carregamentos oscilatérios e

fadiga.
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9. - Acoplamento entre Modelos Mecinicos e de
Confiabilidade Estrutural

Neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos pelos modelos
construidos a partir do acoplamento entre modelos mecanicos e modelos de
confiabilidade estrutural. Neste acoplamento os modelos mecanicos simulam o
comportamento estrutural de dominios bidimensionais sujeitos ao crescimento de
fissuras sob dois diferentes regimes. No primeiro deles as fissuras propagam-se sob o
regime comportamental da mecanica da fratura eléstico linear, considerando-se ruptura
fragil conforme discutido no capitulo 3. J4 no segundo analisam-se problemas de
propagacdo de fissuras em estruturas expostas a carregamentos ciclicos, ou seja, o
crescimento das fissuras ocorre devido ao efeito de fadiga. Em ambos modelos o
comportamento mecanico € descrito pelas equacdes do MEC.

Quanto as analises de confiabilidade estrutural, foram considerados neste
trabalho quatro modelos de confiabilidade, os quais objetivam a determinacido das
coordenadas do ponto de projeto e também do indice de confiabilidade, 3. Os modelos
de confiabilidade considerados sao FORM, SORM, método de superficie de resposta
(MSR) e acoplamento direto entre 0 modelo mecanico e os algoritmos HLRF / FORM,
os quais foram ja discutidos no capitulo 4. Com relagdo ao modelo do MSR foram
consideradas duas diferentes formas de adaptatividade dos pontos pertencentes aos
planos de experiéncia. Na primeira a reducdo da distancia dos pontos no plano de
experiéncia € feita apds a convergéncia de cada andlise de confiabilidade. Ja na
segunda, a reducao da distancia € feita progressivamente, apos cada iteracao do método.
Nos resultados que serdo apresentados neste capitulo a segunda forma de adaptatividade
dos pontos nos planos de experiéncia serd identificada pelo sufixo Prog, indicando
progressivamente, enquanto a primeira forma serd identificada somente pelo plano de

experiéncia adotado.
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9.1 — Exemplo 1: Chapa Tracionada com Fissura Central

O primeiro exemplo a ser apresentado nesse capitulo trata da andlise de
confiabilidade da estrutura mostrada na Fig. (9.1). Esta é uma estrutura plana retangular
que contém uma fissura inicial posicionada simetricamente em seu centro apresentando
ainda duas forcas de superficie prescritas em suas extremidades. Nesta andlise a
propagacdo da fissura serd efetuada considerando-se o regime da mecanica da fratura

elastico linear.

4,00

Figura 9.1 Estrutura analisada. Dimensdes em metro.

Essa estrutura é largamente discutida nos livros de mecanica da fratura, onde sao
apresentadas expressdes para a determinacdo dos fatores de intensidade de tensdo em
funcdo das forcas de superficie atuantes. Segundo BROEK (1986) a expressdo para o
fator de intensidade de tensao, para o modo I, em funcdo do carregamento atuante para

esta estrutura € a mostrada na Eq. (9.1).
2 3
K,=P-Jr-a- 1+0,256-(ﬁj—1,152-(ij +12,2-(ij ©.1)
w w w

onde: W € a largura da chapa, 2-a extensdo da fissura, P a forca de superficie aplicada.

A equacdo de estado limite considerada para o problema serd escrita em termos
das forcas de superficie resistente e solicitante. Dessa forma, para a andlise em questio
esta equacao pode ser assim escrita:

G=P,-P 9.2)
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sendo: P, a forga de superficie resistente e P, a forca de superficie solicitante.

Utilizando-se a Eq. (9.1) pode-se reescrever a Eq. (9.2) da seguinte forma:

K
G= < - P, 9.3)

2 3
Jra- 1+0,256.(“j—1,152.(“j +12,2.(“j
W W W

Na andlise desse problema foram utilizados os métodos de confiabilidade
FORM, SORM, MSR e acoplamento direto. Foram feitas também duas diferentes
abordagens sobre o comportamento mecadnico da estrutura. Na primeira a carga
resistente da estrutura € calculada pela Eq. (9.3) dando origem a um modelo
denominado neste capitulo de analitico. J4 no segundo, a carga resistente da estrutura é
avaliada por meio do cédigo computacional via MEC desenvolvido neste trabalho,
resultando nos modelos denominados de numéricos. Neste exemplo as andlises via
FORM e SORM utilizam a Eq. (9.3) para a determinacdo da carga resistente da
estrutura enquanto nos modelos via MSR e acoplamento direto essa varidvel é calculada
utilizando o modelo via MEC.

Esse exemplo € utilizado como forma de validacio do modelo resultante do
acoplamento efetuado entre os modelos de confiabilidade e mecanico (via MEC). Assim
serd possivel comparar os resultados de uma andlise de confiabilidade efetuada por meio
de um modelo analitico e um modelo numérico com o objetivo de validar os resultados
numéricos.

A andlise de confiabilidade da estrutura mostrada na Fig. (9.1) serd realizada
considerando-se trés diferentes cendrios. No primeiro deles serdo consideradas 2
varidveis aleatérias, no segundo 3 varidveis aleatérias e no terceiro novamente 3

varidveis aleatdrias porém sendo duas delas com distribuicao Log-Normal.
9.1.1 — 1° Cendrio

Neste cendrio a andlise de confiabilidade serd efetuada considerando-se como
varidveis aleatdrias o comprimento inicial da fissura e o fator de intensidade de tensdo
resistente do material que constitui a estrutura. Foram adotadas as seguintes

propriedades estatisticas para essas varidveis aleatérias: comprimento inicial da fissura

2-a~N(0,1;0,03)m, fator de intensidade de tensdo resistente K.~ N(50,0;15,0)
kN/ m’2 . Foram consideradas como varidveis deterministicas a largura da estrutura,
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W=4,0m e o carregamento atuante P, =50,0kN/m. A tolerdncia adotada para a

convergéncia da andlise foi de 1-107.

Foram comparados os resultados para o indice de confiabilidade e para o ponto
de projeto por meio dos quatro modelos de confiabilidade utilizados. Na tabela 9.1 sdo
mostradas as respostas obtidas para o indice de confiabilidade. Esta tabela mostra que os
resultados obtidos por meio dos quatro métodos de confiabilidade utilizados sdo muito
semelhantes. Esse resultado € coerente e indica um bom desempenho dos métodos MSR
e acoplamento direto onde a carga resistente da estrutura € determinada via MEC.
Apesar das aproximacgdes existentes no modelo do MEC e também das aproximagdes
presentes no MSR ainda assim € possivel a obtengdo de bons resultados se comparado

ao FORM e SORM onde € utilizada uma solucao analitica.
Tabela 9.1 Indices de Confiabilidade Exemplo 1 Cendrio 1.

indice de Confiabilidade
Modelos Numéricos

Modelo Analitico

FORM SORM Superficie de Resposta Acop_lamento
13 Pontos | Composto | 8 Pontos | Minimo Direto
1,96692 | 1,97659 1,96692 1,96692 1,96692 | 1,96692 1,96692

Comportamento semelhante foi observado na determinacao das coordenadas do
ponto de projeto conforme mostra a tabela 9.2. Assim como para o indice de

confiabilidade, as respostas obtidas por meio dos modelos de confiabilidade adotados

sdo concordantes validando a implementagdo desenvolvida.

Tabela 9.2 Coordenada do Ponto de Projeto no espaco fisico. Exemplo 1 Cenario 1.

Coordenadas do Ponto de Projeto
Mod’e.lo Modelos Numéricos
. Analitico
Variavel
Aleatoria ici
FORM Superficie de Resposta AconiIf::;ento
13 Pontos | Composto | 8 Pontos | Minimo
2a 0,11110 0,11111 0,11111 0,11111 | 0,11112 0,11110
Kc 21,02290| 21,02374 21,02402 | 21,02351 | 21,02449 21,02281

Os planos de experiéncia utilizados no MSR foram 13 pontos, Composto (utiliza
9 pontos), 8 pontos e Minimo (utiliza 6 pontos) os quais produziram bons resultados. A
andlise foi efetuada também utilizando-se os planos de experiéncia Estrela e Hiper-
Cubo os quais contém apenas 5 pontos. No entanto com esses dois ultimos planos de
experiéncia ndo foram obtidos resultados satisfatérios indicando que nesse tipo de

problema o polindmio quadratico que representa a resisténcia da estrutura, no MSR,
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necessita de um nimero maior de consultas a0 modelo mecénico para ser corretamente

construido.
9.1.2 — 2° Cendrio

No segundo cendrio a andlise de confiabilidade da estrutura serd desenvolvida
considerando-se trés varidveis aleatérias. Para essa andlise o comprimento inicial da
fissura, o fator de intensidade de tensdo resistente do material que constitui a estrutura e
a forca de superficie atuante foram consideradas como varidveis aleatdrias. Foram

adotadas as seguintes propriedades estatisticas para essas varidveis aleatorias:

comprimento inicial da fissura 2-a ~ N(0,1;0,01)m, fator de intensidade de tensdo

resistente K. ~ N(50,0;5,0) kN/ m% e forca de superficie solicitante
P, ~N(50,0;4,0) &N/m. A largura da estrutura foi considerada como varidvel
deterministica sendo igual a W =4,0m . A tolerancia adotada para a convergéncia das

analises foi considerada igual a 1-107*.

Os quatro métodos de confiabilidade descritos neste trabalho, FORM, SORM,
MSR e acoplamento direto, foram utilizados para a determinacdo do indice e
confiabilidade e das coordenadas do ponto de projeto. Na tabela 9.3 sdo apresentadas as
respostas obtidas para o indice de confiabilidade. Por meio dessa tabela pode-se
verificar que os resultados obtidos, através dos quatro métodos utilizados, sdo muito
semelhantes. Esse resultado € coerente e indica um bom desempenho dos métodos MSR
e acoplamento direto, apesar das aproximacdes presentes nesses dois modelos
numéricos. No primeiro sdo utilizadas superficies limites aproximadas para a equagdo
de estado limite enquanto no segundo os gradientes do processo de busca do indice de
confiabilidade sdo calculados numericamente, ainda assim € possivel a obtencdo de

bons resultados se comparado ao FORM e SORM onde € utilizada uma solucdo

analitica.
Tabela 9.3 Indices de Confiabilidade. Exemplo 1 Cendrio 2.
indice de Confiabilidade
Modelo Analitico Modelos Numéricos
FORM SORM Superficie de Resposta Acop!amento
13 Pontos | Composto | 8 Pontos | Minimo Direto

5,60396 | 5,60832 5,60396 5,60396 | 5,60396 | 5,60396 5,60396
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Comportamento semelhante pode

coordenadas do ponto de projeto conforme mostra a tabela 9.4.

Tabela 9.4 Coordenada do Ponto de Projeto no espaco fisico. Exemplo 1 Cendrio 2.

ser observado nas respostas para as

Coordenadas do Ponto de Projeto
AMO?,?IO Modelos Numéricos
Variavel | 2nattico
Aleatoria ici
FORM Superficie de Resposta Acon::::jnto
13 Pontos | Composto | 8 Pontos | Minimo

2a 0,11134 0,11135 0,11135 | 0,11135 | 0,11135 0,11134

Ke 23,99520| 283,99510 23,99530 | 23,99500 | 23,99539 23,99459

Ps 57,00552| 57,00512 57,00548 | 57,00492 | 57,00552 57,00513

Os planos de experiéncia utilizados nas andlises pelo MSR foram 13 pontos,
Composto (utiliza 9 pontos), 8 pontos e Minimo (utiliza 6 pontos) os quais produziram
bons resultados. A andlise foi efetuada também utilizando-se os planos de experiéncia
Estrela e Hiper-Cubo os quais contém apenas 5 pontos. No entanto os resultados obtidos
com esses dois dltimos planos de experiéncia ndao foram satisfatérios indicando que
nesse tipo de problema o polindmio quadrético que representa a resisténcia da estrutura
necessita de um nimero maior de consultas a0 modelo mecanico para ser corretamente
construido.

De acordo com os bons resultados obtidos considera-se validado o algoritmo
implementado para a andlise de confiabilidade estrutural via acoplamento entre o

modelo do MEC e modelos de confiabilidade.
9.1.3 - 3° Cendrio

A estrutura mostrada na Fig. (9.1) pode agora ser analisada considerando outra
distribuicdo estatistica para as varidveis aleatorias da andlise. Serd considerada a
distribuicdo LogNormal para governar o comportamento das varidveis aleatdrias
comprimento inicial da fissura e fator de intensidade de tensdo resistente da estrutura.

Nessa nova andlise foram consideradas as seguintes propriedades estatisticas para as

varidveis aleatorias: comprimento inicial da fissura 2-a ~ LN (0,1;0,01)m, fator de

intensidade de tensdo resistente K.~ LN (50,0;5,0) kN/ m% e forca de superficie

solicitante P, ~ N (50,0;4,0) kN/m. Assim como no cendrio 2, a largura da estrutura foi
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considerada como varidvel deterministica sendo igual a W =4,0m. A tolerancia

adotada para a convergéncia das andlises foi considerada igual a 1-107*.

Assim como nos cendrios anteriores deste exemplo a estrutura serd analisada
considerando-se os métodos FORM e SORM, MSR e acoplamento direto. Utilizando os
quatro métodos citados os resultados foram obtidos em termos do indice e
confiabilidade e das coordenadas do ponto de projeto. Na tabela 9.5 s@o apresentadas as
respostas obtidas para o indice de confiabilidade.

Tabela 9.5 Indices de Confiabilidade. Exemplo 1 Cendrio 3.

Indice de Confiabilidade
Modelos Numéricos

Modelo Analitico

FORM SORM Superficie de Resposta Acop!amento
13 Pontos | Composto | 8 Pontos | Minimo Direto
6,94091 | 6,94407 | 6,93038 6,94773 | 6,93565 | 6,94126 6,94126

Como pode ser observado nessa tabela os resultados obtidos pelos modelos de
confiabilidade considerados sdo muito semelhantes. Esse resultado é coerente e indica
um bom desempenho dos métodos MSR e acoplamento direto onde mesmo com
respostas numéricas aproximadas € possivel a obtengdo de bons resultados se
comparados aos FORM e SORM onde € utilizada uma solucao analitica.

Com relagdo as respostas para as coordenadas do ponto de projeto o
comportamento € semelhante. As respostas obtidas para esse ponto estdo apresentadas
na tabela 9.6.

Tabela 9.6 Coordenada do Ponto de Projeto no espago fisico. Exemplo 1 Cenario 3.

Coordenadas do Ponto de Projeto
AMO:’,:’_IO Modelos Numéricos
Variavel | 2nattico
Aleatoria ici
FORM Superficie de Resposta AconiI:ler?snto
13 Pontos | Composto | 8 Pontos | Minimo

2a 0,13068 0,13070 0,13074 0,13073 | 0,13074 0,13071

Ke 29,02980| 29,08043 29,02628 | 29,06180 | 29,04325 29,04068

Ps 63,59260| 63,61116 63,62311 | 63,60384 | 63,60718 63,60862

Os planos de experiéncia utilizados foram 13 pontos, Composto (utiliza 9
pontos), 8 pontos e Minimo (que utiliza 6 pontos) os quais forneceram boas respostas. A
andlise foi efetuada também utilizando-se os planos de experiéncia Estrela e Hiper-
Cubo os quais contém 5 pontos. No entanto, assim como nos cendrios anteriores deste
exemplo, os resultados obtidos com esses dois ultimos planos de experiéncia ndo foram

satisfatorios indicando que nesse tipo de problema o polindmio quadritico que
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representa a resisténcia da estrutura necessita de um nuimero maior de consultas ao
modelo mecanico para ser construido.

Deve-se destacar, nesse exemplo, a grande influéncia que a distribuicao
estatistica adotada para as varidveis aleatérias exerce sobre as respostas da andlise.
Apesar das médias e desvios padrdo das varidveis aleatérias comprimento da fissura e
fator de intensidade de tensdo resistente serem iguais nas duas andlises realizadas
verificou-se que a resposta obtida € consideravelmente diferente. Assim, com esse
resultado recomenda-se, em andlises de confiabilidade estrutural, uma escolha criteriosa
das distribuicdes estatisticas para as varidveis aleatdrias consideradas.

Com base nos resultados apresentados nas tabelas 9.1 a 9.6 constata-se que as
respostas obtidos pelos modelos de confiabilidade que utilizam modelos mecanicos
analiticos e numéricos sao muito préximas para os trés cendrios de célculo
considerados. Assim considera-se validado o cddigo computacional implementado
envolvendo o acoplamento entre o modelo mecinico do MEC e os modelos de

confiabilidade estrutural com os métodos MSR e acoplamento direto.

9.2 — Exemplo 2: Viga Solicitada a Flexdo em 3 Pontos

Nesse topico serdo apresentados os resultados da andlise de confiabilidade da
estrutura mostrada na Fig. (9.2). Trata-se de uma viga solicitada a flexdo em trés pontos
contendo um entalhe inicial em sua face inferior. Assim como a estrutura discutida no

exemplo anterior, nesta andlise a propaga¢do da fissura serd efetuada considerando-se o

:

regime da mecanica da fratura eléstico linear.

S\r

Figura 9.2 Estrutura analisada.

A viga considerada neste exemplo € bastante discutida em livros de mecanica da

fratura, nos quais encontram-se expressoes para a determinacdo dos fatores de
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intensidade de tensdo em funcdo da carga atuante. BROEK (1986) apresenta a equacao
que relaciona o fator de intensidade de tensdao, no modo I, ao carregamento atuante. Esta

expressdo € apresentada na Eq. (9.4).

% 2
3L 0199 1- 2 1 215-3,93.| L |+2.7.| &
F . S Wv w/v w/v Wv w/v
K, = v (94

e % 7
B, -W/? 2
v 2.(1+2.aj.(1_aj
W

W

v v

onde: S € o vao da viga. Considerado igual a 5 metros na andlise. W, altura da viga, a
extensdo da fissura, B espessura do corpo admitido igual a um na andlise, pois
considera-se estado plano de tensao e F' valor da carga concentrada.

Assim como no exemplo anterior, a equacao de estado limite para esta andlise
serd dada como apresentada na Eq. (9.2), ou seja, escrita em termos de forgas prescritas
no contorno. Utilizando-se a Eq. (9.4) pode-se reescrever a Eq. (9.2), aplicada a esse
problema, da seguinte forma:

a a % 4
K, -2/1+42-— |[-|1=—| B, -W/?
W W

4 v

G= —F 9.5)

b 2 s
S 3L 99— 1L | 2,15-3,93.| L |+2,7.| L
W, W, W, W, W,

Foram utilizados na anélise deste exemplo os métodos de confiabilidade FORM,

SORM, MSR e acoplamento direto. Nas analises via FORM e SORM a forga resistente
€ calculada empregando-se a Eq. (9.5) sendo denominado neste capitulo de modelo
analitico, uma vez que a resposta mecanica da estrutura € obtida a partir de um modelo
analitico. Ja os modelos que empregam os métodos MSR e acoplamento direto a forga
resistente da estrutura € calculada por meio do cdédigo computacional, via MEC,
desenvolvido neste trabalho para a andlise da propagacdo de fissuras sob o regime da
mecanica da fratura elastico linear. Assim, esses dois ultimos modelos de confiabilidade
serdo denominados de numéricos ja que obtém as respostas confiabilisticas a partir dos
resultados numéricos do programa do MEC.

Os resultados obtidos pelos modelos de MSR e acoplamento direto serdo
comparados as respostas aferidas nos modelo FORM e SORM. Esse procedimento serd

efetuado como forma de validagdo dos modelos onde a resposta mecanica da estrutura é

simulada pelo modelo numérico via MEC. Assim pretende-se comparar as repostas de
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uma andlise confiabilistica obtidas a partir de um modelo numérico e um modelo
analitico.

A andlise de confiabilidade da estrutura mostrada na Fig. (9.2) serd realizada
considerando-se trés diferentes cendrios. A diferenca entre eles encontra-se no nimero
de varidveis aleatdrias consideradas na andlise. No primeiro deles serdo consideradas 2
varidveis aleatérias, no segundo 3 varidveis aleatérias e no terceiro 4 varidveis

aleatorias.
9.2.1 — 1° Cendrio

No primeiro cendrio, a andlise de confiabilidade serd realizada considerando-se
como varidveis aleatérias o comprimento inicial da fissura e o fator de intensidade de
tensdo resistente do material que constitui a estrutura. Foram adotadas as seguintes

propriedades estatisticas para essas varidveis aleatorias: comprimento inicial da fissura

a~LN(0,1;0,02)m,  fator  de  intensidade de  tensdo  resistente

K. ~LN (500,0;100,0) kN/ m%. Nesta andlise as demais varidveis sdo consideradas
deterministicas. A altura da viga W, € igual a 1,25 m e a forca aplicada € de
F =65,0 kN . Nesta andlise a tolerdncia para a convergéncia foi considerada igual a
1-107.

Nesta andlise serdo comparados os resultados, em termos do indice de
confiabilidade e das coordenadas do ponto de projeto, obtidos pelos quatro modelos de
confiabilidade empregados. Na tabela 9.7 sdo apresentados os resultados para o indice
de confiabilidade. Por meio desta tabela pode-se verificar que os resultados obtidos,
pelos quatro métodos de confiabilidade utilizados, concordam entre si. Esse resultado é

coerente e valida os algoritmos do MSR e acoplamento direto implementados.
Tabela 9.7 Indices de Confiabilidade. Exemplo 2 Cenrio 1.

Indice de Confiabilidade

Modelo Analitico Modelos Numéricos
FORM SORM Superficie de Resposta Acop!amento
13 Pontos | Composto | 8 Pontos | Minimo Direto

4,70783 | 4,72523 4,70799 4,70799 4,70799 | 4,70799 4,70799

Na tabela 9.8 sdo apresentados os resultados obtidos para as coordenadas do

ponto de projeto. Assim como observado para o indice de confiabilidade, as repostas
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obtidas pelos quatro métodos de confiabilidade empregados sdo concordantes validando
a implementacdo desenvolvida.

Na andlise desse exemplo, via MSR, foram empregados os planos de
experiéncia 13 pontos, Composto (com 9 pontos), 8 pontos ¢ Minimo (com 6 pontos).
Planos de experiéncia com um ndmero menor de pontos, como o plano Estrela e o
Hiper-Cubo, foram também utilizados, porém os resultados obtidos nio foram
satisfatorios mostrando que para esse problema o polindmio quadratico, que representa
a resisténcia da estrutura, necessita de um numero maior de consultas ao modelo

mecanico para ser corretamente construido.

Tabela 9.8 Coordenada do Ponto de Projeto no espaco fisico. Exemplo 2 Cendrio 1.

Coordenadas do Ponto de Projeto
Mod’e.lo Modelos Numéricos
L Analitico
Variavel
Aleatoria ici
FORM Superficie de Resposta Acog::;l:nto
13 Pontos | Composto | 8 Pontos | Minimo
2a 0,14316 0,14322 0,14322 0,14321 | 0,14323 0,14319
Kc 209,1080 | 209,1463 209,1492 | 209,1435 | 209,1565 209,1292

9.2.2 — 2° Cendrio

No segundo cendrio o problema da Fig. (9.2) foi analisado considerando-se trés
varidveis aleatdorias. Nessa andlise foram consideradas como varidveis aleatdrias o
comprimento inicial da fissura, o fator de intensidade de tensdo resistente do material
que constitui a estrutura e a for¢a concentrada atuante. Foram adotadas as seguintes

propriedades estatisticas para essas varidveis aleatérias: comprimento inicial da fissura

a~N(0,1;0,01)m, fator de intensidade de tensdo resistente K.~ N(500,0;50,0)

kN/ m% e for¢a concentrada solicitante F ~ N (65,0;8,0)kN . Na analise a tolerincia

para a convergéncia foi considerada igual a 1-10™* e o valor da altura da viga, W,, foi

considerada igual a 1,25 metros.

A estrutura foi analisada pelos métodos FORM, SORM, MSR e acoplamento
direto sendo obtidos os resultados para o indice de confiabilidade e para as coordenadas
do ponto de projeto. Na tabela 9.9 sdo apresentados os resultados para o indice de
confiabilidade. Pode-se verificar, por meio dessa tabela, que os resultados obtidos, pelos

quatro métodos utilizados, concordam entre si. Esse resultado € coerente e valida os

Capitulo 9 — Acoplamento entre Modelos Mecénicos e de Confiabilidade Estrutural




260

algoritmos do MSR e acoplamento direto implementados os quais estdo acoplados ao

modelo numérico do MEC para a determinagdo da carga resistente da estrutura.
Tabela 9.9 Indices de Confiabilidade. Exemplo 2 Cenério 2.

indice de Confiabilidade
Modelos Numeéricos

Modelo Analitico

FORM SORM Superficie de Resposta Acop!amento
13 Pontos | Composto | 8 Pontos | Minimo Direto
5,79104 | 5,79545 5,79105 5,79104 5,79104 5,79104 5,79105

Na tabela 9.10 sdo apresentados os resultados obtidos para as coordenadas do
ponto de projeto. Assim como observado para o indice de confiabilidade, as repostas
obtidas pelos métodos de confiabilidade empregados s@o muito semelhantes entre si

validando os c6digos computacionais desenvolvidos.

Tabela 9.10 Coordenada do Ponto de Projeto no espago fisico. Exemplo 2 Cendrio 2.

Coordenadas do Ponto de Projeto
AMO?,f_IO Modelos Numéricos
Variavel nafitico
Aleatoria ici
FORM Superficie de Resposta AconiI:ler?snto
13 Pontos | Composto | 8 Pontos | Minimo

a 0,10991 0,10992 0,10992 0,10992 | 0,10992 0,10991

Ke 240,66250] 240,66110 | 240,66345 |240,65980( 240,66420 | 240,65630

Fs 84,01720 | 84,01631 84,01705 | 84,01590 | 84,01715 84,01696

Na andlise desse exemplo, via MSR, foram empregados os planos de experiéncia
13 pontos, Composto (com 9 pontos), 8 pontos € Minimo (com 6 pontos). Planos de
experiéncia com um nimero menor de pontos, como os planos Estrela e Hiper-Cubo,
foram também utilizados, porém assim como nas andlises anteriores, os resultados
obtidos nao foram satisfatérios mostrando que para esse problema o polindmio
quadratico, que representa a resisténcia da estrutura, necessita de um niimero maior de
consultas ao modelo mecanico para ser construido corretamente.

O problema apresentado nesse topico foi analisado considerando-se 3 varidveis
aleatdrias as quais sdo o comprimento inicial da fissura, fator de intensidade de tensao
resistente e forca atuante. Nessa andlise, com o MSR, o polindmio quadritico que
representa a resisténcia da estrutura € construido utilizando-se apenas duas varidveis

aleatérias (aeK_.). Dessa forma foram utilizados planos de experiéncia contendo
apenas as variacOes de ae K .. A forca atuante € levada em conta durante a resolugdo do

problema de confiabilidade, diretamente no algoritmo do HLRF / FORM. Este

procedimento leva a bons resultados, como pode ser observado nas tabelas anteriores, e
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permite andlises de confiabilidade onde o carregamento atuante seja também uma
varidvel aleatdria, o que é um caso comum em aplicacdes praticas. Assim apesar de se
considerar 3 varidveis aleatérias utilizam-se planos de experi€éncia somente com

conjuntos de dois pontos,ae K ..

Foram também implementados, no cédigo computacional do MSR, planos de
experiéncia para trés varidveis aleatérias. Foram implementados os planos de
experiéncia estrela, hiper-cubo, minimo, composto, 13 pontos e 8 pontos. Como forma
de validacdo da implementacdo efetuada para o modelo de superficie de resposta, com
planos de experiéncia com 3 varidveis aleatdrias, e também do método que considera o
acoplamento direto entre o modelo mecanico e o HLRF / FORM a andlise de
confiabilidade da estrutura tratada nesse item foi refeita considerando uma varidvel

aleatdria adicional a qual se refere a altura da viga, W, . Esta andlise serd apresentada no

cendrio seguinte.
9.2.3 — 3° Cendrio

No 3° cenario a analise de confiabilidade foi efetuada considerando-se as
seguintes varidveis aleatérias, com as suas respectivas propriedades estatisticas:

comprimento inicial da fissura a~ N (O,l;0,0I)m, fator de intensidade de tensao

resistente K. ~ N (500,0;50,0) kN/m%, altura da viga W, ~ N(1,25;0,10)m e forca
solicitante F ~ N (65,0;8,0)kN . Nesta andlise a tolerdncia adotada para a convergéncia

foi considerada igual a 1-107*.

A andlise de confiabilidade foi efetuada sendo obtidos os valores das
coordenadas do ponto de projeto e do indice de confiabilidade. Foram utilizados os
métodos de confiabilidade FORM, SORM, MSR e acoplamento direto. Nestes dois
ultimos modelos o problema mecanicos € resolvido utilizando-se o modelo do MEC
para a andlise da propagacdo de fissuras sob o regime da mecanica da fratura eldstico
linear, enquanto via FORM e SORM a for¢a resistente € obtida por meio da Eq. (9.4).

Na tabela 9.11 sdo apresentados os resultados para o indice de confiabilidade.
Pode-se verificar, por meio dessa tabela, que os resultados obtidos, pelos quatro
métodos de confiabilidade utilizados, sdo concordantes entre si, validando assim os

algoritmos dos MSR e acoplamento direto implementados. Além disso, os resultados
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obtidos até aqui mostram que os modelos numéricos (MSR e acoplamento direto)
conseguem representar com uma boa precisdo os resultados previstos por um modelo
analitico. Assim nos exemplos seguintes serdo utilizados somente os modelos de
superficie de resposta e acoplamento direto, os quais ja mostraram fornecer bons
resultados. Além disso, esses modelos permitem a andlise de estruturas com condi¢des

de contorno mais complexas.
Tabela 9.11 Indices de Confiabilidade. Exemplo 2 Cendrio 3.

Indice de Confiabilidade
Modelos Numéricos

Modelo Analitico

FORM SORM Superficie de Resposta Acop!amento
13 Pontos | Composto | 8 Pontos | Minimo Direto
4,24323 | 4,21946 4,24323 4,24323 4,24323 | 4,24323 4.24324

Na tabela 9.12 sdo apresentados os resultados para as coordenadas do ponto de
projeto. Assim como observado para o indice de confiabilidade, as repostas obtidas
pelos métodos de confiabilidade empregados concordam entre si validando assim a

implementacdo computacional desenvolvida.

Tabela 9.12 Coordenada do Ponto de Projeto no espago fisico. Exemplo 2 Cendrio 3.

Coordenadas do Ponto de Projeto
Mod’e.lo Modelos Numéricos
Variavel Analitico
Aleatoria FORM Superficie de Resposta Acoplamento
13 Pontos | Composto | 8 Pontos Minimo Direto
a 0,10657 0,10657 0,10657 0,10657 | 0,10657 0,10656
K¢ 402,28550| 402,27215 | 402,26800 | 402,27255| 402,26670] 402,25800
W, 0,91612 0,91613 0,91614 0,91613 | 0,91615 0,91613
Fs 77,91544 1 77,91462 77,91579 | 77,91456 | 77,91498 77,91326

Assim como nas andlises de confiabilidade ja efetuadas até esse 0 momento com
o MSR os resultados obtidos empregando-se os planos de experiéncia estrela e hiper-
cubo ndo foram satisfatdrios mostrando que para esse problema o polinémio quadrético,
que representa a resisténcia da estrutura, necessita de um nimero maior de consultas ao
modelo mecanico para ser corretamente construido. Dessa forma esses dois planos de
experiéncia nao serdo mais utilizados nos exemplos que seguem nesse capitulo.

Com base nos resultados obtidos nos exemplos até aqui apresentados
consideram-se validados os algoritmos desenvolvidos dos métodos MSR e acoplamento
direto. Nos exemplos seguintes serdo utilizados somente esses dois modelos de
confiabilidade, uma vez que estes estdo acoplados ao modelo do MEC. Assim esse

acoplamento torna possivel a andlise de estruturas mais complexas, tanto do ponto de
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vista de condi¢des de contorno como também de comportamento estrutural. Nos
exemplos seguintes neste capitulo serdo apresentadas andlises de confiabilidade

estrutural de estruturas submetidas ao crescimento de fissuras sob regime de fadiga.

9.3 — Exemplo 3: Propagacdo de Fissura sob Regime de Fadiga em Viga

Solicitada a Flexdo em 3 Pontos

Nesse exemplo serd apresentada a andlise de confiabilidade da estrutura
mostrada na Fig. (9.3). Trata-se de uma viga solicitada a flexdo em trés pontos contendo
um entalhe inicial posicionado na metade de sua face inferior. Nesta andlise a
propagacdo da fissura serd efetuada considerando-se o regime de carregamento
oscilatdrio e fadiga. Neste exemplo o carregamento oscilatério é composto por um ciclo

de carregamento e descarregamento completo.

:

S,

Figura 9.3 Estrutura analisada.

Na andlise deste exemplo foram adotadas as seguintes propriedades para o
material  constituinte da  estrutura: modulo de elasticidade longitudinal

E=21-10° kN/m?, coeficiente de Poisson »=0,20, fator de intensidade de tensdo
. S 3, . . . . .
resistente K,.=1.04-10 kN/ m’? , fator de intensidade de tensao limite da lei de Paris

3 . . . e
AK, =10 kN/ m? e expoente n pardmetro da lei de Paris »n=2,70. A lei de Paris foi

integrada, em todos os cendrios deste exemplo, considerando o incremento no

comprimento da fissura igual a Aa=0,05m.

Na andlise de confiabilidade a equacao de estado limite do problema € escrita em

termos de resisténcia e solicitacdo. Para o problema de fadiga esta € escrita em termos
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do ndmero de ciclos de carregamento resistente e solicitante. Assim, restam calcular os

termos dos ciclos de carga resistente e atuante:
G =N ~ N ©.6)
O problema de confiabilidade foi resolvido considerando os métodos MSR e
acoplamento direto, aos quais estdo acoplados um modelo do MEC para a resolug¢do do

problema mecanico de propagacdo de fissuras sob fadiga. Dessa forma a varidvel

N Resistente
Ciclos

¢ representada por meio de um polindmio quadratico construido a partir das
respostas mecanicas da estrutura, via método de MSR. No acoplamento direto o
processo de busca do ponto de projeto é efetuado avaliando numericamente os
gradientes da fung@o de estado limite por meio de consultas ao modelo mecanico
considerando pequenas variagdes nos valores das variaveis aleatdrias do problema.

Via MSR a estrutura foi analisada considerando-se quatro planos de experiéncia
diferentes sendo eles os planos de experiéncia Minimo, Composto, 13 Pontos e 8
Pontos. Além disso, foram consideradas duas diferentes formas de adaptatividade dos
pontos nos planos de experiéncia as quais sdo apds convergéncia e progressivamente ja
discutidas anteriormente.

A andlise de confiabilidade da estrutura mostrada na Fig. (9.3) serd realizada
considerando-se quatro diferentes cendrios, os quais diferem quanto as varidveis
aleatdrias consideradas, as distribui¢des estatisticas para estas varidveis e também
quanto ao nuimero de varidveis aleatérias na andlise. No primeiro cendrio serdo
consideradas 3 varidveis aleatdrias, enquanto no segundo considera-se 4 varidveis
aleatorias. Ja no terceiro sdo 3 varidveis aleatérias e finalmente no quarto 5 varidveis
aleatdrias. Nos dois primeiros cendrios somente a distribuicio Normal € utilizada para
governar o comportamento estatistico das varidveis aleatorias enquanto nos dois tltimos
cendrios emprega-se também a distribui¢do Log-Normal. Nos trés primeiros cendrios
serdo utilizados os métodos de confiabilidade MSR e acoplamento direto. Porém no 4°

cendrio a estrutura serd analisada considerando-se somente o acoplamento direto.

9.3.1 — 1° Cendrio

Na anélise deste cendrio foram consideradas 3 varidveis aleatdrias as quais sao o

carregamento atuante, a altura da viga e o nimero de ciclos de carga atuante. Foram

adotadas as seguintes propriedades estatisticas para essas varidveis aleatdrias:
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carregamento atuante F ~ N(5,0;0,50)kN , altura da viga W, ~ N(1,25;0,10)m e
nimero de ciclos de carga atuante N/ ~ N (1,0-106;1,0-105 )ciclos. As demais

varidveis da andlise sdo consideradas como deterministicas. O vao da viga foi

considerado igual a S, =5,0m, o comprimento inicial a da fissura a,=0,275m € o

. . 37\ a
parAmetro C da lei de Paris ¢=3,0-107" m/ ciclos(kN/ méj . A tolerancia adotada para a

convergéncia da andlise foi considerada igual a 1-107*.
Nas Fig.(9.4), Fig.(9.5), Fig.(9.6) e Fig.(9.7) sdo apresentados os resultados da
convergéncia das varidveis aleatérias do problema e também do indice de

confiabilidade, B, para a andlise realizada.

5,16 1,255
1,250 ‘L —o— Composto Ll
5.14 4 1,245 ﬂt” —=— 13 Pontos H
! 1
512 1,240 ““m —a— 8 Pontos H
:z“ F f/ / ¢— Composto 1,235 \\ *\ \ —e— Composto Prog H
< 510 |
g I/i / —=— 13 Pontos £ 1,230 \\ “ —%—13 Pontos Prog |1
8 | = | ‘.\.‘.—Ihl—l—.—l—l—q
25081 —i— 8 Pontos S 1.225 \\ \\ \ —a—8 Pontos Prog H
| s |
g 506 /[/ ’/.,..»l—-—-—- —e— Composto Prog T 1,220 \‘ “\A \ Acoplamento Diretol
;! i
g /W/’ —%—13 Pontos Prog g 1o NS I —6—Minimo I
2 504 1 Z 1210 i 1 Mi P
g >0 —2—8 Pontos Prog | \\ T inimo Prog
H I 1,205
© 502 ll —=—A to Direto &\ \ \
’ e N X A
500 —e—Minimo 1,195
Y Minimo Prog 1,190 M&&m&ﬁtﬂjﬁs&hﬁlﬂ
4,98 i i i " " i i i 1,185 . . . . . : : :
0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 o 3 6 9 12 15 18 21 o4 27
Iteragoes IteracGes
. N . N .
Figura 9.4 Convergéncia para carregamento. Figura 9.5 Convergéncia para altura da viga.
1,011E+06 . e 070
1,009E+06 1 0,60
o { —e— Composto ° —e— Composto
] } 3
S 1.007E+06 —=— 13 Pontos S 050 —=— 13 Pontos
Z =
H ‘\“\‘ f —a—8 Pontos < —a—8 Pontos
3 | ]
S 1.005E+06 ] —e— Composto Prog § 0.40 —e— Composto Prog
2 |
; ‘\‘:w‘ —#— 13 Pontos Prog § —¥— 13 Pontos Prog
|
£ 1.003E+06 17 ——8 Pontos Prog 5 030 —&— 8 Pontos Prog
5 | £
= ““ —=—Acoplamento Diretol —&—Acoplamento Direto
1,001E+06 ‘(I‘ —o—Minimo 0.20 —o—Minimo
! Minimo Prog Minimo Prog
9,989E+05 . . . . . - - - 0,10 : : : . . - - :
0 3 6 9 12 15 18 21 4 27 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27
IteracGes Iteragdes
. N ° . . N
Figura 9.6 Convergéncia para N° de ciclos atuante. Figura 9.7 Convergéncia para 3.

Os resultados apresentados nessas quatro figuras mostram que as respostas
obtidas por meio dos modelos MSR e acoplamento direto concordam entre si, o que é
um bom indicativo sobre a convergéncia dos modelos e unicidade da solucdo obtida.
Pode ser verificado também que nos modelos de superficie de resposta que empregam a
redugdo progressiva da distancia entre os pontos do plano de experiéncia a solugdo é

mais suave e estdvel quando comparado ao modelo em que a reducdo da distancia dos
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pontos € feita apds a convergéncia. Além disso, com o modelo de reducdo progressiva o
caminho de convergéncia das varidveis aleatérias € praticamente 0 mesmo hao
dependendo do plano de experiéncia adotado.

Apesar da resposta obtida pelos diferentes métodos de confiabilidade utilizados
ser a mesma constata-se que o custo computacional de cada andlise, medido pelo

nimero de chamadas do modelo mecénico, é bem diferente como mostra a Fig. (9.8).

350 338
325 4
300
275 1
250
225 +
200
175 4
150
125 4
100

75

50

254

Chamadas do Modelo Mecénico

Métodos Utilizados

B Composto | 13 Pontos [l 8 Pontos
m Composto Prog | 13 Pontos Prog | 8 Pontos Prog
O Acoplamento Direto | Minimo B Minimo Prog

Figura 9.8 Nimero de chamadas do modelo mecénico para as andlises numéricas efetuadas.

Por meio dessa figura pode-se observar que o modelo de acoplamento direto € o
mais eficiente uma vez que este obteve a convergéncia da andlise com somente 21
chamadas do modelo mecanico. Os modelos MSR, pelo fato de aproximarem a equagao
de estado limite, necessitam de um ndmero maior de chamadas do modelo mecanico
para a convergéncia. Nesse conjunto de modelos a andlise com o plano de experiéncia
Minimo, com a redu¢do da distancia entre os pontos no plano de experi€ncia apds a
convergéncia, foi a mais eficiente necessitando de 72 chamadas para a convergéncia.
Entre os dois métodos de confiabilidade utilizados vé-se que o acoplamento direto € o
mais eficiente uma vez que este obtém a convergéncia com um nimero de chamadas do

modelo mecanico bem inferior ao requerido pelos modelos MSR.

9.3.2 — 2° Cendrio

No segundo cendrio do problema, a estrutura serd analisada considerando-se
quatro varidveis aleatdrias. A varidvel aleatoria adicional considerada € o comprimento
do vdo S, . Com esse conjunto de varidveis aleatérias o polindmio quadritico que
representa a resisténcia da estrutura no MSR serd construido utilizando-se as seguintes

varidveis aleatorias: F,W, e S, . Enquanto no acoplamento direto o processo de busca do
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ponto de projeto € feito avaliando numericamente os gradientes da fungdo de estado
limite por meio de consultas ao modelo mecanico considerando-se pequenas variagoes
nos valores das varidveis aleatérias do problema.

Além dessas trés varidveis aleatérias o numero de ciclos de carregamento

Atuante

atuante, N, serd também considerado como varidvel aleatéria na analise. Assim,
nessa andlise foram adotadas as seguintes propriedades estatisticas para as varidveis
aleatérias:  carregamento  atuante  F ~ N(5,0;0,50)kN, altura da  viga
W, ~ N (1,25;0,10)m, comprimento do vdo S, ~ N(5,0;0,15)m e nimero de ciclos
atuante  N/“" ~ N(1,0-10%1,0-10°)ciclos . As demais varidveis do problema sdo

consideradas como deterministicas. O comprimento inicial a da fissura serd
A : : ~11 . % !
a,=0,275m e o parametro C da lei de Paris C=3,0-10"" m/ ciclos kN/m 20 A

tolerancia considerada para a convergéncia da andlise foi considerada igual a 1-107*.

Os resultados foram verificados para o indice de confiabilidade e para as
coordenadas do ponto de projeto. Nas Fig.(9.9), Fig.(9.10), Fig.(9.11), Fig.(9.12) e
Fig.(9.13), sdo apresentados os resultados para a convergéncia das varidveis aleatdrias

da andlise e também para o indice de confiabilidade, [3.

5,16 1,255

—e— Composto

—#— 13 Pontos

—a— 8 Pontos

—e— Composto Prog
—¥— 13 Pontos Prog
—A— 8 Pontos Prog
—&— Acoplamento Direto
—e— Minimo

5141 1,245

"
o

1,235 1]
5,10 |

—&— Composto
1,225

5,08 4 —=— 13 Pontos

——8 Pontos Minimo Prog

1,215

—e— Composto Prog
5,04 | —¥— 13 Pontos Prog
—2—8 Pontos Prog

Altura da Viga (m)

Carregamento Atuante (kN)

1,205 -

L
Q
S

—&— Acoplamento Direto

1,195 4
—6—Minimo

o
g
3

Minimo Prog

. . . - 1,185 T T T
° 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Iteracdes Iteracoes

ES
©
L3

Figura 9.9 Convergéncia para carregamento. Figura 9.10 Convergéncia para altura da viga, W, .
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Figura 9.13 Convergéncia para 3.

Os resultados ilustrados nessas figuras mostram que as respostas fornecidas
pelos modelos de superficie de resposta e acoplamento direto sdo concordantes, o que é
um bom indicativo sobre a unicidade da solu¢@o obtida e também sobre a convergéncia
dos modelos. Assim como no cendrio anterior constata-se que nos modelos MSR que
empregam a reducdo progressiva da distancia entre os pontos do plano de experiéncia a
solucdo € mais suave e estivel quando comparado ao modelo em que a redugdo da
distancia dos pontos € feita apds a convergéncia. Além disso, com o modelo de redugao
progressiva o caminho de convergéncia das varidveis aleatérias € praticamente 0 mesmo
nao dependendo do plano de experiéncia adotado.

Foi comparado também o custo computacional de cada andlise efetuada. Esse
parametro é medido pelo nimero de chamadas do modelo mecanico necessdrias para a
obtenc¢ao da convergéncia da andlise de confiabilidade. Apesar da resposta obtida pelos
diferentes métodos de confiabilidade estrutural empregados ser a mesma essa discussao
¢ importante para identificar qual método € o mais eficiente. O diagrama comparativo

com o nimero de chamadas do modelo mecanico é apresentado na Fig. (9.14).

650
600
550

2 500 A
‘S 450
400
350 A
300 A
250 |
200
150
100
50
04

do Modelo

Métodos Utilizados

m Composto m 13 Pontos m 8 Pontos
m Composto Prog m 13 Pontos Prog m 8 Pontos Prog
O Acoplamento Direto ® Minimo @ Minimo Prog

Figura 9.14 Nimero de chamadas do modelo mecanico para as andlises numéricas efetuadas.
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Por meio dessa figura pode-se observar que o modelo de acoplamento direto € o
mais eficiente uma vez que este obteve a convergéncia da andlise com somente 28
chamadas do modelo mecanico. Os modelos MSR, pelo fato de aproximarem a equagao
de estado limite, necessitam de um ndmero maior de chamadas do modelo mecéanico
para a convergéncia. Nesse conjunto de modelos a andlise com o plano de experiéncia
Minimo, com a redu¢do da distdncia entre os pontos no plano de experi€ncia apds a
convergéncia, foi a mais eficiente necessitando de 150 chamadas do modelo mecanico
para a convergéncia. Quando comparamos os dois métodos de confiabilidade utilizados
vemos que o acoplamento direto ¢ mais eficiente j4 que necessita de um nimero de

chamadas bem inferior quando comparados aos modelos de Superficie de Resposta.
9.3.3 — 3° Cendrio

No terceiro cendrio de andlise o problema serd novamente abordado
considerando-se 3 variaveis aleatérias. No entanto neste cenario, diferentemente do 1°
cendrio, as varidveis aleatorias consideradas sdo o carregamento atuante, F, o parametro

C da lei de Paris e o comprimento inicial da fissura, g,. Nessa andlise foram

consideradas as seguintes propriedades estatisticas para essas varidveis aleatorias:
F ~ N(5,050,80) kN, C~LN(3,0-10“’;1,8-10m)m/ciclos(kN/m%) e

a, ~ LN (0,01;0,003)m. As demais varidveis do problema sdo consideradas de forma
deterministica. O comprimento do vao foi adotado igual a S, =5,0m, a altura da viga

foi considerada igual a W =1,25m e o nimero de ciclos de carregamento atuante na

Atuante

estrutura considerado igual a N2 =2,0-10°ciclos. A tolerancia adotada para a

convergéncia da andlise foi de 1-107*.

Foram verificados os valores do indice de confiabilidade e também das
coordenadas do ponto de projeto. Estes resultados sdo apresentados nas Fig.(9.15),
Fig.(9.16), Fig.(9.17) e Fig.(9.18).

Os resultados ilustrados nessas figuras mostram que as respostas fornecidas
pelos modelos MSR e acoplamento direto sdo concordantes, mostrando que ambos os
modelos foram capazes de encontrar a resposta do problema. Assim como nos cendrios
anteriores constata-se que nos modelos com superficie de resposta que empregam a

redugdo progressiva da distancia entre os pontos do plano de experiéncia a solucdo é
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mais suave e estdvel quando comparado ao modelo em que esta reducdo € feita apds a
convergéncia. Além disso, com o modelo de redugcdo progressiva o caminho de
convergéncia das varidveis aleatdrias é praticamente o mesmo nao dependendo do plano

de experiéncia adotado.
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Foi comparado também o custo computacional de cada andlise efetuada. Esse
parametro € medido pelo nimero de chamadas do modelo mecanico necessdrias para a
obtenc¢ao da convergéncia da andlise de confiabilidade. Apesar da resposta obtida pelos
diferentes métodos de confiabilidade estrutural empregados ser a mesma essa discussao
¢ importante para identificar o método mais eficiente. O diagrama comparativo do
nimero de chamadas do modelo mecénico € apresentado na Fig. (9.19).

Por meio dessa figura pode-se observar que o modelo de acoplamento direto é o
mais eficiente uma vez que este obteve a convergéncia da andlise com somente 16
chamadas do modelo mecanico. Os modelos MSR, pelo fato de aproximarem a equagdo
de estado limite, necessitam de um ndmero maior de chamadas do modelo mecanico
para a convergéncia. Nesse conjunto de modelos a andlise com o plano de experiéncia

Minimo, com a redugdo da distancia entre os pontos no plano de experiéncia tanto
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progressiva quanto apds convergéncia, foram os mais eficientes necessitando de 130
chamadas para a convergéncia. Quando comparamos os dois métodos de confiabilidade
utilizados vemos que o método de acoplamento direto € mais eficiente ja que necessita

de um ndmero de chamadas bem inferior quando comparados aos modelos MSR.
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Figura 9.19 Nimero de chamadas do modelo mecanico para as andlises numéricas efetuadas.
9.3.4 —4° Cendrio

Para finalizar a andlise do problema proposto neste topico serd agora efetuada a
andlise de confiabilidade da estrutura mostrada na Fig. (9.3) considerando-se 5 varidveis
aleatorias. Nessa andlise foram consideradas como varidveis aleatorias o carregamento
atuante, o parametro C da lei de Paris, a altura da viga, o comprimento do vao e o

comprimento inicial da fissura. Os parametros estatisticos adotados para essas varidveis

sdo: F ~LN(5,0;0,80)kN, W, ~ N(1,25,0,03)m, S, ~ N(5,0,0,10)m,

C ~ LN(3’0.1()“;1,0-10“)m/ciclos(kN/m%) e a,~LN(0,005;0,002)m. Nessa

andlise o nimero de ciclos de carga atuante foi considerado deterministico sendo igual a

NZ"™e =1,0-10° ciclos. A tolerincia adotada para a convergéncia da andlise foi

Ciclos
considerada igual a 1-107".

Esta andlise foi efetuada considerando-se somente o método de acoplamento
direto. Adotou-se este procedimento porque com esse método € possivel analisar
problemas com um nimero maior de varidveis aleatérias sem um grande aumento no
nimero de chamadas do modelo mecéanico durante cada iteracdo, como ocorre com 0S

modelos baseados no MSR. Além disso, esse método ja se mostrou eficiente na
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obtencdo do ponto de projeto e do indice de confiabilidade conforme resultados
apresentados neste capitulo capacitando-o para tal andlise.

Nas Fig.(9.20), Fig.(9.21), Fig.(9.22), Fig.(9.23), Fig.(9.24) e Fig.(9.25), sdo
apresentados os resultados obtidos para a convergéncia das varidveis aleatdrias da
andlise e também para o indice de confiabilidade, . Esses diagramas mostram um bom
desempenho do método de acoplamento direto sendo que o caminho percorrido até a
convergéncia € suave e estdvel. Deve-se destacar também que mesmo com cinco

variaveis aleatdrias presentes na andlise a convergéncia foi obtida com somente 14

iteracdes o que resulta 84 chamadas do modelo mecanico.
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9.4 — Exemplo 4: Estrutura Plana Contendo Furos Solicitada a Flexdo

Neste exemplo serd realizada a andlise de confiabilidade da estrutura mostrada
na Fig. (9.26). Trata-se de uma estrutura plana com trés furos em seu interior contendo
um entalhe inicial localizado em sua face inferior. A estrutura € biapoiada sendo

solicitada por um carregamento pontual no centro de sua face superior.

LF

o
o

E ;;<
4,0 Df

=
g

Lo | 18.0 Lo

T T

Figura 9.26 Estrutura analisada. Dimensdes em polegada.

Nesta andlise a propagacao da fissura serd efetuada considerando-se o regime de
carregamento oscilatério e fadiga. Neste exemplo o carregamento oscilatério é
composto por um ciclo de carregamento e descarregamento completo. Foram adotadas
as seguintes propriedades para o material constituinte da estrutura: moédulo de

elasticidade longitudinal E =300si , coeficiente de Poisson v=0,30, fator de intensidade
de tensdo resistente do material K, = 1,87271-10° ksi/in , fator de intensidade de tensdo
limite da lei de Paris AK,, =0,15 ksi/in € parametros n da lei de Paris n=3,0. A lei de

Paris foi integrada, em todos os cendrios deste exemplo, considerando o incremento no

comprimento da fissura igual a Aa=0,40in .

Na andlise de confiabilidade desse exemplo a equagdo de estado limite € escrita
em termos do nimero de ciclos de carregamento. Assim, na andlise sdo considerados os

ciclos de carga resistente e atuante:

G — NReA‘iA‘tente _ NAtmmte (97)

Ciclos Ciclos

O problema de confiabilidade foi resolvido considerando os MSR e acoplamento

Resistente 4

direto. Dessa forma a varidvel N> € representada por meio de um polindmio

quadratico construido a partir das respostas mecanicas da estrutura via MSR. No

método de acoplamento direto o processo de busca do ponto de projeto € efetuado
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avaliando numericamente os gradientes da funcdo de estado limite por meio de
consultas a0 modelo mecéanico considerando pequenas variacdes nos valores das
varidveis aleatorias do problema.

Através do MSR a estrutura foi analisada considerando quatro planos de
experiéncia diferentes sendo eles os planos de experiéncia Minimo, Composto, 13
Pontos e 8 Pontos. Além disso, foram consideradas duas formas diferentes de
adaptatividade dos pontos nos planos de experiéncia as quais sdo apds convergéncia e
progressivamente ja discutidas anteriormente.

A anélise de confiabilidade da estrutura mostrada na Fig. (9.26) serd realizada
considerando-se quatro diferentes cendrios os quais se diferem quanto as varidveis
aleatorias consideradas, as distribui¢des estatisticas para estas varidveis e também
quanto ao numero de varidveis aleatérias na andlise. No primeiro cendrio serdo
consideradas 3 varidveis aleatdrias, enquanto no segundo considera-se 4 varidveis
aleatdrias. J4 no terceiro serdo 3 varidveis aleatdrias e finalmente no quarto cendrio a
andlise serd realizada considerando-se 6 varidveis aleatérias. Nos dois primeiros
cendrios somente a distribuicdo Normal € utilizada para governar o comportamento
estatistico das varidveis aleatérias enquanto nos dois Ultimos cendrios emprega-se
também a distribuicdo Log-Normal. Nos trés primeiros cendrios serdo utilizados os
métodos de confiabilidade MSR e acoplamento direto. Porém no 4° cendrio a estrutura

serd analisada considerando-se somente o acoplamento direto.
9.4.1 — 1° Cendrio

No primeiro cendrio a estrutura serd analisada considerando-se trés varidveis

aleatorias. As varidveis consideradas sdo o carregamento atuante, F, o didmetro dos
furos da estrutura, D, e o nimero de ciclos de carregamento atuante, N/ . Foram

adotadas as seguintes propriedades estatisticas para essas varidveis aleatorias:

carregamento atuante F ~ N (3,0;0,03)kip , didmetro dos furos D ~ N (0,50;0,03)in e

nimero de ciclos de carregamento atuante N/ ~ N (8,0-107;3,0-106)ciclos. As

demais varidveis da andlise sdo consideradas deterministicas. O comprimento inicial da

fissura € considerado igual a a, =1,0in, a distincia entre a fissura e o centro dos furos é

igual a D, =2,0in, a distincia dos furos a base da estrutura € igual a D,=2,75in e
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finalmente o parAmetro C da lei de Paris C=7,0-10" in ciclos(k%,—j . A tolerancia
124}

para a convergéncia da andlise foi adotada igual a 1-107*.

Foram obtidos os resultados para as coordenadas do ponto de projeto e para o
indice de confiabilidade. Nas Fig.(9.27), Fig.(9.28), Fig.(9.29) e Fig.(9.30) sdo
apresentados os resultados para a convergéncia das varidveis aleatérias da andlise e

também para o indice de confiabilidade, 3.
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Figura 9.28 Convergéncia para D.
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Os resultados apresentados nessas quatro figuras mostram que as respostas
obtidas por meio dos modelos MSR e acoplamento direto concordam entre si, o que é
um bom indicativo sobre a unicidade da solucdo obtida e também sobre convergéncia
dos modelos. Pode ser verificado também nessa anélise que o caminho de convergéncia
das varidveis aleatérias € praticamente o mesmo ndao importando o método de
confiabilidade estrutural empregado. Constata-se que nao houve dificuldade durante o
processo de convergéncia, todos os métodos de confiabilidade empregados praticamente
chegam a solugdo final do problema com somente duas iteracoes.

Apesar da resposta obtida pelos diferentes métodos de confiabilidade utilizados
ser a mesma constata-se que o custo computacional de cada andlise, medido pelo

nimero de chamadas do modelo mecénico, é bem diferente como mostra a Fig. (9.31).
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Chamadas do Modelo Mecanico

Modelos Utilizados

H Composto | 13 Pontos @ 8 Pontos
m Composto Prog | 13 Pontos Prog | 8 Pontos Prog
O Acoplamento Direto u Minimo @ Minimo Prog

Figura 9.31 Nimero de chamadas do modelo mecanico para as andlises numéricas efetuadas.

Por meio da Fig. (9.31) observa-se que o modelo de acoplamento direto foi mais
uma vez o mais eficiente ja que este obteve a convergéncia da andlise com somente 18
chamadas do modelo mecanico. Os modelos MSR, pelo fato de aproximarem a equagao
de estado limite, necessitam de um ndmero maior de chamadas do modelo mecanico
para a convergéncia. Nesse conjunto de modelos a andlise com o plano de experiéncia
Minimo, com a redu¢do da distancia entre os pontos no plano de experi€ncia apds a
convergéncia, foi a mais eficiente necessitando de 42 chamadas para a convergéncia.
Entre os dois métodos de confiabilidade utilizados vé-se que o método de acoplamento
direto é o mais eficiente uma vez que este obtém a convergéncia com um ndmero de

chamadas do modelo mecanico bem inferior ao requerido pelos modelos MSR.

9.4.2 — 2° Cendrio

Esse problema pode agora ser analisado considerando quatro varidveis
aleatdrias. Neste cendrio a variavel aleatéria adicional considerada é a distancia entre a

fissura e o centro dos furos, D,. Por meio do MSR o polindbmio quadritico que

representa a resisténcia da estrutura serd construido utilizando-se as seguintes varidveis

aleatérias: F,De D,. Enquanto com o acoplamento direto o processo de busca do

ponto de projeto € feito avaliando numericamente os gradientes da funcdo de estado
limite por meio de consultas a0 modelo mecanico considerando pequenas variagdes nos
valores das varidveis aleatdrias do problema.

Além dessas trés varidveis aleatérias o numero de ciclos de carregamento

Atuante
Ciclos

atuante, N , serd também considerado. Nesta andlise a equacdo de estado limite
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permanece sendo a apresentada na Eq. (9.7). Foram adotadas as seguintes propriedades

estatisticas para essas varidveis aleatérias: carregamento atuante F ~ N (3,0;0,03)kip,

didmetro dos furos D ~ N(0,50;0,05)in, distdncia entre a fissura e o furo

D, ~ N(2,0;0,05)in e ndmero de ciclos de carga atuante
Njmee ~ N(8,0-107;3,0-10°)ciclos . As demais varidveis aleatérias da andlise sdo

admitidas como deterministicas. O comprimento inicial da fissura é considerado igual a
a, =1,0in, o parametro C da lei de Paris C = 7,0-107 in ciclos(k%j e finalmente
mn

a distancia dos furos a base da estrutura € igual a D, =2,75in. A tolerancia para a

convergéncia da andlise foi adotada igual a 1-10™*.

Nesta andlise os resultados foram obtidos para as coordenadas do ponto de
projeto e também para o indice de confiabilidade. Nas Fig.(9.32), Fig.(9.33), Fig.(9.34),
Fig.(9.35) e Fig.(9.36) sdo apresentados os resultados para a convergéncia das varidveis

aleatdrias da andlise e também para o indice de confiabilidade, [3.
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Por meio dessas figuras constata-se que os resultados obtidos pelos métodos de
confiabilidade empregados para o carregamento atuante, diametro dos furos e nimero

de ciclos de carga atuantes sdo concordantes, o que ¢ um bom indicativo sobre a
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precisdo das respostas obtidas. Deve-se destacar inclusive que para estas varidveis
aleatérias o caminho de convergéncia observado € praticamente 0 mesmo nao
importando o método de confiabilidade estrutural empregado. Porém, para a varidvel

aleatéria D, pode ser observada a ocorréncia de dificuldade de convergéncia entre os

modelos que utilizam superficies de resposta.
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Figura 9.36 Convergéncia para f.

Constata-se que nos modelos do MSR com plano de experiéncia Composto e 8
pontos, ambos com reducdo da distancia dos pontos nesses planos apds convergéncia, o
valor final obtido é ligeiramente inferior aos observados pelos outros métodos de
confiabilidade. Além disso, observa-se também que no modelo com plano de
experiéncia 13 pontos, reducido da distancia dos pontos no plano de experiéncia apds
convergéncia, verifica-se que nido houve convergéncia para a andlise. Esse resultado
reflete-se na obtencdo do indice de confiabilidade o qual depende das coordenadas do
ponto de projeto.

Nos modelos que empregam MSR comportamentos como os observados nesses
trés ultimos casos podem ocorrer uma vez que a resisténcia da estrutura € escrita através
de um polindmio quadratico obtido a partir da resisténcia da estrutura, medida em cada
ponto no plano de experiéncia, e de um processo de minimos quadrados. Esse processo
pode levar algumas vezes a processos instiveis € mesmo a obteng¢do de resultados
ligeiramente diferentes uns dos outros dependentes do plano de experiéncia adotado.
Outro fator que deve ser destacado nesse conjunto de modelos € a distancia inicial entre
os pontos no plano de experiéncia. Verifica-se que nos modelos MSR com reducio
progressiva da distdncia dos pontos no plano de experiéncia a resposta obtida foi
coerente com as respostas dadas pelo modelo de acoplamento direto e também pelo
modelo MSR com o plano de experiéncia Minimo com redu¢do da distancia no plano

apds convergéncia. Assim a instabilidade observada nas respostas desse modelo podem
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ser atribuidas, em parte, a constru¢do do polindmio que representa a resisténcia da
estrutura a qual depende do plano de experiéncia adotado e também da distancia entre
os pontos em cada plano.

Foi comparado também o custo computacional de cada anélise efetuada. Esse
parametro é medido pelo nimero de chamadas do modelo mecénico necessarias para a
obtencdo da convergéncia da andlise de confiabilidade. O diagrama comparativo do
nimero de chamadas do modelo mecanico € apresentado na Fig. (9.37).

Por meio dessa figura pode-se observar que o modelo de acoplamento direto € o
mais eficiente uma vez que este obteve a convergéncia da andlise com somente 28
chamadas do modelo mecanico. Os modelos MSR, pelo fato de aproximarem a equagao
de estado limite, necessitam de um ndmero maior de chamadas do modelo mecéanico
para a convergéncia. Nesse conjunto de modelos a andlise com o plano de experiéncia
Minimo, com a redugdo progressiva da distdncia entre os pontos no plano de
experiéncia, foi a mais eficiente necessitando de 90 chamadas para a convergéncia.
Quando comparamos os dois métodos de confiabilidade utilizados vemos que o
acoplamento direto € mais eficiente ja4 que este necessita de um numero
aproximadamente 3 vezes menor de chamadas do modelo mecéanico do que o modelo

mais eficiente do modelo MSR.

Chamadas do Modelo Mecanico

Modelos Utilizados

m Composto | 13 Pontos m 8 Pontos
m Composto Prog | 13 Pontos Prog | 8 Pontos Prog
O Acoplamento Direto u Minimo B Minimo Prog

Figura 9.37 Numero de chamadas do modelo mecanico para as andlises numéricas efetuadas.

9.4.3 — 3° Cendrio

No terceiro cendrio a estrutura serd novamente analisada porém considerando-se
trés varidveis aleatdrias. As varidveis aleatorias adotadas na anélise sdo o carregamento
atuante, F, o parametro C da lei de Paris e a distancia entre a fissura e o centro dos

furos, D,. Nessa andlise foram consideradas as seguintes propriedades estatisticas para
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essas  varidveis  aleatérias:  F ~ LN(3,0:0,60)kip, D, ~N(2,0;0,05)in e

C~ILN (7,0-10*9;2,4‘10*9)1'11 ciclos(ky : j . As demais varidveis aleatérias da
Jin

andlise sao admitidas deterministicas. O comprimento inicial da fissura € considerado

igual a a,=1,0in, o didmetro dos furos igual a D =0,5in, a distancia dos furos a base
da estrutura de D, =2,75in e finalmente o numero de ciclos de carga atuante

Njmme =52.10 ciclos. A tolerancia para a convergéncia da andlise foi considerada

iguala 1-107*.

A andlise foi efetuada utilizando MSR e acoplamento direto. Foram verificados
os resultados para o indice de confiabilidade e para as coordenadas do ponto de projeto.
Nas Fig.(9.38), Fig.(9.39), Fig.(9.40) e Fig.(9.41), sdo apresentados os resultados para a
convergéncia das varidveis aleatérias da andlise e também para o indice de
confiabilidade, 3. Nessas figuras ndo estdo mostradas as respostas obtidas por meio do
modelo MSR com o plano de experiéncia Composto. Isso se deve ao fato desse plano de

experiéncia ndo atingir a convergéncia durante a andlise.
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Os resultados ilustrados nessas figuras mostram que as respostas fornecidas
pelos modelos MSR e acoplamento direto sdo concordantes, o que € um bom indicativo

sobre a unicidade da solucdo e sobre convergéncia dos modelos da andlise. Assim como

Capitulo 9 — Acoplamento entre Modelos Mecanicos e de Confiabilidade Estrutural



281

nas andlises anteriores constata-se que nos modelos MSR que empregam a reducio
progressiva da distancia entre os pontos do plano de experiéncia a solu¢c@o € mais suave
e estavel quando comparado ao modelo em que a reducao da distancia dos pontos € feita
apdés a convergéncia. Além disso, no modelo de redugdo progressiva o caminho de
convergéncia das varidveis aleatorias € praticamente 0 mesmo ndo dependendo do plano
de experiéncia adotado.

Foi comparado também o custo computacional de cada andlise efetuada. Esse
parametro é medido pelo nimero de chamadas do modelo mecanico necessdrias para a
obtenc¢do da convergéncia da andlise de confiabilidade. Esta discussdo é importante para
a identificacio do método mais eficiente. O diagrama comparativo do ndmero de

chamadas do modelo mecanico € apresentado na Fig. (9.42).
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Figura 9.42 Numero de chamadas do modelo mecanico para as andlises numéricas efetuadas.

Por meio dessa figura pode-se observar que o modelo de acoplamento direto €
mais uma vez o mais eficiente ji que este obteve a convergéncia da andlise com
somente 24 chamadas do modelo mecanico. Os modelos MSR, pelo fato de
aproximarem a equacdo de estado limite, necessitam de um nimero maior de chamadas
do modelo mecanico para a convergéncia. Nesse conjunto de modelos a andlise com o
plano de experiéncia Minimo foi a mais eficiente necessitando de 110 chamadas para a
convergéncia. Quando comparamos os dois métodos de confiabilidade utilizados vemos
que o acoplamento direto é mais eficiente ja que necessita de um nimero de chamadas

do modelo mecanico bem inferior quando comparados aos modelos MSR.

9.4.4 — 4° Cendrio
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Para finalizar a analise de confiabilidade dessa estrutura foi efetuada ainda uma
analise considerando 6 variaveis aleatérias. Nessa andlise foram consideradas como
varidveis aleatdrias o carregamento atuante, F, o parametro C da lei de Paris, a distancia

entre a fissura e o centro dos furos, D,., o didmetro dos furos, D, a distancia entre o

f?

centro dos furos e a base da estrutura, D,, e finalmente o comprimento inicial da fissura,
a,. Os parametros estatisticos dessas varidveis sdo: F ~LN (3,0;0, 60) kip ,

D~ N(0,5;0,01) in, D, ~ N(2,0;0,05) in, D, ~ N(2,75;0,06875) in,

a, ~ LN(O,I;0,0Z) ineC~ LN(7-10"9 ;2,4-10‘9) ir/ciclos(k%,—) . Nessa analise o
mn

nimero de ciclos de carga atuante foi considerado deterministico sendo igual a

N Atuante
Ciclos

=5,0-10 ciclos . A tolerancia adotada para a convergéncia ¢ iguala 1-107 .

Esta andlise foi efetuada considerando-se somente o acoplamento direto. Este
procedimento foi considerado uma vez que esse método vem se mostrando ser mais
eficiente do que os métodos MSR, conforme os resultados obtidos até aqui neste
capitulo. Além disso, com esse método é possivel analisar problemas com um nimero
maior de varidveis aleatérias sem um grande aumento no nimero de chamadas do
modelo mecanico durante cada iteracdo, como ocorre com os modelos baseados em
superficies de resposta. Isso permite a andlise de problemas de confiabilidade mais
complexos, considerando-se um nimero maior de varidveis aleatdrias.

As respostas para esta andlise foram obtidas para as coordenadas do ponto de
projeto e para o indice de confiabilidade. Nas Fig.(9.43), Fig.(9.44), Fig.(9.45),
Fig.(9.46), Fig.(9.47), Fig.(9.48) e Fig. (9.49), sdo apresentados os resultados para a
convergéncia das varidveis aleatérias da andlise e também para o indice de
confiabilidade, 3. Na Fig. (9.50) é apresentada a evolugdo do valor da equacdo de estado
limite, onde pode ser verificada a convergéncia da andlise.

Esses diagramas mostram um bom desempenho do método de acoplamento
direto. Mesmo com seis varidveis aleatérias consideradas na andlise a convergéncia foi
obtida com somente 12 iteragdes o que resulta em 84 chamadas do modelo mecanico.
Durante a andlise foram observados alguns pontos onde o algoritmo enfrentou
dificuldades de convergéncia. No entanto o método foi capaz de ultrapassar esses
pontos e atingir a convergéncia. Isso indica que além de eficiente esse método € também

robusto.
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Figura 9.43 Convergéncia para carregamento.

Figura 9.44 Convergéncia parametro C Lei Paris.
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Figura 9.49 Convergéncia para 3.

Figura 9.50 Convergéncia para Eq. Estado Limite.

9.5 — Exemplo 5: Estrutura Plana com Furo Solicitada a Tracdo

Sera efetuada nesse topico a andlise de confiabilidade da estrutura mostrada na

Fig. (9.51). Trata-se de uma estrutura plana retangular, apresentando um metro de

comprimento e trés metros de altura, com um furo em seu interior € um entalhe inicial

em uma de suas faces laterais. A estrutura estd engastada em sua base sendo solicitada

por um carregamento de tracdo em sua face superior. Nesta andlise a propagacdo da
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fissura serd efetuada considerando-se o regime de carregamento oscilatério e fadiga.
Neste exemplo o carregamento oscilatério € composto por um ciclo de carregamento e

descarregamento completo.

1,20

3,00
D

0,7

X

Figura 9.51 Estrutura analisada. Dimensdes em metro.

Foram adotadas as seguintes propriedades para o material constituinte da

estrutura: médulo de elasticidade longitudinal E=3,0-10" kN/m? , coeficiente de Poisson
. . . . s %
v=0,20, fator de intensidade de tensdo resistente do material K, = 1,04-10 kN/ m’? , fator

de intensidade de tensdo limite da lei de Paris AK,, =1,0 kN/ m% e parametros n da lei de
Paris n=2,7. A lei de Paris foi integrada considerando o incremento no comprimento da
fissura igual a Aa=0,02m.

Na andlise de confiabilidade a equagdo de estado limite é escrita em termos do
numero de ciclos de carregamento. Assim, na andlise sdo considerados os ciclos de
carga resistente e atuante:

G — NRexixtente _ NAtmmte (98)

Ciclos Ciclos

O problema de confiabilidade foi resolvido considerando os métodos MSR e de

Resistente
Ciclos

acoplamento direto. Dessa forma a varidvel N, ¢ representada por meio de um

polindmio quadratico construido a partir das respostas mecanicas da estrutura via MSR.
No acoplamento direto o processo de busca do ponto de projeto € efetuado avaliando-se
numericamente os gradientes da funcdo de estado limite por meio de consultas ao

modelo mecanico considerando pequenas variagdes nos valores das varidveis aleatdrias
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do problema. Através do MSR a estrutura foi analisada considerando quatro planos de
experiéncia diferentes sendo eles os planos de experiéncia Minimo, Composto, 13
Pontos ¢ 8 Pontos. Além disso, foram consideradas duas formas diferentes de
adaptatividade dos pontos nos planos de experiéncia as quais sdo apds convergéncia e
progressivamente ja discutidas anteriormente.

A andlise de confiabilidade da estrutura mostrada na Fig. (9.51) serd realizada
considerando-se quatro diferentes cendrios os quais se diferem quanto as varidveis
aleatdrias consideradas, as distribui¢des estatisticas para estas varidveis e também
quanto ao numero de varidveis aleatdrias na andlise. No primeiro cendrio serdo
consideradas 3 varidveis aleatdrias, enquanto no segundo consideram-se 4 varidveis
aleatdrias. Ja no terceiro serdo 3 varidveis aleatdrias e finalmente no quarto cendrio a
andlise serd realizada considerando-se 5 varidveis aleatérias. Nos dois primeiros
cendrios somente a distribuicdo Normal € utilizada para governar o comportamento
estatistico das varidveis aleatérias enquanto nos dois ultimos cendrios emprega-se
também a distribuicdo Log-Normal. Nos trés primeiros cendrios serdo utilizados os
métodos de confiabilidade MSR e acoplamento direto. Porém no 4° cendrio a estrutura

serd analisada considerando-se somente o acoplamento direto.
9.5.1 — 1° Cendrio

Na andlise do primeiro cendrio desse problema foram consideradas como

varidveis aleatdrias o carregamento atuante, P, o didmetro do furo da estrutura, D, e o
nimero de ciclos de carga atuante, N/“". Foram adotadas as seguintes propriedades
estatisticas para essas varidveis aleatdrias: carregamento atuante
P~ N(5,0;0,80)kN/m, didmetro do furo D ~ N (0,40;0,025)m e nimero de ciclos de

Atuante
Ciclos

carga atuante N, ~N (5,0-106;1,0-105)ciclos. As demais variaveis envolvidas no

problema foram consideradas como deterministicas. A distancia do centro do furo a

base da estrutura € igual a D, = 1,5m, o comprimento inicial da fissura foi admitido

igual a a,=0,10m e finalmente o pardmetro C da lei de Paris foi igual a
C=2,0-10" m/ ciclos(kN / m%) . A tolerancia adotada para a convergéncia da anélise

foi considerada igual a 1-107*.
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Os resultados foram verificados para as coordenadas do ponto de projeto e

também para o indice de confiabilidade. Nas Fig.(9.52), Fig.(9.53), Fig.(9.54) e

Fig.(9.55) sdo apresentados os resultados para a convergéncia das varidveis aleatdrias da

andlise e também para o indice de confiabilidade,
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Figura 9.52 Convergéncia para carregamento.

Figura 9.53 Convergéncia para didmetro do furo.
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Figura 9.54 Convergéncia para N° de ciclos atuante.

Figura 9.55 Convergéncia para 3.

Os resultados apresentados nessas quatro figuras mostram que as respostas

obtidas por meio dos modelos de superficie de resposta e acoplamento direto concordam

entre si, o que € um bom indicativo sobre a convergéncia dos modelos e a unicidade da

solu¢do obtida. Pode ser verificado também que nos modelos MSR que empregam a

redugdo progressiva da distancia entre os pontos do plano de experiéncia a solucdo é

mais suave e estdvel quando comparado ao modelo em que a reducdo da distancia dos

pontos € feita apds a convergéncia. Além disso, pode-se observar também que os

modelos com redugdo progressiva o caminho de convergéncia das varidveis aleatorias é

praticamente o mesmo nao dependendo do plano de experiéncia adotado.

Apesar da resposta obtida pelos diferentes métodos de confiabilidade utilizados

ser a mesma constata-se que o custo computacional de cada andlise, medido pelo

nimero de chamadas do modelo mecanico, é bem diferente como mostra a Fig. (9.56).

Por meio dessa figura pode-se observar que o modelo de acoplamento direto é o mais

eficiente uma vez que este obteve a convergéncia da andlise com somente 27 chamadas
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do modelo mecanico. Os modelos MSR, pelo fato de aproximarem a equagdo de estado
limite, necessitam de um ndmero maior de chamadas do modelo mecanico para a
convergéncia. Nesse conjunto de modelos a andlise com o plano de experiéncia
Minimo, com a redu¢do da distancia entre os pontos no plano de experi€ncia apds a
convergéncia, foi a mais eficiente necessitando de 114 chamadas para a convergéncia.
Entre os dois métodos de confiabilidade utilizados vé-se que o acoplamento direto € o
mais eficiente uma vez que este obtém a convergéncia com um nimero de chamadas do

modelo mecanico bem inferior ao requerido pelos modelos MSR.

273

Chamadas do Modelo Mecéanico

Modelos Utilizados

B Composto | 13 Pontos @ 8 Pontos
m Composto Prog | 13 Pontos Prog W 8 Pontos Prog
O Acoplamento Direto B Minimo @ Minimo Prog

Figura 9.56 Numero de chamadas do modelo mecanico para as andlises numéricas efetuadas.

9.5.2 — 2° Cendrio

Esse problema pode agora ser analisado considerando-se quatro varidveis
aleatdrias. A variavel aleatdria adicional considerada € a distincia entre o centro do furo

e a base da estrutura, D, . Pelo MSR o polindmio quadratico que representa a resisténcia
da estrutura serd construido utilizando-se as seguintes varidveis aleatérias: P,De D x

Enquanto com o acoplamento direto o processo de busca do ponto de projeto é feito
avaliando-se numericamente os gradientes da func¢do de estado limite por meio de
consultas a0 modelo mecanico considerando pequenas variagcdes nos valores das

varidveis aleatérias do problema. Além dessas trés varidveis aleatérias o nimero de

Atuante
Ciclos

ciclos de carregamento atuante, N, , serd também admitido como variavel aleatoria.

Foram adotadas as seguintes propriedades estatisticas para essas varidveis

aleatérias: carregamento atuante P ~ N(S,O;O,SO)kN/ m, didmetro do furo

D ~ N(0,40;0,025)m, distancia entre o centro do furo e a base da estrutura
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D, ~N(1,50:0,15)m e mnimero de ciclos de carregamento  atuante

NpAmae o N (5,0-106;1,0-105)ciclos. As demais varidveis envolvidas no problema foram

consideradas como deterministicas. O comprimento inicial da fissura foi admitido igual

a a,=0,10m e o pardmetro C da lei de Paris foi igual a
C=2,0-10"" m/ ciclos (kN / m%) . A tolerancia adotada para a convergéncia da andlise

foi considerada igual a 1-10™*.

Assim como no cendrio anterior, os resultados foram obtidos para as
coordenadas do ponto de projeto e para o indice de confiabilidade. Nas Fig.(9.57),
Fig.(9.58), Fig.(9.59), Fig.(9.60) e Fig.(9.61) sdo apresentados os resultados da

convergéncia dessas varidveis aleatdrias e também para o indice de confiabilidade, 3.
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Os resultados ilustrados nessas figuras mostram que as respostas fornecidas
pelos modelos MSR e acoplamento direto s@o concordantes, o que € um bom indicativo
sobre a unicidade da solucdo obtida. Assim como no cendrio anterior constata-se que
nos modelos via superficie de resposta que empregam a redugdo progressiva da
distancia entre os pontos do plano de experiéncia a solu¢do € mais suave e estdvel
quando comparado ao modelo em que a reducdo da distancia dos pontos € feita apds a
convergéncia. Além disso, com o modelo de reducdo progressiva o caminho de
convergéncia das varidveis aleatdrias é praticamente o mesmo nao dependendo do plano
de experiéncia adotado.

Foi comparado também o custo computacional de cada anédlise efetuada. Esse
parametro é medido pelo nimero de chamadas do modelo mecanico necessdrias para a
obtencdo da convergéncia da andlise de confiabilidade. O diagrama comparativo do

nimero de chamadas do modelo mecénico € apresentado na Fig. (9.62).
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Chamadas do Modelo Mecéanico

Modelos Utilizados

m Composto | 13 Pontos m 8 Pontos
| Composto Prog | 13 Pontos Prog B 8 Pontos Prog
0 Acoplamento Direto W Minimo @ Minimo Prog

Figura 9.62 Nimero de chamadas do modelo mecanico para as andlises numéricas efetuadas.

Por meio dessa figura pode-se observar que o modelo de acoplamento direto é
novamente o mais eficiente uma vez que este obteve a convergéncia da andlise com
somente 40 chamadas do modelo mecanico. Os modelos de superficie de resposta, pelo
fato de aproximarem a equacgdo de estado limite, necessitam de um nimero maior de
chamadas do modelo mecanico para a convergéncia. Nesse conjunto de modelos a
andlise com o plano de experiéncia Minimo, com a reducdo progressiva da distancia
entre os pontos no plano de experiéncia, foi a mais eficiente necessitando de 120
chamadas para a convergéncia. Quando comparamos os dois métodos de confiabilidade

utilizados vemos que o acoplamento direto € mais eficiente j4 que necessita de um

nimero de chamadas do modelo mecanico bem menor que nos modelos MSR.
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9.5.3 — 3° Cendrio

Esse problema pode ser novamente abordado considerando-se novamente 3
varidveis aleatdrias. Nesta andlise as varidveis aleatérias adotadas sdo o carregamento

atuante, F', o parametro C da lei de Paris e o comprimento inicial da fissura, a,. Nessa

andlise foram consideradas as seguintes propriedades estatisticas para essas varidveis

aleatorias: P~ LN(5,0;0,80)kN/m , a, ~ LN (0,01;0,003) m e

C~LN (2,0-10”’;7,0-10“)111/ ciclos(kN/ m%) . As demais varidveis envolvidas no

problema foram consideradas como deterministicas. A distancia do centro do furo a

base da estrutura € igual a D, =1,5m, o didmetro do furo foi considerado igual a

D =0,40m e por tltimo o nimero de ciclos de carga atuante N5 =15,0-10 ciclos .

A tolerancia adotada para a convergéncia da andlise foi considerada igual a 1-107*.

Os resultados foram verificados em termos das coordenadas do ponto de projeto
e também do indice de confiabilidade. Nas Fig.(9.63), Fig.(9.64), Fig.(9.65) e
Fig.(9.66), sdo apresentados os resultados para a convergéncia das varidveis aleatérias
da andlise e também para o indice de confiabilidade, . Nessas figuras ndo estdo
mostradas as respostas obtidas por meio dos planos de experiéncia Composto e 13

Pontos. Isso se deve ao fato desses planos nao obterem convergéncia durante a andlise.
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Os resultados ilustrados nessas figuras mostram que as respostas fornecidas
pelos modelos MSR e acoplamento direto s@o concordantes, o que € um bom indicativo
sobre a unicidade da solugdo obtida. Assim como nas andlises anteriores constata-se que
nos modelos via superficie de resposta que empregam a redugdo progressiva da
distancia entre os pontos do plano de experiéncia a solu¢do € mais suave e estdvel
quando comparado ao modelo em que a reducdo da distancia dos pontos € feita apds a
convergéncia. Além disso, com o modelo de reducdo progressiva o caminho de
convergéncia das varidveis aleatdrias é praticamente o mesmo nao dependendo do plano
de experiéncia adotado.

Foi comparado também o custo computacional de cada andlise efetuada. Esse
parametro é medido pelo nimero de chamadas do modelo mecanico necessérias para a
obtencdo da convergéncia da andlise de confiabilidade. Apesar da resposta obtida pelos
diferentes métodos de confiabilidade estrutural empregados ser a mesma essa discussao
¢ importante para identificar qual método € o mais eficiente. O diagrama comparativo
do nimero de chamadas do modelo mecanico € apresentado na Fig. (9.67).

Por meio dessa figura pode-se observar que o modelo de acoplamento direto € o
mais eficiente uma vez que este obteve a convergéncia da andlise com somente 52
chamadas do modelo mecanico. Os modelos MSR, pelo fato de aproximarem a equagao
de estado limite, necessitam de um nimero maior de chamadas do modelo mecéanico
para a convergéncia. Nesse conjunto de modelos a andlise com o plano de experiéncia
Minimo foi a mais eficiente necessitando de 110 chamadas para a convergéncia.
Quando comparamos os dois métodos de confiabilidade utilizados vemos que o
acoplamento direto é mais eficiente ja que necessita de um ndmero de chamadas bem

inferior quando comparados aos modelos MSR.
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Figura 9.67 Numero de chamadas do modelo mecanico para as andlises numéricas efetuadas.
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Além de necessitar de um nimero menor de chamadas do modelo mecanico para
a obtencdo da resposta da andlise o acoplamento direto tem-se mostrado também
robusto nas diversas andlises realizadas até o momento. Mesmo em andlises com vérias
varidveis aleatérias e em andlises onde alguns modelos de MSR ndo apresentaram
convergéncia o acoplamento direto foi capaz de obter a resposta.

Nesta andlise constata-se que o MSR ndo obteve convergéncia para os planos de
experiéncia Composto e 13 Pontos. Assim como observado no terceiro cendrio do
exemplo quatro a ndo convergéncia da andlise pode ser atribuida a ma construcdo do
polindmio quadritico que representa a resisténcia da estrutura o qual depende da
quantidade de pontos para a determinag@o dos coeficientes do polindmio e também da
distancia dos pontos nos planos de experiéncia. Assim, com base nos resultados obtidos
até o momento verifica-se o método de acoplamento direto tem-se mostrado mais
eficiente e também mais robusto do que o MSR para a andlise de problemas de

confiabilidade e propagacao de fissuras sob fadiga em dominios planos.

9.5.4 —4° Cendrio

Para finalizar a andlise da estrutura mostrada na Fig. (9.51) serd efetuada neste
topico a andlise de confiabilidade dessa estrutura considerando-se 5 varidveis aleatdrias.
Foram consideradas como varidveis aleatdrias o carregamento atuante, P, o parametro C

da lei de Paris, o comprimento inicial da fissura, a,, o didmetro do furo, D, e a distincia

do centro do furo em relagdo a base da estrutura, D,. Os pardmetros estatisticos dessas

variaveis sd0: P~ LN(5,0;0,80)kN/m , a, ~ LN (0,01;0,003)m,
C ~ LN(2’0.1()‘10;7,0'10_“)m/ciclos(kN/m%) , D ~ N(0,40;0,008)m e

D, ~ N(1,5;0,03)m . Nessa andlise o niimero de ciclos de carga atuante foi considerado

como varidvel deterministica sendo igual a N/%" =1,0-10°ciclos. A tolerancia

adotada para a convergéncia foi considerada igual a 1-107 .

Esta andlise serd efetuada considerando-se somente o acoplamento direto. Este
procedimento foi considerado uma vez que esse método vem se mostrando ser mais
eficiente e robusto do que o MSR, conforme os resultados obtidos até aqui neste
capitulo. Além disso, com esse método € possivel analisar problemas com um nimero

maior de varidveis aleatérias sem um grande aumento no nimero de chamadas do
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modelo mecanico durante cada iteracdo, como ocorre com os modelos baseados em
Superficies de Resposta. Isso permite a andlise de problemas de confiabilidade mais
complexos, considerando-se um niimero maior de varidveis aleatdrias.

Os resultados foram obtidos em termos das coordenadas do ponto de projeto e
do indice de confiabilidade. Nas Fig.(9.68), Fig.(9.69), Fig.(9.70), Fig.(9.71), Fig.(9.72)
e Fig.(9.73), sdo apresentados os resultados para a convergéncia das varidveis aleatdrias
da andlise e também para o indice de confiabilidade, [3.

Esses diagramas mostram um bom desempenho do acoplamento direto. Mesmo
com cinco varidveis aleatdrias a convergéncia foi obtida com somente 14 iteracdes o
que resulta em 84 chamadas do modelo mecanico. O caminho para a convergéncia das

varidveis aleatdrias da andlise foi suave e estdvel indicando um bom desempenho deste

z
método.
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Figura 9.68 Convergéncia para carregamento.

Figura 9.69 Convergéncia parametro C Lei Paris.

0,07 04003
£ 0.8 1 0.4002 /"\0\
5 Y o — 0,4001
& 005 E /
2 / s 044
3 5
5 004 % 03999 A
ks 3
£ 0,08 4 2 0,3998
] °
H £ 03997 4
g 002 <
= 20,3996
s_ i
E 0014 0,3995 |
0 T T T T T T 0,3994 T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
Iteracoes Iteracoes
. N . A s
Figura 9.70 Convergéncia para a,,. Figura 9.71 Convergéncia para D.

1,505 12,00
15
E 485 o 1000
° \ K
2 149 X 2 800
S 1485 g
g £
£ 148 5 600
1) o
S 1475 ’\\ 3
3 i
e 147 N 3 400
8
3 1465 ——0_o o 2
8 ~— " :

1,46

1,455 . 0,00 . . . . . :

0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
Iteracoes Iteracoes

Capitulo 9 — Acoplamento entre Modelos Mecénicos e de Confiabilidade Estrutural

Figura 9.72 Convergéncia para D Iz

Figura 9.73 Convergéncia para f.




294

9.6 — Exemplo 6: Chapa Multifissurada com Furos

Neste topico serd apresentada a andlise de confiabilidade da estrutura mostrada
na Fig. (9.74). Trata-se de uma estrutura plana, usualmente utilizada na ligacdo entre
componentes estruturais, com 200 mm de comprimento e 100 mm de altura, contendo
ainda 10 furos distribuidos em seu interior. As fissuras estdo posicionadas nas bordas
dos furos, como indica a Fig. (9.74), sendo que em cada furo estdo presentes duas
fissuras. Nessa figura sdao também ilustradas as condi¢des de restricio ao deslocamento

que atuam nas bordas dos furos. O carregamento é composto por duas forcas de

superficie atuantes na extremidade direita da estrutura, sendo F, _F % .

- T T —

_— . —
_— Fissuras ™~

- m\\
ﬁwﬁ /
N\Con\tomo - //
T
— ;‘ //
2 - F
| %y//L # [
g |
; O 70 TR
- | o——+——0
o 77\77 ‘
2 ¢ \ \ T
R R
Y T
L 25 Df Df Df
v X 200

A

Figura 9.74 Estrutura analisada. Dimensées em milimetro.

Foram adotadas as seguintes propriedades para o material constituinte da

estrutura: médulo de elasticidade longitudinal E=3,0-10" kN/m? , coeficiente de Poisson
. . - . . 4 3
v=0,20, fator de intensidade de tensdo resistente do material K.= 7,4-10 kN/ m’? , fator

. . e . . 3 . .
de intensidade de tensdo limite da lei de Paris AK,,=1,0 kN / mé e parametro n da lei de
Paris n=3,0. A lei de Paris foi integrada considerando o incremento no comprimento da

fissura igual a Aa=0,003m .
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Na andlise de confiabilidade a equagdo de estado limite € escrita em termos do
nimero de ciclos de carregamento. Assim, nesta andlise sdo considerados os ciclos de
carga resistente e atuante:

G = N~ N ©9)

O problema de confiabilidade foi resolvido considerando-se somente o
acoplamento direto. Nesse método o processo de busca do ponto de projeto é efetuado
avaliando-se numericamente os gradientes da fun¢do de estado limite por meio de
consultas a0 modelo mecanico considerando pequenas variacdes nos valores das
varidveis aleatérias do problema. Este procedimento foi considerado uma vez que esse
método vem se mostrando ser mais eficiente e robusto do que o MSR, conforme os
resultados obtidos até aqui neste capitulo. Além disso, com esse método é possivel
analisar problemas com um nimero maior de varidveis aleatérias sem um grande
aumento no ndmero de chamadas do modelo mecéinico durante cada iteragdo, como
ocorre com os modelos baseados em superficies de resposta. Isso permite a andlise de
problemas de confiabilidade mais complexos, considerando-se um nimero maior de
varidveis aleatdrias.

A andlise de confiabilidade da estrutura mostrada na Fig. (9.74) serd realizada
considerando-se dois diferentes cendrios os quais se diferem quanto ao nimero de
varidveis aleatdrias consideradas na andlise. No primeiro cendrio serdo consideradas 3

varidveis aleatdrias enquanto no segundo consideram-se 5 varidveis aleatorias.
9.6.1 — 1° Cendrio

Na andlise de confiabilidade realizada no primeiro cendrio foram consideradas
como varidveis aleatérias a forca aplicada na extremidade direita da estrutura, Fy, o

coeficiente C da lei de Paris e a distancia entre os furos, D,. Foram adotadas as

seguintes propriedades estatisticas para essas varidveis aleatdrias: carregamento atuante

F. ~ N(6,0;1,0)kN/m, distancia entre os furos D, ~ N(0,025;0,001)m e pardmetro C

da lei de Paris, C~ LN (1, 63-1013;4,0-1014)m/ ciclos(kN/m”®| . As demais varidveis

envolvidas no problema foram consideradas como deterministicas. O comprimento

inicial da fissura foi admitido igual a a,=0,50mm, o didmetro dos furos da chapa
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Atuante
Ciclos

D =5,0mm e o ndmero de ciclos de carga aplicado igual a N, =4,0-10" ciclos . A

tolerancia adotada para a convergéncia da andlise foi considerada igual a 1-10™*.

Os resultados foram obtidos em termos das coordenadas do ponto de projeto e
do indice de confiabilidade. Nas Fig.(9.75), Fig.(9.76), Fig.(9.77) e Fig.(9.78) sao
apresentados os resultados para a convergéncia das varidveis aleatérias da andlise e
também para o indice de confiabilidade, 3.

Esses diagramas mostram um bom desempenho do acoplamento direto. Nesta
andlise foram realizadas 19 iteragdes o que resulta em 76 chamadas do modelo
mecanico até a convergéncia. Durante a andlise foram observados alguns pontos onde o
algoritmo enfrentou dificuldades de convergéncia. No entanto o método foi capaz de
ultrapassar esses pontos e atingir a convergéncia. Isso indica que além de eficiente esse

método é também robusto.
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Figura 9.75 Convergéncia para carregamento.

Figura 9.76 Convergéncia parametro C Lei Paris.
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Figura 9.77 Convergéncia para D Iz

9.6.2 — 2° Cendrio

Figura 9.78 Convergéncia para f.

No segundo cendrio da andlise de confiabilidade deste problema sao
consideradas 5 varidveis aleatérias. A andlise serd efetuada admitindo-se que o
carregamento atuante, F,, o parametro C da lei de Paris, o didmetro dos furos, D, a

distincia entre os furos, D,, e o comprimento inicial das fissuras, a, sdo varidveis

re
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aleatérias. Foram consideradas as seguintes propriedades estatisticas para essas

varidveis aleatdrias: carregamento atuante F, ~ N(6,0;2,0)kN/m, distincia entre os

furos D, ~ N(0,025:0,001)m, parAmetro C da lei de Paris,

C~LN (1’ 63.1013;4,0-1014)m/ciclos(kN/m%) , didmetro dos furos
D ~ N(0,005;0,0001)m e comprimento inicial das fissuras

a, ~ LN (0,0005;0,0003)m. O ndmero de ciclos de carregamento atuante foi

Atuante
Ciclos

considerado como deterministico sendo igual a N, =4,0-10" ciclos. A tolerincia

adotada para a convergéncia da analise foi considerada igual a 1-107*.

Assim como no primeiro cendrio os resultados foram obtidos em termos das
coordenadas do ponto de projeto e do indice de confiabilidade. Nas Fig.(9.79),
Fig.(9.80), Fig.(9.81), Fig.(9.82), Fig.(9.83) e Fig.(9.84) sdo apresentados os resultados
para a convergéncia das varidveis aleatorias da andlise e também para o indice de

confiabilidade, 3.
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Figura 9.79 Convergéncia para carregamento.

Figura 9.80 Convergéncia parametro C Lei Paris.
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Figura 9.81 Convergéncia para Df .

Figura 9.82 Convergéncia para d,,.

Esses diagramas mostram um bom desempenho do acoplamento direto. Nesta
andlise foram realizadas 12 iteragdes o que resulta em 72 chamadas do modelo

mecanico até a convergéncia. Nesta andlise ndo foram observados trechos com a
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ocorréncia de instabilidades e dificuldades de convergéncia o que conduziu a

convergéncia do problema com somente 12 iteracdes.
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Figura 9.83 Convergéncia para D . Figura 9.84 Convergéncia para .

Com base nos resultados deste capitulo verifica-se que o modelo usando o

acoplamento direto € um método de confiabilidade robusto e eficiente.
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10. — Acoplamento entre Modelo Mecano-Fiabilistico e um
Algoritmo de Otimizacao

Problemas envolvendo minimos e mdéximos de funcdes sdo largamente
encontrados no dominio da engenharia de estruturas. Para a resolucdo desse tipo de
problema recorre-se a programagao matemadtica e nao linear, onde sdo encontrados
algoritmos de otimizacao para a busca dos pontos extremos de fungdes.

Neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos pelo modelo resultante
do acoplamento triplo entre o modelo mecanico de fadiga, via MEC, o modelo de
confiabilidade, via acoplamento direto, ¢ um modelo de otimizacdo. O modelo
resultante desse triplo acoplamento pode ser aplicado a vérios problemas particulares,
dos quais destacam-se os problemas de concep¢ao, inspe¢ao e manutencdo. Dessa forma
podem ser abordados problemas complexos fazendo-se consideracdes mais realisticas
sobre as incertezas presentes na estrutura, baseadas em dados estatisticos, obtendo-se
um dimensionamento, tanto de concep¢do quanto de manutencdo e inspecdo, mais
realista.

Serdo apresentados neste capitulo trés modelos desenvolvidos neste trabalho
para a anélise da manutengdo e concepg¢ao de estruturas submetidas a fadiga. O primeiro
modelo trata da determinacdo do instante de inspecao 6timo, para um dado indice de
confiabilidade. Nesse caso o modelo determina o ndmero de ciclos no qual a
manutencao deve ser efetuada para manter o nivel de seguranca desejado. Nesse modelo
sao consideradas manutengdes perfeitas e imperfeitas. Na primeira delas a peca
estrutural € substituida, apds ser atingido o ndmero de ciclos de carregamento critico,
por outra igual e em bom estado. J4 com a manutencdo imperfeita admite-se que as
faces das fissuras sao fechadas com algum tipo de material colante antes da substitui¢ao
do elemento estrutural. Deve-se ressaltar que nesse modelo determina-se somente o
instante da inspecdo sem, no entanto preocupar-se com o custo da mesma. A varidvel
custo € considerada nos outros modelos de otimizacdo e confiabilidade construidos

nesse trabalho.
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O segundo modelo refere-se a um modelo do tipo RBDO (Reliability Based
Design Optimization) onde as dimensdes da geometria do elemento estrutural sdo
obtidas a partir das andlises confiabilisticas e de otimiza¢cao. Objetiva-se nesse modelo
obter as dimensdes geométricas do elemento estrutural de forma a minimizar o volume
da estrutura, considerando um dado nivel de segurancga estrutural desejado, de forma a
obter o minimo custo de produgdo da estrutura. Assim, a equacdo a minimizar deve
relacionar as dimensdes da estrutura ao seu volume, enquanto a equagao de restri¢dao do
problema de otimizacao relaciona as dimensdes estruturais ao indice de confiabilidade,
sendo construida por meio de superficies de resposta das varidveis da geometria da
estrutura.

O terceiro modelo desenvolvido objetiva obter as dimensdes minimas da
estrutura assim como os intervalos de manutengdo e inspe¢ao que conduzem ao minimo
custo da estrutura levando-se em conta os custos de concepg¢do, inspe¢ao, manutengdo e
falha. Assim, a funcdo a minimizar é uma funcdo custo que abrange os custos de
concepc¢ao, inspecdo, manutencio e falha. A fungdo de restricdo da andlise € construida
com base na evolu¢ao do indice de confiabilidade no tempo, sendo definida por meio de
superficies de resposta das varidveis.

Porém, primeiramente serd apresentado o algoritmo de otimizacdo adotado neste
trabalho. Optou-se por implementar o algoritmo da programacgdo quadrética seqiiencial
(SQP) o qual vem sendo vastamente utilizado pelos pesquisadores que trabalham no
dominio de confiabilidade e otimizacdo. Este algoritmo fornece convergéncia quadratica
para o problema de otimizagdo, como explica VANDERPLAATS (2001). Isso o torna
eficiente, j4 que ndo necessita de um numero muito grande de iteracdes para a

convergéncia, o que o destaca dentre os métodos de otimizagao explicados na literatura.

10.1 — Programacdo Quadrdtica Seqiiencial (SOP)

Segundo NOCEDAL & WRIGHT (1999) e LUKIC & CREMONA (2001) o
SQP é um dos métodos mais eficientes para a resolu¢do de problemas de programacgdo
ndo linear. A idéia principal dessa classe de métodos € efetuar a transformacdo de um
problema de otimizac¢do com restricdo em um problema de otimizagdo sem restri¢ao por
meio da geracdo de subproblemas quadréticos, os quais sao mais facilmente solviveis, a

cada passo.
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Esse conjunto de métodos foi popularizado principalmente a partir de meados da
década de 70 com o surgimento das versdes Quasi-Newton e suas generalizagdes.
Destacam-se nesse inicio de desenvolvimento do método os trabalhos de POWELL
(1977, 1978) e HAN (1977). As pesquisas sobre SQP tratam do uso eficiente de
derivadas segundas da fungdo objetivo, particularmente em problemas de dificil
resolucdo. Assim os métodos de SQP sdo generalizacdes do método de Newton para o
problema geral de otimiza¢do onde correntemente aborda-se um problema com funcao
objetivo e restricdes nao lineares. A idéia central do método consiste em linearizar as
condi¢des de otimalidade do problema, expressando as equacdes resultantes desse
processo em um sistema solvivel. A linearizacdo permite a ado¢do de algoritmos com
rdpida convergéncia local tornando o método eficiente. Dessa forma o SQP trabalha
substituindo, a cada iteracdo, a fungdo objetivo por uma aproximagdo quadritica da

fungdo lagrangeana do problema original num ponto x, e as restrigdes por
aproximagdes lineares também no ponto x, . Esse processo justifica inclusive o nome do

método. Essa aproximagao pode ser feita expandindo-se a fun¢do lagrangeana em série
de Taylor e tomar os trés primeiros termos, para a fun¢ido objetivo, os dois primeiros
termos, para as restricdes. Dessa maneira o subproblema a ser resolvido a cada iteragdo
k é um problema quadratico com restri¢des lineares, que comparado com o problema
original, pode ser considerado de mais féacil resolucdo. Esses métodos podem ser
considerados métodos primais-duais, no sentido que eles trabalham simultaneamente no
espaco das varidveis primais e no espaco dos multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT), variaveis duais.

Em geral, os algoritmos de programacdo ndo linear resolvem problemas de
obtencdo de extremos calculando, em cada iteragdo, dois parametros principais: dire¢ao
de descida (ou de subida se o problema for maximizacdo) e a distancia a percorrer na
direcdo calculada (extremo unidirecional). Por meio do SQP sdo obtidas as direcdes de
descida (ou subida) para cada varidvel considerada no problema. J4 o problema da
obtenc@o do extremo unidirecional é resolvido utilizando-se outro tipo de algoritmo de
otimizacdo, neste caso aplicado a problemas unidirecionais. Existem vdrios algoritmos
para tratar esse ultimo problema podendo-se destacar os métodos de aproximagdes
polinomiais e também dicotomia. No entanto neste trabalho optou-se por utilizar o

método Golden Section para a resolu¢do do problema unidirecional. Este método é

Capitulo 10 — Acoplamento entre Modelo Mecano-Fiabilistico e um Algoritmo de Otimizagao



302

explicado com detalhes no Anexo H onde sdo mostradas as equagdes do método e
também seu algoritmo.

Para uma discussdo mais aprofundada deste método e também de outros
métodos de programacdo ndo linear sugere-se consultar as seguintes referéncias
BONNANS et al. (2002), NOCEDAL & WRIGHT (1999), HAFTKA & KAMAT
(1985) e VANDERPLAATS (2001).

10.1.1 — Equagoes do Método SQP

Neste item serdo apresentadas as equagOes utilizadas pelo SQP e também a
filosofia deste método. Inicialmente, observa-se que problemas que contém unicamente
restricdes de igualdade ndo sd@o muito comuns na pritica da engenharia, porém a
discussao inicial a ser apresentada aqui serd restringida a este caso. Assim serd tratado o
seguinte problema o qual deseja-se resolver:

minimizar f(x)
(PE) sujeito a h(x)=0 i=l.m (10.1)
xeR"

Sendo f:R"— R e h: R" - R" funcdes continuamente diferencidveis e 4 um

vetor de m fungdes h;. A fungdo Lagrangeano para esse problema é dada por:
L(x,A)=f(x)+ Y Ah(x) (10.2)
i=1

A 1déia principal do SQP para o problema PE € a partir de x,, fazer uma

aproximacao que gera um subproblema quadrético e, apOs resolver esse subproblema,

definir o novo ponto x,,,. Uma das maneiras de se achar a solucdo otima desse

subproblema é encontrar o ponto KKT. Essa busca ¢ feita através da resolu¢do do

sistema com n+m varidveis x e A € n+m equagdes.

Vf(x)+ 3 AVh (x
F(x,A)= /() ; Vi () =0, i=Ll...,m (10.3)
By (x)
Serd usado A para denotar a matriz jacobiana das restrigdes 4 no ponto x, , isto é:

A = Vi (x*), Vi, ()., V, (x*)] (104)
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E a matriz hessiana em x da fun¢do Lagrangeano associada ao problema PE no
ponto (x,,4, ) serd denotada por:
Wh=V2L(x25) = V2 () + D AV () (10.5)
i=1

Como A, no ponto 6timo, tem posto completo, a solucdo Gtima, (x:,/i,f), do

problema PE satisfaz a Eq. (10.3). O passo de Newton da iteragdo k ¢ dado por:

xk+l pk xk
ﬂk-%—l = vk + /1]‘ (10.6)

Sendo que p, ev, € a solugdo do seguinte sistema KKT:

wE  AX pk —VXL(xk,/lk)
[ k}: (10.7)

AL 0 || v —h(x")

Deve ser destacado que a matriz jacobiana da Eq. (10.3) no ponto (x,,4, ) é:
wh o A¥
J =T (x5 24) = ) (10.8)
A 0
O passo de Newton estd bem definido quando a matriz J* é nao-singular. Como
esta condicdo € atendida, o algoritmo de Newton para sistemas ndo lineares converge
quadraticamente para a solucdo. Entretanto, o método de Newton tem alguns
inconvenientes:

1) O sistema mostrado na Eq. (10.7) poderd determinar ndo somente 0s possiveis

minimizadores locais, mas também os maximizadores e também pontos de sela.

2) A seqiiéncia (x,,4,) poderd ndo convergir se a escolha do ponto inicial ndo
for suficientemente préxima da solugdo 6tima (x;, 4, ).

A escolha de um ponto inicial proximo da solucdo 6tima do problema é o
principal inconveniente para a construcdo do algoritmo geral e real baseado no método
de Newton. Desejando remediar esses inconvenientes e ainda fazer uso da convergéncia
quadratica do passo de Newton, quando o ponto inicial estd proximo da solugdo 6tima,

usa-se 0 método de Newton associado a outros métodos.

10.1.2 — Estrutura do Método
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Existe uma outra maneira de olharmos os sistemas Eq.(10.7). Suponha que na

iteracd@o k o subproblema quadréatico definido seja:
minimizar %p’W"p+V’f"p
(SQ) (10.9)
sujeito a A'p+h(x*)=0

sendo W* dado pela Eq. (10.5). Ressalta-se que a funcdo objetivo do problema SQ
difere apenas por uma constante da aproximagdo quadritica da funcdo Lagrangeana

associada ao problema SQ, definida da seguinte forma:
L(p,ﬂ):%p’Wkp+thkp+/?f(Akp+h(xk)) (10.10)

De fato, dado (x,, 4, ) o modelo quadratico para a fun¢@o Lagrangeana ¢:

ML(p)zL(x",ﬂ")+V’L(x",/1")p+%plW"p (10.11)

Mas tem-se que:
L(x*,2")=f(x*)+ 2" n(x") (10.12)
VIL(x 2 ) p=V'f(x*)p+ 2 A'p (10.13)

Dessa forma a Eq.(10.11) pode ser reescrita como:

ML(P)=%P’WkP+V’f(xk)p+v (10.14)

Sendo que a constante v pode ser definida como:
V= L(xk,lk)+/1krAkp = f(xk)+/1kr (Akp+h(xk )) (10.15)
Considerando-se a restri¢ao do subproblema SQ, tem-se v= f (xk) . Assim cada

iteracdo do SQP consiste em minimizar o modelo quadréatico da fung¢do Lagrangeano,

sujeito a linearizagdo das restricoes.
Se as condicdes usadas para mostrar a nio-singularidade de J* se verificam, o

subproblema SQ tem solugdo dnica ( p,, 4, ) que satisfaz:

k k Kk
{W PV AL }zo (10.16)

A p+ it
Note-se que p, ev, podem ser identificados como solu¢do do sistema de

Newton Eq. (10.7). Subtraindo-se A¥ A¥ em ambos os lados da Eq. (10.7) obtém-se:
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{W" A"'M p }: -Vf (+*) w01

Ak O ﬂkﬂ —h (Xk )

Pela niio singularidade dos coeficientes da matriz tem-se que p=p‘ e
ﬂkﬂ — vk

Como conclusio, o sistema KKT mostrado na Eq. (10.7) para o problema PE ¢
equivalente as condi¢des de otimalidade para o problema SQ.

A interpretacdo em termos do método de Newton facilita a andlise de
convergéncia enquanto que a estrutura da Programacgao Quadratica Seqiiencial permite
desenvolver algoritmos préticos para resolver problemas como SQ.

A estrutura do SQP para problemas nao lineares com restricdo de igualdade é
facilmente estendida para os problemas com restricdes de desigualdade do tipo:

A'p+g(x)<0 (10.18)

A cada passo deve-se resolver o problema quadrético:

. 1
minimizar 5 pWip+V fip
(SQI) (10.19)
sujeito a A'p+g(x)<0

O problema pode ser resolvido semelhantemente a maneira descrita para o

problema com igualdade. A modificagdo existente relaciona-se ao fato de que no passo

k+1

p" e a nova estimativa do multiplicador A**' sdo definidos através da solugio e dos

multiplicadores de Lagrange correspondentes ao problema SQI.
10.1.3 — Algoritmo do Método SQP

Considere que deseja-se resolver o seguinte problema de otimizagao:
minimizar f(x)

) (10.20)
sujeito a g;(x)<0  j=L..n

8

Assumindo-se que na i ésima iteragdo o processo iterativo encontra-se sobre um
dado ponto x;, deve-se determinar inicialmente a dire¢do de descida (subida) da fungdo
objetivo para a determinacdo do extremo desejado. Esta direcdo, s, € obtida a partir da

resolucao do seguinte problema de programagdo quadratica:
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1
.. — N+ T, N+—- T A .,ﬂ,. .
minimizar (p(S) f(x,) S g(xz) > § (xl l) 5 (10.21)

sujeito a g (x)+s"-Vg(x)<0 j=Ll..n,
onde g € o gradiente da fungdo objetivo f, A é uma aproximacao positiva definida para o
Hessiano da funcdo Lagrangeano. Apds a resolug¢do deste problema de programacgio
quadratica serdo obtidos os valores para os multiplicadores de lagrange e também para

as dire¢des de descida (subida), varidveis (s;,4 ). Assim o préximo ponto do processo
iterativo € obtido por meio da seguinte expressao:

Xig =X, +&-s (10.22)

Sendo que «a ¢é encontrado através da minimizacdo da seguinte funcdo

unidimensional:
P (a)=f(x)+ Zg:yj ‘min [0.g, (x)] (10.23)
j=1

Nesta equagdo u; € igual ao valor absoluto dos multiplicadores de lagrange para

a primeira iteracdo, como mostra a Eq. (10.24):

Loy |56
’E(ﬂj +;Li

/’L(i)

J

)

onde o indice i denota o nimero da iteracdo. Neste trabalho o problema unidirecional é

U, = max[ } (10.24)

resolvido usando-se o método Golden Section explicado no Anexo H. A matriz A ¢ uma
matriz positiva definida que aproxima o hessiano da func@o objetivo. Na primeira
iteracdo esta matriz € definida como uma matriz identidade sendo atualizada a medida
que o processo iterativo avanca. Esta atualizacdo ¢é feita utilizando-se a equacgdo
proposta por BROYDON-FLETCHER-SHANNO-GOLDFARB, equacdo BFGS, e
recomendada em VANDERPLAATS (2001). Assim:

AAx-A"-A AL-AI"

=A-— + 10.25
novo A_X'T . A Ax A)CT . Ax ( )
Sendo que nesta equagdo Ax e Al sdo definidos como:
Ax=x,,, —x, (10.26)
A=V L(x,,4)-V L(x,4) (10.27)

onde £ ¢ a funcdo Lagrangeana e V  representa o gradiente da funcdo Lagrangeana

com relacdo as varidveis x. Para garantir que A seja positiva definida, A/ é modificada

se a seguinte relagcdo € verdadeira.
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Ax"-AI<0,2-Ax" - A Ax (10.28)
Se a Eq. (10.28) for verdadeira Al deve ser recalculado pela seguinte equagao:
Al =6-Al+(1-6)A-Ax (10.29)
sendo que:
0,8-Ax" - A-Ax (10.30)

AT A A-AXT AL
De posse das equagdes e do algoritmo do SQP serdo a seguir mostradas as
aplicacdes resultantes do acoplamento entre este método de otimizagdo e o modelo

mecano-fiabilistico descrito no capitulo anterior.

10.2 — Modelos de Otimizacdo para a Determinacdo do Instante de

Inspecdo e Manutencdo

Neste item discute-se um modelo desenvolvido neste trabalho para a
determinac@o do instante ideal para a realizagdo da inspe¢do e manutengdo estruturais
para um dado um nivel de seguranca desejado. Esse modelo, fruto do acoplamento
triplo entre os modelos mecanico de fadiga, confiabilidade e otimizagdo, considera dois
tipos de manuten¢do: manuten¢do perfeita e manutencdo imperfeita. No primeiro tipo de
manutencdo, considera-se que a estrutura € substituida por outra igual em perfeito
estado apds ser atingido o nimero de ciclos de carregamento critico, o qual €
determinado em fun¢do da seguranca estrutural desejada. Nesse modelo objetiva-se
determinar o nimero ciclos de carregamento limite para o qual a estrutura deve ser
substituida.

Ja no modelo de manutencdo imperfeita devem ser definidos inicialmente o
nimero de inspecdes € manutengdes previstas antes da substituicdo do elemento
estrutural por outro. A manuten¢do € dita imperfeita porque a estrutura ndo € substituida
quando atingido o estado limite, mas sim reparada. No caso estudado, crescimento de
fissuras sob fadiga, a manutencdo € efetuada inserindo-se um tipo de material colante
entre as faces das fissuras. O estado limite considerado para a determina¢do do instante
da inspe¢do, para a manutencdo imperfeita, ¢ o comprimento das fissuras. Assim,
determina-se o nimero de ciclos de carregamento critico considerando um determinado

nivel de seguranca e o comprimento maximo das fissuras.
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O nivel de seguranca a ser considerado em cada caso depende da importancia do
elemento estrutural considerado no sistema estrutural ao qual pertence. ONOUFRIOU
(1999) apresenta uma tabela, a qual é reproduzida a seguir, contendo os valores para o
indice de confiabilidade alvo segundo a importancia do elemento estrutural estudado.

Esses valores serao adotados nas analises desenvolvidas neste trabalho.
Tabela 10.1 Indices de Confiabilidade Alvo segundo ONOUFRIOU (1999).

Consequencia In?llcc.e .de Probabilidade
Confiabilidade
da Falha de Falha
Alvo

Muito Sério 4,2 1,4E-05
Serio 3,7 1,1E-04
Nao Sério 3,1 9,7E-04
Efeitos Locais 2,3 1,0E-02
Nao Afeta 1,0 1,0E-01

Em ambos os modelos, o algoritmo de otimizacdo escolhido é o Golden Section
uma vez que o problema de otimizacdo depende de uma tnica varidvel que é o nimero
de ciclos de carregamento atuante. Deve ser ressaltado que nesse modelo ndo é
discutido o custo da manutencdo bem como dos materiais envolvidos na reparacdo
estrutural. Essa varidvel serd considerada nos outros modelos construidos nesse

trabalho.

10.2.1 — Modelo de Manutengdo Perfeita

Nesse modelo objetiva-se determinar o instante ideal para a realizagdo da
inspecdo e manutengdo, para um dado nivel de seguranca desejado, de forma a se
efetuar a substituicdo do elemento estrutural considerado por outro em bom estado.
Nesse modelo o problema de otimizagdo a ser resolvido € o apresentado na Eq. (10.31):

Determinar o niimero de ciclos de carregamento atuante de forma a:
(10.31)

Mlnlmlzar f (X, y’ Z) = ‘IBE‘vzrmural (X, y’ Z) - ﬁAlvo
nessa equacao x representa as varidveis aleatérias do problema de confiabilidade, y as

varidveis a serem otimizadas e z os pardmetros do modelo mecanico de fadiga, £,,,
indica o indice de confiabilidade alvo escolhido para o momento da manutencdo e

Breonawa (X, ¥,2) € 0 indice de confiabilidade calculado com os pardmetros do modelo

de confiabilidade e o nimero de ciclos de carga determinado pelo modelo de

otimizacao.
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Nesse modelo os estados limites sdo os ja discutidos no capitulo 9, ou seja, fator
de intensidade de tensdo maior que o fator de intensidade de tensdo limite, taxa de
propagacdo de fissura maior que a taxa de propagacao limite e finalmente conexdo da

fissura com algum lado da estrutura.

10.2.2 — Exemplo 1: Modelo de Manutengdo Perfeita Aplicado a uma Viga sob Flexdo

em Trés Pontos

Nesse item o modelo de manutencdo perfeita serd aplicado ao estudo da estrutura
mostrada na Fig. (10.1). Trata-se da mesma viga ja discutida nos capitulos anteriores,
solicitada a flexdo em trés pontos, contendo um entalhe inicial posicionado no meio de
sua face inferior. Nesta andlise a propagac¢do da fissura sob fadiga serd efetuada
considerando-se o regime de carregamento oscilatério composto por um ciclo de

carregamento e descarregamento completo.

Sv

Figura 10.1 Estrutura considerada.

Foram adotadas as seguintes propriedades para o material constituinte da

estrutura: médulo de elasticidade longitudinal E=2,1-10° kN/m?, coeficiente de Poisson
. . s . s 3
v=0,20, fator de intensidade de tensdo resistente K, =1.04-10 kN/ m’? , fator de

. . e . . 3 A
intensidade de tensdo limite da lei de Paris Ak, =1,0 kN/ mé e expoente n parametro da
lei de Paris n=2,70. A lei de Paris foi integrada considerando o incremento no
comprimento da fissura igual a Aa=0,05m .

O modelo de confiabilidade foi construido considerando-se 3 varidveis
aleatdrias: o carregamento atuante, F, o parametro C da lei de Paris e o comprimento

inicial da fissura, a,. Foram adotadas as seguintes propriedades estatisticas para essas

Capitulo 10 — Acoplamento entre Modelo Mecano-Fiabilistico e um Algoritmo de Otimizagao



310

varidveis aleatérias: carregamento atuante F ~ N (5,0;0,80) kN , pardmetro C da lei de
. —~10 —~10 . y " . P .
Paris C ~ LN (3,0-10 ;1,8-10 )m czclos(kN / m 2) e comprimento inicial da fissura

a, ~ N(0,01;0,003)m. As demais varidveis da andlise sdo consideradas como
deterministicas. O vao da viga foi considerado igual a S, =5,0m e a altura da viga foi
admitida igual a W, =1,25 m. A tolerancia adotada para a convergéncia da andlise foi

considerada igual a 1-107*. Para completar os dados da andlise, o indice de

confiabilidade alvo para o modelo de otimizacgdo foi considerado igual a f,, =3,10.

Esse valor é recomendado em ONOUFRIOU (1999), sendo mostrado na Tabela 10.1,
para rupturas que ndo afetam seriamente o comportamento do sistema estrutural ao qual
pertence.

Na Fig. (10.2) € apresentado o diagrama de convergéncia para o modelo de
otimizacdo via Golden Section utilizado. A andlise foi desenvolvida considerando-se
trés intervencdes na viga considerada. Como mostra esta figura a convergéncia do
modelo de confiabilidade/otimizacdo, para cada uma dessas curvas, foi obtida
empregando-se 26 chamadas do modelo de confiabilidade. Além disso, essas curvas
mostram um bom desempenho do algoritmo de otimizacdo o qual converge suavemente

para a solugdo.

9,0

8,0 1 T
7,0 \
6,0

5,0 \

4,0

IR

———

indice de Confiabilidade

—— —=——a

0,0 T T T T T
0,0E+00 1,0E+06 2,0E+06 3,0E+06 4,0E+06 5,0E+06 6,0E+06
Numero de Ciclos de Carga

—e— Modelo de Otimizag&o 1° Inspegéo —=— Modelo de Otimizag&o 2° Inspe¢ao
—4— Modelo de Otimizag&o 3° Inspegéo —— indice de Confiabilidade Alvo

Figura 10.2 Diagrama 3 x Ntimero de Ciclos.

Na Fig. (10.3) sdao mostradas as curvas de manuten¢cdo obtidas pelo modelo

utilizado. Verifica-se que as manutencdes devem ser efetuadas quando o nimero de

ciclos de carregamento atuante na estrutura for igual a 3,942-10° ou miltiplos desse
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valor. Nesse instante a estrutura se encontrard com o indice de confiabilidade igual ao

desejado na anélise.

A A\ A\

BA \ \
B \ \
B A\ \
B A\ \

3.0

indice de Confiabilidade

2,0 T T T T T
0,0E+00 2,0E+05 4 0E+05 60E+05 80E+05 10E+08 12E+08
Numero de Ciclos de Carga

Figura 10.3 Curvas de Manutengdo (preditiva).

10.2.3 — Modelo de Manutencdo Imperfeita

Serad agora discutido o modelo de manutencdo imperfeita desenvolvido nesse
trabalho. Nesse modelo, assim como no anterior, objetiva-se determinar o instante ideal
para a realizac@o da inspecdo e manutengao, para um dado nivel de seguranca desejado.
A diferenga desse modelo em relacdo ao modelo discutido no item 10.2.1 encontra-se
no fato de que nesse modelo o instante da inspecdo e manutenc¢do determinado pelo
modelo de otimiza¢do ndo implica em substituicdo do elemento estrutural, mas sim em
sua reparagdo. O sistema de reparacdo considerado € formado por um elemento colante
inserido entre as faces da fissura.

Assim o problema de otimizagdo a ser resolvido continua sendo o apresentado
pela Eq. (10.31). No entanto mudam-se os estados limites do modelo de confiabilidade a
serem considerados. Além de se considerar os estados limites discutidos no capitulo 9
para o problema de confiabilidade, ou seja, fator de intensidade de tensdo maior que o
fator de intensidade de tensdo limite, taxa de propagacdo de fissura maior que a taxa de
propagacdo limite e conexdo da fissura com algum lado da estrutura considera-se
também o comprimento maximo da fissura o qual é fornecido pelo analista do
problema. Dessa forma determina-se com quantos ciclos de carregamento a fissura

atingird o comprimento maximo especificado pelo analista do problema. Assim a
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manutengdo com a inser¢do do material colante é efetuada considerando o estado limite
do comprimento da fissura.

Para a representacdo do material colante entre as faces da fissura foi feita uma
modificagdo no modelo mecanico de fadiga via MEC. O material colante € simulado por
meio de elementos de mola conectados nos pontos fontes localizados nas faces da
fissura. Esses elementos foram considerados como elementos finitos tendo a seguinte

matriz de rigidez:

& cs - —c-s||U.
K cs 8 mes 510 (10.32
MO 2 s P c-s | |U! 22
—-s s c-s s’ U’

onde c¢ e s s@0 o cosseno e o seno do angulo de inclinagdo entre o elemento e o sistema

de coordenadas considerado, respectivamente, K,,,,, € a rigidez da mola e os indices i €

/fsdo os nds finais e iniciais para a conectividade.

10.2.4 — Exemplo 2: Modelo de Manutengcdo Imperfeita Aplicado a uma Viga sob

Flexdo em Trés Pontos

Sera discutida nesse item a aplicacdo do modelo de manutencdo imperfeita ao
estudo da estrutura mostrada na Fig. (10.4). Trata-se de uma viga solicitada a flexdo em
trés pontos contendo um entalhe inicial posicionado no meio de sua face inferior. Nesta
andlise a propagacdo da fissura em fadiga serd efetuada sob carregamento oscilatorio

composto por um ciclo de carregamento e descarregamento completo.

:

Sv

Figura 10.4 Estrutura considerada.

Capitulo 10 — Acoplamento entre Modelo Mecano-Fiabilistico e um Algoritmo de Otimiza¢do



313

Foram adotadas as seguintes propriedades para o material constituinte da

estrutura: médulo de elasticidade longitudinal E=2,1-10° kN/m?, coeficiente de Poisson
. . 3 . s 3
v=0,20, fator de intensidade de tensdo resistente K, =1.04-10 kN/ m’? , fator de

. . ~ . . . . 3 A
intensidade de tensdo limite da lei de Paris AK,,=1,0 kN/ mé e expoente n parametro da
lei de Paris n=2,70. A lei de Paris foi integrada considerando o incremento no
comprimento da fissura igual a Aa=0,05m.

O modelo de confiabilidade foi construido considerando-se 2 varidveis aleatdrias
as quais sdo o carregamento atuante, F, e o pardmetro C da lei de Paris. Foram adotadas

as seguintes propriedades estatisticas para essas varidveis aleatdrias: carregamento

atuante ~ F ~ N(5,0;0,80) kN e  parimetro C da lei ~de Paris
—10 —10 . y " . P . £1° ~
C~ LN(3,0-10 ;1,810 )m czclos(kN/m 2) . As demais varidveis da analise sio

consideradas como deterministicas. O vado da viga foi considerado igual a S, =5,0m, a
altura da viga foi admitida igual a W =1,25 m e o comprimento inicial da fissura de
a, =0,01m . A tolerancia adotada para a convergéncia da andlise foi considerada igual a

1-107.
Para completar os dados da andlise, o indice de confiabilidade alvo para o

modelo de otimizag@o foi considerado igual a f3,,, = 2,30, conforme critério da Tabela

10.1. A estrutura foi analisada considerando-se que o processo de manutencdo serd
constituido por uma manutengao imperfeita e uma manutengao perfeita.

O numero de ciclos de carregamento, a ser obtido pelo modelo de otimizacdo,
para a realizacdo da manutencdo imperfeita serd calculado considerando-se como estado
limite o comprimento da fissura igual a 10 cm. Dessa forma o modelo de otimizagdo ird
calcular o nimero de ciclos de carga no qual deve ser efetuada a manutencao de forma
que o indice de confiabilidade da estrutura seja igual ao alvo desejado. A manutengdo

imperfeita serd efetuada considerando-se que o material colante colocado nas faces da

fissura apresenta rigidez igual a K,,,,, =1,0-10’ k% .

Na Fig. (10.5) € apresentado o diagrama de convergéncia para o modelo de
otimizacdo via Golden Section utilizado. De forma comparativa foi efetuado a anélise

dessa estrutura considerando-se também o modelo de manutencdo perfeita. Como
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mostra essa figura para a constru¢do de cada curva, ou seja, para a convergéncia do

modelo, sdo necessarias 21 chamadas do modelo de confiabilidade.

10,0

9,0

8,0

7,0 \

6,0

5,0

 E— X
2,0 'x‘_\v\"%‘ —
10

indice de Confiabilidade

0,0 T T T T T
0,0E+00 2,0E+05 4,0E+05 6,0E+05 8,0E+05 1,0E+06 1,2E+06
Numero de Ciclos

—e— Modelo de Manutengéo Perfeita —— Beta Alvo
—— Modelo Manutencao Imperfeita 1°Inspecao —s— Modelo de Manutencao Imperfeita 2° Inspecéo

Figura 10.5 Diagrama 3 x Ndmero de Ciclos.

Na Fig.(10.6) sdo apresentadas as curvas de manutencdo para a andlise da
estrutura considerada. A curva em verde mostra a evolugao do indice de confiabilidade
com relacdo ao nimero de ciclos de carregamento aplicado até a realizacao da primeira
inspecdo, quando a fissura atinge o comprimento de 10 cm. Observa-se que para a

manutencdo imperfeita a primeira inspecao deve ser feita quando o nimero de ciclos de
carregamento for igual a 6,873-10°. Nesse instante é aplicado o material colante nas

faces da fissura e a estrutura € novamente exposta ao carregamento de fadiga. A partir
desse ponto deve-se verificar a curva em vermelho a qual representa a evolug¢do do
indice de confiabilidade com relagdo ao nimero de ciclos de carga atuante apds a
realizacdo da manuten¢do no elemento estrutural. Observa-se que apds a realizacdo da
manutencdo a estrutura recupera parte de sua capacidade resistente a fadiga e
conseqiientemente parte de sua seguranca estrutural. Segundo a andlise de otimizacao

realizada, o elemento estrutural estudado deve ser substituido quando o ndmero de
ciclos de carregamento atuante for igual a 1,01-10°. Apenas por comparagio a estrutura
foi também analisada considerando-se manuten¢do perfeita. A evolug¢do do indice de
confiabilidade em relacdo ao numero de ciclos de carga atuante para o modelo de
manutencdo perfeita € mostrada pela curva azul. Observa-se que por meio desse modelo
a estrutura deve ser substituida quando exposta a 7,845-10°ciclos de carga. Assim
efetuando-se somente uma manutencao imperfeita no elemento estrutural consegue-se
aumentar a vida util da estrutura em aproximadamente 23%, o que € um ganho
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significativo. Esse valor aumenta ainda mais efetuando-se um nimero maior de

inspecdes ao longo do tempo.

10,0
9,0 1

8,0 \
N \

6,0

5,0 7

4,0

indice de Confiabilidade

80 \
2,0
1,0
0,0 T T T T T T T
0,0E+00 1,5E+05 3,0E+05 4,5E+05 6,0E+05 7,5E+05 9,0E+05 1,1E+06
Numero de Ciclos
= Modelo de Manutengédo Perfeita —— Beta Alvo
—— Modelo Manutencao Imperfeita 1°Inspe¢do = Modelo de Manuten¢do Imperfeita 2° Inspecao

Figura 10.6 Evoluggo do B com o ndmero de ciclos de carga aplicado. Curvas de Manutengo.

10.3 — Modelo de Confiabilidade e Otimizacdo RBDO

Nesse item serd discutido o modelo Reliability Based Design Optimization,
RBDO, aplicado a minimizacdo do volume de elementos estruturais submetidos a
fadiga. Assim como os modelos ja discutidos anteriormente, no modelo RBDO a andlise
¢ desenvolvida em dois dominios diferentes, os quais sao os dominios de confiabilidade,
onde sao definidas as variaveis aleatorias consideradas, e fisico onde sdo definidas as
dimensdes das varidveis de otimizacao.

Nesse modelo a andlise de otimizagdo € realizada de forma a se efetuar a
minimizacao do volume do elemento estrutural. Para isso restricdes quanto ao nivel de
seguranca estrutural sdo consideradas. Essa restricdo é determinada a cada iteracdo por
meio de consultas ao modelo de confiabilidade. A equagdo que exprime o valor do
indice de confiabilidade segundo as variacdes das varidveis a otimizar € obtida
construindo-se uma superficie de resposta, ou seja, um polindmio de segundo grau
completo que relaciona as varidveis a otimizar ao indice de confiabilidade. Para a
constru¢cdo dessa equacdo foi utilizada a distribuicdo dos pontos segundo o plano de
experiéncia minimo, como pode ser visto no Anexo G.

Assim, o problema a ser resolvido a cada iteracdo € o apresentado na Eq.

(10.33):
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Minimizar f(y)
Sujeith ﬁAlvo - ﬁEsrruruml ('x’ Y Z)S O (1033)
h(y)<0

nessa equacao x representa as varidveis aleatérias do problema de confiabilidade, y as

varidveis a serem otimizadas e z os parametros do modelo mecanico de fadiga, f(y) é

a fungdo objetivo a minimizar a qual relaciona o volume da estrutura as suas dimensoes,

B, indica o indice de confiabilidade alvo escolhido para o momento da manutengao,
Breonawa (X, ¥,2) € a expressdo relacionando o indice de confiabilidade as varidveis do

problema de otimizagdo (superficie de resposta) e h (y) sdo restricdes quanto as

dimensdes maximas e minimas da estrutura. Deve-se destacar que as varidveis dos
problemas de confiabilidade e otimiza¢ao podem nao ser as mesmas.

Nesse modelo o algoritmo escolhido para a resolu¢do do problema de otimizagao
¢ o SQP, ja discutido anteriormente. Nesse modelo o custo ndo estd embutido
diretamente na fungdo objetivo. Porém a funcdo custo é escrita multiplicando-se o
volume pelo custo volumétrico da estrutura. Assim minimizando o volume da estrutura

minimiza-se também seu custo de construcao.

10.3.1 — Exemplo 3: Andlise de uma Viga Solicitada a Flexdo em Trés Pontos Usando

um Modelo RBDO

Sera discutida nesse item a aplicacdo do modelo RBDO ao estudo da estrutura
mostrada na Fig. (10.7). Trata-se de uma viga solicitada a flexdo em trés pontos
contendo um entalhe inicial posicionado no meio de sua face inferior. Nesta andlise a
propagacdo da fissura sob fadiga serd efetuada considerando-se o regime de
carregamento oscilatério composto por um ciclo de carregamento e descarregamento
completo.

Foram adotadas as seguintes propriedades para o material constituinte da

estrutura: médulo de elasticidade longitudinal E=2,1-10° kN/m?, coeficiente de Poisson
. . s . s %4
v=0,30, fator de intensidade de tensdo resistente K, =1.04-10 kN/ m’2, fator de

. . T . ) 3 A
intensidade de tensdo limite da lei de Paris AK,, =1,0 kN/ mA e expoente n parametro da
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lei de Paris n=2,70. A lei de Paris foi integrada considerando o incremento no

comprimento da fissura igual a Aa=0,05m .

Sv

Figura 10.7 Estrutura considerada.

O modelo de confiabilidade foi construido considerando-se 3 varidveis aleatdrias
as quais sdo o carregamento atuante, F, o paradmetro C da lei de Paris e o comprimento

inicial da fissura, a,. Foram adotadas as seguintes propriedades estatisticas para essas

varidveis aleatdrias: carregamento atuante F ~ N (5,0;0,80) kN , parAmetro C da lei de
. -10 -10 . y " . o e e .
Paris C ~ LN (3,0-10 ;1,810 )m czclos(kN / m 2) e comprimento inicial da fissura

a, ~ LN (0,01;0,003)m. As demais varidveis da andlise sdo consideradas como
deterministicas. O vdo da viga foi considerado igual a S, =5,0m, a altura da viga foi
admitida igual a W =1,25m e o numero de ciclos de carregamento aplicado

NA"me =2 5.10* ciclos. A tolerAncia adotada para a convergéncia da andlise foi

Ciclos
considerada igual a 1-107*.
Para completar os dados da andlise, o indice de confiabilidade alvo para o
modelo de otimizag@o foi considerado igual a f3,,, = 2,30, conforme critério da Tabela
10.1. A tolerincia de convergéncia para o problema de otimizacdo é de 1-107*. A

funcdo que descreve o volume da estrutura em relacdo as dimensdes do elemento

estrutural é mostrada abaixo:
f(y)=S,-w, T, (10.34)
onde 7, indica a espessura da peca. Nesse problema objetiva-se minimizar f(y)

considerando-se como varidvel a otimizar apenas a espessura do elemento estrutural. O

comprimento da viga e sua altura sdo considerados como constantes na analise do
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problema de otimizacdo. Assim nesse exemplo pretende-se determinar a minima
espessura do elemento estrutural de forma que o indice de confiabilidade do elemento
estrutural resultante seja igual ao f3,,  especificado.

Na Fig. (10.8) é apresentada a convergéncia do processo iterativo para a
espessura do elemento estrutural. Por meio desta figura constata-se que a convergéncia
da andlise foi obtida com 4 iteragdes. Esse nimero de iteracdes resulta em 18 chamadas

do modelo de confiabilidade. O valor final obtido para a espessura € de 0,2965m o que

resulta um volume de 1,8533m”.

1,00E+00

9,00E-01

8,00E-01 -

7,00E-01

6,00E-01 -

5,00E-01 -
4,00E-01 \‘\
3,00E-01 - -

2,00E-01

Espessura do Elemento Estrutural (m)

1,00E-01

0 1 2 3 4
Iteracoes

—&— Modelo RBDO

Figura 10.8 Convergéncia do processo iterativo para a espessura do elemento estrutural.

Este problema pode ser novamente analisado fazendo-se outras consideragdes
com relagdo as varidveis do modelo de otimizagcdo. Nessa abordagem o problema
apresentado na Fig. (10.7) sera analisado admitindo-se duas varidveis a otimizar e duas
condi¢des de restricdo para o problema de otimizagdo. As varidveis aleatdrias e
deterministicas para a andlise confiabilistica permanecem as mesmas da andlise anterior.
O indice de confiabilidade alvo para o modelo de otimizacdo permanece igual a

Bn. =2,30, assim como a tolerdncia para a convergéncia adotada para o modelo de

otimizacdo é de 1-10™. A funcdo a minimizar é a apresentada na Eq. (10.35) a qual

relaciona o volume da estrutura as dimensdes do elemento estrutural:
f(y)=S,-W, T, (10.35)
Nessa andlise considera-se que 7, e W, serdo as varidveis a otimizar. Além da

restricdo quanto ao indice de confiabilidade nessa andlise considera-se também uma
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restricdo quanto a dimensdo minima de 7,. Assim nessa andlise as restrigoes serdo

compostas pelas equacdes mostradas na Eq. (10.36).

ﬂAlvo - ﬂEstruruml ('x’ y’ Z) S 0
0,30-T, <0

(10.36)

Na Fig. (10.9) é apresentada a convergéncia do processo iterativo para as
varidveis otimizadas na andlise deste exemplo. Por meio desta figura constata-se que a
convergéncia da andlise foi obtida com 3 iteragdes do modelo conjunto de
confiabilidade e otimizacdo. Em cada iteracdo do modelo conjunto sdo necessdrias 6
chamadas do modelo de confiabilidade resultando assim 18 chamadas do modelo de

confiabilidade para a obten¢do da resposta. O valor final obtido para a espessura é de

0,300/ e a altura da viga 1,226 m o que resulta um volume de 1,8390m°.

124
1,14
1,0 &

0,9 A

0,8 -

0,7

06
05 4\

04

03 \ .

02

Dimensoes Estruturais (m)

Iteragoes

‘—0— Espessura T —#— Altura W

Figura 10.9 Convergéncia do processo iterativo para as varidveis otimizadas na andlise.

10.4 — Modelo RBDO considerando Inspecdo, Manutencdo e Falha

Neste item serd discutido o ultimo modelo desenvolvido neste trabalho que
aborda o acoplamento entre os modelos mecano-fiabilistico e um algoritmo de
otimizacdo. Neste ultimo modelo objetiva-se determinar os parametros estruturais que
conduzem ao menor custo da estrutura, levando-se em consideracdo os custos de
fabricacdo, inspe¢do, manutencdo e falha. Essa abordagem € atual e mais realista uma
vez que considera ndo somente os custos de constru¢cdo, mas também os de manutengao,
inspecdo e falha, que sdo geralmente negligenciados, mas que sdo de grande

importancia.
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No modelo proposto o foco estd voltado para a obtencdo das dimensdes da
geometria da estrutura e também dos intervalos para a realizacdo dos procedimentos de
manutencdo e inspecdo dado um determinado nivel de seguranca a ser atendido pela
estrutura. Assim o problema de otimizacgao a ser resolvido pode ser formulado usando-

se a Eq. (10.37):

Minimizar V- CFabricagzio * Cruna  Prana T Clnspegdo ) (1 = Protna ) N+ CManuzengdo ) (1 = Prna ) N
Sujeitoa Brivo s = Brstura (%, 9:2) <0 (10.37)
Busonspeszo = Bronpo (£:5,2)<0
h(y)<0

sendo V o volume da estrutura obtido multiplicando-se a altura o comprimento e a

espessura do elemento estrutural, C ¢ o custo de fabricacdo volumétrico da

Fabricagdo

estrutura, C, , € o custo de falha da estrutura, C, o custo devido ao procedimento

nspecdo

de inspegdo, C,, € o custo do procedimento de manuten¢do, P, , a probabilidade

anutengdo

de falha da estrutura. f,, ,..... ¢ O valor do indice de confiabilidade alvo para a

determinag@o dos pardmetros geométricos, S, (% y,2) é a expressdo para o indice

de confiabilidade calculado com base nos pardmetros do modelo de confiabilidade

sendo uma superficie de resposta, [, a0 € O valor do indice de confiabilidade alvo

para a determinacdo dos intervalos de manutengdo e inspecdo, ,b’Tempo(x, y,z) € a

expressdo que relaciona a evolugdo do indice de confiabilidade com o nimero de ciclos

de carregamento aplicado sendo obtido considerando-se uma superficie de resposta,

h(y) sdo restricdes quanto as dimensdes mdximas e minimas da estrutura as quais

podem ser inseridas na andlise, x representa as varidveis aleatorias do problema de
confiabilidade, y as varidveis a serem otimizadas, z os parametros do modelo mecanico
de fadiga e N o ndmero de inspecdes.

Nesse modelo € utilizado o SQP para a resolucdo do problema de otimizagdao
com restricao apresentado na Eq. (10.37). Assim, nesse modelo obtém-se as dimensodes
da estrutura e também o nuimero de ciclos, no qual devem ser efetuados os
procedimentos de manuten¢do e inspe¢do, que conduzem ao menor custo estrutural
levando-se em consideracdo indices de confiabilidade (nivel de seguranca) pré-

estabelecidos pelo analista.

Capitulo 10 — Acoplamento entre Modelo Mecano-Fiabilistico e um Algoritmo de Otimiza¢do



321

C Cc

Inspegdo

Os parametros de custo envolvidos na andlise, C

Fabricagao ° Falha *

sdo geralmente inseridos na fun¢do a minimizar como taxas relacionadas ao

Manutengdo °
custo de falha da estrutura. Assim, a fun¢do a minimizar na Eq. (10.37) € dividida pelo
custo de falha e conseqiientemente o valor final da func¢do custo obtido estard também

dividido pelo custo de falha.

10.4.1 — Exemplo 4: Andlise RBDO considerando Inspecdo, Manutengdo e Falha

A estrutura analisada neste topico refere-se a viga sob flexao em trés pontos com
um entalhe em sua face inferior mostrada na Fig. (10.10). Assim como nas anélises
anteriores a propagacdo da fissura sob fadiga serd efetuada considerando-se o regime de
carregamento oscilatério composto por um ciclo de carregamento e descarregamento

completo.

S,

Figura 10.10 Estrutura analisada.

Foram adotadas as seguintes propriedades para o material constituinte da

estrutura: médulo de elasticidade longitudinal E=2,1-10° kN/m?, coeficiente de Poisson
: . s : 5 3,
v=0,30, fator de intensidade de tensdo resistente K, =1.04-10 kN/ m’2, fator de

. . ~ . . . . 3 A
intensidade de tensdo limite da lei de Paris AK,,=1,0 kN/ mé e expoente n parametro da
lei de Paris »=2,70. A lei de Paris foi integrada considerando o incremento no
comprimento da fissura igual a Aa=0,05m.

O modelo de confiabilidade foi construido considerando-se 3 varidveis aleatorias
as quais sdo o carregamento atuante, F, o pardmetro C da lei de Paris e o comprimento

inicial da fissura, q,. Foram adotadas as seguintes propriedades estatisticas para essas

varidveis aleatdrias: carregamento atuante F ~ N (5,0;0,80) kN , parametro C da lei de
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Paris C ~ LN (3,0-1010;1,8-1010)111/ ciclos(kN / m%) e comprimento inicial da fissura

a, ~ LN (0,01;0,003)m. As demais varidveis da andlise sdo consideradas como
deterministicas. O vao da viga foi considerado igual a S, =5,0m, a altura da viga foi
admitida igual a W, =1,25 m e a tolerancia adotada para a convergéncia da andlise foi

considerada igual a 1-10™*. O indice de confiabilidade alvo para os parimetros

geométricos foi considerado igual a B,,, .. = 2,30 € o indice de confiabilidade alvo
para os intervalos de manuten¢@o e inspecdo igual a S, ;.0 =2,30 . A tolerancia para

a convergéncia adotada para o modelo de otimizagdo € de 1-107*.

As taxas para os custos envolvidos na Eq. (10.37) estdo apresentas na tabela
10.2. Esses valores foram arbitrados pelo autor, porém no caso de aplicacdes praticas
cada empresas tem em seus registros os custos relacionados a cada etapa do processo.
Dessa forma em cada aplica¢do desse modelo deve-se adequar essas taxas para a correta

andlise do problema.

Tabela 10.2 Taxas para os custos envolvidos na fung@o a minimizar.

CFabricacaO/ CFalha CManutencﬁO/ CFalha Clnspegﬁol CFalha CFalha/ CFalha
0,15 0,25 0,05 1,00

Nessa andlise a fun¢do que descreve o volume da estrutura em relagdo as
dimensdes do elemento estrutural € mostrada abaixo:

V=S W T (10.38)

O primeiro objetivo dessa andlise € determinar o valor da espessura da pega, 7,

que leva ao menor custo estrutural levando-se em consideragdo os valores de /S,

especificados. O segundo objetivo refere-se a determinacdo do nimero de ciclos de
carregamento no qual devem ser efetuados os procedimentos de manuten¢ao e inspegao.
Nessa andlise considera-se somente uma Unica intervenc¢ao durante toda a vida util da
estrutura.

Nas Fig. (10.11) e Fig. (10.12) estdo apresentados os diagramas de convergéncia
para as varidveis citadas do problema de otimizac¢do. Por meio desta figura constata-se
que a convergéncia da andlise foi obtida com 6 iteragdes do modelo conjunto de

confiabilidade/otimizacdo. Em cada iteracdo sdo necessdrios 6 chamadas do modelo de
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confiabilidade, assim, nessa andlise foram necessarias 36 chamadas do modelo de
confiabilidade estrutural.

De acordo com as respostas obtidas nas Fig. (10.11) e Fig. (10.12) verifica-se
que o valor final obtido para a espessura € de 0,3000m e a interven¢do na estrutura para
a realizacdo dos procedimentos de manutencdo e inspec¢do deve ocorrer quando a

estrutura for sujeita a 25799 ciclos de carregamento.

0,55

0,50 4

0,45

0,40

Espessura da Viga (m)

0,30 1 g ,g ,g *-

0,25

Iteracoes

‘—0— Convergéncia para Espessura da Viga ‘

Figura 10.11 Convergéncia do processo iterativo para a espessura da estrutura.
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‘ —— Convergéncia para o nimero de ciclos de carga ‘

Figura 10.12 Convergéncia do processo iterativo para o instante de intervengao.

Os valores obtidos conduzem ao menor custo da estrutura e também atendem

aos requisitos de seguranca estabelecidos na andlise.

10.5 — Consideracoes Finais Sobre os Modelos deste Capitulo
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Neste capitulo foram tratados problemas envolvendo o acoplamento entre o
modelo mecano-fiabilistico e um algoritmo de otimizac¢do. Os parametros que resultam
dessa andlise sdo as dimensdes da geometria do elemento estrutural e também os
intervalos para a realizacdo dos procedimentos de manutencao e inspecao.

Deve-se enfatizar que os exemplos tratados neste capitulo sdo simples e tem
apenas o objetivo de mostrar o potencial de aplicacdo dos modelos de confiabilidade em
problemas préticos, como nos tratados neste trabalho relacionados a fadiga. Outro fator
que deve ser comentado € o custo computacional da andlise resultante desse modelo de
acoplamento triplo. Como sdo necessdrias vdrias chamadas do modelo de
confiabilidade, durante o processo iterativo de busca de soluc¢do, fazem-se também
necessdrias diversas chamadas do modelo mecanico. Apesar de adotar-se o modelo de
confiabilidade de acoplamento direto que, como mostrado no capitulo anterior, fornece
a solucdo mais rapidamente, ainda sim sdo necessdrias vdrias chamadas do modelo
mecanico, o que penaliza muito as andlises envolvendo problemas mecéinicos mais
complexos. Por isso todos os exemplos desse capitulo correspondem a viga sob flexao
em 3 pontos com entalhe central.

Espera-se em um futuro proximo analisar esse problema utilizando computagdo
paralela. Com essa ferramenta, cada problema de confiabilidade pode ser enviado a um
n6 do cluster, permitindo reducdes significativas nos tempos de processamento. Esta

inclusive € uma sugestao para trabalhos futuros.
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11. — Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivos o desenvolvimento de formulagdes nao
lineares do MEC para a andlise de problemas de fratura e também a realizacdo de uma
abordagem probabilistica do problema de fadiga por meio do acoplamento entre um
modelo mecanico, que trata da propagacdo de fissuras sob fadiga, e modelos de
confiabilidade estrutural. Os dois temas tratados nesta tese sdo hoje considerados
prioritdrios para o desenvolvimento de pesquisas em qualquer instituicdo de primeira
linha no mundo, como é o caso da Universidade de Sao Paulo.

Primeiramente, foram abordados aspectos tedricos dos problemas de fratura e de
confiabilidade. Esses temas foram bem detalhados nesta tese uma vez que, em geral, os
trabalhos da drea de métodos numéricos muitas vezes ndao discutem adequadamente os
aspectos fisicos do problema tratado, dedicando-se quase que exclusivamente ao
desenvolvimento de formulacdes numéricas. O entendimento do problema fisico tratado
permite o desenvolvimento mais rdpido das formula¢des numéricas. Em seguida
discutiram-se as equacdes do MEC para a andlise de dominios bidimensionais. Foram
apresentadas as equagOes integrais escritas em termos de deslocamentos e forcas de
superficie, as quais em conjunto diao origem ao modelo dual. Sdo poucos os livros que
apresentam a deducdo da equacgdo integral escrita em termos de forcas de superficie.
Espera-se que o capitulo 5 dessa tese ajude o entendimento do modelo dual pelos alunos
que estdo iniciando suas pesquisas nessa area.

A seqiiéncia do texto desse trabalho foi dedicada a discussdo das formulacdes
desenvolvidas. Inicialmente foram apresentadas duas formulagdes ndo lineares para a
abordagem de problemas envolvendo a propagacdo de fissuras em dominios quase-
frageis. Na primeira delas foi utilizado um operador constante para a resolucdo do
problema nao linear. Esse modelo € largamente utilizado na literatura e fornece bons
resultados, porém, para a obten¢do do equilibrio, € necessdrio um grande nimero de
iteracdes, o que resulta em um elevado nimero de resolu¢des do sistema de equacdes
final. Assim, por vezes essa formulacao torna-se custosa do ponto de vista de tempo de
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computacdo. Como alternativa para a solucdo desse problema foi proposta uma
formulacdo que emprega um operador do tipo tangente consistente. Esse operador
permite a solu¢do do problema nao linear utilizando um nimero menor de iteragdes, o
que o torna atrativo do ponto de vista de efici€éncia computacional. Esta formulagdo foi
desenvolvida empregando-se duas leis coesivas diferentes (linear e bi-linear). No
entanto, para outras leis coesivas a formulacdo permanece valida, sendo necessdrio
somente introduzir o termo da varia¢do da for¢a coesiva em relagdo a abertura das faces
da fissura. Assim, essa formulacdo é geral e aplicdvel a diversas estruturas. Os
resultados obtidos comprovam a eficiéncia da formulag@o proposta.

Um segundo modelo proposto trata da andlise da propagacdo de fissuras em
dominios formados por materiais frageis. Existem na literatura alguns trabalhos que
versam sobre o assunto, porém em todos eles o nimero de fissuras existente no corpo é
consideravelmente reduzido (em geral 3 ou 4) e a propagagdo € efetuada somente para
alguns incrementos no comprimento das fissuras. A contribui¢do deste trabalho nesse
campo de pesquisa refere-se a consideracdo de um numero maior de fissuras
distribuidas no corpo e também a possibilidade da andlise da coalescéncia e da
localizacdo. Apesar da formulacdo do MEC proposta para esse modelo ser simples,
nessa tese esse problema foi analisado com éxito. Com esse modelo pode-se determinar
claramente a localizacdo da danificagc@o e conseqiiente ruptura do corpo.

Uma formulacdo do MEC para a andlise de contato na interface entre corpos e
também fissuras foi desenvolvida. Os problemas de aderéncia e contato sdo de grande
interesse na engenharia, uma vez que em muitas situacdes 0s carregamentos Sao
transmitidos por meio do atrito entre os componentes dos elementos estruturais. Essa
formulacdo emprega também um operador tangente consistente para a solugdo do
sistema ndo linear de equagdes, sendo as forcas de superficie na regido do contato
governadas pela lei de Coulomb. Esse modelo leva a resultados compativeis com o0s
obtidos pelo programa ANSYS. Apesar de fornecer bons resultados, a formulacao foi
aplicada a problemas simples. Essa formulacao podera ser, no futuro, acoplada a outros
modelos nao lineares para a simulagdo de problemas complexos como, por exemplo, na
andlise estrutural do conjunto super-estrutura/fundacgdo/solo.

Outra interessante contribuicio desse trabalho refere-se aos modelos que tratam
dominios enrijecidos. Essa formula¢do decorre do acoplamento MEC/MEF onde as
equagdes do MEC discretizam o dominio em anélise e as do MEF os enrijecedores.

Nesse trabalho esse acoplamento foi efetuado tomando-se como base o trabalho de
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BOTTA (2003). No entanto, os modelos tratados aqui consideram dois graus de
liberdade por né em cada enrijecedor, possibilitando assim a abordagem de problemas
onde os enrijecedores formam uma configuragdo de trelica no interior do corpo. Os
efeitos nao lineares de plastificagdo dos enrijecedores e aderéncia destes ao dominio
foram também tratados, sendo apresentadas neste trabalho as equacdes para sua
consideracgdo.

Sobre o modelo de acoplamento MEC/MEF, foi inserido o modelo de
propagacdo de fissuras sobre regime eldstico linear. Esse modelo leva a interessantes
resultados e permite analisar algumas estruturas onde esse efeito € importante. Esse
ultimo modelo pode ser aprimorado no futuro com a consideracdo dos efeitos nao
lineares sobre a propagacdao das fissuras, onde o modelo de operador tangente
consistente aplicado a materiais quase-frageis poderd ser inserido.

Encerrando o topico relacionado ao desenvolvimento de formulagdes do MEC,
foi também desenvolvida uma formulagdo para a andlise de problemas de propagacao de
fissuras em regime de fadiga. Esse modelo € aplicdvel a materiais de comportamento
fragil e ductil e tem grande aplicagdo em diversas estruturas, sobretudo aquelas
inseridas no contexto de estruturas mecanicas (aerondutica, naval, automobilistica, etc).
Esse modelo usa a lei de Paris e foram interessantes os resultados obtidos por meio
dessa formulacdo. Foi possivel abordar estruturas com multiplas fissuras possibilitando
assim estudar estruturas onde danificagdes crescem em diferentes posi¢des no interior
do corpo. No futuro, esse modelo poderd ser ampliado para a consideracdo de fadiga e
corrosdo em estruturas formadas por materiais quase-frageis como o concreto.

Modelos probabilisticos foram também considerados nesse trabalho, sendo
aplicados a andlise de estruturas submetidas a fadiga. Sabe-se que a integridade das
estruturas em servigo depende essencialmente de sua capacidade de manter um padrao
de resisténcia ao longo do tempo. A formagdo e crescimento de fissuras devido a
processos de fadiga estdo entre as principais causas de rupturas de sistemas estruturais
reais, como os presentes nas estruturas aeronduticas, estruturas navais, automobilistica e
estruturas maritimas de modo geral. Assim, a andlise precisa do crescimento de fissuras
preexistentes durante a utilizacdo de uma estrutura ou equipamento tem papel
fundamental para a elaboracdo de um projeto, que visa garantir sua funcionalidade
durante uma vida util. Foram implementados os algoritmos FORM, SORM, MSR e o
acoplamento direto entre FORM e modelo mecanico (acoplamento direto). De acordo

com os resultados obtidos, pode-se perceber que o acoplamento direto forneceu
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melhores respostas quando comparado ao MSR. Isso porque nesse método ndo se faz
nenhuma aproximacdo sobre a forma da equacdo de estado limite, sendo os gradientes
dessa equagdo obtidos diretamente por meio de consultas ao modelo mecanico. Apesar
do MSR fornecer também respostas precisas, constatou-se que esse método é mais
custoso do ponto de vista computacional, além de ndo oferecer convergéncia para a
andlise confiabilistica com determinados planos de experiéncia.

A esse modelo probabilistico foi acoplado um algoritmo de otimizacdo para a
determinagdo de parametros como as dimensdes da geometria da estrutura e também
intervalos para a realizacdo dos procedimentos de manutengdo e inspe¢do, levando-se
em conta fungdes objetivo escritas em termos de custo e seguranga estruturais. Foram
implementados os algoritmos de otimizagdo SQP e Golden Section, os quais sdo
detalhados em alguns livros que tratam do assunto. Deve-se ressaltar que esse modelo
foi aplicado na andlise de exemplos simples, apenas com o intuito de mostrar a sua
grande potencialidade. Espera-se que no futuro, mais pesquisas no departamento
abordem esse tipo de problema, o qual tem grande interesse pratico e também
académico. Na literatura esse problema é formulado para estruturas simples, baseando-
se em resultados muitas vezes experimentais. Dessa forma, trabalhos que tratem esse
problema com modelos mecanicos precisos e gerais sempre fornecerdo contribuic¢des.
Assim, esses modelos de acoplamento triplo sdo uma boa sugestdo para pesquisas
futuras.

Finalmente, deve-se destacar que essa tese abordou assuntos que podem ser
considerados inovadores em alguns campos como formulacdes do MEC e também em
confiabilidade estrutural. O autor declara-se satisfeito com o resultado final do trabalho,
uma vez que diversos assuntos foram tratados com é€xito. Apesar das indmeras
dificuldades enfrentadas, os resultados foram obtidos e o trabalho pdde ser concluido

com sucesso.
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Anexo A. - Integrais Singulares

De forma a tornar as relagcdes mais compactas segue inicialmente a definicao de

algumas constantes que serdo empregadas nas expressdes das integrais constantes nas

matrizes H e G.

1-2-v)
= (A.1)
4-7r-(1-v)
L
(A.2)

C =
16-7-1-(1-0)
Nas expressoes a serem apresentadas os termos ¢, e ¢, representam 0s cOsSSenos

diretores da normal ao elemento de contorno integrado.

Elemento de Contorno Continuo

As expressoes apresentadas referem-se ao nd singular localizado na posicao

nodal inicial do elemento integrado.

t ,
r

f 5=l

z;——ljﬂ

L

I A

Figura A.1 Elemento de contorno com né singular sobre o né inicial
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Matriz H

H},=C,-(1-Ln(L))

H122 =-C,

H;l :_Hllz &=
H221 :_H122

Hlll :Hiz :H121 :H222 =0

Matriz G

G/, :C2-{(3—4-1})(%—Ln(L)j+(p§}

G,, :C2-{(3—4'0)-(%—Ln(L)j+¢f}

G/, :C2-{(3—4-0)-6—&1@))“&2} (A4)
G, =C2-[(3—4-1))-(%—Ln(L)j+(pf}

6112 = G122 = Gél = G221 ==C,-¢ -9,

Caso o ponto singular situe-se sobre o né final do elemento de contorno

integrado as expressdes passam a ser.

—

. IR
r

f\’/‘ &=1

L
I A
Figura A.2 Elemento de contorno com né singular sobre o n6 final
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Matriz H

Hllz =C
H},=—C,-(1-Ln(L))

H;1 = _Hllz (5.3)

Matriz G

Gfl:Cz'{(3—4'v)-(

|
|

—Ln(L)j+¢22} a6
|

G112 = G122 = G;l = G221 =—C, ¢ -9,

Elemento de Contorno Descontinuo

A seguir serdo apresentadas as expressdes para os elementos de contorno

descontinuos.

- X : T“i - 1
T

a b

il E

L

Figura A.3 Elemento de contorno descontinuo
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Matriz H

(A7)

2 C b2 a2 3b2 L2
G, = 2R { (B3-4-v)- { a- b+— Ln(a)+7-Ln(b)—(T+a.b+ " j+?(p§}}

2-C, b? a> 3.2 I
Géz L { 3-4-v)- [ a- b+— Ln(a)+7-Ln(b)—(T+a.b+ Z J+7¢12}

%f_j

Gllz = G122 = Gél = G221 G, -9

(A.8)
2-C, a’ b* 3.42 I2
Gy = I { (G- 40){ Ln(b)+7 Ln(a)- (4+a-b+ y }7(4}
2‘ a2 b2 3'a2 L2
G, = 3-4-v b+— -Ln(b)+—-Ln(a)—| —+a-b+ =@
2 I {( ){Cl n(b) 5 n(a) (4 a 1 J 2(01}}
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Anexo B. — Integrais Analiticas Hiper-Singulares

Para tornar as relagdes mais compactas a seguir serdo definidas algumas

constantes.
-1
= (B.1)
87w-u-(1-v)
C,=(3-4-v) (B.2)
-1
- (B.3)
T 4-7r-(1-v)
C,=(1-2-0) (B.4)
C;=(1-4-v) (B.5)
U
C=—"— B.6
° 2.7-(1-v) ®0)
Vs
¢ = (l_fj (B.7)
Vs
9, :f (B.8)

Nas expressoes a serem apresentadas os termos ¢, e @, ndo sdo as funcgdes de

forma, mas sim as partes constantes das mesmas que foram usadas para simplificar a

representacao dos resultados.
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Ponto Fonte ndao alinhado com o elemento

Figura B.1 Ponto fonte ndo alinhado com o elemento. WUTZOW (2003).

Matriz S

Slll=%~{[(2-C4+4~v)~(sen(92)~c0s(92)+02)—(2-sen(92)~cos(t92)3+

+3-sen(92)-cos(92)+3-492)+(2-C4—CS)-GZ]-Q—%-[—(2-C4+4-U)-Cos(02)2+
+2-cos(l92)4—(2-C4—C5)-Ln(cos(l92))}}—%-{[(Z-Q+4-l))-(sen(l91)-cos(¢91)+l91)+

-(z-sen(el)-cos(elf+3-sen(el)-cos(al)+3-al)+(z-c4-cs)-al]¢l+

—%-[—(2-C4+4-v)-cos(01)2+2-cos(01)4—(2-C4—C5)-Ln(cos(91))]} (B.9)

5l = 6.{[-(q+2.v).cos(az)2+2.cos(ez)“].¢l-%[(q+z.v).(-sen(ez).cos(ez)+

+02)—(—2'sen(92)~c0s(02)3+sen(t92)'cos(t92)+92”}+

—%-{[—(Q+2-v)-cos(l91)2+2-cos(¢91)4}-¢1—%[(Q+2-v)-(—sen((91)-cos((91)+
+6’1)—(—2-sen(€1)-cos(€1)3 +sen(01)~cos(t9l)+01)}} (B.10)
S;l = 5112 (-11)
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S, =—% {[(C4+2~v)-92—(—2-sen(l92)-c0s(t92)3+sen(¢92)-c0s(92)+92ﬂ-¢)1+
[ (sen(02)2+Cos(02)2+2-Ln(cos(ﬁz)))—Z-sen(02)4—C4'Ln(cos(ez))J}+
— {[(C +2-0)-6, - (—2~sen(91)~c0s(t91)3+sen(t9l)-cos(¢§'1)+t91ﬂ~¢l+

—%-[—u(sen(ﬁl)z +cos(t91)2 +2-Ln(cos(¢9l)))—2-sen(t91)4 -C, -Ln(cos(@))}}(B.lZ)

%)
W
et

1]

%-{[(Z-Q -C;)-6, —(—2-sen(6’2)-cos(6?2)3 +sen(92)-cos(92)+92)}-¢1 +

~2|<25en(6,)’ -(z.c4-cS)-Ln(cos(ez))]}+

——6~{[(2-C4—C5)~l91—(—2-sen(¢91)~c0s(91)3+sen(l91)-c0s(t9l)+¢9l)]¢l+

—%~[—2sen(¢9l)4—(2-C4—C5)-Ln(cos(l91))]} (B.13)
5, =S {[ (C.+2-0)-c05(8,) ~2-5en(6,)']- 61~ 2(C, +2-0) (-sen(8,)-cos(8,) +

+492)—(—2-sen(0 )3-c0s(0)—3-sen(0)-Cos(92)+3-02)}}+
—_.{[—(c4+2.v).cos(a) ~2-cos(8)" |-01- [( +2-0)-(—sen(8,)-cos(6,) +

+671)—(—2-sen(671)3~c0s(671)—3~sen(91)~cos(67l)+3~91)J} (B.14)

$i =2 {[(2:C+40)-(sen(6,)-cos (6,)+6,) - (2:sen(6.) cos(6,)' +
+3-sen(02)-cos(92)+3-02)+(2-C4—CS)-BZJ-@+%-[—(2-C4+4-v)-cos(92)2+
+2-c0s(6))' ~(2:C,~C,)-Ln(cos(6,)) [ -2 {[(2:C, +4-0)(sen(8) -cos(6) +6) +

~(2-5en(8)-cos(6,)" +3-sen(8, )cos(491)+3-91)+(2-C4—CS)-HIJ-@+

+%'[—(2'C4+4-v)-cos(t91) +2-cos(01) —(2'C4—C5)'Ln(cos(91))}} (B.15)
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{[ (C.+2-0)-cos(8,) +2sen(8,)' -0, +4(C, +2.0) (-sen(8,)-cos(8,) +
+6,)~(~2-sen(6,)-cos(8,)’ + sen(6), )-cos(ez)+92)]}+

-_-{[-(c4+z-v)-cos(a) +2-c05(6)" |- 4, + [( +2-)-(—sen(8,)-cos(6,)+

+8)=(-2-5en(8)-co5(8)" + sen(8))-cos(8) +6,) | B.16

3 =s2 (B.17)

S5, = S {[(C +2:0)-6, ( —2- sen(é’z)-cos(ﬁzf+sen(92)-cos(02)+92)]¢2+

a

% [ v-(sen(6,)” +cos( +2-Ln(cos(&z)))—Z-sen(92)4—C4-Ln(cos(02))J}+
G {[ ,+2:0) 2 sen(6,)- cos(@l)S+sen(6’1)-c0s(91)+01)]¢2+
[ v-(sen(é’l)z+cos(6’l)2+2-Ln(cos(91)))—2-sen(91)4—C4-Ln(cos(9l))}} (B.18)

A =g-{[(2-C4—C5)-92 —(—2-sen(92)-cos(02)3+sen(92)-cos(02)+02)]¢2 +

a

“2sen(6,)’ (z.c4-c5).Ln(cos(az))}}+

[(2 C,—C5)-6- (—2~sen(l9l)-cos(l9l)3+sen(¢91)~c0s(t91)+t9l)}¢2+

0 -
|—| —_—— |—|

~2sen(6,)’ (2.C4—C5)-Ln(cos(91))]} (B.19)

s =_ﬁ.{[-(c4 +2.0)-05(8,) ~2-5en(0,)']-6,+ [ (C.+2-0) (sen(8,)-cos @)+

+6’2)—(—2'sen(02)3 -cos(6,)—3-sen(6,)-cos(6, )+3-02)J}+

_%.{[_(qn.v).cos(e) ~2:005(6)" |- .+ [(C.+2-0)-(=sen(§)-cos (6 +
+€1)—(—2-sen(61)3~c0s(61)—3~sen(01)~cos(61)+3~01)}} (B.20)
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Matriz D

Dlll=—C3-{[(C4+1)-6’2+sen((9 -cos(6,) |- ¢1—— [ C4-Ln(cos(&z))—cos(ez)q}+

+C3-{[(C4+1)-6’1 +sen(6,)-cos(8,) |- ¢1—— [ C4-Ln(cos(6’l))—cos(12)2}} (B.21)

D!, =-C, {[Q -Ln(cos(t?z))—cos(@z)z}-¢l —%-[—Q ~(tan(92)—92)—sen(62)-005(62)+62]}+

+C, -{[Q ~Ln(cos(ﬁl))—cos(el)2]¢1 —%~[—C4 ~(tan(01)—01)—sen(ﬁl)-cos(0])+61]}(B.22)

a

D;l:—C3{[—Q-Ln(cos(ﬁz))—cos(ﬁz)z]ﬂ—Z-[C4~(tan(82)—€2)—sen(82)~cos(82)+€2]}+
+C3~{[—C4~Ln(cos(67l))—cos(91)2}~¢l—%~[C4-(tan(ﬁl)—é?l)—sen(ﬁl)cos(ﬁl)+Hl]}(B.23)
D;z=—C3.{[(C4+1).92—sen(9 -cos ( ]qﬁl——[ -C,-2)- Ln(cos(&z))—sen(ﬁz)z}}+
+C3-{[(C4+1) 6, —sen(6,)-cos( ]@——[ -C,-2)- Ln(cos(é’l))—sen(el)q} (B.24)

D311=—C3.{[(—C4+1).92—sen(¢9 -cos(6,) |- ;/)1—— [ (C,-2)- Ln(cos(&z))—sen(ﬁz)z}}+

+C3.{[(—C4+1)-91—sen( -cos( ] ¢l—— [ (C,-2)- Ln(cos(é?l))—sen(é’l)z}} (B.25)

2~sen(t92)5 N
cos(6,)

D;, =-C, '{[(_Czt _2)'L”(COS(Hz))_Se”(ez)z]ﬂ _%'[Czt -(tan(&z)—62)+

+2-5en(6,)" +05(6,)+3-c05(6,)-sen(6,)~3-6, ||+ €, {[(-C, ~2)- Ln(cos(8))+

2~sen(91)5

co5(6)) +2-sen(6,)’ +cos(6,)+

—sen(&l)z]ﬁl—%-[C“~(tan(01)—91)+

+3-cos(6,)-sen(6,)-36 ]} (B.26)

Dfl:—C3-{[(C4+1)-92+sen(6’ -cos(6,) |- ¢2+— [ C4-Ln(cos(ég))—cos(é’z)z}}+

+C3-{[(C4+1)-91 +sen(8,)-cos(8,)]-4,+ [ C4-Ln(cos(42))—cos(6’l)1} (B.27)
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D}, = C3{[Q-Ln(cos(ﬁz))—cos(ﬁz)z];/)z+%~[—C4'(tan(ﬁz)—ﬁz)—sen(ﬁz)-cos(€2)+ﬁzJ}+
+C3-{[q~Ln(cos(t9l))—cos(91)2}~¢2+%~[—C4-(tan(é?l)—é?l)—sen(el)-cos(t9l)+6ﬂ} (B.28)
D221=—C3~{|:—C4-L”l(005(9 )) cos(6,) ] ¢2+— [ (tan(92)—92)—sen(62)-cos(62)+62J}+
+C3~{[—C4~Ln(cos(t9)) cos (6 )](/‘)2 [ (tan(é?l)—é?l)—sen(ﬁl)~cos(6ﬁ)+6ﬂ} (B.29)

D222=—C3.{[(C4+1)-02—sen(0 os(8)] 6.+ (-¢,-2). Ln(cos(ez))—sen(eZ)z}}+

+C3.{[(C4+1) 6,—sen(8,)-cos(,) |-, + [ -C,-2)- Ln(cos(é’l))—sen(é’l)ﬂ} (B.30)
D2 :—C3-{[(—C4+1)-6’2—sen(9 eos(@)] e+ (c. -2)-Ln(cos(92))-sen(ez)z}}+
+C3-{[(—C4+1) 6,—sen(8,)-cos(8,) |-, + [ (C,-2) Ln(cos(é’l))—sen(é’l)q} (B.31)

2'sen(t92)5 N
cos(6,)

D;Z=—c3.{[(—c4—z).m(cos(e ))-sen(8,)" | b+ [c4.(tan(az)—ez)+

+2-sen(6’2)3+cos(92)+3~cos(t92)-sen(92)—3-6’2}}+C3 -{[(—C4—2)~Ln(cos(t9l))+

—sen(6)) } ¢2+_ { (tan(gl)_gl)+2'ciesn((;1))5 +2~sen(t91)3+cos(t9l)+
+3-cos(8,)-sen(6,)-36, ]} (B.32)

Ponto Fonte alinhado com o elemento posicionado atrds do mesmo
E=+1

=1 Iﬁ =
S i I f

I5 l

I I
Figura B.2 Ponto fonte alinhado com o elemento posicionado atrds do mesmo. WUTZOW (2003).
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Matriz S

sfl:c6{(z'crcs)(—}j]@—%[(z-q—cs)-m(rz)]}

{20 ~¢,) —} ——[2C C)Ln()]}
2 =C,- {{ (2-C,-Cy) } ¢2—— [(2:¢,-C5): Ln(rz)]}Jr
Nl

(2-C,-Cy) ——[2c C)Ln()]}

Sézzcé-{(q+2'v)(—rl } ¢ - [( C,+2-0)- L”(rz)]}Jr

—C6'{(Q+2-l))'(—%ﬂ-¢l—%-[(C4+2-v)-Ln(rl)]}

SZZZZC(J{{(Q+2.U) ( ﬂ ¢2+— [( +2-0)- Ln(rz)]}+
—C6-{(Q+2-v)-(—%ﬂ-¢2+%-|:(C4+2-v)-Ln(rl):|}

1

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)

D, =(—C3'C4—2'C3)-{—(r—zj+¢2-Ln(r2)+Ln(r2)+(LLlj+¢2'Ln(rl)—Ln(rl)} (B.41)
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D} =(-C,-C, -z.cg).{(’zjwz Ln(r,)- (Zj 4, - Ln(rl)} (B.42)
D,, =-Dj, (B.43)
D;, =-Dj, (B.44)
D, =D, =D, =D} =D;,=D; =0 (B.45)

Ponto Fonte alinhado com o elemento posicionado a frente do mesmo

=]

&= I-ﬁ &=
1 1B f S
| r] r2 |

I I
Figura B.3 Ponto fonte alinhado com o elemento posicionado a frente do mesmo. WUTZOW (2003).

Matriz S
SIIIZC6'{|:(2'C4_C lz } Q—%-[(Z-C4—C5)-Ln(r2):|}+

-C,- {{(2 C, c)( H —%-[(2-C4—C5)-Ln(q):|} (B.46)

S2=C,- {(2 C,-C,)- (:H.%+%.|:(2.C4—C5).Ln(r2):|}+

~Cy- {{(2 C,~C;)- (1]_-%+%'[(2'C4—C5)-Ln(n)]} (B4T)

h

s! =C6-{(C4+2-v)-(rlz

-, {(q +2-v)-(%ﬂ-¢l -l +2-v)-Ln(r1):|} (B.49)

¢1—— [ +2-0 Ln(rz):l}+

I—I

S§2=c6{(c +2-0)- (r H @, + [( +2-0)- Ln(rz)]}+
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—q{(c4+z-v>-[lﬂ-¢z+%-[(c4+z-v)-m(n>]}

h

Matriz D

D}, =C3-C4-{(ﬁj—qﬁz-Ln(r2)+Ln(r2)+(%j—¢z-Ln(rl)—Ln(rl)}

L

D} =c3-c4.{—(%jmz-Ln(r2)+(%j—¢2.Ln(rl)}

D, =(-,€=2C) [ oy L)+ nl) (|0 2an) -2

D} =(—C3-C4—2-C3)-{(%j+¢2-Ln(r2)+(%J—¢2'Ln(rl)}

1 _ _ nl
Dz1 - Dlz

2 2
D21 - _D12

Dlll :Déz :D311 :D121 :D222 :D321 =0

Ponto Fonte pertence ao elemento a ser integrado

- X i T“i -
I
a b

il E

L

Figura B.4 Ponto fonte pertence ao elemento a ser integrado.

Matriz S

e -{Ln(a)—Ln(b)—g—l}

Anexo B — Integrais Hiper-Singulares

(B.49)

(B.50)

(B.51)

(B.52)

(B.53)

(B.54)

(B.55)

(B.56)

(B.57)

(B.58)

(B.59)

(B.60)
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A =C3-{—Ln(a)+Ln(b)—%—l} (B.61)
Matriz D

D, =C,{b-[Ln(a)-Ln(b)+1]+a} (B.62)
D; =C,{a-[Ln(a)-Ln(b)-1]-a] (B.63)
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Anexo C. - Sub-Elementacao

Quando o ponto de colocagdo considerado ndo pertencer ao elemento de
contorno a ser integrado procedimentos numéricos devem ser empregados para a
realizacdo do processo de integracdo. Normalmente emprega-se o procedimento de
integracdo de Gauss-Legendre o qual consiste em aproximar o valor de uma dada
integral, situada em um intervalo normalizado e —1 a 1, pela integral de um poliné6mio
interpolador nesse trecho. A integral do polindmio € efetuada tomando-se o somatério
do valor da funcdo polinomial em determinadas abscissas multiplicado-os por fatores de
ponderacgao.

No entanto quando o ponto de colocacdo encontra-se nao muito distante do
elemento de contorno a ser integrado o procedimento numérico de integragdo nao
conduz a bons resultados. Isso se deve ao fato do nicleo dos termos integrais
apresentarem elevados gradientes tornando a integral quase singular mesmo com um
nimero elevado de pontos de integragao.

De forma a contornar esse problema pode ser utilizada a técnica de sub-
elementacdo o qual consiste basicamente em dividir o elemento de contorno a ser
integrado em elementos menores (sub-elementos). Os sub-elementos podem ser de igual
comprimento ou entdo tomar a forma progressiva, sendo essa dltima a mais indicada.

Para a formulacdo dos sub-elementos admite-se como valida a seguinte relacao:

NSub
v[f(l—‘j)q)fldr‘j = Z jf(rji)q)ﬂdrji (C.D
T =1 Ly

Onde o posicionamento das varidveis pode ser visualizado na Fig. (C.1).

Transformando o intervalo de integracio em coordenadas adimensionais 7
pode-se reescrever a Eq. (C.1) como:

I'=a, - n=-1
(C2)
I'=b, - n=1
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NSub 1

[f@)@dr; = 25 [rape,dn

(C.3)

Deve-se atentar para o fato de que as fungdes de forma ¢, estéo referenciadas ao

sistema adimensional €. No procedimento de sub-elementacdo o sistema adimensional

adotado € na varidvel 77e assim uma correlagdo entre os dois sistemas deve existir para

o célculo da integral.

I. 7 -
a i ii hi
1 5
_ &=1
L2 L2
7 A

Figura C.1 Integragdo com sub-elemento

Para a aplicagdo do procedimento de sub-elementacdo deve-se inicialmente

pesquisar quais os elementos de contorno que realmente necessitam dessa ferramenta

para a melhoria da precisdo das integrais envolvidas. Para identificd-los, e determinar

quais as dimensdes dos sub-elementos, deve-se inicialmente calcular a distancia do

ponto de colocacdo ao elemento a ser integrado bem como os co-senos diretores da reta

representativa dessa distancia conforme apresenta a Fig. (C.2).

r=AJn—x,) + (= )’

xa _xi

cos(f) =

Sel’l(ﬁ): Va ;y,

Da Fig. (C.2) pode-se constatar que:
y=F—-a — cos(y)=cos(f—a)=cos(a)-cos(f)+sen(x)-sen(f)
E assim o angulo ¥ pode ser escrito como:

y=r-y
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A

(X ¥a)

8 (x5 .Y;)

Figura C.2 Teste para verificar a necessidade de sub-elemento

O teste a ser efetuado refere-se ao anguloy . Se esse angulo for inferior a

60° entdo o comprimento do sub-elemento serd dado pela intersecdo da mediatriz da

distancia r com o elemento a ser integrado conforme apresenta a Fig. (C.3).

Diztancia

mediatriz

Figura C.3 Comprimento do sub-elemento

Dessa forma o comprimento do sub-elemento serd dado pela seguinte relagdo:

Ll

distdncia

cos(y) =

e A . r
— distancia =—— (C.9)
‘2-005(1//)‘

Conforme apresenta a Eq. (C.8) pode-se concluir que:
cos(y) =—cos(y) (C.10)

Caso o angulo i seja maior que 60° o comprimento do sub-elemento serd igual a

distancia r.
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Esse procedimento deve ser repetido até que o somatério do comprimento dos
sub-elementos seja maior ou igual ao elemento integrado. Caso esse somatério resulte
em comprimento superior ao do elemento integrado o ultimo sub-elemento deve sofrer
um processo de corre¢do de comprimento de forma que o somatério sempre coincida

com o comprimento total do elemento integrado.

S

Figura C.4 Correcdo no comprimento do sub-elemento
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Anexo D. — O Concreto Estrutural

O concreto € um dos materiais de maior utilizacdo no campo da engenharia civil,
tanto pelo custo associado quanto pelo facil acesso. Além disso, o concreto ndo requer
mao de obra especializada (ao contrario do ago) o que permite sua utilizagc@o inclusive
em regides de menores recursos econdmico e humano.

Apesar de sua larga utilizagdo o concreto apresenta um comportamento
substancialmente complexo em conseqiiéncia de sua ndo homogeneidade. Dessa forma
fatores como ruptura fragil, diferentes respostas a tensdes de tracdo e compressio e
relacdo tensao-deformacgdo nao-linear encontram explica¢do em sua intrincada estrutura

interna.

O Concreto

O concreto € o material mais empregado em edificacdes € um dos materiais mais
utilizados no mundo. O consumo de concreto s6 € menor que o da dgua no planeta
sendo aproximadamente de seis bilhdes de toneladas/ano.

Esse elevado consumo pode ser atribuido a algumas propriedades do concreto
que o tornam mais adequado em diversas aplicacdes:

» Resisténcia a dgua: Os elementos de concreto apresentam um bom
comportamento quando submetidos a ag¢do da dgua. Essa propriedade o faz
adequado como material constituinte de barragens, tanques e condutos de dgua
como pode ser observado no Brasil e em grande parte do mundo. Se corretamente
executado a durabilidade dessas estruturas pode ser considerdvel como se observa

em condutos de dgua na Itdlia e em reservatérios na Grécia.
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» Facilidade de adequacdo de formas: O concreto fresco apresenta uma consisténcia
plastica que o permite fluir por formas complexas. Pode-se constatar essa
propriedade em indmeras estatuas e monumentos dispersos pelo mundo.

» Economicamente acessivel: Dos materiais estruturais o concreto é o que apresenta
menor custo além de ser o mais facilmente disponivel no canteiro. Segundo
estudos realizados por MEHTA e MONTEIRO (1994) estima-se que o pre¢o por
quilograma de concreto pode chegar a R$ 0,06 em algumas regides. Além disso,
grande quantidade de residuos industriais podem ser reciclados no concreto

tornando-o ainda adequado do ponto de vista de conservagdo de recursos naturais.

Apesar de todas essas vantagens em relagdo ao emprego do concreto o
conhecimento de suas propriedades fisicas e de seu comportamento sob vdrias
combinacdes de tensdes ainda merecem atenc¢do especial dos pesquisadores.

O concreto pode ser definido como um material composto consistindo de uma
matriz de aglomerante sobre a qual estdo dispersas particulas de agregados. Sua
estrutura altamente ndo homogénea faz com que o concreto apresente caracteristicas
marcantes como ruptura frigil, relacdo tensdo-deformacdo nao linear, diferentes reacoes
e comportamentos a tensdes de tracdo e compressao e efeitos dependentes do tempo.
Esse comportamento caracteristico do concreto é largamente influenciado pela zona de
transicao presente em sua microestrutura interna.

A zona de transicdo localiza-se ao redor dos agregados graidos formando uma
regido interfacial entre o agregado graudo e a pasta de cimento. Essa zona € geralmente
menos resistente que os demais constituintes do concreto exercendo, portanto,
influéncia sensivel no comportamento mecanico do concreto.

A formagdo da zona de transicdo deve-se a exsudagdo interna, ou seja, pela
formacdo de uma pelicula de 4dgua ao redor dos agregados gratidos, decorrente dos
processos de adensamento. Isso faz com que a relagdo dgua/cimento seja mais elevada
nas proximidades dos agregados graidos. O fato dessa regidao apresentar fator
dgua/cimento mais elevado a torna suscetivel a formacao de produtos de hidratacao
relativamente grandes, destacando-se a Etringita e a Portlandita, fazendo com que essa
regido seja mais porosa do que a matriz aglomerante. Além da porosidade a orientacao
em planos de clivagem da Portlandita torna a zona de transi¢do consideravelmente

menos resistente.
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Comportamento do Concreto a Compressdo Uniaxial

A resisténcia do concreto é fortemente influenciada pelo processo de fissuragao
tanto na zona de transi¢do quanto na matriz aglomerante. Um diagrama tensao-
deformacdo uniaxial tipico de um ensaio de compressdo apresentado na Fig. (D.1)

ilustra essa dependéncia.

-Iq

fC
’

Deformagdo Lateral Deformagdo Axial

0.002 0.000 -0.002 £

Figura D.1 Diagrama tensdo x deformagao tipico compressio uniaxial do concreto CHEN & HAN (1988)

Para cargas até 30% da resisténcia a compressao uniaxial, F;, observa-se um
comportamento praticamente eldstico-linear, pois cargas nessa faixa ndo afetam
significantemente as microfissuras presentes na zona de transi¢ao.

Com tensdes no intervalo entre 30% a 50% F. comeca a ocorrer a extensao das
fissuras presentes na zona de transicdo devido a concentracdo de tensdes na extremidade
das fissuras. Diz-se que esse trecho apresenta propagacdo estdvel de fissuras, pois
mantido o carregamento constante ndo ocorre propagacao das fissuras.

No intervalo de carregamento entre 50% a 75% F. inicia-se a extensdao das
microfissuras presentes na matriz aglomerante e aliada a rdpida propagacdo das fissuras
da zona de transicao tende a tornar o sistema instavel.

A propagacdo das fissuras no concreto torna-se instdvel para carregamentos
superiores a 75% F.. Nesse intervalo ocorre a conexdo entre as fissuras da zona de

transi¢do e da matriz aglomerante e rapidamente observa-se a ruina da peca.
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Comportamento do Concreto a Tracdo Uniaxial

O comportamento do concreto a tragdo uniaxial apresenta algumas semelhangas
em relacdo ao observado na compressdo uniaxial o que pode ser constatado em um
diagrama tensdo-deformacdo tipico de um ensaio de tragdo, apresentado na Fig. (D.2).

Para niveis de tensdo inferiores a 60% resisténcia a tracdo uniaxial, F;, a
propagacdo das fissuras pode ser desprezada, sendo esse limite considerado como
eléstico.

Para tensoes no intervalo de 60% a 75% F; inicia-se a extensao das fissuras tanto
na zona de transi¢do quanto na matriz de argamassa.

Acima de 75% F; observa-se o inicio do ramo descendente da curva causado
pela conexdo das fissuras da zona de transi¢ao e da matriz aglomerante. Esse intervalo
de carregamento € muito curto devido a rdpida propagacdo das fissuras no elemento

tracionado.

o (MPa)
}

50 100 A (# m)

Figura D.2 Diagrama tensdo x deformacao tipico a traciio uniaxial do concreto CHEN & HAN (1988)

Observa-se através dos diagramas das Fig. (D.1) e Fig. (D.2) que o intervalo
estdvel de propagacdo das fissuras é menor na tragdo. Esse fendmeno ocorre pois a
energia necessaria para extensao das fissuras a tracdo € consideravelmente menor que a
compressao. Esse fato explica o comportamento fragil observado na ruptura a tragio e
também a ductilidade constatada na ruptura a compressao. Além disso, a menor energia
necessdria para extensao das fissuras na tra¢do € o principal motivo para a resisténcia do

concreto a tragdo ser significantemente menor comparada a resisténcia a compressao.
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Comportamento do Concreto Sujeito a Carregamentos Ciclicos

Em relagdo a carregamentos ciclicos pode-se verificar que elementos de
concreto submetidos a esse tipo de carregamento ndo apresentam danos significativos se
as tensoes ndo superarem 50% F.. Para carregamentos ciclicos com tensdes no intervalo
de 50% a 75% de F. constata-se uma degradagdo progressiva da rigidez (médulo de
elasticidade e resisténcia) que pode ser atribuida ao continuo processo de fissuragao
tanto na zona de transicio quanto na matriz aglomerante. Um diagrama tensdo-
deformacao do concreto em ensaios ciclicos pode ser observado na Fig. (D.3).

Conforme apresenta a Fig. (D.3) verifica-se que aumentando o nimero de ciclos
as curvas de descarregamento apresentam nao linearidades e uma curva caracteristica de
histerese é formada no recarregamento.

Para niveis de tensdo superiores a 75% F. o comportamento é semelhante, porém a

ndo linearidade das curvas carga e descarga tornam-se mais acentuadas.

Compressio
F 3

—
I

[

] ,J"_\\\ Cwrva Envoltéria

.y Deformacio

[ Tensio
al e

Figura D.3 Diagrama tensdo x deformago tipico carregamento ciclico MEHTA & MONTEIRO (1994)

Comportamento do Concreto sob Estados de Tensoes Multiaxiais

O comportamento do concreto sujeito a estados de tensdo biaxiais e multiaxiais
difere substancialmente dos observados nos estados uniaxiais. Nos estados de tensdo
biaxiais e multiaxiais, quando estdo envolvidas tensdes de compressao, surgem tensoes
que provocam confinamento no material o que acaba por aumentar a capacidade
resistente além da ductilidade da peca estrutural. A Fig. (D.4) apresenta uma envoltdria
tipica de pecas de concreto expostas a carregamentos biaxiais.

Conforme apresentado por CARRAZEDO (2002) para tensdes de compressao

iguais em duas direcoes o ganho em resisténcia do material pode alcancar 16%. O
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aumento maximo de resisténcia pode chegar a 27% quando a relagdo entre as tensdes G

e 6, é proxima de 0,50.
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Figura D.4 Diagrama da envoltéria de ruptura em estados biaxiais de tensdo CARRAZEDO (2002)

Quando uma peca de concreto estd submetida a um estado de compressao-tracao
a resisténcia a compressdo apresenta queda praticamente linear a medida que se
aumentam as tensdes de tracdo. Para o estado biaxial de tragdo constata-se que a
resisténcia do concreto a tragdo mantém-se praticamente igual a apresentada em um
ensaio uniaxial.

No tocante a estados multiaxiais de tensdes ainda ndao hd um conjunto de ensaios
padrdes que comprovem o comportamento do concreto quando sujeito a esse tipo de
solicitagdo. Mesmo entre os pesquisadores do concreto ainda ndo existe um consenso
sobre qual a forma de ruptura do concreto quando sujeito a estados multiaxiais de
tensdo. Muitos pesquisadores da drea de modelagem numérica de estruturas de concreto
armado tém representado o comportamento do concreto considerando critérios elasto-
plésticos. Os resultados observados através dessa consideracdo sdo satisfatérios como
apresentado em LEONEL et.al.(2003) apesar do elevado custo computacional.

Uma outra abordagem fortemente empregada no estudo sobre consideragdes
mais realistas do comportamento das estruturas de concreto armado trata do emprego da
mecanica do dano e do fraturamento. A mecanica da fratura fornece uma poderosa
ferramenta para andlise de fissuragdo que é um critério de crescimento das fissuras
baseado em energia. Esse critério pode ser aliado as varidveis de Dano avaliando mais

precisamente a degradagdo da rigidez do elemento de concreto.
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Anexo E. - Funcao Delta de Dirac

A func¢do Delta de Dirac é de grande valia na representacdo de agcdes pontuais
como cargas concentradas em problemas da teoria da elasticidade ou mesmo de
impulsos na Teoria Cinematica da Fisica. As propriedades da funcdo Delta de Dirac sdo
estudadas no campo da Teoria das Fungdes Generalizadas sendo sua obtengdo possivel
por meio da diferenciacdo da fungdo degrau unitario ou Heaviside.

A Fig. (E.1) apresenta a representacdo da func¢do Delta de Dirac.

ﬁf

Figura E.1Representacdo da func¢io Delta de Dirac.

A funcdo Delta de Dirac pode ser definida como:

f {O, se xiO}
A = (E.1)
o, se x=0

Existem algumas propriedades interessantes da funcdo Delta de Dirac.

Inicialmente admita-se conhecida uma func¢ao f(x) conhecida e bem definida no ponto

x=0. Pode ser mostrado por meio do teorema da média para integrais que:
[£(0)-N ()dx=£(0) (E2)

Essa propriedade é algumas vezes denominada de propriedade de filtragem da

funcdo Delta e ocorre pelo fato da variacdo da fun¢ao f(x) em torno do ponto x=0 ser

desprezivel.
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De forma mais geral pode-se definir que:

Tf (x)-N (x—a)dx = f(a) (E3)

Os conceitos da fun¢do Delta de Dirac podem também ser expandidos para

dominios planos. Nessa situa¢do pode-se definir:

N (p.0)= {O’ e rs Q} E4)
o, se p=Q
De forma andloga tem-se
[ £ (p.0)dQ = f(p) (E5)

Deve-se ressaltar que este tipo de formulagdo ndo € correta com 0s conceitos
comuns de uma fun¢do matematica, isto é, as agdes concentradas como forcas ou
impulsos nao sdo funcdes, mas, apesar disto, sdo tratadas formalmente como sendo
fungdes, permitindo o estabelecimento de vérias propriedades, sendo que, pelo uso

destas, obtém-se resultados corretos.
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Anexo F. - A Mecanica do Dano

Diversos materiais de utilizacdo continua em engenharia sdo expostos a
condicdes mecanicas e ou ambientais desfavordveis durante sua vida util. Tais
condi¢cdes geram mudangas na microestrutura interna desses materiais levando, na
grande maioria dos casos, a redug¢des na resisténcia e durabilidade.

De forma a permitir a criacdo de modelos para a representacio de materiais
expostos a niveis de degradacdo surgiu a mecanica do dano continuo. Conforme
apresenta LEMAITRE & CHABOCHE (1990) o desenvolvimento da mecanica do dano
iniciou-se em 1958 quando KACHANOV (1958) publicou o primeiro trabalho dedicado
as varidveis de dano continuas.

O objetivo da mecanica do dano é descrever a influéncia do dano na rigidez e
resisténcia do material. Para isso KACHANOV (1958) descreveu o processo de
degradacao da rigidez do material por meio de um escalar denominado varidvel de dano.
No entanto, com o desenvolvimento das pesquisas, percebeu-se que esse processo é
melhor descrito por meio de um tensor de dano que € aplicado ao tensor representativo

das propriedades constitutivas do material.

Diferencas entre Mecdanica do Fratura e Mecdnica do Dano

Apesar de representarem com considerdvel precisdo materiais que apresentam
processos de fissuracdo (danificacdo) as teorias da mecanica da fratura e mecanica do
dano apresentam uma diferenga marcante que deve ser ressaltada.

A mecanica da fratura lida com defeitos discretos e de tamanho significativo
dentro da regido de andlise do fendmeno. Essa teoria considera ainda que o material, a
partir de uma determinada distancia em relagdo a extremidade da fissura, mantém suas
caracteristicas eldsticas iniciais. J4 a mecinica do dano trata as microfissuras

distribuidas continuamente e de forma aleatdria na regido de andlise do fendmeno, com
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as propriedades mecanicas do material se alterando em funcdo do grau de deterioragcdo
presente. A fissura discreta pode ser entendida como resultado de uma localizacdo de
micro-defeitos.

KRAJCINOVIC (2000) ressaltam o fato de que em diversos corpos reais tanto
as fissuras discretas quanto as microfissuras podem estar atuando conjuntamente.
Procurando representar cada fendmeno isoladamente obtém-se valores de carga ultima
diferentes ao observado no corpo real. BOTTA (1998) comenta que um modelo mais
realista deve englobar tanto aspectos pertencentes a mecanica do fraturamento quanto a
mecanica do dano. A Fig. (F.1) apresenta uma representacdo esquemadtica de cada

teoria.

< < <

N S S R A S O S R O S O O

< < <

Mecénica da Fratura Mecénica do Dano Mecénica da Fratura e

Mecénica co Doano

Figura F.1 Representagdo esquemdtica das teorias de fraturamento e dano

Modelos para Dano

Os modelos empregando a teoria do dano podem ser formulados para representar
diversos fendmenos associados a danificagdo da microestrutura interna dos materiais.
Dentre os modelos propostos KACHANOV (1986) destaca aqueles associados a
fluéncia, materiais elasto-plasticos e fadiga.

No tocante ao emprego da teoria do dano aplicado a modelos numéricos destaca-
se o modelo de dano isotropico. Por meio desse modelo o dano no material é

considerado através de uma varidvel denominada varidvel de dano isotrépico.
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Figura F.2 Representacdo varidveis de dano KACHANOV (1986)

Empregando-se esse modelo o dano é considerado igual em todas as direcOes e

pode ser definido pela razao entre as areas plenas e danificadas ilustradas na Fig. (F.2).

D=-" (F.1)

em que:
S, drea danificada.
S drea sa.

D variavel de Dano.

Pode-se inferir que 0< D <1. Quanto mais préximo de zero encontra-se D
menor o dano presente no material. J4 para o caso de D tender a um verifica-se uma
situacdo de proximidade de ruina do material.

Admitindo que exista uma forca F atuando segundo a normal n apresentada na

Fig. (F.2) pode-se definir uma tensdo efetiva dada por:

F

o=— (F.2)
S

sendo:

o = tensio efetiva.

F = forca.

S = area util.
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Por meio da Eq. (F.2) pode-se inserir diretamente a varidvel de dano no calculo
da tensao efetiva conforme apresenta a Eq. (F.3):
- o
O =
(1-D)

(F.3)

onde:

o = Estado de tens@o sem danificagcdo

Empregando a hipétese de deformacao equivalente pode-se aplicar a Eq. (F.3) a

Lei de Hooke como ilustra a Eq. (F.4).

o

e=— 9 (F.4)
(1-D)-E

| Q

em que:
E =Moddulo de Elasticidade Longitudinal.

Para a criagdo de modelos numéricos € usual aplicar a varidvel de Dano no
tensor representativo das propriedades do material como mostra o denominador da Eq.

(F.4). Assim pode-se definir um tensor com as propriedades efetivas do material.

E=(1-D)-E (F.5)

E dessa forma a lei associando tensdes a deformagdes poder ser reescrita da

seguinte forma:

o=FE-¢ (F.6)

Existem diversos modelos para representacio de dano em materiais os quais
diferenciam-se pela diferente abordagem na evolu¢do do dano com a aplicacdo do
carregamento. No trabalho de BOTTA (1998) os modelos de Mazars e Cervera sdo
aplicados com sucesso.

O emprego dessa teoria, por meio de modelos numéricos, tem permitido a
realizacdo de um elo conectando os estudos sobre a deterioracdo microscopica do

material sob tensdo e modelos usuais empregados em projetos de engenharia.
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Anexo G. — Coeficientes Planos de Experiéncia

Nesse anexo serdo apresentadas as expressoes para os coeficientes dos planos de
experiéncia utilizados nesse trabalho. Serdo apresentadas as expressdes para os planos
de experiéncia estrela, composto, 13 pontos e 8 pontos. Em todas as expressdes desse
anexo a varidvel Wrepresenta uma constante a qual indica a distancia do ponto
considerado em relacio a média. O valor dessa constante é geralmente considerada
igual a 3 para a construcido da primeira superficie de falha. A partir de entdo, com a
evolucdo do processo de convergéncia das superficies de falha, essa distancia pode ser
reduzida para a obtencdo de uma resposta mais precisa. Nas expressdes a seguir sera
utilizado constantemente o termo o, o qual é dado pela seguinte equagao:
_ %

i

onde: w4, € a média da varidvel aleatdria k.

5, (G.1)

o, € o desvio padrdo da varidvel aleatdria k.

Plano de Experiéncia Estrela

Para o plano de experiéncia estrela contendo duas varidveis aleatorias o modelo

mecanico deve ser consultado com os valores indicados na Eq. (G.2).

X X

x-(1-¥-4) X2

x-(1+¥-6) X, (G.2)
X x,(1-¥-5,)

i X, x-(1+¥-4,) |

Considerando trés varidveis aleatorias a Eq. (G.2) pode ser reescrita como:
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[ X, X, X, ]
x(1-¥-5) X X3
x(1+¥-6) X X3
X X (1-¥-6,) X3
X, x,-(1+¥-34,) X, (G.3)
x-(1+¥-94) X, x-(1+¥-6,)
x(1-¥-6) X X (1+¥-6))
X, x, - (1+¥-6,) x,-(1-¥-6,)
L X X (1-¥-6,) xs'(l_‘P'53)_

Plano de Experiéncia Composto

Considerando o plano de experiéncia composto com duas varidveis aleatorias o

modelo mecanico deve ser consultado utilizando os termos mostrados na Eq. (G.4).

x,-(1+¥-6,)

xz-(l+%-52j

X, '(1+%‘52j

=

=
—
|

Ro
p—
+

=
[E—
+

=
|
D[ N|E E R E e

(G.4)

=
—
|

Ro
p—
+

=
I
(3]
—_
[E—
|

=
=

Considerando trés varidveis aleatérias a Eq. (G.4) pode ser reescrita como:
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X, X (1+¥-6,) x5
p v
() o2
V) ¥
s{ie3a) m{v3a)
xl-(l—lP-é'l) X %
x-(1+¥-4) X i
p v
SENPE
V) ¥
xl-(1+751j xz-(l—;@j X
X x,-(1-¥-6,) X
X, X 3
X X (14¥-6,) x-(1-¥-5,)
X, x-(1-¥-6,) x-(1-¥-5)
x-(1+¥-9) X, x-(1-¥-6,)
x-(1-¥-9) X, x;-(1-¥-6,)
xf(“%'dl xZ'(H%'@ x, - (1+¥-6,)
xl'(1+%'51 xz'(l—%ﬁz X (1+¥-6) (G.5)
xl'(l—%'é; xz'(l"'%'é‘z X (1+¥-6)
Xl'(l_g.é‘l xz'(l_g'é‘z x (145,
2 2
X, X, x3'(1—‘P 53)

Plano de Experiéncia 13 Pontos

Para o plano de experiéncia 13 pontos considerando duas varidveis aleatdrias o

modelo mecanico deve ser consultado por meio dos termos mostrados na Eq. (G.6).
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(G.6)

x-(1+¥-6) x-(1+¥-6) ]
X, x,-(1+¥-36,)
x1'(1_\P'51) xz'(1+‘P'52)
¥ ¥
.Xl'(1+? 51) xz-(l+5-52j
¥ ¥
i2a) o ita)
x1~(1+‘P‘§1) Xy
X Xy
xl'(l—‘P'é'l) Xy
¥ ¥
.Xl'(1+?'5lj X, (1—352j
¥ ¥
xl'(l—?'é'lj Xz‘(l—z‘é‘zj
xl'(1+\P'§1) Xy (1—‘}’«52)
X x2~(1—‘P~§2)
)

_xl'(l_\P'é‘l) x2~(1—‘P~§2 |

Considerando trés varidveis aleatorias a Eq. (G.6) deve ser reescrita como:
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(G.7)

x-(1+¥-6)

=YY
+

—_—N N —
. S
ERIEE:

Y
o B B
=

—

(e}

=

+

—

— —
e SN
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Plano de Experiéncia 8 Pontos

Com o plano de experiéncia 8 pontos considerando duas varidveis aleatérias o

_x1'(1+\P'§1)
x1'(1_\P'51)

x-(1+¥-6)
_xl'(l_\P'é‘l)

Para trés varidveis aleatdrias a Eq. (G.8) deve ser reescrita como:

Anexo G - Coeficientes Planos de Experiéncia

modelo mecanico deve ser consultado com os termos mostrados na Eq. (G.8).

x,-(1+¥-36,)
x,-(1+¥-36,)

xz-(l+%-52j

x,-(1-¥-4,)

x,-(1-¥-4,)

(G.8)
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| x(1+9-5) x,-(1+¥-6,) x ]
x-(1-9-6) x-(1+¥5,) X3
¥
X, xz-(1+3-§2j X
v
xl-(1+?-51j X, x
¥
X, (1—351) X, x,
v
X, xz-(l—zﬁzj X
x-(1+¥-6) x-(1-¥-4,) X3
x-(1-¥-6) x-(1-¥-4) X3
x-(1+¥-8) x-(1+¥-6,) x-(1+¥-5)
x-(1-¥-8) x,-(1+¥-6,) x-(1+¥-5)
X, xz-(l+%-52j x - (1-¥-6,)
X (1+%51j X, X (1-¥-6,)
WV
xl'(l—?'@j X, x-(1-¥-6) (G.9)

Plano de Experiéncia Hiper-Cubo

Para o plano de experiéncia Hiper-Cubo contendo duas varidveis aleatdrias o

modelo mecanico deve ser consultado com os valores indicados na Eq. (G.10).

X, X,
x-(1+¥-8) x,-(1+¥-3,)
x-(1+¥-8) x,-(1-¥-4,) (G.10)
x-(1-¥-8) x-(1+¥-6,)
_xl'(l_\P'é‘l) xz'(l_‘{l'é‘z)_

Considerando trés varidveis aleatorias a Eq. (G.10) deve ser reescrita como:
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[ X, X, X, ]

x-(1+4¥-6,) x,-(1+¥-6,) X,

x(1+¥-6) x,-(1-¥-5,) X3

x(1-¥-6) x-(1+¥-5,) X3

x(1-¥-6) x-(1-¥-9,) X3 G.11)
X X X (1-¥-4))

x(1-¥-6) x-(1-¥6,) x-(1-¥-5,)

x-(1+¥-6) x,-(1+¥-8,) x,-(1-¥-6,)

x-(1+4¥-6) x,-(1-¥-8,) x,-(1+¥-6,)

x5 (1=F-6) x,-(1+¥-6,) x-(1+¥-6)

Plano de Experiéncia Minimo

Para o plano de experiéncia Minimo contendo duas varidveis aleatérias o modelo

mecanico deve ser consultado com os valores indicados na Eq. (G.12).

X, X,
x(1+¥-6) X
X, x,-(1+¥-36,)
x-(1-¥8)  x 12
X X (1-¥-6,)
X (1+2-6) x, - (1+¥-6,) |
Considerando trés varidveis aleatorias a Eq. (G.11) deve ser reescrita como:
| X X X3 |
x1'(1+‘P'51) X X3
X, x,-(1+¥-6,) X,
x1'(1_\P'§1) X X3
X xz'(l_\P'é‘z) X3
x-(1+¥-6) x,-(1+¥-6,) X, G
X X x(1-¥-6))
x-(1+¥-5) X x - (1-¥-6))
X, x-(1+¥-6,) x,-(1-¥-5,)
x-(1-¥-4) X x5 (1+9-6;)
X, x, - (1-¥-6,) x-(1+¥-4,)
_xl'(1+‘1’-51) x-(1+¥-6,) x-(1+¥ 53)_
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Anexo H. - Método Golden Section

Neste item serd descrito o método Golden Section o qual € utilizado nos modelo
de otimizacdo estrutural desenvolvidos neste trabalho. Este método € empregado na
realizagdo do processo de busca de minimos unidirecionais (line search) nos algoritmos
de otimizacdo restrita. A idéia principal por trds deste método € bastante simples
consistindo basicamente em se considerar um sub-dominio compacto (intervalo) para a
busca do minimo e a medida que as iteragdes evoluem esse sub-dominio diminui até que
ele seja suficientemente pequeno em torno do minimo da fungdo. Neste trabalho este
método € utilizado juntamente com o método da Programacgao Quadratica Seqiiencial
(SQP) para a obten¢do de minimos restritos. Neste caso a dire¢cdo de busca do minimo
restrito € obtida pelo SQP e o minimo na direcdo dada pelo SQP é obtido pelo método
Golden Section.

O método Golden Section € uma técnica muito popular a qual € empregada com
sucesso na obten¢do de méaximos, minimos e zeros de funcdes objetivo de uma tdnica
varidvel. Existem vdrias razdes para isso. A primeira delas é que este método ndo exige
que a fungdo objetivo considerada tenha derivadas continuas na regiao de busca dos
extremos. Outra vantagem € que sua taxa de convergéncia € conhecida ao contrario dos
métodos que empregam interpolacao polinomial. Finalmente, este método € facilmente
programdavel em computador. Este método é também reconhecido por ser eficiente na
andlise de problemas que sdo pobremente condicionados como, por exemplo, onde
encontra-se dificuldade na obtencdo das derivadas da fun¢@o objetivo, continuidade da
funcdo objetivo no sub-dominio de busca, entre outros. Porém, uma desvantagem deste
método € que ele ndo apresenta melhorias na convergéncia, ou melhor, na velocidade
dela, caso a fungdo analisada seja bem condicionada (como por exemplos funcdes
estritamente lineares ou quadraticas) dentro do dominio de busca dos pontos extremos.

O método serd aqui apresentado considerando-se a busca do minimo de uma
funcdo objetivo F, a qual depende de uma unica varidvel X. Neste método assume-se

que o sub-dominio de busca do minimo é conhecido de antemio, ou seja, que sao
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conhecidos os limites superior, X , e inferior, X,, para a varidvel X. Além disso,

“
assume-se também que X, e X, delimitam o valor minimo a ser encontrado, ou o
minimo da func¢do. Conhecidos X, e X, determinam-se os valores da fun¢do objetivo
em cada um dos extremos do intervalo, correspondendo a F, e F, respectivamente. Em
seguida serdo selecionados dois pontos intermedidrios X, e X, tal que X, <X,e

avalia-se a funcdo objetivo nesses pontos, resultando F, e F, respectivamente. O

procedimento descrito até aqui € ilustrado na Fig. (H.1).

F

F, |-
wi \?\
F

|
% X, oy X
Limites limites 34

Primeira atualizacdo \ . "
Segunda atualizagdo Hﬁ E *_/

Figura H.1 O método Golden Section.

Pelo fato da fun¢do objetivo ser unimodal tem-se que X, ou X, formardo o
novo limite do sub-dominio na proxima iteragdo. Neste caso, se F, for maior que F,

entdo X, formard o novo limite inferior e assim o novo sub-dominio serd delimitado
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por X, e X, . Por outro lado, se F, for maior que F, entdo serd X, que formard o novo
limite superior, sendo dessa forma, o intervalo delimitado por X, e X, .

Para o desenvolvimento do algoritmo do método Golden Section devem ser
definidos critérios para a obtencdo dos valores de X, e X, de tal forma que a andlise
conduza a reducdo do intervalo de busca do minimo da maneira mais rdpida possivel.
Depois da escolha inicial de X,,X ,X, eX, serd necessiria apenas uma uUnica
avaliacdo da funcao objetivo a cada iteracdo. Assim a forma mais eficiente de redugao
do intervalo de busca do minimo € considerar uma taxa constante de redu¢do do mesmo
a cada iteragdo.

Independente do fato de X, tornar-se o novo limite inferior ou X, o novo limite
superior esses novos valores serdo tomados simétricos em relagdo ao centro do
intervalo. Assim:

X,-X,=X,-X, (H.1)

Além disso, os novos valores de X, e X, serdo tomados de tal forma que
obedecam a seguinte relagdo:

Xl_Xl _ XZ_XI
Xu_Xl XM_XI

(H.2)

Dessa forma, se X, tornar-se o novo limite inferior X,, entdo X, se tornard o
novo X, de tal maneira que a razdo de X, — X, com relagdo ao intervalo X — X, seja
sempre a mesma. Impondo-se por conveniéncia que X, =0 ¢ X =1 entdo os valores de
X, e X, podem ser obtidos como uma fragdo do intervalo X, — X,. De acordo com o

posto, pode-se reescrever a Eq. (H.1) como:
X, =1-X, (H.3)
Substituindo a Eq. (H.3) na Eq. (H.2) obtém:

Xl = 1_2—X1 (H.4)
1- X,
Esta equacdo pode ser reescrita como:
X} =3-X,+1=0 (H.5)

Resolvendo-se a Eq. (H.5) s@o obtidas duas raizes reais como mostra a Eq.

(H.6):
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3445

X, :T = 0,38197 e 2,61803 (H.6)

A segunda raiz do polindmio pode ser ignorada pois esta ndo tem significado na
andlise ja que seu valor € maior que 1, ou seja, estd fora do intervalo de busca. Assim,

utilizando-se a Eq. (H.3) tem-se finalmente que:

3-+/5

Xl :T:O,38197 H.7)

X,=1-X,=0,361803 (H.8)
Tomando-se a razdo entre os valores obtidos tem-se:

Xy 038197 15803 (H9)

X, 0,61803

Essa razdo € conhecida como ndmero “golden section” e apresenta ainda
algumas propriedades adicionais como:
X X
X—1:O,61803 = Xzzyz—l e X, =X; (H.10)

2 1
O Golden Section retorna muitas vezes a natureza como uma relagcdo estética e
ao longo da histéria como um nimero ao qual propriedades “mdgicas” sdo atribuidas.
Por exemplo, esta taxa ¢ a mesma taxa entre a base e a altura de uma grande piramide.
Além disso, segundo os estudos sobre as propor¢des do corpo humano de Leonardo da
Vinci um corpo humano “6timo” € aquele cuja razdo entre a distdncia do umbigo aos
pés e a distdncia do umbigo a ponta da cabeca € igual a Golden Section, como mostra a

Fig. (H.2).

Figura H.2 Propor¢des do corpo humano de Leonardo da Vinci.

Anexo H — Método Golden Section




397

Para o problema considerado o método Golden Section fornece uma seqiiéncia
de célculos que objetiva reduzir a cada iteragdo o intervalo de busca para a
determina¢c@o do minimo valor da fun¢ao objetivo com um nimero tdo pequeno quanto

possivel de avaliagdes de F. Voltando ao intervalo original dado por X, e X, , pode-se

definir os pontos no interior desse intervalo, X, e X,, em termos de X,, X, e 7 onde:

3-+/5

T:T:0,38197 (H.11)

Deve ser notado que 7 ¢ simplesmente X, conforme definido em Eq.(H.7).
Assim, usando as equacgdes mostradas acima pode-se escrever que:

X, =(1-7)-X,+7- X, (H.12)

X,=7-X,+(1-7)- X, (H.13)

A partir das equagdes acima e dos valores encontrados para X,,X, ,X,eX,

pode-se propor um procedimento iterativo para o método Golden Section. O critério de
parada do algoritmo e conseqiiente convergéncia do problema € o tamanho do intervalo
considerado na itera¢do. Quando o intervalo considerado para a busca do minimo de F
estd suficientemente pequeno, em torno do ponto de minimo, diz-se que o algoritmo
encontrou a solugdo. Na Fig. (H.3) estd apresento o fluxograma do algoritmo do Golden

Section.
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Inicio

|

Calcular X,,F,, X ,F,

|

7=0,381966

|

X =(-7)X,+7-X,

|

F1:F(X1)

|

X,=7-X,+(1-7)- X,

|

Fz:F(Xz)
|
A » Se o intervalo estd pequeno suficiente —> Termina
) | Nao _
l Nio F>F, Sim l
X, =X, X, =X,
| }
F=F, F,=F,
| }
X, =X, X, =X,
| }
K =F F,=F
| }
X,=7-X,+(1-7)- X, X =(-7)X,+7-X,
| }
F2=F(X2) E:F(Xl)
| !

A
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Anexo I. — Tépicos da Teoria da Elasticidade

O r4pido progresso em varios campos da tecnologia tem criado a necessidade de
novos tipos de materiais bem como de estruturas. Esse desenvolvimento requer formas
mais racionais e econOmicas no emprego desses novos materiais assim como a
otimizacdo dos materiais de uso corrente. Isso tem motivado os engenheiros estruturais
a buscarem procedimentos mais precisos e completos como forma de avaliar o
comportamento das novas estruturas e também aprimorar a modelagem das estruturas
classicas.

Dentre as ferramentas empregadas para esse fim destaca-se a teoria da
elasticidade. Apesar de ser necessdrio, muitas vezes, o conhecimento do comportamento
dos materiais além da fase elastica a teoria da elasticidade fornece fortes subsidios para
o desenvolvimento de teorias que tratam, de forma mais abrangente, o processo de
mudanca de rigidez do material como as teorias da plasticidade, do dano e da fratura.
Além disso, as suas relagdes permitem a formulacdo de métodos numéricos como € o
caso do método dos elementos de contorno.

Na seqiiéncia deste capitulo serdo apresentadas algumas relacdes de interesse
para a compreensao da formulagdo do problema elastico pelo método dos elementos de

contorno.

1.1 — Equacdes de Equilibrio

O estado de tens@o em um ponto, de um corpo em equilibrio, pode ser ilustrado
representando o ponto estudado por um elemento de dimensdes infinitesimais conforme
apresenta a Fig. (I.1). Nesta figura estdo apresentadas as componentes de tensao

considerando o sistema de coordenadas cartesianas.
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Figura I.1 Estado de tensdo. Planos inclinados com for¢as de superficie. WUTZOW (2003).

z

O estado de tensdo € caracterizado se conhecidas as nove componentes de
tensao, sendo seis componentes cisalhantes e trés normais. Estas componentes de tensao
ndo sdo todas independentes. Considerando o equilibrio no elemento infinitesimal em
termos de momentos pode-se verificar que:

c,=0, L1

sendo:
O, tensdes internas ao corpo.
Efetuando agora o equilibrio em termos de forgas € possivel encontrar a equagao
de equilibrio do corpo que pode ser representada indicialmente por:
o,;;+b; =0 (1.2)
em que:

b, valores das forcas de corpo presentes atuantes na direcio i.
0, ; derivada da tensdo ij em relagéo a diregdo ;.

O equilibrio deve também ser satisfeito na superficie do corpo. Dessa forma o
estado de tensdo, adjacente a superficie do corpo considerado, deve ser decomposto na
direcdo do contorno de forma a igualar-se as forcas de superficie atuantes. A Fig. (I.1)
apresenta as forcas de superficie atuantes sobre um plano inclinado em um elemento de
dimensodes infinitesimais. Indicialmente esta relacdo de equilibrio pode ser representada
como:

P=0;1, 1.3)
onde:

P. forgas de superficie.

1, cossenos diretores da normal ao contorno.
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1.2 — Relacoes Constitutivas

Em elasticidade linear cldssica hd uma tnica relacdo envolvendo tensdes e
deformacdes que é denominada Lei de Hooke generalizada. Por meio dessa lei,
representada por um tensor de quarta ordem, cada componente de tensdo é linearmente
relacionada com todas as componentes de deformacao do ponto em estudo. Esta relacao
¢ também vdlida no sentido inverso, ou seja, as componentes de deformacgdo sao
linearmente relacionadas as componentes de tensdo via tensor inverso das propriedades
constitutivas. A Lei de Hooke generalizada pode ser representada de forma geral como:

[o]=1D.1-[¢] (14)
onde:

[DC] tensor de quarta ordem contendo as propriedades constitutivas do material.
[o] tensor de segunda ordem das tensdes internas ao corpo.

[8] tensor de segunda ordem das deformagdes do corpo.

Para materiais anisétropos o tensor constitutivo contém 81 termos
independentes os quais sdo funcdo somente da direcdo dos eixos de referéncia.
Contando com a simetria dos tensores de tensdo e deformacdo o nimero de termos
independentes do tensor constitutivo diminui para 36. Este nimero pode ser
consideravelmente reduzido admitindo-se comportamento isotrépico para os materiais.

Empregando este artificio € possivel descrever o tensor D, somente através do modulo

de elasticidade longitudinal, E, e do coeficiente de Poisson, v.
A Lei de Hooke generalizada para materiais isotropicos pode ser escrita de

forma concisa indicialmente conforme apresenta a Eq. (L.5).

E () S
o, 0y Ey TE; 1.5)

P l+o | (1-2-0)
sendo:

0, delta de Kroenecker.
g, deformagdes do corpo.

v coeficiente de Poisson.
E modulo de elasticidade longitudinal.

De forma inversa as deformagdes podem ser relacionadas as tensdes por:
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E; 3 o, —— (1.6)

1.3 — Relacoes Deformacdo-Deslocamento

A Fig. (I.2) ilustra as configuracdes deformada e indeformada de um corpo
sujeito a um regime de pequenas deformacdes. Tomando a vizinhanga de um ponto P,
antes da deformacao, verifica-se que este ponto desloca-se para o ponto P’, apds a acao
do carregamento, sendo o deslocamento dado pela subtragdo dos vetores posi¢ao R’e R.
Nessa situacdo a deformacdo pode ser obtida considerando a variagdo dos
deslocamentos ao longo de uma direcdo de interesse. Assim as deformacdes estdao
diretamente relacionadas aos gradientes dos deslocamentos.

No ambito do regime de pequenas deformagdes as componentes do estado de
deformacao em um corpo podem ser descritas empregando a simplificacao da descri¢do
via deformagdes infinitesimais. Por meio desta simplificacdo as deformacdes podem ser

obtidas de acordo com a Eq. (1.7).
1
SU:E'(”A/ +“j,;) L7

em que:

u; ; derivada do deslocamento da dire¢@o i em relagdo a diregdo j.

Figura .2 Estados deformado e indeformado para corpo em regime de pequenas deformacdes.
Determinacdo dos deslocamentos e das deformacdes em modelos 2D.

Tratando-se de regimes de grandes deformacdes a descricdo do estado de
deformacao deve ser realizada empregando os recursos da deformacao finita. Por meio

desta descricdo as deformagdes ndo sdo linearmente relacionadas ao gradiente dos
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deslocamentos. A ndo linearidade da relagcdo entre deformacao e deslocamento se faz
pela insercao de um produto diferencial como apresenta a Eq. (L.8).

8—1'(u ‘+u.. +u..-u ) (L.8)
ij_2 i,j Jid Jid L :

1.4 — Condicoes de Compatibilidade de Deformacdes

A relagdo deformacdo-deslocamento, apresentada na Eq. (I.7), representa um
sistema composto por trés componentes de deslocamentos e seis de deformagdao. De
forma a resolver problemas empregando o caminho inverso ao sugerido por essa
relacdo, ou seja, obter um campo de deslocamentos para um dado estado de deformacao,
torna-se necessario o emprego de equacdes de compatibilidade em termos de
deformacdo. A teoria cinemdtica de corpos deformdveis prevé que a compatibilidade
deve ser efetuada através da relacdo Eq. (1.9).

gij,kl +€kl,ij - gik,jl - gjl,ik =0 1.9)

1.5 — Equacionamento dos Problemas Eldsticos

O equacionamento de problemas elédsticos é necessario para a determinacao de
tensoes, deformacdes e deslocamentos em corpos sujeitos a esforcos externos e a
condi¢des de restricdo aos deslocamentos. Para a determinacdo das grandezas
mencionadas acima fazem-se necessdrios o emprego das relacdes constitutiva,
deformacao-deslocamento e de equilibrio. Além disso, as grandezas determinadas
devem obedecer as condi¢des de contorno impostas assim como as condigdes de
compatibilidade. No total do equacionamento resultam 15 equagdes para a obtencdo de
15 varidveis desconhecidas, as quais podem ser enunciadas: 6 tensdes, 6 deformacdes e
3 deslocamentos.

Dependendo das condi¢des de contorno impostas, as equacgdes podem ser
manipuladas de forma a tornar a resolu¢do mais conveniente. No caso do problema
estudado apresentar somente forcas de superficie aplicada é desejavel que as equacdes
sejam escritas em termos de tensdes. Caso contrario se estiverem presentes condi¢cdes de
contorno em termos de deslocamentos aplicados € mais vantajoso resolver o sistema de

equacgdes em termos de deslocamentos.
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1.6 — Simplificacdo do Problema 3-D para Estados Planos

O equacionamento de problemas elasticos pode muitas vezes ser simplificado
dependendo da geometria do corpo a ser analisado bem como das condi¢des de
contorno aplicadas. A transformacdo de problemas tridimensionais em problemas
bidimensionais da origem aos problemas ditos planos, os quais podem ser divididos em
planos de tensao e planos de deformacao.

Um problema é dito ser plano de deformag¢do quando os vetores de
deslocamento dos pontos pertencentes ao corpo em questdo sdo paralelos entre si. Isso
resulta que todos os pontos originalmente pertencentes a um plano, antes de o corpo ser
deformado, permanecem nesse mesmo plano apds a atuacdo das agdes externas. Nessa
classe de problemas enquadram-se, normalmente, problemas cuja geometria do corpo
analisado apresenta uma de suas dimensdes muito superior as demais como em
barragens, tubulacoes e estruturas de contencdo. Nesses casos citados o plano sob o qual
estardao contidos os pontos € um plano normal a maior dimensao do corpo.

Admitindo por simplicidade que o plano que contém os deslocamentos do corpo

seja 0 xy tem-se que as deformagdes presentes nesses tipos de problema sdo: € ,€,,7,,.

O estado de tensdo € representado pelas seguintes componentes o ,,0,,0,,7, , sendo

xy ?
que o, ¢ fungdo das tensdes o, ,0, .

Ja os problemas de estado plano de tensdo sdo caracterizados pela distribui¢dao
de tensdes no corpo ser essencialmente plana. Nesta classe de problemas podem ser
citadas estruturas cuja geometria apresente uma de suas dimensdes muito menor que as
demais como vigas-parede, chapas e paredes. Nestes casos o carregamento &
considerado como composto por for¢as aplicadas de forma paralela ao plano formado
pelas duas maiores dimensdes do corpo sendo ainda distribuidas uniformemente ao
longo da direcdo da menor dimensao (espessura).

Considerando que o plano formado pelas duas maiores dimensdes do corpo seja
o xy o estado de tensdo do corpo pode ser representado pelas seguintes componentes:

0,,0,,7,,. Jd o estado de deformagdo € caracterizado pelas componentes:

EHELE LY, Nessa situagdo €, € fungio das deformagdes &, JE, -
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1.7 — Tensoes Principais

O estado de tensdao em um ponto € definido por seis componentes orientadas
segundo um sistema de coordenadas de referéncia. Muitas vezes € de interesse na
andlise o conhecimento do estado de tensdo com referéncia em outro sistema de
coordenadas. O processo de transformacdo do estado de tensdo no ponto de um sistema
de referéncia para outro é simples bastando, para tanto, o conhecimento dos angulos de
inclinagdo entre os sistemas de referéncia anterior e atual.

Apesar de ser facil o processo de transformacdo do estado de tensdo de um
sistema de referéncia a outro € de grande interesse em engenharia a obten¢ao do estado
de tensdo em direcdes particulares onde as tensdes cisalhantes sejam nulas. Em um
problema tridimensional existem trés planos perpendiculares entre si onde essa condi¢do
¢ atendida, ou seja, as tensOes cisalhantes sdo nulas observando-se somente a presenca
de tensdes normais. Essas tensdes sdo chamadas de tensdes principais e, 0s €ixos que as

contém, de eixos principais de tensoes.

Assim, o vetor de tensao {aP } ¢ dito principal se a seguinte relacao é verificada:

{a“’}:ﬁ{r}} (1.10)

A

Onde 2 € um escalar denominado valor principal e {n} € o versor da normal

particular que define uma direcao principal.

Considerando a Eq. (I.3) pode-se escrever:

[6]-{7/\7}2/1-{7;} (L.11)

Ou em termos de componentes:

[sz'ﬂj]'6i=[ﬂ'ﬂij'€i G[j.nj:ﬂ.y]i (L.12)

0y 1y =471, (0 =4-8)-m; =0 (L13)

i

Ou ainda, a dltima expressao da Eq. (I.13) pode ser reescrita como:

(O-x - ﬂ’) Oy Oy " 0
(O'[j—/l-é‘lj)-nj =0 = o, (0'y —/1) Oy |V =10 1.14)
O O-zy (O—z - /1) 7;3 0
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A condigdo para que o sistema homogéneo apresente solucdo diferente da trivial,

A

ou seja {77} ={0} , é que o determinante da matriz de seus coeficientes se anule. Dessa

imposi¢ao resulta o seguinte polindmio cibico em A :
A1+ 1, A-1,=0 (1.15)
As raizes do polindmio da Eq. (I.15) sdo as tensdes principais. Nessa equagao,
1,1, el; sdo os invariantes do tensor de tensdes, assim denominados, pois possuem o
mesmo valor independente do referencial adotado. Os invariantes sdo definidos como:
l,=0,+0,+0,
I, =0'X-0'y+0'y-az+ax-0'1—ai—ai—ai (1.16)

2

— 2 2
I;=0, 0,0, +2-0'x‘y 0, 0, —0, -0'}.1 0,0 -0, -O'Xy

1.8 — Deformacoes Principais

Comportamento andlogo ao das tensdes pode ser observado também nas
deformacdes. Isto €, existem dire¢coes onde ndo sdo observadas deformacdes
distorcionais ocorrendo somente deformagdes axiais no corpo. Essas dire¢des sdo
chamadas de principais e as deformacdes axiais nessas direcdes sao conhecidas como
deformacdes principais.

Para se encontrar as deformagdes principais deve-se, como na Eq. (1.14),

considerar que:

(EX - ﬁg) 8)0’ €y " 0
Eyx (gy - /le) £y |47 =10 (L.17)
e €y (82 - /le ) 1;3 0

O célculo do determinante resulta, portanto, uma equagdo cubica:
A1 +1, A —1,=0 (1.18)
As raizes do polindmio da Eq. (I.18) fornecem as deformagdes principais, onde
os invariantes do estado de deformacao sao definidos como:

I =€, +€, +¢,

x

— 2 2 2
Iy =66+ -6+ € -6 —€ —€ (L.19)

2
Xy

— 2 2
I;=¢, €€, +2-8xy &y €y T &y -gﬁ —E, & —E €

Anexo I — Tépicos da Teoria da Elasticidade
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