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Resumo

de Macedo, Silvio Sandro Alves. Comutatividade Fraca por Bijecao entre
Grupos Abelianos. Goiania, 2010. 69p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

O grupo de comutatividade fraca por bijecdo G(H,K,c) = (H,K|[h,h°]| =1, Vh € H) é
definido como sendo o quociente do produto livre H * K pelo fecho normal de {[h,/°] :
Vh € H} em H * K. Nessa dissertacdo, estudamos os resultados obtidos em 2009 por

Oliveira e Sidki [7] que suportam a seguinte conjectura:

Se H,K =27, x --- x 7, entdo G(H,K,c) é um p-grupo.

Palavras—chave
Grupos livres, apresentacao de grupos, comutatividade fraca, classe de nilpotén-

cia, classes duplas.



Abstract

de Macedo, Silvio Sandro Alves. Comutatividade Fraca por Bijecao en-
tre Grupos Abelianos. Goiania, 2010. 69p. MSc. Dissertation. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

The weak commutativity group by bijection G(H,K,c) = (H,K|[h,h°] =1, Vh € H) is
defined as being the quotient of the free product H * K by normal closure of { [k, h®]: Vh €
H} in H % K. In this dissertation, we studied the results obtained in 2009 by Oliveira and
Sidki [7] that support the following conjecture:

IfH,K=7,x---xZp,, then G(H,K,0) is p-group.

Keywords

Free groups, presentations of groups, weak commutativity, nilpotency class,
double cosets.
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Introducao

Em 1980, Sidki [11] introduziu o grupo de comutatividade fraca
x(H) = (H,H®|[h,h®] =1, Vh e H),

definindo-o como o quociente do produto livre H x H® (¢ : H — H® um isomorfismo)
pelo fecho normal de {[h,h®]: Vh € H} em H « H®, (h? denota @(h)). Nesse artigo, Sidki

fez um estudo detalhado do grupo x(H) e obteve, dentre outros resultados, o seguinte

Teorema 0.1. Seja &2 qualquer uma das seguintes propriedades de grupos: finitude, p-

grupo, nilpotente, soliivel; entdo
H éum &P-grupo — x(H) é um &P-grupo.

Em 1981, Rocco [9] considerou o caso onde H é um p-grupo finito de ordem p”,
p impar e classe de nilpoténcia ¢ e provou que ¥ (H) é um p-grupo de ordem divisor de
p p(g) com classe de nilpoténcia no maximo 2c. Posteriormente, Gupta, Rocco e Sidki
[1], obtiveram um refinamento para esse resultado, mostrando que a classe de nilpoténcia
€ no maximo 2+ c.

Seguindo outra direcdo, em 2009, Oliveira e Sidki [7] consideraram um caso
mais geral do grupo de comutatividade fraca y(H), a saber, quando 6 : H — K é uma

bijecdo entre grupos finitos com ¢ fixando a identidade, o grupo
G(H,K,c) = (H,K|[h,h°] =1, Yh € H)

foi definido como sendo o quociente do produto livre H x K pelo fecho normal de
{[h,h°] : Yh € H} em H x K. Quando H = K, poderemos escrever G(H,G) ao invés de
G(H,K,c); observe que se ¢ for um isomorfismo, os grupos G(H,G) e y(H) coincidem,
assim € natural perguntar quais resultados obtidos para ¥ (H) continuam vélidos para
G(H,K,oc). Oliveira e Sidki [7] proporam entdo a seguinte

Conjectura 1. Se H e K sdo grupos nilpotentes finitos e 6 : H — K é uma bijecdo
fixando a identidade, entdo G(H,K,G) € nilpotente.
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Mas devido a dificuldade do problema, eles se concentraram no caso muito
particular em que os grupos H e K da conjectura acima sio isomorfos a Z, X ... X Z,, p

primo. Assim o problema bdésico tratado nesse artigo foi o seguinte:
Conjectura 2. Se H, K =7, X ... X Zp, entdo G = G(H,K,G) é um p-grupo.

Neste caso, o estudo do grupo G € facilitado pelas seguintes propriedades do

grupo H =Zp X ... X Lp:

(1) H pode ser visto como um espago vetorial sobre Z,;

(i) Todo elemento de H possui ordem p.

Esta dissertacao tem como fonte principal, o artigo de Oliveira e Sidki [7] e esta
dividida em dois capitulos. O primeiro capitulo traz os pré-requitos para o entendimento
do problema tratado; nos estendemos um pouco mais na parte da teoria combinatdria
dos grupos por se tratar de um assunto ainda pouco divulgado. O segundo capitulo € o
desenvolvimento do artigo principal e estd dividido em nove secdes. Na primeira seco,
citamos sem demonstracao, um critério de finitude provado por Sidki [11], da qual decorre
a finitude de G(H, K, o). Nas Secdes 2.2 e 2.3, provamos a conjectura 2 para H =K =7,
e calculamos via GAP [12] os grupos G(H,G) com H um p-grupo abeliano elementar
de ordem no maximo 16. Na Secdo 2.4 provamos que se H = Z, X -+ X Z,, entdo
toda bijecdo 6 : H — H permuta alguma base de H; este € um resultado técnico que
utilizaremos nas Secdes 2.6 e 2.9. Na Se¢do 2.5 mostramos que todo grupo G(H,0),
com H p-grupo abeliano elementar, é imagem homomorfa de algum grupo G(H,G) com
6 permutando os subgrupos de H. Na Secdo 2.6, verificamos a Conjectura 2 quando
H =K =7, x Z,. Na Sec@o 2.7 mostramos que para certas extensdes HeKdeHe
K, o grupo G(H,K,&) (para certas bijecdes &) é uma extensdo de G(H,K,c) por um p-
grupo abeliano elementar; esse resultado nos permitird verificar a Conjectura 2 para uma
certa quantidade de bije¢des 6 : H — H bem maior do que o niimero de isomorfismos de
H. A Secdo 2.8 € um pequeno passo na dire¢do da Conjectura 1, mostramos que para H e
K abelianos (ndo necessariamente isomorfos) e G = G(H,K,G) temos G/G” nilpotente.

Na ultima secd@o, provamos a Conjectura 2 para p impar € 6 uma transposicao.



CAPITULO 1

Preliminares

Este primeiro capitulo forma um pequeno compéndio dividido em trés partes:
grupos soldveis e nilpotentes, grupos livres e produtos livres. Tais topicos sdo pré-
requisitos para a leitura do artigo principal Oliveira e Sidki [7]. Na primeia parte, a nossa
referéncia € o capitulo 5 do livro de Rotman [10]. Para a segunda parte, a referéncia
principal € o livro de Johnson [3], e para a tltima, as paginas 174-176 de Lyndon e
Schupp [4] contém os resultados basicos de que precisamos, mas o leitor também podera
encontrar o assunto nas referéncias [3], [5], [8] e [10]. Quanto a notagdo, usaremos 0
mesmo simbolo 1 para indicar tanto o elemento neutro de um grupo como o seu subgrupo
trivial {1}.

1.1 Grupos Solaveis e Nilpotentes

Uma série normal de um grupo G € uma sequéncia de subgrupos
G=Gy>G1>--->G,=1

em que G <G, (Gj4+1 € um subgrupo normal de G;) para todo i. Os grupos fatores desta
série normal s@o os grupos G;/Gj parai=0,1,...,n— 1; 0 comprimento desta série é o
nimero de grupos fatores nao triviais. Uma série normal na qual todos os grupos fatores

sdo abelianos € chamada série soliivel.
Definicao 1.1. Um grupo G é soliivel quando ele possui uma série soluvel.

Naturalmente, todo grupo abeliano € soluvel. O exemplo de grupo solivel ndo
abeliano € o grupo simétrico S3, de fato, a série S3 > A3z > 1 é normal e seus grupos fatores
Az e S3/A3 = 7, sdo abelianos.

Se G € soluvel, o comprimento da menor série solivel de G € chamado compri-
mento derivado de G. Os grupos soliveis com comprimento derivado no maximo 1 sdo

os grupos abelianos. Os grupos soldveis com comprimento derivado no miximo 2 sdo
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chamados meta-abelianos. Assim
G ¢é meta-abeliano se existir N <G tal que N e G/N sdo abelianos.

Proposicao 1.2. As seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:

(i) Todo subgrupo de um grupo soliivel é soliivel.

(ii) Todo quociente de um grupo soliivel é soliivel.

(iii) Seja H < G. Se H e G/H sdo soliiveis, entdo G é soliivel.
(iv) Todo p-grupo finito é soliivel.

Devido a (i),(ii) e (iii) da proposi¢do acima, dizemos que a classe dos grupos
soluiveis € fechada a subgrupos, quocientes e extensdes, respectivamente.
Sejam x,y elementos de um grupo G, o conjugado de x por y é denotado por

¥’ =y~ xy. O comutador de x e y é definido por

bey] =x""y .

O grupo G' = ([x,y] : x,y € G), gerado por todos os comutadores em G, é chamado
subgrupo comutador (ou subgrupo derivado) de G. Uma vez que [x,y]* = [x%,)°], para

quaisquer x,y,z € G, temos G’ < G. Se definirmos indutivamente
G=G", G =[G, G,
Obtemos uma série
G=¢c0 > G\ > G > ...

que € chamada série derivada de G. Para esta série vale GY <G, paratodoi=0,1,.... A

proposi¢do seguinte mostra a conexao entre a série derivada e a solubilidade.
Proposicdo 1.3. Um grupo G ¢ solivel se, e somente se G = 1, para algum n natural.

Quando G € um grupo soluvel, o menor inteiro n tal que G =1,¢ precisamente
o comprimento derivado de G. Como exemplo, o grupo S3 possui comprimento derivado

igual a 2 pois Sg :A/3 =1.

Exemplo 1.1. Seja G um grupo qualquer; o grupo G/G" é meta-abeliano. Primeiramente,
observe que G/G' é abeliano pois G'xG'y = G'yG'x <= [x,y] € G'. Temos assim que
G'/G" e (G/G")/(G'/G") sdo abelianos, pois o iltimo grupo é isomorfo a G/G'. Segue
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portanto que G/G" é meta-abeliano.

G<—>G/G/I

G/ G//G//

G// 1

Sejam H,K subgrupos de G; o subgrupo comutador de H e K € definido por
[H,K| = ([h,k] : h € H,k € K). Vamos definir indutivamente

71(G)=G,  Y+1(G)=[1(G),Gl.
Como Y;+1(G) <7i(G), para todo i, obtemos uma série
G=7(G) 21(G) =2 13(G) = ... (1-1)

que € chamada série central inferior de G. Esta série possui as seguintes propriedades:
(i) 7i(G) <G para todo i;
(i) vi(G)/Vit1(G) < Z(G/Vi1(G)).

Dai o motivo da série chamar-se central. A série 1-1 ndo precisa ser normal pois
muito embora Y;+1(G) <v;(G) para todo 7, pode ndo existir um inteiro n tal que ¥,(G) = 1;

mas quando existe, damos a seguinte defini¢ao:

Definicdo 1.4. Um grupo G ¢ nilpotente se existir um inteiro c tal que Y.1+1(G) = 1. O

menor inteiro ¢ é chamado classe de nilpoténcia do grupo G.

Os grupos abelianos sdo os grupos nilpotentes de classe 1. Todo grupo nilpotente
€ soluvel, pois as propriedades (i) e (i1) acima implicam que a série

G=v1(G) >712(G) > ... 2 Y+1(G) = 1

€ soluvel. Nem todo grupo soluvel € nilpotente, por exemplo, o grupo S3 € solivel mas nao
¢ nilpotente pois Z(S3) = 1, e pela proposi¢do abaixo, todo grupo nilpotente nao-trivial

possui centro nao-trivial.

Proposicao 1.5. Se G é um grupo nilpotente de classe c, entdo as seguintes afirmagoes

sdo verdadeiras:

(i) G é solivel.
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(ii) Se G # 1, entdo Z(G) # 1.
(iii) Todo subgrupo H de G é nilpotente de classe no mdximo c.

(iv) Se H <G, entdo G/H é nilpotente de classe no mdximo c.

Os itens (ii1) e (iv) dessa proposicdo dizem que a classe dos grupos nilpotentes é
fechada a subgrupos e quocientes. Ao contrario dos grupos soluveis, a classe dos grupos
nilpotentes ndo é fechada a extensdes: Az e S3/A3 = 7Z; sdo nilpotentes mas S3 ndo é
nilpotente.

Sejam x,y,z elementos de um grupo G, o comutador de peso 3 € definido por
[x,y,z] = [[x,y],z]. Mais geralmente, um comutador de peso n > 2 é definido indutiva-

mente:

[)C] y X2, ~--7xn] = [[X] y X2, -~-7xn—1] 7xn] .

Vamos listar na forma de um lema, as identidades de comutadores que utilizare-

mos ao longo do texto.

Lema 1.6. Sejam x,y,z elementos de um grupo. Entdo:
@ [xy] =21 =y"y

(i) [ry] ™" = [l = [y

(i) [xy,2) =[x,z [1,2] e [x,y2] = [x,2] [, 3]

(v) [x,y Lz [z ha]  [zx 71y =1 (Identidade de Witt);
W [y = (o ) e oy = (ol )
i) ] =[xy 7 =[xy

Prova. Sao diretas se desenvolvermos separadamente, cada membro das identidades
usando a defini¢do de comutador.

O
Seja G um grupo e R C G um subconjunto qualquer, defina (R) = (r8: r € R,g € G). E

de facil verificacdo que

(R)Y é 0 menor subgrupo normal de G contendo R,

G ¢ o0 subgrupo normal de G gerado por R. Chamaremos este

ou equivalentemente, (R)
subgrupo de fecho normal de R em G. A proposi¢ao seguinte dd uma descri¢cdo dos termos

da série central inferior através do fecho normal de comutadores.

Proposicao 1.7. Seja G = (x1,x2,...,x,) e R 0 conjunto formado por todos os comutadores
[Xj,,%Xjps ..., xj;] de peso i, onde 1 < j. < n. Entdo Y;(G) = (R)°.
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Prova. Primeiramente mostremos que v;(G) = ([g1,---,&i] : &1,--.,8 € G). Isto é claro
para i = 2. Suponha que o resultado seja verdadeiro para algum i. Por defini¢do ;11 (G) =
[7i(G), G]. Pondo

H = ([g1,---,8+1]:81,---,8i+1 € G),
= <[[g17"'7gi]7gi+l]:g17'-'7gi+1€G>-

Temos H < ¥;+1(G) e HJG. Como

[g1,---,8i+1] € H <= 7;(G) e G comutam médulo H <= ¥;1+1(G) = [1i(G),G] < H,

obtemos Y;+1(G) = H e a indugdo estd completa. Agora sejam g = x}',..., X1, ..., 8 =
x',...,x%. Aplicando as identidades [a,bc] = [a,c][a,b]¢ € [ab,c] = [a,c]’[b,c] repetidas
vezes no comutador [x}',...,x¥;...;x]!,. .., x%] vemos que [g1,...,8] € (R)¢ e conse-

quentemente ¥;(G) < (R)®. Como v;(G) é um subgrupo normal de G contendo R, segue
que ¥;(G) = (R)°. B

Corolario 1.8. Um grupo G é nilpotente de classe no mdximo c se, e somente se, qualquer

comutador de peso ¢+ 1 nos geradores de G é trivial.

1.2 Grupos Livres

Uma palavra sobre a notacdo: Se f: X — Y € uma func¢do e x € X, escreveremos
x/ a0 invés de f(x) e X/ ao invés de f(X). Poderemos também escrever f : x — y para

indicar que y é a imagem de x por f.

Definicao 1.9. Um grupo F é livre sobre um subconjunto X C F se, dado qualquer

grupo G e qualquer aplicacio © : X — G, existir um tinico homomorfismo 8 : F — G

0

estendendo 8, isto é, x® = x® para todo x € X.

XC—T>F

DN

G

Exemplo 1.2. O grupo ciclico infinito F = (a) € livre em X = {a}.

Seja G um grupo qualquer e a® = g, com g € G. Como F é infinito, a aplicacdo (a”)é =g"

estd bem definida e claramente é o iinico homomorfismo que estende 9.

Lema 1.10. Se F ¢ livre em X, entdo F é gerado por X.
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Prova. Seja ® : X — (X) a aplicagdo inclusdo com sua extensdo 0 : F — (X). Seja
T: (X) — F uma incluso, assim 6t : F — F estende a inclusdo 81 : X — F, como
esta inclusdo também é estendida 2 aplicagdo identidade em F, por unicidade, 0t = 1¢ e

isto implica que 8 é uma inclusdo de F em (X), donde F C (X). O

Quando F é livre em X, dizemos que F tem base X. O cardinal |X| é chamado
posto de F, denotado por r(F). O préximo resultado garante que o posto de um grupo
livre estd bem definido.

Proposicao 1.11. Sejam Fy livre em X| e F> livre em Xy, entdo F| = F, se, e somente se
1X1| = [Xa|-

Prova. Suponha |Xi| = |X;| e seja 6 : X; — X uma bijecdo com inversa 6~!. Seja
01 : F1 — F> aextensdo de X S, Xy — F e ¢y : F» — F aextensdo de X; (:l X| — F.
Dado x € Xj, temos
0102 — (x6)¢z _ (XG)G_' = x,

logo ¢102 : Fi — F> estende a inclusdo X; — F;. Como a aplicagdo identidade 1f,
também estende esta inclusdo, por unicidade temos 0102 = 1f,, analogamente (01 = 1,
e segue, portanto, que ¢; € um isomorfismo de F; em F;.

Para provar a reciproca, observe que pela defini¢ao de grupo livre, existe uma bijecao entre
Map(X;,G) (o conjunto de todas as aplicagdes de X; em G) e Hom(F;,G) (o conjunto de
todos os homomorfismos de F; em G), i = 1,2. Tomando G = Z,, da hipbtese F1 = F>
obtemos |Hom(Fy,Z,)| = |Hom(F»,Z;)

, logo
\Map(X1,Z,)| = |Map(Xa,Z,)| = 2511 = 2%l — x| = [x3].

O

Observacao 1.12. Na ultima implicagcdo da proposicdo acima, usamos a seguinte lei de

cancelamento da aritmética cardinal: y* = Yﬁ implica oo = B (veja [2], p. 95).

Seja X um conjunto arbitrdrio. Nosso objetivo serd construir um grupo livre

F(X), tendo X como base. Considere um novo conjunto X! = {x~! : x € X}, obtido

1 1

de X por meio da bijecio x — x~! e seja X* = X UX~!. Utilizando a inversa de x — x~ !,

interpretamos (x~ 1)~ = x.

Definicao 1.13. Uma palavra em X* é uma l-upla a = (x1,x2, ...,x;), onde cada x; € X*.

1

A palavra diz-se reduzida quando ndo possui os simbolos x, x~ " em posicoes adjacentes.

Escreveremos simplesmente a = x1x>...x; € quando a for reduzida, diremos que

possui comprimento /, denotado por |a| = I. A palavra de comprimento nulo, isto é, que
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ndo contém nenhum simbolo, serd denotada por 1. De agora em diante, F (X ) denotard o

conjunto de todas as palavras reduzidas em X, claramente 1 € F(X).

Teorema 1.14. F(X) forma um grupo livre em X.

Prova. Dados a = x;...x; € b =yj...y,, em F(X), defina o produto
ab = X1..X]_Yr41---Yms

onde r € o menor valor que torna ab reduzida. A palavra vazia 1 € a identidade e a palavra

al = X ! ...xl_1 € o inverso de a. Vamos verificar a associatividade. Sejam

C=21.--Zny, bC=Y1...Vm—sZs+1---Zn-
Existem trés casos a considerar:

() r+s < m a palavra b ndo foi cancelada, logo (ab)c = a(bc) =

X1 X[—rYr+1---Ym—sZs+1---Zn-
(ii) r+s=m: somente a palavra b foi cancelada, assim (ab)c = a(bc) = x1...X]_Zs41---2n-

(iii) r+ s > m: cancelou-se b e simbolos de a ou c¢. Fagamos
B=y1-Ym—s, Y=Ym—stl--Vr, O=Yri1...Vm.

Observe que Yy # 1, pois Yy possui r + s —m > 0 simbolos. Temos assim

b = Pyd
a = oy B! onde O = xy...x;_,
c = & lyle onde € = zg11...2

(ab)e = (ad)(8~'y'e) =a(y'e)
a(be) = (ay'B~")(Be) = (o ).

Como a.e Y~ ! sdo adjacentes na palavra reduzida a, segue que o/(y~'€) é a forma reduzida
de (ab)c, analogamente, (ory !)e é a forma reduzida de a(bc). Pelo caso (ii), obtemos
a(bc) = (ab)c.

Vamos mostrar que F(X) é livre em X. Seja G um grupo arbitrarioe 8: X — G
uma aplicagdo qualquer, dado w = x1...x; € F(X), defina 6 : F(X) — G por

WP =20 1°=1, 0 =X, ()fl)é =(x® 'comxeX.
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Mostremos que 8 é um homomorfismo. Sejam a, b e ab como definidos acima,

A = x?...xley?...y,?1
e TU AN LU G T KA O CA OO
= 0 300
= (ab)®.

Agora pela prépria construgdo de F(X), temos que X gera F(X), disso decorre a unici-
dade de 6. 0

Muitos resultados na teoria de grupos livres sd@o provados com indugdo sobre a

ordem das palavras, por isso, a seguinte caracteriza¢ao ¢ fundamental.
Proposicao 1.15. Um grupo F é livre em um subconjunto X se, e somente se
(i) X gera F;

(ii) Toda palavra reduzida em X* de comprimento positivo é diferente de 1.

Prova. Seja®: F(X) — F o homomorfismo que estende a inclusdo 0 : X — F. Se (i)
e (ii) sdo validas, entdo 8 é um isomorfismo, logo F é livre em X. Reciprocamente, seja
F livieem X e § : F — F(X) a extensdo da inclusdo ¢ : X — F(X). Como X gera
F, (Lema 1.10), temos §® = 1, analogamente, 60 = 1 F(x) © sendo 6 um isomorfismo,
valem (1) e (ii). ]

Proposicao 1.16. Todo grupo é isomorfo a um quociente de grupo livre.

Prova. Dado um grupo G seja X um conjunto gerador para G (X sempre existe, tome
X = G, por exemplo). Seja 0 : F(X) — G a extensio da inclusio 6 : X — G. Como
G = (X), temos Im(8) = G, logo G = Im(8) = F(X) /Ker(8). O

Definicao 1.17. Uma palavra reduzida a = x1x3...x;, x; € X*, é chamada ciclicamente

reduzida quando x; # xl_l.

13u onde @ é ciclicamente

Claramente, toda palavra reduzida a € do tipo a = u~
reduzida. Quando a # 1, temos a # 1 e para todo natural n, a”* é ciclicamente reduzida,
disto segue que a" = u~'@"u # 1 quando a # 1. Concluimos assim que todo subgrupo
ndo trivial de F(X) € infinito, em particular, F(X) € infinito. Note que se F é um grupo
livre arbitrario com base X, entdo pela Proposi¢do 1.11, podemos escrever F = F(X). A

seguir, vamos demonstrar algumas propriedades dos grupos livres.
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Lema 1.18. Se a,b € F(X) sdo tais que ab = ba, entdo existe c € F(X) tal que a = c* e

b=c"comk,heZ.

Prova. Sejam a = x1...x; € b = yj...y,, com [ < m, usaremos indugdo sobre |a| + |b|. De
ab = ba temos
X1eeX[—rYr+1---Ym = Y1---Ym—rXr+1---X]-
Admitindo 0 </ < m, temos trés possibilidades:
(i) r = 0. Segue da expressdo acima que x; = y;,i = 1,...,I. Assim b = au com |u| =
m—I1<me|a|+ |u| < |a|+ |b|. Agora [a,u] = [a,au] = [a,b] = 1 e por hipitese de
inducdo, a e u sdo poténcias de algum ¢ € F(X), o mesmo valendo para b = au.

. —1
(ii) r=1[. Temos y; = X i

de modo andlogo ao caso (i).

1<i<leb=a 'ucom |u|=m—1<m.O resultado segue

(iii) 0 <r < l. Neste caso temos x| = y1,X; = Vm € Vi = xl_l, consequentemente a = (a')™!

eb=(b)"onded =x3..x;_1eb =yr...ym—1 com|d|=1—2e |V |=m—2. Assim

I=la,b] = [(d)",(¥)"]

[d,b'] (conjugando por x; ).

Segue da hipétese de inducdo que d’ e b’ sdo poténcias de algum ¢/, consequente-

mente a,b sdo poténcias de ¢ = (¢/)*.
0J

Observacao 1.19. Seja F um grupo livre e a,b € F satisfazendo a* = b" com n > 1 inteiro.

1

Pondo a =u""'au e b =v~'bv com u,v ciclicamente reduzidas, das equacées a" = b"* e

a*" = b* obtemos

nlal+2lul = nlb|+2|v

’

2nlal+2lul = 2n|b|+2|v.

Subtraindo membro a membro, temos |a| = |b| e |u| = |v|. Como ndo hd cancelamentos na
igualdade u='a"u = v='b", obtemos u =v e @ = b o que implica a = b. Vamos utilizar

esta observacdo para generalizar o Lema 1.18.

Lema 1.20. Se a"b* = b*a", com a e b pertencendo ao grupo livre F e h,k inteiros ndo

nulos, entdo ab = ba. Assim a e b sdo poténcias de um mesmo elemento.

* comuta com b*K, podemos assumir que 4,k sdo inteiros positivos.

Prova. Como a
Como

ah — bkahbfk — (bkabik)h,
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segue da observacdo anterior que a = bfab~, isto é b* = (a~'ba)*, novamente pela

observacio anterior, b = a~ ! ba. 0

Lema 1.21. Para todo a # 1 pertencente a um grupo livre F, o centralizador Cp(a) =

{u € F :ua = au,u € F} é um grupo abeliano.

Prova. Sejam u,v € Cp(a) com ua = au e va = av. Pelo Lema 1.18 (ou lema anterior),

existem inteiros p, q,r,s tais que
u=>b a=bl,v=d", a=4d".

Como b? e d*° comutam (porque sdo iguais), segue do lema anterior que b e d sdo potén-
cias de um elemento em comum c. De u = b” e v =d" temos que u e v também sdo

poténcias de ¢ e portanto comutam. 0

Proposicao 1.22. Para todo a # 1 em um grupo livre F, Cp(a) é um grupo ciclico.

Prova. Sejad # 1 um elemento de comprimento minimal em Cr(a) e v € Cr(a) arbitrério.
Afirmamos que v € poténcia de d. De fato, como v comuta com d (Lema 1.21), pelo Lema

1.18, existem inteiros A,k e ¢ € F tais que

k

Da segunda equacdo ¢* comuta com a, consequentemente ¢ € Cr(a) (Lema 1.20). Da

primeira equagao

d| = |c"| = (™ eu)"| = |hlje]+2]ul,
= [Allcl+(lel = [cl)  (por substitui¢ao de 2[u| = |c| —|c]),
= ([h[=Dlel+c[-

Sendo d # 1, temos & # 0. Como ¢ € Cr(a), segue da minimalidade de |d| que |h| =1,
logo v = d**. 0J

Proposicao 1.23. Um grupo livre F € nilpotente se, e somente se r(F) = 1.

Prova. Um grupo livre de posto 1 € ciclico infinito, portanto nilpotente pelo Exemplo 1.2.
Para a reciproca, observe que se F # 1 for nilpotente, entdo possui centro Z(F) nao trivial
(Proposicao 1.5). Tomando a € Z(F), como a" = a para todo w € F, temos F = Cr(a).
Sendo Cr(a) um subgrupo ciclico (lema anterior), o resultado segue.

0J
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Vejamos agora um exemplo concreto de grupo livre

Exemplo 1.3. Sejam o e B fungdes sobre o conjunto CU {eo} definidas por

i, se xeC\{5h)
o {x—I—Z, se x € C\{e} N 2+olo . 2

X = se x= 5

0o, se X =00

se x=o0
Observe que o. e B possuem inversas dadas por:

= se xeC\{}, o0
o {x—Z, se x € C\{e} g1 I=2x 1\{2 }
X’ = . Se X=3

co, S X =o0 1

)
B s€ X =00

Assim . e B geram um grupo de permutagcoes de C U {e}. Vamos mostrar que
x>1=

(o, B) € um grupo livre sobre {o,B}. Primeiramente, observe que x € C,
xB| < 1, isto é, B leva os pontos exteriores ao circulo unitdrio S' ao interior de S'\{0};
a mesma afirmacdo vale para P~ pois se ndo fosse assim, existiriam x,y € C\S tal que
B~':x —y, donde B :y — x, contradicdo. Concluimos assim que B" aplica C\S' em
S\ {0}, para todo inteiro n # 0. Claramente o™ aplica o interior de S' no exterior de S' e
o exterior de S' no exterior de S!, para todo inteiro m # 0. Com excessdo de ", nenhuma
outra palavra reduzida em ., 3 pode fixar a origem, logo toda palavra reduzida em o, 3

é diferente de 1, segue entdo pela Proposigdo 1.15 que (o, B) é um grupo livre.

1.2.1 O teorema de Schreier

Provaremos nesta se¢do, o famoso teorema de Schreier que afirma que todo
subgrupo H de um grupo livre F ¢ livre, mais ainda, se |F : H| for finito, entdo r(H) =
(r(F)—1)|F : H|+ 1. O primeiro passo na dire¢éo da prova é ordenar o grupo F.

Uma relacdo bindria < sobre um conjunto S é chamada de relagdo de boa ordem

se satisfaz as quatro propriedades seguintes:

(i) VseS, sLs (ndo reflexiva),
() s<tet<u=—>s<u (transitiva),
(iii) Vs,te S, s<tous=tout<s (tricotomia),

(iv) Todo subconjunto ndo vazio de S contém um menor elemento.

Sabe-se da teoria dos conjuntos que qualquer conjunto pode ser bem ordenado
(veja [2], p- 59). Seja F = F(X), existe entdo uma boa ordem < para X*. Vamos definir

uma relagdo de ordem para F' a partir da boa ordem de X*. Dados a = x;...x;,b =
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Vi-..ym € F,definaa < b se |a|] < |b| ou se |a| = |b| e x, < y,, onde r = min{i : x; < y;}.

Naio € dificil mostrar que < € uma boa ordem para F'.

Exemplo 1.4. Seja F = F(x,y) um grupo livre de posto 2, onde X* = X UX ! é ordenado

porx <y < x~ ' <y~l. Os primeiros 24 elementos de F sdo:
l<x<y<xl<yla<xy<xyl<m<y?<wl<xly<x?<

1 Iyl < y’2 <x< xzy < xzy’1 < xyx < xy2 < xyx’1 < xy’lx <....

)Fly’1 <y x<y”

A partir de agora, consideraremos F com a ordem <.

Lema 1.24. Seja w = x| ...x, uma palavra reduzida em X* comn > 1 e v € F arbitrdrio.
Entdo

V< X]...Xp—1 implica vx, <w.

Prova. Se |v| < n—1, entdo |vx,| < n = |w| e o resultado segue. Podemos entdo assumir

quev=xy...X,—1Yr...Yyp—1 €reduzidacom 1 <r<n—1ley, <x,. Sey,_| :x,jl, entio

[vx,| =n—2 <|wl, se ndo, vx, = X1 ...X_1Yr...Yn—1X, é reduzida. Em quanquer dos dois

€asos, vx, < w.
OJ

Seja G um grupo e H < G. O conjunto U formado pela escolha de um repre-
sentante de cada classe lateral Hg é chamado transversal de H em G. Para grupos livres,

temos um tipo especial de transversal.
Definicao 1.25. Um transversal U de H em F é chamado transversal de Schreier (TS), se
qualquer palavra w € U contém todos os seus segmentos iniciais, isto é

w=x1...x, €U implica xi...x,-1 €U. (1-2)

Observe que todo transversal de Schreier deve conter a palavra vazia 1 € F.
Lema 1.26. Todo subgrupo H de F possui um transversal de Schreier.

Prova. Seja U o transversal consistindo do menor elemento de cada classe lateral de H
em F. Vamos mostrar que U satisfaz a contrapositiva de (1-2). Sejaw = xy...x,—1x, €

suponha que x; ...x,—1 ¢ U. Sejav € U o menor elemento de Hx; ...x,_. Agora

V<X K] = VX, < W (pelo Lema 1.24)

Hv=Hx;...x,_1 — Hvx,=Hw.

Assim vx, € Hw e vx, < w, logo w ndo pode ser o menor elemento de Hw,

consequentemente w ¢ U. 0J
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Seja H < F e U um transversal de H em F, dado w € F definimos w por

HwNU = {w}. Valem as seguintes propriedades:

w=wewecU, Hw=Hw, w=w,Yw € F.

Assim, dado x € X* e u € U, temos que Hux = Hux implica Hu = Hiuxx~ !, como

wix—! € HunU = {u} segue que
wx '=uNVuelU,xeX". (1-3)

Lema 1.27. Se H < F e U é um transversal de H em F qualquer contendo a identidade,

entdo o conjunto A = {uxux ' :u € U,x € X*} gera H.

Prova. Como Hux = Hux, é claro que A C H. Agora dado & € H seja

*
h=x1xy..%,, X € X",

e defina indutivamente: u; = 1, ujy; = wx;, 1 < i < n. Pondo a; = wuxu; +11 =

wixix; L€ A, 1 <i<n,temos

-1 -1
ayay...an = X1X2.. XU, | = h”n+1'

Como o lado direito da igualdade acima pertence a H, obtemos u,+; € H. Mas u,,1 € U

e HNU =1, logo u,+1 =1 e h fica expresso como uma palavra nos elementos de A.
0J

Observe que no lema acima ndo usamos o fato de F ser livre em X, mas apenas
gerado por X. Decorre entdo o seguinte: Se G € um grupo finitamente gerado e H < G
com |G : H| < o, entdo H ¢ finitamente gerado.

O lema seguinte mostra que o conjunto A possui geradores redundantes, isto &,

podemos obter um conjunto gerador B para H de tamanho menor do que A.

Lema 1.28. Considere os conjuntos:

B = {wix ':ucUxeX,ux¢U},
B = {wax ':ueUxeX ' ux¢ U},
B! = {b':beBl.

Temos B~' = B e portanto A\{1} = BUB™", onde a unido é disjunta.
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Prova. Sejamu € U e x € X*(= XUX 1), decorre de (1-3) que

ux¢U s ux4meoutme | cmx ! £mx | omx 1 ¢U.
Se tomarmos x € X e x € X! acima, obtemos respectivamente B! C Be B! C B.
A segunda inclusdo é equivalente a B C B!, deste modo B~! = B. Agora observe que
uxix ' =1 se, e somente se ux € U, assim A\{1} = BUB~ .. O

No lema abaixo, o transversal U da definicdo de B e B~!, é de Schreier.

Lema 1.29. Sejam b = uxux ', b’ = vypy ! € BUB™! = A\{1}. Com excecdo do caso

v:ﬁ,y:x_l,uzﬁ, (1-4)

a forma reduzida do produto bb' em X* é igual a

uxwyW_1 ,

para algum w € F. Em outras palavras, no produto bb' ndo hd cancelamento dos fatores
médios x e y.

Prova. Podemos olhar apenas para xix vy, e mostrar que sua forma reduzida é xwy.

Sejam ux = x1x3...x; € v =y1y2...y, palavras reduzidas em X*. Observe que

() ym# y‘l, caso contrdrio, vy = y1 -+ ym_1 € U (porque U € TS) e terfamos vy = 7y,
donde b’ = 1, o que contraria a hipétese.

(2) x; # x, caso contrario

—lx (por (1-3)),

= xl...xlx_lx’

UX = Uxx

= X1 X[—1X,
= x1---x_1x (porque ux € U, que é TS),

= mev,

e seria ux € U, contradi¢do. Desse modo, X!

1

ndo cancela x e v ndo cancela y, resta

analisar o cancelamento entre 7ix ' e v. A forma reduzida do produto @x vy conserva o

final y, caso contrdrio vy = yy - - - y,,y seria o segmento inicial de ux e assim vy € U (porque

U é TS), mas isto nos daria vy = vy = b’ = 1, uma contradi¢do. Analogamente, a forma

1 1

reduzida de xwx~'v conserva x, caso contrério (xuxx~!)~! = xx~! seria segmento inicial
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de v e entdo wxx~ ' € U pois U é TS. Por conseguinte

ux = uxxx (por (1-3)),
= wxx 'x (porquemmx ! e U),
= ux,

e isto nos daria ux € U, contradi¢do. Assim, o Gnico modo de x e y serem cancelados é
1

quev=ux,y=x 'evy=uxx ! =u.

0J

Teorema 1.30. (Schreier) Se H é um subgrupo de um grupo livre F, entdo H é livre. Mais
ainda, se |F :H| =ser(F)=r, entdo |r(H)| = (r—1)s+ 1.

Prova. Mantendo a notacdo prévia, seja
w=b1by...b,, bj = u,-xiu,-xi_l, 1<i<n

uma palavra reduzida em B. Pelo lema anterior, w contém todos os simbolos x; de b; com
i =1,...,n. Temos assim que |w| > n, donde H é livre em B pela Proposic¢do 1.15. Sendo

B={uxux ':ucU,x€X,ux ¢ U} (U um transversal de Schreier), obtemos
[r(H)| =|B| = sr—b,

onde b = [{(u,x,v) € U xX x U : ux = v}|. Considere agora o grafo orientado I, cujos
vértices sdo os s elementos de U e cada aresta (u,v) ¢ indexada por x € X se, e somente
se ux = v (veja o Exemplo .7 no Apéndice). Afirmamos que I" é uma arvore. De fato, cada
vértice de I' conecta-se por algum caminho a 1, pois U € um transversal de Schreier; ndo
ha circuitos no grafo pois F' ndo possui relacdes (porque F € livre em X); por ultimo, ndo
existem vértices repetidos, pois se ux = v e uy = v, entdo x = y. Observe que b € o nimero
de arestas de I', portanto b = s — 1 (Lema .41 do Apéndice), substituindo este valor de b

na expressdo de r(H ), obtemos finalmente |r(H)| = (r—1)s+ 1.
0J

Observe que o teorema de Schreier implica imediatamente que todo subgrupo de
um grupo ciclico € ciclico. Menos trivial, € seguinte consequéncia do teorema Schreier:
Se H for um subgrupo do grupo livre F' tal que |F : H| = oo ¢ H possui um subgrupo
normal ndo trivial de F, entdo r(H) = oo (veja Johson [3], pag 23).
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1.2.2 Apresentaciao de Grupos

Nesta secao, denotaremos <R>G por R, a menos que haja perigo de confusio.

Definicao 1.31. Seja F = F(X) um grupo livre com base X e R um subconjunto de F. Se
um grupo G é isomorfo a F /R, escrevemos G = (X|R) e dizemos que o par (X|R) é uma

apresentagdo para G.

Quando G = (X|R), os elementos x € X e r € R sdo chamados, respectivamente,
de geradores e relacoes da apresentacdo. Dizemos que o grupo G € finitamente apresen-

tado quando X e R sdo finitos.

Exemplo 1.5. (i) (X|@) é uma apresentagdo para o grupo livre F = F (X).
Basta observar que @ = 1 e F = F/1.
(ii) Zy = (x|x").
Considere o epimorfismo ¢ : F(x) — Z,, definido por x" — n. Como Ker() =
{x": =0} = (x") e Ker(¢) <F(x) temos {x"} = Ker(§) com Z,, = F /Ker ().
{

(l”) Z6 =Xy ]x3,y2,[x,y]).
Seja Z¢ = (a) e considere a aplicagdo © : {x,y} — Z¢ definida por x — a* e

y — a’. Seja F livre em {x,y} e 0 a extensdo de 8. Entdo

(X3)é:(a2)3:1; ) = (®)?=1; [x,y]é:aza*3a2a3:1.

Pondo R = {x3,x?,[x,y]}, as equacées acima implicam que R C Ker(8), logo H =
R C Ker(8). Decorre desta iiltima inclusdo que a aplicagio ¢ : F /H — F /Ker(8),

Hw — Ker(0)w estd bem definida e portanto ¢ é um epimorfismo, assim |F /H| >
|F /Ker(8)|. O homomorfismo 8 é sobrejetor pois vale (yx™' )(§ =d’a? = a. Assim
F /Ker(8) = Zg e portanto |F /H| > |F /Ker(8)| = 6. Por outro lado, como Hx e
Hy geram F /H e valem HxHy = HyHx, Hx> = H, Hy?> = H obtemos que F /H

possui no mdximo seis elementos
2 2
H, Hx, Hx", Hy, Hxy, Hx"y.

Assim |F /H| = 6 e portanto F /H = Z.

Algumas vezes, € mais conveniente trabalhar com apresentacdes na forma G =
(X|R=1),onde R=1¢ o conjunto {r =1:r € R}. Os elementos r = 1 sdo chamados
de relagoes definidoras da apresentacdo. Uma forma equivalente de escrever a relagdo

definidora rs—! =1 é r = s, por exemplo

G = (xylyxly lay)
= (x,y]xz =1 :y3,xy = yX).
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Proposicao 1.32. Todo grupo possui uma apresentagdo e todo grupo finito possui uma

apresentagdo finita.

Prova. Seja G um grupo qualquer e 0 : F(X) — G o homomorfismo da Proposigdo 1.16,
temos G = F(X)/Ker(8). Pondo R = Ker(8), segue que R = Re G = (X|R). No caso de
G ser finito, pondo |X| = re |G : Ker(8)| = s, segue pelo teorema de Schreier que Ker(8')

¢ gerado por um conjunto B de cardinalidade (r —1)s+ 1. Como (B) = Ker(8) <F(X),
temos (B) = B e assim G = (X|B), que é uma apresentagio finita.
O

Lema 1.33. Sejam F,G,H grupos ev:F — G, o.: F — H homomorfismos tais que
(i) Im(v) =G (ii) Ker(v) C Ker(a).
Entdo existe um homomorfismo o : G — H tal que vo! = o, mais ainda Ker(o) =

Ker(a)".

Prova. Dado g € G, como v é sobrejetiva, existe f € F tal que f¥ = g. Defina g% = f.

Dados f1, f> € F, temos

fi=f < fify' €Ker(v)
= fifr ! €Ker(a) (por (ii)

— =/

Isso mostra que o estd bem definida. Para ver que o é um homomorfismo, tomemos

g1,.82€Ge fi,f» € Ftaisque f = g1 e f; = go, temos (f1 /2)" =gi182¢

/

(£182)* = (if)*=1fH= g‘f‘,g%/.

Agorava/ = a., segue da prépria defini¢do de o e a verificagdo de que Ker(o') C Ker(at)”
e Ker(a)” C Ker(a) é rotineira. O

Dada uma apresentagdo G = (X|R), ao invés de operar com elementos na forma

Rx, é conveniente identificar G com um tranversal de R em F (X) contendo a identidade 1.
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Nesse sentido podemos considerar G = (X) ao invés de G = (Rx : x € X) e olhar para a

aplicagiio natural 8 : x — Rx como a inclusdo X < (X|R).

Proposicao 1.34. (Teorema de von Dick). Se G = (X|R) e H = (X|S), onde RC S C F(X),
entdo existe um epimorfismo ¢ : G — H, que fixa todo x € X e tal que Ker(¢) = (S\R)°.

Reciprocamente, todo quociente de G = (X|R) possui uma apresentagdo (X|S) com S O R.

Prova. Considere as aplicagdes naturais v: F — F/R e o.: F — F/S. Como v é
sobrejetiva e Ker(v) = R C S = Ker(a.), existe, pelo lema anterior, um homomorfismo
¢ =o' de G em H tal que:

(i) o= vo;
(ii)  Ker(¢) = Ker(a)".

Agora ¢ fixa todo x € X porque v e o 0 fazem e por (i), ¢ € sobrejetiva porque v € o 0
sdo. Por (ii), Ker(¢) = % = <S>Tm. Como Ker(0) <G, com o pequeno abuso de notagdo
mensionado acima podemos escrever Ker(¢) = (S\R)C. Reciprocamente, seja H um
grupo quociente de G e seja ¢ a composta de aplicagdes naturais F(X) — G — H,

temos R C Ker(0) e sendo Ker(¢) = Ker(9) obtemos H = (X|Ker(0)). O

A proposicao seguinte é de grande utilidade na constru¢do de homomorfismos

entre apresentagdes de grupos.

Proposicao 1.35. (Teste da Substituicdo) Seja G = (X|R) uma apresentacdo e H um
grupo. A aplicagéo 0 : X — H estende-se a um homomorfismo 0" : G — H se, e somente

se vale a condicdo de substituicdo: Para todo r = x1 ...x; em R, temos x? .. .xle =1.

Prova. Sejat:X — F uma inclusdo e v: F — F /R (= G), a aplicagdo natural. Como
F € livre em X, 0 estende-se a um homomorfismo 0’ : F — H. Agora a condic¢io
de substituicdo é equivalente a R C Ker(8'). Como Ker(6') <F e R = Ker(v), temos
Ker(8') C Ker(v). Uma vez que v é sobrejetiva, podemos aplicar o lema anterior para

garantir a existéncia de um homomorfismo 0" : G — H.

X—>F—">G

\N \L el e//

H

Reciprocamente, a existéncia de um homomorfismo 6” : G — H esten-
dendo 6 implica, pela unicidade de ', que v0” = 6’. Como Ker(v) C Ker(v0"), temos
R C R =Ker(v) C Ker(v0") = Ker(®'). O
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Observacao 1.36. O homomorfismo 0" da proposicdo acima é unico, pois X gera G.

Também é de fdcil verificacdo que 0" é um epimorfismo se, e somente se (X e) =H.

Proposicio 1.37. Se G = (X|R) e H = (Y|S), entdo o produto direto G X H possui uma
apresentagdo
(X,Y|R,S,[X,Y]),

onde [X, Y] ={[x,y] :x€X,yeY}.

Prova. Seja D = (X,Y|R,S,[X,Y]), pelo teste da substituicdo, as inclusdes X < D e
Y — D, estendem-se a homomorfismos 6 : G — D e ¢ : H — D, respectivamente.

Observe que paratodox € X ey € Y, xy = yx é uma relacdo em D, consequentemente
Xy =yx — xeyq) = yq)xe — geh¢ = hq)ge,

para todo g € G e h € H, pois X gera G e Y gera H. Decorre dai que a aplicacdo
o : G x H — D definida por (g,h) — g®h® é um homomorfismo, mais ainda, o leva os
geradores de G x H nos geradores de D, poisa.: (x,1) — xe a: (1,y) — y. Considere
agora, a aplica¢do b : X UY — G x H definida por x — (x,1) e y — (1,y). Afirmamos
que b satisfaz a condi¢do de substituicao. De fato, seja r uma relacdo em D, se r € R,
temos r* = (r,1) = (1,1) pois r = 1 em G, do mesmo modo * = 1 quando r € S; se
r € [X,Y], temos ¥ = [x,y]” = (x~ 1, 1)(1,y ") (x,1)(1,y) = (1,1). Assim, b estende-se
a um homomorfismo f : D — G x H que leva os geradores de D nos geradores G X H.
Uma vez que of} fixa o conjunto gerador de G x H e PBa fixa o conjunto gerador de D,

temos que [3 é o inverso de o e portanto o € um isomorfismo. O

Exemplo 1.6. (i) Sejam 7y = (x|x*> = 1) e Zz = (y|y> = 1), temos 7 x 7z = (x,y|x> =
v =1xy= yx), que também é uma apresentacdo para o grupo Ze (Exemplo 1.5,

(iii)), segue assim que os grupos 7o X 7.3 e ¢ sdo isomorfos.

(ii) Se G = (X|R), entdo G/G' = (X|R,C), onde C = {|x,y] : x,y € X,x # y}. De fato,
pelo teorema de von Dick, é suficiente mostrar que o fecho normal de C em G
coincide com G'. Por um lado, as relagées C implicam que o grupo G/C = (X|R,C)
é abeliano, logo G' C C. Por outro lado, G' é um subgrupo normal de G contendo

C, consequentemente CCd@.

(iii) Seja F = (X|®) o grupo livre em X, temos pelo item anterior que F /F' = (X |[X, X]).
Decorre dai que se F tem posto r, entdo F/F' é isomorfo ao produto direto
de r copias de Z. Para mostrar isso usamos indugdo sobre r. O caso r =1 é

imediato; supondo o resultado vdlido para r copias 7. X -+ X L = {(x1,-+ ,x/|Cy),
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onde C, = {[x;,x;] : 1 <i< j<r}. Temos:

(ZXx--XZLYXZ = (x1,-,%]|Cr) X {xp11|0)
= (x1, ,%11|Cr, [X1,X041], - [xr,Xr11]) (pela Proposigdo 1.37)
= <X],"' 7xr+1|cr+1>'
Em uma apresenta¢do (X|R), quando w € R (isto €, w = 1), dizemos que a relagio

w é consequéncia das relacdes de R. Por exemplo, para Zg = (x,y|x> = 1 =y, xy = yx),

temos que w = (xy)® é consequéncia das relagdes de Zg. De fato

wo o= (xy)8=x%° (pela relagdo definidora xy = yx)
= ()P0
= 1 (pelas relagdes definidoras PX=1= y3)

Dada a apresentagio G = (X|R). Se w € R\R, é claro que RUw = R e segue
que (X|R,w) também é uma apresentacdo para G. Do mesmo modo, se R’ = R\w, com
w € RNR\w entdo R’ = R, logo (X|R') também é uma nova apresentagio para G. Obtemos

assim que as seguintes operacdes sobre (X |R) ndo alteram o grupo G:

(T1) Adicionar consequéncias: X' =X, R’ =RUr,onde r € R\R;

(T2) Remover redundéncias: X’ =X, R'=R\r,onde r € RUR\r.

Veremos agora, outras duas operagdes sobre (X |R) que ndo alteram o grupo G.
Seja w € F arbitririo e y um simbolo que nio pertence a X. Pondo H = (X, y|R,y~'w),
vemos pelo teste da substituicdo que a inclusdo X — H estende-se a um homomorfismo
o : G — H que fixa o conjunto gerador de G. Seja a aplicagdo b : X Uy — (X|R),
definida por x — x e y — w. Novamente pelo teste da substitui¢cdo, obtemos um homo-
morfismo B : H — G que fixa o conjunto gerador de H. Assim, o e B sdo homomorfismos
inversos um do outro e consequentemente (X|R) e (X,y|R,y~'w) sdo duas apresentagdes

para G. Essas duas operacOes sdo resumidas no seguinte:

(T3) Introduzir abreviages: X' = XUy, R' =RUy 'w; y¢X,wcF.
(T4) Remover abreviagdes: X' =X\y, R' =R\y 'w; yecX,weX\y)ey 'wéa

Unica relagdo em R envolvendo o simbolo y.

As operagoes (T'1),(72),(T3) e (T4) acima sdo chamadas de fransformagoes
de Tietze e t€m como objetivo simplificar a apresentacdo de um grupo. Na prdtica,

trabalhamos com relagdes definidoras ao invés de relagdes.

Exemplo 1.7. Usando as transformagoes de Tietze, vamos mostrar que 7o X 7.3 = Zg.
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Seja 7y x 73 = (x,y|x* = 1,y3 = 1,xy = yx). Introduzindo a abreviacdo a = xy

e notando que x> = 1,y° = 1,xy = yx = a® = 1, podemos escrever

<x,y,a|x2 = 1,y3 = 1,xy:yx,a :xy,a6 = ]>

1 1

aemy’ =1 exy=yx segue que (x~ a)3 =1 e ax = xa, podemos

entdo remover a abreviacdo y = xla:

Substituindo y = x~

<Xaa\)€2 =1,(x"'a) =1,ax = xa,a® = 1).

3 3

Como x = @ é consequéncia de x> = 1,(x"'a)® = 1,ax = xa, acrescentamos x = a
a apresentacdo de 7o x 73. Agora sendo x* = 1,(x 'a)® = 1,ax = xa consequéncias
de a% = 1,x = a’, obtemos Z x Z3 = (x,a|la® = 1,x = a®). Finalmente, removendo a

3

abreviacdo x = a® segue que 7o x 73 = (a|a® = 1).

Exemplo 1.8. O grupo G = (a,blabab®* = 1 = baba?®) é isomorfo a Zs. Observe que
baba® = 1 implica ba = a=*b~", substituindo em abab* = 1, temos a(a>b~")b> = 1 =
a=b, logo G = (a|a’).

Exemplo 1.9. O grupo H = (a,b,c,d|ab = c¢,bc = d,cd = a,da = b) é isomorfo a Zs.
Substituindo ¢ = ab e d = bc = bab nas outras duas relagées obtemos cd = a =
(ab)(bab) = a = b*ab = 1 e da = b = (bab)(a) = b = aba = b, assim H =
(a,b|b*ab =1 = aba = b). Agora de aba = b obtemos b = a~? e substituindo em b*>ab = 1,
temos (a=2)%a(a=?) = a° = 1 e finalmente H = (a|a”).

1.3 Produtos Livres

Definicao 1.38. Sejam H = (X|R) e K = (Y|S) grupos com X e Y disjuntos. O produto

livre H x K ¢ definido pela apresentacdo
HxK = (X,Y|R,S).

Os grupos H e K sdo chamados de grupos fatores do produto livre H * K. A

seguir, veremos que o produto livre ndo depende das apresentacdes escolhidas para H e K.
Proposicao 1.39. O produto livre H % K estd bem definido.

Prova. Sejam H' =~ H e K' = K com apresentacdes H' = (X'|R’) e K’ = (Y’|S’), onde
X'NY’' = @. Considere os isomorfismos o.: H — H' e p: K — K’. Uma vez que o e B
levam relacdes definidoras em relagdes definidoras, obtemos pelo teste da substituicdo, o
homomorfismo natural L+ : H*K — H'*xK', x — x%, y — yB. De modo andlogo, obte-

mos 0 homomorfismo natural ! « B~ : A/ xK' — HxK, x' — (xl)(rl,yl - (y/)ﬁil-
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Como o~ !+ B! é o inverso de ou* B, temos H K = H' xK'. 0J

Sejam H e K subgrupos de H * K, gerados por X e Y, respectivamente. Pelo teste
da substitui¢do, a inclusdao X — H K e aaplicacdow: XUY — H, x — x,y — 1 estende-
se ao homomorfismo o : H — H x K e a projecdo 7| : H *x K — H, respectivamente.
Observe que H* =H, H'' = H, O : x — x e M0 : x — x para todo x € X, logo
am; = 1y e Ty = 147 e portanto H = H. Analogamente K = K. Sendo H = K gerado por
H e K, se identificarmos H com H e K com K, podemos considerar que o produto livre

H x K € gerado pelos seus grupos fatores H e K.

Exemplo 1.10. Para A = (a|a™ = 1) e B= (b|b" = 1) temos AxB = (a,b|a™ =1 =1").
Seja A x B = (a,bla™ =1 =b",a"'b~'ab = 1). Pelo teorema de von Dick (Proposicdo

1.34),
AxB

AXBZ .
x <a_1b_1ab>A*B

Seguindo a notagdo dada para a definicdo de apresentacdo de grupos, escrevemos
AXB=(A,B|[a,b] =1).

De maneira geral, temos a seguinte

Definicao 1.40. (Sidki, [11]) Sejam H e K grupos e R um subconjunto do produto livre
AxB. Entdo (H,K|R) denotard o quociente de H x K pelo fecho normal de R em H x K.

Observacdo 1.41. Seja G = (H,K|R), onde H = (X|P) e K = (Y|S). A definicdo G =
<g+’f,( implica que G possui a apresentacdo (X,Y|P,S,R). Nesse sentido, diremos que

(H,K|R) é uma apresentagdo de G, gerada pelos grupos H,K e tendo R como relagoes.

Definicao 1.42. Uma sequéncia ay,...,a, chama-se reduzida em H x K quando cada
a; # 1, cada a; pertence a algum grupo fator H ou K, e os elementos a;, a1\ nunca

pertencem ao mesmo grupo fator.

Exemplo 1.11. Sejam A = (a|a® = 1) e B = (b|b*> = 1). Os elementos de A sdo 1,a?,a>,a*
e os elementos de B sdo 1,b,b*. As sequéncias a*,b,a,b? e a’*b sdo reduzidas, enquanto

que a*,a,b,a,b* e a*,1,b ndo sdo.

Assim como em grupos livres, podemos definir uma forma normal para os

elementos de H x K.

Proposicao 1.43. (Forma normal) Considere o produto livre H x K. Entdo as seguintes

duas afirmacdes sdo equivalentes e verdadeiras:

(I) Cada elemento w de H x K pode ser expresso de maneira vinica comow = aj ...ap,

onde ay,...,a, é uma sequénia reduzida.
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(IlI) Sew =ayay...an, n >0, onde ay,...,a, é uma sequéncia reduzida, entdo w #* 1
em H =K.

Prova. Equivaléncia: Suponha (I) verdadeira e seja w nas condigdes de (I); se fosse w =1

ndo teriamos unicidade na expressdo de 1 como produto dos elementos de uma sequéncia

reduzida. Agora suponha (I1) verdadeira e sejam w = ay,...,a, e w = by,...,b, em suas
formas reduzidas. Decorre de (II) que ay, ... ,ay, b;l Yo ,bl_l nao pode ser reduzida, logo
a, e b;l estdo no mesmo grupo fator. Também ay, ..., (anbal),bm_l,...,bl_l nao pode

ser reduzida e necessariamente a,, = by,. Prosseguindo com o mesmo argumento, obtemos
m=nea; =>b;paratodoi=1,...,n.

Provemos agora que () é verdadeira. Seja W o conjunto de todas as sequéncias
reduzidas de H * K e Sy o grupo das permutacdes de W. Para cada h € H defina uma
permutacdo G € Sy da seguinte maneira: Se h =1, entdo 6, = ly;seh# leay,...a, é

uma sequéncia reduzida, entdo

h,ay,...,a, se a; €K
on(ai,...,an) =< hay,...,a, se ay €Hehay #1

a,...,ay se a;=h"!

Para a sequéncia vazia 1, definimos ainda 6(1) = h. Notanto que (c;,)~! = 6,1, vemos
que o € uma permutacdo de W. Avaliando Gy para os devidos casos dados em sua
definicao, checamos que 6,y = 6,6;. Deste modo a aplicacdo . : H — Sy, h — 6, é
um homomorfismo. Analogamente obtemos o homomorfismo 3 : K — Sy, k — . Seja

ox B : H+K — Sy o homomorfismo que obtemos pelo teste da substituicdo. Agora seja

we Hx*xK comw=aj...a, onde ay,...,a, € reduzida. Afirmamos que a permutacio
w®B leva a sequéncia vazia 1 em ay,...,a,. De fato, w**B = a(lx*B P = Gy, --- O,
e 1%«-Cum — a?”z"'ca" = ... =ay,...,a,. Finalmente, se tivéssemos w = 1, entdo
w®B .1 — 1 e isto implicaria que ay, . .., a, é a sequéncia vazia 1, o que é absurdo, pois
tomamos n > 0. O

Quando w = ay ...a, é um elemento de H x K tal que a sequéncia ay,...,a, €

reduzida, dizemos que w esta na forma reduzida.

Exemplo 1.12. Sejam H e K grupos ndo triviais e tome h € H e k € K. O elemento w = hk
de H % K estd na forma reduzida. Também estd na forma reduzida qualquer poténcia w"
comn > 0, assim pela Proposicdo 1.43, (1l); temos w" # 1 para todo n > 0, em particular,

o produto livre H x K é infinito.



CAPITULO 2

O Grupo de Comutatividade Fraca

Todos os resultados sem referéncia neste capitulo encontram-se no artigo princi-
pal Oliveira e Sidki[7].

2.1 A finitude do grupo G(H,K,G)

Nesta secdo vamos definir o grupo de comutatividade fraca por bijecdo G =
G(H,K,o) e enunciar, sem demonstra¢do, alguns resultados obtidos por Sidki[11] para

certas classes de grupos relacionadas com G.

Definicao 2.1. Seja 6 : H — K uma bijecdo entre grupos tal que 1° = 1. O grupo
G(H,K,c) = (H,K|[h,h°] =1:Vh e H)

é definido como sendo o quociente do produto livre H x K pelo fecho normal de

{[h,h°]|,Vh € H} em H *K.

Observe que G = G(H,K,0) é dado como na Defini¢dao 1.40, onde as relacdes
definidoras [h,h°] = 1 sdo expressas dizendo que H e K comutam fracamente através da

bije¢do 6. Se H = K, quando for conveniente, denotaremos G(H, K, o) por G(H,G).

Definicao 2.2. Sejam H e K grupos finitos e Y: H — K uma fungdo. Entdo a tripla
(H,K,Yy) é dita especial se 7y satisfaz

(i) W=1elV =1,

(i) |(ST h)Y| > S

>

para todo subconjunto S de K tal que 1 € S e para todo h € H.

O critério de finitude a seguir é dado para um grupo mais geral do que
G(H,K,0).
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Teorema 2.3. (Sidki [11]) Seja (H,K,Y) uma tripla especial, onde H e K sdo grupos
finitos de ordens m e n, respectivamente, tal que 1 < n < m. Sejam & : H — K e

€: H — H funcoes. Entdo o grupo definido por
G(H,K,,8,¢) = (H,K|hi' (i)~ ()~ = 1,vh € H)

é finito de ordem no mdximo (m — 1)e™, onde e é o niimero de Euler.

Quando |H| = |K| =n e 6: H— K é uma bijecdo fixando a identidade,
vemos que © satisfaz as condi¢des (i) e (ii) da Defini¢éo 2.2 e portanto a tripla (H,K,G)
¢ especial. Neste caso, Sidki [11] mostrou como um coroldrio do teorema acima que
G(H,K,c,8,¢€) possui ordem limitada por ne"~!. Tomando 8 = G e € igual a identidade
id : H — H, vemos que G(H,K,c) é um caso particular do grupo G(H,K,G,9d,¢),
possuindo portanto, ordem limitada por ne" !

Se (H,K,Yy) é especial, entdo necessariamente y: H — K é uma sobrejegio.
De fato, pondo S = K e h = 1 na Defini¢do 2.2, temos |(K771)Y\ > |K]|, o que significa
que (KT1 )Y = K e portanto 7 é sobrejetiva. Ocorre porém que se 6 : H — K for apenas
sobrejetiva, G(H,K,0) = (H,K|[h,h°] = 1,Vh € H) pode ndo ser finito.

Exemplo 2.1. Seja A = (a) um grupo ciclico de ordem n®, B = (b) um grupo ciclico de

ordem n? e defina 6 : A — B pela escolha de aplicacées sobrejetivas:

c:1 — 1,
A\{d") — (\{1},
@)\ {1} — B\(").

Afirmamos que Gg}{lz;f;) = Ty x Ly e uma vez que Ly x Ly € infinito (Exemplo 1.12),

temos que G = G(A, B, G) é infinito. Comegcemos observando que as relacdes definidoras
[a,b"] =1 e [d",b] =1 em G implicam o seguinte:

(i) [a", "] =1=[d"D°], Vrs€LZ,

(ii) (a",b") é central em G.

Assim por (i), todas as relagdes definidoras de G sdo consequéncias de [a,b"] =1 e
[a",b] =1, logo

G = <A,B‘[a,bn]:1:[an7b]>a
G

@G = (A,B|[a,b"] =1=[d",b],d" =1=D") (pelo teorema de von Dick),

= (A,Bld"=1=0D") (por remogdo de consequéncias),

= (a,b\a”3 =1= b"27a" (pela Observagdo 1.41).

I
—_

I
Sy
3
~——
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@G = (a,bld"=1=0") (por remog¢do de consequéncias),
G .
@ = ZnxZy (por (ii)).

Quando @ : H — K é um isomorfismo, escrevemos ¥ (H) ao invés de
G(H,K, o), isso porque ¥ (H) ndo depende do isomorfismo ¢. De fato, seja ¢ : H — K

um isomorfismo, pelo teste da substitui¢do obtemos os homomorfismos naturais

o X<H7(P) - X<H7¢)7 B: X(Haq)) - X(Ha(p)
h — h h — h
h® — ho ho — he

que sdo inversos um do outro, assim Y (H,¢) = y(H,$). Além de finitude ¥ conserva

outras propriedades.

Teorema 2.4. (Sidki [11]) Seja &7 qualquer uma das seguintes propriedade de grupos:

p-grupo, nilpotente, soliivel; entdo
H éum P-grupo — x(H) é um &P-grupo.

Como G(H,K,c) é uma generalizacdo de y(H ), é natural indagar se o teorema

acima continua vélido para G(H,K,o); Oliveira e Sidki [7] proporam entdo a seguinte

Conjectura 3. Se H e K sdo grupos nilpotentes finitos e 6 : H — K é uma bijecdo
fixando a identidade, entdo G(H,K,G) € nilpotente.

Mas devido a dificuldade do problema, Oliveira e Sidki [7] concentraram-se
no caso mais particular em que os grupos H e K da conjectura acima sdo isomorfos a

ZLp X ... X ZLp. Portanto o problema bdsico estudado nesta dissertacdo € o seguinte:
Conjectura 4. Se H, K =7, x ... x Z,, entdo G(H,K,G) é um p-grupo.

Um grupo H isomorfo a Z, X ... X Z,, com k fatores Z,, onde p € um niimero
primo, € chamado p-grupo abeliano elementar de posto k, que denotaremos por H = A, ;.

O estudo do grupo G(A, x,0) ¢ facilitado pelas seguintes propriedades do grupo A, :
(i) Apx pode ser visto como um espago vetorial sobre Zy;
(i1) Todo elemento de A, ; possui ordem p.

Assim um isomorfismo do grupo A, pode ser visto como um isomorfismo
do espago vetorial A, que por sua vez, pode ser identificado com uma matriz k x k
invertivel, com entradas em Z,,. Indicando o conjunto de tais matrizes por GL(k, p), temos
entdo que Aut(A, ;) = GL(k,p).
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2.2 Ogrupo G(H,K,G) com H,K = 7,
Nessa se¢do vamos considerar H,K = Z, e mostrar que G(H,K,6) = H x K,
mas antes, precisaremos de um resultado da teoria elementar dos niimeros.

Lema 2.5. Sejam 1 < r,s < n inteiros com r,s dividindo n e ¢ a fungdo de Euler. Entdo
X = {I<i<n, mde(iys) =1} = |X| = 0(s):
s
n
v o= (i<j<nrl=r|="

Prova. Observe que mdc(x,s) = 1 <= mdc(x+s,s) = 1 para todo inteiro x. Pondo

n = sq, vemos que em cada um dos g intervalos

[1,s],[s,2s],....[(g — 1)s,5q]

. . - B n
existem exatamente ¢(s) ndmeros que sdo primos com s, logo |X| = o(s)%. A segunda

igualdade ¢ imediata. OJ

Teorema 2.6. Se H e K sdo grupos ciclicos de ordem n entdo G(H,K,6) = H x K.

Prova. Sejam H = (a) e K = (b), se mostrarmos que a comuta com b, entdo sendo

(a')® = b/, com 1 < i, j < n, segue da Proposi¢io 1.6, (iii) que
[a,b] = 1 implica [a',b/] =1
e assim
G= <H7K| [avb] = 1>7

que € uma apresentagdo do grupo H x K (Exemplo 1.10). Suponha o contrério, que
[a,b] # 1, logo 6 :a' — b para algum 1 <i<neo:a— b/ paraalgum 1 < j < n.
Assim existem inteiros minimais 1 < r,s < n tais que [a,b"] = 1 = [¢°, D]. Primeiramente,

r e s dividem n. De fato, pondo n = rg+t com 0 <t < r, temos

1=la,b"] = [a, 0] = [a,b'][a,b")"
= [a,b] (porque [a,b™] = 1),

o que implica t = 0 pela minimalidade de r. Analogamente se mostra que s|n. Agora

considere os conjuntos

= {d":1<i<nmde(is) =1},

Y = {b/:1<j<n,r|j}.
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Afirmamos que X° C Y. De fato, sejam (a')® = b/ com @' € X e inteiros u,v tais que

iu+sv =1, devemos mostrar que r divide j. Seja entdo j =rg+t com 0 <t < r, temos

1 =[d',(a)°] = [',b'] = [d', b"D] R
= [d',b'] (porque [a',"] = 1),
= [a"b'],
= [a"a" V] (porque [a™,b'] =1),
= [a,b],

o que implica ¢t = 0 por causa da minimalidade de r, logo r divide ;.
Comol=0b"€Y,6:1— Il masl¢X,temos X° #7Y, logo |X| < |Y|, que

combinado com o lema anterior nos da

n

n
0(s)~ < (2-1)
s r
Definindo os conjuntos
Y = {:1<i<nmdec(ir)=1},
X = {d:1<j<nglj},
segue de modo inteiramente andlogo que
n o n
o(r)—- <. (2-2)
ros

Combinando 2-1 e 2-2 obtemos finalmente

D)0 < 0(s)% <2

o que implica ¢(s)¢(r) < 1, uma contradi¢do, logo a comutacomb e G(H,K,0) = H x K.
0

Observacio 2.7. Sejam H = (X|R) e K = (Y|S). Entdo H x K = (X,Y|R,S,[X,Y]), ou
ainda H x K = (H,K|[h,k| = 1,Yh € H,k € K). Acrescentando as relagoes de H x K a
apresentagdo do grupo G = G(H,K,G), temos . K]G = (H,K]|[h, k] =1,[h,h°] =1,Vh e
H.k € K). Removendo as consequéncias [h,h°] = 1, obtemos [H K]G = H x K. Decorre
das identidades [h1, k)" = [h1hy, k] [ha, k] 7Y e [h, k1] = [h ko]~ [, ki ko) que [H, K] <G,
portanto gy ] = H x K. No caso particular de G ser abeliano temos G(H,K,6) = H x K.
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2.3 Calculo do grupo G(H,G) com H p-grupo abeliano

elementar de ordem no maximo 16

Nesta se¢do, vamos fazer uso do sistema GAP (Groups, Algorithms and Pro-
gramming) para calcular os grupos G(H,c), onde H = A3 2,A23,A2 4,A3 2. Veremos que
para estes grupos, a Conjectura 2 ¢ verdadeira. O célculo direto dos (|H| —1)! gru-
pos G(H,o) torna-se invidvel muito rapidamente por causa do crescimento fatorial. A
Proposi¢do 2.9 abaixo nos permite fazer uma melhoria no cdlculo do grupos G(H,G) via

GAP, pois ela afirma que a maioria desses grupos sao isomorfos.

Definicao 2.8. Sejam H,K subgrupos de um grupo G com x € G. O subconjunto
HxK = {hxk :he€ H,k € K}

é chamado de classe dupla.

Observe que no caso particular de H ou K serem triviais, uma classe dupla torna-
se uma classe lateral. Assim como as classes laterais, as classes duplas formam uma

particdo de G, isto é:

(1) G=U,eqgHxK;
(i1) Para todos x,y € G, temos HxK = HyK ou HxXK "HyK = @.

Para ver isso basta verificar que a relacdo em G definida por “x ~y <=y = hxk”
para algum h € H e k € K € uma relagdo de equivaléncia e a classe de equivaléncia

contendo x € HxK.

Proposicao 2.9. Sejam H,K grupos e 6 : H — K uma bije¢do fixando a identidade. Se
o€ Aut(H) e B € Aut(K), entdo G(H,K,0) = G(H,K,0cp).

Prova. Pelo teste da substitui¢do, a aplicacdo 8 : H UK — G(H,K,0cf) definida por
h— h“fl, k — kP estende-se ao epimorfismo 0 : G(H,K,6) — G(H,K,acp), pois

10 = (1 1oP) = [ e P

Analogamente, a aplicacdo ¢ : HUK — G(H,K, o) definida por h — h%*, k —
k¥ estende-se ao epimorfismo ¢ : G(H,K,acB) — G(H,K,c) porque

[h’h(XGB](T) _ [hoc,h(oco[s)[s—l] _ [h(x’h(lﬁ].

Claramente ¢ é o inverso de 8, assim G(H,K,c) = G(H,K,0cp). O]
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Um grupo no GAP € ordenado por comprimento e lexicografia, isto €, pela ordem
que definimos no inicio da Secdo 1.2.1, onde a ordem nos geradores € dada como no
Exemplo 1.4. Seja H = {1,hy,...,h,}, podemos identificar Aut(H) com um subgrupo de
S|q|—1 simplesmente observando que um automorfismo o de H induz uma permutagdo
o nos indices dos elementos de H, isto é i® = j <= h{ = h;. Fazendo as mesmas

consideragdes para K = H, podemos escrever
A=Aut(H) =Aut(K) < Sp_1.

Agora podemos calcular as classes duplas A\S,_;/A = {AsA : s € S,_1} no GAP,

utilizando a funcao
DoubleCosetRepsAndSizes (G,U,V)

que retorna uma lista com os representantes das classes duplas U\G/U junto com a
respectiva ordem de cada classe. Nas tabelas abaixo, ¢ € a classe de nilpoténcia e d é

o comprimento derivado; o algoritmo para o cdlculo dos grupos encontra-se no Apéndice.

(1) H=A7,.
Neste caso GL(2,2) = S3 e temos uma tnica classe dupla em GL(2,2)S3GL(2,2)
e portanto um unico representante de classe dupla. Assim G(H,c) = G(H, @) para
todo ¢ € S3.

6 ||GH,0)| |c|d
() 2 202

(i) H=A3.
Neste caso, os representantes de classes duplas em GL(3,2)S7GL(3,2) com as

respectivas quantidades de elementos de cada classe sdo:

{0),168},{(6,7),1176},{(5,6,7),2352},{(4,5,6,7), 1344}

c |G(H,0)| | ¢ | d

() 210 3(2
(6,7) 210 3(2
(5,6,7) 28 212
(4,5,6,7) 28 212

(iii)) H=~A4.
Para este caso existem 3374 representantes de classes duplas em
GL(4,2)S15GL(4,2). Vamos listar apenas as ordens dos grupos com as suas
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respectivas quantidades:

{27,1888},{2'°, 1278}, {2'1,171},{2'%,14}, {2113}, {2, 5},{2"°, 5}

c |G(H,0)| | ¢

() 219 4

(14,15) 219 5
(10,13)(14,15) 219 5
(8,11)(9,12)(10,13) 219 4
(8,11)(9,12)(10,14,13,15) 219 5

(iV) H :A3,2.

Para este grupo, temos 26 representantes de classes duplas em GL(3,2)S3GL(3,2),

sendo 3 grupos de ordem 243 e 23 grupos de ordem 81.

c |G(H,0)| | ¢ |d
! 3 202
(6,7) 3 2|2
(4,6,8,7) 3’ 212
(7,8) 34 1|1
(3,4,7,5,6,8) 34 1)1

Observacao 2.10. Em sua tese de doutorado, Oliveira [6] deu provas diretas para todos

esses casos apresentados.

2.4 Fixando uma base

Nesta se¢do vamos olhar para H = A, ; como um espago vetorial sobre Z, e
denotar por By ao conjunto formado por todas a bases de H. Nosso objetivo serd mostrar
que By N By é ndo vazio, isto é, 6 permuta alguma base de H. Obteremos a partir disso,

um resultado ttil que afirma que no grupo G(H,c) podemos considerar ¢ permutando

alguma base de H.

Lema 2.11. Sejam H = A, ;. e By o conjunto formado por todas as bases de H. Entdo

M 1Bl =p® ] -1y

0<j<k—1

k__ L.
(ii) Existem ’;—_1] subgrupos ciclicos de H.
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Prova.

(i) Uma base para H é um subconjunto ordenado {aj,ay,...,a;}, onde ajii ¢
(ar,az,...,aj), paratodo j=1,...,k — 1. Temos p* — 1 modos de escolher a1, como
[(a1)| = p, temos p* — p maneiras de escolher a», sendo |{a;,a)| = p?, havera

pK — p? possibilidades para a3. Continuando assim

Bl = (P—D —p)P*—p)..(p" =P,
= -0 =Dp(P =D (p— 1P,
0<j<k—1

(i1)) Como todo elemento em H, diferente de 1, possui ordem p, segue que dois
subgrupos ciclicos quaisquer de H sdo iguais ou disjuntos. Seja n a quantidade de

subgrupos ciclicos de H, cada um dos quais com ordem p. Sendo H igual a unido

pr-1

desses n subgrupos, obtemos p* =n(p—1)+ 1, isto é, n = P

Definicao 2.12. Seja 6 uma permutacdo de H fixando a identidade. Um subconjunto
linearmente independente C de H é chamado 6—independente se C° é um subconjunto

linearmente independente de H.

Por conveniéncia, vamos adotar a notagdo aditiva para H = A, ;.

|BxNBE |
[Br|

k!
(p-1)-1p)’

Proposicao 2.13. A proporcdo de 6-bases de H = A, . € no minimo

portanto G permuta alguma base de By.

Prova. Seja C um subconjunto 6-independente de H com tamanho j. Sejam U = (C) e
W = (C®). Suponha U # H, isto é j < n. Observe que |U| = |W| = p/. Fixando v € H\U,

obtemos que o conjunto
Ly={u+iviuclU,1<i<p-—1}

é independente de C com |L,| = p/(p —1). De fato, se algum u + iv pertencesse a
U = (C) terfamos iv € U, mas como (iv) = (v), seguiria que v € U, uma contradi¢io.
Dois elementos quaisquer de L sdo distintos pois u + iv = w+ v implica (i —l)v € U.
Agora temos que

LSnw Cc wH\c°.

De fato, para x € LS NW, temos x = y° com y € L,, se supormos que x € C°, obtemos

y = X € L,NC, o que é impossivel pois L, € independente de C. Desse modo



2.4 Fixando uma base 44

ILSNW| < [WH\C®| < p/ — (j+1). Logo

LALY W[ =LY = LS nW| > p/(p—1) = ((p' = (j— 1))
= Pl 2+ (23)
Fixado o conjunto C, seja P o conjunto formado por todos os subgrupos ciclicos (U + v)

do grupo A\U = Apx_j, pelo lema anterior |P| = ” ik L SejaL={L,:veH\U}, a

aplicacao

0:P—L, (U+v)—L,

¢ uma bijecdo, mais ainda, (U 4 v) # (U +w) implica L, N L,, = @; para ver isso observe
que L, ¢ igual a unido de todos U +v,U + (2v),--- , U+ (p—1)v e L,, € igual a unido
de todos U +w,U + (2w),--- ,U + (p — 1)w, sendo os subgrupos ciclicos de H iguais ou
disjuntos, vemos que (Uv) N (Uw) = @ implica L, N L,, = @.

Agora por (2-3), L, contribui com j+ 1 elementos v/ em L, tal que {C°,V°}
¢ linearmente independente. Se denotarmos por N(j) ao conjuntos cujos elementos sdo
0s conjuntos c-independentes de H de tamanho j, teremos que cada conjunto em N( )
(] + 1) conjuntos em N(j+ 1),

produz 2
(U+vy) «— L, — j+1

(U+vy)y «— L, — j+1

por conseguinte
k—j _ 1

NG+ D] 2 NG =G+ 1),

Notando que [N(1)| = p* — 1, a expressdo acima nos leva a
k P -
IN(K)| > (P =1) ] ﬁ(iﬂ”)-

1<j<k—1

Sendo, |[N(k)| = [BxN B}, pelo Lema 2.11 (i), obtemos

TR Aty
K1 P i+
|BxNBY| - 1<j<k—1 P—1
Bl O TT -1
0<j<k—1
(pF—1)k! k!

Portanto |B;y N BY| > 0 e segue que G permuta alguma base de By. 0J



2.5 Permutando os subgrupos ciclicos 45

Corolario 2.14. Sejam H,K = A, com H = (ai,...,ar) e K = (b1,...,by). Entdo para
toda bijecdo 6 : H — K, fixando a identidade, podemos obter uma bijecdo 6 : H — K,
fixando a identidade, tal que a® = b;, i=1,2,...,k e G(H,0) = G(H,85).

Prova. Pela proposi¢do anterior podemos encontrar uma base C = {cy,...,c;} de H tal
que C° = {c§,...,c]} é uma base de K. As aplicagdes a; — c; e bY — c; estendem-se
a isomorfismos a0 : H — H e B : K — K, respectivamente. Tomando & = aGf, temos

a® = b; e pela Proposicio 2.9, segue que G(H,0) = G(H, ). O

2.5 Permutando os subgrupos ciclicos

Sejam Cy1,C,,- -+ ,Cy, 0s subgrupos ciclicos de H = A, x, escolhamos um tdnico
gerador a; de cada C; e formemos o conjunto C = {aj,ay, - ,a,}. O Teorema 2.18,
provado adiante, diz que para cada permuta¢do ¢ de H, fixando a identidade, podemos

obter uma permutacio 6 de H, também fixando a identidade e com a seguinte propriedade:
aé _ ac’ (ai)c — (aé)i,

paratodosa€ Cei=1,...,p— 1. Agoradado h € H, temos h = a/ para alguma € C e
je{l,...p—1}, eassim

K] = [d,(a)°]

donde segue que [, %) = 1 é consequéncia de [a,a®] = 1. Podemos entdo escrever

G(H,6) = (H|[h,h®] =1, VheH)
= (H|a,a®] =1, YaeC).

Como a® = a° para todo a € C, se acrescentarmos a G(H, &) as relacdes definidoras
[h,h°] =1, h¢C,

obtemos pelo Teorema de von Dick (Proposi¢ao 1.34), que G(H,G) € uma imagem
homomorfa de G(H,G). Isso nos permite obter informacdes de G(H,G) a partir de
G(H,6), cujo célculo no GAP € mais vidvel.

A cada bijecdo ¢ de H fixando a identidade, vamos associar um grafo orientado I'

(veja o Apéndice), cujos vértices sdo os subgrupos ciclicos de A e cujas arestas orientadas
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sao definidas do seguinte modo:
(C,C') éarestade I’ <= a® =d, onde C = {a),C' = (d').

Cada um desses subgrupos ciclicos possuem p — 1 geradores, logo existem p — 1
arestas “‘chegando” e “saindo” de cada vértice. Enumerando os subgrupos ciclicos de H,

definimos uma matriz N, chamada matriz de adjacéncia de I', da seguinte maneira:
Nij =1, (2-4)
onde / € o nimero de arestas conectando o vértice C; ao vértice C;. Observe que a soma

dos elementos de cada linha i (ou coluna j) é sempre igual a p — 1.

Exemplo 2.2. Vamos dar dois exemplos que ilustram as defini¢oes acima para o grupo
H =73 x 73 = {a,b).

h\l a 2 b b ab &® ab* 2p?

1)
hc‘l b a* ab ab* a*b a a*b* b?
Os subgrupos ciclicos de H, o grafo I' e a matriz N s@o respectivamente:
o Re 1100
'ﬁ\)
Ci={(a), C=b), ‘\ v |00
C; = (a®b), Cy= (ab). 4 Cs 0101
R ——
1 010
o h|l ad b B ab b b P
(i1)

hG\l a @ &b ab*> b ab a2 B2

Para este caso, os subgrupos ciclicos de H, o grafo I" e a matriz N sdo respectiva-

mente:
2000
C1 2
C=(a), Co =), AD/iM |0 0002
i =
C3 = (a2b), C4= (ab). 4‘/\3/ 0200
— 0020

Definicdo 2.15. Sejam M = (M;;), N = (N;;) matrizes n X n sobre os niimeros reais. Entdo

(i) M e N sao ditas equivalentes quando uma delas puder ser obtida da outra através de

sucessivas permutagoes de linhas ou colunas;

(ii) N ¢ dita duplamente estocdstica quando a soma dos elementos de uma linha ou

coluna qualquer é sempre a mesma constante s;
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(iii) N é dita totalmente singular quando
N1711N2721...Nn7nr =0

para toda permutag¢do tde {1,2,...,n}.

A matriz definida em (2-4) é duplamente estocdstica, mas as matrizes do Exem-
plo 2.2 ndo sdo totalmente singulares: tomando a permutacdo T = (243), temos para a
primeira matriz N1 1N2 4N3 2N 3 = 1 e para a segunda Ny | N2 4N32N4 3 = 16.

Lema 2.16. Toda matriz totalmente singular N é equivalente a uma matriz que contém

uma submatriz 0(,_j)x+1) para algum | > 0.

Prova. O caso n = 2 ndo oferece dificuldade, N € equivalente a alguma das matrizes

ool [0

e forma a base da indugdo sobre n. Seja N uma matriz totalmente singular de ordem n+ 1.
O caso N = 0 € trivial, logo podemos assumir que N # 0 com Ny # 0. Vemos assim que

a submatriz

Ny - Nopgi
/ . .
Nnxn:

Nut12 - Nugingt

é totalmente singular. Utilizando a hipétese de indugdo em N’, podemos assumir que

N1 * E1><(l+1)
N=1 A Crsc(n-1-1) Frsci+1)
Biunx1 Du—nyx(n-1-1) Om-1)x@+1)

Pondo

Y(n#)x(nfl):[B(n—z)xl D(n—1)x(n—1-1) ] Z(111)x (1+1) =

Eyxq41)
Fisc41)

Obtemos

N [ * Z(141)x (1+1) ]
Yoyx(n-1) Om—i)x(1+1)

O que mostra que ¥ = Y(,_j)x(n—1) OU Z = Z(j1)x(1+1) S80 totalmente singulares (caso

contrdrio N ndo seria totalmente singular). Se Y for totalmente singular, novamente pela
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hipétese de indugdo, podemos escrever

/
v [ T ]
T 0(n—l—m)><(m+l)
e obtemos em N, a submatriz Oy 1)~ (14-m+1))x ((1+m+1)+1)- NO caso de Z ser totalmente

singular, de maneira andloga obtemos uma submatriz O (x41)—s)x(s+1) de N com s > 0.
OJ

Lema 2.17. Seja N uma matriz n X n sobre os niimeros reais ndo negativos. Se N for

totalmente singular e duplamente estocdstica, entdo N = Q.

Prova. Pelo lema anterior, existe [ > 0 tal que

N =

Xix(n—1) Zix(i+1)
Yoiyx(n-1) Om—n)x(+1)
Se s for a soma dos elementos de sua coluna (ou linha), temos que (I + 1)s é a soma de

todos os elementos da sub-matriz Z;,(;, ). Como a soma dos elementos da submatriz

[Xlx(n—l) Zix(i+1) }

é Is, temos (I + 1)s < Is, donde s = 0 e portanto N = 0.

Teorema 2.18. Seja 6 uma permuta¢do de H = A, i, fixando a identidade, e considere a
relacdo R C H x H definida por

R={(d,p)(1<i,j<p—1):a°=b}.

Entdo existe pelo menos p — 1 permutacoes 6 de H fixando a identidade tal que
(a')% = (a®)! para todo 1 < i < p— 1, cujo grdfico {(a,a®) : h € H} estd contido em R.

Prova. Seja I o grafo e N a matriz duplamente estocdstica, associados a permutacio ©.
Como N = 0, pelo lema anterior, N nao € totalmente singular, logo existe uma permutagio
T satisfazendo

N1711N2721...Nn7nr 7& 0,

Assim N; = # 0 para todo i = 1,...,n. Afirmamos que T induz uma permutacdo & contida

em R. De fato, N; = # 0 implica que (C;,C;x) é uma aresta ordenada do grafo I', logo para
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cada i, existem a,b € H tais que a® = b e C; = (a), Cir = (b). Definindo
a®=d° (a/)°= (%, j=1,.,p—1,

obtemos uma permutacio 6 de H, contida em R. Removendo as arestas correspondentes a
6 do grafo I, obtemos um grafo que € p — 2 regular. Repetindo o mesmo raciocinio p — 1

vezes, obtemos as p — 1 permutacdes & anunciadas.
OJ

Seja H =K = A,y = (ai,...,a,) e fixemos C = {ay,...,a,}. Pelo teorema
anterior, para toda permutacdo ¢ de H, fixando a identidade, existe uma permutacdo &

de H, também fixando a identidade, tal que
a® =d®, (a")° = (aé)i, YaeC, i=1,2,...,p.
Como vimos no inicio desta se¢do, G(H,c) é um quociente do grupo G(H,&), onde

G(H,6) = (H,H|[a,a®] = 1,Ya € C).

k
Observe que pelo Lema 2.11, (ii), |C| = ’;—__11 e assim podemos imaginar 6 permutando

0s % subgrupos ciclicos de H. Como veremos logo adiante (Coroldrio 2.21), essa
propriedade de & torna o cdlculo computacional do grupo G(H,&) mais vidvel do que
o célculo de G(H, o).

Procuramos agora, dar uma descrig¢éo das classes duplas em G(H,a6f3).

Definicio 2.19. O quociente de GL(k,p) pelo seu centro Z(GL(k, p)) é chamado Grupo
Linear Projetivo e é denotado por PGL(k, p).

Lema 2.20. O centro de GL(k, p) é o grupo formado pelas matrizes escalares aly, onde
a € Z,\{0} e Iy é a matriz identidade de ordem k.

Prova. Claramente toda matriz escalar al; comuta com toda matriz de GL(k, p). Recipro-
camente, seja A = (a;;) pertencendo ao centro de GL(k, p). Escrevendo E;; para a matriz
elementar k X k cuja entrada (i, j) é 1 e todas as demais entradas sdo 0, temos que I + E;;
com i < j, ¢ uma matriz triangular superior cujos elementos da diagonal principal sdo

todos iguais a 1, logo det (I + E;;) = 1 e portanto
(Ik —|—Eij)A = A(Ik —f—Eij) implica E,'jA = AEl'j.

Agora (AE;j)sj = asi, enquanto que (E;jA)s; = O5ajj, assima; =0se s #ie a; =ajj, 0

que mostra que A é uma matriz escalar. 0



2.5 Permutando os subgrupos ciclicos 50

Pelo lema acima, os isomorfismos lineares z associados as matrizes de Z =
Z(GL(k,p)) sdo do tipo h* = (cly)h = ch, para algum c € Z," = {1,2,...,p — 1}.
Identificando GL(k, p) com Aut(H) e utilizando a notagdo multiplicativa, vemos que dado
a€C,existece {1,2,...,p—1} tal que

Isso significa que os subgrupos ciclicos de H sdo invariantes por todos os automorfismos
de Z. Identificando PGL(k,p) com um transversal de Z em GL(k, p), contendo a iden-
tidade, vemos que todo & € GL(k, p) se escreve como zo., onde z € Z e oo € PGL(k, p).
Como z ndo permuta os elementos de C, segue que o deve permutar os elementos de C.
Assim PGL(k, p) pode ser visto como um subgrupo de S|c| ou ainda, como um subgrupo
de S |H|—1-

Corolario 2.21. Se o, € PGL(k,p), entdo G(H,G6) = G(H,a6p).

Prova. Dados @,B € GL(n,k), temos pela Proposi¢io 2.9 que G(H,6) = G(H,06p).
Sejam

a =710, B:Z2BJ

onde 71,20 € Z(G(k,p)) e o, € PGL(k,p). Como h*' = h¢ e h®> = h¥ com c,d €
{1,2,...,p—1},dado h = @' em H, obtemos

[h,hdéB] _ [ai7(ai)110‘6125} _ [ai’(aocéﬁ>i°'d] ‘

Assim, toda relac@o definidora [, haéB] = 1 é consequéncia de alguma relacio definidora

[a,a®P] = 1, com a € C. Portanto

I

G(H,5) =~ G(H,06B) = (H|[a,a®P] = 1, Va € C) = G(H, 06).

Exemplo 2.3. Vamos retornar ao grupo H = Az > = (a1, a2) da Secdo 2.3. O conjunto

dos geradores dos subgrupos ciclicos de H é
C={ay,ar,a1a2,d3a}.
Como PGL(2,3) = Sy, temos que @ = id é o unico representante de classe dupla em

PGL(2,3)S4PGL(2,3). Assim x(G,9) = G(H,6) e portanto G(H,G) é uma imagem
homomorfa de ¥ (H,®) para todo G € Sy
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Exemplo 2.4. Para o grupo A3 3 temos 13 geradores de subgrupos ciclicos e 252 classes
duplas em PGL(3,3)S13PGL(3,3). As ordens dos grupos com as respectivas quantidades
sdo:

{3%,235},{37,11},{3% 5},{3°,1}.
Obtemos ainda as seguintes informacoes:

(i) Todos os grupos de ordem 3° possuem classes de nilpoténcia iguais a 1, isto é, sio
abelianos e portanto isomorfos a Az 3 X A3 3 (veja a Observagdo 2.7). Os demais

grupos sdo todos nilpotentes de classe 2.

(ii) Para o tinico grupo de ordem 3°, o representante de classe dupla é 6 = id, logo este

grupo de ordem mdxima é isomorfo a ¥,(A33).

Y V4
2.6 Ogrupo G(H,K,c) com H,K = Z, X Z,, onde p é um
primo
Seja H = (aj,a;) um grupo abeliano 2-gerado de expoente n, isto é, n é o menor
inteiro positivo tal que 4" = 1 para todo & € H. Vemos assim que H é formado pelos n?

elementos a’iaé com 0 < i, j < n. Observando que a}; = ai <= i= j(modn), k=1,2,

podemos mostrar, de modo andlogo ao caso de grupos ciclicos, que vale
H = (d},a3) se, e somente se mdc(r,n) =1=mdc(s,n).

Assim, quando H = A, > e ai,az € H sao fixados, temos H = (a},a5) <= mdc(r,p) =
mdc(s,p) = 1, logo existem exatamente (p — 1) elementos a}a$ onde {a},a}} gera H.

Denotando o conjunto de tais elementos por B, obtemos
H\B=p’—(p-1)*=2p-1
Agora a diferenga entre o nimero de elementos de B ¢ H\B é dada por

(p—1)2*=(2p—1)=p*—4p+2

que € um niimero sempre positivo para p > 5. Como consequéncia obtemos o seguinte

Lema 2.22. Para toda permutagdo 6 de H=A, > = (a1, az), com p > 5 existem conjuntos

geradores {a},a3} e {d{,a}} de H de tal modo que G : aja, — aja’.

Na Secdo 2.3 vimos que H = A3 »,A3 > eram 2-grupo e 3-grupo, respectivamente,
com classe de nilpoténcia no miximo 2. Portanto no teorema abaixo, podemos ir direto

ao caso p > 5.
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Teorema 2.23. Seja H,K = A, com H = (a1,a2) e K = (b1,by). Entdo G = G(H,0) é

um p-grupo com classe de nilpoténcia no mdximo 2.

Prova. Pelo Corolério 2.14 podemos supor que 6 : a; — by, 6 : ap — by € uma vez
que G é uma bijecdo, decorre do lema anterior que existem conjuntos geradores {a},a5}

de H e {b{,bs} de K, de maneira que G : ajaj — b{b5. Por conseguinte

| = [d}as,biby] = |d}as,by)[d}as, bY]":

ay,by)2(a3, by [a}, bY] 2" (a5, b2

“[as, b1

a5, b] (2-5)
a

b

1

= [d},0)]
= [d1,0)]
= [d},0)]
bl = ay,b3

Como [b%,as] = [b4,a5] = [, a3]"? e [af, by = [a},bY] = [a},b5]P" concluimos que
[b”l‘,aﬂ = [a],b}] é central em G. Escrevendo a] = a1, a5 = oo, b} = B1 e by = Po,
obtemos

[Blv(X‘Z] - [alaB2]' (2'6)

Como H = (a1, 00) e K = (B1,B2) sdo abelianos e G é gerado por H ¢ K, temos [G,G| =
[(H,K),(H,K)] = [H,K]C. Segue portanto que G’ = ([at’ 05, B5B5] : 1 <i, j,k,l < p—1)C.
Agora

ot B3] [oc), B (porque [0, B1] = 1 = [0, B2]),
oy, B][BY, o],
o, BZ]il [Blaazrjk (porque [ai1, B2] e [B1, 02| sdo centrais em G),

o, Bz]il [OL] , Bz]_jk (pOI‘ (2—6)).

ooy, BEBY] =

[
[
[
[

Assim, G’ é ciclico gerado por [0, B2]. Como G’ é central em G, temos V3(G) =
|[G’,G] =1, donde G é nilpotente de classe no maximo 2. Vale entdo a seguinte identidade
em G: (xy)™ = x"y"[y, x| (2) , para todo m > 1 inteiro, (Veja Robinson [8], pag. 141). Como
G/G' é abeliano, segue dessa identidade e do fato de H ser p-grupo abeliano elementar,
que G/G' é um p-grupo abeliano elementar. Agora observe que sendo [a, 3>] central em
G, obtemos o1, B]? = [0f,B2] = 1, donde vemos que |G'| = 1 ou |G| = p. Qualquer dos
dois casos implica que G é p-grupo.

Il
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2.7 O grupo G(H,K,5), H e K extensdes de H e K

Sejam A e K grupos possuindo subgrupos normais M e N, respectivamente. Seja
H um transversal de M em H com 1 € H e K um transversal de N em K com 1 € K. Deste
modo podemos fazer a seguinte identificacdo
H
M )

Considerando |H| = |K| e [M| = |N|, tomemos bije¢des 6: H — K e 0. : M —

H = K=

z|

N, ambas fixando a identidade. Seja ainda y uma bijecdo entre M e N (ndo necessariamente
fixando a identidade). Observe que H = {mh:me M,h€ H} e K = {nk:n € N,k € K}.
Obtemos assim uma bijecdo 6 : A — K definida por
6 : m—m* (2-7)
& : mh—m'h® seh#1,

que fixa a identidade. Se h € H, definimos & como sendo & = MhN H. Decorre dai que se
meMehe H, entdao

m=1, h=h<=hecH, mh=h. (2-8)

Analogamente definimos k, com k € K e obtemos as trés propriedades em (2-8). Fixada a
notacio acima, pomos G = G(H,K,8) e G = G(H,K,c) e obtemos o seguinte

Lema 2.24. O grupo G é isomorfo ao quociente de G pelo fecho normal de (M,N) em G.

Prova. Segue do teste da substituicdo que a aplicacdo 8 : H UK — G definida por x — X,
y— ¥, comx € H,y € K estende-se a um epimorfismo 8 : G — G. De fato, utilizando as

propriedades dadas em (2-8), temos

D
1

[m,mé] = [m,m®® = [m,m% =1
[mh, (mh)f‘] °_ [mh, m'h°)® = [imh, m¥ho)
= [hiO].

Como M,N C Ker(8), temos (M7N)G C Ker(0). Pondo V = <M,N>G, segue do Lema
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1.33 que

<

¢

/
N

G

0: g — G definida por (Vg)? = gé, g € G, é um homomorfismo. Por outro lado, a

<

aplicagion: HUK — g, h — Vh, k — Vk estende-se ao homomorfismo & : G —
De fato

[h,h°)* = [Vh,VE®] = [VmVh,Vm'Vh®]  (porque M,N <V),
= V[mh,hi"'m°]| =V (porque [mh,m'h°] =1).

Agora ™ = (Vh)® = W=he (Vh)o" = WO = pft =V, para todo & € H. Analogamente
k™ =k e (Vk)®® = Vk, para todo k € K. Isso mostra que o homomorfismo T é o inverso

G O

do homomorfismo ¢, consequentemente G € isomorfo a

Teorema 2.25. Mantendo a notacdo prévia, suponha M,N centrais em H,K, respectiva-

mente e que G(M,N, Q) seja abeliano. Entao V = (M,N >G é abeliano.

Prova. Definad: M — N,&: M — M por
md = m“((mmowfl)y)*l, m® = m((mamy)yfl)fl. (2-9)
Sejamm € M e h € H com m # 1 # h. Temos

[m,h°] = [m,m*h°] (porque [m,m*] = 1),
= [(mowflh)m,m“hc] (porque (mowflh)a =m*h°),
= [(mmow” Yh,m*h®]  (porque M é central em H),
= [(mm®™ Y, ((mm® YY)~ m®h®] (porque ((mm®™ " Yh)® = (mm®* " VhC),
= [(mm® " Yh,m*((mm® )" (%) "'hS] (porque N é central em K),
= [(mm*™ )hm®]  (por 2-9),
m, 1) = [m™ " h,m®] = [h,md). (2-10)

As duas iltimas igualdades seguem das identidades [m,m®) = 1 = [mow_l ,md], que por
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sua vez, seguem do fato de G(M, N, o) ser abeliano. De maneira semelhante

[h,m®] = (porque [m,m*] = 1),

mh, (m"h®)m*  (porque (mh)® = m'h°),

[
[
= [mh,m*m'h®]  (porque N é central em K),
= [(m*m")Y " B) " \mh,m®m'h®]  (porque ((m%m?)Y ' h)S = m*mlhC),
= [m((m®*m") )"\, m®m'h®]  (porque M é central em H),
= [m®,m"m"h°] (por 2-9),
= [m",h°]

onde a dltima igualdade segue do fato de m® comutar com m®m?, isto porque G(M,N, o)
¢ abeliano.

, —1 .
Observe também que m comuta com [m® h,m%] = [m, h°] pois m comuta com

m® e comm® 'he H (porque M & central em H). Assim

1= Hmvhclam] = [m—lmh",m] = [mhcam]a

e portanto, m comuta com h®, para todo i € H. Seja mX = {m* : x € K}. Como M comuta

K

com N, temos mX = mK. Agora dados k1,k> € K, vem

1= [mkl,mkz] _ [m,mekl_l]kl
= 1 (porque h°® = kzkfl paraalgumh € H e [m7mh6] =1).

Assim (MX) ¢ um subgrupo abeliano de G. Agora

m, k%) = [h,m®] = [M,K]<[H,M® <[H,N]; (2-11)
lh,m®] = [m®,h%] = [H,N] < [M®K]<[M,K]. (2-12)
De (2-11) e (2-12) obtemos [H,N] = [M,K]. Como G = (H,K) e M < Z(H),N < Z(K),

temos
V = (M,N)° = (MHK) NHR)Y — (K NHY.

Sendo m* = m[m, k] e n = n[n, h], podemos escrever

V. = (M,N,[M,K],[N,H])
= (M,N,[M,K]) porque [H,N]=[M,K].

Agora observe que M e N sdo abelianos, M centraliza [M,K|(= [H,N]) e N centraliza

[M,K]. Assim, para provar que V ¢ abeliano, é suficiente mostrar que [M, K| é abeliano,
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mas isto é verdadeiro pois [M,K] < (MX) (que segue de [m, k] = m~'mF) e j4 mostramos
que (MX) & abeliano.
O

Corolario 2.26. Suponha nas hipdteses do teorema acima que M = (m) e N = (n) sdo

ciclicos, cada um deles com ordem igual a um primo p. EntdoV = (M,N VG é um p-grupo

abeliano elementar de posto no mdximo |H|+ 1.

Prova. Neste caso temos

V= (M,N)¢ = (MK Ny = (mK nt!),
de onde vemos que V é um p-grupo abeliano elementar. Considere m* = m[m, k], com
m € M e k € K. Da igualdade [M,K]| = [H,N], obtemos [m,k] € [N,H], donde [m,k| é
o produto de comutadores do tipo [n,h] = n~'n", segue assim que [mX,n] C [m,n"].
A inclusdo contrdria é imediata, portanto V = (m,nf’) que possui no méximo |H|+ 1

geradores. 0J

Para o exemplo a seguir vamos fazer uso do seguinte exercicio: Se H é um grupo

ndo abeliano com ordem p?, p um niimero primo, entdo Z(H) 2 Z,e H/Z(H) 2 Z, x Z,.

Exemplo 2.5. Jd sabemos que G(Z,,0) = 7Z, X Z,, para toda permutagdo o de Z,
(Teorema 2.6) e que G(Z, X Z,,0) é um p-grupo para toda permutag¢do G de Z, x Z,,
(Teorema 2.23). Seja agora H = K um grupo ndo abeliano de ordem p>, p primo.
Fazendo M =N =Z(H) =7, e H=K = H/M = 7, x Z, no Lema 2.24, obtemos

% = G(Zp x Zp,0), onde & é definida como em (2-7):
P p
6 : m—m®
o mh — m'h®  seh#1. (2-13)

Pelo coroldrio anterior (Z,,Z,)¢ é um p-grupo, logo G(H,&) é um p-grupo
para toda permutacdo G do tipo acima. Por exemplo, consultando no GAP [12], vemos

que s6 existem dois grupos ndo abelianos de ordem 33 :
(Z3XZ3)><]Z3, Z9>423.

Sejam H = (73 X 73) X 73 e K = Zg X Z3. Calculando no GAP obtemos |Aut(H)| = 432
e |Aut(K)| = 54; isso mostra que existem pelo menos 2!318! — 432 = 483408 bijecoes
G (que ndo sdo isomorfismos) tal que G((Z3 x Z3) X Z3,G) é um p-grupo e pelo menos

213181 — 54 = 483786 bijecoes & (que ndo sdo isomorfismos) tal que G(Zo X Z3,6) é um
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p-grupo. Essas quantidades sdo irrisorias se comparadas ao niimero de 26! bijecoes que
deveriam ser testadas, mas podem ser razodveis se considerarmos que a quantidade 26!

de grupos a serem testados diminui drasticamente pelo método das classes duplas.

2.8 O quociente meta-abeliano de G(H,K,G)

Como vimos na Se¢do 1.1, um grupo G € meta-abeliano quando existe N <G

abeliano tal que G/N é abeliano, disto segue que G’ < N e portanto
Se G é meta-abeliano, entdo G’ é abeliano.

Nesta se¢do vamos considerar G = G(H,K,c), com H,K abelianos finitos de
mesma ordem. Nosso objetivo serd mostrar que o quociente meta-abeliano G/G” (veja o
Exemplo 2.29) € nilpotente de classe no maximo n. Observe que para um grupo qualquer
G. o quociente G/G” pode ndo ser nilpotente, por exemplo, S3/S5 = S3, que ndo ¢é

nilpotente.

Lema 2.27. Seja G um grupo meta-abeliano comu € G' e x; € G com i = 1,2,...,s, temos
[U,X1,X2, 0, Xs] = [U, X, Xy ooy X (2-14)

onde os jy ¢ sdo quaisquer reordenacdo dos nimeros 1,2,....s

Prova. Vejamos primeiramente o caso s = 2:

[u,xi],x] = [u,x1]) ™ [,
= Jux] [ 2]
= [wx] ! [uefu, 2] e o]
= [ 01] ™ oty e, )2 [, ] ey ]
= [ 01] " o, e, ] o, ) P2 e, ) ([, ), 002
= [u,x1] '[u,x1][[u,x2],x1] (porque G’ é abeliano),
= [[u,x2],x1]

Agora considere a identidade 2-14 verdadeira para algum s > 2. Como
[M,X1 y ooy Xs—2,Xs—1 ,XS] = [[M,X] ’ "'7-xs—2]7-xs—1 7xs]7

o resultado segue de sucessivas aplicacdes do caso s = 2 e da hipétese de indugio.
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Lema 2.28. Sejam H,K subgrupos abelianos de um grupo meta-abeliano G. Se h € H e

ki€ K, comi=1,...,s, entdo
[k, ka,y .. ks] = [h,kjl,ka,...,kjs]

onde os j. g sdo quaisquer reordenacdo dos niimeros 1,2,...s

Prova. Vejamos o caso s = 2. Pela identidade de Witt (Lema 1.6, (iv)), temos

(kL k)™ = [k ky R ko, B R )"
[hkl,kl_l,kz]f1 = [Kh, h 1KY (porque K é abeliano),
ki, hko] ™t = [y ko, K] (pelo Lema 1.6, (ii)),
(et o] 527 = (koK [k, K] (porque G 6 abeliano),
[h,ki,ka) = [[h, k], [ki, h]][[h, k2], ki ] (pelo Lema 1.6, (iii), (v)),
[h,ki, ko] = [h ko, k] (porque G’ é abeliano).

O caso geral decorre de sucessivas aplicagdes do caso s = 2 e do lema anterior, por

exemplo, para s = 3:

[h, k1, ko ks] = [[h, k1, kel k3],
= [[h,ka),k1,k3]  (casos=2),
= [h,kp, k3, k1] (lema anterior),
e assim por diante. 0

Teorema 2.29. Sejam H,K grupos abelianos finitos de ordem n e G = G(H,K,G). Entdo

o grupo G/G" é nilpotente de classe no mdximo n.
Prova. Identificando os geradores de G/G" com os geradores de G, podemos escrever
G/G" = (hy,...,hn, k1, ..., k), se mostrarmos que

[le,sz,...,xjnH] =1

onde os x;, sdo quaisquer geradores de G/G”, entéo pelo Coroldrio 1.8, o teorema seguird.
Primeiramente observe que fixado x; = h € H, se algum dos elementos xj,,...,xj, .,

pertencer a H, digamos x;,, entdo

hxjys Xy Xj ] = [h,xj,,..,x5,,,]  (pelo Lema 2.28)

=1 (porque [h,x;,] =1).
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E claro que a mesma observagio se verifica para k € K fixado e algum x i, € K. Desse

modo, € suficiente mostrar que
[,k ko, kn] = 1,

com & € H fixado e todos os k; pertencendo a K. Como h° = k para algum s € {1,...,n},

temos

[hki,... ksy....ky) = [hks,...,ky]  (peloLema 2.28),
= [0C,... k),
=1 (porque [h,h°] =1).

Corolario 2.30. Seja G = G(H,K,0), se G’ for nilpotente, entdo G é nilpotente.

Prova. Pelo teorema de P. Hall, (veja Robinson [8] pdg 134), se G € um grupo qualquer
em que N <G com N e G/N' nilpotentes, entdo G € nilpotente. Fazendo N = G’, com
G = G(H,K,o), no teorema de Hall, segue o coroldrio. O

2.9 O grupo G(H,c), H um p-grupo abeliano elementar,

p impar e ¢ uma transposicao

Nesta se¢do vamos provar a Conjectura 2 para um caso particular do grupo
G(H,K,c), a saber quando H,K = A, p é fmpar e ¢ é uma transposi¢do. Mais
precisamente, se 1,hy,ha, ..., h, sdo os elementos de H e l,h(lp, ...,y sdo os elementos de

K =H? (¢ : H— K um isomorfismo), entdo ¢ : H — H? é uma bijecdo satisfazendo
1°9=1, hf =hY, h§=h{ com i#je h{=hl Vs#i,j (2-15)

Vamos comecar fazendo uma pequena adaptacido de um lema, encontrado em Sidki [11];

aqui H é um grupo qualquer.

Lema 2.31. Em G(H, o), se h,k € H sdo tais que (hk)® = h°k°® e (k=1)° = (k°)~1, entdo

[, (k= 1)°] = [, k7).
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Prova.
1 = [hk, (hk)®) = [h, (hk)®]*[k, (hk)®], (2-16)
[h, (hk)®] = [h,h%k°] = [h,kO|[h, KO = [h,k°], (2-17)
[k, (hk)®] = [k, h®k°] = [k, k°][k, h°]* = [k, h®], (2-18)
= [h,k°)F[k, h"]k6 (por substitui¢do de (2-17) e (2-18) em (2-16)),
1 = [h,kc](kc)_l[k,h"]k_l (pela conjugagdo por k1 (k%)™ 1), (2-19)
k)" = p, (k0) 1! (pelo Lema 1.6, (v)), (2-20)
ko = o) (idem), (2-21)
1 = [ &) e A% (por substitui¢do de (2-20) e (2-21) em (2-19)),
[, (k)] = [h% k7,
[, (k)] = A% k7] (porque (k~1)° = (k%) 7).

OJ
Quando H € um grupo abeliano finito de ordem impar € G : h; «— h; € uma transposi¢ao

(conforme 2-15), decorre do lema acima que a igualdade
i, 05| = [h 5] (2-22)

¢ verdadeira em G(H, o). De fato, h;h j # hi, caso contrdrio, terfamos h? =1,0quendo é

possivel pois H tem ordem impar. Analogamente h;h; # h;. Segue entdo que
(hihj)° = (hihj)® = B RS = hSKS = hihS.

A tltima igualdade vale porque H € abeliano. Também (hjfl)G = (hj’)_1 , porque h;l #h;.
Obtemos assim as condi¢des do Lema 2.31 sobre h; € hj, valendo pois, a relagdo dada em
2-22.

Proposicao 2.32. Se H é um grupo abeliano finito de ordem impar e G : hj < h; é uma

transposigdo tal que hj = hj, para algum r natural, entdo G(H,c) = x(H).

Prova. As tnicas relagdes de G(H,0) = (H,H®|[hs,h] = 1,5 =1,2,...,n) que ndo estdo
em G(H,¢) = (H,H®|[hs,h{] = 1,s =1,2,....,n) sdo

[hbhzq] =1= [hbh?]
Mostremos que elas sdo consequéncias das relagoes de G(H,®). De fato

(i, hE) = [hi, ] = [hi, ()] = [hi, (hF)"].
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Assim, [h;,h{] = 1 implica [h;,h?] = 1. Como [h j+hSl=1[h i»hf] = [17, Y], temos que

[hi,h{] = 1 implica [h j»-h$] = 1. Podemos entdo escrever

X(H) = (HHO[h,h{]=1,5=1,2,-- n, [0,k =1=[h;,B])  (2-23)
= (H,HO[he,hd) = 1,5 =1,2,-,n, [k, K] = 1 = [}, hT])  (2-24)

Vamos mostrar agora que as relagdes definidoras [h;,h] = 1 = [h}, h}P] sdo consequéncias

das relagdes de G(H,c). Como [h j,hj-)] = [h},h?], obtemos que [h;,hY] = 1 implica

[

[h j,h;'.)] = 1. Agora observe que

(i (W)™ = [ (1)°,
[h2.h; "] (por (2-22)),
= [h?vhi_r]'
Consequentemente, [1;,h{] = 1 implica [h;, (h?)*l] =1, que por sua vez, implica [h;, h%] =
[hi, 7] = 1. Retirando as relagdes definidoras [h;,h] = 1 = [h j,hj.)] em 2-24 obtemos

1

G(H,0) = (H,H®|[hs,hi’] = 1,5 =1,2,--- ,n) = G(H,0).

Lema 2.33. Todos os grupos G(H,K,c) com H = K = A, fixado e G permutando

elementos linearmente independentes sdo isomorfos.

Prova. Sejam 6 : h —— k e T: h — k transposi¢des permutando elementos linearmente
independentes. Considerando H como um espaco vetorial sobre Z, e identificando
Aut(H) com GL(k, p), podemos completar os conjuntos {/,k} e {h,k} para obter bases B

e B de H. Assim, a aplicacio B — B estende-se a um automorfismo o, de H onde

;lorlcoc — % _ h<—k
]Ncorlcoc — K% ] la ia
ﬁ?/}

Se x # I, k, entdo x* ' £ h, k e obtemos x* 9% = x% '® = x Jogo T = 6% e segue
pela Proposi¢do 2.9 que G(H,t) = G(H,c%) = G(H,0). O

Para simplificar a notagdo, até ao final desta secdo, vamos denotar 41 por /1 e
escrever H no lugar de H.
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Lema 2.34. Seja H = (ay, . ..,a;) um grupo abeliano e 6 : H — H uma bijecdo tal que
a® = dj, (aja; ") =did; ! comi,j e {1,2,...,k}. Entdo a identidade

[ai,a'j] = [d,-,aj], i,j€ {1,2,...,/(}

vale em G(H,G).

Prova. Inicialmente, observe que

i dj) = laia; ' d)) = laa; " did; " d)]
= [aiafl,di]
= [a;",ail. (2-25)
Assim
1=laja; ") = [aj,a)" [a;" d,
= [a;",d]" [andj]  (por (2-25)),
= [al ][alaaj]
= laj,di]la;,dj] (por (2-25)),
lai,dj] = ldiaj).

Proposicao 2.35. Seja H = A, p impar, k >3 eG6:H — H uma transposicdo. Entdo
o grupo G(H ,G) é um quociente do grupo x(H).

Prova. Pela Proposic¢do 2.32, G(H,c) = ¢ (H) quando ¢ permuta elementos linearmente
dependentes de H. Assim podemos supor que ¢ permuta elementos linearmente indepen-
dentes de H. Uma vez que ajay € aay sao linearmente independentes, pelo Lema 2.33,
podemos supor

O . aijay < axayg.

Como a; # ayay,azay parai = 1,... k (porque {ay,...,a;} é linearmente independente) e
a,ak_l # ajay para i = 1,2 (porque |H| é impar), o satisfaz as condigdes do lema anterior.
Observe que as tnicas relagdes definidoras de (H ) que ndo estdo na defini¢cdo de G(H, G)
sdo

layay, d1dy] = 1 = [azay, drdy].
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Considerando i = 1,2 e trabalhando em G(H, G), temos

laiag, did] = |a;,didr])*[ak, didy]
= [ai,d)*[a;, d1]“*[ag, di[ax, d]“
= |[a;,d]|ag, di]

= |a,d]|dg,ai] =1 (pelo Lema 2.34).

Assim, todas as relagdes de x(H) sdo consequéncias das relagdes de G(H,G); segue do

teorema de von Dick que G(H, o) é um quociente de y(H). O

Teorema 2.36. Seja H = A, 1, p impar e 6 : H — H uma transposi¢do. Entdo G(H,0)

é um p-grupo com classe de nilpoténcia no mdximo 3.

Prova. Os casos k =1 e k =2 ja foram mostrados nos Teoremas 2.6 e 2.23. Sabemos que
x(H) possui classe de nilpoténcia no maximo 3 (pelo resultado de Gupta, Rocco e Sidki
[1] citado na Introdug@o), como G(H,G) é um quociente de x(H ), segue da Proposi¢ao

1.5 que G(H, o) é um p-grupo com classe de nilpoténcia no méaximo 3. 0J

Observacao 2.37. Para p =2 o teorema acima pode ndo ser verdadeiro. De fato, o grupo
G(A2.4,(14,15)) calculado na Segdo 2.3 possue classe de nilpoténcia igual a 5. Observe
também que a Proposi¢do 2.35 ndo é verdadeira para p = 2. De fato, como os grupos
G(A24,(14,15)) e x(A24) possuem a mesma ordem, se o primeiro fosse um quociente
do segundo, entdo eles deveriam ser isomorfos, mas isso ndo é verdade pois eles diferem

quanto a classe de nilpoténcia.

Observacao 2.38. Pelo que vimos na Observagdo 2.7, H X H é uma imagem homomorfa
de Y (H), assim todos os grupos G(As 3,6) de ordens 3 do Exemplo 2.4 sdo imagens ho-
momorfas de ¥(A33). Utilizando o GAP [12] vemos que nenhum dos 235 representantes

de classes duplas sdo transposicoes.
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Apéndice

Grafos

Definicio .39. Um grafo orientado T = (V,A) consiste de um conjunto V de vértices e
um conjunto generalizado A (ndo ordenado e podendo conter repeticoes) de elementos

a= (u,v) de V XV, chamados arestas orientadas de u para v.
Exemplo .6. Um grafo orientado fica inteiramente determinado através do seu diagrama.

(i) Para V = {1,2,3,4} ¢ A = {(1,1),(1,2),(2,3),(2,4),(3,4),(3,2),(4,1),(4,3)},
temos
1

A
\4é3ﬁ>

(ii) Para V = {1,2,3,4} ¢ A = {(1,1),(1,1),(2,4),(2,4),(3,2),(3,2),(4,3),(4,3)},

temos

Dados dois vértices u,v em um grafo, um caminho de u a v € uma sequéncia
u=vo,dar,vi,...,vn—1,dn,vy, = v de vértices nao repetidos v; (exceto possivelmente u e v)
e arestas nao repetidas a; = (v;_1,v;). Um caminho de « a u é chamado de circuito. Um
grafo orientado diz-se conexo se para quaisquer dois vértices u e v do grafo, existir um
caminho de u a v. Assim, no exemplo anterior, o primeiro grafo orientado é conexo, mas

o segundo ndo. Um tipo muito especial de grafo orientado € o seguinte:

Definicao .40. Uma drvore é um grafo orientado I" = (V,A) que é conexo, sem circuitos

e A ndo contém arestas repetidas.

No Exemplo .6, o primeiro grafo orientado ndo é uma arvore pois contém
circuitos: 1(1,1)1 e 1(1,2)2(2,4)4(4,1)1 sdo dois deles; o segundo grafo orientado nao é

uma arvore pois falha em duas condi¢des: ndo € conexo e contém arestas repetidas.
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Exemplo .7. Seja F = F(x,y) um grupo livre e H o subgrupo de F do Exemplo 1.5,(iii).
Seja U = {1,x,x',y,x,yx~ '} um transversal de H em F. Considere o grafo orientado T’
comvétices V =U e arestas a = (u,v) <= ux =v para algum x € X = {x,y}. Afirmamos
que I" é uma drvore. De fato, ndo hd vértices repetidos pois se ux =v e uy =v entdo x =y,
I' é conexo pois sendo U um transversal de Schreier, todo vértice se conecta por algum

caminho a 1. Por iiltimo, ndo existem circuitos, porque sendo F um grupo livre, ndo possui

y X
yx~ ! 1 Xy

relacoes.

x—l

Lema .41. Em uma drvore ' = (V,A), temos |V|— |A| = 1.

Prova. O caso |V| =2 é trivial. Supondo que valha |V|— |A| = 1 para algum
valor |V|, acrescentando um vértice ao grafo obtemos mais uma aresta, logo
(VI+1) = (jA[+1) = [V|-|A[=1. m

Algoritmo para o calculo do grupo G(H, o)

Reread ("csetgrp.gi");

# Melhoria da rotina "DoubleCosetRepsAndSizes (G,U,V)$ fornecida por

# Alexander Hulpke

g:= ElementaryAbelianGroup(274); # 2-grupo abeliano elementar de posto 4
el:

Elements (Difference (g, [One(g)])); # cria uma lista com os elementos de g\{e}

pl:= FreeProduct (g,g); # produto livre g*g

il:= Embedding(pl,1); # imersdo g —-—> g*h
i2:

Embedding (pl,2); # imersdo h --> g*h

sym:=SymmetricGroup (Size(el)); # calcula o grupo simétrico S_{|g|-1}
aut :=AutomorphismGroup(g); # calcula o grupo Aut(g)

gen:=GeneratorsOfGroup (aut); # cria uma lista com os geradores de Aut (g)

genl:=List (gen , x-> List(el, y->y"x)); # cria uma lista com as imagens de

# cada gerador em gen
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pgenl:= List (genl,x-> List (x,y->Position(el,y))); # cria uma lista com as posicgdes

# das imagens de cada gerador em gen

gaut:=List (pgenl, x-> PermListList ([1l..Size(el)],x)); # cria uma lista com as

# permutacdes em S_{|g|-1} correspondentes a cada gerador em gen

paut :=Group (gaut); # gera uma cdpia de Aut(g) em S_{|g|-1}

dc:=DoubleCosetRepsAndSizes (sym, paut,paut); # cria uma lista com os representantes

# das classes duplas Aut (g)\S_{|gl-1}/Aut(g) com a respectiva ordem de cada classe

perm:=[];;

for y in dc do
Add (perm, dc[Position(dc,y)][1]);

od; # cria uma lista com os representantes de classes duplas

rel:=[];

for sigma in perm do
rel[Position (perm,sigma)]:=[];
for x in el do
Add (rel[Position (perm, sigma) ], Comm(Image (il,x),Image(i2,el[Position(el,x)"sigmal)));
od;
od;
# cria a lista rel:= [rel[l], rel[2], rel[3], ..., rel[|sym|] com as relacgdbes

# definidoras de cada grupo

list:=[];
for x in rel do
Add (list,FactorGroupFpGroupByRels (pl, x));
od;
# cria a lista de grupos [G(g*g|lrel[l]), G(g*glrel[2], ..., G(g*g|relll|sym]]

for x in list do
Print (Size(x)," ",NilpotencyClassOfGroup (x)," ",DerivedLength (x),"\n");
od;

# imprime na tela a ordem, classe de nilpoténcia e comprimentos derivado dos

# grupos, o "\n" realiza um quebra de linha
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Reread ("csetgrp.gi");

g:=ElementaryAbelianGroup (373); # p-grupo abeliano elementar de posto 3
sgc:=Difference (Zuppos(g), [One(qg)]);

# cria uma lista com os geradores dos subgrupos ciclicos de g

pl:
il:= Embedding(pl,1);
12:= Embedding(pl, 2);

FreeProduct (g, g) ;

sym:=SymmetricGroup (Size (sgc));
aut :=AutomorphismGroup (qg) ;

gen:=GeneratorsOfGroup (aut) ;

genl:=List (gen , x-> List(sgc, y-> Intersection (Group (y"x),sgc)));

genl:=List (genl, x->List (x,y->y[1]));

pgenl:= List (genl,x-> List (x,y->Position(sgc,y)));

gaut:=List (pgenl, x—> PermListList ([1l..Size(sgc)],x));

paut :=Group (gaut) ;
# cria uma coéopia de PGL(3,3) em S_{13}

dc:=DoubleCosetRepsAndSizes (sym, paut, paut);

perm:=[];;

for y in dc do
Add (perm, dc[Position(dc,y)][1]);
od;

rel:=[];

for sigma in perm do
rel[Position (perm,sigma)]:=[];
for x in sgc do
Add (rel[Position (perm,sigma) ], Comm(Image (i1l,x), Image(i2, sgc[Position(sgc, x)*sigmal)));
od;
od;
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list:=[];
for x in rel do

Add (list,FactorGroupFpGroupByRels (pl, x));
od;

for x in list do
Print (Size(x),"\n");

od;
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