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Resumo

Abordamos a questdo da generalizacdo das quantidadegdie@éimicas atraves da
deformacéo, ou seja, atravésgdalgebra que descreyebdsons e-fermions. A motivacao
para o nosso estudo reside na auséncia de uma plena condjoreensrigem fisica da-
deformacéo, e buscamos obté-la com a sua aplicacdo atuamdoumn fator de desordem
ou uma impureza modificando as caracteristicas de umawgstasistalina (caso dos semi-
condutores, por exemplo). No presente caso a aplicamo®htepra do diamagnetismo de
Landau imerso em um espagbdimensional. Obtemos novos resultados para a energia in-
terna, nimero de particulas, magnetizacao e suscemitdlichagnética, que recuperam 0s
seus valores ja conhecidos na literatura no limite 1. O fato das quantidades termodina-
micas apresentadas dependerem do nimero de dimels@es possibilita estendermos a
sua aplicacdo para sistemas extra-dimensionais, tais addesmologia Moderna, a Fisica
de Particulas e Teoria de Cordas.

Palavras-chave: Mecanica Estatistica; Matéria Condensadai-Célculo; ¢-Algebra;

derivadas de Jacksony-deformacéo; diamagnetismo de Landau.



Abstract

We address the issue of generalizing the thermodynamictitjgarvia g-deformation,
i.e., through the-algebra which describesbosons ang-fermions. The motivation for our
study is the lack of a full understanding of the physical origf the ¢g-deformation, and we
attempt to find it with your application acting as a factor efailder or impurity modifying
the characteristics of a crystalline structure (the casewficonductors, for example). In the
present case, we apply to the Landau diamagnetism probldradzad in a)-dimensional
space. We obtain new results for internal energy, numberdfgtes, magnetization and
magnetic susceptibility, which recover their well-knowalwes in the literature in the limit
g — 1. The fact that the thermodynamic quantities presentedradepa the number of
dimensionsD, enables us to extend the your application to extra-dinogagisystems, such
as Modern Cosmology, Particle Physics and String Theory.

Keywords: Statistical Mechanics; Condensed Mattery-Calculus; ¢g-Algebra; Jack-

son derivative; g-deformation; diamagnetism of Landau.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo dos grupos quanticos e algebras quanticas techoatimigrande interesse
nos ultimos anos e, estimulado intensa investigacédo nasvdominios da fisica [1], tendo
em conta um largo espectro de aplica¢cfes, que vao desde cdstaicas e buracos negros
ao efeito Hall quantico fracionario e supercondutores téetamperatura Tc [2], bem como
teorias racionais de campo, geometria ndo-comutativeatqoantica das super-algebras e
assim por diante [3].

N&o ha uma definicdo satisfatoria universalmente recodaedd que seja um grupo
guantico. Todas as propostas em vigor sugerem a idéia derdefao de um objeto classico,
gue pode ser, por exemplo, um grupo algébrico, ou um grupted€lem todas as propostas
0s objetos deformados perdem as propriedades de grupo [©, §lie sempre se procura
preservar nas deformacdes é o entendimento das diversasaefacdes que os objetos
admitem. O conceito de grupos quanticos foi motivado poblproas vindos de um grande
namero de situacdes fisicas, e com isso o entendimento éas igue motivaram a teoria
requer naturalmente um amplo conhecimento anterior.

Em trabalho realizado em 1904 Jackson introduz a chamadaralgdeformada [6, 7,
8]. Mesmo com o passar do tempo tem sido objeto de interedgenatura tanto em Fisica
como em Matematica. As investigacdes realizadas em v@pects desempenharam um

papel importante quanto a sua compreensao e desenvoleif2ggéntma realizacdo concreta



de tais atributos atenta para o surgimento da deformacaeéatde um de seus principais
ingredientes o parametro de deformagamtroduzido nas relagbes de comutacédo que de-
finem a algebra de Lie do sistema, com a condi¢cdo de que a aldelrie original, ndo
deformada, seja produzida no limite— 1 [9].

Os g-osciladores usando a derivada deformada de Jadgkébn ou os chamados-
operadores derivativos [10] sdo considerados a fim de definér dindmica generalizada
g-deformada em um espaco de faseomutativo. Para esta finalidade fazemos uso dos
operadores de criacdo e aniquilacdo da mecanica quardietormada.

A motivagao para 0 nosso estudo reside no fato de que uma qemareensao da ori-
gem fisica daj-deformacéo em fisica classica ainda falta. Néao esta clasastééncia de
uma resposta classica para mecanica quatiteformada inspirada nos estudos dos grupos
guanticos. Surgiu entdo, recentemente um grande intezasg®/estigar sistemas termodi-
namicos;-deformados no nivel classico. Acredita-se que as teogfsmadas lidam com a
estatistica do comportamento de sistemas complexos, indmita subjacente é calibrado
em uma fase espacial multi-fractal, regida pela interagélorngo alcance e (ou) efeitos de
memoria de longo prazo [11].

Um possivel mecanismo capaz de gerar uma versdo deformadecdaica estatistica
classica consiste em substituir, a distribuicdo Boltzm@ibbs, pela sua versédo deformada.
Nesse sentido postula-se uma forma de entropia deformagl@plica numa teoria de
termodinamica generalizada. Desta forma, algumas géreraés da mecanica estatistica
foram propostas [12]-[15]. Neste contexto, foi demongirath [16] que uma realizagao
natural da termodinamicgdeformada de bosons e férmions pode ser construida sobre o
formalismo dej-célculos. Na realidade, ficou demonstrado quéraegral esta relacionada
com a energia livre dos sistemas de spin sobre uma grandeduex [17].

Num passado recente, algumas idéias classicas para awg@diestie um grupo quantico
g-deformado tém sido investigadas [18]. Em um caso mais é@gmedocalizaremos nossa

atencao ao estudo do problema do diamagnetismo de LandauH4$: termo diamagne-
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tismo € utilizado para designar um comportamento caratitaride determinados tipos de
materiais e que se caracteriza pelo fato de serem ligeitemepelidos por campos mag-
néticos fortes. Este comportamento justifica-se pelo fatoedetrons terem uma tendéncia
a se agruparem em pares com spins orientados em direc6éasypesto que cada par tem
um spin total nulo; consequentemente a maior parte dos &toam nimero par de elétrons
tem um spin total nulo, originando uma oposicédo ao campodiean magnética induzido
com relacdo ao campo externo que conduz a uma repulsdo no exbepno.

A maior parte das substancias sdo diamagnéticas, como éalaaggua, do vidro,
do plastico e dos compostos organicos. Portanto, o diartiagmeé uma propriedade do
material que caracteriza a resposta de um ensemble deufastéarregadas (mais especifi-
camente elétrons) aplicada a um campo magnético. O campeétiagde cada particula
causa movimento ciclotron, criando assim um momento magnetbital, regido pela Lei
de Faraday-Lenz. Assim, o sistema exibe uma susceptitbideagnética negativa, marca
caracteristica do diamagnetismo. O problema do diamagnetiesolvido por Landau, con-
tinua a levantar questées que tém forte relevancia ainda Bsjas questdes dizem respeito
a natureza quantica inerente do problema. O papel de framteéle dissipacao, o significado
dos limites termodindmicos e acima de tudo mescla mecéaci@ssica e quantica.

O diamagnetismo pode ser utilizado como um fenémeno ilixirdo papel essencial
da mecéanica quantica na superficie, no perimetro, e ngpd(E da mecanica estatistica
do ndo-equilibrio em si. O que é ainda mais notavel é que &efrardo meio como tam-
bém qualquer fronteira interna desempenha um papel crac@ntribuicdo diamagnética
no momento angular anula a contribuicdo decorrente do assmado “salto de 6rbitas”
desses elétrons, que batem na fronteira e buscam multiplicanstituir o que se refletiu
em um efeito chamado “corrente de fronteira” [20]. Esse foigrande triunfo da meca-
nica quantica de Landau em 1930, quando revelou que a dis@&b de niveis de energia,
e consequentemente a degeneracao de cada nivel conduzizad®aneira natural para

susceptibilidade magnética [21].
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Nesta dissertacdo, os assuntos estdo dispostos da sedguimée No CAPITULO 2,
apresentamos uma breve introducadq;gdgebra. Destacam-se: a sua origem a partir do
principio da incerteza de Heisenberg o que nos condpalgebra de bdsons e férmions
e a derivada de Jacks@u D), algumas de suas propriedades e suas possiveis aplicagoes.
No CAPITULO 3, aplicamos agD ao problema do diamagnetismo de Landau. Com essa
aplicacao dg-algebra, obtemos uma melhor compreensagdeformacédo. Nos nossos re-
sultados obtemos valores deformados para a energia intemmeero de particulas, magne-
tizacado e susceptibilidade magnética, os quais retornanadores ja conhecidos da litera-
turano limiteq — 1. Notamos que g-deformacao pode estar ligada a fendbmenos devidos
a impurezas no material. Outras discussoes relacionafladisensdes sao consideradas.

O CAPITULO 4 apresenta as nossas conclusfes e perspectivas.

Unidade Académica de Fisica - UFCG



Capitulo 2

¢-Algebra e aplicactes

A construcao de uma versao generalizada da algebra dosdlopesg-deformados, se
faz necessaria. Principalmente através da inser¢cado detammifaltiplicativo em um ope-
rador linear, que modificard suas caracterisitcas. Repegges da algebra de Heisenberg
g-deformada tem chamado muito a atencao na literatura [22ja €eonexdo comgcalculo
baseado naumero basicgdefinido logo a seguir) vem sendo investigado por variosrast
[10, 23, 24, 25, 26].

Embora néo esteja claramente estabelecidg/smadificacédo da relagéo de incerteza de
Heisenberg nos conduz diretamentgdgebra de bésons e férmions e derivadas de Jackson
(JD) [28], as regras de-algebra sdo estruturadas no contexto da representagaorfgma
e holomdrfica [8], que ira nos permitir mostrar que a algelmsgdbdsons e;-férmions
esta intimamente conectada cong-deformacéo da relacdo de Heisenberg £/aesta
intimamente ligada a algebra dgfo6sons e dog-férmions [29].

O namero basic@ definido por

qa o qfa
o] = —+, (2.0.1)
qa—4q

ondeq € um namero real arbitrario,< ¢ < oo. Na formulag&o simétrica podemos limitar a

0 <g<1loul < q < oo. Estaformulacédo é definida para ser simétricajemq¢='. A JD



2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG EJD 6

constitui a base “ndo-simétrica” [8], que esta referidausdg a literatura comeg-calculo
e também esté intimamente ligada com os numeros basicosegeendenham um papel
fundamental. Vamos agora demonstrar qui/ae o ¢g-calculo tem sua origem na relacao

da incerteza de Heisenbergleformada.

2.1 ¢-Algebra de Heisenberg e/ D

2.1.1 ¢-bosons

Consideramos o principio da incerteza de Heisenbelgformado
qrp — pr = ithA. (2.1.2)

Ha pelo menos duas opc¢des onigpode se manter preservado no limite corrdimife
classicg quando; — 1. Uma possibilidade para que isso ocorra tem sido estudadagjo
sendoA = 1. Iremos escolheA = ¢, ondeN sera especificado mais tarde, a fim de
desenvolvermos a formulacéo que é simétricagem ¢ !. Isso nos leva a introduzir um

ansatz [29]

qup — pr = ihg ™" (2.1.3)
Parag # 1, 0o momentop = —ihd,, tem que ser substituido pelo operador generalizado
p = —ihD, de acordo com,

Dx —qzD =q". (2.1.4)

Buscamos a solucdo da equacao (2.1.4) para o opefad@bteremos a solugéo partindo

da resolucao dog-osciladores [32]. Assim,
[a,a'], = aa' — ga’a = A, (2.1.5)

H = %(aaT +a'a), (2.1.6)

Unidade Académica de Fisica - UFCG



2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG EJ D 7
ondeq, o' sd0o os operadores de aniquilagcdo e criagdo dos osciladogesigon.
Expressaremos a equacao (2.1.5), em termd¢ delos auto-estados’):
alN) = [N]Z|N — 1), (2.1.7)
al[N) = [N + 1]2|N + 1), (2.1.8)
1
H|N) = 5([N] + [N+1]>, (2.1.9)
AIN) = ¢ N|N). (2.1.10)
onde
N __ _—N
e — (2.1.11)
q—4q
Estabelecendo,
a
A= (2.1.12)
aT
Assim a equacéo (2.1.5) pode ser escrita como segue
AleA = g (V+3), (2.1.13)
onde
0 q_%
€= ) (2.1.14)
A matriz (2.1.14) é invariante sob as transforma¢Bemertencentes ao grugd/,(2) [4]:
T'eT = TeT" = e. (2.1.15)
Portanto qualquer novo vett sera definido por
A=TX, (2.1.16)

Unidade Académica de Fisica - UFCG



2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG EJD 8

e satisfara

XteX = A. (2.1.17)

A transformacéo de observaveis no espago de Fock para mepegnfiguragdo é realizada
definindo-seX. A partir da definicdo dada por [32], obtemos o principio d=iteza de
Heisenberg-deformado (2.1.2),

X = (2.1.18)

Xz

inserindo o operador de dilatacé&ddefinido a seguir), chegamos a solucao do operador

1 1 g __ —0
D=-[g,=-L—1_ (2.1.19)

x rq—q?t’

Isto também se processa na deformacgédo da equacéo (2.@iBabri
O numero béasicapresentado aqui, definido na equacéo (2.0.1) constitiseadmalge-
bra de osciladoreg-deformados [5]. Para provarmos utilizamos a propriedade+ 1] =

[N]z. Uma prova alternativa e instrutiva, consiste em mostriangiro que
[Nz = 2[N + 1] = 2¢[N] + z¢ ", (2.1.20)
gue nos leva
[N]x — qz[N] = 2q". (2.1.21)

Esta é a ligacdo fundamental entrg-numero basic@ ag-deformacao da relacao de incer-
teza que nos leva automaticamenté/a através daimero basicoA fim de mostrar que a
equacao (2.1.19) é de fato a derivada generalizada , prmosdsomo segue.

Primeiramente definimos o operador de dilatacéao

0=a— (2.1.22)

Unidade Académica de Fisica - UFCG



2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG EJD 9

tal que satisfacam as propriedades

fr =x(0+ 1), 0'x=(0+1), f@)x=zf(0+1), (2.1.23)

onder é um numero qualquer £é um polindbmio arbitrario. Podemos mostrar que isto é

verdade estendendo a propriedade para qualquer mondmioaleawniavel rea, quando

v =z’ (2.1.24)

Continuando da equacéo (2.1.24) podemos estabelecer #epame adicional

Ox" =ra", (2.1.25)

para qualquer numerg que pode ser estendido para um monémio,

%" =rz". (2.1.26)
Expandindo a série
92
q9:1—0—01nq+§(lnq)2+~~, (2.1.27)
obtemos 0 mondmio,
¢z" = 2"q" = (qz)". (2.1.28)

Essa relacdo imediatamente generaliza-se para um pobtréobtemos a equacao (2.1.25)
para qualquer funcdo polinomial. Temos agora de fazer adis®# que existe na repre-

sentacao holomorfica [10]

0= N, =zx0x<aa=N, ou 0=axD < aa=][N], (2.1.29)

onde N é o operador nimero de bésapgeformado. A propriedade, (2.1.28), também é

valida para uma funcéo arbitraria polinomial, ortdpode serN ou [N]. Se escolhermos

Unidade Académica de Fisica - UFCG



2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG EJD 10

0 = N, obtemos a propriedade

" f(z) = f(qz), (2.1.30)

gue pode ser estendido para o resultado

¢ Nf(x) = fg ). (2.1.31)

A partir disso e do resultado (2.1.19), podemos obter int@aiante um importante resul-

tado

Df(e) = Lm0 oy _ Lien) — S ')

r qg—qt x q—q*t

, (2.1.32)

gue é reconhecido como a definigdo padréo [16, 8] na formulsigéétrica da/D. A JD

reduz-se a derivada ordinaria no limite— 1. Concluimos que, a introducéo dé surge

naturalmente a partir da relagéo de Heisenhetgformada através dpnumero basico
Vamos agora considerar gosons e @ D que obedece a relacdo (2.1.4). Se escolher-

mos a representacdd = a, r = af como em (2.1.29), ent&o obteremos imediatamente

aa’ — qata = ¢ V. (2.1.33)

Assim, a algebra dos operadores de criacdo e aniquilacdostiadores;-deformados
pode ser considerada como decorrente de uma representacéordenadas e daD. Por-
tanto, neste sentido, a algebra de bospuagformados é uma consequéncia imediata da

deformacédo da algebra de Heisenberg. Podemos entéo canaui

a=ag""', [Nla=a[N —1], [N+1]=¢[N]+q¢?". (2.1.34)

2.1.2 g-férmions

Vamos agora voltar nossa atencao para-fymions. A termodinadmica e a mecanica esta-
tistica dos férmiong-deformados tem sido exaustivamente investigados [16), lwase na

algebrag-deformada. Vamos considerar especificamemérero basiceomo definido na

Unidade Académica de Fisica - UFCG



2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG EJD 11

equacéo (2.0.1), enquanto os operadores de criacdo elagfusatisfazem [16], a algebra

bo' 4 ¢ 'bTh = ¢V, (2.1.35)

Esta equacéo, que conduz a determinacao de muitas fungbesliedmicas de-férmions,
mostra uma clara simetria desejavel entre férmions e bd@sal&n disso mumero basico
utilizado para férmions € exatamente 0 mesmo que aqueiteadtl para bésons. Quando
examinamos as algebras descritas pelas equacdes (2.2.1)35), juntamente com a re-
lacdo de Heisenberg (2.1.3), concluimos que as mesmasomé&cém uma representacao
para aJD (2.1.19) para produzir a algebgaférmions (2.1.35). Em outras palavras, ndo
existe qualquer representacdo holomorfica util/de como na equacéo (2.1.29), tal que
x < bf, 0z < b, que ird produzir a dlgebra na equacéo (2.1.35).

Por outro lado devemos notar qud 2 no caso de-férmions ainda decorre da relacao
Heisenberg-deformada como foi mostrado anteriormente. Na teoriaguspesta algebra
de g-férmions, os autovalores do operador de nume€érpode assumir os valores= 0, 1
apenas, obedecendo a teoria do principio da exclusdo dg &saim como no caso de
férmions ndo deformados. Além disso, podemos demonsteasgj@lgebras apresentadas
acima podem ser transformadas para o caso de férmions spouaieja ndo deformados [3,
31]. Existe uma outra representacao interessante, redaltean uma algebra de férmiogps
deformada diferente que vamos investigar agora. Vamasdintir a definicdo dosimeros

basicosde fermions dado por [3]

B B q—z _ (_1)zqz
[2]F = EPTT=i (2.1.36)

gue apresenta muitas propriedades Uteis e interessantésse dhso, obtemos o resultado

que é analogo a equacgéo (2.1.4) para o caso do boson,

Bz +qzB=q", (2.1.37)
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2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG EJD 12

cuja solucéo é dada pét = 2~ ![N]r. Isso pode ser verificado da seguinte forma: Primeiro
confirmamos que as propriedades apresentadas nas equaddzz){(2.1.28) também sao
validas no caso dos férmions quando usamosuwseros basicogeneralizados (2.1.36).
Precisamos de uma extens&do dessas propriedades basicascréeermos—q)" como

(exp (im)q)™ e por meio da extensdo da série para o exponencial, obtemos

(—)Vz = z(—g)™*. (2.1.38)

Convém salientar qu&’ é um operador e que a equacgdo acima nao esta em conflito com a
equacao (2.1.24). Consequentemente, teremos a représentdgmorficd 1 /z)[N|r < b,
r < bl oquelevaa

bb' + qb'b = ¢V (2.1.39)

Podemos fornecer uma prova direta para a solucédo da equaga®rj. A prova explicita
comega com a observagdo de que sugira uma interpretacéormpatb| N |z = [N +1] g,

junto com a propriedadgN| + [N + 1] = ¢~ V. Assim,

1 1 N

QI—[N]F + —[N]FZE =( > (2140)
x T
1 1 y
qu[N]F + Em[N +1p=q¢". (2.1.41)

A partir da equacéo (2.1.39), faremos algumas observag&@egjuir:

e A dlgebra da equacéo (2.1.39) pode ser considerada coniargsula representacao
acima, decorrente especialmenterdonero basicale férmions definido na equacéo

(2.1.36), que é uma introducdo realizada por Chaichian &f;al [

¢ E notavel que este nimero basico de férmions nos fornectapmente uma represen-
tacdo consistente holomérfica em termos dos operadoresagéae de aniquilacéo
para osg-férmions, ou seja, fornece uma justificativa fundamensah @ definicdo

(2.1.36) em si;
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e Observamos que esta algebragdigrmions ndo se baseia na relagableisenberg.

A conexdo com a relacdo deHeisenberg € valida somente pgradsons. Apesar

das aparéncias, o0 operad®ique aparece na equacao (2.1.37) ndo tem relacdo com a
JD, que tem a sua Unica conexdo conydsisons; ele ndo tem qualquer semelhanca
com as derivadas ordinarias no limite classico. Finalmetiservamos que isto leva

a uma generalizacdo dos férmions [3] no sentido de que esthral-deformada vai
além do principio de exclusdo de Pauli e os autovalore§ déo arbitrarios e ndo se

restringem aos valorés 1;

Os limites dos casos mais gerais estdo descritas em [3]frizaemos que, enquanto
a algebra dg-bdson, a relacao de Heisenbgrdeformada e/ D estao intimamente

ligados, og-célculo paraj-férmions tem uma origem diferente e ndo esta relacionado

a relacéo de-Heisenberg.

2.2 Algumas propriedades daj-algebra

Para a introducao dg-operador diferencial, partiremos da definicao

-1 < (In(q)) < , (2.2.42)
ondeS representa a parte imaginaria do numero complexo que édtefior

q* = exp (aln(q)). (2.2.43)

Além disso, os-analégos dos numeros naturais, da funcao fatorial e fuseam-fatorial

sao definidos por [30]

)y =Y ¢, [0,=0, q€C, (2.2.44)
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n],! = ﬁ{k}q, 0,!=1, gqeC. (2.2.45)
k=1
2n — 1]l = ﬁ[2k — 1], qeC, (2.2.46)
k=1
[2n],!1 = ﬁ[%]q, geC. (2.2.47)
k=1

Em (1908) Jackson [27], introduziu g-operador diferencial deuler-Jackson

¢(x) — ¢(gz)

(Dyo)(x) = 0 gr q € C\[1]. (2.2.48)

No limite deq aproximando-se dé temos a derivada usual de Leibniz,

lim(D,¢)(x) = a0 (2.2.49)

q—1 dz’

Podemos notar como essa derivada atua, através do exemplo:

o = (qz)*  2*(1—q")
Da(a®) = 1-—qz  z(1—gq)

=[a],z*', aeC. (2.2.50)

Para realizarmos a soma, a multiplicacdo e a divisdo, atrdw@-operador diferencial,

seguimos as formulas

D(z)f(z) = (z)Df(z) + D(z)f(z), (2.2.51)
D,(u(z) +v(z)) = Dyu(x) + Dyv(x). (2.2.52)
D,(u(x)v(z)) = Dyu(z)v(z) + u(qr)Dyv(z). (2.2.53)
u(z)\  v(x)Dgu(zr) — u(r)Dyv(z) olar)ola
Dq (U(:l?)) - U((]QZ v $) ) (q ) ( ) 7é 0. (2254)

Aplicando Taylor no lado direito de (2.2.48) obtemos a seiguexpressao parageoperador
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diferencial:

(g —1)Fk
= (4= D" & an) ) (2.2.55)
£ (k+ 1)

desde qu¢g seja analitica.
Selq| > 1,0u0 < |¢| < 1elz| < |1 — ¢|~!, temos uma fungag-exponencialZ,(z),

definida por Jackson [6] e Exton [8],

=> L 2", (2.2.56)
n=0 [n]q
aplicando a-derivada en¥,(z), temos
D,E,(az) = aE,(az). (2.2.57)

Assim, podemos trataranalogos das fun¢des trigonometricsia € cos por exemplo), da
forma

sing(z) = %(Eq(zx) — E,(—iz)), (2.2.58)
cos, (z) = %(Eq(ia:) + B, (—iz)), (2.2.59)

aplicandog-derivada, temos
D, cos,(ax) = —asing(azx), (2.2.60)

D, sing(bz) = bcos,(bz). (2.2.61)

Podemos também verificar a seguinte identidade

cos, () cosé(x) + siny(z) sin%(x) =1 (2.2.62)

Temos que,
E,(@)Ex(y) = Bjla + o (2.2.63)
eq(z)es(y) = eqlr + ylg- (2.2.64)
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quzg = e,y — ], (2.2.65)
Dyeq(e) = 5 “ - (2.2.66)

Wolfgang Hahn chamofa], de basische Zahlenpodemos traduzir commimeros ba-
sicos ou seja nossoumero basicalefinido em (2.0.1). Podemos apresentar dois exemplos

de g-analogos simétricos:

_¢-q

gz —q 2
la], — e lalg = ——. (2.2.67)
q—4q qz —q 2
Podemos ainda definir esses numeros pela relacédo
1—q°
= 2.2.68
=T (2.2.68)

ondeg pode ser qualquer numero real ou complexo. Veremos que agsas&®rrespondem

a sequéncia de numeros inteiros positigg, - - -, n, - - -. Temos a sequéncia
1] =1 (2.2.69)
2] =1+4¢q (2.2.70)
Bl=1+g+¢ (2.2.71)
m=1+q+¢+ - +¢" " (2.2.72)
]! = [1][2][3] - - - [n]. (2.2.73)

Muito mais propriedades podem ser encontradas em [30].
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2.3. ALGEBRA QUANTICAQ-DEFORMADA 17

2.3 Algebra quénticag-deformada

Com base no que foi estudado nas sec¢fes anteriores, por nssm @rutura e também
outros fatores que serdo mostrados a seguir, formulamos-diigabra onde engloba bésons
e férmions.

A simetria algébrica do oscilador quantico é definida pejgldla de Heisenberg, em
termos dos operadores de aniquilagéo e criagélg respectivamente, e o operador nimero

N, por meio de [3, 33, 34]
e, c]i = [cf, ] = 0, cc’ — kqcle = ¢ (2.3.74)

[N, c] =, [N, = —c, (2.3.75)

onde o parametro de deformagaé real €z, y|, = ry — kyz, sendok = 1 parag-bdsons
com comutadores ke = —1 parag-férmions com anti-comutadores. O valor observado do

numero basicdz| tem que satisfazer a propriedade da ndo-aditividade
[z +y] = [2] + [y] + (¢ — Dz][y]. (2.3.76)
Os operadores obedecem as seguintes relagdes
[z, 9]k = 2y — kym, cc = [1 4+ EN], (2.3.77)

onde definimos nosswimero basicaomo

2] = . (2.3.78)

10), cl0 > =0, (2.3.79)
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As acdes de e c' sobre o estad) no espacg-Fock sdo conhecidas por

cfn) = [n+ 1]Y%n + 1), (2.3.80)
cln) = [n]*?|n — 1), (2.3.81)
N|n) = n|n). (2.3.82)

A transformacé&o do espaco de Fock para o espaco de configheagste segundo [10, 26]
=z, c=DY. (2.3.83)

Jackson em [6p. 255, introduziu operadoD:(Cq), conhecido por derivadas de Jack$dm)
[6, 27, 28], que é diferente do operador usual de LeibAiz[8],

flqz) — f(fL“>‘

DI @) = =0

(2.3.84)

No limite deq — 1, o numero bésicdzx] é reduzido amumeroz, visto em (2.2.49). Por-
tanto,J D ocorre naturalmente em estruturas quanticas deformadas.
Da algebra do osciladdr-deformado (por exemplo, no caso de bdsons), temos que 0

namero de ocupacdo meédio é dado por [16]:

1 2 Lexp(Be;) — 1
(@ _ 1 4 AV 2.3.85
i Ing n(zlexp(ﬁei)—q)' (2.3.85)

Por outro lado do oscilador quéantico ndo-deformado temesoguimero de ocupacao

médio é dado por:

1
, = . 2.3.
M T exp(Be) — 1 (2389

1Representagido Holomorfica de Bargmann
2oscilador quantico
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Temos que,

NO=3"n" e N=) n. (2.3.87)

Notamos quéeV pode ser obtido da fungao de parti¢dda forma:

nZ=—> In(l - zexp(—fe)). (2.3.88)
ComoN é definido por
N = z2 InZ=, (2.3.89)
0z
entao
2 exp(—fe) 1
N = = 2.3.90
T exp(—fe) 2 T Texp(da — 1) (2:3.90)
ou seja,

N=> n. (2.3.91)

O mesmo no acontece cai? porque ndo podemos obter (2.3.85) através de (2.3.88)
da mesma forma que obtemos (2.3.86), ou sgjdlormalmente o que se faz para manter o

mesmo formalismo estatistico é fazer a seguinte mudanca:
N@ = ;DD InzE, (2.3.92)

ondeD'? é a derivada de Jackson (JD).
No limite z < 1 € facil estabelecer uma relacédo enti&) e N via D" e9,. Note que
nesse limite temos:

—1
ngq) = ql z exp(—p¢;) e n; = zexp(—pe;), (2.3.93)
nq
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logo,
—1
nl? =912, (2.3.94)
Ing
ou seja,
@ _1-15 No _1=1y 2.3.95
Zi:nl lnq Zi:nz = lnq . ( 0. )

Usando (2.3.89) e (2.3.91) temos:

DOz =171.9 2 (2.3.96)
Ing 0z
tal que,
@_9-10 2.3.97
Ing 9z (2.3.97)

As energias médiag(@ e U s&o, portanto, também relacionadas. Note que:

U =>"enl? e U=) en (2.3.98)
Usando (2.3.94) vemos que:
-1
v =91" "y (2.3.99)
Ingq
Podemos escrever,
0 oy; O
U@ =~ InT=-—22L " In=. 2.3.100
95 "= "op oy " (2:3.100)

Comoa% é similar a2, poisz = exp(6y) ey; = exp(Be¢;), generalizamos

o)
3 DY, (2.3.101)
logo,
v = %% pe 1z (2.3.102)
8ﬁ Yi

Unidade Académica de Fisica - UFCG



2.3. ALGEBRA QUANTICAQ-DEFORMADA 21

Para
—-10
pw =1 2.3.103
v Ing Oy, ( :
temos:
dy; (q—1 0
U9 =_2 In= 2.3.104
op < Ingq 8yi) = ( )
ou seja,
-1
v =91" "y (2.3.105)
Ingq
Basicamente a aplicagao d& resume-se em:
0 0
— — DWW D@ 2.3.106
g — D} ou ayi — Dy, ( )

onde vemos a conexdo entfd” e a derivada usual definida por Leibifz ou (A) na
equacéo (2.3.97).
Essa conexao também pode ser obtida atravésiaiero basicaonforme demonstracéo

logo a segquir.

DemonstracdoDestacamos que a mesma so6 € valida panaroero basicalefinido em
(2.3.78).

Considere a definicdo de derivada usual

A, f(z) = , (2.3.107)

ondeA, f — £ f(x) = 0. f(x), no limitee — 0, tal que

ofwte = t@rI—S@ (2.3.108)

€

ou seja,

0, f(qz) = % (2.3.109)
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Assim,

Ouf(e+ ) = DD f(x). (2.3.110)

xT

Consideref(x) = 2, tal que

(qz)" — =
O, f(e+ 2 : 2.3.111
fle+a®) = S (23.111)
ax® -1 .4
= TR (2.3.112)
T q—1
az® !t = [a]a* (2.3.113)
ou seja
@1
a = [a], ], = £ - (2.3.114)
q
\oltando a equacéao (2.3.110)
DY a], = D0 (2.3.115)

Agora, realizando uma expansao ara considerando apenas a primeira ordem temos

n qla — d,a. (2.3.116)

D;q)

Finalmente chegamos ao mesmo resultado obtido no limitéaketamperaturas

Oy (2.3.117)
Inq

Apos a obtencéo das derivadas de Jackson, e da prova daretdgé ag-derivadas e
as derivadas usuais através de um termo multiplicativorgere o fator nas quantidades
termodinamicas célculadas no limite das altas tempesat®@r essa razdo no CAPITULO
3 estaremos inserindo @9, uma vez que resolvemos o problema de Landau no mesmo

limite, e assim obtemos o problema do diamagnetismo de lLeppdaformado.
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Capitulo 3

Diamagnetismo de Landaug-deformado

em D-Dimensodes

Para explicarmos o fenébmeno do diamagnetismo, temos gaedavconta a interacao
entre 0 campo magnético externo e 0 movimento orbital dooak Descartando o termo
de spin, o hamiltoniano de uma particula de massaa carga, na presenca de um campo

magnéticdH, € dado pela expressao
1 e \2
=g (P 2A) (.04

ondeA é o potencial vetor associado ao canipe c é a velocidade da luz. No contexto da
mecanica estatistica classica, ndo ha possibilidade defac@ do diamagnetismo [35, 36,

37]. Para ver isto, basta escrevermos a fungéo de particéspago de fase classico,

2y = /dgr/d?’p exp (—fH), (3.0.2)

Za = /d3r/d3p exp {% <p — ZA) 1. (3.0.3)

Note que podemos eliminar a dependénci&geom o campo magnético, ao realizarmos
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uma mudanca de variavpl — p — (%)A, tal que

575/2} . (3.0.4)

= :/dgr/dB’p exp [_2

Podemos fazer uma generalizacédo pardimensdes, mudando a dimenséo do espaco
de coordenadas e de momentodpara D dimensdes. O problema original efw =
3) pode ser visto de maneira detalhada a partir da equacad)(B®Apéndice A onde
mostramos que o diamagnetismo de Landau € um fendmeno pueqéntico, obtemos
a degenerescéncipe também calculamos a frequéncia classica de rotagdo defioid
w = <L em unidade$CGS).

Partiremos da funcao de particdo no ensemble grande candnic

Ez—kZZZln{l—kexp Ble — )]}, (3.0.5)

ondez = exp(fu) é a fugacidade & = +1, para bosons e férmions respectivamente
(definido na segé&o anterior).

Realizamos o0s somatorios, primeiramente considerandaite ldontinuo,

[e o]

dvk, fn(k,), (3.0.6)

> (k)

ondew = (D —2), ek? = k? + k2 4 --- + k2 e L'P) = V(hiper-volume). Devemos notar
gue aumentamos apenas o numero de dimensdes/par&) dimensdes extras. O sistema
continua, em sua esséncia, um problema planar imersb dimensdes.

Substituindo a fugacidade e a equacéo (3.0.6) na equa€ib)(btemos

E——kzzn: L /Zdwkzln{1—kexp[—ﬁ(e—ﬂ)}}, (3.0.7)

In==— ng Z/ dvk, 1n{1—kzexp[ mldl ﬁhw< ;)H (3.0.8)

Unidade Académica de Fisica - UFCG



25

onde definimos o fator de degenerescép@aa energia

2L%eH h2k? 1
= hw . 3.0.9
g he o T < 2) ( )
Realizando uma expansédo numa sériezeta forman(1 + z) = = — %2 +--,(r k),

e tomando o termo lider chegamos ao resultado que discotrabaixo.
Trabalhando em um limite de altas temperaturas ou de gasglalilu < 1), o termo

dominante da funcéo de particdo grande candnica pode s&o escforma:

w 2k’2
InE = gL k% Z/ dvk, exp[ bh }exp[ Bhw <n+%>} (3.0.10)

]

Resolvendo a integrél’ ) do somatorio, observamos que temos uma integral gausdiate,

por:
/OO exp(—az?)dr = (E> (3) : (3.0.11)
. a
Logo chegamos ao resultado
S —BR2R 2m \ (%)
Yk, = . 3.0.12
/_Oo exp< Sy d“k, i ( )
Lembrando quey = - T, onder p € a constante de Boltzmann, temos
2rmegT (%) 1

onde,\r € o comprimento de onda térmico de De Broglie.

O fato de realizarmos essa aproximacado deve-se ao crienvaldlade do tratamento
classico de um gas, ou seja, os efeitos quanticos sdo desgsapiando o comprimento de
onda de De Broglie é muito pequeno comparando com outrandiasifisicas relevantes.
A quantidade: = (%)% representa o espacamento medio entre particulas do gam &ss
plausivel que os efeitos quanticos sejam desprezados @temds “poucas” particulas no

sistema (baixa densidade) ou quando estas se distribuenmpgrande nimero de estados

Unidade Académica de Fisica - UFCG



26

(altas temperaturas). Assim,

AL < a®. (3.0.14)

Podemos relacionarcom a energia de Fermi,

2w
3N\ pe
w_ (2N 3.0.15
o (87TV> @2m*)’ (3.0.15)
TR
aw:(3”6”“) L (3.0.16)
8T (2m*eF)?

temos% = "e3e, onden, € 0 nimero de elétrons de condugado por atome o numero de
atomos por célula &* = massa efetiva 8, 98m,, m. € a massa do elétron.

Voltando a equacéo (3.0.14) e substituindo pelas equa8des3) e (3.0.16),

2w

1 3neng\ * h* (2mmkg)Y
Tw 3.0.17
7w S ( 87 ) (2m*ep)w  h* ( )
T’LU
T > 0. 981 (3.0.18)

(neng) s (30,06)
ondeT} é atemperatura de Fermai (;—;) :
Podemos ter uma no¢ao do valor da temperatura necessaiaipgir o limite classico,

aplicando a equagéo (3.0.18) por exemplo, para o0 caso do (S¥dj, como segue:
ne=1, n,=2, Tp=3284x10"K, D=3,

T > 788, 6K. (3.0.19)

Agora realizamos o somatério da equacéo (3.0.10) e obtemos,

ni;oexp [—ﬁhw <n + %)] = [2 sinh (@)} B , (3.0.20)

Com os resultado obtidos nas equacdes (3.0.13) e (3.0.2@leraleg, podemos reescrever
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a equacéao (3.0.10),

2L%H L* 1 BheH\1 "
In= = —k? inh 3.0.21
" he  (2m)w A% : {sm ( 2me )] ’ ( )
In== 2L,ilfz[sinh(ﬁ H) ™ (3.0.22)
T hed®(2m)w He ’ o
ondeup = ;j}c € 0 magneton de Bohr. Podemos ainda definir um fator
2LPleH
C = ()—e (3.0.23)
A (2m)whe
tal que

-1
In= = zk*C {sinh(ﬁuBH)} : (3.0.24)

Apds as mudancas necessarias para generalizarmos o paothbediamagnestismo de
Landau emD-dimensfes, voltamos agora nossa atencdo a incorporaggdldabra no
nosso estudo. Podemos escrever a funcdo de particdo noldaggande candnico da
seguinte maneira

nZE=2k’C> yn, (3.0.25)

n=0

ondek? = 1, y, = exp(—f¢,) e, = [ZL (n + 1)].

mc

3.1 Energiainternag-deformada

Vamos determinar a energia interna, que como sabemos édagfion

)
— 2 = 1.2
U=—g5mn (3.1.26)

Vamos fazer uso das equacdes (2.3.106) e (2.3.97), que sqoaaths para introduzirmos a

JD. Contudo precisamos realizar a seguinte mudanga

(dy, D
55 =" (%a_yn) _ (3.1.27)
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Voltando a equacao (3.1.26), e aplicando a mudanca realinhtemos

OYn

U=-— 95 DWinE, (3.1.28)
o O o)
U=—2C > %Dyn Yn, (3.1.29)
n=0
~1 90
U— qlnq éw Z Y, (3.1.30)

com o resultado da equacéao (3.0.20), chegamos a energisaigtdeformada

U0 ft (L), (3.1.31)
3.2 Numero de particulasg-deformado
O numero de particula¥ é definido através de
N=:P ez (3.2.32)

0z

Como a equacdo (3.2.32) depende explicitamentg bgo aplicando & D, obtemos

=2DW2C )y, (3.2.33)
lnq a z ;%yn, (3.2.34)
_ o1t ! (3.2.35)

Ing 2sinh(BugH)
Uma vez definido o numero de particulsisy-deformado através de (3.2.35), podemos

reescrever (3.1.31), e obtemos

U=N (“BHCOSh(ﬁ”BH)) (3.2.36)

sinh(GpupH)
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3.3 Calor especifico

Para determinarmos o calor especifico

| [oU kg [OU
_ - [ = _ - .3.37
% N(aT)m N (fw)m’ (3:3.37)

fazemos uso de Jacobianos, definidos por

/N
Q|
&

N——

Y

OU\ _OWU.N) _OWU.N) 0B.2) _ AUy _ (U
(%>N ~ O(B,N)  9(B,z) O(B,N) (35)2 (az)ﬂ@_N) . (3.3.38)
“/B
Apos realizarmos todas as derivadas, obtemos
U\ _ —zCq-1  upH
(aﬁ)]\/ 2 Ing Sinhg(ﬁ,uBH)' (3.3.39)

Aplicando esse resultado na definicdo (3.3.37) e realizandosubstituicdo do valor dg

obtido na equacéo (3.2.35) chegamos ao calor especifico

_ BusH ?
Cv = kB (m) ; (3.3.40)

ondexp € a constante de Boltzmann. Notamos que isto coincide comutiaeés usual.

O mesmo acontece com qualquer grandeza especifica tipdaepergaartl’cula(u = %)
magnetizacao por particu( = %) etc. Assim a grandeza que € essencialmente afetada
pela deformacéo é o niumero de particilasA ¢g-deformacéo pode ser vista portanto como

um efeito de impureza em um material magnético, a qual madifias caracterisiticas.

3.3.1 Gréficosg-deformados

Podemos observar pelos gréficos (3.1) e (3.2), que os reésslara diferentes valores de
q, representados para energia interna e numero de particdief®rmados apresentasn
comportamentos distintos pelas curvas vermelha, azudeyemo caso da curva vermelha,

temos o resultado idéntico ao caso ndo deformado. Ja noa@(af®), o calor especifico
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nao sofre qualquer alteracdo, como ja foi citado anterintene

1,0-
0,8 —
0,6—-
0,4—-
0.2 -

0 1 2 3 4 5 6
H
[ = q=0.99 G=0.5 == g=0.1]

Figura 3.1: Energia interng-deformada para = 0,9999999¢vermelho), ¢ = 0,5(verde), ¢ = 0,1

(azul), Eq. (3.1.31).
10+
09
05
07
064
05
04
01
02
01

0 1 2 3 4 5 6
H
[=——q=0.99 q=0.5 == g=0.1]

Figura 3.2: Numero de particulag-deformado parg = 0,99999999vermelho), ¢ = 0,5 (verde),
q = 0,1(azul), Eq.(3.2.35).
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1,00 7

0,98

0,96

0,94+

0,92 5]

0,904

o &

T T T T T
0 1 2 3 4 5
[ o =099 =05 O g¢=0.1]

Figura 3.3:Calor especifico pard=0.1 exp = 1, ¢=0,5 (tracejado), ¢=0,99999999ponto), g =
0,1 (quadrado), Eq. (3.3.40).

3.4 Magnetizacao e susceptibilidade-deformadas

A determinacdo da magnetizacéo € realizada através dadetiermodinamica

__ 99
M=—r (3.4.41)

Onde determinamos o grande potencial candnico

1 —zC

¢ = 3 In=, ¢ = G ()’ (3.4.42)

Entretanto, para aplicarmos/a, teremos que reescrever a derivada da seguinte forma

9 _ (Oyn 0
55 = (aH 8yn) . (3.4.43)
Assim,
__ay” (9)
M =—o2Dy¢, (3.4.44)
_20"q—10 -
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ou seja,

b O] 1 < _ BusH cosh(ﬁuBH)> | (3.4.46)

B Ing sinh(BugH) sinh(BupH)

ondeC* = C/2H. Podemos ainda eliminar o potencial quimico por meio do marde

particulasV, e reescrever a magnetizacdo como

N BupH cosh(SupH)
M=—11- . A4.47
BH ( sinh(3ytp H) (8.447)
Podemos ainda introduzir a funcdo de Langevin,
1
L(x) = coth(x) — . (3.4.48)
tal que
1
H) = coth H — —— 4.4
L(BupH) = coth(BupH) BupH’ (3.4.49)
e finalmente obtemos

Assim, ag-deformacéao fica implicita enV, e a equacédo (3.4.50) fica escrita da mesma
maneira encontrada na literatura [35, 36, 37].

Determinamos a susceptibilidade a partir da definicdo

ou seja,

1
X = 2N} coth(Bup H) <£(5MBH) - W) : (3.4.52)

Agora realizamos uma analise no limite de campos frabosH < 1, partindo de
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(3.4.50), expandida em uma série de Taylor

1
coth(z) = — + g, (3.4.53)

T

onde consideramos até a primeira ordem, e obtemos

NuiH
M=—-——"—. 3.4.54
3RBT ( )
Temos portanto a susceptibilidade a campo nulo
Nopi,
=— 3.4.55
X0 B/fBT, ( )

ondeN, = z(]*%.

Esses resultados sdo conhecidos da literatura e mostraamagugnetizacao no limite de
altas temperaturas é dada pela mesma expresséao obtida almmlédsico de Langevin para
0 paramagnetismo, mas com sinal trocado. Esse sinal nandkega carga, pois se trata de
uma funcao impar e a carggomparece linearmente na expressdo do magneton de Bohr. J&
com relacéo a susceptibilidade a campo nulo, ndo tem nenhéilmgo na mecanica estatis-
tica classica (anula-se quande0). E € possivel notarmos que esse resultado corresponde
justamente a um terco, com sinal trocado da susceptibdidadPauli no regime de altas
temperaturas [35, 36, 37].

Os gréficos (3.4) e (3.5), representam os valgrdseformados para a magnetizacao e
susceptibilidade magnética em funcéo do carAlpeom a funcédo de Langevin exata. Note
gue quando g-deformacdo aumentg (— 0) a magnitude das grandezas diamagnéticas
acima mencionadas diminuem, segundo a (é;*—j) Podemos pensar em uma substancia
diamagnética na qual se adiciona gradualmente uma impyseeza&xemplo, outras subs-

tancias a base de material paramagnético ou ferromagmitioiodo a compensar o efeito

diamagnético da primeira. Um outro exemplo, seria conaidsada valor dg associado a
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uma determinada substancia. A saber, as susceptibilidiedesbre (1.0 x 107°), dia-
mante (-2.1 x 107°) e mercurio (2.9 x 107°) que estdo em ordem crescente de magnitude
(Ix[), poderiam muito bem ser representadas pelos graficosvardé e vermelho da figura

(3.5), respectivamente.

-0,054

-0,104

-0,154

-0,20

-0,25

-0,30

T T T T T

0 1 2 3 4 5 6
H

l_ ¢=0.99 G=0.5 m— q:()_l]

Figura 3.4: Magnetizagaay-deformada em funcdo do campo magnétitgara ¢=0,99999999
(vermelho), ¢=0,5(verde), ¢=0,1(azul), Eq. (3.4.50).

0,10

0,054

-0,00

-0,05

-0,10

-0,15

-0,20

T T T T T
1 2 3 4 5 6
H
[—— q=0.99 0.5 g=0.1]

Figura 3.5: Susceptilidade magnéticadeformada em fungdo do campo magnétitparaq =
0,99999999vermelho), ¢ = 0,5(verde), ¢ = 0,1 (azul), Eq. (3.4.52).

ladimensional no sistema CGS
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3.4.1 Gréficos nadgs-deformados para diferentes dimensde®

Até o presente fixamo® = 3 e variamos o valor de para estudarmos @deformacéo.
Entretanto, é claro que o nimero de dimensBeafetam as quantidades termodinamicas
observadas. Por isto, nesta se¢cdo vamos mantell (sem deformacao) e variar o nimero
de dimensde®.

Como pode ser observado todas as quantidades termodin&sticdadas anteriormente

dependem da constante

L D
=gz o O <2MT) Ar2)\2., (3.4.56)

Podemos observar que, pdra< 27 A+ a medida que o nimero de dimens@eaumenta
C* diminui —ver equacéo (3.0.23). Por outro lad® aumenta conD quandolL > 27 \r,

e nao sofre alteracbes quanflo= 2w\ — ver Fig. (3.6). Um fenbmeno interessante,
pode ser observado no segundo caso, onde a magnetizacaorézama paraD = 3, um
mecanismo que pode ser usado para selecionar o numero mdgidimensdes do espaco-
tempo, por exemplo. Este fato pode encontrar algumas gpkseem Fisica de Dimensdes
Extras, como a Cosmologia Moderna, Fisica de Particulasr&Ta®Cordas [19].

Portanto, € interessante observar o comportamento dadegiastermodinamicas, como
segue. Os demais graficos representam o comportamentoatcespkcifico, nimero de
particulas, magnetizacao e susceptibilidade magnéta@defarmados ou seja, quange-

1, em funcdo do campd, e de diferentes numeros de dimenspes
Os graficos comprovam o comportamento exponencial da ragé® e e A\ com as

dimensded), previsto em (3.4.56).
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160+
140+
1204

1004

Figura 3.6:Constante”* em funcdo do nimero de dimensdes (0..11) gara 27 — 0.9 (verme-
lho), Ly =27 + 0.9 (azul),\r = 1, Eq. (3.4.56).

200
180—: 2 1
160 ]
140- 20
120-
1004 15]
80
60-

40

20

0 1 2

4 5

(=)
(=]
—
(S
I
w
[=)}

T
3
H
—— D=3 D=4 —— D=5 D=7 ——D=10 —D=3 D=4 ——
D=11 D=11

Figura 3.7:Energia interna em funcdo do campo magnétiquara dimensée® conforme legenda,
e comL =27 + 0.9 (esquerda)e L_=27 — 0.9 (direita), Ay = 1, Eq. (3.1.31).
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160
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0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
H H
— D=3 D=4 === D=5 === D=7 === D=1( — D=3 D=4 === D=5 === D= === D=10
D=11 D=11

Figura 3.8:Numero de particulas em funcdo do campo magnétigmra dimensde® conforme
legenda, e coni., =27 + 0.9 (esquerda)e L_=27 — 0.9 (direita), \p = 1, Eq. (3.2.35).
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Figura 3.9:Magnetizagcdo em funcédo do campo magnétigeara dimensdeB conforme legenda,
e comL =27 + 0.9 (esquerda)e L_=27 — 0.9 (direita), Ay = 1, Eq.(3.4.50).
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Figura 3.10:Susceptilidade magnética em funcdo do campo magnidticara dimensée® con-
forme legenda, e corb =27 + 0.9 (esquerda)e L. _=2x — 0.9 (direita), Ay = 1, Eq. (3.4.52).
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Estudamos o problema do diamagnetismo de Landau no limitdtde tempertauras
aplicando a-deformacéo fundamentado galgebra e nas derivadas de Jack&dR), em

uma estatistica extensiva diferente da de Tsallis [12],
Sy = Nkp[2BppHL(BupH) + 3], (4.0.1)

com isso conhecemos algumas de suas principais propredaalgicacdes. Assim, apli-
cando a-deformacéo em um problema bem conhecido e estudado olosvema melhor
compreensao dessa deformacéo.

Obtemos valoreg-deformados( # 1) para energia interna, numero de particulas, mag-
netizagdo, susceptibilidade magnética e calor especitiste estudo foi considerado no
espaco deé)-dimensodes. No limitg — 1 verificamos que os resultados sdo os mesmos da
literatura [35, 36, 37].

Contudo, fica claro que o calor especifico (3.3.40) ndo apresendeformacdo. Nas
equacoes (3.2.36), (3.4.50)-(3.4.54) e (3.4.55) que desor as demais grandezas termodi-
namicas, vale salientar quejaleformacéo estd completamente armazenada no niumero de
particulaN. Assim, as quantidades especificas ou as quantidades pioufza; tais como

o calor especifico ndo sao alteradas.
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Observamos também que as quantidades termodinamicasdeéepeio nimero de di-
mensded). Este fato € importante, uma vez que podemos encontrar agjyapticacoes em
Fisica de Dimensfes Extras, tais como a Cosmologia ModerRssjca de Particulas e a
Teoria de Cordas.

Uma perspectiva de trabalho, surge a partir do estudo emaFAgdbmica e Molecu-
lar, em especial estruturas cristalinas [38, 39, 40]. Vemg®ssibilidade de aplicarmos
a g-deformacéo, atuando como uma desordem ou uma impurezaddsglo ao fato de
gue muitas propriedades dos materiais cristalinos decsgerpratico estéo definidos pelos
efeitos da desordem. Podemos considerar que para esskgsdefator principal esta na
dopagem, ou seja, 0 acréscimo de impurezas ou defeitosdidsaou recebedoras de car-
gas) que afetam drasticamente as suas propriedades ielest6@s estados de impurezas
séo localizados e correspondem ao movimento do elétron negi@o restrita do espaco
(rede cristalina). Esses novos estados sdo similares @a®esio dtomo de hidrogénio por
causa das orbitas do unico elétron no ion da impureza.

Em razéo dessa possibilidade aplicamos tambémeformacéo nos sdlidos de Einstein
e Debye atuando como se fosse uma impureza e obtemos suadivesptemperaturas
deformadas e consequentemente os respectivos calore#fiesge-deformados [41].

Resultados preliminares mostram que certos materteeformados apresentam carac-
teristicas (temperatura de Debye e calor especifico) desouRor exemplo, 0 sédiya,
apresentou caracteristicas de odro parag = 0,5 e quanda; = 0,1 assemelhou-se ao
paladioPd. Ainda precisamos analisar outras caracteristicas esimeateriais para estabe-

lecer de forma mais precisa estas relacdeg-daformacéao.
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Apéndice A

Diamagnetismo de Landau

Partirmos da equacéo (3.0.4), pois, ainda ndo estamoshaalda emD-dimensodes e
nem temos a presenca glaleformacé&o, nos permitindo resolver o problema em suaadorm
original.

Temos que a funcao de particdo grande candnica classicaégdad
==V x Py, (A.1)

onde,

N P_;Q
/d:'“:/dV:V, PN:/d3P1.../d3PNeXp (—52—). (A.2)
' IM

=1

Trataremos separadamente cada integral como:

—B(P + Py + P)

P”
/ d®*Pyexp | —p=— |, / / / dP,z dPyydP,zexp (A.3)
2m 2m
Temos um produto d&/N integrais idénticas,
oo . P/2
/ dP exp < b > : (A.4)
oo 2m
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Como podemos notar a equagédo (A.4) é uma integral gaussiana resolucdo é dada por

I,(a) = /_OO dx exp(—ax?) = (g)m, /_OO dx exp (_2677}:2> = <2ngﬂ)l/2,(A-5)

o0 [e.9]

ondea = 2.
m

(3N/2)
Portanto,Py = (””f)

, OU seja

(3v/2)
:vN<%?) . (A.6)

(1]

Provamos que nao existe dependéncia com o campo magnéiitante, o diamagnetismo
€ um fenbmeno puramente quantico.

No entanto para tratar do diamagnetismo de Landau precssasa uma funcao de
particdoquantica Antes vamos expor o formalismo eletromagnético necesgdaraD =
3. A generalizagdo par&® > 3 e direta, fazendo uso do potencial quadrivetor =
(0,0,2H,0,...,0),ondey =0,1,2,...,D.

Considerando um campo magnético uniforme na dire¢partindo da definicao

H=B=VxA, (A7)
obtemos,
0A 0A
B, = — — —. A.8
or Oy (A-8)

Podemos escolher o potencial vetorgauge de Landau

A=zHj, (A.9)

ondeA, = xH e B, = B = H. Portanto

=L (13 — Z:ch)Q _ b {Pj + P? + <P2 _ 2hyellx + (ExH)Q)} , (A.10)

2m 2m Y c
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1 9 9 e 2
H=— Px+PZ+<Py——xH> :
2m c

Para realizar a quantizagéo, consideramos:

0
1 E — th—

Seja,
1Bt , .
U(z,y,z,t) = exp (?> exp(—ik,Y )exp(—ik,Z) f(x).

Aplicando a equacéo (A.16) na equacao (A.15), obtemos

el 5 o (52 v )
X exp (—ik:ZZ)f(x)] — h2§—; [exp (%) exp (—ik,Y )%

X exp (—zkzZ)f(x)] — <—ih(% — dgm)Q [exp (£ x

x exp (—ik,Y) exp (—ik.Z) f(a:)] } fla) = Ef(z).

Como
2

8—y2exp(—ikyY) = (—ik)*exp(ik,),

e aplicando-a na equacéo (A.17), temos

—h2 52 1 Hz\? E + h2k?
e (k= S ) = B o)

fikey = c 2m

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)
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Fazemos a seguinte mudanca de variavel

Hz\> H\? [ hek 2
(hky—ec$) :(%) (;Hy—;c) . (A.20)
——

:1:/

Assim, aplicando a equacéao (A.20) na equacgao (A.19)

—n2d2f(x') 1 (eH\® ,. , E+h%
JE— _ ey —Z = El ! . A21
2m  Oz'? Qm( c ) 1 (@) 2m (@) ( )
onde
1 [eH\® 1 H
I (e_) = —mw?, W= (A.22)
m c 2 mc

Na equacao (A.22) é afrequéncia classica basica

A.1 Degenerescéncia

Para calcular o fator de degenerescéncia, vamos fazer umaacacao com o espectro de
elétrons livres en3 dimensdes, na auséncia de um campo magnético. Podemogeescre

espectro de energia da forma

2m€(livres)

)H =0, K +k+k = e (A.23)
i) H # 0 = ¢( k)—h2k3+7w +1 (A.24)
27 , e-en,z—Qm n 5" .
Comparando as energias temos
2m 1
2 2
Podemos reescrever a equacéo (A.25) aplicando a equa@®) (A.
2¢H 1
2 2 _ -+
ky +k, = hc <n+ 2) : (A.26)
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Consideramos o sistema dentro de um cubo de Iadp 1. Pela condi¢cdo de contorno

U(L) = 0 na fun¢é@o de onda temos:
U(y) < sink,Y — sink,L =0 — k,L =nm. (A.27)

Assim obtemos,

ky =~ (A.28)

Com base na equacéo (A.20) temas= %ky. Comparando com a equacao (A.28), temos

he nym
= ——. A.29
Lo ocH ( )
O maior valor para, € L, portanto,
hc ny('ma:L')
= ——) A.30
eH L ( )

Para medirmos a degenerescéncia calculameg, 0 = g. Substituindo isto na equagéo

(A.30) temos

12 h ¢ - 2L%cH
= —-—— —_ =
om eHg g he

(A.31)
ondeg € o fator de degenerescéncia.
Levando em conta essa degenerescéncia, devemos reegssrauém-energias na forma:

2.2
e=¢€(n,k,,0) = Zkz

+ hw (n + 1) , (A.32)

m 2

ondek, = (—o0,00);n=0,1,2,--- ed=1,2,--- ,g.

As quantidades termodinamicas (Energia interna, Numenmadéculas, Calor especi-
fico, Magnetizacdo e Susceptibilidade magnética) sdordatadas a partir da aplicacao
do resultado obtido para o espectro de energia na equaib) (8oCAPITULO 3, onde

embora temos o problema do diamagnetismo de Lagedeformado emD-dimensoes,
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vale salientar que quandp— 1 e D = 3 o problema retorna a sua resolucéo original,

conseguentemente 0s mesmos resultados que obteriamagise@ssemos desse ponto.

Unidade Académica de Fisica - UFCG



Bibliografia

[1] L.C. Biedenharn and M.A. Lohe&Quantum Group Symmetry apelensor Algebras
World Scientific, Singapore, (1995).

[2] F. Wilczek, Fractional Statistics and Anyon Superconductivityorld Scientific, Sin-

gapore, (1990) and references therein.

[3] M. Chaichian, R. Gonzales Felipe, C. Montonen, J. Phys. AthM&en.26, 4017
(1993).

[4] L. Biedenharn., J. Phys. A: Math. Ge22, L873 (1989).
[5] A. Macfarlane, J. Phys. A: Math. GeR2, 4581 (1989).
[6] F.H. Jackson, Proc. Edin. Math. S@&2, 28-39(1904).
[7] D. Galetti, Braz. J. Phys33, 1 (2003).

[8] H. Exton, g-Hypergeometric Functions and ApplicatiorlohnWiley and Sons, New
York, (1983).

[9] B.E. Palladino e P. L. Ferreira, RBEHA,4 (1999).
[10] E.G. Floratos, J. Phys. Mat@4, 4739 (1991).

[11] A.Lavagno, A. M. Scarfone and P. N. Swamy, J. Phys. A:iMaheor40, 8635-8654
(2007).

48



BIBLIOGRAFIA 49

[12] C. Tsallis, J. Stat. Phy52, 479 (1988); E.M. Curado and C. Tsallis, J. Phys. A: Math.
Gen.24, L69 (1991); C. Tsallis, R.S. Mendes and A.R. Plastino, Phy&ie®1, 534
(1998).

[13] S. Abe, Phys. Lett. £24, 326 (1997).

[14] G. Kaniadakis, Phys. Rev. &6, 056125 (2002).

[15] G. Kaniadakis, M. Lissia and A.M. Scarfone, Phys340 410 (2004); G. Kaniadakis,
M. Lissia and A. M. Scarfone, Phys. Rev.7#, 046128 (2005).

[16] A. Lavagno and N.P. Swamy, Phys. Rev6E 1218 (2000); A. Lavagno and N.P.
Swamy, Phys. Rev. B5, 036101 (2002).

[17] A. Erzan, Phys. Lett. 225 235 (1997).

[18] G. Bimonte, C. Esposito, G Marmo and C.Stornaiolo, Phy#. 2318 313 (2003).

[19] F.A. Brito, A.A. Marinho, “¢-Deformed Landau diamagnetism problem embedded in

D-dimensions’arXiv:0912.4920 v2

[20] J. H. Van Vleck,The Theory of Electrical and Magnetic Susceptibiliti@sford Univ.

Press, London (1932).

[21] L. Landau, Z. Phys54, 629 (1930).

[22] L. Hellstrom, S. SilvestroxCommuting Elements ipdeformed Heisenberg Algebras

World Scientific, Singapore, (2000).

[23] A. Hebecker, et al., Z. Phys. &4, 355-359 (1994).

[24] J. Schwenk, J. Wess, Phys. Lett2B1, 273 (1992).

[25] B. Cerchiai, et al., Eur. Phys. J.&547-558 (1999).

[26] R.J. Finkelstein, Int. J. Mod. Phys. 3, 1795 (1998).

Unidade Académica de Fisica - UFCG



BIBLIOGRAFIA 50

[27] F.H. Jackson, Trans. Roy Soc. Edii, 253-281 (1908).

[28] F.H. Jackson, Mess. MatB8, 57 (1909).

[29] P. N. Swamy, Physica 828 145-153 (2003).

[30] T. Ernst, The History ofg-calculus and a new metho@@ep. Math., Uppsala Univ.
1999-2000).

[31] P. N. Swamy, Mod. Phys. Lett. B5, 915-920 (2001).

[32] R.J. Finkelstein, {-Uncertainty Relations”, arXiy-alg/9707013v1.

[33] Y.J. Ng, J. Phys. /23, 1023 (1990).

[34] J.J. SakuraiModern Quantum Mechanic@.ate-Univ. of California, LA (1985)).

[35] S.R.A. Salinasintroducéo a Fisica EstatisticdJSP (1999)

[36] R.K. PatthriaStatistical MechanigsPergamon press, Oxford (1972)

[37] K. Huang,Statistical Mechanigslohn Wiley & Sons, (1987)

[38] P.W. AndersonAbsence of diffusion in certain random latticd3hys. Rev5, 109
(1958).

[39] P.A. Lee, T.V. Ramakrishnan, Rev. Mod. Ph2s57 (1985).

[40] Elliott et al., Rev. Mod. Phys3 46 (1974).

[41] F.A. Brito, A.A. Marinho, ‘¢-Deformed Einstein and Debye solids” (em preparacao).

Unidade Académica de Fisica - UFCG



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

