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RESUMO 
 

 

A Tomografia de Impedância Elétrica é uma técnica de obtenção de imagens do interior de 

um corpo, mediante grandezas elétricas medidas em sua superfície. Matematicamente, a 

técnica determina as distribuições de condutividades e permissividades elétricas num dado 

modelo do corpo, as quais reproduzem as medidas de correntes e potenciais elétricos em 

eletrodos fixados ao corpo. Nesse caso, as distribuições de condutividades e permissividades 

representam a solução de um problema não-linear e mal-posto, o qual é instável e apresenta 

mínimos locais, requerendo técnicas de inversão específicas. Um sistema de Tomografia de 

Impedância Elétrica aplicado à obtenção de imagens de valores absolutos possui, atualmente, 

limitações. São algumas delas a obtenção de distribuições de propriedades suaves e de valores 

geralmente subestimados, a sensibilidade elevada ao erro de posicionamento dos eletrodos 

(com relação ao modelo) e ao erro nos valores de parâmetros de contato, a sensibilidade 

elevada aos ruídos de medição, os tempos elevados de processamento, dentre outros. Com o 

intuito de abordar as limitações, melhorando o desempenho do sistema de Tomografia de 

Impedância Elétrica de imagens absolutas, são então propostas e avaliadas ferramentas 

baseadas no Método de Otimização Topológica no atual trabalho. Mais especificamente, 

avaliam-se: 1) um método para obtenção de parâmetros de contato em conjunto com uma 

imagem e um método de regularização baseado no controle explícito da variação espacial da 

imagem, 2) uma formulação para acomodação de incertezas, 3) uma formulação para correção 

do posicionamento de eletrodos, 4) uma formulação para projeto de eletrodos e 5) um novo 

solucionador de sistemas lineares de larga escala. Os resultados mostram a efetividade da 

maioria das técnicas propostas, e sugerem os novos tópicos de pesquisa em Tomografia de 

Impedância Elétrica. 

 

Palavras-chave: Tomografia de Impedância Elétrica. Imagens Médicas. Otimização 

Topológica. Método de Otimização Topológica baseado em Confiabilidade. Posicionamento 

de eletrodos. Solução de Sistemas Lineares de larga escala. 



 
 
 
 

ABSTRACT 
 

 

Electrical Impedance Tomography images the interior of a body based on electrical quantities 

measured on the surface of it. Mathematically, the technique finds the electric admittivity 

distribution in a given body model which reproduces the boundary measurements of electric 

currents and potentials on electrodes attached to that body. Therefore, the admittivity 

distribution is the solution of a non-linear and ill-posed problem, which is unstable and have 

local minima, requiring specific inversion techniques. Electrical Impedance Tomography 

systems which obtain images corresponding to absolute values present limitations. For 

instance, the results are usually smooth and underestimated, the sensitivity to errors in the 

positioning of electrodes and wrong values of contact parameters and the sensitivity to 

measurement noise are high, the data processing time is high, etc. In this work, techniques 

based on the Topology Optimization Method intended for improving the performance of the 

particular Electrical Impedance Tomography system applied to absolute images are proposed 

and evaluated. More specifically, the following techniques are evaluated: 1) a method 

intended to obtain contact parameters together with images, and a regularization method 

based on the explicit control of the spatial variation regarding the image, 2) a formulation 

applied to handle uncertainties, 3) a formulation applied to correct the position of electrodes, 

4) a formulation applied to design electrodes, 5) and a new solver for large-scale linear 

systems. Results show the effectiveness of most of the proposed techniques, and suggest new 

research topics in Electrical Impedance Tomography. 

 

Keywords: Electrical Impedance Tomography. Medical images. Topology Optimization. 

Reliability-based Topology Optimization. Electrodes Placement. Large-scale linear system 

solution.  
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1 INTRODUÇÃO 
 

 

A Tomografia de Impedância Elétrica (TIE) é uma técnica de obtenção de 

condutividades de permissividades elétricas do interior de um corpo mediante os valores de 

potenciais elétricos medidos em eletrodos posicionados ao redor do corpo, e mediante 

quaisquer outras informações sobre as quais se tenha conhecimento. Um caso típico de 

informação complementar referente à área médica é a posição e/ou valor da propriedade em 

certos locais do corpo, a geometria do corpo, valor da(s) corrente(s) elétrica(s) aplicada(s), 

etc.. Os potenciais são induzidos por correntes elétricas de baixa amplitude aplicadas também 

através de eletrodos, considerando-se freqüência de excitação fixa (MELLO et al., 2008; 

VAUHKONEN et al., 1999; HEIKKINEN et al., 2002) ou várias freqüências diferentes 

(GRANOT; RUBINSKY, 2007; KIM et al., 2007d; MCEWAN; CUSICK; HOLDER, 2007; 

OH; WOO; HOLDER, 2007) (no atual trabalho, utiliza-se freqüência fixa). Matematicamente, 

pode-se dizer que o tomógrafo de impedância elétrica resolve o chamado problema inverso, o 

qual é não-linear e mal-posto (TIKHONOV; ARSENIN, 1977; KAIPIO; SOMERSALO, 

2005), ou seja, estima através de um algoritmo matemático, as condutividades e 

permissividades num modelo do corpo tomografado que reproduzem, aproximadamente, as 

medidas realizadas. 

Vários padrões de corrente, ou seja, várias configurações diferentes de aplicação de 

corrente, segundo um ou mais protocolos de excitação (diametral, adjacente, etc., vide Figura 

1), devem ser utilizados, com o intuito de aumentar a fidelidade da imagem obtida. Na Figura 

1, nota-se que o protocolo determina a posição relativa entre os eletrodos de excitação, 

enquanto que padrões de corrente determinam a posição dos mesmos com relação a um ponto 

fixo no domínio, para dada posição relativa (tais idéias podem ser transferidas para fantomas 

de geometrias quaisquer, considerando-se as adaptações necessárias). Em todos os casos 

vistos na Figura 1 e em qualquer outro caso, considera-se que os nomes dos protocolos 

(adjacente, diametral, etc.) são mantidos quando, numa mudança do arranjo experimental, o 

aterramento é substituído por uma corrente em oposição de fase com relação à corrente I 

aplicada a um eletrodo (vide Figura 1). 

A imagem é obtida através de “hardware” e “software” dedicados, sendo que o primeiro 

é responsável pela coleta de dados e por mostrar a imagem estimada, e o segundo é 
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responsável pelo tratamento dos dados, ou seja, por achar uma solução aproximada para o 

problema inverso relacionado. 

 

Ω

I

adjacente

(a)

Ω

(b)

diametral

I

eletrodos

Ω

I

adjacente adjacente

Ω

I
(c) (d)  

Figura 1 Esquema do corpo tomografado. Os eletrodos são mostrados no contorno do domínio e I é a 
corrente aplicada num eletrodo qualquer. (a) Protocolo de excitação adjacente. (b) Protocolo de 

excitação diametral. (c) e (d) Dois padrões de corrente diferentes para o caso do protocolo de excitação 
adjacente. 

 

A TIE possui diversas áreas de aplicação. Na geofísica (LUKASCHEWITSCH; 

MAASS; PIDCOCK; 2003), auxilia na localização de depósitos subterrâneos de minerais e 

diferentes formações geológicas. Kim et al. (2001b), por sua vez, sugerem a utilização da TIE 

na visualização de escoamentos bifásicos que ocorrem, sob condições normais e acidentais, 

em plantas nucleares, trocadores de calor em geral, e sistemas de bombeamento de gás e óleo. 

É importante saber as características do fluxo bifásico, uma vez que a distribuição dos tipos 

de fluido influencia o controle, otimização e a segurança do processo. Vilhunen et al. (2002) 

sugerem a detecção de imperfeições em filmes resistivos protetores de próteses, em que um 

problema potencial é a corrosão. Finalmente, Ruuskanen et al. (2006) propõem a utilização da 

TIE na determinação da distribuição da concentração para obter o melhor esquema de 

controle aplicado a processos de mistura industriais entre dois líquidos e entre um líquido e 

um sólido. 

Na área médica, apresentam-se várias aplicações, como por exemplo, a mamografia 

(CHOI et al., 2007; KAO et al., 2007), a monitoração do fluxo sangüíneo e de órgãos como o 

coração (BROWN et al., 1994), a detecção de derrames no cérebro (CLAY; FERREE, 2002) 

e a monitoração do pulmão (AMATO, 2001; TRIGO; LIMA; AMATO, 2004; VALLEJO, 

2007b; MELLO et al., 2008), representando essa última aplicação o principal foco do atual 

trabalho (no entanto, vários dos métodos e abordagens propostos no atual trabalho podem ser 

empregados em várias áreas de aplicação da TIE; um exemplo é o eficiente método de 

solução de sistemas lineares discutido no capítulo 5, e outro é a metodologia de projeto de 

eletrodos, discutida no capítulo 4). 
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A mamografia é talvez um dos temas mais mencionados atualmente na literatura de TIE 

e em estágio mais avançado de implementação. De fato, o dispositivo comercial T-SCAN, 

mencionado por Choi et al. 2007 e utilizado na detecção de cânceres de mama, é aprovado 

pelo órgão norte-americano “Food and Drug Administration” (FDA). Os mesmos autores 

(CHOI et al., 2007), desenvolveram um algoritmo aplicado à obtenção de imagens de câncer 

de mama numa geometria típica da mamografia, chamada de “geometria da mamografia”. 

Segundo essa geometria, o seio é comprimido por duas placas paralelas onde se fixam os 

eletrodos, sendo o modelo considerado um paralelepípedo com eletrodos dispostos nas 

posições correspondentes. Argumenta-se que as propriedades elétricas de um tumor de mama, 

ou seja, a condutividade e a permissividade elétrica, são significativamente diferentes 

daquelas do tecido normal, justificando-se o uso da TIE. Tal comentário também é realizado 

nos trabalhos referentes à Tomografia de Impedância Elétrica por Ressonância Magnética, 

como será visto adiante. O modelo adotado, com uma distribuição de condutividades 

homogênea, é validado através da confrontação com um tanque experimental, e um algoritmo 

de estimação da imagem por TIE é proposto. Com um sistema com trinta e dois (32) 

eletrodos, perturbações de metal e ágar em forma de cubos de 5 e 6mm de lado, 

respectivamente, puderam ser detectados a uma distância de 15mm da superfície. 

Além deste trabalho, Kao et al. (2007) estudam “arrays” de eletrodos para a TIE 

aplicada à mamografia, para a aquisição simultânea de dados de TIE e raios-X. A combinação 

de dois métodos diferentes também vem sendo estudada em outras aplicações. 

Paralelamente, Freimark et al. (2007) avaliaram um aparelho de monitoração: o 

PulmoTraceTM, CardioInspect, da Universidade de TelAviv, aparelho aplicado à monitoração 

de edemas pulmonares que combina a TIE e a chamada técnica de medições de 

bioimpedância. Tal sistema é formado, dentre outros, por algoritmo de estimação paramétrico 

de impedâncias e por um cinto com oito eletrodos preso ao tórax, e é capaz de determinar a 

resistividade de ambos os pulmões. Foram feitos testes em pacientes com falência congestiva 

cardíaca, sujeitos a tratamento diurético por infusão intravenosa, mostrando desidratação dos 

pulmões e correlação significativa entre variação da resistividade dos pulmões e eliminação 

de urina. Tais testes serviram para reforçar a importância do sistema para diagnóstico. O 

trabalho de Freimark et al. (2007), assim como os anteriores, mostra alguns interessantes 

exemplos de aplicações da TIE. 

Ao aplicar corrente a um corpo qualquer através de um (ou mais) eletrodo(s), deve-se 

esperar que ela se espalhe pelo volume interno e que a distribuição da corrente elétrica 
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resultante varie em qualquer direção (não seja constante), quer seja devido à geometria do 

corpo, à distribuição interna de material ou às condições de contorno. Isto significa que um 

modelo matemático fiel do fenômeno elétrico que ocorre no interior do corpo deve ser 

tridimensional (3D), ao custo do aumento do tempo e da quantidade de memória utilizados 

pelo “software” com relação a uma aproximação bidimensional (2D) (sobretudo os tempos). 

A utilização de modelo 3D de condutividades é justificada experimentalmente por Halter, 

Hartov e Paulsen (2007), no caso da obtenção de imagens de TIE do seio, por exemplo. 

A impedância da interface de contato entre o eletrodo e a superfície do corpo (ou 

impedância de contato), que modela a interação eletroquímica entre o eletrodo e o meio 

tomografado (KIM et al. 2007a), é fortemente capacitiva, depende da freqüência da corrente 

aplicada e costuma ser alta em relação à impedância dos tecidos internos (PAULSON; 

PIDCOCK; MCLEOD, 2004; HUA et al., 1993). Assim, além do modelo 3D mencionado, 

outro modelo deve ser empregado: o modelo de eletrodo, como o “modelo completo de 

eletrodo” (VAUHKONEN et al., 1999; HEIKKINEN et al., 2002; VILHUNEN et al., 2002), 

por exemplo. 

O “software” para tratamento de dados, responsável pela solução aproximada do 

problema inverso, possui diversas variantes, mas todas elas podem ser divididas nas seguintes 

etapas comuns: a leitura de dados, uma etapa de pré-processamento dos dados (cujas 

peculiaridades dependem da próxima etapa), a obtenção, propriamente dita, de solução 

aproximada do problema inverso, e a escrita dos cálculos referentes à resposta obtida. A 

solução do problema inverso ainda pode ser dividida numa etapa de solução do chamado 

problema direto, seguida de uma etapa de estimação de parâmetros, as quais podem ser 

realizadas uma única vez ou segundo um processo iterativo. 

O problema direto é o problema bem-posto resolvido para obtenção dos potenciais 

elétricos dados os demais valores necessários pelo modelo, sendo tais potenciais utilizados na 

estimação de parâmetros. Os valores necessários pelo modelo são: a geometria do corpo 

tomografado, as correntes elétricas superficiais (ou densidades de corrente normais), os 

valores de potenciais prescritos e as permissividades e condutividades elétricas do corpo. 

Pode ser resolvido por métodos analíticos (HYARIC; PIDCOCK, 2001) e numéricos, como o 

MEF (BABAEIZADEH; BROOKS; ISAACSON, 2007; KIM et al., 2007a; MURPHY; 

MUELLER; NEWELL, 2007; ZHAO et al., 2007; MELLO et al., 2008) e o Método dos 

Elementos de Contorno (KORTSCHAK; WEGLEITER; BRANDSTATTER, 2007; 
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BABAEIZADEH; BROOKS; ISAACSON, 2007; ZHAO et al., 2007), sendo provavelmente 

o mais difundido o MEF. 

Já a estimação fornece, com base na solução do problema direto, uma solução para o 

problema inverso. O Método de Otimização Topológica (MOT) (BENDSØE; KIKUCHI, 

1988; BENDSØE; SIGMUND, 2003; SILVA; NISHIWAKI; KIKUCHI, 2000; YIN; 

ANANTHASURESH, 2001; LIMA, 2002; LARSEN; SIGMUND; BOUWSTRA, 1997; 

SIGMUND, 2000; CHEN; SILVA; KIKUCHI, 2001; TCHERNIAK, 2002; MELLO et al., 

2008; LIMA et al., 2007) e o Método de Otimização Topológica baseado em Confiabilidade 

(MOTC, em inglês “Reliability-based Topology Optimization”) (KHARMANDA et al., 2004; 

JUNG; CHO, 2004; YOUN et al., 2004; KANG; KIM; WANG, 2004; MOON; KIM; WANG, 

2004), dos quais trata este trabalho, o filtro de Kalman (VAUHKONEN; KARJALAINEN; 

KAIPIO, 1998; KIM et al., 2001a; KIM et al., 2003; TRIGO; LIMA; AMATO, 2004; KIM et 

al., 2007b) e os métodos baseados no algoritmo de Newton-Raphson (KORTSCHAK; 

WEGLEITER; BRANDSTATTER, 2007; HEIKKINEN et al., 2002; VILHUNEN et al., 

2002; VAUHKONEN et al., 1999; VAUHKONEN, 2004), são exemplos de métodos de 

estimação. 

O MOT resolve um problema de otimização com restrições, utilizando-se de métodos 

matemáticos para maximização ou minimização de funções (chamadas funções objetivo) com 

restrições, como a programação matemática (vide a seção 2.3 para uma explicação mais 

detalhada dos termos mencionados). O MOTC (KHARMANDA et al., 2004), por sua vez, 

pode ser visto como uma extensão do MOT, para o qual incertezas no modelo ou incertezas 

de medição são levadas em conta na solução do problema de otimização. 

O MOTC originou-se na área estrutural, como será mencionado novamente e 

exemplificado no capítulo 3. O MOT, por sua vez, é um método difundido na literatura, sendo 

aplicado à otimização estrutural (BENDSØE; KIKUCHI, 1988; BENDSØE; SIGMUND, 

2003) no projeto de mecanismos flexíveis (SILVA; NISHIWAKI; KIKUCHI, 2000; YIN; 

ANANTHASURESH, 2001; LIMA, 2002), no projeto de materiais com propriedades 

especiais (LARSEN; SIGMUND; BOUWSTRA, 1997; SIGMUND, 2000), sistemas 

MicroEletroMecânicos (MEMS) (CHEN; SILVA; KIKUCHI, 2001), estruturas sujeitas ao 

impacto (BENDSØE; SIGMUND, 2003), estruturas ressonantes para aplicação em micro-

motores, micro-garras, etc. (TCHERNIAK, 2002), em TIE (MELLO et al., 2008; LIMA et al., 

2007), dentre outros. O MOT é discutido com mais detalhes no capítulo 2. 
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Com o intuito de se estudar os princípios físicos relacionados à TIE, desenvolver e 

aprimorar um dispositivo de TIE, e, ainda, estudar estratégias de ventilação pulmonar 

artificial, foi proposto o Projeto Temático FAPESP n° 01/05303-4 (AMATO, 2001) no qual 

este trabalho se inseriu, coordenado pelo Prof. Marcelo Britto Passos Amato, do 

Departamento de Pneumologia da Faculdade de Medicina da Universidade de São Paulo. A 

motivação surgiu da observação de que, dentre os milhões de pacientes (por ano) submetidos 

à ventilação artificial no Brasil, grande parte estava sujeita à ocorrência de complicações 

pulmonares e até mesmo óbitos pela falta de um dispositivo capaz de monitorar a ventilação. 

Tal projeto foi realizado, em conjunto, pelos professores da Escola Politécnica da 

Universidade de São Paulo (EPUSP) (Prof. Emílio Carlos Nelli Silva, Prof. Marcos de Guerra 

Tsuzuki, Prof. Raul Gonzalez Lima) e por uma professora do Instituto de Matemática e 

Estatística (IME) da Universidade de São Paulo (Profª. Joyce Bevilacqua). Envolveu a 

construção de “hardware” e o desenvolvimento de “software” para a obtenção da imagem, e o 

desenvolvimento de bases teóricas e algoritmos para a implementação clínica da TIE. 

A percepção de que a TIE (dentre tantas outras técnicas existentes), que já vinha sendo 

estudada por outras universidades no mundo (KIM; WEBSTER; TOMPKINS, 1983; 

SANTOSA; VOGELIUS, 1990; MATHERALL, 1998; CHENEY; ISAACSON, 1995; 

CHENEY; ISAACSON; GOBLE, 1992; CHENEY; ISAACSON; NEWELL, 1992; 

CHENEY, et al., 1992; CHENEY et al., 1991), poderia ser aprimorada para a aplicação 

mencionada, se deu através de estudos preliminares realizados na Unidade de Terapia 

Intensiva Respiratória do Hospital das Clínicas, com um monitor rudimentar construído pela 

Universidade de Sheffield (e aperfeiçoado pelo grupo do Dr. Marcelo Britto Passos Amato). 

De fato, a TIE se adapta excelentemente ao caso do pulmão, uma vez que uma pequena 

mudança na quantidade de ar presente altera drasticamente a propriedade do tecido pulmonar. 

Assim, a relação ruído/sinal mostra-se favorável. Nessas condições, é possível conceber a 

aplicação de uma corrente de baixa intensidade, a qual não causa lesão aos tecidos e pode ser 

estendida por dias seguidos, numa mesma região (AMATO, 2001). Isso faz da TIE, não-

invasiva de radiação não-ionizante, uma técnica vantajosa em relação às técnicas de 

tomografia tradicionais, como a de raios-X. Outras vantagens são, basicamente, o preço, o 

tamanho reduzido, o que dá margem à sua instalação ao leito de um paciente em Unidade de 

Terapia Intensiva (UTI), e a simplicidade na utilização. 

Finalmente, é importante salientar que, atualmente, Frerichs et al. (2007) ressaltam o 

potencial da TIE em se tornar uma nova ferramenta para monitorar a ventilação regional dos 
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pulmões ao lado do leito. Em seu trabalho, foram realizados testes de reprodutibilidade em 

regiões de interesse de distribuições, referentes à ventilação regional dos pulmões, durante a 

ventilação mecânica. Tais testes, realizados em porcos e para aumentos repetidos do “PEEP” 

(“positive end-expiratory pressure” ou pressão positiva residual ao final da expiração), 

mostram reprodutibilidade de resultados excelente, com padrões de distribuição bastante 

próximos. Aparentemente, um sistema comercial de TIE para aquisição de dados foi utilizado. 

Ainda, Luepschen et al. (2007) citam a TIE dinâmica como potencial ferramenta clínica na 

monitoração de mudanças da distribuição da ventilação nos pulmões, necessitando no 

momento, no entanto, ser devidamente caracterizada. Argumentam que é necessário 

considerar cenários de aplicação onde mudanças de condutividade rápidas e diferentes são 

encontradas. Comentam, por outro lado, que novas estratégias de ventilação estão associadas 

com mudanças de fluidos corporais e ventilação regional, as quais podem facilmente ser 

detectadas pela TIE. Assim, realizam testes em animais para investigar se a TIE é capaz de 

monitorar, tanto quantitativamente quanto qualitativamente, o recrutamento dos pulmões 

durante testes de modificação – por passos – do “PEEP”. Concluem, dentre outros aspectos, 

que a TIE parece ser apta a determinar a situação do recrutamento quando combinada à 

utilização de outros parâmetros fisiológicos. Também mencionam, baseados em seus 

resultados, que a TIE pode ser importante na individualização de estratégias de ventilação. 

Contudo, é relevante destacar que diversas técnicas de obtenção de propriedades 

elétricas, não-invasivas, de radiação não-ionizante e cuja relação ruído/sinal também tem se 

mostrado favorável – as quais são algumas das importantes vantagens da TIE sobre técnicas 

de tomografia tradicionais – foram propostas e vêm sendo estudadas, conforme é visto na 

literatura especializada. Porém, a TIE possui diversas vantagens, principalmente quando se 

considera a monitoração do pulmão. 

Uma dessas técnicas é a Tomografia de Impedância Elétrica por Ressonância Magnética 

(KIM et al., 2007c; KWON et al., 2007; LEE et al., 2007; NAM et al., 2007; PARK et al., 

2007; PARK; LEE; KWON, 2007), mais recente que a TIE e, até o momento, com respostas 

melhores para distribuições de condutividade internas. Esta técnica utiliza medidas de 

potencial elétrico em eletrodos e medidas de densidade de fluxo magnético obtidos por 

ressonância magnética para estimar a distribuição de condutividades. As desvantagens com 

relação à TIE estão relacionadas às questões da portabilidade e do preço, já que aparelhos de 

ressonância são maiores e mais caros que os de TIE. Além disso, o desenvolvimento do 

sistema de tomografia ainda se encontra em fase de estudos. Justifica-se seu uso em situações 
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em que se dispõe do equipamento de ressonância e se está interessado nas propriedades de 

condutividade dos corpos, como em alguns casos do exame do câncer de mama. 

Outra técnica, associada a um menor volume de publicações, foi o da Tomografia 

Magnetoacústica por Indução Magnética (LI; XU; HE, 2007; MA; HE, 2007), também 

recente. Segundo essa técnica, expõe-se o corpo a ser tomografado a dois tipos de campos 

magnéticos: um estático, o qual gera forças de Lorentz, e um variante no tempo, o qual induz 

correntes parasitas ou de Foucault no corpo. Da interação entre as forças e as correntes, 

surgem vibrações acústicas no corpo, as quais se propagam como ondas sonoras. Tais ondas 

são medidas através de transdutores posicionados ao redor do corpo e tais medidas são 

utilizadas no processo de estimação da imagem (em todos os trabalhos, os quais são citados 

em seguida, obtém-se a distribuição de condutividades). Os trabalhos dedicam-se, via de regra 

e por enquanto, apenas a fantomas experimentais simplificados e simulações, o que representa 

uma desvantagem do método. Porém, a resolução espacial é elevada e resultados simulados 

apresentam contraste elevado. 

Uma terceira técnica é denominada Tomografia de Indução Magnética, estudada por 

Tanguay, Gagnon e Guardo (2007), em que, diferentemente da TIE, a corrente é induzida por 

excitação de campos magnéticos variantes no tempo criados por bobinas externas. Segundo a 

lei de Faraday, correntes são induzidas no meio em resposta a esta perturbação externa. Então, 

os potenciais resultantes são medidos através de eletrodos posicionados na superfície do 

corpo. Concluem que, para a configuração de eletrodos e bobinas testada, a TIE é a melhor 

solução, apresentando melhor resolução. Porém, propõem a utilização das duas técnicas, em 

conjunto e, de fato, desenvolveram um “hardware” para isso. Além deles, Merwa e Schafetter 

(2007) estudam a resolução e distorção da imagem de condutividade para um sistema 

proposto, reconhecendo o problema de resoluções baixas do método. A diferença principal 

para o trabalho anterior fica por conta dos potenciais de medida, induzidos em bobinas 

receptoras. Citam como vantagem em relação à TIE, porém, o fato de não haver contato com 

o corpo, o que indica que fenômenos originados devido ao contato entre o corpo e os 

eletrodos não acontecem. 

Ainda há outra técnica mencionada na literatura, a Espectroscopia de Impedância 

Elétrica, ou TIE de múltiplas freqüências (GRANOT; RUBINSKY, 2007; KIM et al., 2007d; 

MCEWAN; CUSICK; HOLDER, 2007; OH; WOO; HOLDER, 2007; OH et al., 2007; 

GOHARIAN et al., 2007), segundo a qual excitações de múltiplas freqüências são utilizadas 

na obtenção da imagem. A desvantagem da TIE de múltiplas freqüências está relacionada ao 
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“hardware” de medição, mais complexo que o da TIE de freqüência única, como a abordada 

no atual trabalho. 

Cita-se, ainda, a Tomografia de Campo Elétrico, uma nova técnica (KORJENEVSKY; 

TUYKIN, 2007). Destacam como vantagem sobre a TIE não haver a necessidade de fixar os 

eletrodos na superfície do corpo. Como vantagem sobre a Tomografia de Indução Magnética, 

citam a utilização de “hardware” e “software” de estimação mais simples. Os estudos, porém, 

estão num estágio ainda inicial de desenvolvimento (são mostrados resultados numéricos e de 

fantomas experimentais relativamente simples no artigo). Na realidade, este método é 

semelhante à Tomografia de Capacitância Elétrica (KORTSCHAK; WEGLEITER; 

BRANDSTATTER, 2007; WATZENIG; BRANDNER; STEINER, 2007; SOLEIMANI et 

al., 2007), no caso em que o corpo é não-condutivo, como em aplicações industriais. No 

entanto, ele tem a vantagem de também poder ser aplicado no caso de corpos 

consideravelmente condutivos, como em aplicações médicas. Isso ocorre porque mudanças de 

fase entre campos elétricos transmitidos e recebidos, as quais guardam relação com a 

permissividade e condutividade do meio, podem ser medidas, sendo as mudanças de fase 

relacionadas ao fenômeno chamado relaxação de Maxwell-Wagner no meio condutivo 

heterogêneo. Apesar disso, o método costuma, tradicionalmente, ser considerado inadequado 

para aplicações relacionadas à obtenção de condutividades, segundo os autores. 

Finalmente, Wuegmueller et al. (2007), num trabalho ainda em desenvolvimento (mas 

extremamente interessante), estudam a modelagem do corpo humano como um canal de 

comunicação ou um canal de transmissão elétrica (de corrente, mais especificamente), sendo a 

idéia originada na transmissão “sem fio” de dados. A técnica é baseada no conceito de 

acoplamento galvânico e o estudo consiste na análise da atenuação do sinal (com a 

freqüência) transmitido pelo corpo e na análise da distribuição de correntes elétricas em locais 

específicos do corpo, tanto numericamente como em seres humanos (a atenuação é definida 

em termos das voltagens nos eletrodos de transmissão e recepção). 

Dadas as vantagens da TIE, mostra-se a importância de se escolher tal técnica, dentre as 

demais técnicas mencionadas, para a monitoração do pulmão. Porém, o futuro das técnicas de 

estimação de imagens de propriedades elétricas consiste, provavelmente, na combinação de 

duas ou mais das técnicas mencionadas, o que vem sendo sugerido por alguns trabalhos, como 

mostrado. Em qualquer caso, justifica-se o estudo de algumas das principais limitações do 

sistema de TIE, realizado na seqüência, com o intuito de melhorar o seu desempenho. 
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1.1 Motivação: Limitações da TIE 

 

 

Em muitos trabalhos descritos na literatura, utilizam-se métodos determinísticos para 

solução do problema inverso de TIE, ou seja, modelam-se parâmetros como determinísticos. 

Os métodos mais comuns são os métodos baseados no algoritmo de Newton-Raphson 

(KORTSCHAK; WEGLEITER; BRANDSTATTER, 2007; HEIKKINEN et al., 2002; 

VILHUNEN et al., 2002; VAUHKONEN et al., 1999), os baseados em gradientes (LIMA et 

al., 2007; MELLO et al., 2008) e métodos de um passo baseados na linearização do problema 

inverso (os quais podem ser vistos como um caso especial do algoritmo de Newton-Raphson) 

(HYARIC; PIDCOCK, 2001; VAUHKONEN et al., 1999). Nesses casos, valores médios de 

medidas e demais parâmetros são admitidos corretos, o que implica em aproximações 

satisfatórias em casos em que a incerteza sobre os parâmetros é suficientemente pequena, ou 

seja, quando é suficientemente pequena a variação em torno da média. Em outras palavras, a 

noção de probabilidade não é considerada na estimação da imagem em TIE quando são 

utilizados métodos determinísticos. 

Porém, em algumas áreas como na área médica, por exemplo, as incertezas referentes ao 

modelo adotado e as incertezas relacionadas às medições (de valores de potenciais e correntes 

elétricas, por exemplo), causadas devido a influências externas, aos próprios aparelhos 

utilizados no processo de medição e/ou à natureza dinâmica das propriedades elétricas dos 

materiais e tecidos no interior do corpo, são significativas. Portanto, não há, na prática, 

certeza sobre as imagens obtidas, o que significa que a elas está associado um determinado 

nível de confiabilidade. Nessas condições, deve-se utilizar um método coerente, baseado, por 

exemplo, na teoria de Probabilidades (KAIPIO; SOMERSALO, 2005), para a obtenção de 

imagens de TIE, o que dá origem ao chamado estimador de parâmetros probabilístico. De 

fato, alguns autores como Vauhkonen, Karjalainen e Kaipio (1998), Kolehmainen et al. 

(1998), Heikkinen et al. (2002), Trigo, Lima e Amato (2004), West et al. (2004) e, 

recentemente, Adler, Dai e Lionheart (2007), Kim et al. (2007b), Herrera (2007) e Watzenig e 

Fox (2009), utilizam tal abordagem. Porém, algumas questões ainda precisam se 

aperfeiçoadas. No caso do filtro de Kalman, por exemplo (VAUHKONEN; KARJALAINEN; 

KAIPIO, 1998; KIM et al., 2001a; KIM et al., 2003; TRIGO; LIMA; AMATO, 2004; KIM et 

al., 2007b), utiliza-se a dinâmica da distribuição de propriedades do corpo tomografado para 
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tornar a estimação mais eficiente. No entanto, ou efeitos de “trilha” ou, para um parâmetro de 

regularização diferente, artefatos periféricos e posições incorretas são relatados nas respostas 

por Adler, Dai e Lionheart (2007) (artefatos são equivalentes a perturbações indesejadas). Por 

efeito de “trilha” se entende o efeito da imagem estimada, segundo o qual a distribuição 

mostra o caminho utilizado pela perturbação, como um rastro. Ainda, nos trabalhos de 

Vauhkonen, Karjalainen e Kaipio (1998), Kolehmainen et al. (1998), Heikkinen et al. (2002), 

Trigo, Lima e Amato (2004), Adler, Dai e Lionheart (2007) e Kim et al. (2007b), resultados 

experimentais apresentam valores subestimados e as interfaces não são bem definidas, ou 

seja, não é possível localizá-las de maneira precisa através da imagem obtida. Por fim, os 

métodos relatados em Herrera (2007), West et al. (2004) e Watzenig e Fox (2009), baseados 

nas técnicas de “Simulated Annealing” (Recozimento Simulado) e “Markov chain Monte 

Carlo” (os dois últimos trabalhos), têm apresentado respostas relativamente precisas, mas 

elevados tempos de processamento (o que tem sido estudado). No atual trabalho, um método 

probabilístico que leva em conta tais questões e é baseado no MOT é proposto. 

Como mencionado no início do capítulo, uma série de informações conhecidas são 

utilizadas em TIE, como as medidas de geometria do corpo. Porém, nem sempre é possível 

obter tais informações. Um caso típico se relaciona ao posicionamento dos eletrodos: pode ser 

inviável precisar a posição dos eletrodos na superfície do corpo tomografado ou região 

tomografada por intermédio de técnicas de medição tradicionais. Além disso, pode não ser 

possível efetuar a correção manual do posicionamento, quer seja pela indisponibilidade de tais 

medidas, quer seja por questões de tempo. Um exemplo ocorre numa situação de emergência, 

em que um instante a mais pode significar um óbito. O problema é que quando a posição dos 

eletrodos no modelo não corresponde à posição física dos mesmos, artefatos indesejáveis na 

imagem podem ser obtidos. Isso tanto (e principalmente) no caso de imagens referentes a 

valores absolutos de propriedades (VALLEJO et al., 2006), quanto no caso de valores 

relativos (GRAHAM; ADLER, 2007; SOLEIMANI; LABERGE; ADLER, 2006). Nesses 

casos, é interessante que o próprio algoritmo que obtém as condutividades e permissividades 

elétricas no interior do corpo possa determinar a posição física dos eletrodos e corrigir o 

modelo. Alguns trabalhos foram propostos, como em Vallejo et al. (2006) e Soleimani, 

Laberge e Adler (2006). Porém, reportam algumas simplificações, como detalhado adiante no 

texto. Um método desenvolvido com o intuito de resolver tais questões é proposto nessa tese. 

Outra informação normalmente indisponível é o parâmetro de contato referente a cada 

eletrodo do modelo de eletrodo, ou seja, a resistividade da interface de contato multiplicada 
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pela espessura da mesma. Em alguns casos, nota-se que ela pode ser reduzida bem como seus 

efeitos, através da utilização de um material para o eletrodo com impedância próxima à 

impedância do tecido onde está fixado (PAULSON; PIDCOCK; MCLEOD, 2004). Porém, na 

área médica, foco principal do trabalho, isso não é possível porque o material dos eletrodos 

costuma apresentar propriedades elétricas bem diferentes das da pele. Uma saída para este 

problema é, como no caso anterior, a estimação, como discutido por Heikkinen et al. (2002) e 

Vilhunen et al. (2002). No entanto, também mencionam a dificuldade de determinação dos 

parâmetros juntamente com a imagem do interior do corpo através de algoritmos 

convencionais. No atual trabalho, propõe-se um algoritmo que, através da utilização de 

informações diversas disponíveis, determina ambos os tipos de incógnitas (imagem e 

parâmetros de contato) para um nível de erro aceitável. O mesmo deve ser capaz de obter 

imagens de resistividades com contrastes referentes a diferenças da ordem de grandeza de 

106Ωm, além de variações espaciais próximas de variações discretas (como no caso de um 

copo mergulhado em água), o que é importante do ponto de vista clínico na monitoração do 

pulmão (MELLO et al.; 2008), mas não é mencionado na literatura. 

Admitindo um posicionamento correto dos eletrodos, pode-se notar que esse influencia 

o desempenho do sistema de TIE. No trabalho de Graham e Adler (2007), investigam-se 

algumas configurações de posicionamento de eletrodos (sete delas) para uma geometria fixa 

dos mesmos, uma geometria cilíndrica do fantoma experimental (um tanque) e o protocolo de 

excitação adjacente (cabe advertir que o termo “fantoma” está já bastante difundido na 

comunidade de TIE e é definido na literatura e em MELLO – 2005). As configurações são 

comparadas em relação à razão sinal sobre ruído, ao condicionamento da matriz de 

sensibilidade, à resolução obtida, ao erro de posicionamento vertical e radial, magnitude da 

condutividade, imunidade ao ruído, imunidade aos erros de posicionamento dos eletrodos e, 

finalmente, em relação à obtenção de artefatos. A matriz de sensibilidade, equivalente ao 

chamado Jacobiano, é, de forma genérica, a matriz que contém as derivadas dos potenciais 

elétricos calculados pelo modelo, com relação às incógnitas do problema de tomografia. 

Concluem, dados os testes realizados, que todas as configurações são equivalentes quando 

não se consideram o ruído ou o erro de posicionamento, ou seja, em condições ideais. Porém, 

em condições reais, a configuração “planar” apresentou os melhores resultados, sendo esta 

dada por dois conjuntos de eletrodos dispostos em dois planos paralelos cada, igualmente 

espaçados e alinhados verticalmente. Além desse trabalho, pode-se citar o de Halter, Hartov e 

Paulsen (2007). Nesse trabalho, os autores justificam experimentalmente, o uso de modelos 
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3D de condutividade na TIE do seio. A idéia é estudar a razão custo/benefício inerente ao 

problema 3D. Além disso, propõe-se o importante estudo do número apropriado de “arrays” 

de eletrodos. Um sistema com 64 eletrodos é empregado em fantomas salinos cilíndricos, de 

elevado contraste. Relatam que, para o caso de estudo, as medidas em múltiplos “arrays” 

melhoram a informação na direção axial, por exemplo, mostrando diferenças significativas 

para as medidas no plano. Finalmente, Huang, Yu e Chung (2007) implementaram o que 

chamaram, ao pé-da-letra, de TIE rotacional. Em seu trabalho, num suporte em forma de tubo 

cilíndrico, contendo os eletrodos na face interior, é acoplado um motor de passo, o que os 

permite mudar a posição dos eletrodos com precisão. Isto significa que mais medidas estão 

disponíveis e, portanto, o problema torna-se “menos mal-posto”. De fato, resultados 

experimentais mostraram melhorias na resolução, dentre outras. Os trabalhos de Graham e 

Adler (2007), Halter, Hartov e Paulsen (2007) e Huang, Yu e Chung (2007) “trazem à tona”, 

então, uma importante discussão, resumida na seguinte interrogativa: qual a melhor posição 

dos eletrodos na TIE? Ainda sugerem a próxima: qual a melhor geometria e material? Tais 

perguntas, relacionadas ao projeto dos eletrodos, podem ser respondidas através da utilização 

do MOT, o que é discutido no atual trabalho. 

Finalmente, deve-se salientar que a TIE aplicada à área médica, bem como qualquer 

outra aplicação, busca imagens 3D com resolução elevada (em Amato (2001), em vista de 

enfoque clínico, menciona-se a importância de um modelo e algoritmo que permitam uma 

resolução espacial menor que 10mm, para um tórax adulto) no menor tempo possível. Porém, 

um aumento na resolução está relacionado, dentre outros aspectos, a um aumento da 

discretização do modelo e conseqüente diminuição no tamanho de cada “voxel” (ou elemento, 

no caso do MEF). Assim, um aumento na resolução causa o aumento no tempo de obtenção 

da imagem de TIE, o qual pode ser proibitivo num caso 3D prático. Alguns trabalhos 

mencionam a paralelização da solução dos problemas diretos, por exemplo (vide Molinari et 

al. (2001)), como abordagem para reduzir tempos para dada discretização. Porém, não se 

retrata uma técnica capaz de agir diretamente na redução do tempo de solução do problema 

direto, o que é feito no atual trabalho. Deve-se mencionar que a solução de problemas diretos 

compreende a etapa mais custosa, computacionalmente, de um algoritmo de estimação de 

imagens de TIE de valores absolutos. 

Além dos problemas citados, têm-se ainda questões envolvendo o “hardware” de TIE, 

as quais não serão, porém, tratadas no presente trabalho. Dentre tais questões, provavelmente 

a mais importante está relacionada aos ruídos de medição. Fabrizi et al. (2007), por exemplo, 



 
 

14 
 

analisam três sistemas de TIE com respeito às características de ruído para determinar o 

sistema mais indicado à aplicação para monitoração de indivíduos sujeitos a ataques 

epiléticos. Relata-se a existência de um ruído próximo ao branco, o qual aumenta conforme os 

casos de estudo se tornam mais complexos. Ainda, Hartinger, Gagnon e Guardo (2007) 

estudam a consideração de imperfeições de “hardware” na estimação de TIE. Argumenta-se 

que erros a que os algoritmos são sensíveis originam-se, geralmente, da modelagem incorreta 

ou de medidas imprecisas. Ainda mencionam que algoritmos de imagens absolutas e 

algoritmos baseados em diferenças na freqüência são sensíveis a erros de medida (algoritmos 

baseados em diferenças na freqüência – no tempo – estimam imagens da diferença entre 

propriedades em que as propriedades são obtidas para duas freqüências distintas – dois 

instantes de tempo distintos). Seguindo este raciocínio, propõem uma alternativa aos modelos 

de erros de medida presentes na literatura, através da incorporação de um modelo de 

imperfeições do “hardware” de medição. Resultados com o modelo, à partir de dados de um 

fantoma experimental formado por uma malha de resistores, mostram artefatos menores do 

que no caso sem o modelo, sobretudo para imagens de diferenças de freqüência.  

Tem-se, assim, uma idéia das principais dificuldades relacionadas à TIE em aplicações 

atuais. Essas dificuldades motivam os tópicos desenvolvidos nessa tese. 

 

 

1.2 Objetivos 

 

 

Como mencionado anteriormente, a TIE é utilizada nos mais diversos campos de 

aplicação existentes com sucesso. Porém, essa técnica (especificamente de imagens referentes 

a valores absolutos de propriedades) possui limitações, as quais foram discutidas no texto. 

O objetivo principal deste trabalho de Doutorado é: estudar técnicas para aprimorar o 

sistema de TIE de imagens absolutas através do MOT, tendo-se em vista as limitações do 

sistema mencionadas na seção anterior, ou seja, as limitações referentes aos programas de 

estimação 3D de imagens em conjunto com parâmetros de contato, aos algoritmos de 

estimação probabilísticos, aos algoritmos de correção da posição dos eletrodos, à inexistência 

de estudo para determinação da melhor posição, geometria e material dos eletrodos e, 

finalmente, à questão do tempo de execução do algoritmo de estimação. São, então, propostos 

e avaliados: uma nova regularização e um método para obtenção de parâmetros de contato em 
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conjunto com uma imagem 3D, uma formulação para acomodação de incertezas, uma 

formulação para correção do posicionamento de eletrodos, uma formulação para o projeto de 

eletrodos e um novo solucionador de MEF, sendo todos os tópicos relacionados ao MOT. 

Assim, os objetivos são, especificamente: 

• Obter imagens experimentais 3D de TIE através de um algoritmo de MOT e 

propor um algoritmo baseado no MOT, para obtenção de imagens 3D de TIE em 

conjunto com os já citados parâmetros de contato, como tratado no capítulo 2 deste 

texto. As imagens devem ser obtidas em fantomas que emulem situações reais de 

aplicação prática da TIE na área médica. 

• Propor e estudar a aplicabilidade no contexto da TIE, de um estimador 

probabilístico de parâmetros fundamentado no MOTC (KHARMANDA et al., 

2004; MAUTE; FRANGOPOL, 2003), um método capaz de gerar estimativas 

segundo um critério de otimização e que leva em conta incertezas inerentes ao 

problema (incertezas de algumas variáveis). Utiliza-se, nesse caso, a probabilidade 

como função objetivo para o problema de otimização. A formulação é capaz de 

obter os valores absolutos de condutividades dos materiais presentes no interior do 

domínio tomografado com certo nível de confiabilidade. 

• Propor e avaliar algoritmos de correção do posicionamento e projeto dos eletrodos 

pelo MOT, aplicados à TIE. Ainda, propor um método de aplicação de corrente 

nos eletrodos correspondentes ao modelo de MEF, obtendo-se, portanto, um 

modelo de aplicação de corrente nos eletrodos. No projeto dos eletrodos, será 

estudada a otimização da sensibilidade ao ruído e também será estudada a 

otimização do condicionamento da matriz de sensibilidade (a qual está relacionada 

ao problema de MOT de estimação da imagem, como discutido na seção 4.2). 

• Implementar e testar um algoritmo de solução de sistemas lineares, aplicado ao 

problema direto de MEF na TIE, para reduzir o tempo de estimação da imagem 

para dada discretização do modelo de MEF. Tal algoritmo é baseado no conceito 

de reciclagem de Subespaços de Krylov, um conceito tratado adiante, aplicado a 

seqüências de sistemas lineares que surgem no problema de otimização. Como o 

algoritmo age diretamente sobre o tempo utilizado para solucionar os problemas de 

MEF em TIE, atua sobre o “gargalo” do programa de MOT e dos demais 

programas utilizados na solução do problema inverso com imagens absolutas, 

como o algoritmo de Gauss-Newton (KORTSCHAK; WEGLEITER; 
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BRANDSTATTER, 2007; HEIKKINEN et al., 2002; VILHUNEN et al., 2002), 

por exemplo. O algoritmo foi implementado em colaboração com o doutor Shun 

Wang, e com os professores Gláucio H. Paulino, da “University of Illinois at 

Urbana-Champaign” (IL, EUA), e Eric de Sturler, da “Virginia Tech” (VA, EUA), 

com os quais o orientador do atual trabalho tem sólida relação acadêmica. 

Finalmente, como objetivos secundários da pesquisa proposta, mencionam-se: 

1. participar de um Projeto Temático sobre TIE, que envolve várias áreas do 

conhecimento, como Engenharia, Matemática e Medicina; 

2. interagir com os profissionais destas áreas 

3. e contribuir para o desenvolvimento de um tomógrafo de TIE para ser 

empregado em aplicações médicas de Pneumologia, trazendo grandes 

benefícios às pessoas submetidas à ventilação forçada do pulmão (como 

visto no início do capítulo, juntamente aos detalhes sobre o Projeto 

Temático citado). 

 

 

1.3 Contribuições Científicas 

 

 

Alguns dos temas propostos como objetivos do atual trabalho tiveram grande aceitação 

por parte da comunidade científica internacional. Tal fato foi evidenciado pela aceitação de 

cinco resumos em congressos internacionais e pela apresentação de quatro dos cinco trabalhos 

correspondentes (sendo duas apresentações “Keynote Lectures”, ambas realizadas pelo 

orientador do autor do trabalho). Tais evidências também se apresentam através do 

estabelecimento da interação entre o aluno, o professor Gláucio H. Paulino da “University of 

Illinois at Urbana-Champaign”, e o professor Eric de Sturler da “Virginia Tech”, e através da 

publicação de dois artigos em periódicos internacionais (MELLO et al., 2008; LIMA et al., 

2007), um deles o periódico “IEEE Transactions on Biomedical Engineering” (de índice de 

impacto superior a 1,5), e do envio de mais um artigo para o periódico internacional 

“Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering” (CMAME), de índice de 

impacto superior a 2, para publicação. 

Em síntese, este trabalho de doutorado apresenta as seguintes contribuições científicas, 

as quais serão descritas em detalhes no decorrer do texto: 
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a) foi desenvolvido um algoritmo baseado no MOT, o qual, considerando-se algumas 

regularizações, estima distribuições de condutividade em conjunto com os parâmetros 

de contato, o que vinha sendo descrito como uma limitação da TIE de imagens 

absolutas (HEIKKINEN et al., 2002). Tal algoritmo foi testado com dados simulados. 

Além disso, foram estimados contrastes e gradientes espaciais de propriedades 

extremamente elevados com dados numéricos e experimentais, o que representa uma 

vantagem em relação aos demais métodos da literatura. Dois artigos baseados no tema 

foram publicados em periódicos internacionais (MELLO et al., 2008; LIMA et al., 

2007). 

b) São propostas (e avaliadas) três formulações distintas, aplicadas ao MOTC, 

compreendendo diferentes funções objetivo, restrições e variáveis de otimização (vide 

capítulo 3). Uma delas é baseada na literatura e utilizada por Youn et al. (2004) e 

Yang e Gu (2004), segundo a qual as variáveis nodais padronizadas, que definem as 

condutividades no domínio, são consideradas como variáveis aleatórias e as variáveis 

de otimização são as médias das mesmas. A segunda formulação considera, com base 

em conhecimento prévio do problema, parte das variáveis como determinísticas e 

parte delas como aleatórias, com o intuito de acelerar o processo de estimação e obter 

imagens qualitativamente e quantitativamente melhores. A terceira formulação é 

inédita na literatura de MOTC (até o momento), e considera como incógnita (além da 

própria imagem) a matriz de covariâncias das variáveis aleatórias do problema de TIE, 

como discutido, em detalhes, no capítulo 3. As três formulações representam 

contribuições à área de TIE e a segunda e a terceira trazem contribuições tanto à área 

de TIE quanto à de MOTC, não sendo citadas em trabalhos na literatura de 

conhecimento do autor. Um artigo em MOTC aplicado à TIE que emprega a primeira 

formulação foi aceito para publicação em Anais de Congresso internacional. 

c) Propôs-se uma formulação determinística para determinação da posição real dos 

eletrodos na superfície do corpo tomografado baseada no MOT. Resultados 2D 

simplificados sugerem a importância da utilização do método proposto em casos 

práticos. Testes em modelos 3D, por exemplo, poderiam comprovar a capacidade de 

detecção de rotações de eletrodos, o que é teoricamente possível através do método 

proposto, mas não é possível, atualmente, através dos métodos usuais. A 

fundamentação da técnica e desenvolvimento correspondentes são detalhados no 

capítulo 4. 
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d) Propôs-se formulação, também baseada no MOT e determinística, para projeto dos 

eletrodos tendo como objetivo minimizar o mau-condicionamento do problema de TIE 

– mais especificamente, da matriz de sensibilidade – e minimizar a sensibilidade ao 

ruído. Essa formulação foi desenvolvida em conjunto com o professor Raul Gonzalez 

Lima da EPUSP, envolvido no Projeto Temático de TIE. Semelhante à anterior em 

diversos aspectos, tal formulação foi implementada e testada em casos 2D. A 

fundamentação teórica e desenvolvimento constam da seção 4.2. Ambas as 

abordagens representam contribuições científicas importantes para a área de TIE. De 

fato, um artigo no tema foi publicado em Anais de Congresso internacional, um 

resumo foi aceito para publicação em Anais de Congresso internacional, e o tema foi 

incluído em projeto submetido para o “National Institute of Health”, que foi aceito. 

e) Através do conceito de reciclagem de Subespaços de Krylov, obteve-se a melhoria da 

relação de compromisso entre o tamanho dos elementos finitos (o qual determina a 

precisão do modelo e, dentre outros fatores, a resolução da imagem) e o tempo de 

processamento da imagem 3D, como visto no capítulo 5, em que um problema com 

53692 nós e 267051 elementos tetraédricos de TIE é solucionado. A redução no tempo 

de processamento de cada sistema linear resolvido com relação ao caso sem a 

reciclagem, nas proximidades da convergência do problema de MOT, foi de 20%. A 

redução do tempo total de processamento foi de, aproximadamente, 21%. Porém, 

como mostrado em artigo recentemente submetido para publicação no periódico 

internacional CMAME, esses tempos podem ser reduzidos ainda mais. Tal trabalho 

representa uma contribuição científica importante na área de TIE de imagens 

absolutas, em que a solução de sistemas de MEF costuma ser realizada por métodos 

diretos ou iterativos simples. De fato, não há menção na literatura – do conhecimento 

do autor – de uma malha de MEF com a discretização reportada acima, que seja 

utilizada na estimação de imagem de TIE (menciona-se em Graham e Adler (2007), 

uma malha com 4205 nós e 21504 elementos tetraédricos). Um artigo no tema foi 

publicado em Anais de Congresso internacional, outro submetido para periódico 

internacional, como mencionado, e um resumo foi aceito em Congresso internacional. 
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1.4 Organização do Texto 

 

 

Este texto está organizado da seguinte maneira. No capítulo 2, são apresentados o MOT 

e algumas respostas obtidas com o método. No capítulo 3, os estudos referentes ao MOTC são 

relatados. No capítulo 4, o algoritmo empregado na correção da posição dos eletrodos pelo 

MOT é proposto e testado. No mesmo capítulo, propõe-se metodologia para projeto de 

eletrodos de TIE através do MOT. No capítulo 5 os estudos relacionados ao Método de 

Projeção em Subespaços de Krylov com reciclagem são descritos. No capítulo 6 são 

apresentadas as conclusões e no capítulo 7, a continuação do trabalho. Então, apresentam-se 

as referências bibliográficas consideradas no trabalho. Finalmente, no APÊNDICE A, mostra-

se a fundamentação matemática por trás da utilização de diferenças de potenciais na 

estimação da imagem e no APÊNDICE B, o Atlas Anatômico Numérico empregado no 

algoritmo de MOTC. Ainda, no APÊNDICE C, descreve-se a técnica de Projeção, 

mencionada no capítulo 2, e no APÊNDICE E, apresenta-se a verificação numérica do 

modelo de MEF discutido na seção 4.1. 
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2 MÉTODO DE OTIMIZAÇÃO TOPOLÓGICA 

APLICADO À TOMOGRAFIA DE IMPEDÂNCIA 

ELÉTRICA 
 

 

No atual capítulo, descrevem-se os aspectos teóricos, a implementação e resultados 

referentes a um algoritmo desenvolvido para a obtenção simultânea de parâmetros de contato 

e imagens absolutas 3D de TIE pelo MOT. Tal algoritmo se destina à reconstrução de 

distribuições de propriedades discretas (interfaces definidas) e contrastes, tanto elevados 

quanto moderados, e foi implementado para ser aplicado (o algoritmo) à área médica. É 

importante salientar que a teoria exposta e os assuntos relacionados à implementação também 

servem de base para os estudos mostrados e discutidos neste texto com relação ao MOTC 

(vide capítulo 3), e para os estudos aplicados à correção do posicionamento dos eletrodos 

(vide capítulo 4). O algoritmo de MOT, como implementado no atual capítulo, também é 

descrito em Mello et al. (2008). 

 

 

2.1 Introdução 

 

 

No capítulo 1, descreveu-se a TIE e foram mencionadas várias de suas aplicações. 

Ainda, foi citado que o atual trabalho, bem como em Mello et al. (2008), o foco principal são 

imagens absolutas de propriedades. A importância de tais imagens reside no fato de que 

permitem, na prática, que se detecte um pneumotórax ou sejam distinguidas algumas doenças 

pulmonares, como um derrame pleural de uma atelectasia (AMATO, 2001). 

Vários artigos na literatura se propõem a obter imagens nestas condições. São citados 

alguns desses na seqüência, destacando suas peculiaridades, vantagens e desvantagens no 

contexto específico da obtenção de imagens de distribuições discretas de materiais. 

Babaeizadeh, Brooks e Isaacson (2007), por exemplo, desenvolveram um método 3D de 

TIE para domínios em que as distribuições de propriedade são suficientemente bem 

aproximadas por funções constantes por partes, com interfaces correspondentes conhecidas. 

Assume-se que a visualização prévia das interfaces por outra técnica é realizada o que, 
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juntamente com as hipóteses de condutividade constante por partes e um pequeno número de 

regiões distintas, torna o problema menos mal-posto. Um modelo baseado no Método dos 

Elementos de Contorno é proposto para resolver o problema direto, mas tanto o MEF quanto 

este último são implementados para resolver o problema inverso, sendo a matriz de 

sensibilidade calculada para cada caso. A conclusão a que se chega com respeito à 

comparação entre os dois métodos é a de que ambos têm desempenho semelhante, devendo 

ser escolhidos com base na eficiência computacional e na necessidade de se modelarem 

anisotropias (o que não se pode realizar com o Método dos Elementos de Contorno), por 

exemplo. Simulações numa geometria em forma de tórax, com perturbações representando o 

coração e os pulmões, são realizadas. Nesse caso, obtêm-se erros de menos de 8% nos valores 

de condutividade calculados, mesmo quando são simulados fatores complicadores à estimação 

observados na prática, como erros na localização das interfaces entre materiais, valores 

relativamente baixos da razão sinal/ruído de medição, e valores não constantes das 

distribuições, dentre outros. Porém, a hipótese de conhecimento prévio das posições das 

interfaces entre materiais no interior do domínio, impede a aplicação de seu algoritmo à área 

médica e, portanto, ao atual trabalho. Além disso, não se emprega um modelo de eletrodo, o 

que limita a aplicação à casos em que o material dos eletrodos e do substrato têm impedâncias 

elétricas de valores próximos, conforme sugere o trabalho de Paulson, Pidcock e Mcleod 

(2004). 

Eckel e Kress (2007), por outro lado, relatam estudos teóricos para o caso do problema 

inverso de TIE 2D para obtenção da distribuição de condutividades, considerando-se regiões 

distintas bem definidas (assim, utilizam a aproximação da condutividade por função 

constantes por partes). Sua abordagem baseia-se na obtenção de sistema de equações de 

integrais não-lineares a partir do qual, iterativamente via linearização, o formato das regiões 

(chamadas de sub-domínios pelos autores) de condutividade constante e os valores de 

condutividades são obtidos. Determinam-se os diversos parâmetros de regularização através 

de algoritmo genético, e o valor inicial das condutividades para tal algoritmo é obtido através 

do método da fatorização, que será citado novamente na seqüência. Exemplos numéricos 

mostram a viabilidade do método. Porém, tempos de processamento não são relatados, os 

quais costumam ser relativamente expressivos no caso de algoritmos genéticos (BENDSØE; 

SIGMUND, 2003). Ainda, é relatada a obtenção (estimação) de apenas contrastes moderados. 

Finalmente, não se utiliza um modelo de eletrodo, o que é reportado como trabalho futuro. 

Tais fatores limitam a aplicação à área médica. 
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Diferentemente desses autores, há os que consideram um modelo de eletrodo, como 

mostrado na seqüência. 

Um algoritmo híbrido para resolver o problema inverso de TIE é proposto por Hu et al. 

(2007), combinando o subespaço de Krylov (dado pelo vetor igual ao Jacobiano multiplicado 

pela variação das condutividades, e pela matriz dada pela transposta do Jacobiano 

multiplicada pelo Jacobiano; vide capítulo 5 para definição do subespaço de Krylov) com a 

regularização de Tikhonov para uma regularização dupla. Comparam-se as regularizações 

propostas com a regularização de Tikhonov e com regularização por decomposição em 

valores singulares truncada, através de resultados numéricos simulados. Resultados 

experimentais também são apresentados, indicando que a técnica proposta pode reduzir o 

tempo de processamento e melhorar a resolução das imagens obtidas, sendo o parâmetro de 

regularização dado pelo método da curva L (PRESS et al., 1999). Como nota, resolve-se o 

problema de mínimos quadrados linearizado com a solução restringida ao Subespaço de 

Krylov mencionado, o que, segundo descrito, reduz o número de condicionamento do 

problema, aumenta a imunidade ao ruído de medida e ainda reduz custos computacionais. 

Ainda, a dimensão do subespaço é escolhida com base no nível do ruído de medida do sistema. 

Kim et al. (2007a) dedicam-se à mamografia e sua geometria especial (definida no 

capítulo 1), focando no modelo completo de eletrodo aplicado a este caso. Correntes são 

injetadas no meio através de dois conjuntos planares e paralelos de eletrodos, dispostos acima 

e abaixo do meio. Experimentos em tanques com solução salina são realizados, mostrando a 

vantagem do modelo completo sobre o “gap-model”, o qual não leva em conta a 

condutividade dos eletrodos e as propriedades elétricas da interface. Tais experimentos 

mostram melhorias relativas tanto na precisão do modelo do problema direto quanto nas 

imagens obtidas. 

Zhao et al. (2007) argumentam que o método de Gradientes Conjugados é bastante 

utilizado na estimação da imagem em TIE (como em Molinari et al. (2001)), embora o tempo 

de processamento seja elevado, quer seja pelas baixas taxas de convergência, quer seja pelo 

alto custo computacional de se empregar um pré-condicionador, o qual tem a função de 

aumentar a taxa de convergência. Assim, propõem o método de Gradientes Conjugados de 

Schur para resolver o problema inverso. A idéia é dividir o espaço de solução em dois 

subespaços. A parte principal da solução, ou parte mais significativa, pertence ao subespaço 

de dimensão menor e pode ser obtida através de um método direto. A solução para o outro 

subespaço (o subespaço complementar de Schur) representa um termo de correção, com 
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norma menor, obtida – a solução – através do algoritmo de Gradientes Conjugados padrão. 

Como o sistema referente ao termo de correção tem número de condicionamento 

relativamente baixo, o algoritmo é eficiente computacionalmente. Comparações interessantes 

com o algoritmo de Gradientes Conjugados em simulações são mostradas, e resultados 

experimentais indicam que o novo algoritmo é potencialmente um método importante a ser 

considerado. Como nota, no caso experimental, o subespaço de Krylov de dimensão igual a 

20 é utilizado como subespaço de dimensão menor. 

Apesar dos importantes desenvolvimentos mencionados, Hu et al. (2007) relatam 

apenas respostas 2D e as imagens correspondentes apresentam distribuições relativamente 

suaves (com relação às imagens originais). Ainda, Zhao et al. (2007) empregam o algoritmo 

desenvolvido na obtenção de contrastes moderados, impossibilitando sua aplicação à detecção 

de um pneumotórax, por exemplo, e imagens de distribuições relativamente suaves também 

são geradas. Finalmente, um método para cálculo dos parâmetros de contato do modelo 

completo de eletrodo utilizado não é proposto nem por esses autores, e nem por Kim et al. 

(2007a) e, de fato, os autores Hu et al. (2007) e Zhao et al. (2007) nem mesmo relatam o valor 

do parâmetro empregado. A inexistência de um método sistemático para cálculo de 

parâmetros de contato foi descrita por Heikkinen et al. em 2002, como uma limitação da TIE 

de imagens absolutas. 

Murphy, Mueller e Newell (2007), porém, os quais desenvolveram o algoritmo D-bar, 

remediaram tal problema. Tal algoritmo é implementado num domínio de geometria elíptica 

no trabalho mencionado, e é aplicado na obtenção de imagens de materiais condutivos e 

isolantes. Além disso, é baseado em prova de unicidade do problema inverso em meios 

condutivos 2D dada por Nachman (1996). São obtidas respostas experimentais de 

condutividades absolutas num tanque de solução salina, utilizando-se o MEF. Mostra-se que 

há redução significativa de artefatos na imagem estimada e aumento da resolução quando o 

formato do domínio é modelado corretamente. Porém, apenas respostas 2D são relatadas, 

limitando o uso clínico do algoritmo na monitoração do pulmão.  

Com o intuito de resolver a questão das limitações citadas, o autor implementou, 

conforme mencionado, um programa de MOT aplicado à área médica, para a obtenção de 

distribuições 3D de valores absolutos de condutividades elétricas no interior de um corpo pela 

TIE, à partir de medições de potenciais no contorno e de dados de potenciais simulados (tal 

programa é resultado do aperfeiçoamento de um programa criado durante os estudos para 

conclusão do Mestrado – MELLO, 2005). Como vantagens em relação aos demais métodos 
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da literatura, o MOT é capaz de estimar tanto contrastes e gradientes espaciais de 

propriedades extremamente elevados, quanto contrastes moderados, o que é mostrado nesse 

capítulo. Além disso, o algoritmo implementado obteve, com dados simulados, distribuições 

de condutividade em conjunto com os parâmetros de contato, considerando-se apenas 

algumas regularizações. Distribuições formadas por dois materiais distintos foram obtidas. 

Porém, a formulação de MOT permite que se trabalhe com mais materiais distintos, sendo as 

distribuições tanto (aproximadamente) discretas (YIN; ANANTHASURESH, 2001) quanto 

contínuas (STUMP; SILVA; PAULINO, 2006). 

A teoria referente ao programa de MOT engloba uma série de tópicos. Destacam-se a 

modelagem do fenômeno físico de fluxo de corrente num corpo, incluindo a interface com os 

eletrodos, a obtenção de potenciais elétricos no modelo do corpo através do MEF e de um 

solucionador para sistemas lineares, o cálculo de gradientes e a solução do problema de 

otimização propriamente dito. Será agora explicitado um breve resumo sobre a teoria 

relacionada a cada tópico. Maiores detalhes podem ser vistos em Mello (2005), Kaipio e 

Somersalo (2005) e Guest, Prévost e Belytschko (2004). 

 

 

2.2 Equações Constitutivas e Obtenção dos Potenciais Elétricos 

 

 

Considerou-se um meio puramente condutivo – a validade desta hipótese está 

fundamentada no fato de que a freqüência de excitação da corrente elétrica é baixa –, linear e 

isotrópico (MELLO et al., 2008). Portanto, partindo das equações de Maxwell, pode-se 

concluir que a seguinte equação diferencial: 

 

 ( ) 0. j =φσ∇∇∇∇∇∇∇∇  (2.2.1) 

 

determina a condução ou fluxo de corrente no interior do corpo tomografado, onde σ é a 

condutividade elétrica, φj é o potencial escalar elétrico (mais especificamente, a sua 

amplitude, de valor real) para o caso do j-ésimo padrão de corrente, e ∇∇∇∇ é o vetor gradiente 

(vide Kaipio e Somersalo (2005)). Além disso, utilizaram-se condições de contorno de fluxo 

de corrente e potenciais elétricos impostos (MELLO et al., 2008). 
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Resolve-se a equação diferencial para obtenção da distribuição de potenciais elétricos 

no domínio através da introdução do Princípio dos Potenciais Virtuais (BATHE, 1996) e do 

MEF (BATHE, 1996; COOK et al., 2002). Partindo-se desse princípio, considera-se então, 

através do MEF, o conceito de discretização em elementos finitos e se assumem conhecidos 

os potenciais em cada elemento. Assim, transforma-se o problema da forma integral, obtido a 

partir da formulação do Princípio dos Potenciais Virtuais, para uma forma matricial do tipo 

 

 TjTjTj IVK = , (2.2.2) 

 

de solução tratável. Diz-se que o MEF torna o problema tratável porque uma solução 

aproximada pode ser obtida em qualquer caso para a forma matricial (desde que a matriz 

possa ser invertida), ao passo que existe um número finito de soluções analíticas conhecidas e 

para casos específicos para a forma diferencial do problema. Na eq.(2.2.2), KTj é a matriz de 

condutividade, VTj é o vetor de potenciais elétricos nodais e ITj é o vetor de correntes elétricas 

nodais, todos para o caso do j-ésimo padrão de corrente. Como o MEF é empregado, não há 

restrições acerca da geometria do domínio. Utilizou-se o Método dos Gradientes Conjugados 

para Sistemas Esparsos baseado no Método dos Gradientes Biconjugados para Sistemas 

Esparsos proposto em Press et al. (1999) para solução de tal sistema linear no atual capítulo. 

Além disso, um modelo de eletrodo foi adotado para descrição do fluxo de corrente 

elétrica na interface de contato entre a pele e os eletrodos. Esse modelo, estendido para o caso 

3D pelo autor (MELLO, 2005; MELLO et al., 2008), representa o eletrodo e a delgada 

interface entre o mesmo e a pele, cuja impedância é elevada, fortemente capacitiva e depende 

da freqüência (a impedância pode ser reduzida, como citado no capítulo 1, escolhendo-se um 

material para o eletrodo de impedância próxima à do tecido em contato, conforme 

argumentam Paulson, Pidcock e Mcleod (2004)). Ainda, resulta em matrizes e vetores de 

elementos finitos e é baseado no modelo proposto por Hua et al. (1993), implementado com 

êxito em casos de obtenção de imagens 2D pela TIE. 

 

2.3 Método de Otimização Topológica 

 

 

A obtenção da imagem foi interpretada como o problema de se encontrar a distribuição 

de material que minimizasse a diferença entre os valores de potenciais medidos em eletrodos 
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(considerando-se os vários padrões de corrente aplicados), localizados no contorno do corpo 

tomografado, e os valores de potenciais nos eletrodos presentes no modelo de MEF de tal 

corpo (ou seja, nos eletrodos no domínio ou malha de estimação da imagem). Esse problema é 

mal-posto (TIKHONOV; ARSENIN, 1977), admitindo diferentes soluções, as quais são dadas 

por diferentes distribuições de condutividades no domínio de estimação. Além disso, a 

sensibilidade à variação de propriedades depende da posição, podendo ser relativamente baixa 

em locais mais afastados dos eletrodos (BACRIE; GOUSSARD; GUARDO, 1997; AYA et 

al., 2006). O MOT tem como principal vantagem a possibilidade de inclusão de várias 

restrições no problema de estimação da imagem, na forma de igualdades, inegualdades, filtros 

espaciais (CARDOSO, 2000; MELLO, 2005), etc., o que reduz, significativamente, o efeito 

das dificuldades mencionadas, sendo tais restrições funções matemáticas baseadas em 

informações sobre a imagem obtidas previamente. 

Considerando-se a existência de dois materiais no corpo tomografado, foi utilizado o 

seguinte modelo de material (chamado de CAMD: “Continuous Approximation of Material 

Distribution”, e proposto por Matsui e Terada (2004)), ou seja, a condutividade elétrica foi 

expressa pela seguinte equação: 
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onde σelg é distribuição da condutividade elétrica no g-ésimo elemento finito, σA e σB são os 

limites para os valores das condutividades, ndg é o número de nós do g-ésimo elemento finito, 

Ngw é uma função de forma do g-ésimo elemento finito referente ao w-ésimo nó (BATHE, 

1996) e ρgw é a “pseudo-densidade” (MELLO, 2002) ou variável de otimização definida num 

nó do elemento (o nome variável de projeto costuma ser utilizado em Engenharia, ao invés de 

variável de otimização, como em Bendsøe e Sigmund (2003)). 

Para as grandezas σA e σB, foram utilizados os mesmos valores dos materiais presentes 

no corpo tomografado (ou, aproximadamente os mesmos valores no caso experimental), o que 

significa utilizar a hipótese de valores conhecidos (ou aproximadamente conhecidos no caso 

experimental). O coeficiente p, inteiro e maior que zero (0), é o chamado fator de penalização. 

Quando é maior que um (1), implica no favorecimento de condutividades próximas de σB e 

também na suavização da resposta da otimização, ou seja, na imposição de um filtro espacial 
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(MATSUI; TERADA, 2004). Além disso, utilizando-se p maior que 1 em conjunto com uma 

restrição adequada (MELLO, 2005), pode-se reduzir a quantidade de material com 

condutividades entre 0 e 1 de maneira mais significativa. 

No caso do modelo de eletrodo, uma vez que tanto as condutividades quanto as 

espessuras são desconhecidas (segundo a hipótese de Hua et al. (1993) e como já sugerido no 

capítulo 1), tais termos também foram definidos como incógnitas do MOT, dando origem ao 

quociente propriedade dividido por espessura. Nesta situação, o modelo de material é dado 

pela equação 
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onde (σel/tel)i é a i-ésima incógnita, tel é a espessura correspondente, σAel/tAel e σBel/tBel são os 

limites para os valores das incógnitas e ρi é a i-ésima variável de otimização. O mesmo índice 

i visto na função objetivo (vide definição dos problemas de otimização abaixo) foi empregado 

neste caso, pois se utilizaram tantas incógnitas quantos foram os pontos de medição ou 

eletrodos considerados. O termo dado pela resistividade correspondente a σel multiplicada por 

tel é chamado parâmetro de contato do modelo de eletrodo, ou, simplesmente, parâmetro de 

contato. 

O problema de otimização proposto, esquematizado na Figura 2, é dado por: 
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onde F é a função objetivo, ne é o número de padrões de corrente aplicados, np o de pontos 

(eletrodos) de medição, φij=φij(ρf,ρi) é o potencial do eletrodo i, para o padrão de corrente j, 

calculado do modelo de MEF, φij0 é o potencial correspondente tomado no corpo a ser 

tomografado ou de um fantoma, ou seja, é entrada do sistema, ρf é uma variável nodal de 
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otimização, N é o número total destas variáveis, ou seja, é igual ao número de nós da malha 

de elementos finitos sem os modelos de eletrodo, e wFij é um peso aplicado para retirar o 

potencial correspondente da otimização, no caso de haver alguma imprecisão de medida (num 

caso experimental) ou alguma imprecisão no cálculo de φij0 ou φij. Finalmente, as restrições de 

inegualdade mostradas são denominadas restrições de caixa ou laterais. 

 

 
Figura 2 Abordagem de solução do problema de otimização, realizada (a solução) através do chamado 

Método da Alternância. Esse método é explicado no texto. 

 

A solução do problema (2.3.3) foi obtida através da Programação Linear Seqüencial 

(PLS), que combina uma série de problemas de Programação Linear (PL) (VANDERPLATZ, 

1984), num processo iterativo (HAFTKA; GÜRDAL, 1999; MELLO, 2005) a partir de um 

valor inicial fornecido para o programa até a convergência para o valor ótimo (neste trabalho, 

foi empregado o método Simplex de PL, visto em detalhes em Press et al. (1999)). Tal método 

se utiliza da informação dos gradientes da função objetivo e restrições, os quais foram 

calculados através do método adjunto (HAFTKA; GÜRDAL, 1999). Em outras palavras, os 

gradientes são computados através da imposição de padrões de corrente fictícios, de tal forma 

que a quantidade de soluções de sistemas lineares seja reduzida com relação ao método direto 

(HAFTKA; GÜRDAL, 1999). Isso implica em menores tempos computacionais e menos 

propagação de erros para o valor do gradiente. O cálculo do gradiente de F, em particular, é 

mostrado em seguida, no capítulo 3. 

Em cada iteração de PLS, limites móveis auxiliares são impostos às variáveis de 

otimização, com o intuito de validar a função linearizada e forçar a convergência do MOT 

(vide Mello (2005)). Tais limites foram atualizados a cada iteração e obtidos com base na 

variação dos valores das variáveis de otimização. 

Novamente, uma das vantagens do MOT é a relativamente simples adição de restrições 

ao problema de otimização, exigindo apenas a obtenção dos gradientes das mesmas. Além 
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disso, sabe-se que a PLS reduz a propagação de erros numéricos ao longo do processo 

iterativo (VALLEJO, 2007b). 

Na solução do problema (2.3.3), problemas de convergência podem surgir no processo 

iterativo de otimização devido às grandes diferenças entre as magnitudes das derivadas da 

função objetivo em relação às variáveis dadas por ρf e ρi, se um esquema seletivo para 

atualização dos limites móveis não for adotado (MELLO et al., 2008). Uma vez que o ajuste 

seletivo dos limites, com base no tipo de variável de otimização, representa uma questão em 

aberto, optou-se por dividir o procedimento de otimização em dois processos iterativos 

diferentes, englobados por um processo iterativo global. No primeiro estágio, as 

condutividades nodais do passo anterior são mantidas constantes, e apenas os valores de ρi 

são otimizados. Então, num segundo estágio, um novo conjunto de valores nodais de 

condutividades é obtido, mantendo os parâmetros de contato fixos. Esses dois procedimentos 

de otimização formam um passo global. O algoritmo começa de uma sugestão inicial para as 

resistividades e parâmetros de contato e continua até a convergência da solução. Tal 

abordagem é chamada de Método da Alternância e é empregada nas investigações com 

fantomas numéricos realizadas no atual trabalho. 

Ainda, por motivos discutidos na seção de respostas (seção 2.4), utilizou-se o modelo de 

eletrodo em “curto-circuito” (o que equivale ao “gap-model”) em resultados experimentais, o 

que significa que os efeitos da interface de contato foram negligenciados. Nessa situação, 

alguns nós superficiais da malha padrão (sem considerar a interface de contato) são 

selecionados para representar os eletrodos e igualdade de potencial nos nós referentes a um 

eletrodo é imposta, para cada um deles; além disso, o problema (2.3.3) é resolvido apenas em 

ρf. Essa abordagem é utilizada em Mello et al. (2008). 

 

 

2.4 Resultados e Discussão 

 

 

Nesta seção, serão apresentadas algumas imagens geradas com o software 

implementado, examinando tanto um fantoma numérico quanto um fantoma experimental. 

Em todos os exemplos, uma corrente senoidal de baixa intensidade é aplicada e todos os 

cálculos são realizados num PC. A amplitude do sinal de corrente é de 1mA pico-a-pico. 
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A malha de estimação é menos discretizada que a malha do fantoma, para emular 

situação real 1 . Trinta e dois eletrodos quadrados (10mm de lado) são uniformemente 

posicionados ao longo da superfície da malha de estimação e do fantoma numérico. São 

também fixados, uniformemente, 32 eletrodos em forma de barra ao fantoma experimental e 

ao seu modelo (vide subseção 2.4.2). Uma vez que são utilizados somente 32 eletrodos, não se 

pode assegurar unicidade da solução (KOHN; MCKENNEY, 1990).   

Para executar medidas, um par de eletrodos adjacentes é excitado eletricamente, sendo o 

potencial num deles então fixado como nulo. Este procedimento, que define um padrão de 

corrente (vide capítulo 1), é repetido, mudando-se o par de eletrodos adjacentes. Trinta e dois 

padrões são aplicados. 

 

 

2.4.1 Resultados Numéricos 
 

 

Na atual subseção, os potenciais elétricos φij0, mencionados na definição do problema de 

MOT na seção 2.3, são obtidos através de análises de MEF do fantoma numérico mostrado na 

Figura 3. Portanto, apenas dados numéricos são considerados. 

 

                                                           
1 Assim, evita-se o chamado “inverse crime” (KAIPIO; SOMERSALO, 2005). 
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Figura 3 (a) Seção central do fantoma numérico (imagem a ser estimada). (b) Malha do modelo de 
fantoma numérico. (c) Malha onde se estima a imagem para os resultados de contrastes elevados (5548 

elementos). (d) Malha onde se estima a imagem para os resultados de contrastes moderados (13130 
elementos). 

 

O fantoma é um domínio cilíndrico de diâmetro igual a 220mm e de espessura 35 mm, 

dividido em 34359 elementos tetraédricos com quatro nós cada (vide Figura 3(b)). A 

distribuição de resistividades é aproximadamente uniforme ao longo de seu eixo central. A 

Figura 3(a) mostra a seção central do fantoma. Todos os parâmetros de contato são iguais a 

0,01Ωm2 e os elétrodos são colocados na camada central da superfície lateral externa da 

malha 3D. 

Nas primeiras investigações realizadas, que se referem aos resultados com contraste 

elevado, a maior parte do fantoma (região basal) apresenta resistividade de 17Ωm (cujo 

inverso é igual a σA na eq.(2.3.1)), e o objeto menor apresenta resistividade igual a 106
Ωm 

(cujo inverso é igual a σB na eq.(2.3.1)). De uma perspectiva médica, esta condição pode 

representar um pneumotórax. Embora o ar tenha uma resistividade maior, 106
Ωm é um valor 

elevado o suficiente para informar o médico da ocorrência de um pneumotórax (MELLO et 

al., 2008). Como nota, um valor de ordem de grandeza comparável, 2.105
Ωm, foi adotado 

como resistividade do ar no interior do tórax no modelo do problema direto (BROWN et al., 

2002). 
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Por outro lado, a resistividade máxima do parênquima pulmonar raramente excede 

20Ωm, um valor alcançado apenas quando a respiração atinge as proximidades do limite de 

capacidade máxima do pulmão. Nessas condições, para simular uma situação em que a 

hiperdistensão, atelectasia ou pneumonia são as preocupações médicas, as quais são hipóteses 

diagnósticas quando o contraste de resistividade entre as regiões parenquimal normal e 

abnormal é relativamente muito menor (uma região tem resistividade de 2 a 5 vezes maior que 

a outra, no máximo) e o nível do contraste é desconhecido, é realizada outra investigação. 

Nesse caso, as resistividades do fantoma numérico são alteradas para 4Ωm para a região basal 

(cujo inverso é igual a σA na eq.(2.3.1)), e 8Ωm para a inclusão, e a restrição de limite 

superior para as resistividades é desabilitada. 

A estimação da imagem é realizada numa malha de 5548 elementos tetraédricos de 4 

nós (veja Figura 3(c)) nas investigações de contraste elevado e de 13130 elementos do mesmo 

tipo (veja Figura 3(d)) nas demais, referentes a contrastes moderados. O número de elementos 

foi aumentado, pois não foi possível atingir uma resolução espacial satisfatória com a 

primeira malha quando a hipótese de que se conhece o limite superior para os valores de 

resistividade não foi empregada na obtenção da imagem. As seguintes respostas são obtidas 

utilizando-se o Método da Alternância. 

 

 

 Resultados com Contrastes Elevados 

 

 

Os resultados são mostrados na Figura 4, enquanto o resultado na Figura 4(b) inclui 

ruído numérico2 . A imagem central corresponde à seção central do domínio e as outras 

imagens a seções externas (como nas demais respostas). No início do processo de otimização, 

o valor de p (vide (2.3.1)) é igual a 1; no entanto, é alterado para 2 depois que a convergência 

do processo iterativo global do Método da Alternância ocorre. O algoritmo inicia à partir de 

uma distribuição uniforme de resistividades igual a 17Ωm, que também é igual ao valor 

mínimo permitido (σA na eq.(2.3.1); o máximo é 106
Ωm). Os parâmetros de contato iniciais 

são iguais a 0,0011Ωm2. 

 

                                                           
2 Um ruído uniformemente distribuído e de média nula é considerado, sendo o valor máximo adicionado ou 

subtraído ao valor de potencial φij0, igual a 15% do valor do mesmo potencial. 
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Figura 4 Imagens de resistividade obtidas (unidades: Ωm; fantoma numérico mostrado na Figura 
3(a)). (a) Sem ruído. (b) Considerando-se ruído. 

 

De acordo com os resultados, a posição correta do objeto e valores absolutos corretos de 

resistividades foram obtidos, embora a geometria seja ligeiramente diferente. Além disso, 

alguns artefatos na periferia da imagem são gerados quando ruído numérico é adicionado a 

φij0. Os valores finais de parâmetros de contato que correspondem à Figura 4(a) (sem ruído) 

variam entre 0,0192 e 0,0233Ωm2. A gama aumenta quando ruído é introduzido (Figura 4(b)): 

de 0,0184 a 0,0234Ωm2. Conforme comentado (MELLO et al., 2008) acredita-se que as 

discrepâncias entre resultados e o fantoma são devidos, principalmente, às diferenças entre a 

malha de estimação e a do fantoma. Além disso, acredita-se que o ruído agrava tal condição. 

Na abordagem pelo Método da Alternância, as respostas são profundamente 

dependentes das sugestões iniciais de condutividades fornecidas ao programa. Por exemplo, 

quando o algoritmo inicia o processo iterativo com resistividades nodais iguais a 34Ωm, e 

parâmetros de contato iguais a 0,0011Ωm2, os valores máximo e mínimo de tais parâmetros 

encontrados são iguais a, aproximadamente, 0,0017 e 0,0005Ωm2, respectivamente. Ao 

contrário dos outros resultados, o mínimo está muito próximo do limite imposto (σAel/t Ael na 

eq.(2.3.2)). O resultado é mostrado na Figura 5, obtido sem ruído. Isso sugere que, mesmo se 

os potenciais em eletrodos de corrente e de referência não são considerados, o algoritmo pode 
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produzir artefatos periféricos e um objeto com diâmetro incorreto se os parâmetros de contato 

são incorretos. 

 

 

 
Figura 5 Distribuição de resistividades obtida (unidades: Ωm). Os valores finais máximo e mínimo de 
parâmetros de contato obtidos são iguais a 0,0017Ωm2 e 0,0005Ωm2. Gama de valores de resistividade 

mostrada: (a) de 17Ωm a 106
Ωm; (b) de 17Ωm a 125Ωm (a cor cinza corresponde a resistividades 

acima de 125Ωm). 

 

Uma maneira de aumentar os valores ótimos de parâmetros de contato e, por 

conseguinte, melhorar a fidelidade da imagem é fixar as resistividades nodais da região anular 

superficial do modelo (a mesma região onde se fixam os eletrodos) em 17Ωm, o valor 

utilizado no fantoma. Outra maneira é impedir que ocorra a convergência dos dois processos 

iterativos incorporados no Método da Alternância, permitindo apenas uma iteração para cada 

um deles. Seguindo tais protocolos, parâmetros de contato entre 0,0074 e 0,0119Ωm2 e entre 

0,0007 e 0,0095Ωm2 são gerados, respectivamente. As imagens correspondentes (Figura 6(a) 

e (b)) são, de fato, mais precisas que o resultado da Figura 5. Diferenças também se tornam 

aparentes quando o intervalo de resistividades plotado é reduzido, como mostrado na Figura 7. 
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Figura 6 Distribuição de resistividades obtida (unidades: Ωm). (a) As resistividades dos nós da 

superfície lateral da malha de estimação são fixados em 17Ωm. (b) Apenas uma iteração para cada 
conjunto de parâmetros é permitida no Método da Alternância. 
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Figura 7 Distribuição de resistividades obtida (unidades: Ωm). São mostradas as respostas anteriores 
para a nova gama de valores considerada. A cor cinza corresponde a resistividades acima de 125Ωm. 

(a) Resultados mostrados na Figura 4(a). (b) Resultados mostrados na Figura 6(a). (c) Resultados 
mostrados na Figura 6(b).  

 

Seguindo o raciocínio de que relativamente pequenos erros nas imagens (comparando 

com a magnitude do intervalo de valores estimados) ocorrem, mesmo quando os parâmetros 

de contato obtidos são próximos de 0,001Ωm2 ou menores, uma nova abordagem pode ser 

proposta para ser aplicada em testes experimentais. Isso é discutido na subseção 2.4.2. 
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 Resultados com Contrastes Moderados 

 

 

Os resultados são mostrados na Figura 8. Neste caso, são obtidos também os parâmetros 

de contato através do Método da Alternância. O fator de penalização p (vide (2.3.1)) 

permanece unitário durante todo o processo iterativo, uma vez que a restrição de valor 

máximo de resistividade é mantida desligada ao longo do processo. Ainda, o valor inicial de 

resistividade na otimização é 4Ωm, igual ao valor mínimo permitido, ou seja, empregado 

como restrição de limite inferior. O valor inicial para os parâmetros de contato é 0,0011Ωm2. 

Um esquema explícito de controle do gradiente espacial de condutividades é adotado. 

Em tal abordagem, uma transformação linear é aplicada às variáveis de otimização nodais de 

tal forma que cada uma é igual à soma ponderada de novas variáveis nodais dividida pela 

soma dos pesos. Os pesos são funções constantes por partes, iguais a um para nós no interior 

da região dada por um raio prescrito e zero em caso contrário. Nessas condições, uma solução 

suave de condutividades é forçada. Tal esquema possui o nome de técnica de Projeção e é 

discutido, em detalhes, no APÊNDICE C (inclusive, discute-se a escolha do peso no atual 

trabalho). 

 

 

Figura 8 Distribuição de resistividades obtida (unidades: Ωm). 

 

A posição correta da inclusão, bem como uma geometria satisfatória são obtidas, como 

é visto na figura. Valores absolutos de resistividade dentro de um erro de 15% foram obtidos, 

o que é informativo do ponto de vista clínico/médico. Além disso, não há artefatos periféricos 

para a gama de valores plotada e os valores finais de parâmetros de contato variam entre 

0,0120 a 0,0131Ωm2, os quais estão relativamente mais próximos dos valores utilizados no 
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fantoma numérico considerado. Essa maior proximidade era esperada já que a diferença entre 

discretizações das malhas de estimação e do fantoma numérico não é tão acentuada quanto a 

considerada nos outros exemplos numéricos. 

 

 

2.4.2 Resultado Experimental 
 

 

Nesta subseção, um fantoma experimental, no qual se medem valores de potenciais 

elétricos φij0, é utilizado. Tal fantoma é dado por um recipiente cilíndrico com 32 eletrodos em 

barra (vide Figura 9) de 35mm por 10mm. O recipiente é cheio com 35mm de solução salina 

(NaCl), de concentração igual a 0,3 g/L. A resistividade da solução utilizada é de, 

aproximadamente, 17Ωm e o diâmetro é 220mm, igual ao diâmetro interno do recipiente. O 

pequeno círculo mostrado na Figura 9(b) representa um objeto de vidro presente no recipiente 

(106
Ωm, vide Philips (1960)). Este exemplo de contraste elevado novamente representa um 

pneumotórax. As condutividades da solução salina e do vidro mostradas são utilizadas como 

valores extremos permitidos (σA e σB, respectivamente) na eq.(2.3.1). O coeficiente de 

penalização p, mostrado na mesma equação, é igual a 1 no início do processo iterativo e é 

modificado para 2 quando a convergência referente ao laço global do Método da Alternância 

ocorre. Uma nova malha de estimação com 11623 elementos tetraédricos de quatro nós é 

gerada. 
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 (c) 

Figura 9 (a) Esquema do fantoma experimental. (b) Imagem a ser estimada. (c) Foto de fantoma 
semelhante ao utilizado (tal fantoma também é empregado pelo grupo do Projeto Temático). 

 

De acordo com os resultados numéricos na subseção 2.4.1, imagens satisfatórias foram 

obtidas mesmo quando parâmetros de contato de valores relativamente baixos foram 

estimados. Desta maneira, e assumindo-se parâmetros de contato do recipiente da Figura 9 

desprezíveis, o modelo de eletrodo “gap-model” foi utilizado na avaliação experimental do 

algoritmo. Portanto, conforme comentado na seção 2.3, o Método da alternância não foi 

empregado. Os resultados são mostrados na Figura 10. 
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Figura 10 Distribuição de resistividades obtida (unidades: Ωm; respostas para o fantoma da Figura 

9(b)). O efeito dos modelos de eletrodo é negligenciado. Gama de valores de resistividade mostrada: 
(a) de 17Ωm a 106

Ωm; (b) de 17Ωm a 125Ωm (a cor cinza corresponde a resistividades acima de 
125Ωm). 

 

O programa implementado foi apto a detectar o objeto de vidro no interior da solução 

salina. Posições corretas e valores absolutos de resistividade corretos foram encontrados, e 

apenas poucos artefatos na região da periferia da imagem ocorreram, o que sugere que o 

modelo “gap-model” é uma escolha plausível (neste caso). No entanto, a região de 

resistividade elevada é menor que a região real. 

 

 

2.5 Conclusão 

 

 

Algumas características do MOT e do algoritmo implementado, aplicados à solução do 

problema mal-posto e não-linear de TIE 3D, são mostradas. Resultados numéricos, por sua 

vez, mostram a capacidade de obtenção das resistividades de dois materiais, mesmo com a 
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adição de ruído ou quando o nível de contraste é desconhecido. Considerando também as 

respostas experimentais, as imagens sugerem que o algoritmo é potencialmente capaz de 

monitorar a ventilação pulmonar imposta pela ventilação mecânica, incluindo a possibilidade 

de detecção de um pneumotórax. 

O Método da Alternância foi testado. É mostrado que o resultado final depende dos 

valores iniciais considerados para as variáveis de otimização. No entanto, quando algumas 

características do fantoma são conhecidas (como a resistividade de regiões periféricas) e 

utilizadas, as imagens tornam-se, conseqüentemente, mais precisas. 

Os resultados experimentais (quando comparados aos numéricos) indicam que o efeito 

da utilização na estimação, de parâmetros de contato menores que os do fantoma é menos 

expressivo nesses casos (na realidade, considera-se a resistividade da interface de contato nula 

através do “gap-model”). Acredita-se que isso ocorre devido aos valores de resistividades de 

contato do aparato experimental serem desprezíveis. 

Como meio de melhorar a imagem, é sugerida a imposição de restrições à distribuição 

de condutividades nodais, baseadas na distância para os eletrodos. A distância é indicada uma 

vez que a sensibilidade a mudanças de resistividade em regiões periféricas é maior que em 

regiões mais afastadas (BACRIE; GOUSSARD; GUARDO, 1997; AYA et al., 2006). Ainda, 

sugerem-se refinar a malha adaptativamente, para aumentar a resolução espacial em locais 

específicos do modelo, e a segmentação da imagem (diferente da técnica discutida no capítulo 

3), para obtenção de uma imagem com maior resolução em resistividade (vide Mello et al. 

(2008) para uma explicação da técnica de segmentação). 
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3 MÉTODO DE OTIMIZAÇÃO TOPOLÓGICA 

BASEADO EM CONFIABILIDADE APLICADO À 

TOMOGRAFIA DE IMPEDÂNCIA ELÉTRICA 
 

 

Neste capítulo, descrevem-se a fundamentação teórica, a implementação e o teste da 

metodologia MOTC aplicada à obtenção de imagens absolutas de TIE, levando-se em conta o 

caráter incerto das diferenças de potenciais medidas e das próprias condutividades. Variáveis 

associadas a incertezas são modeladas como aleatórias e, então, geram-se resultados médios 

numéricos de valores absolutos de condutividades a partir dos dados do Atlas Anatômico 

Numérico descrito no APÊNDICE B. Alternativamente, para o caso de incertezas reduzidas 

referentes a uma parte das variáveis e incertezas elevadas referentes às variáveis restantes, 

propõe-se programa que modela o primeiro grupo como variáveis determinísticas e o segundo 

como aleatórias (nesse caso, estimam-se, novamente, as médias das variáveis aleatórias, além 

das próprias incógnitas determinísticas). Finalmente, assumindo-se que as covariâncias de 

variáveis aleatórias não são conhecidas (com exceção das covariâncias de medidas de 

potenciais, as quais podem ser calculadas diretamente), propõe-se algoritmo para estimá-las 

em conjunto com as médias das variáveis aleatórias. Ao final do capítulo, descrevem-se as 

conclusões gerais e, no APÊNDICE D, maneiras de se aprimorar o algoritmo proposto. Como 

nota, um Atlas Anatômico Numérico emula um Atlas Anatômico real (KAIPIO; 

SOMERSALO, 2005), um conjunto de dados de medidas de uma ou mais variáveis 

associadas a incertezas (como potenciais), fonte de informação previamente obtida e utilizada 

na estimação de TIE, mais especificamente na determinação de aproximações para a 

densidade de probabilidade e para os momentos das variáveis aleatórias. 

 

 

3.1 Introdução 

 

 

A natureza incerta de algumas variáveis do problema de TIE, que se reflete em 

incertezas em seus valores, se apresenta em variáveis como os potenciais elétricos medidos 

nos eletrodos, como citado. Tais incertezas nos valores de potenciais se devem aos próprios 
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aparelhos de medição e a eventuais agentes externos, sendo, nesse caso, conhecidas por ruídos 

ou erros de medição (METHERALL, 1998; AMATO, 2001; TRIGO, 2001), e à natureza 

dinâmica das propriedades elétricas dos materiais e tecidos no interior do corpo. 

Além dos potenciais, outras fontes de incertezas podem ser relevantes, como as 

relacionadas às correntes elétricas impostas ao meio condutivo tomografado, ou as 

relacionadas à determinação (medição) da geometria do corpo tomografado e das posições 

dos eletrodos no contorno, dentre outras, o que resulta em valores incertos dos valores das 

variáveis correspondentes e, conseqüentemente, da função de erro e da imagem estimada. 

Com o intuito de se levar em conta tais incertezas na obtenção da imagem, gerando-se 

resultados mais confiáveis, o autor propõe utilizar o chamado MOTC. Tal método, bem como 

o método semelhante Método de Otimização de Projeto baseado em Confiabilidade (MODC, 

ou “Reliability-based Design Optimization”), é, em essência, probabilístico e tem sido 

aplicado em diversos trabalhos, nos mais diversos campos do conhecimento. No MODC, 

alternativamente ao MOTC, as variáveis são parâmetros de um sistema definido (como 

espessuras, áreas, etc.) advindos do chamado problema de otimização de parâmetros. 

Outros métodos como a otimização de projeto robusta (MAUTE; FRANGOPOL, 2003), 

por exemplo, também levam em conta incertezas em variáveis do problema. Porém, a 

otimização robusta em especial, é baseada numa análise puramente determinística, mais 

especificamente na maximização do desempenho (função objetivo) determinístico do sistema, 

com a redução – ou, se possível, minimização – simultânea da sensibilidade do desempenho 

com respeito aos parâmetros que exibem comportamento estatístico. 

Como exemplo de uma das maneiras de se reduzir a sensibilidade do desempenho, 

considera-se um caso de otimização estrutural (BENDSØE; SIGMUND, 2003; 

KHARMANDA et al., 2004; MAUTE; FRANGOPOL, 2003), para o qual um carregamento 

concentrado, de média nula e desvio padrão σ, é aplicado num ponto qualquer do domínio de 

otimização (onde se pode encontrar a estrutura ótima), na direção x (vide Figura 11). 

Maximiza-se a rigidez estrutural (a qual representa o desempenho) com restrição de volume 

total de material (situação usual na área de otimização estrutural). A sensibilidade da rigidez é 

reduzida através, por exemplo, da utilização de dois carregamentos determinísticos 

concentrados e de sentidos opostos aplicados no domínio de otimização, no mesmo ponto e na 

mesma direção anteriores (conforme é visto na Figura 11), emulando o carregamento incerto. 
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(a) (b)

abordagem probabilística

domínio de otimizaçao
estrutural

carregamento
incerto

elementos finitos

abordagem determinística

domínio de otimizaçao
estrutural

carregamentos
determinísticos

elementos finitos

eixo x

 

Figura 11 Ilustração mostrando as abordagens probabilística (em (a)) e determinística (em (b)) num 
problema de otimização estrutural. Um esboço da estrutura ótima é mostrado, para cada caso. 

 

Como a análise no caso da otimização de projeto robusta é puramente determinística, a 

probabilidade de ocorrência de eventos indesejados não é levada em conta, diretamente, na 

solução do problema de otimização. Na prática, obtêm-se normalmente estruturas 

subestimadas (mesmo sendo o desempenho pouco sensível às incertezas, como discutido 

anteriormente). É difícil traçar um paralelo entre esse problema estrutural e o de TIE, mas 

pode-se afirmar, com segurança, que se as probabilidades não são levadas em conta na 

obtenção da imagem quando existem incertezas nos dados de TIE e nos modelos, existe a 

chance de que a imagem não corresponda à imagem real. Ainda, pode-se dizer que a chance 

aumenta com o aumento das incertezas sobre dados e que o erro cometido não é quantificado 

(nem mesmo aproximadamente). 

A vantagem do MOTC e do MODC sobre a otimização robusta, os quais remediam os 

problemas citados no parágrafo anterior, reside, justamente, na obtenção de distribuições 

espaciais de propriedades que atendem a requisitos de probabilidade ou são ótimos num 

sentido probabilístico. Tais requisitos são atendidos porque são impostas restrições sobre a 

probabilidade de ocorrência de determinados eventos e/ou são otimizadas probabilidades de 

ocorrência de eventos. 

Como pode ser visto na leitura sobre os trabalhos de MOTC, a utilização de uma 

abordagem probabilística no contexto da otimização topológica surge de maneira bastante 

natural. Em primeiro, modelam-se variáveis associadas a incertezas como variáveis aleatórias 

(PAPOULIS; PILLAI, 2002). Então, dado que as funções envolvidas no problema de 

otimização determinístico, ou seja, a função objetivo e restrições, dependem de variáveis 
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aleatórias, as próprias funções podem também ser vistas como variáveis aleatórias; desta 

maneira, pode-se calcular a probabilidade do evento: ser determinada função do problema de 

otimização maior que um determinado valor, por exemplo, e, naturalmente, buscar os 

parâmetros que minimizem tal probabilidade ou que façam com que uma restrição aplicada ao 

valor da probabilidade seja obedecida. Isso corresponde justamente a um problema de MOTC, 

mostrando a naturalidade da extensão de um problema determinístico ao equivalente 

probabilístico no caso do MOT, o que pode ser encarado como uma vantagem do MOTC. 

Além disso, os importantes conceitos utilizados no MOT, como o modelo de material, são 

também introduzidos de maneira natural no contexto do MOTC. 

Alguns autores como Vauhkonen, Karjalainen e Kaipio (1998), Kolehmainen et al. 

(1998), Kim et al. (2001a), Heikkinen et al. (2002), Kim et al. (2003), Trigo, Lima e Amato 

(2004), West et al. (2004) e, recentemente, Adler, Dai e Lionheart (2007), Kim et al. (2007b), 

Herrera (2007) e Watzenig e Fox (2009), utilizam técnicas que, da mesma maneira que o 

MOTC ou o MODC, empregam requisitos probabilísticos na determinação da imagem, dando 

origem a estimadores de parâmetros probabilísticos diversos. Porém, há algumas questões em 

aberto no momento, considerando-se a área médica. 

No caso do filtro de Kalman, por exemplo (VAUHKONEN; KARJALAINEN; 

KAIPIO, 1998; KIM et al., 2001a; KIM et al., 2003; TRIGO; LIMA; AMATO, 2004; KIM et 

al., 2007b), utiliza-se a dinâmica da distribuição de propriedades do corpo tomografado para 

tornar a estimação mais eficiente. No entanto, ou efeitos de “trilha” ou artefatos periféricos e 

posições incorretas, erros obtidos para diferentes parâmetros de regularização, são relatados 

nas respostas por Adler, Dai e Lionheart (2007). Por efeito de “trilha” se entende o efeito da 

imagem estimada, segundo o qual a distribuição mostra o caminho da perturbação, ou seja, 

sua posição em instantes anteriores, como um rastro. Além disso, nos trabalhos de 

Vauhkonen, Karjalainen e Kaipio (1998), Kolehmainen et al. (1998), Kim et al. (2001a), 

Heikkinen et al. (2002), Kim et al. (2003), Trigo, Lima e Amato (2004), Adler, Dai e 

Lionheart (2007) e Kim et al. (2007b), resultados experimentais apresentam valores 

subestimados e as interfaces não são bem definidas, ou seja, não é possível localizá-las de 

maneira precisa através da imagem obtida. O MOTC surge como importante alternativa aos 

métodos mencionados, uma vez que deriva do MOT, incorporando, como explicado 

anteriormente, conceitos importantes como restrições e o modelo de material, os quais 

reduzem, significativamente, os problemas das imagens estimadas explicitados. De fato, o 

MOT tem apresentado desempenho superior em situações importantes no contexto da TIE 
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pulmonar (MELLO et al., 2008). Por fim, os métodos relatados em Herrera (2007), West et al. 

(2004) e Watzenig e Fox (2009), baseados nas técnicas de “Simulated Annealing” 

(Recozimento Simulado) e “Markov chain Monte Carlo” (os dois últimos artigos), têm 

apresentado respostas relativamente precisas. Porém, os tempos de processamento costumam 

ser elevados (o que tem sido estudado). 

Finalmente, é importante ressaltar que as variáveis aleatórias consideradas são 

modeladas como variáveis gaussianas correlacionadas. De fato, nota-se que as medidas em 

TIE – diferenças de voltagens – e os parâmetros que definem a imagem (esses últimos no caso 

de desvios padrão reduzidos), podem ser bem aproximados por tais variáveis. Porém, nem 

sempre a aproximação normal será a mais adequada (a distribuição do tipo Beta – vide Neto e 

Cymbalista (2000) – parece ser mais adequada para representar os parâmetros que definem a 

imagem). Nessa situação, como mostrado por Madsen, Krenk e Lind (2006), através da 

transformação de variáveis de Rosenblatt, pode-se transformar um conjunto de variáveis 

aleatórias de distribuições quaisquer num conjunto em que tais variáveis se distribuem 

normalmente, desde que se conheça a função densidade de probabilidade das variáveis 

originais. Por ser tal transformação, atualmente, apenas aplicada à área de MOTC, pode-se 

dizer que sua utilização representa uma vantagem do método com relação aos demais métodos 

aplicados à TIE. A desvantagem, o aumento do tempo de processamento, será eliminada (ou 

tornada desprezível) no futuro com a utilização de “softwares” e “hardwares” de melhor 

desempenho, acredita o autor. 

A seguir, a formulação de um problema genérico de MOTC é proposta e a teoria 

associada é analisada, e, na seqüência, formulações aplicadas ao problema de TIE são 

propostas e discutidas. Então, são mostradas a implementação e as respostas referentes às 

formulações mencionadas. Cabe ressaltar que os métodos de otimização baseados em 

confiabilidade estão relativamente difundidos, são aplicados nas mais diversas áreas 

(MAUTE; FRANGOPOL, 2003; ALLEN; MAUTE, 2004; KHARMANDA et al., 2004; 

JUNG; CHO, 2004; YOUN et al., 2004; KANG; KIM; WANG, 2004; MOON; KIM; WANG, 

2004) e que bastantes esforços na área da teoria estão sendo realizados para torná-los cada vez 

mais eficientes (QU; HAFTKA, 2004; YANG; GU, 2004; KHARMANDA; OLHOFF; EL-

HAMI, 2004; KHARMANDA; MOHAMED; LEMAIRE, 2004). Porém, não há trabalhos no 

tema aplicados à TIE. 
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3.2 Formulação Genérica do MOTC 

 

 

Um problema genérico de MOT, em que todos os parâmetros são considerados 

determinísticos, pode ser definido da maneira mencionada na seção 2.3, segundo a qual há 

uma função objetivo e restrições de inegualdade e igualdade. Tais expressões matemáticas 

dependem de uma série de variáveis, as quais podem ser consideradas como fixas ou 

constantes, e um conjunto de variáveis de otimização. Como exemplo de variáveis fixas 

correspondentes ao problema de TIE, podem-se citar os valores das correntes impostas, as 

dimensões do corpo/objeto tomografado, etc. e, no caso das variáveis de otimização, a 

variável nodal normalizada de otimização dos nós internos das malhas, a qual define a 

imagem (ou variável de otimização da imagem), os parâmetros de contato e as variáveis que 

determinam a posição dos eletrodos. 

No presente trabalho, uma variável associada a incertezas, seja ela fixa ou de 

otimização, é modelada como uma variável aleatória e contínua, ou seja, apresenta uma 

função densidade de probabilidade contínua (NETO; CYMBALISTA, 2000). No caso de pelo 

menos uma variável aleatória estar presente no problema de otimização, restrições e demais 

índices de desempenho, contínuos em tais variáveis, também estão associados a uma função 

densidade de probabilidade contínua (PAPOULIS; PILLAI, 2002). Alia-se então, 

naturalmente, o MOT à noção de confiabilidade, definindo-se o seguinte problema genérico, 

comum a grande parte dos trabalhos de MOTC citados anteriormente: 
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onde P(.) é o operador probabilidade, sk é a k-ésima variável de otimização, rm é a m-ésima 

variável aleatória, uma variável fixa (fixa no sentido de que não é otimizada), e R é o número 

total de variáveis aleatórias consideradas no problema. Nesta formulação, genérica, assume-se 
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que sk pode ser tanto do tipo variável de distribuição, como médias e desvios padrão, quanto 

do tipo variável determinística, à qual não está associada incerteza, conforme a nomenclatura 

de Madsen, Krenk e Lind (2006), sendo que o modelo determina o tipo de variável. Por 

exemplo, as variáveis de otimização da imagem do problema determinístico da seção 2.3 

podem ser modeladas, segundo esta nova abordagem, como variáveis aleatórias e, nesse caso, 

estão associadas a variáveis de otimização de distribuição. Por outro lado, os parâmetros de 

contato, dados na eq.(2.3.2) no problema determinístico, podem estar associados a variáveis 

de otimização determinísticas. Isso é possível do ponto de vista matemático, ou seja, pode-se 

resolver o problema proposto considerando-se uma variável determinística ou de distribuição. 

Porém, do ponto de vista físico, dado que medidas de potenciais com incertezas são 

consideradas no processo de estimação no contexto da TIE, é mais coerente considerar a 

imagem e parâmetros de contato como variáveis aleatórias e, portanto, as variáveis de 

otimização como do tipo variável de distribuição. Ainda assim, pode-se utilizar a 

aproximação de variáveis determinísticas, desde que se saiba de antemão que uma 

determinada região do corpo, por exemplo, apresentará relativamente pouca variação em 

torno de um valor médio (e, conseqüentemente, pequena covariância com outras regiões). 

Outro caso em que seria possível utilizar tal aproximação seria numa situação em que a 

função erro tivesse sensibilidade relativamente baixa à variação das variáveis. A dificuldade 

nesse último caso reside no cálculo da sensibilidade, dada pela derivada da função com 

relação às variáveis. Isso ocorre porque a derivada é uma função das demais variáveis do 

problema, o que significa que deve ser calculada para todos os valores possíveis, ou, ao 

menos, seu valor máximo global deve ser computado. Em Kharmanda et al. (2004), 

procedimento de obtenção das derivadas é adotado; porém, tal procedimento não é informado. 

Ainda, as derivadas são calculadas com relação às médias das variáveis, e não com relação às 

mesmas. Assim, sugere-se a utilização da primeira abordagem, baseada em informações 

conhecidas. Tal abordagem é utilizada no atual trabalho. A segmentação do domínio da 

imagem em parte determinística e parte não-determinística é também discutida em Vallejo 

(2007a). 

Voltando ao problema proposto, o objetivo é encontrar as variáveis de otimização que 

maximizem a probabilidade da função custo c ser menor do que ou igual a um valorc, sendo 

obedecida a restrição à probabilidade da função fn ser maior do que ou igual a zero, o que 

significa que não há falha (ou um comportamento indesejável do sistema).Pn é a 

probabilidade limite. Além disso, as variáveis de otimização devem satisfazer as restrições 
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determinísticas, representadas pelas funções gq e geq, e as restrições laterais, dadas por skl e 

sku. 

Na solução do problema (3.2.1), o problema reside na dificuldade de se encontrar, para 

um caso genérico, a densidade de probabilidade associada a c-c, ou a fn, funções de cada 

variável aleatória rm. Além disso, pode não ser possível calcular as integrais referentes às 

probabilidades analiticamente, e métodos alternativos como integração numérica ou 

simulação podem consumir muito tempo, conforme mencionam Madsen, Krenk e Lind 

(2006). Propõe-se, então, neste trabalho, um método para solucionar tal problema, ao qual 

está associado (ao método) uma série de hipóteses. Tais hipóteses, o método em si utilizado, e 

respostas serão descritas no texto seguinte. 

Como último comentário, pode-se argumentar que o mais indicado seria trabalhar não 

somente com os eventos dados por c ≤ c e fn ≥ 0, mas também com as possíveis intersecções 

entre eles. Desta maneira, pode-se argumentar que a solução do problema deve ser 

representada pelas variáveis de otimização que fazem com que a probabilidade de que todos 

os eventos (ou alguns deles) sejam a favor da segurança seja maximizada, ou que seja (a 

probabilidade) maior que um determinado valor considerado apropriado. Em outras palavras, 

considera-se, na presente discussão, que o mais correto seria resolver, por exemplo, 

 

 ( ){ } ( ){ } ( ){ }( )0r,sf0r,sfcr,scP mkCmk1mk
sk

Maximizar ≥∩∩≥∩≤ L  

 

( )
( )

R1m N,1k                    

sss                    

0sg                    

0sg        que Tal

kukkl

keq

kq

KK ==

≤≤

=

≥
 (3.2.2) 

                             

ou 

 

 

( )

( ){ } ( ){ } ( ){ }( )
( )

R1m,N1k

sss

0sg

P0r,sf0r,sfcr,scP  que Tal

sg  aximizarM

kukkl

keq

mkCmk1mk

kq
sk

KK

L

==

≤≤

=

≥≥∩∩≥∩≤

 (3.2.3)                             



 
 

50 
 

 

ou ainda um outro arranjo em que apareçam eventos dados por outras intersecções 

( ( ){ } ( ){ }( )0r,sfcr,scP mkCmk ≥∩≤ , por exemplo). 

No entanto, conforme mostraram Christensen e Murotsu (1986), existem limites para os 

valores de probabilidade de intersecções, definidos com base nas probabilidades dos eventos 

separados, conforme se segue. Para obter tais limites, parte-se das seguintes inequações dadas 

por Christensen e Murotsu (1986): 
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onde nev é o número de eventos considerados, ei é uma variável que indica falha se igual a 

zero (e uma situação onde não há falha, se igual a um) e Pf é a probabilidade de falha do 

evento dado pela união dos eventos ei=0. Nesse caso e considerando-se que a probabilidade 

de falha é igual a 1 menos a probabilidade do caso contrário, tem-se que 
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e, então, 
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onde PNf é a probabilidade de não haver falha e ef é uma variável que indica falha (ef=0) se 

qualquer ei é igual a zero e o caso contrário se todos os ei são iguais a um. 

Portanto, quando se maximiza a probabilidade de um dos eventos, sujeito às restrições 

de maior ou igual nas probabilidades dos outros eventos, conforme mostrado na primeira 

formulação genérica citada anteriormente, age-se, implicitamente, a favor da segurança, uma 

vez que a probabilidade de ocorrerem todos os eventos em conjunto, ou parte deles, será 

sempre maior ou igual à probabilidade dos eventos multiplicada. Porém, isso não é condição 

suficiente para que se tenha um resultado confiável, mas apenas uma condição necessária, 

uma vez que o limite é fortemente dependente do número de eventos considerados. 

Assim, se a todos os eventos é atribuída uma probabilidade de 99,9% de chance de 

ocorrência com, por exemplo, 1000 eventos considerados, tem-se um limite inferior para a 
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intersecção de todos, dado em (3.2.6), de aproximadamente 36,77%, o que significa que a 

ocorrência do evento intersecção tem probabilidade de ocorrência de, no mínimo, 36,77%. 

Isso não representa informação confiável, apesar da resposta estar a favor da segurança. Por 

outro lado, considerando-se um pequeno aumento para 99,99% de chance para cada evento, 

tem-se um salto no valor do limite para 90,48%, o que pode ser informativo em aplicações 

práticas. 

Como conclusão, no estudo de um problema com muitos eventos (para qualquer que 

seja a aplicação visada), resolvido pela formulação em (3.2.1), em que se está interessado no 

evento dado pela intersecção dos eventos considerados (ou de alguns deles), é indicado checar 

a multiplicação das probabilidades no fim de cada otimização. Se o valor do resultado for 

elevado, isso significa que a resposta é confiável; caso contrário, o máximo que se pode 

extrair da resposta se refere ao limite inferior de confiabilidade o que, sendo pequeno, não é 

informativo. Assim, deve-se ter o cuidado de fornecer limites de probabilidade elevados, e 

também se deve obter um valor da probabilidade maximizada alto o suficiente para que o fato 

do limite inferior em (3.2.6) ser obedecido, represente uma condição suficiente para se ter 

uma resposta confiável. 

Como nota, trabalhar com a probabilidade de eventos formados por intersecções de 

outros eventos, como pode ser visto em Mogami et al. (2006), por exemplo, reduz o número 

de índices de confiabilidade calculados (tal índice será descrito na subseção seguinte), mas 

aumenta a complexidade no cálculo dos gradientes do problema de otimização. Não há um 

estudo, do conhecimento do candidato, para determinar qual abordagem (por eventos simples 

ou intersecções) seria mais vantajosa, computacionalmente. Porém, também não se conhece 

trabalho em que uma equação em forma fechada para mais de dois eventos, seja fornecida 

(em Mogami et al. (2006), consideram-se dois eventos, apenas). Finalmente, menciona-se 

que, na literatura (como em Madsen, Krenk e Lind (2006) ou Christensen e Murotsu (1986), 

por exemplo), esse tipo de teoria associada a intersecções de eventos está relacionada ao 

cálculo de probabilidades para os chamados sistemas em série, para os quais a falha ocorre se 

qualquer evento simples de falha ocorre (daí o nome sistema em série). 
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3.2.1 Cálculo das Probabilidades Segundo o FORM 
 

 

Nesse trabalho, o cálculo das probabilidades é baseado no conceito do índice de 

confiabilidade β e no FORM (“First-Order Reliability Method”) (MAUTE; FRANGOPOL, 

2003; JUNG e CHO, 2004; YOUN et al., 2004; MADSEN, KRENK e LIND, 2006). 

Primeiramente, descreve-se o procedimento do cálculo de probabilidades no caso em que as 

funções c -c e fn são lineares nas variáveis aleatórias e, logo em seguida, descreve-se e 

discute-se a aproximação do FORM. A primeira etapa serve de motivação e ajuda na 

explicação do método (FORM). 

Chamando-se, genericamente, as funções c -c e fn de M tem-se, no caso em que são 

lineares, a seguinte representação: 

 

 bbraraM T
RRR11 +=+++= RAL ,         (3.2.7) 

 

onde ri é uma variável aleatória qualquer, R é o vetor de variáveis aleatórias (tal vetor é dado 

por R=[r1 r2 ... rR]T) e ai e b são coeficientes que não dependem de R. Consideram-se variáveis 

gaussianas e correlacionadas, como mencionado no início do capítulo. 

Agora, suponha-se que é feita uma mudança de variável de tal forma que: 
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RR , ,         (3.2.8) 

 

onde U (dado por U=[u1 u2 ... uR]T) é um vetor de variáveis gaussianas de média nula e 

covariância unitária, ou seja 

 

 [ ] [ ] IUUCov0UE == T,, , (3.2.9) 

 

o que será mostrado no final da presente subseção, ser possível de se realizar. Nessa situação, 

tem-se que 
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e, como variáveis gaussianas de covariância unitária são não-correlacionadas e, portanto, 

independentes, e como a combinação linear de variáveis gaussianas independentes é também 

uma variável gaussiana, M é gaussiana de média 
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e variância 
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Assim, a probabilidade de um evento dado pelo valor da função M ser menor ou igual a 

zero é (NETO; CYMBALISTA, 2000): 
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para a qual, na segunda igualdade, utilizou-se que 

 

 11
T
1 b+υ=ξ AA .       (3.2.14) 

 

Paralelamente, pode-se afirmar que a distância do hiperplano M=0 à origem é igual ao 

valor absoluto da projeção do vetor posição sobre o vetor unitário normal ao plano 

(GIACAGLIA, 1985). O vetor unitário (versor) normal a M=0 no espaço dado pela variável 

um (ou espaço normalizado) é 1
T
11 / AAA±  e, como a posição é dada pelo vetor U, a 

distância mencionada é igual a: 

 

 ( ) 1
T
1

T
10M,0 /d AAUA±== = 1

T
11 /b AA .       (3.2.15) 

 



 
 

54 
 

Os vetores citados são mostrados na Figura 12. 

 

u2

u1

nd(0,M=0)

U

M=0 (limite)

M>0 (região de falha)

M<0 (região de segurança)

 
Figura 12 Vetor posição U e versor n no espaço normalizado 2D. É mostrado o índice de 

confiabilidade, dado pela distância plotada, o hiperplano M e as distintas regiões do espaço. Neste 

caso em particular, n= 1
T
11 / AAA− . 

 

Isso significa que a probabilidade de 0M ≤  (eq.(3.2.13)) pode ser dada, 

alternativamente, por 
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ou seja, por uma função da distância do hiperplano à origem, sendo o termo β igual a essa 

distância (β=d(0,M=0) na eq.(3.2.15)). Tal termo é chamado de índice de confiabilidade (vide 

Figura 12) para o caso especial em que M é linear nas variáveis aleatórias. Generalizando-se, 

o índice de confiabilidade β será definido como a distância entre a origem e Mq=0 no espaço 

normalizado, sendo Mq uma função qualquer e não necessariamente linear. 

Para cálculo da probabilidade de 0M ≤ , não seria preciso definir a variável β. Porém, 

como já mencionado, o exposto acima é para o caso de M, uma função linear, servindo apenas 

como motivação para o caso não-linear descrito a seguir em que β tem papel preponderante. 

Em seguida, tal afirmativa será justificada. 

Agora, considerando uma função não-linear Q nas variáveis aleatórias, não se pode 

afirmar que a eq.(3.2.16) valha. Porém, no caso em que uma aproximação linear no ponto 
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mais próximo da origem é satisfatória, ou seja, se a função não-linear é bem aproximada por 

uma função linear no ponto dado por β no espaço normalizado, a equação é uma boa 

aproximação para a probabilidade de 0Q≤ . O cálculo da probabilidade empregando-se tal 

aproximação é conhecido por FORM, sendo o método mais utilizado na teoria de MOTC e 

MODC atualmente. É importante salientar que, mesmo que a função não-linear seja 

conhecida explicitamente nas variáveis aleatórias, não se pode dizer que a aproximação linear 

é satisfatória, sendo necessário, em primeiro lugar, obter a função no espaço normalizado – 

vide Madsen, Krenk e Lind (2006). 

Uma maneira de explicitar o quão boa pode ser a aproximação do FORM é citada em 

seguida. Em primeiro lugar, deve-se notar que a função densidade de probabilidade conjunta 

no espaço normalizado decai muito rapidamente, mais especificamente com 
2d

2

1

e
−

, sendo d a 

distância à origem. Pode-se calcular a probabilidade de Q ser menor ou igual a zero, através 

de 

 

 ( ) ∫
≤

Ξ

−
Ξ=≤

0QP

2

P

d
2

1

de0QP              (3.2.17) 

 

onde ΞP se refere a uma região qualquer e 
0QP ≤

Ξ  àquela, de mesma dimensão que ΞP, onde 

0Q ≤ . Portanto, a região de integração que dá a maior contribuição à probabilidade de 0Q ≤  

(ou mesmo 0M ≤ ) está localizada nas proximidades do ponto mais próximo à origem. 

Assim, a aproximação da função não-linear pela linear em tal ponto determina a precisão do 

FORM no cálculo da probabilidade na eq.(3.2.17). 

Portanto, já foi mostrado que o método FORM pode ser uma boa alternativa. Além 

disso, não é sempre possível, no caso de um problema de TIE, obter a função Q 

explicitamente nas variáveis aleatórias, o que torna impossível o cálculo da integral para 

obtenção da probabilidade do evento Q ≤ 0. Isso ocorre, por exemplo, no caso da função F ou 

função de erro (vide seção 2.3), para a qual a relação funcional entre F e as variáveis 

aleatórias que representam as condutividades, é dada por equações de elementos finitos, as 

quais não podem ser resolvidas simbolicamente em casos práticos, ou seja, tipicamente com 

milhares de variáveis. 
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Assim, mostram-se algumas das vantagens de se calcular a probabilidade de um evento 

com base na obtenção de β combinada com o cálculo mostrado na eq.(3.2.16), sendo o índice 

de confiabilidade dado pela solução do problema: 

 

        T

um

Minimizar UU              (3.2.18) 

 

[ ]
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resolvido no espaço normalizado (onde Q é dado por Q*). A solução desse problema é 

chamada de Ponto Mais Provável (PMP). βc e o PMP são vistos na Figura 13 no caso em que 

Q*= c*(sk,um) -c. 

 

u2

u1

βc

PMP

c*(sk,um)-c>0 (região de falha)

c*(sk,um)-c<0 (região de segurança)

c*(sk,um)-c=0 (região-limite)

 

Figura 13 Representação ilustrativa da função c*(sk,um) -c = 0 no espaço normalizado, com R igual a 
2. 

 

Adotando-se o mesmo desenvolvimento no cálculo de probabilidades para o caso do 

problema (3.2.1), são obtidos um PMP e um índice de confiabilidade para cada restrição de 

probabilidade, e um para a função objetivo baseada na probabilidade. Tal abordagem é 

conhecida, na literatura relacionada ao MOTC, como Abordagem do Índice de 

Confiabilidade. 

Desta forma, para solução do problema (3.2.1), são alternados, num processo iterativo 

global, os problemas (3.2.18) (realizado para obtenção dos índices de confiabilidade) no caso 

da Abordagem do Índice de Confiabilidade, e uma iteração do problema (3.2.1). Em outras 
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palavras, a cada iteração global corresponde uma iteração do problema (3.2.1) e a solução do 

problema (3.2.18). 

Resolvem-se os problemas (3.2.1) e (3.2.18) através de um algoritmo de PLS e do 

algoritmo de Rackwitz e Fiessler (que resolve um problema de otimização não-linear com 

uma restrição), respectivamente, sendo o último citado em detalhes em Madsen, Krenk e Lind 

(2006). Portanto, os gradientes da função objetivo e restrições, das distâncias  TUU  e das 

restrições referentes aos problemas do tipo (3.2.18) foram calculados. Foram utilizadas, para 

cálculo dos gradientes da função objetivo e restrições, fórmulas analíticas disponíveis na 

literatura relacionada (KHARMANDA et al., 2004; MAUTE; FRANGOPOL, 2003; ALLEN; 

MAUTE, 2004; MADSEN; KRENK; LIND, 2006), conforme será descrito em seguida. 

Mostra-se agora, como achar BR e c na eq.(3.2.8), ou seja, como fazer a mudança de 

variáveis dada na eq.(3.2.8), para que sejam introduzidas variáveis aleatórias cujos momentos 

satisfaçam a eq.(3.2.9), o que não foi feito antes para facilitar a leitura. 

Em primeiro, faz-se com que 

 

 RVZ T= ,       (3.2.19) 

 

onde V é a matriz ortogonal com vetores coluna iguais aos autovetores ortonormais de 

Cov[R, RT]. Nesse caso, a covariância de Z é dada por 

 

 VRRCovVZZCov  ],[],[ TTT = ,       (3.2.20) 

 

cuja diagonal é formada pelos autovalores de Cov[R, RT], ordenados de acordo com a ordem 

dos autovetores em V. Além disso 

 

 ][][ T REVZE = .       (3.2.21) 

 

Ainda resta fazer com que a covariância seja unitária e a média nula, ou seja, resta fazer 

uma mudança de variáveis de Z para U. Fazendo 

 

 [ ]( ) ( )][, 2

1
T ZEZZZCovU −=

−
,       (3.2.22) 
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tem-se que 

 

 [ ]( ) ( ) 0ZEZEZZCovUE =−=
−

][][,][ 2

1
T

       (3.2.23) 

 

e 

 

 [ ]( ) [ ] [ ]( ) IZZCovZZCovZZCovUUCov =
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Finalmente, tem-se que 
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,       (3.2.25) 

 

geralmente representadas, as primeiras igualdades, por U=T(R). Um resultado importante a 

ser adiantado, o qual será empregado no cálculo dos gradientes utilizados na rotina de PLS, 

diz respeito às derivadas do vetor U com relação à média de ri, uma das variáveis do vetor R. 

Pode-se notar que 

 

 [ ]( ) T2

1
TT ,

][
VVRRCovV
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∂
,       (3.2.26) 

 

onde a derivada de um vetor qualquer Vec1 em relação a um vetor qualquer Vec2 é definida 

como: 
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Vecij é o j-ésimo elemento do vetor Veci e tam é o número de elementos de ambos os vetores. 

 

 

3.3 Formulações do MOTC Aplicadas à TIE 

 

 

São propostas e avaliadas três formulações distintas, com base em diferentes problemas 

práticos (que diferem entre si devido às informações disponíveis). Todas elas podem ser 

obtidas partindo da formulação genérica de MOTC (vide problema (3.2.1)). 

Como citado, variáveis associadas a incertezas são modeladas como aleatórias. Então, 

segundo a primeira formulação proposta, ou formulação padrão, geram-se resultados médios 

numéricos de valores absolutos de condutividades a partir dos dados do Atlas Anatômico 

Numérico descrito no APÊNDICE B. 

Alternativamente, para o caso de incertezas reduzidas referentes a uma parte das 

variáveis e incertezas elevadas referentes às variáveis restantes, propõe-se a segunda 

formulação, segundo a qual se modela o primeiro grupo como variáveis determinísticas e o 

segundo como aleatórias (nesse caso, estimam-se, novamente, as médias das variáveis 

aleatórias, além das próprias incógnitas determinísticas). Assume-se, portanto, que as 

posições das regiões de incertezas reduzidas e elevadas são conhecidas. Tal abordagem 

corresponde à segmentação do domínio em parte determinística e parte não-determinística 

(VALLEJO, 2007a). A idéia, aqui, é tentar obter resultados mais precisos, e acelerar o 

processo de estimação, uma vez que o tamanho de U é reduzido através dessa abordagem (o 

que reduz, por sua vez, o número de variáveis a serem obtidas na solução do problema 

(3.2.18)). 

Para as duas formulações mencionadas, assume-se conhecida a matriz de covariância 

para todas as variáveis aleatórias (as covariâncias e variâncias de valores de medidas de 
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potenciais elétricos podem ser obtidas facilmente através das próprias medidas realizadas). 

Isso inclui covariâncias e variâncias de “pixels”, e covariâncias de “pixels” e medidas de 

potenciais. 

Porém, a matriz de covariância nem sempre será previamente conhecida, ou seja, nem 

sempre a informação obtida cirurgicamente ou por outro método de estimação de imagem, por 

exemplo, estará disponível. A mudança do pulmão de um estado são para um estado com 

pneumotórax alteraria a estatística da imagem, o que exigiria obtenção de nova matriz. Nesses 

casos, os quais podem ser estendidos para outras mudanças de estado do pulmão e outras 

aplicações de TIE, seria interessante colocar tanto as covariâncias e variâncias de “pixels” 

quanto as covariâncias de um “pixel” e uma medida de diferença de potencial, como variáveis 

de otimização (incógnitas). Como nota, a covariância das diferenças de potenciais 

provavelmente provê, nas situações de insegurança sobre a veracidade da estatística da 

imagem, um bom indicativo – o qual, provavelmente, pode ser convertido em informações 

médicas importantes – de que as demais covariâncias foram alteradas. 

Assumindo-se, então, que as covariâncias e variâncias de “pixels”, e as covariâncias de 

“pixels” e medidas de potenciais não estão disponíveis para a estimação da imagem, propõe-

se algoritmo para estimá-las em conjunto com as médias das variáveis aleatórias de “pixels” 

(a segmentação não é considerada nesse caso). 

 

 

3.3.1 Formulação para Obtenção das Médias: Formulação Padrão 
 

 

A formulação é baseada na literatura e utilizada por Youn et al. (2004) e Yang e Gu 

(2004) na área de projeto mecânico. As incógnitas do problema determinístico do MOT 

definido na seção 2.3 são consideradas como variáveis aleatórias e as variáveis de otimização 

são as médias das mesmas. 

A formulação é da seguinte forma: 

 

 ( )( )0cr,scP mk
sk

Maximizar ≤−  

 Tal que         kukkl sss ≤≤                  (3.3.1) 

                        R1m,N1k KK ==  
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em que sk é uma variável de distribuição do tipo média, a média de cada valor nodal 

representativo da imagem, c é a função objetivo determinística citada na seção 2.3,c é o 

limite para c, chamado de δ, e rm representa uma medida de diferença de potenciais entre 

eletrodos ou um valor nodal representativo da imagem (neste capítulo, consideram-se como 

hipóteses, por simplicidade, parâmetros de contato dados e determinísticos, bem como 

posições de eletrodos; as correntes elétricas também são modeladas como determinísticas). 

 

 

3.3.2 Formulação para Obtenção das Médias e Condutividades 
Determinísticas: Segmentação do Domínio da Imagem 

 

 

Neste caso, a formulação é da seguinte forma: 

 

 ( )( )0cr,scP mk
sk

Maximizar ≤−  

 Tal que         kukkl sss ≤≤                  (3.3.2) 

                        pR1m,N1k KK ==  

 

em que sk pode ser tanto uma variável de distribuição do tipo média, a média de cada valor 

nodal representativo da imagem, quanto uma variável de otimização determinística. 

Novamente, rm representa uma medida de diferença de potenciais entre eletrodos ou um valor 

nodal representativo da imagem. No entanto, alguns valores nodais referentes à imagem são 

determinísticos e, portanto, RP<R. Os demais parâmetros são os mesmos identificados na 

subseção anterior. Detalhes sobre o número e posições de nós cujos parâmetros são tratados 

como determinísticos são mostrados na seção de resultados. 

 

 

3.3.3 Formulação para Obtenção das Médias, Variâncias e 
Covariâncias 

 

 

A formulação é da seguinte forma: 
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 ( )( )0cr,scP mk
sk

Maximizar ≤−  

 Tal que         kukkl sss ≤≤                  (3.3.3) 

                        R1m,N1k MC KK ==  

 

em que sk pode ser uma variável de distribuição do tipo média, a média de cada valor nodal 

representativo da imagem, ou uma variável de distribuição do tipo variância ou covariância. 

Os demais parâmetros são os mesmos identificados na subseção 3.3.1. As covariâncias e 

variâncias incógnitas são as referentes aos valores nodais de nós distintos representativos da 

imagem (ou de um mesmo nó, no caso das variâncias), e as referentes a um valor nodal 

representativo da imagem e um valor de medida de potencial elétrico. Uma vez que a matriz 

de covariância é simétrica, e como parte das covariâncias é dada (a parte referente às medidas 

de potenciais), pode-se notar que devem ser estimadas 

( ) ( )[ ]medidasdenúmero221NNNMC ++−=  variáveis de otimização. 

As restrições skl e sku para as médias são iguais a 0 e 1, respectivamente, da mesma 

maneira que nas formulações anteriores. No caso das variâncias, assume-se apenas que skl é 

igual a zero. Para as covariâncias, nenhuma restrição é imposta (na realidade, para efeito de 

implementação, assume-se, por outro lado, valor elevado para sku no caso da variância e 

valores elevados em módulo para sku e skl no caso da covariância, sendo skl negativo; entende-

se por valor elevado um valor que não é atingido ao longo do processo iterativo de estimação 

dos parâmetros). 

Vale lembrar que a probabilidade, em qualquer formulação, é calculada pelo FORM e, 

portanto, seu cálculo está associado à obtenção do índice de confiabilidade, o que significa 

que o problema (3.2.18) deve ser resolvido. 

Ainda, menciona-se ser relevante considerar formulação similar à (3.3.3) no caso em 

que parâmetros não-gaussianos sejam utilizados. Assim, pode-se utilizar uma função 

polinomial de grau elevado como densidade de probabilidade de cada variável aleatória (ou se 

considerar a distribuição Beta) e resolver o problema de otimização adicionando-se os 

coeficientes do polinômio (ou os parâmetros da distribuição Beta) ao conjunto de variáveis de 

otimização. A dificuldade principal de tal abordagem é a obtenção da distribuição conjunta de 

probabilidades para todas as variáveis aleatórias, incluindo, eventualmente, variáveis 

gaussianas. Finalmente, ainda no caso de parâmetros não-gaussianos (ou da presença de 
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parâmetros gaussianos e não-gaussianos), pode-se considerar uma função polinomial de grau 

elevado como densidade conjunta de probabilidades e resolver o problema de otimização 

adicionando-se os coeficientes do polinômio ao conjunto de variáveis de otimização. Ambos 

os estudos corresponderiam a contribuições científicas importantes, mas não foram abordados 

nesse trabalho. 

 

 

3.4 Análise de Sensibilidade  

 

 

A análise de sensibilidade segue a mesma estrutura mencionada no livro de Madsen, 

Krenk e Lind (2006), para o caso das derivadas com respeito às médias e às próprias variáveis 

determinísticas. A sensibilidade referente às variâncias e covariâncias é inédita na literatura, 

mas trabalho semelhante pode ser visto no livro de Haftka e Gürdal (1999), no caso da 

otimização estrutural. 

Em primeiro, derivando-se “lado direito” da eq.(3.2.16) com relação ao vetor de médias 

E[R] , obtém-se 

 

 
[ ]

( )( )
[ ]

( )( )
( )( )

( )( )
[ ]

( ) ( )( )
( )( )

( )
[ ]RE

RERERE

∂

β∂

β∂

β−Φ∂
=

=
∂

β∂
β∂

β−Φ∂
=

∂
β−Φ∂

=
∂

∂

1

1
1

1

1

11

bsinal

bsinal
bsinal 

bsinal

bsinal

bsinal
 

bsinalP

,         (3.4.1) 

 

onde a derivada de um escalar qualquer esc em relação a um vetor qualquer Vec é definida 

como: 
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, Veci é o i-ésimo elemento do vetor Vec e 

tam é o número de elementos do vetor Vec. Na eq.(3.4.1), P e β correspondem a um evento 

qualquer, e a primeira derivada do “lado direito” da igualdade é dada, segundo Allen e Maute 

(2004), por 
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Além disso, é importante ressaltar que o vetor E[R] contém, segundo se assumiu nesse 

trabalho, as médias dos potenciais elétricos medidos, o que significa que nem todas as 

derivadas no vetor [ ]RE∂
∂P

 são utilizadas na estimação (só aquelas referentes aos valores 

médios das variáveis nodais). 

Deve-se, então, calcular a derivada de β com respeito a E[R]. Esta é dada por: 
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 ,         (3.4.3) 

 

onde o vetor UPMP é o vetor de variáveis aleatórias padronizadas no PMP. 

Neste caso, dado que: 

 

 ( )2

1

PMP
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PMP UU=β ,         (3.4.4) 

 

tem-se que: 

 

 ( ) PMPPMP
2

1

PMP
T
PMP

PMP

1
2

2

1
 UUUU

U β
==

∂
β∂ −

.         (3.4.5) 

 

Ao mesmo tempo, dada uma transformação genérica de variáveis de um vetor de 

distribuição qualquer para um vetor de variáveis de distribuição gaussiana 

 

 ( )RTU = ,         (3.4.6) 

 

obtém-se 

 

 [ ]
( )

[ ]RE
RT

U
RE ∂

∂
β

=
∂

β∂ PMPT
PMP

1
 ,         (3.4.7) 

 

a qual, dada a transformação vista na seção 3.2 e a eq.(3.2.26): 
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assume a forma 
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Finalmente, obtém-se, a partir da eq.(3.4.1), da eq.(3.4.2) e da eq.(3.4.8), 
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Agora, descreve-se a análise de sensibilidade do problema de determinação de β. Nesse 

caso, obtém-se: 
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.       (3.4.11) 

 

A derivada de cc −  com relação à rm (ρm, especificamente) é obtida pelo método 

adjunto e descrita, em detalhes, em Mello (2005). Porém é descrita aqui para facilitar o 

entendimento, e segue a mesma lógica citada no caso da obtenção da posição do eletrodo, 

sendo, na verdade, um caso particular daquela situação, em que a corrente e a matriz APj são 
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constantes na variável de otimização (vide subseção 4.1.3). O desenvolvimento é realizado 

considerando-se medidas de diferenças de potenciais. 

Tem-se que 

 

 ( ) ( ) δ−∆−∆−=δ−=− ∑
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Fcc VVAVVA ,       (3.4.12) 

 

onde a matriz Apj contém apenas os valores 0, 1 e -1, selecionando diferenças de potenciais 

obtidas de VTj a serem comparadas com o vetor de entrada de medidas ∆V0j. Deve-se 

mencionar que VTj é obtido através do MEF, para um valor qualquer de potencial prescrito em 

qualquer região onde não há eletrodos, conforme justificado no APÊNDICE A. 

Ainda, como 
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tem-se que: 

 

 
( ) ( )∑

=

−








∆−

∂

∂
−=

∂
∂

=
∂

−∂ ne

1j
j0PjPj

T
Pj

1
Tj

m

TjT
Tj

mm rr

F

r

cc
VVAAK

K
V .       (3.4.14) 

 

Com base em 
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resultado mostrado na subseção 3.2.1 (mais especificamente, na eq.(3.2.25)), tem-se que 
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Assim, tem-se o resultado final para a derivada de cc* −  em relação ao vetor U na 

eq.(3.4.11). 

A derivada da probabilidade P com relação a ρf, variável de otimização nodal 

determinística (vide capítulo 2), é dada por: 
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Nesse caso, deve-se calcular a derivada de β com relação à variável ρf, que é dada por 

(considerando-se a eq.(3.4.4) e a eq.(3.4.5)): 
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Dado que UPMP pode ser expresso como a soma da origem (um ponto de coordenadas 

nulas) com o vetor que aponta para o ponto UPMP, pode-se escrever: 
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onde Q* é ( ) cr,scQ mk −=  no espaço normalizado (vide subseção 3.2.1), ou seja, 

( ) cu,scQ mk
** −= . Utilizando-se a eq.(3.4.17) e a eq.(3.4.18), obtém-se: 
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Substituindo-se essa na eq.(3.4.16), obtém-se, finalmente, 
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No caso dos elementos cij da matriz de covariância Cov[R,RT] e com base na eq.(3.4.1) 

até a eq.(3.4.7), pode-se escrever: 
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Dada a eq.(3.2.25), pode-se então obter a seguinte equação 
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Numa análise de tal equação, nota-se que o termo [ ]( ) T2
1

TT , VVRRCovV
−

 pode ser 

escrito como: 
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onde Vk é o k-ésimo autovetor contido em V, ou seja, é a k-ésima coluna de V e αk é o k-

ésimo autovalor correspondente. 
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Assim, a eq.(3.4.22) pode ser reescrita como: 
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Para obtenção das derivadas mostradas na eq.(3.4.24), baseia-se na teoria de 

sensibilidade do autovetor (vide Haftka e Gürdal (1999) para uma discussão sobre a teoria, 

bem como discussão sobre diversos outros trabalhos relacionados ao tópico). Considera-se, 

então, o seguinte autoproblema: 
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onde Vk tem módulo unitário, como já mencionado. 

Assim, dividindo-se a eq.(3.4.25) por kα  e derivando-se o resultado, obtém-se: 
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A derivada de Cov[R,RT] com relação a cij é igual à matriz de zeros de dimensão igual à de 

Cov[R,RT], com um valor unitário na posição dada pela intersecção da linha “i” com a coluna 

“j”. Deve-se notar que a inversa (Cov[R,RT]-αkI)-1 não será, de fato, obtida, uma vez que a 
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matriz é singular (será, ao invés disso, utilizado um método alternativo na solução do sistema 

linear relacionado a tal matriz). 

Agora, suponha-se conhecido 
ij

k
c∂

α∂ . De fato, multiplicando-se a primeira das 

equações na eq.(3.4.26) por Vk e lembrando que Vk tem módulo unitário e que 

[ ]( ) 0VIRRCov =α− kk
T, , o que significa que 
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obtém-se 
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onde Vkl é a l-ésima componente de Vk. 

Nesse caso, substituindo-se a eq.(3.4.28) na última das equações na eq.(3.4.26), obtém-

se: 
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Assim, pode-se resolver tal sistema de equações para k de 1 a R, transpor os resultados e 

substituir na eq.(3.4.24) para calcular a sensibilidade da probabilidade com relação a cij. 
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Examinando a eq.(3.4.29), pode-se notar que os autovetores e autovalores de 

(Cov[R,RT]-αkI), chamados aqui de Fm e ζm obedecem: 

 

 [ ]( ) [ ] ( )( ) 0FIRRCovFIIRRCov =ζ+α−=ζ−α− mmk
T

mmk
T ,, . (3.4.30) 

 

Esse problema é, portanto, semelhante ao problema na eq.(3.4.25), o que significa que Vm=Fm 

e que αk+ζm=αm, o que significa, por sua vez, que o autovalor de [ ]( )IRRCov k
T, α− , ou seja, 

ζm, é dado por ζm=αm- αk (essa equação mostra que se k=m, o autovalor ζm será nulo e que 

[ ]( )IRRCov k
T, α−  pode ter autovalores negativos; também mostra que se a multiplicidade de 

αk=a*, o número de autovalores nulos de [ ]( )IRRCov k
T, α−  será igual a a*). Nessas 

condições, pode-se escrever a eq.(3.4.29) como 
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onde F é a matriz cujas colunas são iguais a Fm, ∆ é a matriz diagonal de autovalores ζm de 

[ ]( )IRRCov k
T, α−  ((∆)m,m= ζm, onde (A)i,j indica o elemento da matriz genérica A da i-ésima 

linha e j-ésima coluna), Bijk é o vetor lado-direito na eq.(3.4.29). Tais equações, obtidas 

considerando-se que a matriz F possui vetores-coluna ortonormais, são verdadeiras para 

quaisquer autovalores, mesmo que tenham multiplicidade maior que a unidade (BATHE, 

1996). 

Utilizando-se a eq.(3.4.29) e a eq.(3.4.31), pode-se então obter: 
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Dada a equação anterior, pode-se notar que se k=1, por exemplo, obtém-se: 
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pois a norma dos autovetores é unitária e os mesmos são ortogonais (portanto, ∑
=

=
R

1l
nll1 0VV  

para n diferente de 1). Isso significa que o k-ésimo elemento do vetor do lado direito da 

eq.(3.4.32) será sempre nulo e que os demais, como o n-ésimo por exemplo, serão iguais a 

k

nikj

α

VV
− . 

Assim, e lembrando que o elemento da diagonal da k-ésima linha de ∆ é nulo (pelo 

menos), mostra-se que se a multiplicidade dos autovalores de Cov[R,RT] é igual a 1, o lado 

direito da eq.(3.4.32) pertence ao range(∆). Portanto, o sistema para obtenção de 
ij

k
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F  

na eq.(3.4.32) é um sistema possível, com infinitas soluções. Porém, se a multiplicidade é 

maior que a unidade, mais de um elemento da diagonal de ∆ será nulo e, nesse caso, deve-se 
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checar se o elemento correspondente do lado direito (
p

nipj

α

VV
, para o p-ésimo elemento da 

diagonal de ∆) também o será, o que dependerá das componentes dos autovetores. 

Voltando à eq.(3.4.32) e considerando o caso de multiplicidade unitária dos autovalores, 

tem-se, então: 
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onde ak é obtida por condição de normalização. Assim, se a derivada 
ij
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unitária, faz-se: 
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A eq.(3.4.34) é obtida também por Haftka e Gürdal (1999). No entanto, o caso tratado 

no livro refere-se a um problema estrutural, relacionado à dinâmica de estruturas. Além disso, 

a condição de normalização é diferente da dada na eq.(3.4.35). 

No mesmo livro (HAFTKA e GÜRDAL, 1999), mostra-se como utilizar a condição de 

normalização segundo a qual o valor máximo de cada autovetor deve ser igual a um (ao invés 

da condição de norma unitária), para tornar a matriz (Cov[R,RT]-αkI) não-singular através da 

redução de sua ordem, o que é possível no caso da multiplicidade do autovalor correspondente 

ser unitária. Ainda, dada a derivada obtida da solução do sistema não-singular, a qual é 

referente ao autovetor normalizado através de seu valor máximo, mostra-se como obter a 

derivada para o caso da normalização original (baseada na norma do autovetor). Finalmente, 

Haftka e Gürdal (1999) apresentam uma alternativa para a eq.(3.4.34) cuja soma ponderada de 

autovetores converge mais rapidamente (considerando-se menos termos na soma) para o valor 

exato da soma. 

Substituindo a segunda equação da eq.(3.4.34) na eq.(3.4.24), obtém-se, finalmente, a 

derivada da probabilidade P em relação a um elemento da matriz de covariância Cov[R,RT]. 

É relevante, ainda, mencionar que além da análise para solução do sistema para 

obtenção das derivadas dos autovetores, Haftka e Gürdal (1999) também mencionam as 

dificuldades para o caso de autovalores repetidos. Porém, citam que a experiência mostrou 

que pequenas diferenças nos autovalores costumam ser suficientes para evitar tais 

dificuldades. Ainda, mencionam que a junção de autovalores freqüentemente tem efeito 

adverso no desempenho estrutural, o que pode, por exemplo, levar a dificuldades no controle 
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de estruturas, para as quais os autovalores representariam, então, freqüências naturais de 

vibração. Nesse caso, restrições seriam utilizadas, como por exemplo, α1>α2>α3>... (ou, na 

prática, α1+δaux1 ≥α2+δaux2 ≥α3+δaux3 ..., com δauxi, parâmetro auxiliar, relativamente pequeno). 

Tal abordagem poderia ser utilizada no caso atual, desde que fosse mostrado que a matriz de 

covariância, a qual é construída através da soma de multiplicações de vetores do tipo 

Vec*VecT, tem todos os autovalores distintos, de fato. No entanto, uma análise do fantoma 

abordado no presente trabalho mostra que os autovalores são, para a precisão da máquina 

(computador) empregada nos testes, distintos. 

 

 

3.5 Implementação 

 

 

Na implementação, foram seguidas, basicamente, as seguintes fases: 

 

1. Em primeiro, lêem-se os dados da malha de MEF de estimação, gerada no software 

Matlab, os dados referentes aos parâmetros de contato, considerados conhecidos, e os 

demais dados de entrada, advindos do Atlas Anatômico gerado por um programa escrito 

também no Matlab (vide APÊNDICE B). São esses demais dados: valores médios de 

potenciais e a matriz de covariância das variáveis aleatórias. No caso em que termos da 

matriz de covariância são incógnitas do problema de otimização, a matriz procedente do 

Atlas é utilizada apenas para comparação com o resultado final; 

2. inicia-se a fase de pré-processamento, representada pelos cálculos que podem ser 

realizados de antemão, uma vez que geram valores constantes ao longo do processo 

iterativo, e pelas inicializações de valores de variáveis (como das variáveis de 

otimização). São os cálculos principais: a obtenção das matrizes do modelo de eletrodo 

(para cada parâmetro de contato) e a obtenção das “pseudo-matrizes” de elementos finitos, 

ou seja, das matrizes de elementos finitos divididas pela integral da condutividade elétrica 

do elemento finito em questão; 

3. inicia-se o processo iterativo, dado por duas etapas principais: na primeira, de posse dos 

dados anteriores (das fases 1 e 2), e com o valor atual da média das variáveis nodais, das 

covariâncias, variâncias e variáveis determinísticas, dependendo da formulação utilizada 

(dados, os valores, como sugestão inicial, ou obtidos através do algoritmo de PL, 
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conforme descrito no item ii a seguir), calcula-se o valor do índice de confiabilidade 

através de um processo iterativo, que corresponde ao cálculo das variáveis nodais e dos 

potenciais elétricos da iteração corrente. Então, de posse de todos esses dados, atualiza-se 

a média das variáveis nodais (e, dependendo da formulação empregada, também as 

variáveis consideradas determinísticas ou as variâncias e covariâncias das variáveis 

aleatórias) através da solução de problema de otimização linearizado, o que corresponde à 

segunda etapa principal. Essas duas etapas são detalhadas em seguida: 

i. num processo iterativo, resolve-se o MEF, calculam-se os gradientes necessários 

(dados pela eq.(3.4.10) à eq.(3.4.15)) e, através do algoritmo de Rackwitz e 

Fiessler, citado em detalhes em Madsen, Krenk e Lind (2006) (utilizado para 

solução de um problema de otimização não-linear com uma restrição), obtêm-se 

variáveis aleatórias atualizadas; 

ii. após a convergência do processo mencionado em i, a atualização das médias dos 

valores nodais e das variáveis de otimização determinísticas (se for o caso), é 

então realizada, tendo-se como base os valores de variáveis aleatórias obtidas, 

além dos dados externos e os de pré-processamento. O procedimento é: calcular os 

gradientes (vide eq.(3.4.9) para o caso da otimização das médias e a eq.(3.4.20) 

para o caso de variáveis determinísticas), calcular os limites móveis e então 

resolver o problema linearizado de otimização através da rotina de PL “linprog” do 

Matlab. No caso da estimação das médias dos valores nodais em conjunto com 

variâncias e covariâncias, numa iteração atualizam-se as médias e, na seguinte, 

as variâncias e covariâncias, num procedimento semelhante ao Método da 

Alternância, pelo mesmo motivo utilizado como justificativa na seção 2.3. Nesse 

caso em particular, o procedimento é: calcular os gradientes (vide eq.(3.4.9) para 

o caso da atualização das médias e as equações eq.(3.4.24), eq.(3.4.34) e, 

eventualmente, a eq.(3.4.35), para o caso das covariâncias e variâncias das 

variáveis aleatórias), calcular os limites móveis e então resolver o problema 

linearizado de otimização através da rotina de PL “linprog” do Matlab. Algumas 

peculiaridades importantes referentes à etapa ii são mostradas em Mello (2005). 

Em tal trabalho, mostram-se, em detalhes, derivadas da matriz de MEF, por 

exemplo, bem como o cálculo dos limites móveis e a argumentação utilizada na 

realização do cálculo, dentre outros detalhes. De qualquer maneira, cabe informar 

que os limites são calculados com base na oscilação das variáveis de otimização, 
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sendo reduzidos se há oscilação da variável em questão e aumentados em caso 

contrário. 

As duas etapas i e ii vão sendo realizadas até que ocorra a convergência global. O valor da 

penalização permaneceu igual a 1 para todas as simulações, o que é justificado em 

seguida; 

4. no final, as imagens são geradas, as quais serão apresentadas e discutidas neste texto. 

 

O fluxograma das fases é mostrado na Figura 14. 

Em termos de implementação do algoritmo de MOTC levando em conta a otimização 

de termos da matriz de covariância (vide formulação (3.3.3)), deve-se salientar que, uma vez 

que a matriz Cov[R,RT] muda a cada iteração, o cálculo de V, dado pela solução do 

autoproblema da matriz Cov[R,RT] (vide eq.(3.4.25)), precisa ser realizado em cada iteração. 

Assim, e dada a discussão na seção anterior (3.4), pode-se notar que a formulação (3.3.3) é 

mais custosa computacionalmente que as formulações (3.3.1) e (3.3.2). 

 

1 2 i ii
n

s 4

3

 
Figura 14 Fluxograma do programa de MOTC. As setas mostram o fluxo de dados através do 

programa. O losango indica a etapa de verificação da convergência e “s” e “n”, sim e não, 
respectivamente. 

 

 

3.6 Resultados 

 

 

Nos resultados desta seção, considera-se que as variáveis aleatórias são todas gaussianas 

(como mencionado no início do capítulo), sendo uma simplificação plausível (como explicado 

no APÊNDICE B, sobre o Atlas Anatômico). Além disso, considera-se que as variáveis em R 

são correlacionadas. Levando-se em conta tais hipóteses, a transformação T é dada como 

mostrado na subseção 3.2.1. 
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Conforme visto também no APÊNDICE B, são variados nos testes, basicamente, o 

tamanho da perturbação, o vetor de médias de entrada, ou seja, o de valores de potenciais 

médios “medidos”, e a matriz de covariância das variáveis aleatórias (ou seja, as antigas 

variáveis nodais de otimização do problema determinístico – ρk, como visto na seção 2.3 – e 

os potenciais elétricos “medidos”). Para simplificar e para mudar o foco para outros aspectos 

mais importantes, o valor do coeficiente de penalização (vide eq.(2.3.1)) permaneceu igual a 1 

para todas as simulações. O esquema do domínio tomografado, mostrando as três regiões de 

estatísticas diferentes como descrito no APÊNDICE B (desvios padrão e médias são 

diferentes), é mostrado na Figura 15. As malhas utilizadas na estimação e no fantoma 

numérico são mostradas na mesma figura. 

 

1

2
3

eletrodos

eletrodos

(a) (b)

(c) 

Figura 15 (a) Esquema do domínio tomografado. Três regiões definidas apresentam estatísticas 
diferentes. Doze eletrodos são utilizados. (b) Malha do fantoma numérico, discretizada em 512 

elementos triangulares e 289 nós. (c) Malha onde se estima a imagem, discretizada em 128 elementos 
triangulares e 81 nós. 
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Como mencionado, consideram-se dados os parâmetros de contato. Esses são obtidos na 

malha de estimação de maneira determinística, para o caso em que são medidos potenciais 

num fantoma com parâmetros de contato iguais a 0,01Ωm2 e com uma distribuição uniforme 

de condutividades igual a 0,25(Ωm)-1. Ainda na determinação dos parâmetros, considera-se a 

condutividade de 0,25(Ωm)-1 também na malha de estimação, da mesma maneira realizada em 

Mello (2005) e citada anteriormente (vide seção 2.3). Espera-se que os parâmetros de contato 

obtidos dessa maneira acomodem as discrepâncias entre valores de potenciais das malhas de 

estimação e do fantoma, de forma que a imagem gerada com os parâmetros obtidos seja 

satisfatória (a argumentação que justifica essa expectativa também está presente no trabalho 

de Mello (2005)). 

Demais dados utilizados na obtenção das respostas vistas em seguida são listados na 

Tabela 1 e no capítulo referente ao Atlas Anatômico (APÊNDICE B). 

Com os dados tabelados e com os valores médios de resistividades nodais mostrados na 

Figura 16 para os fantomas 1 e 2, e na Figura 17 para o 3, definidos no capítulo sobre o Atlas 

Anatômico – APÊNDICE B –, são obtidas as respostas mostradas a seguir. Valores finais de 

probabilidade, conforme as legendas das figuras, são dados por Pf. 

As respostas de MOTC são confrontadas com aquelas obtidas através de um programa 

equivalente, determinístico. Em outras palavras, o algoritmo descrito no capítulo 2 foi 

utilizado, admitindo-se dados os parâmetros de contato (calculados como mencionado na 

atual seção) e considerando-se todos os demais parâmetros determinísticos. As médias de 

potenciais geradas pelo Atlas Anatômico são utilizadas na estimação. Além disso, os dados da 

Tabela 1 também foram empregados nesse caso. 

 

Tabela 1 - Dados utilizados no processo de estimação. 

Descrição da grandeza Valor numérico 

Número de nós da malha de estimação 81 

Número de elementos estruturados da malha de 

estimação 

128 

Corrente elétrica (pico à pico) 1mA 

Parâmetros de contato dos eletrodos do fantoma 0,01Ωm2 
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Número de eletrodos – np 12 

Número de padrões de corrente – ne 12 

Dimensões dos eletrodos retangulares 10 mm x 35 mm 

Dimensões frontais do fantoma e da malha de 

estimação 

300 mm x 300 mm 

Espessura ou altura das mesmas malhas 35 mm 

σA  0,25 (Ωm)-1 (= 4Ωm) 

σB 0,002 (Ωm)-1 (= 500Ωm) 

Coeficiente de penalização p 1 

Valor inicial das variáveis nodais de otimização 

(valores médios das antigas variáveis nodais 

determinísticas) 

1 (correspondente a uma distribuição uniforme 

de 4Ωm) 
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Figura 16 Valores médios de resistividade plotados no Matlab para os fantomas 1 e 2 (vide 
APÊNDICE B). Os valores máximo e mínimo plotados são 500 e 4Ωm, respectivamente, sendo o 

inverso dos mesmos empregados como limites na otimização (vide eq.(2.3.1)). 

 

Figura 17 Valores médios de resistividade plotados no Matlab para o fantoma 3 (vide APÊNDICE B). 
Os valores máximo e mínimo plotados são, novamente, 500 e 4Ωm, respectivamente, sendo o inverso 

dos mesmos utilizados como limites na otimização (vide eq.(2.3.1)). 
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Finalmente, deve-se mencionar que uma probabilidade exatamente igual a 1, que 

corresponde ao caso em que o termo ( )β− 1bsinal  é igual a +∞ (vide eq.(3.2.16)), não foi 

obtida pelo algoritmo. Porém, tal termo é maior que 5 para várias respostas, o que 

corresponde a valores de probabilidade extremamente próximos de 1. Também se deve 

mencionar que as respostas mostradas na Figura 18, na Figura 25 e na Figura 30 foram 

obtidas com o algoritmo determinístico. Nesse caso, os valores finais de F (vide seção 2.3) 

são dados por Fdeti para o i-ésimo fantoma. Valores de F para as respostas do MOTC não são 

fornecidos, uma vez que, segundo a teoria de MOTC discutida anteriormente, o valor de F é 

somente calculado para que se compute a probabilidade. Como justificado, a probabilidade, 

aproximada, é computada no PMP, o qual pertence à superfície F-δ=0. Assim, a menos dos 

erros de aproximação gerados pelo algoritmo de Rackwitz e Fiessler, o valor de F deve ser 

sempre igual a δ. 

 

 

3.6.1 Resultados: Formulação para Obtenção das Médias ou 
Formulação Padrão 

 

 

Nessa subseção, considera-se a correlação entre as variáveis aleatórias em R dada pelo 

Atlas Anatômico, da maneira vista no APÊNDICE B. Nas respostas, serão variados o valor de 

δ (o limite para o valor de F, conforme mencionado na seção 3.3) e o fantoma empregado. 

Nota-se que, para δ fixo e próximo do valor obtido no caso do algoritmo determinístico, 

o algoritmo de MOTC se comporta relativamente bem (em relação às demais respostas) diante 

de incertezas para os três fantomas (vide Figura 24, Figura 29 e Figura 34 para os fantomas 1, 

2 e 3, respectivamente), em termos de imagens obtidas. O pior caso obviamente é o do 

fantoma 2, o qual apresenta os maiores desvios e a menor perturbação. Além disso, deve-se 

mencionar que a resposta referente ao fantoma 2 apresentou problemas de convergência. É 

importante, no entanto, exibir as respostas referentes ao fantoma 2, pois essas sugerem as 

limitações do MOTC, ou seja, o tamanho mínimo de perturbação e o valor máximo de 

incertezas com os quais se pode trabalhar. 
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Figura 18 Resultado determinístico para o fantoma 1. Ffdet1=6,6864.10-6. 

 

 

Figura 19 Resultado para o fantoma 1 utilizando o MOTC com δ=0,01. Pf ≈ 1. 
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Figura 20 Resultado para o fantoma 1 utilizando o MOTC com δ=0,001. Pf ≈ 1. 

 

 

Figura 21 Resultado para o fantoma 1 utilizando o MOTC com δ=0,0001. Pf ≈ 1. 
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Figura 22 Resultado para o fantoma 1 utilizando o MOTC com δ=0,00001. Pf ≈ 1. 

 

 

Figura 23 Resultado para o fantoma 1 utilizando o MOTC com δ=0,000001. Pf =0. 
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Figura 24 Resultado para o fantoma 1 utilizando o MOTC com δ=Ffdet1. Pf =0,5013054841. 

 

Então, fixando-se o nível de incerteza, o que é feito considerando-se um mesmo 

fantoma, e variando-se δ, são obtidas as respostas mostradas na Figura 19 até a Figura 24 para 

o fantoma 1, na Figura 26 até a Figura 29 para o fantoma 2 e na Figura 31 até a Figura 34 para 

o fantoma 3. Mostra-se que as imagens são cada vez mais satisfatórias quando δ se aproxima 

de Ffdeti (pode-se mesmo notar que pioram no caso em que δ< Ffdeti, o que é visto na Figura 23 

e na Figura 28, por exemplo). 
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Figura 25 Resultado determinístico para o fantoma 2. Ffdet2 =7,6475.10-6. 

 

 

Figura 26 Resultado para o fantoma 2 utilizando o MOTC com δ=0,001. Pf ≈ 1. 
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Figura 27 Resultado para o fantoma 2 utilizando o MOTC com δ=0,00001. Pf =0,0002234025. 

 

 

Figura 28 Resultado para o fantoma 2 utilizando o MOTC com δ=0,000001. Pf =0,0300269143 
(solução oscila bastante, chegando até a P=0,0108518059). 
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Figura 29 Resultado para o fantoma 2 utilizando o MOTC com δ=Ffdet2. Pf =0,0036111398 (solução 
oscila bastante, chegando até a P=0,0284419677). 

 

Nota-se que se δ é elevado com relação ao valor de Ffdeti, em qualquer fantoma, F-δ não 

é um indicativo adequado de imagem satisfatória, pois a probabilidade final obtida é alta para 

diferentes imagens do fantoma (e de qualidades diferentes). Refinando-se ainda mais as 

malhas de finitos de estimação e do fantoma, com o intuito de se melhorar o modelo, acredita-

se poder utilizar um valor nulo de δ (ou próximo disso), o que remediaria a questão da escolha 

do valor desta variável (testes nesse sentido não foram, porém, realizados neste trabalho). 

Deve-se salientar que, quanto maior a discretização, melhor a aproximação do caso real, ao 

menos teoricamente. Assim, o limite para o refinamento máximo das malhas deve ser 

observado apenas para impedir que o algoritmo de MOTC seja custoso demais, 

computacionalmente, inviabilizando sua aplicação. 
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Figura 30 Resultado determinístico para o fantoma 3. Ffdet3 =9,6947.10-6. 

 

 

Figura 31 Resultado para o fantoma 3 utilizando o MOTC com δ=0,001. Pf =0,9993417029. 
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Figura 32 Resultado para o fantoma 3 utilizando o MOTC com δ=0,0001. Pf =0,7913311623. 

 

 

Figura 33 Resultado para o fantoma 3 utilizando o MOTC com δ=0,00001. Pf =0,5332138698. 
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Figura 34 Resultado para o fantoma 3 utilizando o MOTC com δ=Ffdet3. Pf =0,5213362734. 

 

Finalmente, deve-se mencionar que, apesar da resposta determinística parecer 

satisfatória, tanto visualmente quanto pelo valor da função objetivo determinística, não há 

embasamento probabilístico para que ela possa ser aceita como tal, o que foi citado como 

vantagem do MOTC sobre o MOT. Tanto a Figura 30 quanto a Figura 34, por exemplo, 

mostram imagens ligeiramente diferentes do fantoma. Porém, somente a segunda delas acusa 

uma probabilidade (maximizada) de aproximadamente 50% de que F seja menor que δ, ou 

seja, de que a imagem atenda o requisito básico de qualidade, dadas as incertezas nas medidas 

e na imagem. Isso mostra a importância do embasamento probabilístico, indicando que o 

MOTC representa uma abordagem conservadora. Considera-se no caso citado, que o valor de 

δ utilizado (igual a Ffdet3) para obtenção da imagem na Figura 34 seja tal que o evento “F 

menor que δ”, seja um indicativo apropriado o suficiente de uma imagem satisfatória. 

Deve-se aliar o algoritmo de MOTC criado a restrições probabilísticas para que se 

tenham mais informações para a estimação da imagem, o que costuma ser feito nos trabalhos 

de TIE, como no trabalho de Kolehmainen et al. (1998), por exemplo. Nessas condições, é 

provável que a imagem seja mais satisfatória, ou seja, mais próxima do fantoma, desde que a 

malha onde é estimada tenha resolução suficiente. 
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O tempo de processamento associado às respostas, obtidas no Matlab, é de, 

aproximadamente, 60 minutos num PC AMD Athlon 3200 (3.2GHz, e um só núcleo de 

processamento) com 1GB de RAM. Porém, tal tempo pode ser reduzido pela otimização do 

código, com pré-alocação, por exemplo, pela paralelização (MOLINARI et al., 2001), e/ou 

através da utilização de máquinas atuais, mais modernas que a utilizada. Ainda, a abordagem 

citada por Nguyen, Song e Paulino para eliminação do “loop” interno de cálculo do índice de 

confiabilidade, a etapa 3i da seção 3.5 sobre implementação do algoritmo, pode ser bastante 

eficaz na redução do tempo total do algoritmo de MOTC para a formulação padrão (e também 

para a formulação estudada na seqüência, na subseção 3.6.2), uma vez que o “loop” 

mencionado é, justamente, a etapa mais custosa do algoritmo nesse caso (e também no caso 

da formulação de segmentação). O programa determinístico demora em torno de 1 minuto 

para obter a imagem. 

 

 

3.6.2 Resultados: Formulação para Obtenção das Médias e 
Condutividades Determinísticas 

 

 

Nessa subseção, consideram-se, novamente, a correlação entre as variáveis aleatórias 

em R dada pelo Atlas Anatômico, da maneira vista no APÊNDICE B, e também as médias de 

potenciais elétricos dadas pelo Atlas. No entanto, assumindo-se conhecida a região onde as 

condutividades nodais apresentam maior incerteza e assumindo-se incertezas para as 

variáveis das regiões restantes desprezíveis, consideram-se as variáveis referentes aos nós 

indicados na Figura 35 como as únicas variáveis aleatórias, correspondendo a variáveis de 

otimização do tipo média. As variáveis restantes são, então, consideradas como 

determinísticas e associadas a variáveis de otimização determinísticas. É importante 

mencionar que essa mudança corresponde à redução das dimensões da matriz de covariância, 

uma vez que, de 81 variáveis aleatórias correspondentes aos 81 nós da malha de estimação, 

consideram-se, segundo essa formulação e conforme indica a Figura 35, apenas 9 variáveis 

aleatórias em nós. 
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Figura 35 Malha de estimação da imagem, mostrando os nós cujas variáveis são consideradas 

como aleatórias. 
 

Nas respostas, mantém-se o valor de δ igual a 0,00001, próximo do valor de Ffdeti, o qual 

rendeu bons resultados na subseção anterior. Consideram-se os fantomas 1 e 3. 

Na Figura 36 e, principalmente, na Figura 37, nota-se que a qualidade das imagens é 

inferior à obtida com a formulação padrão (vide Figura 22 e Figura 33). No caso do fantoma 1 

(Figura 36), a diferença é, principalmente, quantitativa, ou nos valores de resistividades. 

Porém, no caso do fantoma 3 (Figura 37), a perturbação não foi detectada corretamente. 
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Figura 36 Resultado para o fantoma 1 utilizando o MOTC com δ=0,00001. 
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Figura 37 Resultado para o fantoma 3 utilizando o MOTC com δ=0,00001. 

 

Essas respostas mostram a dificuldade de se trabalhar com a segmentação, e sugerem 

que as incertezas nas regiões consideradas determinísticas devem ser ainda mais reduzidas 

que as consideradas no atual trabalho (vide APÊNDICE B, para descrição detalhada dos 

valores considerados), para que o emprego da aproximação seja efetivo. 

 

 

3.6.3 Resultados: Formulação para Obtenção das Médias, Variâncias e 
Covariâncias 

 

 

Nessa subseção, consideram-se conhecidas apenas as médias dos potenciais elétricos 

medidos nos eletrodos, dadas pelo Atlas Anatômico (vide APÊNDICE B). 

Diferentemente das subseções anteriores, resolve-se, para efeito de teste, problema de 

estimação em que as malhas do fantoma e de estimação são iguais. O fantoma 1 é 

considerado, mas, como citado, a malha na Figura 15(c) é utilizada na confecção do fantoma 

(ao invés da malha na Figura 15(b), como nos casos anteriores), dando origem ao chamado 

fantoma 1C. Os valores médios de resistividades nodais para tal fantoma são mostrados na 

Figura 38. Ainda, o valor de δ é igual a 0,0000001 (valor próximo do obtido na solução do 
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problema determinístico semelhante, considerando-se também malhas iguais para o fantoma e 

para a estimação, e as médias das medidas de potenciais do fantoma – dadas pelo Atlas 

Anatômico – como entradas na estimação) e os parâmetros de contato são iguais aos do 

fantoma, de valor 0,01Ωm2. Demais dados são idênticos aos utilizados nos resultados 

anteriores. 

Finalmente, apenas o elemento da primeira linha e primeira coluna da matriz é estimado 

(variância para o primeiro “pixel”), admitindo-se demais valores dados. O método utilizado 

para estimação é descrito na seção 3.5. 

Nesse caso, obtém-se resposta exatamente igual à distribuição mostrada na Figura 38. O 

valor de variância, por sua vez, apresenta uma discrepância de, aproximadamente, 5% do 

valor correto (empregado no fantoma), que é igual a, aproximadamente, 4,6.10-7. 

Apesar das respostas serem informativas, o algoritmo demora quatro vezes mais do que 

no caso em que se estimam apenas as médias, considerando-se dados todos os elementos da 

matriz de covariância, ou seja, utilizando-se a formulação padrão (deve-se notar que a matriz 

de covariância tem, para a malha de estimação considerada – vide Figura 15(c) –, mais de dez 

mil incógnitas). Isso corresponde a, aproximadamente, quatro horas de testes num PC AMD 

Turion X2 Ultra Dual-Core Mobile ZM-80, com 2.1GHz e 3GB de RAM, contra uma hora do 

algoritmo rodando a formulação padrão. Além disso, notou-se que a taxa de convergência das 

médias é significativamente menor. De fato, considerando-se apenas as iterações de 

atualização das médias, ou seja, sem contar as iterações em que se atualiza a variância, mais 

iterações foram realizadas no caso da estimação das médias e da variância do que no caso da 

estimação somente das médias. 

Acredita-se que esse exemplo mostre, claramente, que a estimação da matriz de 

covariância pelo método proposto não é, atualmente, viável. 
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Figura 38 Valores médios de resistividade plotados no Matlab para o fantoma 1C, considerando-se a 
malha menos discretizada da Figura 15(c). Os valores máximo e mínimo plotados são 500 e 4Ωm, 

respectivamente, sendo o inverso dos mesmos empregados como limites na otimização. 

 

Cabe mencionar que, apesar disso, testes com os fantomas 1 e 3 foram realizados – sem 

considerar, portanto, malhas iguais para a estimação e o fantoma – e com a estimação de todas 

as incógnitas da matriz de covariância. No entanto, esse caso mostrou-se ainda mais 

desafiador. Isso porque, ao longo do processo iterativo, a linearização do problema para a 

posterior solução por PL levou à obtenção de autovalores negativos da matriz em diversas 

iterações. Numa análise da eq.(3.4.9), pode-se notar que cada termo do gradiente da 

probabilidade referente às médias depende de uma soma ponderada dos inversos das raízes 

quadradas dos autovalores da matriz. Isso significa que, por diversas vezes no processo 

iterativo, ocorreu do gradiente ser formado por números complexos, o que inviabiliza a 

solução do problema de PL pela rotina “linprog” do Matlab. 

Como solução, impôs-se restrição a todos os autovalores da matriz de covariância 

(restrição de maior ou igual a um valor pequeno, maior que zero). No entanto, os autovalores 

de uma matriz dependem de forma não-linear dos seus elementos. Assim, na solução do 

problema linearizado, não se garante que a restrição não-linear seja respeitada, o que deve ser 

então checado a cada iteração. Isso, de fato, foi realizado no trabalho e percebeu-se que, em 

todas as iterações verificadas, a restrição original (não-linear), não foi respeitada. Isso exige 

que os limites móveis sejam reduzidos e o problema de PL seja resolvido novamente, 
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considerando-se o gradiente fixo (dado pela eq.(3.4.24) e pela eq.(3.4.34)), sendo esse 

procedimento repetido até que se verifique que a resposta do problema linearizado respeita as 

restrições não-lineares (ou seja, é adicionado um novo “loop” interno, agora para a solução do 

problema de PL). No problema de estimação considerado, há 189 autovalores que devem ser 

positivos, ou seja, 189 restrições não-lineares a serem respeitadas. Na prática, verificou-se que 

a obtenção da solução do problema linearizado (com restrições) é lenta e se torna cada vez 

mais lenta com a diminuição dos limites móveis. Uma rotina de PL eficiente e programada em 

C foi, então, testada nesse caso (a rotina recebe os dados do programa de Matlab e devolve o 

resultado do problema linearizado). No entanto, ao contrário do que se esperava, a rotina, 

pertencente ao pacote GLPK (“GNU Linear Programming Kit”) do Projeto GNU (“GNU is 

Not Unix” um acrônimo recursivo), rendeu tempos comparáveis aos obtidos no Matlab. 

Como alternativa, estudou-se realizar exatamente o mesmo procedimento, ou seja, com 

redução dos limites móveis e verificação dos autovalores, mas sem considerar as 189 

restrições. No entanto, a taxa de convergência desse algoritmo mostrou-se extremamente 

lenta, uma vez que os autovalores permanecem bastante próximos de zero ao longo do 

processo iterativo global, o que exige limites móveis limitados. 

Então, estudou-se a viabilidade de uma técnica de otimização que modificasse o 

domínio de otimização de tal sorte que as restrições aos autovalores, incorporadas na função 

objetivo, fossem sempre atendidas. Segundo o método empregado, o método de Ponto Interior 

ou “Interior Penalty Function Method” (HAFTKA; GÜRDAL, 1999), parâmetros vão sendo 

ajustados pelo usuário ao longo do processo iterativo de tal forma que a solução do problema 

sem restrições resolvido tende, assintoticamente, à solução do problema restringido original. 

Na prática, no entanto, o mínimo do problema não restringido deve ser obtido por um método 

de aproximação, como o método de PLS. Utilizando-se o método de Ponto Interior aliado à 

PLS, notou-se que a taxa de convergência ainda continuou lenta (deve-se notar que a 

linearização imposta pela PLS causa problemas similares aos citados anteriormente). 

Esses testes mostram que ainda há grandes desafios na implementação prática do 

MOTC para estimação de médias e elementos da matriz de covariância das variáveis 

aleatórias. 
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3.7 Conclusão e Observações 

 

 

Em primeiro, pode-se dizer que o algoritmo proposto de MOTC obteve, em vários 

casos, respostas mostrando localizações corretas das perturbações, bem como geometrias 

aproximadamente corretas. Ainda, gradientes de propriedade do material abruptos e elevados 

contrastes foram mostrados, o que foi mencionado como vantagem do MOTC frente aos 

algoritmos reportados na literatura. 

Aparentemente, o valor de δ deve ser próximo de Fdeti, o que rendeu imagens próximas 

às do fantoma e valores finais de probabilidade coerentes no caso da formulação padrão (vide 

subseção 3.6.1). Isso sugere um método de cálculo de δ, ou seja, o método de solução do 

problema determinístico com valores de medidas de potenciais dadas pelas médias das 

mesmas. Porém, o valor correto a ser empregado representa, atualmente, uma incógnita, sendo 

a forma de obtê-lo uma questão em aberto. Como mencionado, refinando-se ainda mais as 

malhas de finitos de estimação e do fantoma, com o intuito de se evitar o problema da 

discrepância entre as variáveis obtidas e as utilizadas no fantoma, acredita-se poder utilizar 

um valor nulo de δ. Isso então remediaria a questão da escolha do valor correto. 

As respostas obtidas com a segmentação do domínio (vide subseção 3.6.2) mostram a 

dificuldade de se trabalhar com a técnica e sugerem que as incertezas nas regiões 

consideradas determinísticas devem ser ainda mais reduzidas que as consideradas no atual 

trabalho, para que o emprego da aproximação seja efetivo. Ainda, apesar de ser possível do 

ponto de vista teórico e, como sugerem as respostas, precisa, a estimação de elementos da 

matriz de covariância em conjunto com as médias dos “pixels” da imagem (vide subseção 

3.6.3) mostrou-se inviável com relação ao tempo de processamento. A conclusão é a de que 

variâncias e covariâncias incógnitas devem ser obtidas de antemão, por método alternativo. 

Finalmente, deve-se notar que valores máximo e mínimo de resistividade para as 

estruturas encontradas no corpo humano e, freqüentemente, em outras aplicações, podem ser 

verificados. Assim, como explicitado na seção 3.1, seria plausível considerar uma distribuição 

do tipo Beta para as condutividades, o que também é possível através da teoria do MOTC 

(MADSEN; KRENK; LIND, 2006). 
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4 DETERMINAÇÃO DO POSICIONAMENTO ÓTIMO 

DOS ELETRODOS PELO MÉTODO DE 

OTIMIZAÇÃO TOPOLÓGICA 
 

 

Nesse capítulo, discute-se a correção do posicionamento dos eletrodos pelo MOT e 

também o projeto dos eletrodos pelo MOT. O motivo para reunir ambos os tópicos num 

capítulo é que o modelo adotado e a metodologia para solução dos problemas são os mesmos. 

A determinação da posição ótima é baseada na otimização de um índice de desempenho. A 

diferença entre os tópicos reside, sobretudo, no índice de desempenho utilizado em cada caso, 

como será discutido. 

 

 

4.1 Correção do Posicionamento dos Eletrodos pelo Método de 

Otimização Topológica 

 

 

Existe um problema potencial em todas as aplicações de TIE: pode ser inviável ou até 

impossível precisar a posição dos eletrodos na superfície do corpo ou região tomografada por 

intermédio de técnicas de medição tradicionais. Ainda, pode não ser possível efetuar a 

correção manual do posicionamento, tanto no modelo quanto no corpo, devido a questões de 

tempo e/ou limitações físicas. 

Numa situação de emergência médica, por exemplo, em que um instante a mais possa 

implicar num óbito, considera-se alguma estimativa aproximada da posição na superfície do 

corpo. Ainda, tal posição pode mudar com a movimentação do paciente, como quando há 

respiração. Além disso, por questões de conforto e/ou mandatórias, muitas vezes o paciente 

não pode ser movido (SADLEIR et al., 2008), o que impede a correção física do 

posicionamento. Outro exemplo tem origem em aplicações geológicas. Nesses casos, os 

eletrodos geralmente estão sujeitos a agentes externos e, portanto, suas posições também 

podem ser alteradas ao longo do tempo sem que seja, no entanto, efetuada a correção (num 

caso de eletrodos subterrâneos, por exemplo). Finalmente, em situações de aplicação 
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industrial de difícil acesso, como em oleodutos, a questão do erro da posição pode representar 

sérias restrições à produção (na indústria, o tempo é sempre fator preponderante). 

Na presença de tais erros, ou seja, quando a posição dos eletrodos no modelo não 

corresponde à posição física dos mesmos, artefatos indesejáveis na imagem podem ser obtidos 

(VALLEJO et al., 2006; SOLEIMANI; LABERGE; ADLER, 2006). Nesse caso, é 

interessante que o próprio algoritmo que obtém as impedâncias elétricas no interior do corpo 

possa determinar a posição física dos eletrodos e corrigir o modelo, de maneira eficiente. 

Deve-se ressaltar que os dois últimos exemplos de aplicações da TIE mencionados não estão 

no escopo do trabalho, mas foram citados para reforçar a necessidade de se estudar 

abordagens para detectar o erro de posicionamento dos eletrodos e corrigi-lo. 

Seguindo essa necessidade, uma abordagem por diferenças finitas foi implementada 

pelo grupo do Projeto Temático (VALLEJO et al., 2006), para obtenção da localização real 

dos eletrodos e correção de uma estimativa inicial. Nesse caso, a atualização da posição num 

domínio cilíndrico, em que apenas o problema 2D é considerado, se dá através de um 

processo iterativo com base na matriz de sensibilidade. Os coeficientes da matriz, derivadas 

de potenciais elétricos com relação à variação da posição angular de cada eletrodo, são 

calculados por diferenças finitas. Um dos problemas com esta abordagem, simples de se 

implementar e computacionalmente rápida, reside no fato de que tais derivadas são 

aproximações e também na dificuldade de escolha dos denominadores de diferenças finitas. 

Tais denominadores devem ser determinados com base na curvatura da função objetivo, o que 

nem sempre é possível de se precisar. Além disso, mesmo num caso hipotético em que se 

conhece a curvatura, essa não fornece um valor fechado para os denominadores, mas um 

intervalo cujos limites são baseados na experiência com o problema. 

Retornando à análise do artigo, uma solução iterativa dividida em três fases, uma para 

cada tipo de variável (imagem, parâmetros de contato e posição dos eletrodos), foi proposta, 

sendo a etapa de obtenção da posição dos eletrodos baseada no algoritmo de “Black-Box”. 

Soleimani, Laberge e Adler (2006) utilizam abordagens semelhantes. Porém, apenas um 

Jacobiano, o qual está associado à imagem e às posições dos eletrodos, é gerado, e o problema 

inverso é resolvido em apenas uma iteração. Apesar disso, apresentam-se resultados 3D. 

As questões citadas nos parágrafos anteriores motivam o presente estudo. Desenvolveu-

se, portanto, formulação de MOT determinístico para correção da posição de eletrodos, em 

conjunto com a estimação da imagem. O problema com as derivadas foi resolvido através da 

obtenção de uma expressão analítica e fechada para seu cálculo, como será explicitado nas 
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próximas seções. Além disso, através do MOT, a correção se dá iterativamente, o que permite 

a aplicação do algoritmo a casos arbitrários (a solução em apenas uma iteração, da maneira 

descrita por Soleimani, Laberge e Adler (2006), admite pequenas modificações para a posição 

inicial, fornecida previamente). 

No que se segue, é exposta a teoria relacionada a essa nova abordagem. Ainda, testes 

para um caso 2D simplificado são realizados, mostrando o potencial da técnica proposta. 

 

 

4.1.1 Fundamentação Teórica 
 

 

A função objetivo usual, divulgada na seção 2.3 (ou seja, a diferença elevada ao 

quadrado entre medidas e cálculos num modelo) é utilizada na detecção do erro de 

posicionamento dos eletrodos. Com o intuito de corrigir tal erro e ainda obter a imagem, 

minimiza-se a função objetivo com relação às posições dos eletrodos na superfície do modelo 

e com relação aos parâmetros que definem a imagem. A técnica de correção baseia-se no 

Método da Alternância (vide seção 2.3), ou seja, dividem-se incógnitas em grupos e obtêm-se, 

posteriormente, as mesmas através de processos iterativos em série, encadeados. Detalhes 

sobre essa técnica são mostrados na seção 2.3 para o caso em que as incógnitas são a imagem 

e os parâmetros de contato referentes aos eletrodos. Os grupos mencionados, que se referem à 

imagem e à posição dos eletrodos, são definidos na seqüência. 

A representação esquemática do modelo de um corpo tomografado pode ser vista na 

Figura 39. Para efeito da correção do posicionamento, consideram-se conhecidos o número de 

eletrodos fixados ao corpo e a posição das regiões limites Ψia (com índices a, b ou outros) 

vistas na mesma figura, as quais limitam os domínios Θi onde os eletrodos podem ser 

encontrados. 
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domínio interno

Ψia

eletrodo

Ψib

domínio da interface de contato

Θi

eletrodo

eletrodo

eletrodo

 
Figura 39 Esquema de uma seção do modelo de corpo tomografado. Hachuras indicam o eletrodo. Por 

simplicidade, são mostrados apenas quatro domínios Θi. 

 

A abordagem utilizada para a correção da posição dos eletrodos baseia-se na imposição 

de que a propriedade do material em cada domínio Θi possa assumir valor igual à propriedade 

do material do eletrodo ou o valor nulo, dando origem ao “material do tipo vazio” (sendo as 

distribuições de ambas as propriedades, incógnitas). Ainda, as três regiões distintas do modelo 

vistas na Figura 39 (o domínio interno, o domínio da interface de contato e o domínio dado 

pela união de Ψia e Θi, para todos os índices), são consideradas contínuas e conectadas. 

Como explicado no capítulo 2, a equação que rege o fenômeno eletromagnético no 

interior do corpo, na aplicação à área médica, é a eq.(2.2.1). Aplicando-se as mesmas 

hipóteses citadas na seção 2.2 (as quais simplificam as leis de Maxwell), pode-se considerar 

que essa equação também rege o fenômeno físico no interior dos domínios Θi e das interfaces 

de contato entre eles e o corpo. Dado que as 3 regiões da Figura 39 são contínuas e 

conectadas, pode-se, então, escrever a forma fraca da eq.(2.2.1), ou forma integral – obtida 

pelo Princípio dos Potenciais Virtuais (BATHE, 1996) ou através do Cálculo Variacional e 

utilizada para introdução do MEF – dada por 

 

 ( ) dsJdv.
I

nS∫∫
Ω∂Ω

φ=φσφ ∇∇∇∇∇∇∇∇                       (4.1.1) 
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onde Ω é domínio dado pela união dos domínios interno, do domínio da interface de contato e 

dos domínios de otimização dos eletrodos (incluindo as interfaces), φ  é o potencial virtual em 

Ω e Sφ  é o potencial virtual em ∂ΩI, porção do contorno ∂Ω de Ω, onde se aplica a 

componente normal da densidade de corrente Jn (correspondente à condição de contorno de 

Newmann). Ainda, dv e ds são elementos infinitesimais de volume e de superfície, 

respectivamente. 

A abordagem proposta, com a introdução do “material do tipo vazio”, naturalmente cria 

a necessidade de se desenvolver um mecanismo de imposição de condições de contorno a um 

contorno que é função das variáveis do problema de otimização, ou seja, um contorno 

"móvel", conforme ilustra a Figura 40. De fato, existe literatura disponível de MOT sobre o 

assunto em diversas áreas do conhecimento ligado ao projeto em Engenharia, como nos 

trabalhos de Fuchs e Moses (2000), Buhl (2002) e Raulli e Maute (2005), por exemplo. 

Porém, não existe técnica semelhante, destinada à TIE, que seja conhecida pelo candidato. 

 

eletrodo

eletrodo

eletrodo

eletrodo

posição real dos eletrodos

corrente
referência

chute inicial para posicionamento

iteração 1 iteração 2 iteração final

processo iterativo
 

Figura 40 Processo de correção da posição dos eletrodos. A ilustração na parte superior esquerda da 
figura mostra a posição real dos eletrodos e condições de contorno correspondentes, para um padrão 
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de corrente qualquer. A parte inferior mostra o processo iterativo de correção do posicionamento 
inicialmente assumido, e conseqüente mudança das condições de contorno, que deve ser realizada a 

cada iteração. 

 

No presente trabalho, para aplicação das condições de contorno de Newmann ao 

contorno “móvel”, impõe-se que a densidade de corrente normal à superfície do domínio Θi, 

correspondente ao eletrodo de corrente (ou seja, eletrodo onde se aplica corrente), seja uma 

função da condutividade, sendo nula no caso da condutividade ser nula e igual a um valor 

máximo em caso contrário. Além disso, impõe-se densidade de corrente normal nula nos 

demais locais do domínio. Por fim, como restrição ao problema de otimização, impõe-se que a 

corrente total aplicada à superfície do domínio Θi do eletrodo de corrente seja igual à corrente 

nominal aplicada ao eletrodo correspondente do corpo tomografado, ou seja, que: 

 

 Tijni IdsJ
Ii

=∫
Ω∂

         (4.1.2) 

 

onde Jni é a densidade normal de corrente aplicada ao domínio Θi, ∂ΩIi é a superfície do 

mesmo domínio e ITij é a corrente nominal aplicada ao i-ésimo eletrodo do corpo segundo o j-

ésimo padrão de corrente. Essa equação é freqüentemente utilizada na literatura nos modelos 

de eletrodo consagrados (HUA et al., 1993; VAUHKONEN et al., 1999). Sua utilização como 

restrição será discutida, em detalhes, adiante no texto. 

Finalmente, não se propõe técnica para correção do posicionamento do eletrodo de 

aplicação de potenciais elétricos e/ou técnica de aplicação de potencial elétrico a esse eletrodo 

– o qual é modelado como um único nó da malha de MEF –, pois as medidas compreendem 

diferenças de potenciais. Tal fato será justificado na subseção 4.1.3.  

Mais detalhes da abordagem de aplicação de condições de contorno de Newmann (como 

a relação funcional entre a densidade de corrente Jni e a condutividade da superfície de Θi), 

particularizada para o caso do modelo discretizado em elementos finitos, são mostrados em 

seguida. A abordagem por MEF, introduzida com base na eq.(4.1.1), é empregada por ser o 

MEF um método numérico. Isso é necessário, pois o problema de correção da posição é 

baseado na equação mostrada no problema (2.3.3) e, portanto, na obtenção dos potenciais 

elétricos do modelo. Fantomas reais apresentam geometrias, estruturas internas e condições de 

contorno tais que a obtenção dos potenciais, analiticamente, torna-se impossível. Assim, o 

MEF torna o problema de correção da posição tratável. 
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4.1.2 Implementação Numérica 
 

 

Admite-se, na atual subseção e daqui por diante no capítulo, que a abordagem de MEF 

foi empregada (partindo-se da eq.(4.1.1)), dando origem ao esquema representado na Figura 

41. Detalhes sobre a teoria de MEF podem ser vistos em Mello (2005), para o caso da TIE, e 

em Bathe (1996), de forma genérica. 

Considerando-se, então, o modelo de MEF da Figura 41 e os artifícios citados 

anteriormente (na subseção 4.1.1), uma série de implementações numéricas são realizadas. 

Em primeiro lugar, com a introdução do MEF, o eletrodo passa a ser representado por 

elementos finitos doravante denominados elementos de eletrodo, presentes numa malha 

auxiliar externa dividida em subdomínios Ωi (vide Figura 41). Além disso, consideram-se os 

elementos da interface de contato dispostos em uma única camada, e conectados aos 

elementos externos da malha interna e aos elementos internos da malha externa de elementos 

de eletrodo, como também é visto na Figura 41. 

Em segundo lugar, tratam-se as propriedades (condutividades) dos eletrodos como 

funções de variáveis de otimização (como feito para a imagem, conforme eq.(2.3.1)), sendo os 

seus valores definidos entre a propriedade do material que compõe o eletrodo e a propriedade 

de um material que emula o vazio, de valor relativamente pequeno (valor não-nulo é utilizado 

para evitar mau-condicionamento numérico). Em outras palavras, o problema discreto (com 

dois valores de condutividade admitidos) é relaxado (BENDSØE; SIGMUND, 2003). Isso 

significa que alguns locais da malha auxiliar externa representam o eletrodo, outros o material 

que emula o vazio, e ainda outros um combinado de ambos, segundo o seguinte modelo de 

material: 

 

 
( )

( ) BBAem

BemAemem 1

σ+σ−σρ=

=σρ−+σρ=σ
           (4.1.3) 

 

com 

 

 1ρ0ρN ≤≤=ρ emememem , ,                          (4.1.4) 
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(esta última equação com termos semelhantes aos da eq.(2.3.1)) onde m se refere ao m-ésimo 

elemento de eletrodo, o índice “e” às variáveis de otimização de eletrodo, σA e σB são, 

novamente, os limites para os valores das condutividades (sendo σA a condutividade do 

eletrodo e σB a condutividade do material que emula o vazio), Nem é a m-ésima matriz de 

funções de forma do elemento de eletrodo, ρρρρem é o m-ésimo vetor de variáveis nodais de 

otimização ρen do elemento de eletrodo, 0 é um vetor de zeros e 1 um vetor com valores 

unitários. O vetor ρρρρem tem número de coeficientes igual ao número de nós dos elementos de 

eletrodo. Ainda, como mostrado na eq.(4.1.4), impõem-se restrições laterais a ρen, iguais a 

zero e um, o que significa que estas podem atingir valores entre zero e um, como no capítulo 

2. 

Deve-se notar que o material que emula o vazio (chamado de material vazio ou do tipo 

vazio deste ponto em diante) ou ausência de material, possui resistência relativamente elevada 

em comparação à do material do eletrodo. Porém, essa resistência não é infinita, o que 

significa que pode haver passagem de corrente por esse material especial, ainda que em 

pequena quantidade. Esse efeito, de fato, ocorreu no caso de um mínimo local obtido pelo 

algoritmo de otimização, como mostrado nos testes realizados (vide subseção 4.1.4, Figura 

48). Para distribuições de condutividade referentes a eletrodos de geometrias convencionais, 

no entanto, as correntes são desprezíveis, como mostrado no APÊNDICE E, sob o tópico 

referente à análise do modelo proposto através do “software” comercial ANSYS® 11. 
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malha interna

Γia

eletrodo

Γib

elementos de eletrodo

Ωi

elementos da interface 
de contato  

Figura 41 Esquema de uma seção da malha de estimação de elementos finitos. Hachuras indicam a 
representação de MEF do eletrodo. Por simplicidade, a malha externa é composta por apenas uma 

camada de elementos quadriláteros e dividida em apenas quatro subdomínios Ωi.  

 

Finalmente, conforme sugerido, há a necessidade de desenvolvimento de novo modelo 

de MEF para a interface de contato entre o corpo e os eletrodos, uma vez que, segundo a nova 

abordagem, eletrodos são representados por elementos finitos. Esse desenvolvimento será 

mostrado aqui e baseia-se em quase todas as hipóteses adotadas para o modelo de eletrodo 

utilizado até então (nos capítulos 2 e 3): assume-se que as espessuras são relativamente 

pequenas (com relação às demais dimensões do modelo, como a largura do eletrodo), que o 

contato entre o eletrodo e a superfície do corpo tomografado é total e que a condutividade da 

interface, ou do modelo, é constante para um mesmo eletrodo. A hipótese não mais utilizada 

é, obviamente, a de que o potencial elétrico na superfície metálica do eletrodo é constante, 

muito embora os valores não vão diferir muito no novo modelo, uma vez que a condutividade 

do material do eletrodo será assumida elevada, como é na realidade. Assume-se, no entanto, 

que os elementos da interface têm geometria bastante próxima à de paralelepípedos, o que 

deve ser verificado após a construção da malha de MEF. Como será mostrado, parte-se, na 

determinação do novo modelo da interface de contato, do desenvolvimento realizado em 

Mello (2005). 

Na seqüência, trata-se da forma numérica da técnica de aplicação de condições de 

contorno de corrente elétrica aos elementos de eletrodo. Além disso, define-se o potencial 
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nominal do eletrodo, mencionam-se as informações empregadas na correção do 

posicionamento e, finalmente, descreve-se o novo modelo da interface de contato. 

 

 

 Imposição das Condições de Contorno de Correntes Elétricas e 

Cálculo do Potencial Nominal do Eletrodo 

 

 

Na Figura 42, é representado o arranjo apresentado a seguir. Simulando-se o efeito de 

imposição de corrente, aplicam-se correntes nodais constantes Ieijk a quase todos os nós 

superficiais (de potencial Vijk) dos elementos de eletrodo de um domínio de otimização de um 

eletrodo de corrente, onde i indica o domínio Ωi em questão, j o padrão de corrente e k o nó 

superficial utilizado – tal numeração em k abrange todos os nós superficiais em Ωi. A corrente 

Ieijk varia de acordo com a variável nodal de otimização do nó k correspondente, como será 

mostrado a seguir. Não é aplicada corrente aos nós em Γab (visto na Figura 41), para a e b 

quaisquer. Isso é feito porque Γab representa a interface entre os subdomínios Ωa e Ωb, onde, 

por hipótese, não há eletrodos. 

 

Vijk Vij(k+1)

Ieijk Ieij(k+1)

elemento

Vij(k-1)

Ieij(k-1)

elemento

Vij(k+2)

Ieij(k+2)

elemento

 

Figura 42 Modelo utilizado na imposição de condições de contorno de correntes elétricas. Por 
simplicidade, são mostrados apenas três elementos finitos. 

 

Além disso, impõe-se que 

 

 Tijeijk II
*
i

=∑
Ω

,                             (4.1.5) 

 

que é a forma numérica da eq.(4.1.2), onde Ωi
* é igual a Ωi sem as superfícies de intersecção 

com os domínios vizinhos (ou seja, a somatória não é feita com os nós em Γab).  
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A corrente Ieijk é dada por: 

 

 
T

eikTij
eijk n

I
I

ρ
= ,         (4.1.6) 

 

onde nT é o número de nós que compreende a superfície do eletrodo, um dado do problema 

uma vez que se assume conhecido o tamanho de cada eletrodo e se conhece o tamanho de 

cada elemento de eletrodo, e ρeik é a k-ésima variável de otimização do nó superficial do 

eletrodo. O termo nT independe de i porque o tamanho dos elementos de eletrodo e dos 

eletrodos será considerado constante em toda a malha externa (a abordagem de MOT, porém, 

permite que se utilize nTi). Nota-se que a corrente Ieijk dada, varia de ITij/nT quando ρeik é igual 

a 1, ou seja, quando o nó contém material de eletrodo, até 0, ou seja, quando o nó corresponde 

ao material vazio. 

As correntes Ieijk obtidas considerando-se todos os valores possíveis de i, j e k, formam 

o conjunto de novos vetores de correntes elétricas nodais, sendo um vetor para cada j-ésimo 

padrão de corrente. Cada vetor é utilizado na obtenção dos potenciais elétricos pelo MEF, 

como mencionado anteriormente na seção 2.2, conforme a equação mostrada a seguir: 

 

 TjTjTj IVK = ,                (4.1.7) 

 

onde ITj e VTj, nesse caso, são os novos vetores de correntes e de potenciais referentes ao j-

ésimo padrão de corrente, respectivamente, dados para as novas correntes nodais 

consideradas. Tais vetores, diferentemente da seção 2.2, contêm coeficientes referentes aos 

nós da malha interna, da interface de contato e das regiões Ωi (similarmente, a matriz KTj é 

formada pelas matrizes dos elementos da malha interna, da interface de contato e das regiões 

Ωi). 

O potencial nominal do eletrodo é o potencial assumido para determinado eletrodo, 

calculado através do modelo. Esse potencial é comparado ao potencial correspondente do 

fantoma. Como aproximação para o valor de potencial nominal do eletrodo em Ωi, utilizou-se 

a soma dos potenciais nodais na superfície de Ωi
*, multiplicados pelas variáveis nodais 

correspondentes e divididas por nT. Portanto, o potencial é dado por: 
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 ∑
Ω

ρ
=

*
i T

eikijk
nij n

V
V          (4.1.8) 

 

Os potenciais na superfície de Ωi
* correspondentes aos eletrodos apresentam valores 

próximos, uma vez que a condutividade utilizada para representar o eletrodo é relativamente 

elevada. 

 

 

 Imposição de Informações sobre o Eletrodo 

 

 

Considerando-se o modelo descrito até este ponto, garante-se que o valor exato de 

corrente nominal ITij será aplicado ao domínio. 

Porém, não é feita qualquer restrição acerca da conectividade dos nós de eletrodo, o que 

significa que a importante informação de que os eletrodos são estruturas contínuas não foi 

utilizada. 

Para que o eletrodo seja formado, preferencialmente, de elementos de eletrodo cheios 

vizinhos, ou seja, conectados, é avaliada a técnica de Projeção mostrada no trabalho de Guest, 

Prévost e Belytschko (2004) e mencionada no APÊNDICE C. 

Também, faz-se com que todos os nós alinhados perpendicularmente à superfície do 

eletrodo tenham o mesmo valor de variável de otimização (vide Figura 43), uma informação 

óbvia dada a geometria padrão de um eletrodo. 
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Figura 43 Domínio de otimização Ωi, mostrando as variáveis de otimização nodais e as relações entre 

elas, impostas pelo programa de MOT. 

 

 

 Novo Modelo da Interface de Contato 

 

 

Segundo a teoria discutida no atual capítulo, eletrodos são representados por elementos 

finitos. Portanto, como citado anteriormente, há a necessidade de desenvolvimento de novo 

modelo de MEF para a interface de contato entre o corpo e os eletrodos, diferente do modelo 

baseado no modelo de Hua et al. (1993) e citado em Mello (2005), segundo o qual a interface 

integra os eletrodos, modelados como as faces externas dos elementos da interface e 

representados, após consideração de hipóteses, por um nó em cada eletrodo.  

Para determinação do novo modelo, parte-se da etapa em que se dispõe da matriz de 

elementos finitos de cada elemento que compõe o modelo de eletrodo, citado (o modelo) no 

trabalho de Mello (2005). Dessa maneira, inicia-se da etapa anterior à consideração das 

hipóteses admitidas, mencionadas na subseção 4.1.2 e na subseção atual, o que significa que a 

matriz se refere à interface de contato, apenas. Tal matriz é igual a 
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, (4.1.9) 

 

onde σel/tel é o inverso do parâmetro de contato, tel é a espessura do elemento e ael é sua 

largura.  

No presente trabalho, a região da interface de contato para cada eletrodo, anteriormente 

representada (em Mello (2005)) por quatro elementos finitos hexaédricos, será representada 

por tantos elementos hexaédricos quantos forem os elementos da região Ωi, como mostrado na 

Figura 41. De fato, há duas camadas semelhantes de elementos nessa figura, uma contendo os 

elementos de eletrodo e a outra os elementos da interface. Assim, ao invés de montar uma 

matriz para a região da interface como em Mello (2005), dado que o tamanho varia de 

problema para problema, pode-se aplicar a hipótese de espessura ao quadrado desprezível 

(HUA et al., 1993) à matriz acima, o que rende 
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         (4.1.10) 

 

e, na montagem da matriz global do problema de MEF, tomar o cuidado de considerar a 

hipótese de condutividade constante na interface referente a cada eletrodo. 

Desta forma, obtém-se o novo modelo de interface de contato em que, comparando-se 
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com o modelo de eletrodo utilizado anteriormente, não há mais a “figura” do eletrodo 

representado pela face externa dos elementos do modelo (englobando os nós presentes em tal 

face). Além disso, consideram-se elementos em toda a face lateral do corpo e não somente na 

região logo abaixo do eletrodo, como fora feito no modelo de eletrodo. Nessas condições, 

deve-se verificar, por simulação, se os efeitos de “shunting” são acentuados nos elementos do 

novo modelo que não se encontram sob os eletrodos. Tais efeitos correspondem ao desvio 

de corrente, ou seja, à ocorrência de componentes de correntes elétricas paralelas ao eletrodo, 

as quais não ocorreriam numa situação experimental. Conforme o artigo de Hua et al. (1993), 

os efeitos de “shunting” são desprezíveis mesmo sob os eletrodos. 

Se tais efeitos forem acentuados, deve-se estudar uma abordagem para evitá-los, 

sugerindo-se um modelo em que sejam desprezíveis. Por exemplo, pode-se empregar a 

multiplicação de Kes de cada elemento por uma função das variáveis de otimização dos nós do 

elemento de eletrodo adjacente, sendo a função nula (ou próxima disso, para evitar 

singularidades) quando as variáveis dos nós forem nulas, igual a um quando as variáveis 

forem iguais a um, e assumir valores intermediários nos casos restantes. A idéia por trás dessa 

abordagem, mencionada sucintamente, é emular a retirada de um elemento de interface de 

contato quando o elemento de eletrodo adjacente acusar a ausência do eletrodo. 

 

 

4.1.3 Definição do Problema de Estimação da Imagem, Parâmetros de 
Contato e Correção dos Eletrodos, e Cálculo dos Gradientes 

 

 

O problema de estimação da imagem, parâmetros de contato e correção da posição dos 

eletrodos, conforme sugerido pelo texto anterior, pode ser dado por: 
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onde a primeira restrição de igualdade é obtida substituindo-se a eq.(4.1.6) na eq.(4.1.5), ρe é 

o vetor de variáveis nodais de otimização dos elementos de eletrodo (tal vetor contém ρen e 

ρeik, sendo que a última variável representa um conjunto contido no conjunto dado por ρen), ρ 

é o vetor de parâmetros da imagem e ρel é o vetor de parâmetros referentes à interface de 

contato, semelhantes aos parâmetros do modelo de eletrodo (vide o capítulo 2 para uma 

descrição detalhada de tais parâmetros). Ainda, a matriz APej, cuja estrutura determina os 

potenciais nominais de cada eletrodo e as medidas de potenciais, diferenciais, está relacionada 

à eq.(4.1.8) e é formada, portanto, pelos valores 0 e ρeik/nT. Como nota, o problema em (2.3.3) 

é um caso particular do problema em (4.1.11). 

Para a função objetivo em (4.1.11), obtém-se a seguinte derivada: 
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e, como: 
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tem-se que: 
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Deve-se explicitar que a dependência de ITj na variável de otimização foi salientada na 

subseção 4.1.2 e se deve ao fato de que, segundo o modelo adotado, a densidade de corrente 

normal depende das variáveis de otimização do problema. 

No caso das restrições de corrente, tem-se a seguinte equação: 

 

 1
n

I
n

I TdiTdi n

1k T

eik
Tij

n

1k T

eikTij =
ρ

⇒=
ρ

∑∑
==

,         (4.1.15) 

 

onde nTdi é o número total de nós superficiais no domínio Ωi
* do i-ésimo eletrodo. Tal equação 

é linear nas variáveis de otimização. Portanto, o gradiente da restrição é dado pelos 

coeficientes que multiplicam as variáveis e por valores nulos, referentes a variáveis nodais 

não presentes na restrição. 

O cálculo das derivadas referentes ao modelo de material e às matrizes APej e ITj é 

relativamente simples e, dessa maneira, não será relatado. A derivada de F com relação ao 

vetor ρel é dada por caso particular da eq.(4.1.14), para o qual as derivadas de APej e ITj são 

nulas. Novamente, a derivada de um escalar qualquer esc em relação a um vetor qualquer Vec 

é definida como: 
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, Veci é o i-ésimo elemento do 

vetor Vec e tam é o número de elementos do vetor Vec. A derivada de KTj pode ser vista, em 

detalhes, em Mello (2005). Finalmente, a derivada de F com relação ao vetor ρ não foi 

utilizada, pois a etapa de estimação da imagem pelo Método da Alternância é realizada 

considerando-se o método de Levenberg-Marquardt (VAUHKONEN, 2004), o qual é descrito 

em mais detalhes na subseção 4.2.2.   

Como último comentário, a eq.(4.1.15) é importante para mostrar que medidas de 

diferenças de potenciais do modelo adotado são indiferentes à posição de aplicação e valor do 

potencial aplicado. São, por conseguinte, imunes ao erro de posicionamento do eletrodo de 

imposição de potencial (modelado como um ponto ou nó, no caso da malha de MEF), o que 

significa que não é necessária a correção do posicionamento de tais eletrodos (conforme 

sugerido na subseção 4.1.1). 
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De fato, como sugerido no APÊNDICE A, a diferença entre dois conjuntos de 

potenciais nodais para condições de contorno de corrente semelhantes e condições de 

contorno de potenciais diferentes, sendo a diferença de valores entre os potenciais impostos 

igual a µ, será igual a esse mesmo valor. Assim, os potenciais nodais Vijk na eq.(4.1.8) devem 

obedecer Vijk(c+µ)= Vijk(c)+µ, onde “c” é um valor qualquer da condição de contorno de 

potencial. Pode-se, portanto, dada a mesma equação (eq.(4.1.8)), escrever: 
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, (4.1.17) 

 

onde “a” e “b” são dois eletrodos quaisquer. Tais equações descrevem o valor de diferenças 

de potencial nominal, ou seja, de diferenças de potenciais entre dois eletrodos no modelo. Os 

dois casos são mostrados na Figura 44. 
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Figura 44 Modelo de elementos finitos simplificado, mostrando, para duas condições de contorno 

distintas, os dois casos diferentes de distribuição de potenciais elétricos resultantes. Por simplicidade, 
condições de contorno de corrente, iguais para os dois casos, não são mostradas. 

 

Assim (dada a eq.(4.1.17)), a variação das diferenças de potenciais entre os eletrodos 

para uma variação no valor e posição da referência (potencial imposto), nas condições 

mencionadas nessa análise, será igual a: 
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Portanto, mostra-se que as diferenças de potenciais entre eletrodos não serão constantes em 

qualquer situação. 

Porém, levando-se em conta a restrição eq.(4.1.15) utilizada ( ( ) 1n
Tdin

1k
Teik =ρ∑

=

), e 

substituindo-a na eq.(4.1.18), tem-se que: 
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Portanto, a afirmação de que medidas de diferenças de potenciais do modelo adotado 

são indiferentes à posição de aplicação e valor do potencial aplicado é verdadeira. 

Assim, as medidas serão, de fato, imunes ao erro de posicionamento do eletrodo de 

imposição de potencial. Solicita-se, apenas, que esse eletrodo seja modelado como um ponto. 

Ainda, teoricamente, o valor de potencial imposto, utilizado para solução do sistema linear de 

MEF, pode ser um valor qualquer. 

 

 

4.1.4 Resultados 
 

 

São mostrados, na atual subseção, resultados obtidos com o método baseado em MOT 

proposto. Respostas considerando-se simplificações são citadas, com o intuito de expor o 

potencial da abordagem discutida. 

Nessas condições, resultados gerados por um algoritmo de MOT no caso de um 

problema 2D e uma resistência de contato nula são apresentadas (o que significa que não se 

emprega modelo de interface de contato e, portanto, o problema em (4.1.11) não depende de 

ρel). Obtêm-se, ainda, resultados numéricos, ou seja, para fantomas numéricos, considerando-

se uma malha mais discretizada para o fantoma (768 elementos e 427 nós, vide Figura 45(a)) 

que para a malha de estimação (com 266 elementos e 152 nós, vide Figura 45(b)). 

Ambas as malhas têm diâmetros aproximadamente iguais a 300mm, incluindo os 

domínios de eletrodos (coloridos, na Figura 45(a) e na Figura 45(b)). Ainda, as imagens e 

posições de eletrodo são obtidas pelo Método da Alternância, considerando-se no máximo 

100 iterações para cada um dos dois conjuntos de parâmetros (imagem e eletrodos), 

totalizando 4000 iterações. O Método da Alternância é discutido em detalhes na seção 2.3, 

para o caso em que se estimam ρ e ρel, ou seja, a imagem e os parâmetros de contato. 

Como pode ser visto na Figura 45(b), apenas seis domínios de otimização são 

considerados, correspondendo a seis eletrodos. Além disso, apenas três medidas são 

consideradas para cada um dos seis padrões adjacentes de corrente utilizados (eletrodos 
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vizinhos são excitados com correntes elétricas de mesma magnitude e valores opostos), o que 

significa que np=3, ne=6 e que apenas 18 medidas são utilizadas. Isso porque os potenciais 

nos nós onde se aplicam correntes apresentam erros numéricos significativos, os quais variam 

demasiadamente com a variação da qualidade das malhas de elementos finitos. Dessa 

maneira, e como diferenças de potenciais entre dois eletrodos adjacentes são tomadas como 

medidas, pode-se notar que somente é possível utilizar, no máximo, 3 medidas por padrão de 

corrente. 

 

                
                               (a)                                                                              (b)  

Figura 45 (a) Malha do fantoma numérico (a região onde há eletrodos é destacada); (b) malha de MEF 
de estimação, ou seja, onde se obtém a imagem e o posicionamento dos eletrodos, mostrando os 

domínios de otimização em cores diferentes. 

 

A Figura 45(b) também mostra nós no contorno entre domínios de otimização (nós 1, 9, 

2, 8, 16, 24, 17, 23, 31, 37, 44, 50), os quais possuem resistividade mínima e não são 

incluídos na otimização para representar a ausência de contato entre eletrodos vizinhos. As 

correntes elétricas são iguais a 1mA e os valores de σA e σB são iguais a 100(mΩ)-1 e 10-

6(mΩ)-1, respectivamente. O valor de σA é ilustrativo, podendo ser ainda maior na prática para 

eletrodos de cobre, por exemplo. O critério de convergência para a estimação da imagem é: o 

módulo da mudança de 2F (vide o problema (4.1.11)) deve ser menor que 10-11. A imagem 

inicial utilizada na estimação da imagem corresponde a uma distribuição uniforme de 

condutividade igual a 0,25(mΩ)-1, e a distribuição inicial de condutividades referente aos 

eletrodos, utilizada na estimação da posição dos mesmos, é variada nos testes. 

Na seqüência, utiliza-se o modelo proposto referente à Figura 45(b) na estimação da 

imagem e do correto posicionamento dos eletrodos, considerando-se os dados mencionados 
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na atual subseção. Nos testes realizados, em primeiro, avaliam-se as regularizações propostas. 

Mais especificamente, avaliam-se a técnica de Projeção e a restrição de condutividades nodais 

iguais em nós alinhados radialmente, descritas na subseção: “Imposição de Informações sobre 

o Eletrodo”. Então, as regularizações julgadas úteis são utilizadas na correção da posição e 

estimação da imagem baseadas em situações práticas hipotéticas. A verificação (numérica) do 

modelo proposto referente à Figura 45(b) através do “software” comercial ANSYS® 11, para 

um caso de eletrodos de geometrias convencionais (como os considerados nas análises 

seguintes), mostrando que as correntes são, de fato, desprezíveis nos elementos de material 

vazio, por sua vez, é discutida (a verificação) no APÊNDICE E. 

 

 

 Respostas para a Estimação da Imagem e Posição Correta dos 

Eletrodos: Avaliação da Imposição de Informações sobre o Eletrodo 

 

 

Nos primeiros testes, avaliam-se a técnica de Projeção e a restrição de condutividades 

nodais iguais em nós alinhados radialmente, descritas na subseção: “Imposição de 

Informações sobre o Eletrodo”. Considera-se uma distribuição inicial de condutividades 

referente aos eletrodos, utilizada na estimação da posição dos mesmos, igual à distribuição 

uniforme de valor igual a 100(mΩ)-1 (vide Figura 46(c)). O fantoma está representado na 

Figura 46(a) e na Figura 46(b), em que a distribuição de condutividades emulando os 

eletrodos e o vazio (na malha auxiliar externa, sendo os lados dos elementos omitidos para 

melhor visualização da distribuição) e a distribuição de condutividades representativa da 

imagem são mostradas, respectivamente. Ambas as distribuições são estimadas pelo algoritmo 

proposto. 

 



 
 

122 
 

     
(a)                                                                   (b)  

  
(c) 

Figura 46 (a) Distribuição que emula arranjo de eletrodos, no fantoma; (b) imagem a ser estimada 
(fantoma); (c) distribuição inicial de condutividades referente aos eletrodos (na malha de estimação, 

Figura 45(b)). (unidades: (Ωm)-1) 

 

Para referência, a imagem obtida com os eletrodos nas posições corretas – ou seja, com 

posições aproximadamente iguais às da Figura 46(a) – é mostrada na Figura 47(b) (os 

eletrodos são mostrados na Figura 47(a)). 
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(a)                                                                   (b)  

Figura 47 (a) Eletrodos dados (nas posições corretas); (b) imagens de condutividade obtidas. 
(unidades: (Ωm)-1) 

 

Sem considerar a imposição de informações sobre os eletrodos (como a técnica de 

Projeção, por exemplo), pode-se obter a distribuição representativa do posicionamento dos 

eletrodos mostrada na Figura 48(a). Ainda, a imagem obtida é mostrada na Figura 48(b). 

 

  
                                    (a)                                                                 (b) 

Figura 48 (a) Eletrodos obtidos; (b) imagens de condutividade obtidas. (unidades: (Ωm)-1) 

 

Nota-se que, apesar de uma imagem próxima da imagem verdadeira e das posições das 

porções superficiais dos eletrodos estarem próximas das posições corretas, além de eletrodos 

conectados e de valores de condutividade máximos (corretos) serem obtidos naturalmente, os 

quais representam pontos positivos da abordagem proposta, o contato dos eletrodos com o 

domínio da imagem não foi detectado pelo algoritmo (conforme indicado pela existência de 

material de condutividade baixa ao redor de quase toda a porção interna – em contato com o 

domínio da imagem – dos domínios de otimização, como visto na Figura 48(a)). Obviamente, 
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o índice de desempenho F não é um bom indicativo da mudança do valor da condutividade na 

região de contato mencionada, pelo menos no caso das condições empregadas nos atuais 

testes. 

Como sugerido na subseção 4.1.2, faz-se, agora, com que todos os nós alinhados 

perpendicularmente (aproximadamente) à superfície do eletrodo tenham o mesmo valor de 

variável de otimização. Nesse caso, obtêm-se as respostas da Figura 49. Novamente, uma 

imagem próxima da imagem verdadeira, posições das porções superficiais dos eletrodos 

próximas das posições corretas e eletrodos conectados foram obtidos naturalmente. Porém, 

nesse caso, as propriedades abaixo da camada superficial da malha correspondente aos 

elementos de eletrodo também apresentam valores próximos dos reais. 

 

 
                                  (a)                                                                     (b) 

Figura 49 (a) Eletrodos obtidos; (b) imagens de condutividade obtidas. (unidades: (Ωm)-1) 

 

Nos próximos resultados, considera-se a técnica de Projeção (GUEST, PRÉVOST e 

BELYTSCHKO, 2004), discutida no APÊNDICE C. Utiliza-se a mesma função (APÊNDICE 

C.1) e funções peso lineares mostradas na Figura 87 do mesmo apêndice. No entanto, não se 

impõe que os nós alinhados perpendicularmente (aproximadamente) à superfície do eletrodo 

tenham o mesmo valor de variável de otimização. 

Nessas condições, obtêm-se as repostas da Figura 50. Nota-se que as posições dos 

eletrodos mostram-se demasiadamente incorretas e, de fato, a perturbação da imagem do 

fantoma não foi detectada. A única exceção, ou seja, a única imagem que acusa a existência 

de perturbação, ocorre quando o raio utilizado na técnica de Projeção é relativamente pequeno 

(igual a 10mm), uma vez que esse caso se aproxima da situação da Figura 48. Assim, a 

técnica não será utilizada nos próximos testes. 
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                                  (a)                                                                     (b) 

 

 
                                   (c)                                                                    (d) 

 
                                   (e)                                                                   (f) 

Figura 50 Eletrodos e imagens de condutividade obtidos: (a) e (b) raio da projeção igual a 10mm; (c) e 
(d) raio da projeção igual a 50mm; (e) e (f) raio da projeção igual a 100mm. (unidades: (Ωm)-1) 
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 Respostas para a Estimação da Imagem e Posição Correta dos 

Eletrodos: Avaliação em Situações Práticas Simuladas 

 

 

Nos próximos testes, consideram-se eletrodos estreitos para melhor avaliação do 

algoritmo, uma vez que podem se mover por uma região maior (os domínios de otimização 

são mantidos iguais aos mostrados na Figura 45(b)). Ainda, consideram-se correções de 

posicionamento baseadas em situações práticas hipotéticas simuladas. Dessa maneira, utiliza-

se o fantoma representado na Figura 51(a) e na Figura 51(b), em que a distribuição de 

condutividades emulando os eletrodos e o vazio e a distribuição de condutividades 

representativa da imagem (igual à imagem considerada nos testes anteriores) são mostradas, 

respectivamente. Nota-se que a distribuição referente aos eletrodos, nesse caso, emula um 

deslocamento (relativamente grande) de um dos eletrodos devido a um fator externo. Ainda, 

considera-se a distribuição inicial de condutividades referente aos eletrodos mostrada na 

Figura 52(a), a qual é utilizada na estimação da posição dos mesmos (a imagem interna inicial 

é homogênea, como mencionado anteriormente). 

Finalmente, dada a efetividade da regularização nos testes anteriores, faz-se com que 

todos os nós alinhados perpendicularmente (aproximadamente) à superfície do eletrodo 

tenham o mesmo valor de variável de otimização, da mesma maneira que nas respostas da 

Figura 49. 

 

     
(a)                                                                   (b)  

Figura 51 (a) Distribuição que emula arranjo de eletrodos no fantoma; (b) imagem a ser estimada 
(fantoma). (unidades: (Ωm)-1) 

 



 
 

127 
 

     
Figura 52 Distribuição inicial de condutividades referente aos eletrodos (na malha de estimação, 
Figura 45(b)). Com exceção do eletrodo no domínio de otimização superior, todos os eletrodos 

ocupam posições semelhantes às do fantoma (Figura 51(a)). (unidades: (Ωm)-1) 

 

Para referência, a imagem obtida com os eletrodos nas posições corretas – ou seja, com 

posições aproximadamente iguais às da Figura 51(a) – é mostrada na Figura 53(b) (os 

eletrodos são mostrados na Figura 53(a)). 

 

 
(a)                                                                   (b)  

Figura 53 (a) Eletrodos dados (nas posições corretas); (b) imagens de condutividade obtidas. 
(unidades: (Ωm)-1) 

 

Nas condições mencionadas, obtém-se a distribuição representativa do posicionamento 

dos eletrodos mostrada na Figura 54(a). Ainda, a imagem obtida é mostrada na Figura 54(b). 

Pode-se notar, comparando-se a Figura 54(a) com a Figura 51(a), que a movimentação do 

eletrodo superior foi, de fato, detectada e corrigida. No entanto, os domínios de otimização 

inferior e o inferior à direita (posições sul e sudeste) apresentam distribuições de 

condutividade incorretas (apesar da posição das regiões de condutividade superior ser 
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aproximadamente correta). Ao mesmo tempo, a posição da perturbação resistiva da imagem 

está ligeiramente incorreta.  

 

 
(a)                                                                   (b)  

Figura 54 (a) Eletrodos obtidos; (b) imagens de condutividade obtidas. (unidades: (Ωm)-1) 

 

Uma saída para corrigir as pequenas discrepâncias mencionadas é tentar empregar 

informação adicional sobre a malha de MEF utilizada e sobre o posicionamento real dos 

eletrodos no fantoma. 

 

 
Figura 55 Malha dos domínios de otimização, mostrando os nós, em vermelho (e indicados por setas), 

cuja condutividade é fixada em 10-6(Ωm)-1. 

 

Nota-se, numa análise detalhada da Figura 54(a), que, em alguns nós indicados na 

Figura 55, os valores de condutividade obtidos estão bastante incorretos. Assim, e 

observando-se que os nós citados, de fato, não têm ligação com a superfície dos domínios de 
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otimização, o que significa que não podem fazer parte do eletrodo, fixam-se seus valores de 

condutividade com os valores esperados (ou seja, 10-6(mΩ)-1). Tal imposição de informação é 

mantida nas respostas seguintes da seção. 

Assumindo-se, então, que o deslocamento do eletrodo superior tenha sido notado pelo 

usuário do “software” de estimação da imagem, o qual, no entanto, não pode precisar sua 

nova posição, suponha-se que a nova sugestão inicial seja dada na Figura 56. Nesse caso, a 

resposta final é bastante próxima da resposta mostrada na Figura 54, como pode ser visto na 

Figura 57. Isso significa que tanto a sugestão inicial mais próxima do fantoma (ou da posição 

real dos eletrodos), quanto a utilização da informação citada no parágrafo anterior, não foram 

efetivas. Mesmo utilizando-se a distribuição exatamente igual à da Figura 53(a) como 

sugestão inicial (praticamente a mesma distribuição do fantoma), obtém-se, como mostrado 

na Figura 58, valores ainda incorretos e próximos das demais respostas mostradas (porém, 

ligeiramente piores, como pode ser visto pela movimentação do eletrodo referente ao domínio 

de otimização na posição sudoeste, e pela própria imagem). 

Pode-se argumentar que o grande número de iterações para correção do posicionamento 

dos eletrodos (100 iterações, como já citado) considerando-se a sugestão inicial para a 

imagem, homogênea, possa ser a responsável pelo posicionamento final incorreto estimado. 

No entanto, mantendo-se a sugestão inicial para o posicionamento dos eletrodos (e, como nos 

demais testes, para a imagem) e utilizando-se 4 iterações para a correção da posição (ao invés 

das 100 iterações utilizadas anteriormente), seguida de 4 iterações para a estimação da 

imagem (ao invés das 100 iterações utilizadas anteriormente), e considerando-se a realização 

de 250 procedimentos iguais ao mencionado, ou seja, 250 iterações globais do Método da 

Alternância (ao invés das 20 iterações realizadas nos testes anteriores), totalizando-se 4000 

iterações como nos testes anteriores, obtêm-se as respostas mostradas na Figura 59, bastante 

semelhantes às anteriores, ou seja, ainda com problemas. 

Portanto, dados os testes com eletrodos estreitos mencionados, conclui-se que as 

informações e regularizações utilizadas são insuficientes para detectar o erro de 

posicionamento apresentado na Figura 51(a). 
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Figura 56 Distribuição inicial de condutividades referente aos eletrodos (na malha de estimação, 

Figura 45(b)), utilizada para obtenção das respostas na Figura 57. (unidades: (Ωm)-1) 

 

 
(a)                                                                   (b)  

Figura 57 (a) Eletrodos obtidos; (b) imagens de condutividade obtidas. A sugestão inicial é dada na 
Figura 56. (unidades: (Ωm)-1) 

 

 
(a)                                                                   (b)  

Figura 58 (a) Eletrodos obtidos; (b) imagens de condutividade obtidas. A sugestão inicial é igual à 
mostrada na Figura 53(a). (unidades: (Ωm)-1) 
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(a)                                                                   (b)  

Figura 59 (a) Eletrodos obtidos; (b) imagens de condutividade obtidas. A sugestão inicial é igual à 
mostrada na Figura 53(a) e o número de iterações é diferente do considerado nos demais resultados. 

(unidades: (Ωm)-1) 

 

Por outro lado, fixando-se a distribuição de condutividades do domínio de otimização 

na posição sul, o qual apresentou alguns problemas como relatado anteriormente, e 

considerando-se a sugestão inicial da Figura 52, obtém-se então os resultados mostrados na 

Figura 60. Nota-se, agora, que os eletrodos são exatamente iguais aos da Figura 53(a) e muito 

próximos dos eletrodos do fantoma (Figura 51(a)). A imagem é apenas ligeiramente diferente 

da imagem da Figura 53(b). 

 

 
(a)                                                                   (b)  

Figura 60 (a) Eletrodos obtidos; (b) imagens de condutividade obtidas. A distribuição de 
condutividades do domínio de otimização na posição sul é fixada. (unidades: (Ωm)-1) 

 

Esse resultado otimista sugere que, se respostas de valores de condutividade 0-1 (ou 

aproximadamente 0-1), ou seja, discretas e de valores máximos e mínimos (apenas), são 
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obtidas nos domínios de otimização, resultados bastante fiéis ao fantoma são obtidos. De fato, 

variando-se o posicionamento do eletrodo fixo dentro do domínio de otimização na posição 

sul, e mantendo-se os demais eletrodos fixos nas posições iguais às mostradas na Figura 60(a) 

ao longo do processo iterativo, obtêm-se os resultados mostrados na Figura 61, os quais, com 

exceção da Figura 61(a) e Figura 61(b), as quais correspondem a um eletrodo (na região sul) 

bastante próximo do mostrado na Figura 60(a), são de qualidade substancialmente inferior à 

do resultado da Figura 60. Ainda, os valores finais da função erro são menores para o 

resultado da Figura 60. Assim, sugerir-se-ia a penalização das condutividades intermediárias, 

o que pode ser realizado através do modelo CAMD de material (MATSUI; TERADA, 2004), 

por exemplo. 
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(a)                                                                   (b)  

 
(c)                                                                   (d)  

 
(e)                                                                   (f)  

 
(g)                                                                   (h)  

Figura 61 Imagens obtidas para eletrodos fixos ao longo do processo iterativo. As posições de 
eletrodos consideradas, mostradas nas figuras (a), (c), (e) e (g), são responsáveis pela obtenção das 

imagens mostradas nas figuras (b), (d), (f) e (h), respectivamente. (unidades: (Ωm)-1) 
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Por fim, para uma sugestão inicial igual a da Figura 62, ou seja, um caso de erro 

generalizado da posição inicial (isto é, um erro na posição de todos os eletrodos), obtêm-se os 

resultados mostrados na Figura 63. Os três eletrodos superiores (dos domínios de otimização 

nas regiões norte, nordeste e noroeste), estão corretos, mas os três inferiores apresentam 

problemas de posicionamento e material obtido. A perturbação na imagem, por sua vez, está 

em posição incorreta e as condutividades também estão incorretas. 

 

 
Figura 62 Distribuição inicial de condutividades referente aos eletrodos (na malha de estimação, 

Figura 45(b)), utilizada para obtenção das respostas na Figura 63. Nota-se que a posição inicial de 
todos os eletrodos está incorreta. (unidades: (Ωm)-1) 

 

 
(a)                                                                   (b)  

Figura 63 (a) Eletrodos obtidos; (b) imagens de condutividade obtidas. (unidades: (Ωm)-1) 

 

Novamente, fixando-se o eletrodo da região sul (o que significa que a sugestão inicial é 

dada pela Figura 64(a)), obtêm-se os resultados da Figura 64(b) e Figura 64(c). Os eletrodos 

agora estão bastante próximos do fantoma (mostrado na Figura 51(a)). No entanto, a imagem 

apresenta uma perturbação errônea na parte inferior. Ainda, mais iterações foram necessárias 
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para a obtenção dos resultados mostrados, os quais representam situações práticas mais 

críticas (300 iterações para correção dos eletrodos e 300 para a estimação da imagem, além de 

60 iterações globais, totalizando 36000 iterações). 

 

 

(a) 

 
(b)                                                                   (c)  

Figura 64 (a) Distribuição inicial de condutividades referente aos eletrodos (na malha de estimação, 
Figura 45(b)), utilizada para obtenção das respostas na atual figura; (b) eletrodos obtidos; (c) imagens 
de condutividade obtidas. A distribuição de condutividades do domínio de otimização na posição sul é 

fixada. (unidades: (Ωm)-1) 

 

Então, fixando-se os eletrodos das posições sul e sudoeste, o que rende uma posição 

inicial igual à mostrada na Figura 65(a), obtêm-se as respostas da Figura 65(b) e da Figura 

65(c). Novamente, consideram-se, no máximo, 100 iterações para cada um dos dois conjuntos 

de parâmetros (imagem e eletrodos), totalizando 4000 iterações. 
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(a) 

 
(b)                                                                   (c)  

Figura 65 (a) Distribuição inicial de condutividades referente aos eletrodos (na malha de estimação, 
Figura 45(b)), utilizada para obtenção das respostas na atual figura; (b) eletrodos obtidos; (c) imagens 

de condutividade obtidas. As distribuições de condutividades dos domínios de otimização nas posições 
sul e sudoeste são fixadas. (unidades: (Ωm)-1) 

 

Esses resultados finais (a partir da Figura 63) corroboram a observação de que, se 

respostas de distribuições 0-1 de condutividade são obtidos nos domínios de otimização, 

resultados bastante fiéis ao fantoma são obtidos. 

 

 

4.1.5 Conclusão 
 

 

Foi proposto um método de determinação da posição de eletrodos de TIE através do 

MOT. Mostra-se, através da estimação do posicionamento correto da perturbação na imagem 

e de posições aproximadamente corretas para os eletrodos (mesmo considerando-se apenas 
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seis eletrodos e 18 medições de potenciais elétricos), que o algoritmo tem potencial para ser 

utilizado numa situação prática de TIE. 

Mostra-se que a informação de que todos os nós alinhados perpendicularmente à 

superfície do eletrodo têm o mesmo valor de variável de otimização foi importante na 

obtenção de respostas mais próximas do fantoma. Porém, a técnica de Projeção, 

considerando-se funções lineares (a função (APÊNDICE C.1) e funções peso lineares, 

mostradas na Figura 87 do mesmo apêndice), não foi efetiva na obtenção da posição correta 

dos eletrodos, apesar de ter gerado, de fato, estruturas conectadas, o que motivou sua 

utilização (vide subseção 4.1.2, sob o título: “Imposição de Informações sobre o Eletrodo”). 

No caso de eletrodos estreitos, foi considerada a correção de posicionamento baseada 

em situações práticas hipotéticas simuladas. Assim, emulou-se um deslocamento 

(relativamente grande) de um dos eletrodos devido a um fator externo. Porém, mesmo com a 

detecção e correção do erro da posição, feita através da utilização de uma sugestão inicial para 

os eletrodos próxima do fantoma, não foi possível obter uma imagem correta. Por outro lado, 

fixando-se a distribuição de condutividades do domínio de otimização na posição sul, o qual 

apresentou alguns problemas, foram obtidos resultados muito próximos do fantoma. Através 

desses e da análise da estimação de imagens com eletrodos discretos 0-1 fixos, foi notado que, 

se respostas de valores de condutividade 0-1 (ou aproximadamente 0-1) são obtidas nos 

domínios de otimização, resultados bastante fiéis ao fantoma são obtidos. Resultados 

posteriores em outras situações corroboraram essa conclusão. Assim, sugerir-se-ia a 

penalização das condutividades intermediárias, o que pode ser realizado através do modelo 

CAMD de material (MATSUI; TERADA, 2004), por exemplo. 

Além da penalização, sugere-se, em trabalhos futuros, utilizar modelos de MEF 3D. 

Assim, poderá ser avaliada a capacidade do método proposto de detectar e corrigir não 

somente translações de eletrodos, mas também eventuais rotações (no plano da superfície de 

fixação), as quais podem ocorrer, em se tratando da monitoração do pulmão, durante a 

movimentação do paciente ou de seu tórax (na respiração, por exemplo). Isso poderia ser uma 

vantagem com relação aos métodos propostos por Vallejo et al. (2006) e Soleimani, Laberge e 

Adler (2006), os quais, diferentemente do método baseado em MOT proposto, não podem 

detectar rotações. Além disso, sugere-se utilizar o novo modelo para a interface de contato 

entre os eletrodos e o corpo, com o intuito de obter respostas experimentais. 

Em casos médicos práticos, raramente são utilizados eletrodos com a espessura na 

proporção mostrada nos testes. Nessa situação, sugere-se a utilização de elementos finitos de 
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eletrodo unidimensionais na superfície da malha interna (ou 2D, no caso de domínios 3D), o 

que pode, ainda, simplificar o processo de implementação clínica da abordagem de MOT 

proposta bem como a aplicação de informações conhecidas a respeito dos eletrodos, diminuir 

a velocidade de estimação e reduzir o espaço de soluções possíveis do problema de 

otimização, impedindo a obtenção de eventuais mínimos locais sem sentido físico. Ainda, isso 

resolveria a questão da sensibilidade reduzida da função F à distribuição de propriedades 

abaixo da superfície dos domínios de otimização. 
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4.2 Metodologia para Projeto dos Eletrodos pelo Método de 

Otimização Topológica Aplicados à Tomografia de 

Impedância Elétrica 

 

 

4.2.1 Introdução 
 

 

Vários algoritmos têm sido propostos para resolver o problema inverso não-linear de 

TIE e obter valores absolutos de propriedades. Eles, normalmente, são baseados em métodos 

iterativos como os métodos de Newton (VAUHKONEN, 2004) ou o filtro de Kalman, mas 

perturbações relativamente pequenas podem ser recuperadas utilizando-se um método de 

aproximação linear (POLYDORIDES; MCCANN, 2002). Essencialmente, métodos de 

Newton minimizam a função erro igualando suas derivadas com respeito à distribuição de 

propriedades a zero e resolvendo o sistema não-linear obtido através dos métodos baseados no 

método de Newton-Raphson. Os três métodos de solução do problema inverso de TIE 

mencionados dão origem à chamada matriz de sensibilidade (VAUHKONEN, 2004), ou 

matriz Jacobiana (DEHGHANI et al., 2005), a qual relaciona um vetor de mudanças de 

propriedades em “pixels” e um vetor que contém as mudanças correspondentes em potenciais 

calculados. 

A matriz de sensibilidade tem, na maioria dos casos, problemas de posto 

(POLYDORIDES; MCCANN, 2002), já que o número medidas consideradas costuma ser 

menor que o número de “pixels”, além de serem algumas linhas da matriz linearmente 

dependentes, não acrescentando informação para a solução do problema inverso. Além disso, 

pode ser mal-condicionada, dando origem a um problema instável e, portanto, a uma solução 

incorreta (VAUHKONEN, 2004). Geralmente, são empregados métodos de regularização 

(VAUHKONEN, 2004; DEHGHANI et al., 2005), os quais dão origem a uma solução 

estável. O método de Tikhonov e a decomposição em valores singulares truncada 

generalizada (DVSTG) (POLYDORIDES; MCCANN, 2002) são exemplos de métodos de 

regularização, e a primeira é, provavelmente, a técnica mais utilizada.   

No caso da regularização de Tikhonov, um termo de regularização é acrescentado à 

função erro, formado de um parâmetro de regularização positivo multiplicado por um 
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funcional que penaliza altas freqüências espaciais e elevados contrastes. Um parâmetro de 

regularização λ para o método de Tikhonov (e, eventualmente, para o DVSTG) controla o 

compromisso existente entre o mau-condicionamento da matriz regularizada e a suavização da 

distribuição de propriedades estimada. Especificamente, a distribuição pode ser suave porque 

as componentes de imagem referentes aos valores singulares mais baixos da matriz Jacobiana, 

as quais são responsáveis pelos detalhes da imagem (ou regiões de variação espacial de alta 

freqüência), são atenuadas pelo procedimento de regularização. 

Graham e Adler (2007) reportaram a dependência do mau-condicionamento da matriz 

de sensibilidade com posições de eletrodos. Porém, não abordaram o melhor posicionamento, 

geometria ou distribuição das propriedades dos mesmos (ou seja, não foi considerado o 

melhor material para se fabricar um eletrodo, seja a propriedade em seu interior constante – 

como usual – ou não). Com o intuito de otimizar o posicionamento, geometria e material dos 

eletrodos levando-se em conta a redução do mau-condicionamento da matriz de sensibilidade, 

utiliza-se, no atual trabalho, um algoritmo baseado no MOT (BENDSØE; SIGMUND, 2003). 

O mau-condicionamento é reduzido minimizando-se a diferença ao quadrado entre os valores 

singulares máximo e mínimo da matriz de sensibilidade. Mostra-se, na ausência de ruído de 

medição, que o condicionamento é drasticamente melhorado quando comparado ao 

condicionamento de um sistema simulado de TIE com configuração convencional de 

eletrodos. 

No entanto, alguns valores singulares da matriz de sensibilidade podem ser vulneráveis 

ao ruído (principalmente os menores valores) (POLYDORIDES; MCCANN, 2002). De fato, 

mostra-se que a otimização do condicionamento pode dar origem a valores singulares 

sensíveis a níveis de ruído particulares. Nesse caso, é desejável manter os valores singulares 

acima de certos níveis, os quais dependem da variância do ruído, conforme discutido por 

Polydorides e Mccann (2002). No mesmo trabalho, obtiveram-se melhorias na resolução e 

redução da sensibilidade ao ruído com menos eletrodos utilizando uma abordagem por 

segmentação. A partir dessa técnica, conjuntos de mais de um eletrodo aplicam correntes 

elétricas ao corpo e os potenciais são medidos como usualmente (utilizando um eletrodo, 

apenas). Além deles, Dehghani et al. (2005) mostraram que alguns tipos de excitação elétrica 

são mais robustos ao ruído. No entanto, a otimização do formato, posição e material dos 

eletrodos não foi abordada até o momento, na literatura. 

Portanto, nesta seção (4.2), também é proposta a utilização do MOT na determinação do 

posicionamento, formato e propriedade ótimos dos eletrodos para redução da sensibilidade ao 
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ruído, maximizando-se a soma dos valores singulares da matriz de sensibilidade e mantendo 

um valor razoável do parâmetro de regularização λ, com o intuito de reduzir a reconstrução de 

sinais de ruído na distribuição de propriedades referente à imagem. O valor máximo do 

parâmetro de regularização é verificado ao final do processo de otimização para que se evite o 

mau-condicionamento da matriz de sensibilidade devido à obtenção de valores singulares 

elevados. 

Os resultados são testados utilizando-se um fantoma numérico, através de uma 

abordagem baseada em métodos de Newton para determinar a distribuição de propriedades no 

interior de um domínio. Em outras palavras, os eletrodos otimizados são empregados na 

estimação da imagem como forma de se avaliar seu desempenho. O modelo matemático do 

corpo é baseado no MEF, sendo exatamente o mesmo modelo utilizado na seção 4.1. Assim, 

considera-se a distribuição de potenciais elétricos nodais dada por KTjVTj=ITj, conforme a 

eq.(4.1.7). Porém, como apenas um referencial é usado para j=1...ne, KTj=KT. 

O texto é organizado da seguinte maneira: na subseção 4.2.2, o método utilizado para 

obter uma imagem de TIE (particular da atual seção 4.2) é descrito. Na subseção 4.2.3, é 

proposta a formulação de MOT aplicada ao projeto dos eletrodos, incluindo-se a análise de 

sensibilidade. Na subseção 4.2.4, são apresentados os resultados e na subseção 4.2.5, as 

conclusões. 

 

 

4.2.2 Estimação das Condutividades do Corpo 
 

 

Como mencionado no trabalho, o problema inverso de TIE é freqüentemente baseado na 

minimização da função de erro de valores de potenciais elétricos: 

 

 ( )( ) ( )( )0com
T

0com2

1
F VσVVσV −−= ,         (4.2.1) 

 

onde σ 1xnctR∈  é o vetor de condutividades nodais, sendo que é assumido que a 

condutividade de cada elemento finito depende de valores nodais, da mesma forma que os 

potenciais elétricos, e nct é o número de nós referentes ao corpo tomografado. Ainda, o vetor 

V0 
( ) 1xnpneR ×∈  contém valores de medidas, Vcom(σ) ( ) 1xnpneR ×∈ , nesse caso, contém 
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valores de potenciais calculados através do modelo, correspondentes às medidas, ne é 

novamente o número de padrões de corrente e np é o número de medidas para cada padrão. 

Neste trabalho, a função dada por F, adicionada do termo de regularização 

(VAUHKONEN, 2004) citado na subseção anterior, é minimizada igualando-se suas 

derivadas com respeito à distribuição de propriedades a zero, e resolvendo o sistema não-

linear obtido através dos métodos baseados no método de Newton-Raphson (BATHE, 1996) 

(alternativamente, métodos relacionados ao gradiente da função erro, como o MOT, podem 

ser utilizados na minimização). O método usual de Levenberg-Marquardt (VAUHKONEN, 

2004) foi escolhido (é similar ao método padrão de Tikhonov, descrito em Polydorides e 

Mccann – 2002), o qual, iterativamente, resolve o seguinte problema linear (DEHGHANI et 

al., 2005): 

 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0itcomit
T1

itit
T

it1it VσVσJIσJσJσσ −λ++=
−

+ , (4.2.2) 

 

onde “it” representa uma iteração e λ é o parâmetro de regularização, o qual é positivo e 

controla o compromisso entre o mau-condicionamento da matriz regularizada ( )IJJ λ+T  

nctxnctR∈  e a suavização da distribuição de condutividades estimada, como mencionado na 

subseção anterior. A matriz J ( ) nctxnpneR ×∈  é a matriz de sensibilidade, que pode ser dada 

por: 
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,         (4.2.3) 

 

onde a matriz Tj 
ndxnpR∈ , descrita na próxima subseção, seleciona potenciais calculados de 

VTj a serem comparados às medidas e nd é o número de nós total da malha de MEF, incluindo 

nós no domínio de otimização (vide subseção 4.2.3). 

Como nota, pode-se mostrar que os autovalores da matriz regularizada ( )IJJ λ+T  são 

iguais aos autovalores de JJT , acrescidos de λ. Assim e como o número de condição da 
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matriz regularizada pode ser definido como o seu maior autovalor dividido pelo menor, 

mostra-se como o parâmetro de regularização atua sobre o mau-condicionamento de 

( )IJJ λ+T . 

É relevante mencionar que métodos baseados em gradientes, como a (PLS), obtêm a 

distribuição de condutividades que minimiza a F linearizada num espaço restringido (para 

garantir que a função linearizada seja uma boa aproximação para F, conforme discutido 

anteriormente no texto), seguindo um processo iterativo. Por outro lado, pode-se mostrar que 

o gradiente de F é uma combinação linear das linhas de J, o que pode ser notado à partir da 

análise da equação do gradiente vista em Mello et al. (2008) (ou nos capítulos anteriores). 

Portanto, sem elaborar demasiadamente a idéia, acredita-se que o aumento do desempenho do 

sistema de TIE através da mudança dos valores singulares de J tenha impacto positivo no 

gradiente e, portanto, no desempenho dos métodos baseados em gradientes aplicados à TIE. 

A Decomposição em Valores Singulares (DVS) (POLYDORIDES; MCCANN, 2002) 

de J dá a seguinte equação: 

 

 TUSZJ = ,         (4.2.4) 

 

onde U ( ) ( )npnexnpneR ××∈  e Z nctxnctR∈  são as matrizes ortonormais contendo os chamados 

vetores singulares de J e S ( ) nctxnpneR ×∈ , uma matriz diagonal, contém os valores singulares 

de J. Uma vez que U e Z são matrizes ortonormais, o seguinte desenvolvimento, baseado na 

eq.(4.2.4) e na eq.(4.2.2), pode ser realizado: 
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. (4.2.5) 

 

Pode ser visto que cada elemento da diagonal da matriz diagonal (STS+λI)-1 é igual a 

( )λ+ν2
n

1
 para ( )npnen1 ×≤≤  e igual a 

λ
1

 se ( ) nctnnpne ≤≤× , onde νn é um valor singular 

de J. Assim, (STS+λI)-1ST ( )npnexnctR ×∈ é dada por: 
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onde e Un 
( ) 1xnpneR ×∈  é a n-ésima coluna de U. 

Finalmente, utilizando-se a eq.(4.2.7) e a última equação de (4.2.5), pode-se obter: 
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onde En 
1xnctR∈  é uma (imagem) componente da solução e Zn 

1xnctR∈  é a n-ésima 

coluna de Z. 

Esta última equação representa maneira alternativa de se expressar o método padrão de 

Tikhonov, baseada na DVS de J. Ela mostra como cada componente da solução (En) em cada 

iteração pode ser filtrada (ou seja, receber um peso menor na composição da imagem) quando 

o parâmetro de regularização é relativamente elevado. Além disso, ela ilustra porque os 

menores valores singulares estão mais sujeitos ao ruído. Portanto, tal equação motiva os 

presentes estudos. 
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4.2.3 Otimização Topológica Aplicada ao Projeto dos Eletrodos 
 

 

Como mencionado na subseção 4.2.1, considera-se o MOT (BENDSØE; SIGMUND, 

2003) na obtenção do posicionamento, formato e distribuição de propriedades 

(particularmente, as condutividades) dos eletrodos: (a) para reduzir o mau-condicionamento 

da matriz de sensibilidade e (b) para reduzir a sensibilidade ao ruído. A razão pela qual o 

MOT é utilizado é porque ele é usualmente baseado na PLS, a qual soluciona um problema 

não-linear através da solução de uma série de problemas linearizados, sujeitos a restrições. 

Dessa maneira, pode-se reduzir o espaço de solução, limitando as soluções possíveis às 

soluções de interesse. Além disso, o processo de busca baseado em PLS é extremamente 

eficiente se comparado ao processo de tentativa e erro, especialmente no caso em que a 

variação da propriedade do material do eletrodo é contínua. 

Com o intuito de obter uma expressão simples para o gradiente da função objetivo, 

evitando-se, assim, derivar diretamente o problema de DVS, utilizam-se os autovalores de 

JJT  nctxnctR∈  ao invés dos valores singulares de J, os quais estão relacionados por  

 

 ( )npnen para ,2
nn ×≤ν=η .         (4.2.9) 

 

Portanto, a seguinte função é minimizada para reduzir o mau-condicionamento: 

 

 ( ) ( )2
minmaxemin ,F η−η=ρσ ,         (4.2.10) 

 

onde ρe 
1xnoR∈  é, como na seção 4.1, o vetor de parâmetros que determinam as posições, 

geometrias e material dos eletrodos, no é o número de nós de eletrodo e ηmax e ηmin são os 

autovalores máximo e mínimo de JJT , respectivamente. O valor mínimo, aqui, refere-se ao 

menor valor dentro do conjunto de autovalores teoricamente maiores que zero, cujo número é 

igual ao posto de J. 

Por outro lado, otimiza-se a seguinte função para maximizar a soma de valores 

singulares: 
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 ( ) ∑
×

=

η=
npne

1n
nemax ,F ρσ .                          (4.2.11) 

 

Com o intuito de obter eletrodos otimizados, utiliza-se procedimento e modelo 

semelhantes aos adotados na correção do posicionamento dos eletrodos, e descritos, em 

detalhes, na seção 4.1. A diferença ocorre pelo fato de que materiais intermediários fazem 

sentido no contexto atual.  

Consideram-se, novamente, domínios condutivos conectados ao domínio da imagem, 

nos quais podem existir eletrodos. Os domínios são mostrados na Figura 66. Nesse caso, o 

problema se torna o de determinar funções de condutividade em cada domínio (o domínio de 

otimização). 

 

domínio interno

Ψia

eletrodo

Ψib

domínio da interface de contato

Θi

eletrodo

eletrodo

eletrodo

 
Figura 66 Reprodução da figura da seção 4.1. É mostrado o esquema de uma seção do 

modelo de corpo tomografado. Hachuras indicam o eletrodo. 

 

Então, o domínio é dividido em elementos finitos e a teoria de MOT é aplicada. 

Portanto, um modelo de material é definido. Considera-se, novamente, o modelo de material 

CAMD (MATSUI; TERADA, 2004) e permitem-se valores intermediários de material, sendo 

a condutividade do elemento dada pela eq.(4.1.3) e pela eq.(4.1.4). 

Como comentado, o mesmo “mecanismo” de imposição de condições de contorno 

citado na seção 4.1, bem como a mesma definição de potenciais nominais, são utilizados no 
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atual. Assim, consideram-se válidas a eq.(4.1.5), a eq.(4.1.6) e a eq.(4.1.8), ou seja, a restrição 

à quantidade de corrente aplicada a cada eletrodo, a corrente aplicada a cada nó superficial 

dos domínios de otimização e o potencial nominal, respectivamente. Além disso, considera-se 

válido o novo modelo da interface de contato mencionado na subseção 4.1.2, o qual não é, 

porém, utilizado nos atuais resultados, por simplicidade. Com o “mecanismo” proposto, 

modifica-se, novamente, o sistema na equação KTVTj=ITj (referente ao modelo do corpo), uma 

vez que as correntes na eq.(4.1.6) obtidas considerando-se todos os valores possíveis de i, j e 

k, formam um conjunto de novos vetores de correntes elétricas nodais, sendo um vetor para 

cada j-ésimo padrão de corrente. Ainda, a matriz Tj (definida na subseção 4.2.2) é igual à 

matriz APej, definida na subseção 4.1.3. 

Quanto à matriz KT especificamente, considerando-se modelo semelhante ao adotado na 

correção do posicionamento dos eletrodos (seção 4.1), essa passa a conter não somente as 

matrizes dos elementos da malha interna, mas também dos domínios de otimização. No 

entanto, não se impõem informações prévias sobre os eletrodos da maneira realizada na 

subseção 4.1.2 (sob o título: “Imposição de Informações sobre o Eletrodo”). 

Com base na discussão na atual subseção, pode-se então propor o seguinte problema de 

otimização: 
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onde Fg é igual a Fmin ou Fmax, dependendo do problema considerado. 
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 Considerações sobre o Modelo de Material: Limites de Hashin-

Shtrikman 

 

 

Com base na discussão de Bendsøe e Sigmund sobre a viabilidade da fabricação de um 

dispositivo obtido para uma aplicação qualquer pelo MOT (BENDSØE; SIGMUND, 2003), 

pode-se questionar se é possível encontrar um compósito (ou um material composto 

qualquer), no caso um material bifásico, cuja relação entre a fração volumétrica de um dos 

materiais componentes e a condutividade (para o caso especial estudado neste trabalho) seja 

dada pelas equações eq.(4.1.3) e eq.(4.1.4), ou seja, obedeça às equações do modelo de 

material.  

A resposta a essa questão depende de uma série de fatores, como a possibilidade de 

construção da microestrutura do material. Porém, a condição necessária para que um material 

isotrópico composto, com duas fases de materiais isotrópicos lineares, cuja relação entre a 

fração volumétrica de um dos materiais e a condutividade seja dada pelo modelo de material 

possa ser fabricado, é que a função desse modelo de material, a eq.(4.1.3) por exemplo, 

obedeça aos limites de Hashin-Shtrikman. Tais limites são representados na Figura 67, 

juntamente com uma função σg (num ponto qualquer de um g-ésimo elemento) que os 

obedece. 
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Figura 67 Representação dos limites de Hashin-Shtrikman-Walpole (-.-.-) e de 

( ) ( )( ) B
P

gA
P

gg 1 σ−+σ=σ ρNρN  (---), para um dado valor de p e num ponto qualquer do g-ésimo 

elemento. Os valores de σA e σB, neste caso, são iguais a 0,06(Ωm)−1 e a 10-6(Ωm)−1, respectivamente. 
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Como já mencionado, os limites representam apenas condições necessárias. Assim, não 

se pode garantir que o material bifásico possa ser fabricado. Porém, os próprios Bendsøe e 

Sigmund (2003) propõem um método, baseado no MOT, para desenvolvimento de 

microestruturas fabricáveis, cuja relação entre o volume do material A presente na 

microestrutura e a propriedade considerada obedecem, de fato, ao modelo de material. Muito 

embora a condutividade elétrica não seja uma propriedade abordada através do método 

mencionado, como foram o módulo de elasticidade ou o coeficiente efetivo de deformação 

térmica, por exemplo, acredita-se que a metodologia proposta pelos autores, genérica, possa 

ser aplicada no contexto de materiais condutivos. 

Pode-se citar abordagem alternativa à utilização dos limites. Propõe-se, inicialmente, 

uma microestrutura factível e, variando parâmetros da mesma, calcula-se a fração de volume 

de seus materiais constituintes e a propriedade efetiva correspondente. Seguindo-se tal 

procedimento, obtém-se um modelo de material fisicamente possível, o qual é então utilizado 

no processo de otimização. A desvantagem de tal abordagem está no fato de que não se impõe 

restrição à função obtida para o modelo de material, a qual pode vir a penalizar valores 

particulares de condutividade e produzir resultados ótimos de desempenho inferior. 

No atual trabalho, não será abordada a fabricação dos eletrodos em si, mas somente o 

seu projeto através do MOT. Nessas condições, não será empregado um modelo de material 

que obedeça, a rigor, aos limites de Hashin-Shtrikman. Porém, conforme mencionado 

anteriormente, há abordagens para que se assegure que o eletrodo ótimo possa ser fabricado. 

Como nota final a respeito das considerações sobre o modelo de material adotado e os 

limites de Hashin-Shtrikman, deve-se mencionar que não é necessário, no caso da utilização 

de um modelo de material para obtenção de uma imagem do interior de um corpo por TIE, 

considerar as abordagens mencionadas aplicadas ao projeto. O motivo para isso reside no fato 

de que, na estimação da imagem, já se sabe de antemão (ao contrário do caso do projeto), que 

os resultados da otimização pelo MOT existem, uma vez que os materiais ótimos, nesse caso, 

correspondem às estruturas biológicas presentes no interior do corpo. 
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 Análise de Sensibilidade 

 

 

O gradiente de Fg é dado por 
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onde ρel é uma componente de ρe e 
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igual a Fmin (vide eq.(4.2.10)), por 
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Por outro lado, a matriz é dada por 1 ( )npnex1R ×∈ , se Fg for igual a Fmax (vide eq.(4.2.11)). 

Para obter o vetor ( ) 1xnpne

le

R ×∈
ρ∂

∂η
 , faz-se D=JTJ e deriva-se o seguinte 

autoproblema (BATHE, 1996): 

 

 ( ) 0qq =γ− GID ,       (4.2.16) 

 

onde Gq 
1xnctR∈  é o q-ésimo autovetor de D. 

Assim, escolhendo-se um valor particular de Gq, Gpq, o qual satisfaz 

 

 1pq
T
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a seguinte equação pode, finalmente, ser obtida: 

 

 pq
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A derivada de D, por sua vez, é dada por: 
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Baseando-se na derivada de KTVTj=ITj, podem-se obter: 
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e, ainda, derivando-se a primeira das equações em (4.2.21) com relação a ρel, 
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onde se utilizou a segunda das equações em (4.2.21), a segunda das equações em (4.2.22), e o 

fato de que a derivada segunda de KT é nula. A derivada segunda mencionada é nula porque a 

derivada primeira com relação a σs dá origem a uma matriz cujos elementos dependem, 

apenas, de parâmetros da imagem. 

Novamente, o cálculo das derivadas referentes ao modelo de material e à matriz APej é 

relativamente simples e, dessa maneira, não será relatado. A derivada de KTj com relação a ρl 

pode ser vista, em detalhes, em Mello (2005), e a derivada da mesma matriz em relação a σs 

pode ser obtida de maneira similar. Finalmente, no caso das restrições de corrente, as 

equações correspondentes são, tal qual na seção 4.1, lineares nas variáveis de otimização. 

Portanto, o gradiente de cada restrição é dado pelos coeficientes que multiplicam as variáveis. 

 

 

4.2.4 Resultados e Discussão 
 

 

Discutem-se, nessa seção, tanto resultados considerando-se malhas iguais para a 

estimação e para o fantoma, quanto resultados para os quais se utiliza malha mais discretizada 

para o fantoma. Em todos os casos, obtêm-se resultados numéricos, ou seja, para fantomas 

numéricos. 

Comparam-se os resultados obtidos pelo algoritmo de MOT proposto com uma 

distribuição baseada num arranjo convencional de eletrodos. Um arranjo particular com 

eletrodos relativamente grandes foi escolhido uma vez que esse tipo de eletrodo é conhecido 

por reduzir a sensibilidade do sistema de TIE à resistência de contato (PAULSON; 

PIDCOCK; MCLEOD, 2004). 
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 Resultados Considerando-se Malhas Iguais para a Estimação e para 

o Fantoma 

 

 

A distribuição baseada no arranjo convencional de eletrodos pode ser vista na Figura 

68(b). Os dois conjuntos de eletrodos (com eletrodos otimizados e convencionais) são 

comparados qualitativamente (através de imagens estimadas) e quantitativamente, utilizando-

se o erro normalizado: 

 

 
2exato

2estimadoexatoe
σ

σ−σ
= .         (4.2.24) 

 

 
(a) 

  
                                     (b)                                                                   (c)  

Figura 68 (a) A malha de MEF considerada nas primeiras investigações, mostrando os domínios de 
otimização em cores diferentes; (b) arranjo convencional de eletrodos; (c) imagem a ser estimada 

(fantoma). (unidades: (Ωm)-1) 
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Como pode ser visto na Figura 68(a), apenas seis domínios de otimização são 

considerados, correspondendo a seis eletrodos. Ainda, uma das seis possíveis medidas para 

cada padrão de corrente são excluídas do conjunto de medidas (portanto, np=5), com o intuito 

de se emular um caso real, e o padrão adjacente é considerado, o que significa que ne=6 (num 

caso real, todas as medidas em eletrodos de corrente são, normalmente, desconsideradas). 

A malha (com 266 elementos e 152 nós) é utilizada para obter posições e geometrias de 

eletrodos pelo MOT, dada a distribuição de condutividades da imagem. É também empregada 

para gerar as medidas de potenciais dados os eletrodos otimizados e a imagem (ou seja, é 

utilizada como malha do fantoma numérico), e para estimar a imagem baseando-se nas 

medidas e nos eletrodos. Uma vez que a malha do fantoma é a mesma malha utilizada para 

estimar as imagens, o modelo exato é considerado na estimação da imagem, conforme 

mencionado no início da seção. No entanto, como será de fato mostrado na seqüência, as 

características principais das respostas são mantidas no caso dos resultados finais, em que o 

fantoma apresenta malha mais discretizada. 

A Figura 68(a) também mostra nós no contorno entre domínios de otimização (nós 1, 9, 

2, 8, 16, 24, 17, 23, 31, 37, 44, 50), os quais são excluídos da otimização. A imagem utilizada 

para obter as medidas e otimizar o posicionamento e geometria dos eletrodos é a mesma e é 

mostrada na Figura 68(c) (na prática, a imagem empregada para otimizar os eletrodos pode 

ser uma imagem média no tempo). 

As correntes elétricas são iguais a 1mA e os valores de σA e σB são iguais a 100(mΩ)-1 e 

10-6(mΩ)-1, respectivamente (sendo o valor de σA, novamente, ilustrativo). O critério de 

convergência para a estimação da imagem é: o módulo da mudança de ( )
20com VσV −  (vide 

eq.(4.2.1)) deve ser menor que 10-11. Finalmente, a imagem inicial utilizada na estimação da 

imagem corresponde a uma distribuição uniforme igual a 0,25(mΩ)-1. 

Em primeiro lugar, o problema dado pela função objetivo Fmin é resolvido e os 

resultados correspondentes são discutidos. Então, são mostradas as imagens obtidas com os 

eletrodos otimizados e os eletrodos convencionais. Na seqüência, procedimento semelhante, 

relativo a Fmax, é considerado. 

Os eletrodos otimizados considerando-se Fmin são mostrados na Figura 69. Na mesma 

figura, os valores singulares do arranjo convencional e os valores singulares dos eletrodos 

otimizados são mostrados, indicando que os valores singulares otimizados são mais próximos 
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uns dos outros, como esperado. As condutividades ótimas sugerem um material gradado 

(STUMP; SILVA; PAULINO, 2006). 

 

     
                                   (a)                                                                         (b) 

Figura 69 Minimização de Fmin (γmin na eq.(4.2.10), é o décimo quinto valor). (a) Eletrodos otimizados 
(unidades: (Ωm)-1); (b) valores singulares de J. 

 

Como comentado na subseção 4.2.2, λ atua sobre o mau-condicionamento da matriz 

regularizada ( )IJJ λ+T  (vide eq.(4.2.2)). De fato, se o arranjo convencional é utilizado para 

obter as imagens, um processo iterativo convergente pode ser obtido para λ=10-21, e uma 

solução útil para λ=10-12, no máximo (soluções úteis são definidas como aquelas em que se 

distingue a perturbação (ou perturbações) considerada(s)). Porém, utilizando-se os eletrodos 

otimizados, uma solução convergente pode ser obtida para λ=10-24, e uma solução útil para 

λ=10-15, representando aumentos de desempenho sensíveis no tocante ao condicionamento do 

problema. Para soluções úteis, os valores do erro normalizado “e” para os arranjos 

convencional e otimizado são iguais a 1,029 e 0,744, respectivamente. As imagens 

correspondentes são mostradas na Figura 70. Porém, para um ruído branco de média nula e 

desvio padrão igual a 10-4 somado às medidas, não se obteve imagem útil (as imagens 

apresentam valores de propriedades muito próximos, gradientes reduzidos e freqüências 

espaciais aquém do desejado para valores mais elevados de λ, e valores de condutividade mais 

altos que 100(mΩ)-1 e uma imagem ruidosa para valores menores do parâmetro de 

regularização). 
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                                  (a)                                                                     (b) 

Figura 70 (a) Imagens de condutividade obtidas com os eletrodos convencionais (λ=10-12). (b) Imagens 
de condutividade obtidas com os eletrodos otimizados (considerando-se Fmin e λ=10-15). (unidades: 

(Ωm)-1) 

 

Os eletrodos otimizados considerando-se Fmax e os valores singulares de ambos os 

arranjos de eletrodos são mostrados na Figura 71. Na mesma figura, pode-se notar que os 

valores singulares dos eletrodos otimizados são significativamente diferentes dos valores do 

arranjo convencional. Além disso, uma solução aproximadamente discreta (0-1) foi, 

naturalmente, obtida. 

 

      
                                 (a)                                                                             (b) 

Figura 71 Maximização de Fmax. (a) Eletrodos otimizados (unidades: (Ωm)-1); (b) valores singulares de 
J. 
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As imagens obtidas com o arranjo convencional e o otimizado para λ=10-10 são 

mostrados na Figura 72. O mesmo ruído descrito anteriormente foi utilizado3. O valor médio 

do erro normalizado “e” e o desvio padrão para os eletrodos convencionais são iguais a 3,908 

e 0,502, respectivamente, considerando quatro imagens estimadas (é importante mencionar 

que as imagens das figuras são as melhores imagens obtidas dentro do conjunto de quatro 

imagens citado). Por outro lado, o valor médio de “e” e o desvio padrão correspondente aos 

eletrodos otimizados são iguais a 1,093 e 0,187, respectivamente. 

Os menores desvios padrão mostram que o arranjo otimizado é mais robusto ao ruído. 

Além disso, os resultados sugerem que o aumento nos valores singulares foi suficiente para 

reduzir a ocorrência de artefatos de imagem causados pelos sinais de ruído. Vale notar que o 

condicionamento da matriz regularizada não é um problema no caso dos valores singulares 

obtidos e o valor de λ (=10-10) considerado. 

 

  
                                  (a)                                                                    (b) 

Figura 72 (a) Imagens de condutividade obtidas com os eletrodos convencionais. (b) Imagens de 
condutividade obtidas com os eletrodos otimizados (considerando-se Fmax). (unidades: (Ωm)-1) 

 

Finalmente, é interessante mencionar que, considerando-se seis eletrodos 

uniformemente posicionados e com aproximadamente o mesmo tamanho, geometria e 

material dos eletrodos otimizados mostrados na Figura 71, o valor médio do erro normalizado 

e o desvio padrão obtidos na estimação da imagem são iguais a 2,394 e 0,497, 

respectivamente. Esse resultado mostra que a posição dos eletrodos tem, de fato, influência no 

desempenho do sistema. 

 

                                                           
3 É importante citar que o ruído branco dá origem a dois conjuntos de medidas diferentes, mesmo sendo obtidos 
para as mesmas condições de contorno e demais parâmetros do modelo. Nesse caso, para analisar as respostas, é 
preciso considerar mais de uma imagem, como realizado. 
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 Resultados Considerando-se Malha do Fantoma Mais Discretizada 

do que a Malha de Estimação 

 

 

Dado que as últimas repostas são mais importantes do ponto de vista experimental, 

foram realizados testes apenas com o índice Fmax (o que não diminui a importância dos testes 

anteriores com Fmin, uma vez que é interessante combinar os dois índices, conforme será 

discutido nas conclusões). 

Em primeiro lugar, utiliza-se a malha com 266 elementos e 152 nós citada 

anteriormente na obtenção das posições, geometrias e materiais ótimos dos eletrodos pelo 

MOT, dada uma aproximação para a distribuição de condutividades da imagem previamente 

obtida (a aproximação é mostrada na Figura 73 e a imagem real na Figura 75(b)). Os 

resultados da otimização são mostrados na Figura 74 (eletrodos e valores singulares). 

 

 

 
Figura 73 Aproximação para a distribuição de condutividades do fantoma na malha menos 

discretizada. (unidades: (Ωm)-1) 
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                                  (a)                                                                        (b) 

Figura 74 Maximização de Fmax. (a) Eletrodos otimizados (unidades: (Ωm)-1); (b) valores singulares de 
J. 

 

O seguinte procedimento de avaliação das respostas ótimas, o qual emula a fabricação 

dos eletrodos otimizados seguida de testes experimentais num objeto real, foi realizado: 

1. os resultados são interpretados numa malha mais refinada, a malha do fantoma, 

com 768 elementos e 427 nós. A interpretação, que emula a fabricação dos 

eletrodos, consiste na obtenção, manual ou não, de uma aproximação para as 

respostas. No presente trabalho, determina-se, por algoritmo, o nó da malha mais 

discretizada mais próximo a cada nó da malha menos discretizada, e atribui-se a 

ele o valor nodal otimizado. O resultado da interpretação é mostrado na Figura 

75(a). 

2. Em seguida, dada a interpretação dos eletrodos otimizados e a imagem do 

fantoma, a qual também está contida na malha mais discretizada (como visto na 

Figura 75(b)), obtêm-se as medidas de potenciais. 

3. Finalmente, dadas as medidas e os eletrodos otimizados, estima-se a imagem 

considerando-se a primeira malha, menos discretizada. A etapa de obtenção de 

medidas e estimação da imagem emula testes experimentais num objeto real. 

 

Deve-se notar que a imagem utilizada para obter as medidas (ou seja, a imagem do 

fantoma) e a imagem utilizada na otimização dos eletrodos não é mais a mesma. Isso é 

importante para mostrar a robustez da metodologia. 
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                                      (a)                                                                  (b) 

Figura 75 (a) Resultado da interpretação dos eletrodos otimizados; (b) Imagem a ser estimada. Ambas 
as distribuições correspondem à malha mais discretizada, a malha do fantoma. (unidades: (Ωm)-1) 

 

Na atual subseção, não se emprega mais o erro normalizado “e” (vide eq.(4.2.24)). O 

motivo reside no fato de que as melhorias nas imagens estimadas, obtidas com os eletrodos 

otimizados, são suficientes para comprovar a superioridade desses eletrodos. Finalmente, 

apenas três medidas são consideradas para cada um dos seis padrões adjacentes de corrente 

utilizados (pelo mesmo motivo citado na subseção 4.1.4), o que significa que np=3 e ne=6. 

Ainda, o ruído considerado, Gaussiano e de média nula, teve o desvio padrão ligeiramente 

modificado para 5 10-5. Os demais dados são semelhantes aos do caso anterior (subseção 

anterior), como o valor das correntes elétricas, critério de convergência, etc.. 

Nas condições mencionadas, são obtidas as imagens mostradas na Figura 76. Nesta 

subseção, também são mostradas as melhores imagens para um conjunto de quatro imagens 

estimadas, conforme feito anteriormente. Novamente, a imagem para os eletrodos ótimos foi a 

mais robusta, apresentando variação de uma imagem para outra expressivamente menor que a 

variação apresentada pelas imagens obtidas com o arranjo de eletrodos convencionais. 

Pode-se notar que os eletrodos ótimos foram responsáveis pela obtenção de uma 

imagem cuja perturbação pôde ser detectada, mesmo utilizando-se um número reduzido de 

medidas. Ainda, valores de condutividades próximos aos do fantoma foram estimados. Porém, 

o mesmo não pode ser afirmado no caso dos eletrodos convencionais, os quais passaram de 

imagens extremamente suaves a ruidosas, para uma pequena mudança do valor do parâmetro 

de regularização (de 5 10-5 a 10-5).  
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                                    (a)                                                                (b) 

 

                                                                            (c) 

Figura 76 Imagens de condutividade obtidas com os eletrodos convencionais ((a) e (b)) e com os 
eletrodos otimizados ((c)). (a) λ=5 10-5; (b) λ=10-5; (c) λ=5 10-4. (unidades: (Ωm)-1) 

 

 

4.2.5 Conclusões 
 

 

Na atual seção 4.2, foi proposta uma metodologia para o projeto de eletrodos aplicado à 

TIE. Um problema extremamente mal-condicionado e também um problema apresentando um 

nível de ruído elevado (POLYDORIDES; MCCANN, 2002) são abordados considerando-se a 

metodologia, mostrando que os eletrodos otimizados obtiveram um desempenho superior. É 

também mostrado que a geometria, posição e material dos eletrodos podem ter impacto 

significativo na estimação de imagem. 

Como alternativas às funções objetivo utilizadas, pode-se propor minimizar a 

sensibilidade do sistema de TIE a erros de posicionamento dos eletrodos (GRAHAM; 

ADLER, 2007), ou a sensibilidade a erros nos valores de parâmetros de contato. Ainda, pode-

se propor a combinação entre funções, como a combinação linear entre Fmin e Fmax, com o 
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intuito de reduzir o mau-condicionamento do problema e, ao mesmo tempo, obter uma 

configuração de eletrodos com sensibilidade reduzida ao ruído. É possível, também, que mais 

valores singulares ótimos acima de um determinado valor sejam obtidos com a combinação 

mencionada do que com Fmax apenas, o que seria interessante em termos da resolução da 

imagem estimada, conforme comentam Polydorides e Mccann (2002) e Dehghani et al. 

(2005). Por fim, é importante continuar os estudos refinando-se a malha de MEF, utilizando-

se elementos 3D e empregando-se o novo modelo para a interface de contato entre os 

eletrodos e o corpo mencionado. Ainda, segundo sugerem resultados na literatura (GRAHAM 

e ADLER, 2007), deve-se considerar no projeto, imagens com mais detalhes que as utilizadas 

no atual trabalho, o que, provavelmente, irá gerar resultados ainda melhores (com relação aos 

eletrodos convencionais). 
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5 MÉTODO DE SUBESPAÇOS DE KRYLOV COM O 

CONCEITO DE RECICLAGEM 
 

 

5.1 Introdução 

 

 

Como mencionado, a TIE estima as distribuições de permissividades e condutividades 

num dado modelo de um corpo, as quais reproduzem as medidas na superfície de correntes e 

potenciais em eletrodos fixados ao corpo. As distribuições representam a solução de um 

problema inverso não-linear e mal-posto. Várias combinações de eletrodos de corrente podem 

ser escolhidas e, portanto, muitos valores de potenciais elétricos induzidos podem ser 

utilizados na estimação das distribuições, com o intuito e reduzir o espaço de soluções. 

Como também já citado, no caso da monitoração da ventilação pulmonar, o interesse 

principal do atual trabalho, a obtenção de valores de condutividade absolutos é relevante, uma 

vez que esses valores absolutos permitem distinguir algumas patologias pulmonares 

(AMATO, 2001). Imagens 3D também têm mostrado sua relevância na área médica, sendo 

justificada, experimentalmente, a sua utilização (HALTER; HARTOV; PAULSEN, 2007). 

Vários algoritmos têm sido propostos para resolver o problema inverso e não-linear, 

estimando os valores absolutos de condutividade (VAUHKONEN et al., 1999; MOLINARI et 

al., 2001; HEIKKINEN et al., 2002; VILHUNEN et al., 2002; VAUHKONEN et al., 2004; 

LIMA et al., 2007; MELLO et al., 2008). Eles são normalmente baseados em métodos 

iterativos como o Método de Gauss-Newton (VAUHKONEN et al., 1999; HEIKKINEN et 

al., 2002; VILHUNEN et al., 2002), como já discutido, o MOT (LIMA et al., 2007; MELLO 

et al., 2008), etc. Além disso, o MEF é freqüentemente empregado para modelar o corpo 

(VAUHKONEN et al., 1999; MOLINARI et al., 2001; HEIKKINEN et al., 2002; 

VILHUNEN et al., 2002; VAUHKONEN et al., 2004; LIMA et al., 2007; MELLO et al., 

2008), o que significa que sistemas lineares devem ser resolvidos. Uma vez que são 

consideradas várias combinações de eletrodos de corrente, os sistemas lineares têm diferentes 

vetores referentes ao “lado direito” da equação matricial, ou, simplesmente, diferentes “lados 

direitos”. Métodos iterativos são normalmente utilizados ao invés de métodos diretos devido à 

maior rapidez e à quantidade de memória necessária relativamente baixa, mesmo para vários 
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“lados direitos” (vide Van Der Vorst (2003)). Porém, métodos diretos também são reportados 

(VAN DEN DOEL; ASCHER, 2007). 

Uma das metas principais da TIE é alcançar resolução espacial alta a baixos tempos 

computacionais. Porém, quando se aumenta a resolução, o que é feito, dentre outras maneiras, 

refinando-se a malha de elementos finitos, o tempo computacional também aumenta, 

especialmente no caso de malhas 3D. Então, há uma relação de compromisso entre o tamanho 

dos elementos e o tempo gasto para se obter uma imagem de TIE, o qual pode, de fato, ser 

proibitivo num caso 3D prático (o compromisso vem sendo estudado na área de TIE, como 

em Goharian, Jegatheesan e Moran (2007)). Assim, algoritmos de TIE costumam apresentar 

resoluções relativamente baixas devido a malhas pouco refinadas, conforme mencionam 

Graham e Adler (2007), por exemplo (apesar disso, a resolução temporal pode ser bastante 

elevada, conforme ponderam Adler, Dai e Lionheart (2007)). 

A importância da resolução reside não somente na possibilidade de identificação de 

estruturas complexas, como estudado por Sabatier e Sebu (2007), mas também na modelagem 

numérica precisa em termos de discretização do modelo. Dehghani e Soleimani (2007) tratam 

dos erros de modelagem numérica relacionada à TIE 3D, mostrando que, embora os dados 

estimados na superfície do modelo possam apresentar erros dentro de um nível aceitável, o 

campo interno, o qual é utilizado na estimação da imagem (no cálculo do gradiente da função 

objetivo, no caso do MOT), pode conter erros devido à má discretização, o que resulta na 

obtenção de artefatos na imagem. 

Nota-se, dado o exposto acima, que existe a necessidade de redução do tempo 

computacional em TIE. Baseando-se nessa necessidade, emprega-se, neste trabalho, uma 

técnica nova (WANG; STURLER; PAULINO, 2007), baseada em métodos iterativos de 

solução de sistemas lineares, para reduzir tal tempo e, portanto, para estudar a questão da 

solução de compromisso mencionada. A técnica é denominada reciclagem e é aplicada para 

diminuir o tempo e número de iterações de cada solução de MEF, o “gargalo” da estimação 

das condutividades. O MOT é empregado para resolver o problema inverso, dadas as suas 

vantagens com relação aos métodos mencionados na literatura, conforme é citado no capítulo 

2. Porém, como será explicado, a técnica não pressupõe um método específico de estimação. 

Como nota, Van den Doel e Ascher (2007) discutem, em seu trabalho teórico, problemas de 

larga escala de estimação de parâmetros distribuídos, referentes a uma equação diferencial 

parcial elíptica, concluindo que os métodos iterativos são mais úteis na solução do problema 

inverso do que na solução do problema direto. Isso sugere a utilização da técnica da 
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reciclagem na solução dos sistemas lineares referentes à correção iterativa da imagem por 

métodos baseados no método de Newton-Raphson ou Gauss-Newton. A correção iterativa da 

imagem – mostrando os sistemas mencionados – é exemplificada na seção 4.2, na eq.(4.2.2). 

A reciclagem utiliza o fato de que as mudanças nas matrizes dos sistemas lineares 

durante o processo de otimização iterativo são pequenas, para acelerar a convergência da 

solução de cada sistema. Além disso, a técnica pode ser aplicada aos sistemas lineares 

utilizados no cálculo do gradiente da função objetivo durante uma iteração. 

Como explicitado, métodos iterativos simples ou métodos diretos são normalmente 

utilizados. Nessas condições, a reciclagem torna possível obter resoluções ainda não 

alcançadas no caso 3D, o que significa que o trabalho traz contribuições científicas 

importantes na área de TIE. 

Com o intuito de fundamentar a escolha de um método iterativo ao invés de um método 

direto, e de explicar o conceito de reciclagem, um conceito novo na literatura e tema central 

deste capítulo, será exposta a teoria relacionada à solução de sistemas lineares, partindo da 

explicação dos métodos de solução diretos e iterativos, como será visto na seção seguinte. É 

interessante citar a teoria de métodos iterativos para explicar a reciclagem, pois a reciclagem 

está embasada em tal teoria. 

 

 

5.2 Solução de Sistemas Lineares: Métodos Iterativos e Diretos 

 

 

Nesta seção, discute-se a solução de sistemas lineares através dos dois tipos de métodos 

existentes: os métodos diretos e os métodos iterativos, estes últimos equivalentes aos Métodos 

de Projeção citados em seguida, onde se enquadram os Métodos de Subespaços de Krylov. 

Procura-se mencionar os “prós” e “contras” dos dois tipos de métodos e, baseado nisso, 

procura-se justificar o uso de um método iterativo no presente trabalho. Deve-se ressaltar que 

os Métodos de Projeção não devem ser confundidos com a técnica de Projeção citada no 

APÊNDICE C, sendo tópicos diferentes (apesar de ambos estarem relacionados a projeções). 

Os motivos que levam a se optar por métodos iterativos são economia de espaço em 

computador e, em determinadas situações, tempo computacional. Por outro lado, métodos 

diretos, como eliminação de Gauss, levam à solução exata na ausência de erros de 
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arredondamento. Porém, mesmo com a presença desses erros, podem-se aplicar técnicas de 

pivotamento que reduzem a sensibilidade a tais erros. 

Em contrapartida, os métodos iterativos requerem conhecimento prévio do problema e 

dos próprios métodos iterativos disponíveis, os quais se aplicam a determinados tipos de 

problemas, como será explicado nas próximas seções. Os métodos diretos, por outro lado, 

apresentam a desvantagem de se tornarem relativamente custosos no tocante ao tempo e ao 

armazenamento computacionais, com o aumento do número de incógnitas. 

Levando-se todos estes argumentos em consideração e também os requisitos necessários 

para solução de problemas modernos de Engenharia, pode-se dizer que é mais indicado o uso 

de métodos iterativos. Para substanciar esta última afirmação no tocante ao número de 

cálculos realizado (e, conseqüentemente, no tocante ao tempo utilizado), será considerado o 

exemplo mencionado em Van der Vorst (2003). 

Em tal exemplo, considera-se um sistema esparso linear, n por n, relacionado à 

discretização, não necessariamente regular (ou seja, correspondendo a uma malha não 

necessariamente regular), de uma equação diferencial parcial de segunda ordem referente a 

um problema 3D. Como exemplo, pode-se citar um sistema proveniente da formulação de 

MEF. 

Considera-se também o método direto conhecido como eliminação de Gauss, que 

consiste de uma fase de fatoração da matriz do sistema linear, seguida de uma fase de solução 

dividida em dois passos. A fase de fatoração é utilizada para vários vetores de carregamento 

(ou, generalizando, “lados direitos”). Como o enfoque do atual trabalho está na solução de 

problemas com vários “lados direitos”, o custo computacional da fatoração não é levado em 

conta. 

Após a fase de fatoração, a solução do sistema propriamente dita é realizada. Tal 

solução corresponde a um número de operações de ponto flutuante, ou flops, que varia com 

(ou é proporcional a) n5/3. 

Para comparar com os métodos iterativos ou de Projeção, deve-se ser um pouco mais 

específico. Considera-se, para tanto, uma matriz simétrica e positiva-definida correspondente 

ao sistema linear em questão. Tal caso corresponde às matrizes de elementos finitos que 

definem a relação entre potenciais e correntes elétricas nesta tese. Pode-se mostrar que o 

número de flops é proporcional a n4/3, aproximando-se de n4/3 conforme cresce o n. 

Isso quer dizer que, para 106 incógnitas, são realizadas, aproximadamente, 1010 e 108 

flops para métodos diretos e iterativos, respectivamente. É interessante notar que, no caso de 
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problemas 2D, métodos diretos e iterativos apresentam números de flops semelhantes. Porém, 

ainda assim é mais vantajoso considerar métodos iterativos, uma vez que a memória utilizada 

costuma, tipicamente, ser menor por mais de uma ordem de magnitude, tanto em casos 2D 

quanto 3D. 

Mostra-se, assim, a importância da utilização dos métodos iterativos, ou de Projeção, e a 

vantagem com respeito aos diretos. Na seqüência, os métodos iterativos são detalhados. 

Antes disso, porém, é interessante citar as vantagens dos métodos iterativos 

mencionadas pelo próprio Gauss (provavelmente o primeiro a propor tais técnicas), 

especificamente falando do método de Gauss-Seidel, como curiosidade. Deve-se, 

inicialmente, notar que se está referindo à terceira década de 1800, aproximadamente, e que, 

dessa maneira, cálculos eram realizados no papel. A primeira vantagem mencionada é que é 

possível calcular aproximações com precisão arbitrária, o que significa que apenas algumas 

iterações podem ser utilizadas. Isso torna o método relativamente rápido. Ainda, o resíduo 

tem de ser calculado a cada iteração como parte do processo iterativo, dando ao usuário a 

oportunidade de observar a qualidade da aproximação. Finalmente, erros não intencionais 

obtidos numa iteração qualquer pelo usuário são corrigidos nas próximas iterações. 

 

 

5.3 Métodos de Projeção 

 

 

Métodos de Projeção, no caso especial do conjunto dos números reais, extraem 

aproximações num subespaço de Rn para a solução de sistemas lineares 

 

 BAX =          (5.3.1) 

 

com A uma matriz pertencente a Rn x n e X e B vetores de Rn. O nome projeção se dá pelo fato 

de que projeções ortogonais e oblíquas são realizadas pelos métodos, ou seja, eles podem ser 

interpretados em termos de projeções de vetores. Tal fato não será explorado no texto, mas 

pode ser visto, em detalhes, em Saad (2003), e a teoria específica sobre projeções pode ser 

vista em Giacaglia (1985). Tal interpretação auxilia na obtenção de resultados teóricos 

importantes a respeito dos métodos acerca da convergência, como pode ser visto também em 

Saad (2003). 
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A idéia principal dos Métodos de Projeção é a seguinte: para um subespaço X0+Θ onde 

se procura a solução, de dimensão m, m restrições representando condições de ortogonalidade 

são impostas para que se obtenha a aproximação para a solução, sendo X0 alguma sugestão 

inicial para ela. Mais especificamente, o resíduo de aproximação B-A X
~

, onde X
~

 é o vetor 

aproximação, é restringido para ser ortogonal à base de um outro subespaço Ξ de dimensão m, 

ou seja, a m vetores linearmente independentes (LI) ou, conforme a terminologia de Saad 

(2003), o vetor aproximação é restringido para ser ortogonal a Ξ. Tais condições de 

ortogonalidade são denominadas condições de Petrov-Galerkin (SAAD, 2003). 

Dado o parágrafo anterior, vê-se que se está interessado no seguinte problema: 

 

 Ξ⊥−Θ+∈ XABXX
~

quetal
~

Achar 0          (5.3.2) 

 

ou, para X
~

 dado (convenientemente) por X
~

=X0+∆∆∆∆ e R0 definido como B-AX0, no seguinte 

problema modificado: 

 

 ( ) Ξ∈∀=−Θ∈+= WWA∆R∆∆XX ,0,quetal,
~

Achar 00             (5.3.3) 

 

onde ( )ZY,  é o produto interno euclidiano entre os vetores Y e Z, como definido em Saad 

(2003), e R0 é denominado resíduo inicial. 

A maioria dos Métodos de Projeção utiliza uma sucessão das soluções acima para 

encontrar uma solução para o problema inicial, atualizando os subespaços Θ e Ξ e a sugestão 

inicial, dada então pela aproximação mais recente. Ocorre que, para dada matriz A e para 

dados subespaços Θ e Ξ, interessantes propriedades de convergência podem ser alcançados, 

o que justifica o exposto acima. 

Os Métodos de Projeção são divididos em Métodos de Projeção ortogonal e oblíqua. No 

primeiro caso, Θ é o mesmo que Ξ e no segundo, os subespaços são diferentes, podendo ou 

não apresentar relações entre si. A estrutura de tais Métodos de Projeção pode ser dada como 

se segue, o que irá facilitar o entendimento mostrado nas próximas seções. 

Dada uma matriz VS de vetores-coluna LI formando uma base para Θ, e uma matriz WS 

cujos vetores-coluna formam uma base para Ξ, pode-se, dado o exposto, escrever: 

 

 YVXX S0

~
+=          (5.3.4) 
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onde se utilizou que ∆∆∆∆ é igual a VSY, uma vez que pertence a Θ (assim, pode ser escrito como 

combinação linear dos vetores LI de sua base), e Y é o vetor incógnita de um passo do 

processo iterativo, ou de um passo de projeção. Considerando-se a condição de 

ortogonalidade, ou seja, a de que o resíduo deve ser ortogonal a qualquer vetor de Ξ, essa se 

traduz na seguinte equação 

 

 0
T
SS

T
S RWYAVW =          (5.3.5) 

 

onde também se utilizou que ∆∆∆∆ é igual a VSY. Assim: 

 

 ( ) 0
T

S

1

S
T

SS0

~
RWAVWVXX

−
+=          (5.3.6) 

 

ou seja, assume-se que S
T
S AVW , matriz m x m, é não-singular, o que pode não ser verdade 

mesmo quando A é não-singular (SAAD, 2003). 

A estrutura é, então, a seguinte: selecionar os subespaços Θ e Ξ, achar bases para os 

mesmos, calcular o resíduo, resolver o problema dado pela eq.(5.3.5) e, finalmente, atualizar a 

aproximação através da eq.(5.3.6), tudo isso para cada iteração.  

Ocorre que a solução do sistema linear na eq.(5.3.5) é relativamente simples. No caso 

do algoritmo de “Steepest Descent”, por exemplo, a matriz a ser invertida na eq.(5.3.5) tem 

dimensão unitária, ou seja, é um escalar. Já no caso dos Métodos de Subespaços de Krylov, a 

estrutura da matriz A dá origem a casos distintos, como visto em Saad (2003). Para matrizes 

simétricas, têm-se os algoritmos “Generalized Minimal Residual” (GMRES) ou o “Minimal 

Residual” (MINRES), em que o problema referente à eq.(5.3.5) é dado por um problema de 

minimização de norma euclidiana (como se define em Saad (2003)) e, geralmente, a solução é 

obtida através da técnica de rotações de Given (SAAD, 2003; WANG; STURLER; 

PAULINO, 2007). Ainda, no caso da matriz A ser simétrica e positiva-definida, pode-se 

utilizar o método de Gradientes Conjugados (“Conjugate Gradient”, (CG)) e, nesse caso, a 

solução do sistema na eq.(5.3.5) é realizada implicitamente. Em qualquer dos casos 

mencionados, a solução é dada por uma série de multiplicações matriciais e vetoriais, e por 

atualizações de valores vetoriais. 
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Em seguida, Métodos de Projeção Unidimensionais, os quais se enquadram nessa 

estrutura, são mostrados, incluindo suas peculiaridades e vantagens. Então, os Métodos de 

Subespaços de Krylov são discutidos na seqüência. Tais Métodos, como também os 

Unidimensionais, formam um sub-grupo dos Métodos de Projeção, como já mencionado. 

Portanto, também se enquadram na estrutura citada. 

 

 

5.3.1 Métodos de Projeção Unidimensionais 
 

 

Esses métodos são particularizações segundo as quais m=1, ou seja, os subespaços 

tratados anteriormente são de dimensão 1 em qualquer iteração para solução do sistema na 

eq.(5.3.1). Isto significa que S
T
S AVW  é escalar, o que torna a implementação do método, 

baseada na inversão desta quantidade, extremamente simples. 

Considerando-se ambos WS e VS iguais ao resíduo da iteração anterior, tem-se um 

Método de Projeção ortogonal para o caso em que m=1. Além disto, considerando-se uma 

matriz A simétrica e positiva-definida, pode-se provar que o algoritmo baseado em tal método 

converge para qualquer sugestão inicial. Tal algoritmo é chamado de algoritmo de “Steepest 

Descent”. Cada passo do processo iterativo minimiza a A-norma do erro da aproximação, 

conforme provado em Saad (2003), sendo a aproximação obtida no subespaço X0+Θ e a A-

norma (de um vetor Y qualquer) dada por: 

 

 ( )2

1

, YAYY A = . (5.3.7) 

 

Como a aproximação é da forma ( )( ) i

1

i
T

ii
T
ii1i RRARRRXX

−

+ +=  (vide eq.(5.3.6)), em que i 

indica a iteração, e Ri é o negativo do gradiente da função A-norma, o qual fornece 

(localmente) a direção de maior taxa de redução da função, justifica-se o nome do algoritmo. 

Ainda no caso de VS ser igual ao resíduo da iteração anterior e utilizando-se WS igual à 

matriz A (na eq.(5.3.1)) multiplicada pelo mesmo resíduo, mas relaxando-se a hipótese de 

simetria, ou seja, considerando a matriz A apenas positiva-definida, tem-se o método (da 

família dos Métodos de Projeção oblíqua) mais geral “Minimal Residual Iteration”. Prova-se a 

sua convergência em Saad (2003). 
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Finalmente, para matrizes não positivas-definidas e não-simétricas, ou seja, para 

solução de problemas ainda mais gerais, pode-se utilizar o método “Residual Norm Steepest 

Descent”, o qual converge no caso de A ser não-singular. Provas de convergência e detalhes 

sobre os métodos estão presentes em Saad (2003). 

Deve-se ressaltar que não há conhecimento, por parte do autor, de um resultado teórico 

que prove para qualquer caso, que um dos métodos citados acima é mais vantajoso do que o 

outro, no sentido de ser mais rápido. Assim, não se comenta se é mais vantajoso utilizar o 

método de “Steepest Descent” no caso de matrizes A positivas-definidas que o método 

“Minimal Residual Iteration”, por exemplo, apesar de ter sido provada a convergência de 

ambos os métodos para o caso da matriz mencionada. 

Sendo um pouco mais específico para o caso dos métodos “Steepest Descent” e 

“Minimal Residual Iteration”, o que é feito baseando-se na análise de ambos descrita em Saad 

(2003), nota-se que uma operação de multiplicação de matriz por vetor a mais é realizada no 

método “Minimal Residual Iteration”, por iteração. Porém, as fórmulas referentes à 

convergência dos métodos são dadas em termos do erro de aproximação no caso do “Steepest 

Descent”, e em termos do resíduo da iteração corrente no caso do “Minimal Residual 

Iteration”. As fórmulas são dadas por 

 

 "DescentSteepest"oparai*
minmax

minmax
1i* AA

XXXX −
θ+θ
θ−θ

=− +  (5.3.8) 

 

e 

 

 
( )

"IterationsidualReMinimal"opara21 2i

2

1

2
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R
























 χ

−=+ , (5.3.9) 

 

onde θmax e θmin são autovalores máximo e mínimo de A, respectivamente, X* é a solução 

correta do sistema e χmin é autovalor mínimo de (A+AT). Nessas condições, têm-se duas 

maneiras diferentes (referentes aos dois métodos) de se determinar o número aproximado de 

iterações necessário para se obter uma solução satisfatória e, conseqüentemente, o tempo 

utilizado (o número de operações por iteração, como sugerido, está disponível para 
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comparação). Assim, torna-se impossível comparar os métodos correspondentes de forma 

precisa, quanto ao tempo de computação. 

Portanto, com as fórmulas de convergência como dadas, as quais fornecem uma idéia do 

número de iterações empregado na obtenção da solução do problema, dispõe-se apenas de 

uma maneira um tanto quanto inconsistente de se comparar e selecionar o método iterativo 

mais adequado para um problema particular. Tal fato também ocorre no caso dos Métodos de 

Subespaços de Krylov. 

 

 

5.4 Métodos de Subespaços de Krylov 

 

 

Os Métodos de Projeção em Subespaços de Krylov ou, simplesmente, Métodos de 

Subespaços de Krylov, são Métodos de Projeção tanto ortogonais quanto oblíquos, em que Θ 

correspondente à i-ésima iteração, Θi, é dado por m=i vetores e é igual a Km 

 

 { }0
1m

0
2

00m ,...,,,spanK RARAARR −=          (5.4.1) 

 

o chamado subespaço de Krylov dado para A e R0, sendo o “span” dos vetores o subespaço 

dado por suas combinações lineares, com coeficientes reais neste caso específico. Como 

comentário, o “span”, ou, equivalentemente, “span” linear, é um conceito que pode ser 

aplicado, diretamente, a espaços vetoriais complexos, como visto em Saad (2003). 

O fato de se utilizar Km implica que o m-ésimo resultado da projeção, Xm, é dado pelo 

vetor sugestão inicial X0, adicionado a um vetor do tipo pm-1(A)R0, sendo pm-1 um polinômio 

de grau m-1. Assim, tem-se que 

 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )BApXAAp1AXApBApXXBA 1m01m01m1m0m
1

−−−−
− +−=−+=≈ .        (5.4.2) 

 

No caso em que X0=0, ( )BApBA 1m
1

−
− ≈  o que, na situação em que A é suficientemente 

bem-condicionada, significa que ( )ApA 1m
1

−
− ≈ . Por outro lado, partindo dessa última 

igualdade aproximada, e substituindo-a no primeiro termo do “lado direito” ( ( )( ) 01m XAAp1 −− ) 
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na eq.(5.4.2), obtém-se que ( )BApBA 1m
1

−
− ≈  para qualquer X0. O resultado contido nessa 

última frase indica que pm-1 é, de fato, uma aproximação para a inversa A-1. 

A escolha de Ξ, ou Lm como se faz no caso dos Métodos de Subespaços de Krylov 

(onde, novamente, m é o número de vetores que formam tal subespaço e também o número da 

iteração corrente), juntamente ao tipo de matriz A em questão, que pode levar a 

simplificações e a resultados teóricos interessantes sobre a aproximação (Xm) obtida, são os 

principais fatores que diferem os métodos e algoritmos. Porém, diferentes implementações 

também levam à algoritmos diferentes, apesar de alguns deles serem, até mesmo, 

matematicamente semelhantes (SAAD, 2003). Deve-se ressaltar, como mostrado por Saad 

(2003), que nem sempre a dimensão de Lm (ou Km) é igual a m. 

Como exemplo dos diferentes métodos e fatores que os diferem, há, para um mesmo Lm, 

o método GMRES e o método MINRES, este último um método menos custoso 

computacionalmente e utilizado no caso em que A é simétrica. Como outro exemplo, há o 

método “Full Orthogonalization Method” (FOM) e o “restarted FOM” (FOM(m)), uma versão 

do primeiro em que detalhes de implementação são alterados com o intuito de reduzir o custo 

computacional. 

Convém lembrar que Métodos de Subespaços de Krylov também se encaixam na 

estrutura para solução dos sistemas lineares citada anteriormente (vide seção 5.3), uma vez 

que são classificados como Métodos de Projeção. Assim, são escolhidas bases para Km e Lm 

(depois de selecionado o subespaço Lm) e calculado o termo ( ) 1

S
T
S

−
AVW , empregado no 

cálculo de Xm pela eq.(5.3.6) adaptada ao processo iterativo (isto é, empregando-se os índices 

m).  

Dessa maneira, as bases de Km e Lm devem ser tais que sua extensão ao longo do 

processo iterativo para abranger mais vetores deve (preferencialmente) ser simples. A 

necessidade da extensão da base ocorre porque o número de vetores que forma os espaços, 

diferentemente do caso dos Métodos de Projeção Unidimensionais, aumenta ao longo do 

processo. Isso implica, no caso do aumento simultâneo da dimensão do espaço (o que não 

precisa, como explicitado na atual seção, necessariamente acontecer), num aumento do 

número de vetores da base necessários. 

Os métodos e algoritmos correspondentes mais comuns da classe dos Métodos de 

Subespaços de Krylov serão descritos (em mais detalhes) em seguida. 
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5.4.1 Exemplos de Métodos de Subespaços de Krylov e suas 
Características Principais 

 

 

A diferenciação entre métodos segue a terminologia de Van der Vorst (2003), a não ser 

em casos especiais, devidamente indicados. 

No caso em que Lm=Km, tem-se, para uma matriz genérica, o método FOM citado 

anteriormente. Como variações desse, têm-se os métodos seguintes: 1) FOM(m), segundo o 

qual o algoritmo para obtenção de Xm é reiniciado após m iterações com X0=Xm; 2) 

“Incomplete orthogonalization Method” (IOM), para o qual a base de Km (e, 

conseqüentemente, de Lm) é obtida truncando-se a recorrência utilizada para sua obtenção; e 

3) “Direct IOM” (DIOM), em que fórmulas simplificadas são obtidas explorando-se 

estruturas especiais de matrizes que surgem do processo de obtenção da base no método IOM, 

segundo é visto, em detalhes, em Saad (2003). A idéia dos três últimos métodos é reduzir o 

custo e a memória computacional empregados pelo FOM. 

Se A é, também, simétrica, tem-se o algoritmo de Lanczos (segundo a terminologia de 

Van der Vorst (2003), esse é um caso especial em que um nome próprio denomina um 

método). O método correspondente é mais rápido e menos custoso computacionalmente que o 

FOM. Quando A é, também, positiva-definida, tem-se, pelo menos teoricamente, o algoritmo 

de CG. 

Saad (2003) mostra que, partindo-se de Lanczos, podem-se obter, ainda, outros 

algoritmos. Também mostra que o conceito de A-ortogonalidade (com vetores A-ortogonais 

ou conjugados) deve ser empregado para obtenção formal do CG. A afirmativa contida na 

última frase surge de resultados teóricos matemáticos, apresentados pelo mesmo autor de 

maneira formal através de uma proposição (SAAD, 2003). 

No caso em que Lm=AKm, obtêm-se os métodos de minimização da norma euclidiana 

do resíduo Rm, o que pode ser provado (prova-se que o fato de o resíduo ser ortogonal a AKm 

é equivalente a ser a norma euclidiana do mesmo mínima). Tais métodos derivam do método 

genérico (ou seja, para A genérica) GMRES. Da mesma forma que o FOM, têm variantes: o 

“restarted GMRES”, semelhante ao FOM(m) (semelhante, neste contexto, significa que as 

mesmas idéias de redução de custo são utilizadas nos dois métodos), o “quasi-GMRES” 

(QGMRES), semelhante ao IOM, e o “Direct QGMRES” (DQGMRES), semelhante ao 

DIOM. 
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Quando A é, também, simétrica, obtêm-se relações de recorrência que levam ao 

chamado método de MINRES. 

Finalizando, além dos mencionados, há ainda outros métodos e algoritmos que podem 

ser encontrados na literatura (vide Saad (2003) e Van der Vorst (2003), além de Mackey 

(2003)). Ainda, deve-se mencionar que o fato de A ser simétrica leva aos mesmos tipos de 

simplificações tanto para GMRES quanto para FOM e seus derivados, o que leva Saad (2003) 

a classificar o MINRES como uma subdivisão dos algoritmos de Lanczos. Tais simplificações 

permitem que se evite o armazenamento de toda a base de Km e ainda permitem realizar 

menos cálculos para a obtenção da aproximação Xm. Isso leva, por sua vez, a algoritmos 

utilizando menos memória e mais rápidos, conforme já comentado. 

 

 

5.4.2 Obtenção da Base de Km 
 

 

Como mencionado na seção 5.4, necessita-se de uma base de Km que possa facilmente 

ser estendida ao longo do processo iterativo, ou seja, com o aumento de m. 

Conforme ponderou Van der Vorst (2003), a base dada pelos vetores 

0
1m

0
2

00 ...,,,, RARAARR − , que formam uma base de simples extensão de fato, não é atrativa 

do ponto de vista numérico. Isso acontece, pois o ângulo entre os vetores diminui com o 

aumento de m, o que os torna linearmente dependentes (LD) para algum m, em aritmética de 

precisão finita. 

Além disso, ortogonalizar a base mencionada, obtendo-se a base do subespaço de 

Krylov buscada, também não é um procedimento atrativo do ponto de vista numérico. Isso 

acontece porque, como mencionado no parágrafo anterior, o conjunto de vetores original da 

base torna-se mal-condicionado com o aumento de m e os vetores correspondentes tendem a 

se tornar LD no caso de aritmética de precisão finita. Assim a ortogonalização completa, a 

qual requer vetores LI, não pode ser realizada. 

A solução é a obtenção da base através do processo ou método de Arnoldi, o qual é 

amplamente utilizado na área de Métodos de Subespaços de Krylov e gera uma base 

ortonormal para o subespaço de Krylov através, freqüentemente, do procedimento conhecido 

como procedimento de Gram-Schimidt modificado (MGS) (SAAD, 2003; VAN DER 

VORST, 2003). Porém, pode-se utilizar também o procedimento de reflexões de Householder 
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ao invés do MGS, uma implementação mais confiável no sentido de fornecer maior precisão 

(VAN DER VOST, 2003).  O procedimento de reflexões de Householder não será discutido 

no presente texto. 

Deve-se mencionar que tais procedimentos sempre podem parar antes da obtenção de 

todos os vetores da base. O algoritmo baseado no MGS é visto abaixo: 

 

Algoritmo baseado no método de Arnoldi com MGS, particularizado para a matriz A 

i. Escolher vetor VS1 da base, com norma igual a 1 

ii. Para j=1, 2, ..., m, fazer 

iii.       Calcular WSj:=AVSj; 

iv.       Para i=1, ..., j, fazer 

v.             hij=(WSj, VSi); 

vi.             WSj:= WSj-hijVSi; 

vii.       fim 

viii.       hj+1,j=||WSj||2. Se hj+1,j=0, parar 

ix.       VS(j+1)=WSj/hj+1,j; 

x. fim 

 

onde VSj é o j-ésimo vetor da base, ortogonal aos anteriores, e m é a dimensão do subespaço 

referente à base. Ajustando-se VS1, pode-se provar que uma base para o subespaço de Krylov 

de A e R0 é obtida. 

O que se faz na prática, é adaptar tal algoritmo à estrutura para solução dos sistemas 

lineares citada anteriormente (vide seção 5.3), sendo a matriz VS, mostrada na seção 5.3 (vide, 

por exemplo, a eq.(5.3.4)), a matriz contendo os VSj como colunas, e sendo a aproximação 

para a solução Xm calculada a cada nova obtenção de um novo VSj. Maiores detalhes sobre tal 

procedimento são vistos, em detalhes, em Saad (2003). 

 

 

5.5 Reciclagem dos Subespaços de Krylov 

 

O conceito de reciclagem de subespaços, mencionado na literatura relacionada a 

métodos modernos de solução de sistemas lineares, pode ser visto em diversos artigos, como 

em Kilmer e Sturler (2006), Parks et al. (2006) e Wang, Sturler e Paulino (2007). 
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A idéia por trás dos métodos que utilizam a reciclagem de Subespaços de Krylov, ou 

apenas métodos de reciclagem neste texto, é utilizar informações obtidas durante a solução de 

um sistema na solução do seguinte, com o intuito de se abreviar a convergência. Segundo 

Parks et al. (2006), a reciclagem compreende a seleção judiciosa e uso de um subespaço do 

subespaço de Krylov gerado na solução de um sistema, para reduzir o número de iterações na 

solução do próximo sistema. Dado o próprio nome da técnica, nota-se que a reciclagem pode 

ser aplicada a qualquer método de solução de sistemas lineares baseado em subespaços de 

Krylov. 

O parágrafo anterior sugere que a reciclagem é utilizada quando se pretende resolver 

uma seqüência de sistemas lineares, ou seja, quando os mesmos não estão disponíveis 

simultaneamente (PARKS et al., 2006). Também sugere que os sistemas devam mudar pouco 

(ou lentamente) de um para o outro, o que é mencionado por Wang, Sturler e Paulino (2007) e 

Parks et al. (2006), sendo que a extensão da mudança determina o quão efetiva pode ser a 

técnica de reciclagem. 

Tais situações surgem, por exemplo, no caso em que: 1) o “lado direito” muda com o 

tempo, como na modelagem dos fenômenos não-lineares e dinâmicos de fadiga e fratura, por 

exemplo, ou 2) em problemas de otimização. Cada passo de carregamento no problema 

dinâmico corresponde a uma matriz e um vetor de carregamento que dependem da solução do 

passo anterior (BATHE, 1996), o que significa que ambos são alterados e que apenas um 

sistema esta disponível por passo (PARKS et al., 2006). Problemas estáticos não-lineares, 

casos particulares do caso dinâmico citado, também se enquadram nos requisitos 

mencionados no parágrafo anterior. 

Com relação à otimização da qual trata, especificamente, esta tese, alguns sistemas a 

serem resolvidos estão, ao contrário do que foi especificado, disponíveis simultaneamente 

para uma mesma distribuição de variáveis de otimização (ou seja, numa mesma iteração da 

otimização). Isso ocorre porque há diversos padrões de corrente reais e diversos padrões de 

corrente fictícios utilizados na obtenção do gradiente da função objetivo (ou seja, há diversos 

“lados direitos”), como pode ser visto na eq.(4.1.14), onde ne é o número de padrões de 

corrente reais, KTj equivale a A no atual capítulo, o vetor TjI  ( TjTjVΚ= ) corresponde ao j-

ésimo padrão real de corrente e o vetor ( )j0TjPej
T
Pej VVAA −  corresponde ao j-ésimo padrão 

fictício de corrente. 

Essa disponibilidade simultânea de sistemas suscita o uso de técnicas de paralelização 

(MOLINARI et al., 2001) ou dos chamados “Block Krylov Methods”, tratados em Saad 
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(2003) e citados e utilizados em Kilmer e Sturler (2006), os quais têm grande importância, na 

prática, na solução de sistemas com múltiplos “lados direitos”. O mesmo ocorre na literatura 

na solução de problemas de otimização relacionados à área de mecanismos flexíveis (SILVA; 

NISHIWAKI; KIKUCHI, 2000; YIN; ANANTHASURESH, 2001; LIMA, 2002). 

Porém, a cada sistema disponível simultaneamente ( ( )j0TjPej
T
Pej

1
Tj VVAAK −−  na 

eq.(4.1.14), por exemplo) pode ser aplicada a reciclagem. Isso ocorre porque cada sistema 

preenche, isoladamente, os requisitos que sugerem o uso dessa técnica, ou seja, os sistemas 

não estão disponíveis simultaneamente e as matrizes e os “lados direitos” mudam pouco de 

um sistema a outro. Essas mudanças citadas ocorrem devido à dependência das matrizes KTj 

na distribuição de propriedades. 

As informações obtidas durante a solução do sistema anterior e utilizadas no atual, as 

quais são empregadas através de técnicas de reciclagem, como explicitado, podem ser 

diversas e utilizadas de diversas maneiras diferentes (KILMER; STURLER, 2006; PARKS et 

al., 2006; WANG; STURLER; PAULINO, 2007). No trabalho de Parks et al. (2006), por 

exemplo, recicla-se o subespaço o qual é mantido com o intuito de se minimizar a perda de 

ortogonalidade com respeito ao subespaço descartado. Desta maneira e lembrando que existe 

uma enorme quantidade de Métodos de Subespaços de Krylov, pode-se perceber que há 

vários métodos de solução de sistemas baseados em reciclagem. Um desses é citado em 

detalhes como exemplo, na seqüência. Além disso, tal método baseado em reciclagem foi 

utilizado em estudos realizados e relatados no atual texto. 

 

 

5.5.1 Método de RMINRES 
 

 

No trabalho de Wang, Sturler e Paulino (2007), é utilizado o algoritmo de MINRES e 

são reciclados os vetores harmônicos de Ritz da matriz A (MACKEY, 2003), dispostos na 

matriz URj, sendo tais vetores aproximações para os autovetores de A referentes a autovalores 

baixos. Têm-se, da união entre o MINRES e a reciclagem, o algoritmo de RMINRES 

(“recycling MINRES”). 

Os vetores harmônicos de Ritz são obtidos com respeito ao subespaço dado pela 

combinação linear dos vetores de Lanczos e dos vetores harmônicos de Ritz da mesma matriz 

e determinados da mesma maneira que URj, ambos os conjuntos de vetores calculados no ciclo 
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anterior. Como nota, os vetores de Lanczos são os vetores ortogonais que formam a base do 

Subespaço de Krylov no caso especial em que A é simétrica, e um ciclo é formado por várias 

iterações (vide seção anterior para a discussão sobre vetores ortogonais e base do Subespaço 

de Krylov). Tal divisão do processo iterativo em ciclos é empregada para poupar memória, 

uma vez que, por convenção, todos os vetores de Lanczos de um ciclo são mantidos para a 

determinação de URj. 

Os vetores de Ritz aproximam um subespaço invariante (WANG; STURLER; 

PAULINO, 2007), sendo utilizados no próximo sistema linear (não é necessário reutilizar o 

subespaço reciclado entre ciclos, como é mencionado em Wang, Sturler e Paulino (2007), 

sendo tal subespaço apenas atualizado). 

Então, na incorporação do subespaço reciclado para solução do próximo sistema, 

adapta-se o processo de Arnoldi (vide seção anterior) para que cada novo vetor do subespaço 

a que pertence a aproximação atual da solução do problema (5.3.1), Xm, seja ortogonal ao 

subespaço dado pela combinação linear de vetores função dos vetores de Ritz obtidos (ou 

ortogonal à imagem do subespaço reciclado). Além disso, cada nova aproximação pertence ao 

subespaço dado pelo subespaço reciclado e pelos vetores obtidos pelo processo de Arnoldi. 

De fato, o método de Wang, Sturler e Paulino (2007) citado, como também os demais 

métodos de reciclagem, enquadram-se na estrutura referente aos Métodos de Projeção citada 

na seção 5.3. A solução do sistema na eq.(5.3.5), por exemplo, é obtida através da técnica de 

rotações de Given (SAAD, 2003; WANG; STURLER; PAULINO, 2007). 

Como comentário, ressalta-se que, uma vez que a solução de um sistema linear qualquer 

pode ser escrita como combinação linear dos autovetores da matriz correspondente, as 

aproximações de autovetores são boas opções para construir um subespaço de onde obter 

soluções. Além disso, o mesmo comentário pode ser feito no caso de sistemas com diversos 

“lados direitos” e somente uma matriz. Assim, a reciclagem como realizada no trabalho de 

Wang, Sturler e Paulino (2007) em especial, também é indicada para problemas em que os 

“lados direitos” mudam, significativamente, de um sistema a outro, mas não influem na 

matriz dos sistemas lineares. Tal característica é explorada no atual trabalho. Porém, é 

importante perceber que a paralelização ou os “Block Krylov Methods” seriam mais 

indicados no caso de múltiplos “lados direitos” (principalmente a técnica de paralelização). 

Deve-se ressaltar, finalmente, que os métodos baseados em reciclagem são métodos 

extremamente novos. Assim, não há até o momento, discussões teóricas mais elaboradas que 

sejam do conhecimento do autor deste texto, sobre a convergência dos algoritmos 
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correspondentes à técnica (há discussões em apenas alguns casos). Essa questão é admitida 

por Parks et al. (2006) em seu artigo, em que discute, de maneira interessante (mas não 

completa), a convergência do método “Generalized Conjugate Residual with inner 

Orthogonalization and Deflated Restarting”. 

 

 

5.6 Exemplos da Técnica de Reciclagem Aplicada à TIE 

 

 

Na presente seção, utiliza-se a abordagem determinística mencionada no capítulo 2 para 

obtenção de imagens de TIE, considerando-se a técnica de reciclagem. Detalhes sobre tal caso 

são dados no que se segue, em que um fantoma simplificado é descrito. É importante ressaltar 

que não há perda de generalidade na aplicação da técnica de reciclagem apenas ao caso 

determinístico, uma vez que o MOTC aplicado à TIE também está associado à solução de 

sistemas lineares em série com pequena variação de um sistema para outro. Assim e segundo 

visto na subseção 5.5.1, também é sugerida a utilização da técnica, a qual irá reduzir os 

tempos de processamento. 

 

 

5.6.1 Implementação 
 

 

O trabalho é realizado a partir do algoritmo de solução de equações matriciais lineares, 

implementado e (gentilmente) cedido pelo doutor Shun Wang e pelos professores Gláucio H. 

Paulino, da “University of Illinois at Urbana-Champaign” (IL, EUA), e Eric de Sturler, da 

“Virginia Tech” (VA, EUA). Tal algoritmo é escrito em linguagem C++ e baseado em 

programação orientada a objeto, o que facilita sua integração a outros programas e sua 

extensão, mantendo alta eficiência. Ainda, utiliza como base a ferramenta de livre acesso 

denominada PETSc (“Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation”), que 

compreende uma série de estruturas de dados e rotinas em C/C++ para solução de equações 

diferenciais parciais, englobando solucionadores de sistemas lineares e pré-condicionadores. 

Tal ferramenta, por sua vez, utiliza-se dos pacotes LAPACK e BLAS, que fornecem uma 

série de rotinas de solução de sistemas lineares e de operações matriciais, por exemplo. 
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Como geralmente se faz no caso dos pacotes dedicados à solução de sistemas lineares 

ou problemas de otimização, por exemplo, tanto o código cedido e o PETSc devem ser 

compilados para que, então, chamadas à suas funções possam ser realizadas dentro de um 

programa qualquer. Não serão dados detalhes do procedimento utilizado na compilação, 

desnecessários ao entendimento do atual texto. 

É importante mencionar que o pacote promove o armazenamento da matriz A de forma 

indexada, descartando o armazenamento dos zeros, e realiza alocação dinâmica (como 

padrão), o que pode tornar a montagem de uma matriz de grande porte extremamente lenta em 

relação ao tempo de solução do sistema para o caso em estudo, conforme se verificou. Porém, 

também permite que se faça a alocação estática, o que é útil quando se sabe, de antemão, o 

número aproximado de coeficientes não-nulos da matriz (algo plausível e realizado no 

presente estudo). Com a flexibilidade de escolha do tipo de alocação, pode-se considerar um 

compromisso satisfatório entre o tempo e o espaço de memória necessários. Neste trabalho, 

100 posições na matriz foram pré-alocadas para cada linha da matriz A, a qual corresponde a, 

aproximadamente, 53000 incógnitas. 

Ainda, é utilizado o pré-condicionador baseado na Fatorização Incompleta de Cholesky, 

implementado no pacote PETSc. Esse é o único pré-condicionador, dada a implementação do 

doutor Shun Wang (até o presente momento), que pode ser utilizado juntamente ao 

solucionador empregado e aliado à técnica de reciclagem. Além disso, o sistema linear não é 

escalado, uma vez que a gama de valores de condutividade consideradas no problema de teste 

do atual trabalho é expressivamente menor que a gama considerada em Wang, Sturler e 

Paulino (2007). 

Três PCs foram empregados nos testes vistos em seguida, para tornar mais eficiente a 

geração das repostas. A técnica de paralelização (MOLINARI et al., 2001), no entanto, não 

foi empregada. Foram eles o PC1, com processador Intel® CoreTM 2 Quad Q6700 2.66GHz e 

aproximadamente 8GB de RAM, o PC2, um Intel® CoreTM 2 Quad Q6600 2.4GHz e 

aproximadamente 4GB de RAM, e o PC3, um Dell Dimension DIM4700 com processador 

Intel® Pentium® 4 3.4GHz e aproximadamente 1GB de RAM. Utilizou-se o sistema 

operacional Linux, mais especificamente o MANDRIVA no caso do PC1 e do PC3, e o 

Ubuntu, no caso do PC2. A utilização de cada um deles será reportada. 
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5.6.2 Resultados Numéricos 
 

 

Baseando-se no trabalho de Wang, Sturler e Paulino (2007), demonstra-se o 

desempenho do algoritmo de RMINRES mencionado anteriormente. Um problema 3D de TIE 

de grande porte é considerado e a análise referente à seleção de parâmetros do solucionador, 

bem como a importância da aplicação do método da continuação na tolerância (WANG; 

STURLER; PAULINO, 2007), explicada em seguida, são mostradas. 

A Figura 77 mostra a malha do fantoma utilizado e a distribuição de resistividades 

correspondente. Pode-se notar que uma distribuição típica de testes em TIE é considerada. 

Considera-se a aplicação de corrente diretamente aos nós superficiais da malha, mais 

especificamente em 32 nós igualmente espaçados (aproximadamente) ao redor do domínio, 

sendo que cada eletrodo é representado por um nó. Portanto, não se emprega modelo de 

eletrodo ou modelo de interface de contato, e não se utiliza o Método da Alternância (vide 

capítulo 2). Aplica-se uma configuração diferencial de corrente entre dois eletrodos vizinhos 

(uma corrente positiva a um deles e o negativo do mesmo valor ao vizinho), o que permite 

considerar 32 padrões de corrente, sendo imposto potencial (nulo) a apenas um nó no interior 

da malha de MEF. Dada a frase anterior, nota-se que as correntes estão em oposição de fase, 

sendo seu valor 1mA absoluto. 

São medidos 32 potenciais elétricos por padrão de corrente, sendo as 1024 medidas 

resultantes empregadas no processo de obtenção da imagem. Finalmente, como outra 

simplificação, o mesmo modelo é utilizado tanto na geração dos dados quanto na obtenção da 

imagem. Tais simplificações citadas não invalidam os resultados, mas apenas acarretam em 

alterações pouco significativas no desempenho do solucionador RMINRES em casos de 

modelos mais precisos, como mostram resultados recentemente obtidos pelo aluno e 

submetidos para publicação no periódico internacional CMAME. Isso acontece porque a 

eficácia do solucionador depende, sobretudo, da qualidade da aproximação do subespaço 

reciclado, o que depende, por sua vez, de quanto (e como) muda a matriz de condutividade de 

uma iteração de MOT para a outra. 

Nenhum tipo de filtro ou restrição é utilizado, a não ser as restrições laterais, de valores 

correspondentes aos extremos encontrados no fantoma, da mesma maneira que na maioria dos 

resultados do capítulo 2. É considerada a continuação na penalização, feita de 1 a 2 numa 

única etapa. Como no capítulo 2, utiliza-se a PLS para solução do problema não-linear de 

otimização de TIE. Como critério de convergência, utiliza-se o número máximo de iterações 
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de 100 para cada valor de p (vide eq.(2.3.1)), num total de 200 iterações ao todo. Os valores 

finais da função objetivo e da sua variação são citados nos testes quando necessário. Para cada 

padrão de corrente e também entre iterações de estimação da imagem, utiliza-se o resultado 

do sistema linear resolvido anteriormente na solução do próximo sistema, o que reduz o erro 

inicial e, portanto, aumenta a velocidade de convergência da solução de tais sistemas. Os 

valores iniciais de variáveis de otimização (iguais a 1) correspondem a uma distribuição 

uniforme de resistividade igual a 4Ωm. Todos os testes são realizados segundo a discretização 

mostrada na Figura 77, na qual se comenta o tamanho da malha utilizada. 

Comenta-se, finalmente, que como o número de iterações do processo iterativo para 

estimação da imagem é 200, e são resolvidos 64 sistemas lineares para cada iteração (os quais 

diferem apenas pelos “lados direitos”), sendo 32 para os padrões de corrente reais e 32 para os 

padrões de corrente fictícios, são resolvidos, ao todo, 12800 sistemas. Ainda, obtém-se a 

solução referente a um dos padrões de corrente reais seguida da solução referente ao padrão 

de corrente fictício associado a tal padrão de corrente real, nessa ordem, o que é realizado 

para os 32 padrões (vide seção 5.5 para definição dos padrões de corrente reais e fictícios). 

Considerando-se o algoritmo de RMINRES, isso significa que os subespaços reciclados vão 

sendo utilizados em cada solução, conforme mencionado na seção 5.5. 

Variam-se nos testes, dentre outros, a dimensão do subespaço reciclado de um sistema 

para o outro (DSR) e a máxima dimensão do subespaço de Krylov (ou máximo número de 

vetores de Lanczos) mantido para, periodicamente, atualizar o subespaço aproximadamente 

invariante que será reciclado (DSK) (WANG; STURLER; PAULINO, 2007). O algoritmo 

correspondente a tais parâmetros é dado por RMINRES(DSK,DSR), como em Wang, Sturler 

e Paulino (2007). 

A Figura 78 mostra uma imagem típica estimada para os casos estudados, sendo as 

particularidades encontradas, referentes aos testes de estudo, vistas em seguida. 
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Figura 77 Fantoma numérico considerado. Condutividades dadas pela eq.(2.3.1). Malha com 53692 

nós e 267051 elementos tetraédricos. 

 

 
Figura 78 Distribuição final (ótima) típica de resistividades. 

 

Em primeiro lugar nos testes, estuda-se a influência do método da continuação realizado 

na tolerância relativa do algoritmo RMINRES(100,10) no desempenho do mesmo, a qual é 

responsável por acusar a convergência. Assume-se a convergência se: 
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22m rtol BR < ,         (5.6.1) 

 

onde rtol é a tolerância relativa, Rm é a resíduo da m-ésima iteração e B é o “lado direito” da 

equação. A finalidade do método da continuação é reduzir o número de iterações na solução 

dos sistemas lineares no início do processo iterativo. Isso pode ser realizado porque, para p=1, 

o resultado da otimização não é definitivo, o que implica que soluções aproximadas dos 

sistemas lineares podem ser aceitas. O PC3 é utilizado neste teste. O resultado de tal 

abordagem é mostrado na Figura 79, onde são plotados números de iterações para o primeiro 

padrão de corrente real versus iteração corrente do processo iterativo de estimação da 

imagem. O salto no número de iterações corresponde à mudança de p e da tolerância, as quais 

ocorrem ao mesmo tempo de 1 para 2 e 10-9 a 10-10 no caso da “continuação 1” mostrada na 

Figura 79, e de 10-8 a 10-10 no caso da “continuação 2” (10-10 é a mesma tolerância utilizada 

nos cálculos de potenciais do fantoma). 

Valores finais de função objetivo próximos, como nos demais resultados desta seção, 

foram verificados (2.124x10-7, 2.463x10-7 e 3.091x10-7 para “continuação 2”, “continuação 1” 

e para o caso sem continuação, respectivamente). Além disso, nota-se um significativo 

aumento do número de iterações após a mudança de p (mais ou menos, à partir da iteração 

120), o que é atribuído ao efeito da técnica de reciclagem em conjunto com o aumento médio 

da variação das variáveis de otimização entre iterações de estimação da imagem. O aumento 

do valor máximo da variação para o caso sem continuação – linha contínua na figura – 

quando o valor 2 é atribuído a p, por exemplo, chega a ser de mais de duas vezes os valores 

observados no início da continuação. Isso faz com que o subespaço reciclado represente uma 

aproximação relativamente mais pobre. O mesmo efeito é visualizado nas demais respostas. 
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Figura 79 Número de iterações do RMINRES(100,10) (nr) por iteração de estimação da 
imagem (ni), para o método da continuação. A “continuação 1” corresponde a uma mudança 

de 10-9 para 10-10 em rtol e a “continuação 2” a uma mudança de 10-8 para 10-10. 

 

Então, nos próximos testes, divididos em dois conjuntos distintos, variam-se DSR e 

DSK. A continuação, tanto em p quanto na tolerância relativa, é novamente utilizada. 

No primeiro teste, utiliza-se o PC2, fixa-se DSR=10 e varia-se DSK. Os resultados de 

iterações do RMINRES para o primeiro padrão real de corrente aplicado, bem como os 

tempos empregados, são mostrados na Figura 80. Nota-se redução significativa do número de 

iterações utilizadas pelo solucionador ao longo do processo iterativo, com relação ao número 

inicial de iterações, sendo a redução maior ao final do processo, quando a distribuição de 

propriedades se modifica menos de uma iteração da estimação da imagem para outra. Nota-se, 

também, que o aumento de DSK considerado não foi suficiente para diminuir, de forma 

significativa, o número de iterações do solucionador (atribui-se em Wang, Sturler e Paulino 

(2007) a diminuição do número de iterações à obtenção de uma aproximação mais precisa ao 

subespaço invariante). Porém, os tempos de obtenção de cada resposta para os diferentes 

parâmetros DSK foram diferentes, mostrando um valor ótimo para DSK=100, apesar do 

aumento (com relação a DSK=50) do número de operações causado pelo aumento do 

subespaço de Krylov mantido. De fato, valores maiores de DSK acarretam em aumentos 
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modestos do número de multiplicações matriciais e do tempo de processamento do 

solucionador de autovetores empregado, os quais são limitados (os aumentos), porém, pelo 

número de iterações para cada solução de MEF, conforme comentam Wang, Sturler e Paulino 

(2007). 

Então, fixa-se DSK=100, variando-se DSR. O PC1 é utilizado, nesse caso. Nota-se, na 

Figura 81, a qual se refere ao primeiro padrão fictício de corrente aplicado, reduções 

significativas nos tempo e, sobretudo, no número de iterações do solucionador com relação 

aos valores das iterações iniciais de estimação da imagem e ao MINRES. Percebe-se, 

também, que o número de iterações inicial do RMINRES é significativamente menor que na 

situação da Figura 79 referente aos testes anteriores, para todos os valores de DSR. Isso se 

deve ao fato de que a solução do sistema linear, considerando-se o primeiro padrão fictício de 

corrente, é realizada após a solução do sistema com o primeiro padrão de corrente real 

(conforme já citado), quando um subespaço reciclado já está disponível. Deve-se comentar 

que o aumento de DSR de 0 (MINRES) para 20, foi efetivo na redução do número de 

iterações do solucionador e, de 0 para 10, na redução do tempo por solução. Porém, para 

DSR=20, os tempos do MINRES e RMINRES(100,20) tornam-se comparáveis. Isso sugere a 

existência de DSR ótimo. Por fim, pode-se mencionar que tanto no artigo de Wang, Sturler e 

Paulino (2007) quanto nos testes realizados no atual trabalho, observa-se que o algoritmo é 

mais sensível no tocante á redução do número de iterações que do tempo, o que pode ser visto 

na Figura 81 (comparam-se, no artigo, os resultados com DSR=5, 10 e 20, e DSK=100 para, 

aproximadamente, 105 incógnitas). 
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Figura 80 (a) Número de iterações (nr) do RMINRES por iteração de estimação da imagem (ni). (b) 
Tempo do RMINRES por iteração de estimação da imagem (ni). O parâmetro DSR utilizado pelo 

RMINRES é igual a 10. Varia-se DSK. 
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Figura 81 (a) Número de iterações (nr) do RMINRES por iteração de estimação da imagem (ni). (b) 
Tempo do RMINRES por iteração de estimação da imagem (ni). O parâmetro DSK utilizado pelo 

RMINRES é igual a 100. Varia-se DSR. 

 

Finalmente, comparam-se os algoritmos RMINRES(100,10) e CG no PC1, esse último 

(CG) utilizado no caso da TIE uma vez que as matrizes de MEF são simétricas e positivas-
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definidas, para o que se prova a convergência e se obtém um método extremamente eficiente 

(vide subseção 5.4.1, em que mais detalhes sobre o algoritmo de CG são descritos, e Saad 

(2003), para mais detalhes). Ambos os algoritmos utilizam o mesmo pré-condicionador 

(baseado, novamente, na Fatorização Incompleta de Cholesky) e, para cada padrão de corrente 

e também entre iterações de estimação da imagem, utiliza-se o resultado do sistema linear 

resolvido anteriormente na solução do próximo sistema. Comparam-se, especificamente, os 

tempos necessários para que a variação máxima das variáveis de otimização seja menor que 

2.10-2, com p igual a 2, o que ocorreu com uma iteração de estimação de diferença. Os 

resultados obtidos, que correspondem a, aproximadamente, 13 horas e 20 minutos para o CG 

e 11 horas e meia para o RMINRES, sugerem que a extensão do conceito de reciclagem para 

o algoritmo de CG pode vir a tornar a obtenção da imagem ainda mais rápida do que nos 

testes aqui relatados. Deve-se mencionar que o CG realizou, em média, 205 iterações para o 

caso do primeiro padrão de corrente real considerado, com desvio padrão aproximado de 7 

iterações. Além disso, cada conjunto de, aproximadamente, 200 iterações foi obtido em 3,4 

segundos, em média. 

Como nota final, menciona-se que, em nenhum dos casos descritos, a memória RAM 

total utilizada ultrapassou 1GB. Ainda, cita-se que resultados semelhantes foram 

recentemente submetidos para publicação, baseando-se no atual estudo. Nesses, melhorias no 

solucionador foram propostas, o que resultou num desempenho superior ao do algoritmo de 

CG. 

 

 

5.7 Conclusão e Observações 

 

 

Investigaram-se, no atual capítulo, as vantagens da utilização do RMINRES no contexto 

da TIE. 

Conforme foi mostrado, a técnica de reciclagem, através da implementação do 

RMINRES, foi efetiva na redução de tempos de processamento e do número de iterações 

referentes à solução dos sistemas lineares propostos. Essa efetividade foi verificada nos testes 

relacionados à variação dos parâmetros DSK e DSR. Ainda, o RMINRES mostrou-se mais 

eficaz até mesmo que o algoritmo de CG. 
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Menciona-se a relevância de se aliar a reciclagem ao conceito de “Block Krylov 

Methods”, utilizado na solução de sistemas com vários “lados direitos”, como explicitado 

anteriormente. Além disso, deve-se citar a importância da paralelização (MOLINARI et al., 

2001) do código de otimização, no tocante à solução de sistemas lineares com vários “lados 

direitos”. Tal abordagem pode ser aplicada em conjunto com a reciclagem e, provavelmente, 

com os “Block Krylov Methods”, o que representaria reduções ainda mais significativas no 

tempo de processamento total para obtenção da imagem de TIE. A paralelização é um assunto 

específico e de teoria extensa. Ao mesmo tempo, o resultado da aplicação de tal técnica na 

obtenção de imagens pelo MOT pode ser estimado. Acredita-se que a redução de tempo no 

emprego da técnica será, por iteração de PLS, aproximadamente igual ao tempo de solução de 

todos os sistemas em série menos o tempo de solução do sistema mais lento entre todos os 

sistemas da série (admitindo-se que o número de sistemas resolvidos não influa no tempo de 

solução dos sistemas em paralelo), acrescido – o tempo de solução do sistema mais lento – do 

tempo de transferência de dados entre o programa principal e os programas secundários, os 

quais resolvem cada sistema (acredita-se que o tempo de transferência de dados entre o 

programa principal e os programas secundários seja desprezível no caso da ordem de 

grandeza – referente ao número de graus de liberdade – considerada). 

Ainda, sugerem-se testes com outros pré-condicionadores, como o pré-condicionador 

algébrico “multigrid” (SOLEIMANI; POWELL; POLYDORIDES, 2005) e o pré-

condicionador “multilevel” discutido em Wang (2007), chamado de pré-condicionador 

MSPAI, ou “Multilevel Sparse Approximate Inverse”, a ser aplicado em conjunto com 

técnicas de refinamento adaptativo de malha. Tal pré-condicionador é mais rápido que o pré-

condicionador baseado na Fatorização Incompleta de Cholesky utilizado no trabalho citado, 

para malhas suficientemente bem discretizadas, tipicamente para problemas de grande porte. 

Finalmente, sugere-se a utilização de GPGPU, ou “General-Purpose computation on 

Graphics Processing Units”, ou seja, propõe-se a utilização dos processadores de alta 

performance e muitos núcleos das unidades de processamento de gráficos para acelerar o 

processo de convergência na estimação da imagem através da paralelização. No entanto, a 

melhor maneira de se paralelizar o código, nesse caso em especial, ainda deve ser estudada. 

Além disso, deve-se estudar se é possível utilizar a técnica de reciclagem, e se a mesma é 

eficaz nesse contexto. 
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6 CONCLUSÕES 
 

 

No atual trabalho, resultados determinísticos de MOT (capítulo 2) mostram a 

capacidade de obtenção das resistividades em simulações (numéricas e experimentais) de 

casos clínicos, o que sugere a potencialidade do algoritmo desenvolvido na monitoração da 

ventilação pulmonar, incluindo a possibilidade de detecção de um pneumotórax. Um caso em 

que se considera um contraste moderado, baseando-se em condições clínicas normais, e um 

caso considerando-se um nível de ruído de medição severo, são abordados. O Método da 

Alternância, em conjunto com a consideração de características conhecidas do fantoma, gerou 

imagens satisfatórias. Por fim, os resultados experimentais mostraram a importância do “gap-

model”, o qual pode, portanto, ser utilizado em algumas aplicações especiais. 

No caso das respostas de MOTC (capítulo 3) considerando-se a formulação padrão 

(subseção 3.6.1) pode-se dizer, em primeiro lugar, que localizações corretas das perturbações, 

bem como geometrias aproximadamente corretas, foram obtidas. Ainda, gradientes espaciais 

de propriedade do material acentuados e contrastes elevados foram estimados, o que foi 

mencionado como vantagem do MOTC frente aos algoritmos reportados na literatura. Foi 

sugerido um método de cálculo de δ e proposto o refinamento das malhas para resolver a 

questão da escolha de tal variável. Além disso, foram propostas algumas melhorias ao 

algoritmo, com o intuito de se aumentar sua aplicabilidade. No entanto, o algoritmo mostrou-

se lento com respeito a algoritmos relatados na literatura. A conclusão é a de que testes para 

redução dos tempos são necessários. Porém, como já relatado no capítulo 3 (e como será 

descrito, novamente, no próximo), há maneiras eficazes de acelerar o processo de estimação 

de MOTC. 

As respostas obtidas com a segmentação do domínio (vide subseção 3.6.2) mostram a 

dificuldade de se trabalhar com a técnica e sugerem que as incertezas nas regiões 

consideradas determinísticas devem ser ainda mais reduzidas que as consideradas no atual 

trabalho, para que o emprego da aproximação seja efetivo. Ainda, apesar de ser possível do 

ponto de vista teórico e, como sugerem as respostas, precisa, a estimação de elementos da 

matriz de covariância em conjunto com as médias dos “pixels” da imagem (vide subseção 

3.6.3) mostrou-se inviável com relação ao tempo de processamento. A conclusão é a de que 

variâncias e covariâncias incógnitas devem ser obtidas de antemão, por método alternativo. 



 
 

193 
 

Foi desenvolvido um método de correção da posição de eletrodos de TIE através do 

MOT, relatado no capítulo 4 (seção 4.1). Mostrou-se, através da estimação do posicionamento 

correto da perturbação na imagem e de posições aproximadamente corretas para os eletrodos, 

para um modelo bidimensional e dados simulados (mesmo considerando-se apenas seis 

eletrodos e 18 medições de potenciais elétricos), que o algoritmo tem potencial para que possa 

ser utilizado numa situação prática. Além disso, mostrou-se que a informação de que todos os 

nós alinhados perpendicularmente à superfície do eletrodo têm o mesmo valor de variável de 

otimização foi importante na obtenção de respostas mais próximas do fantoma, e concluiu-se 

que o uso da penalização de condutividades intermediárias tem potencial e deve ser estudado. 

No entanto, a técnica de Projeção (considerando-se funções lineares), em particular, não 

auxiliou na obtenção de resultados mais precisos. 

Propôs-se, também, uma metodologia para o projeto de eletrodos aplicado à TIE no 

mesmo capítulo (mas na seção 4.2). Um problema extremamente mal-condicionado e também 

um problema apresentando um nível de ruído elevado (POLYDORIDES; MCCANN, 2002) 

são abordados considerando-se a metodologia, mostrando que os eletrodos otimizados 

obtiveram um desempenho superior no caso de modelos 2D simplificados. Ainda, mostra-se 

que a posição dos eletrodos, isoladamente (sem levar em conta variações de geometria e 

material), teve impacto na sensibilidade do sistema ao ruído. Conclui-se que a técnica tem 

potencial de aplicação na área médica e que os eletrodos atuais, representados pelos eletrodos 

denominados convencionais, podem estar bastante distantes de soluções ótimas. Finalmente, 

na abordagem de resoluções mais elevadas, ou seja, na estimação de imagens com mais 

detalhes, acredita-se que a sensibilidade do sistema a ruídos de medição seja ainda maior. O 

trabalho de Graham e Adler (2007), apesar de abordar a estimação de imagens 3D, sugere o 

mesmo. Nessa situação, é possível e provável que os eletrodos ótimos tenham excelente 

desempenho na estimação da imagem. 

Investigaram-se as vantagens da utilização do RMINRES no contexto da TIE (capítulo 

5), o qual foi efetivo na redução de tempos de processamento e do número de iterações 

referentes à solução dos sistemas lineares propostos. Essa efetividade foi verificada nos testes 

relacionados à variação dos parâmetros DSK e DSR. Ainda, o RMINRES mostrou-se mais 

eficaz até mesmo que o algoritmo de CG. Conclui-se que, nas condições dos testes realizados, 

ou seja, na solução dos sistemas lineares de TIE (problemas diretos) em seqüência, o método 

RMINRES é o método mais indicado para problemas de TIE de larga escala, tipicamente com 

dezenas de milhares de variáveis (ou mais). O nível de vantagem do RMINRES no contexto 
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da solução dos sistemas lineares em paralelo, em que os espaços de reciclagem são obtidos 

em paralelo e utilizados no sistema seguinte, mas considerando-se uma nova imagem obtida 

no processo iterativo de estimação da mesma, ainda necessita ser estudado. No entanto, deve-

se levar em conta que a monitoração pode ser um processo relativamente lento e, nesse caso, 

ao longo do tempo, o algoritmo de RMINRES iria se tornar mais eficaz que o algoritmo de 

CG. Além disso, é possível que, considerando-se uma imagem estimada da região do tórax 

como sugestão inicial para posterior estimação, ou seja, considerando-se sugestão inicial mais 

próxima da imagem final, a taxa de aumento do desempenho do RMINRES no processo 

iterativo seja maior que a relatada nos testes (deve-se lembrar que a imagem inicial nos testes, 

corresponde a uma condutividade homogênea no corpo). 

Por fim, através dos resultados no APÊNDICE A, conclui-se que, medindo-se 

diferenças de potenciais entre eletrodos, o modelo de TIE se torna imune ao erro de 

posicionamento do eletrodo de referência (ou eletrodo de potencial fixo). Ainda, não é 

necessário utilizar várias matrizes de elementos finitos no processo de estimação, uma para 

cada referência. Pode-se escolher uma referência qualquer (nó e valor de potencial elétrico 

qualquer) e utilizá-la, qualquer que seja a posição do eletrodo de referência real (fixado ao 

aparato experimental ou corpo tomografado). 
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7 TRABALHOS FUTUROS 
 

 

Como meio de melhorar a qualidade das imagens mostradas no capítulo 2, é sugerida a 

imposição de restrições à distribuição de condutividades nodais baseadas (as restrições) na 

distância para os eletrodos. A distância é indicada uma vez que a sensibilidade a mudanças de 

resistividade em regiões periféricas é maior que em regiões mais afastadas (BACRIE; 

GOUSSARD; GUARDO, 1997; AYA et al., 2006). Ainda, sugerem-se refinar a malha 

adaptativamente, para aumentar a resolução espacial em locais específicos do modelo, e a 

segmentação da imagem (diferente da técnica discutida no capítulo 3), para obtenção de uma 

imagem com maior resolução em resistividade (vide Mello et al. (2008) para uma explicação 

da técnica de segmentação). 

Como mencionado no capítulo 3, assumem-se variáveis aleatórias gaussianas nos testes 

com o MOTC. Isso representa uma aproximação no caso das condutividades elétricas em 

determinadas regiões do corpo humano, uma vez que, diferentemente dessas propriedades, 

variáveis gaussianas não são limitadas e apresentam uma geometria característica da 

densidade de probabilidades, em forma de sino. Porém, para pequenas variações em torno da 

média, o que ocorre em alguns locais no corpo, a aproximação gaussiana é satisfatória. Para 

variações mais acentuadas, sugere-se utilizar uma distribuição do tipo Beta (NETO; 

CYMBALISTA, 2000). Tal distribuição, do ponto de vista de implementação do código de 

MOTC para a obtenção da imagem, bem como no tocante à fundamentação teórica envolvida, 

representa um fator complicador, uma vez que envolve a transformação de Rosenblatt 

(MADSEN; KRENK; LIND, 2006). Não se sabe atualmente, por exemplo, se a densidade de 

probabilidade conjunta, necessária à implementação, é simples de ser obtida. A vantagem da 

distribuição Beta é que ela é definida entre valores máximo e mínimo, sendo nula fora desse 

intervalo, e pode ser modificada através de parâmetros, disponibilizando uma grande 

quantidade de curvas a serem utilizadas. 

Para abordar a questão do valor ótimo de δ, sugere-se refinar ainda mais as malhas de 

finitos de estimação e do fantoma, com o intuito de se melhorar o modelo. Assim, acredita-se 

poder utilizar um valor nulo de δ, remediando a questão da escolha do valor dessa variável. 

Deve-se salientar novamente que, quanto maior a discretização, melhor a aproximação do 

caso real, ao menos teoricamente. Assim, o limite para o refinamento máximo das malhas 
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deve ser observado apenas para impedir que o algoritmo de MOTC seja custoso demais, 

computacionalmente, inviabilizando sua aplicação. 

Para redução do tempo de estimação do algoritmo de MOTC, sugere-se a otimização do 

código com pré-alocação, por exemplo, a paralelização (MOLINARI et al., 2001), e/ou a 

utilização de computadores mais atuais, mais modernos que o utilizado nos testes do capítulo 

3. Ainda, sugere-se a abordagem citada por Nguyen, Song e Paulino para eliminação do 

“loop” interno de cálculo do índice de confiabilidade, a etapa 3i da seção 3.5 sobre 

implementação do algoritmo, a qual pode ser bastante eficaz na redução do tempo total do 

algoritmo de MOTC para a formulação padrão e para a segmentação, uma vez que o “loop” 

mencionado é, justamente, a etapa mais custosa do algoritmo considerando-se essas duas 

formulações. 

Finalmente, propõe-se comparar o algoritmo de MOTC desenvolvido com algoritmos 

de estimação baseados nas técnicas de “Simulated Annealing” (Recozimento Simulado) 

(HERRERA, 2007) e “Markov chain Monte Carlo” (WATZENIG e FOX, 2009; WEST et al., 

2004), os quais são precisos no contexto considerado no atual trabalho (contrastes elevados e 

gradientes de propriedades abruptos), mas apresentam tempos de processamento elevados, 

como já mencionado, o que tem sido estudado (vide referências citadas). 

No contexto da correção da posição dos eletrodos (seção 4.1), propõe-se o teste da 

técnica de Projeção em conjunto com a função linear dada na equação (APÊNDICE C.1) para 

a transformação referente à projeção, testando pesos constantes por partes (vide APÊNDICE 

C), os quais foram efetivos na obtenção de imagens (como relatado em 2.4.1). Sugere-se 

ainda, utilizar modelos de MEF 3D. Assim, poderá ser avaliada a capacidade do método 

proposto de detectar não somente translações de eletrodos, mas também eventuais rotações. 

Além disso, (1) sugere-se utilizar o novo modelo para a interface de contato entre os eletrodos 

e o corpo (vide subseção 4.1.2 para descrição do novo modelo para a interface de contato), 

com o intuito de obter respostas experimentais, (2) e propõe-se, como encorajam as respostas, 

utilizar funções penalizadoras para favorecer resultados de distribuições discretas de eletrodos 

(em outras palavras, com variáveis nodais de parâmetros extremos, ou seja, iguais a zero ou 

um). Finalmente, deve-se ressaltar que, em casos médicos práticos, raramente são utilizados 

eletrodos com a espessura na proporção mostrada nos testes. Nessa situação, sugere-se a 

utilização de elementos finitos de eletrodo unidimensionais na superfície da malha interna (ou 

2D, no caso de domínios 3D), o que pode, ainda, simplificar o processo de implementação 

clínica da abordagem de MOT proposta bem como a aplicação de informações conhecidas a 



 
 

197 
 

respeito dos eletrodos, diminuir a velocidade de estimação e reduzir o espaço de soluções 

possíveis do problema de otimização, impedindo a obtenção de eventuais mínimos locais sem 

sentido físico. Ainda, isso resolveria a questão da sensibilidade reduzida da função F à 

distribuição de propriedades abaixo da superfície dos domínios de otimização (vide subseção 

4.1.4 para uma discussão sobre tal efeito). 

Como alternativas às funções objetivo utilizadas no projeto dos eletrodos (seção 4.2), 

pode-se propor minimizar a sensibilidade do sistema de TIE a erros de posicionamento dos 

eletrodos (GRAHAM; ADLER, 2007), ou a sensibilidade a erros nos valores de parâmetros 

de contato. Ainda, pode-se propor a combinação entre funções, como a combinação linear 

entre Fmin e Fmax, com o intuito de reduzir o mau-condicionamento do problema e, ao mesmo 

tempo, obter uma configuração de eletrodos com sensibilidade reduzida ao ruído. É possível, 

também, que mais valores singulares ótimos acima de um determinado valor sejam obtidos 

com a combinação mencionada do que com Fmax apenas, o que seria interessante em termos 

da resolução da imagem estimada, conforme comentam Polydorides e Mccann (2002) e 

Dehghani et al. (2005). Por fim, é importante refinar a malha de MEF, utilizar elementos 3D e 

empregar o novo modelo para a interface de contato entre os eletrodos e o corpo mencionado. 

Ainda, segundo sugerem resultados na literatura (GRAHAM e ADLER, 2007), deve-se 

considerar no projeto, imagens com mais detalhes que as utilizadas no atual trabalho, o que, 

provavelmente, irá gerar resultados ainda melhores (com relação aos eletrodos 

convencionais). 

Quanto á técnica de reciclagem discutida no capítulo 5, menciona-se a relevância de 

aliá-la ao conceito de “Block Krylov Methods”, utilizados na solução de sistemas com vários 

“lados direitos”, como explicitado no mesmo capítulo. Além disso, deve-se citar a 

importância da paralelização (MOLINARI et al., 2001) do código de otimização no tocante à 

solução de sistemas lineares com vários “lados direitos”. Tal abordagem pode ser aplicada em 

conjunto com a reciclagem e, provavelmente, com os “Block Krylov Methods”, o que 

representaria, possivelmente, reduções ainda mais significativas no tempo de processamento 

total para obtenção da imagem de TIE. Uma estimativa da redução do tempo de estimação da 

imagem associada (a redução) à paralelização é relatada no capítulo 5. Ainda, sugerem-se 

testes com outros pré-condicionadores, como o pré-condicionador algébrico “multigrid” 

(SOLEIMANI; POWELL; POLYDORIDES, 2005) e o pré-condicionador “multilevel” 

discutido em Wang (2007), chamado de pré-condicionador MSPAI, a ser aplicado em 

conjunto com técnicas de refinamento adaptativo de malha; os pré-condicionadores 
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mencionados têm mostrado ótimos resultados na área de TIE e na área estrutural, 

respectivamente. Finalmente, sugere-se a realização de testes experimentais, com sugestões 

iniciais mais próximas do esperado, e propõe-se a utilização de GPGPU, ou “General-Purpose 

computation on Graphics Processing Units”, ou seja, propõe-se a utilização dos processadores 

de alta performance e muitos núcleos das unidades de processamento de gráficos para acelerar 

o processo de convergência na estimação da imagem através da paralelização. No entanto, a 

melhor maneira de se paralelizar o código, nesse caso em especial, ainda deve ser estudada. 

Além disso, deve-se estudar se é possível utilizar a técnica de reciclagem, e se a mesma é 

eficaz nesse contexto. 
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APÊNDICE A – UTILIZAÇÃO DE DADOS DE 

DIFERENÇAS DE POTENCIAIS ELÉTRICOS: 

RESULTADOS TEÓRICOS 
 

 

Após a mudança do hardware de medição promovida no grupo do Projeto Temático de 

TIE, passaram a ser medidas diferenças de potenciais entre dois eletrodos diferentes (vide 

Figura 82). O problema de TIE, após esta mudança, passou então a ser o de minimização da 

diferença entre deltas de potenciais medidos, entre dois eletrodos, e deltas correspondentes, de 

potenciais calculados. Assim, comparam-se diferenças de potenciais medidas e calculadas 

pelo MEF. Ao mesmo tempo, passou-se a aplicar corrente por um eletrodo e retirar o mesmo 

valor por outro, não sendo prescrito nenhum valor de potencial no caso da cuba de medição 

ou do paciente (vide Figura 82). Para que as diferenças de potenciais medidas e calculadas 

possam ser coerentemente comparadas, o modelo matemático deve acompanhar esse novo 

arranjo e deve prever o comportamento resultante. No entanto, necessita-se de uma referência 

para que o problema matemático referente ao cálculo dos potenciais elétricos possa ser 

resolvido. 

Nesta seção mostra-se, para o caso contínuo, como abordar tal problema, calculando-se 

diferenças de potenciais entre eletrodos para serem comparados aos valores medidos, à partir 

dos potenciais elétricos obtidos para um valor de potencial de referência qualquer, imposto 

numa região qualquer. O caso numérico (MEF) é uma extensão desse caso geral, mas não 

será, no entanto, tratado. 
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"aterramento"

φi+1
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medidas: φi, φi+1 e φi+2 medidas: ∆φi e ∆φi+1

 

Figura 82 Dois esquemas do corpo tomografado. (a) Antes da mudança do “hardware” de medição 
pelo grupo do Projeto Temático de TIE; (b) após a mudança do “hardware de medição”; as diferenças 
de potencial podem ser medidas entre dois eletrodos quaisquer (não somente entre vizinhos), o que é 

sugerido na figura. 

 

Considere-se um corpo cujo modelo seja dado pela eq.(2.2.1) e apresente, devido a 

correntes elétricas quaisquer aplicadas aos eletrodos, um determinado valor de potencial 

elétrico numa dada região. Considere-se, paralelamente a isso, a aplicação de um potencial 

elétrico ao modelo do corpo, sendo a região e o valor correspondentes à região e valor 

mencionados, e considere-se também que os demais parâmetros, ou seja, a geometria e 

condições de contorno, sejam semelhantes. Nessas condições, espera-se que a proximidade 

entre os potenciais elétricos nos dois casos seja ditada pela qualidade do modelo. 

Fixando-se, então, a precisão do modelo como suficiente, considere-se a aplicação de 

um potencial elétrico a esse modelo, na mesma região citada no parágrafo anterior e de 

mesmo valor, acrescido de uma constante qualquer, e considere-se também que os demais 

dados, ou seja, a geometria e condições de contorno sejam os mesmos. Se, nesse caso, todos 

os potenciais elétricos forem acrescidos do mesmo valor da constante, a diferença entre os 

potenciais de duas regiões ou pontos quaisquer do domínio do modelo se conserva. Portanto, 

para precisão suficiente do modelo, mostra-se que diferenças de potenciais entre eletrodos do 

modelo obtidos para um valor de potencial de referência qualquer e num local qualquer, 

podem ser comparados aos valores medidos. Para atingir o objetivo do atual capítulo, 

mencionado anteriormente, resta provar a sentença em negrito. 

Para tanto, imaginem-se duas distribuições que satisfazem a eq.(2.2.1) V1 e V2. Assim, 
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 ( ) ( ) 0V.e0V. 21 =σ=σ ∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇                (APÊNDICE A.1)                                                                             

 

e valem 

 

 ( )[ ] 0VV. 21 =−σ∇∇∇∇∇∇∇∇                (APÊNDICE A.2) 

 

e 

 

 ( ) ( )[ ] 0VV.VV 2121 =−σ− ∇∇∇∇∇∇∇∇ .               (APÊNDICE A.3) 

 

Assim, integrando-se no domínio considerando a função, pelo menos, contínua por 

partes, tem-se 

 

 ( ) ( )[ ] 0dvVV.VV 2121 =−σ−∫
τ

∇∇∇∇∇∇∇∇ .              (APÊNDICE A.4) 

 

Porém, tem-se que 

 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ]2
2121212121 VVVV.VVVVVV. −σ+−σ−=−σ− ∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇ (APÊNDICE A.5) 

 

e, portanto, 

 

 ( ) ( )[ ] ( )[ ] 0dvVVdvVVVV. 2
212121 =−σ−−σ− ∫∫

ττ

∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇ .  (APÊNDICE A.6) 

 

Define-se que o gradiente de V1-V2 elevado ao quadrado, corresponde ao produto escalar de 

tal gradiente. 

Ainda, do Teorema da Divergência, ou Teorema de Gauss, tem-se que 
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( ) ( )[ ]
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( ) ( )∫

∫

∫

−σ−=

=−σ−=

=−σ−
τ

S

S2121

S

2121

2121

da.VVVV

.VVVV

dvVVVV.

n∇∇∇∇
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da ,  (APÊNDICE A.7) 

 

 

onde S é a superfície do domínio e nS é o vetor normal que aponta para fora do domínio. Com 

a eq.(APÊNDICE A.6) e a eq.(APÊNDICE A.7), 

 

 ( ) ( ) ( )[ ] 0dvVVda
n

VV
VV 2

21

S S

21
21 =−σ−

∂

−∂
σ− ∫∫

τ

∇∇∇∇ . (APÊNDICE A.8) 

 

Analisando-se a primeira parcela, tem-se que 
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, (APÊNDICE A.9) 

 

onde p indica que a função foi prescrita e ∂τI ∪ ∂τV = S. O primeiro termo é considerado nulo 

pois, por hipótese inicial, considera-se que 
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σ .            (APÊNDICE A.10) 

 

O segundo termo da primeira parcela é igual a 
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, (APÊNDICE A.11) 

 

para o que se admitiu que 

 

 µ+= p2p1 VV ,            (APÊNDICE A.12) 

 

como já havia sido sugerido que seria feito, sendo µ constante em ∂τV. Finalmente, as 

correntes ξ1 e ξ2 obedecem ξ1= ξ2=0, uma vez que não se aplica corrente pelo contorno onde 

se impõe potencial. 

Portanto, a eq.(APÊNDICE A.8) fica igual a  

 

 ( )[ ] 0dvVV 2
21 =−σ∫

τ

∇∇∇∇ .            (APÊNDICE A.13) 

 

Assim, e como a condutividade é assumida estritamente positiva e o gradiente da 

subtração é elevado ao quadrado, obtém-se 

 

 ( ) 0VV 21 =−∇∇∇∇              (APÊNDICE A.14) 

 

no domínio, o que é equivalente a 

 

 cteVV 21 =− ,            (APÊNDICE A.15) 

 

também no domínio. Assim e analisando-se a eq.(APÊNDICE A.12), vê-se que: 

 

 µ==− cteVV 21 .            (APÊNDICE A.16) 
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Pode-se, portanto, concluir que o potencial no domínio é acrescido de um valor 

constante quando o potencial na borda do mesmo apresenta acréscimo do mesmo valor. Isso 

significa que qualquer valor de potencial prescrito na superfície do domínio pode ser utilizado 

no cálculo das diferenças de potenciais, já que elas se conservam. 

Agora, analisa-se o caso em que a diferença de µ com relação aos potenciais prescritos é 

considerada no interior do domínio (estritamente). Nesse caso, a eq.(APÊNDICE A.9) fica 

 

 

( ) ( )

( ) 0da
n

V

n

V
VV

da
n

VV
VV

S pS

2

pS

1
21

S S

21
21

=























∂
∂

−








∂
∂

σ−=

=
∂

−∂
σ−

∫

∫
, (APÊNDICE A.17) 

  

dada a eq.(APÊNDICE A.10). Assim, a eq.(APÊNDICE A.8) também resulta na 

eq.(APÊNDICE A.13), a qual pode ser escrita, no caso em que os potenciais são prescritos na 

região interior qualquer τµ, como 

 

 ( )[ ] ( )[ ] 0dvVVdvVV 2
p2p1

2
21 =−σ+−σ ∫∫

µµ ττ−τ

∇∇∇∇∇∇∇∇ , (APÊNDICE A.18) 

 

onde τ-τµ é o volume total menos a região τµ. Assim, dada a eq.(APÊNDICE A.12), que pode 

ser utilizada neste contexto também, e dado que µ é constante na região τµ, a segunda parcela 

é nula, o que significa que a eq.(APÊNDICE A.15) também vale aqui, mas para o domínio τ-

τµ. Finalmente, resta considerar que, na interface entre as duas regiões consideradas, τµ e τ-τµ, 

vale que 

 

 ( ) ( )
µµ τ−ττ−τ == 2p21p1 VVeVV .            (APÊNDICE A.19) 

 

Assim, a diferença de potenciais na interface é igual a µ e, como vale a eq.(APÊNDICE 

A.15) em τ-τµ, vale, em todo o volume, a seguinte 

 

 µ==− cteVV 21 .            (APÊNDICE A.20) 
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Portanto, dados os resultados do atual capítulo, pode-se concluir que o potencial no 

domínio é acrescido de um valor constante quando o potencial em qualquer região do mesmo, 

seja a região uma superfície externa ou um volume interno, apresenta acréscimo do mesmo 

valor. Isso significa que qualquer valor de potencial prescrito em qualquer posição do 

domínio pode ser utilizado no cálculo das diferenças de potenciais, já que elas se conservam. 

Finalmente, deve-se ressaltar que o desenvolvimento relatado se refere a potenciais 

prescritos em regiões dadas por volumes ou superfícies, sendo que o caso de regiões pontuais 

(MEF), utilizado no presente trabalho, não é abordado. Porém, apesar da falta da prova 

formal, não há razão para se acreditar que os resultados não possam ser estendidos para o caso 

pontual. Pode-se, na extensão, utilizar o conceito de limite de funções (CHURCHILL; 

BROWN, 1990), por exemplo, fazendo com que a região volumétrica tenda à pontual. No 

algoritmo de otimização relatado no capítulo 3, são obtidas as diferenças de potenciais no 

modelo à partir dos potenciais calculados considerando-se o potencial nulo num nó qualquer 

da malha. 

Considerando-se, então, válidos os resultados do capítulo no caso de potenciais 

impostos nodais, pode-se afirmar que a inversão de apenas uma matriz de condutividade 

global é necessária para obtenção de diferenças de potenciais elétricos no modelo, qualquer 

que seja o padrão de corrente considerado.  
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APÊNDICE B – ATLAS ANATÔMICO NUMÉRICO 
 

 

Um Atlas Anatômico é, segundo descrito por Kaipio e Somersalo (2005), o nome que 

pode ser dado a um conjunto de dados correspondente a uma série de medidas feitas a respeito 

de uma ou mais variáveis aleatórias. Assim, dadas 100 medidas de potenciais elétricos 

correspondentes à diferença de potencial entre dois eletrodos, tem-se o Atlas Anatômico 

correspondente a esta medida. O Atlas é obviamente uma fonte de informação que deve ser 

utilizada no processo de estimação da imagem em TIE. 

Alguns exemplos de medidas que podem estar disponíveis são, como já explicitado, os 

potenciais elétricos, além das correntes elétricas, medidas de geometria do corpo e, como 

mencionado no livro de Kaipio e Somersalo (2005), os ruídos de medida e dados sobre a 

imagem obtidos, por exemplo, de outros métodos de estimação da imagem e/ou 

cirurgicamente. 

Tais medidas – ou seja, o Atlas – são utilizadas na determinação de uma aproximação 

para a distribuição da densidade de probabilidade e na determinação dos momentos 

aproximados das variáveis aleatórias correspondentes às medidas. A estatística de segunda 

ordem de um vetor X de variáveis aleatórias, por exemplo, pode ser aproximada por 
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,         (APÊNDICE B.1) 

 

onde E[.] é o operador média e Cov[.] a covariância do vetor, definidos da forma padrão 

(NETO; CYMBALISTA, 2000), xj é o j-ésimo vetor de medidas ou realizações de cada 

variável aleatória e N é o número total de medidas ou realizações. 

O algoritmo de MOTC implementado necessita da média e da covariância, calculadas, 

em análise preliminar, apenas para as variáveis que representam a imagem (variáveis de 

otimização) e para os valores de potenciais elétricos medidos, além de necessitar (o 

algoritmo) da densidade de probabilidade das variáveis aleatórias, para ser implementado. 

Assim, em seguida, é mostrado como é gerado um Atlas Anatômico de forma numérica, 

aplicado à TIE, e como são obtidas aproximações dos momentos através do Atlas, baseando-
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se na eq.(APÊNDICE B.1). A distribuição de densidade de probabilidade conjunta para as 

variáveis aleatórias do problema é determinada paralelamente, com base em hipóteses e no 

conhecimento aproximado de um Atlas Anatômico real. 

 

 

APÊNDICE B.1 – Implementação 
 

 

É importante ressaltar que se buscou emular uma situação real, simplificando-a tanto 

quanto razoável e necessário. 

Assumem-se variáveis aleatórias gaussianas. Esta hipótese pode representar uma 

aproximação não satisfatória em algumas situações, uma vez que variáveis gaussianas não são 

limitadas, podendo assumir quaisquer valores reais, o que não ocorre com as condutividades 

elétricas do corpo humano, por exemplo. De fato, assume-se um limite superior existente para 

os valores de condutividade médios, bem como um limite inferior. Além disso, variáveis 

gaussianas apresentam uma geometria característica da densidade de probabilidades, a qual 

pode não ser realística. As mesmas observações não podem, porém, se feitas a respeito das 

medições de potencial elétrico, que se distribuem de forma aproximadamente gaussiana. 

Contudo, no caso de pequenas variações em torno da média, o que ocorre em alguns locais no 

corpo humano, a aproximação gaussiana é satisfatória. 

Pode-se utilizar no caso das variáveis que definem as condutividades, uma distribuição 

do tipo Beta (NETO; CYMBALISTA, 2000). Tal distribuição, do ponto de vista de 

implementação do código de MOTC para a obtenção da imagem, bem como no tocante à 

fundamentação teórica envolvida, representa um fator complicador, uma vez que envolve a 

transformação de Rosenblatt para variáveis não-gaussianas (MADSEN; KRENK; LIND, 

2006). Não se sabe no presente momento, por exemplo, se a densidade de probabilidade 

conjunta, necessária à implementação, é simples de ser obtida. A vantagem de tal distribuição 

Beta é que ela é definida entre valores máximo e mínimo, sendo nula fora desse intervalo, e 

pode ser modificada através de parâmetros. Isso permite que uma grande quantidade de 

curvas de densidade de probabilidade esteja disponível e, portanto, espera-se que algumas 

delas sejam suficientemente plausíveis tendo-se em vista dados experimentais. 
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É importante lembrar que ainda se aplicam os conceitos de malha do fantoma e malha 

de estimação, menos refinada. O desenvolvimento seguinte é realizado para a malha do 

fantoma, sendo o caso contrário anunciado com antecedência. 

 

 

APÊNDICE B.1.1 – Determinação do Atlas Anatômico Numérico 

Simplificado 

 

 

Seguindo o raciocínio citado anteriormente de que se busca, na medida do possível, 

emular a situação real, são, em primeiro lugar, definidas três regiões distintas no fantoma. São 

elas duas regiões onde a variação (desvio padrão) dos valores de propriedades medidos é 

relativamente pequena (regiões 1 e 3) e uma região de transição onde a variação é 

relativamente maior (região 2). Estas são mostradas na Figura 83. A região 1 pode 

corresponder ao ar, a 3 a um tecido que não o pulmão e a região 2 a uma região onde, muito 

provavelmente, está a interface, ou seja, assume-se que pouco se sabe a respeito da posição da 

interface. 

Então, dividem-se as três regiões em elementos finitos e atribuem-se valores de desvio 

padrão a cada região, com base no que se discutiu no parágrafo anterior. Dessa maneira, pode-

se definir parte da diagonal da matriz de covariância, formada por coeficientes referentes aos 

nós que representam a imagem. Os valores correspondentes são citados no final da subseção. 

  

1

2
3

eletrodos

eletrodos

 

Figura 83 Esquema do fantoma, mostrando o domínio, as 3 regiões mencionadas no texto e os 12 
eletrodos utilizados. A malha não foi desenhada para facilitar a visualização. 
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Então, impõe-se que as covariâncias para os pares de variáveis aleatórias 

correspondente aos nós são dadas por: 
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onde Cij é a covariância das variáveis aleatórias correspondentes aos nós i e j, os desvios 

padrão σi e σj se referem aos nós i e j, respectivamente, Rm é a m-ésima região do domínio, 

dist(i,j) retorna a distância entre os nós i e j, max(dist(i,j)) retorna a maior distância entre nós, 

e o termo 
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pondera a multiplicação de acordo com a distância entre nós. Obtém-se, assim, a matriz de 

covariância da imagem. 

Em seguida, atribuem-se valores médios às três regiões. Os valores são dados na 

seqüência. De posse do vetor de médias e da matriz de covariância da imagem, obtém-se uma 

seqüência de dados de imagens distribuídas segundo tal matriz e vetor, da maneira explicada a 

seguir. Isso é feito a partir do gerador de números gaussianos do programa Matlab, que gera 

vetores de variáveis gaussianas cuja covariância é igual à matriz unidade e a média é nula. De 

posse de tais vetores, da matriz de covariância da imagem e da média, aplica-se uma 

transformação linear de variáveis: [ ]( ) ][,
1

T2

1
TT REUVVRRCovVR +








=

−
−

, vista na 

eq.(3.2.25), que leva de um vetor de variáveis distribuídas fornecido pelo Matlab, a um vetor 

distribuído na forma da matriz de covariância e o vetor de médias mencionados. Assim, 

obtém-se uma seqüência de dados (vetores) referentes a variáveis aleatórias gaussianas 

distribuídas segundo a matriz de covariância e o vetor de médias construídos, o que significa 

que a seqüência de dados de imagem citada no início do parágrafo é gerada. 
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Finalmente, as variáveis são trazidas para os limites 0 e 1 se esses são ultrapassados. 

Obtém-se então o Atlas Anatômico referente às imagens. 

Em síntese, geram-se fantomas em que a região 2 mostra interface entre materiais das 

regiões 1 e 3 bem definida, mas com formatos variados. Podem surgir alguns artefatos 

indesejáveis em casos raros na região (2), como pequenas estruturas desconectadas da região 

1 (ou 3) com a propriedade de material típica dessa última região. Esse fato também está 

atribuído à malha utilizada, que pode favorecer o aparecimento de tais artefatos. Porém, como 

são raros, aceita-se esse problema. Dadas as características das três regiões, pode-se notar que 

a aproximação gaussiana nas regiões 1 e 3 é plausível, mesmo com a idéia de limite superior 

ou inferior, uma vez que são forçadas pequenas variações das variáveis de uma imagem do 

Atlas para outra nestas regiões – além de serem as variações das variáveis realizadas em 

conjunto ou em bloco numa mesma região. 

De posse das imagens, ou seja, do Atlas Anatômico da imagem, parte-se, então, para o 

Atlas de valores de potencial “medidos”. 

O Atlas Anatômico dos valores de “medidas” de potencial é simplesmente obtido 

através da solução de elementos finitos referente à cada imagem do Atlas Anatômico de 

imagem, sendo que, neste trabalho, a cada “medida” de potencial calculado referente a uma 

imagem do Atlas, foi adicionado um ruído branco gaussiano de média nula e desvio padrão 

igual ao máximo valor de “medida”, dividido por 100. 

Quanto aos valores numéricos utilizados para obtenção de cada Atlas, foram testados 

três tipos de situações, referidas por fantomas 1, 2 e 3. Para o fantoma 3, os valores médios da 

região 2 foram dados por 0,5 para as variáveis de otimização, o que é equivalente a uma 

condutividade exatamente igual à soma dos valores de condutividade máximo e mínimo 

considerados, dividida por 2, e o desvio padrão igual a 1, sendo que os valores de variáveis 

maiores que 1 ou menores que 0 foram jogados para os limites. Ainda, a região 3 foi definida 

pelo círculo de diâmetro 0,1m e a região 2 pelo anel entre o diâmetro anterior, exclusive, e o 

diâmetro de 0,15m, centradas as circunferências externas nas coordenadas (0,9611; 1,075)m, 

medidas à partir do centro do fantoma (estando, o centro, nas coordenadas (1;1)m, segundo a 

Figura 84). Tal fantoma é mostrado na Figura 84. Para o fantoma 2, foram mantidos os 

mesmos dados, mudando-se, apenas, os diâmetros, ou seja, os tamanhos das três regiões de 

comportamentos estatísticos diferentes, para 0,055m e 0,1m (vide Figura 85). Finalmente, no 

caso do fantoma 1, mudou-se o valor médio da variável de otimização em 2 para 1 e o desvio 

padrão para 0,01, mantendo-se os diâmetros anteriores (vide Figura 85). Esses três casos, 
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dados pelos três fantomas, mostram o desempenho do algoritmo em situações diversas. Nos 

dois últimos casos (fantomas 2 e 3), a incerteza é elevada e, no caso do fantoma 1, tem-se uma 

situação mais amena. 

 

 

Figura 84 Distribuição referente ao fantoma 3 (médias). 

 

Figura 85 Distribuição referente aos fantomas 1 e 2 (médias). 
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Demais dados, comuns para os três fantomas, são: uma malha estruturada com 512 

elementos triangulares (289 nós) é utilizada (vide Figura 86); o desvio padrão das regiões 1 e 

3 é igual a 0,001; foram considerados 12 eletrodos e 12 padrões de corrente adjacentes, ou 

seja, remove-se corrente por um eletrodo e injeta-se pelo vizinho; e medem-se diferenças de 

potenciais entre eletrodos vizinhos, não se levando em conta as medidas dos eletrodos onde há 

passagem de corrente. Além disso, o parâmetro de contato é igual a 0.01Ωm2; a corrente 

elétrica utilizada é igual à 1mA pico a pico; a espessura das malhas de estimação e do fantoma 

é igual a 0,035m; e foram geradas 1000 imagens de fantoma para construção do Atlas 

Anatômico, com obtenção da matriz de covariância da imagem e das diferenças de potenciais 

elétricos “medidas”, e com a obtenção das médias dos valores de diferenças de potenciais. 

Finalmente, os valores máximos e mínimos considerados para as condutividades elétricas 

médias, tanto no caso do fantoma quanto no caso da otimização, foram de 0,25(Ωm)-1 e 

0,002(Ωm)-1, respectivamente. Tais valores são próximos do máximo e mínimo encontrados 

no interior do corpo humano, pelo menos no tocante à região da caixa torácica. 

 

 
Figura 86 Malha do fantoma numérico, discretizada em 512 elementos triangulares e 289 nós. 
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APÊNDICE B.1.2 – Determinação da Média e da matriz de Covariância 

Referente à malha de Estimação 

 

 

De posse dos dois Atlas, foi calculada a matriz de covariância da imagem e dos 

potenciais para a malha de estimação, além do vetor de valores médios de potenciais, a serem 

utilizados pelo algoritmo de obtenção de imagem (os valores médios de imagens, também 

disponíveis no fim dos cálculos, não foram considerados como fonte de informação adicional 

no trabalho). Para tanto, aplicou-se procedimento similar ao que seria utilizado na prática, 

realizado a partir de um mapeamento com base em informação cirúrgica ou com base em 

valores de “pixels” obtidos por outro método de obtenção de imagens. 

O procedimento é: primeiro, define-se um sistema de coordenadas para as duas malhas, 

a do fantoma e a de estimação; em seguida, encontra-se o parâmetro (variável aleatória) do 

fantoma, correspondente ao parâmetro da malha de estimação, ou seja, o que está mais 

próximo. Isso é feito para cada parâmetro, elaborando-se um mapeamento dado por um vetor 

(neste trabalho, os parâmetros são as variáveis aleatórias nodais referentes à imagem). Então, 

com base no mapeamento, seleciona-se, dentro das imagens de fantomas geradas 

anteriormente, as imagens correspondentes na malha de estimação. Finalmente, de posse 

desse Atlas de imagens na malha de estimação e do Atlas de potenciais obtido na malha do 

fantoma, calcula-se a matriz de covariância e o vetor de médias referente à malha de 

estimação (vale lembrar que o Atlas de potenciais é o mesmo para as duas malhas, uma vez 

que a correspondência entre tais potenciais de cada malha, dada pela correspondência entre os 

eletrodos nas duas malhas, se conserva. 
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APÊNDICE C – TÉCNICA DE PROJEÇÃO 
 

 

A técnica de Projeção, utilizada como regularização para o problema inverso, permite 

realizar o controle explícito da variação espacial das condutividades (GUEST; PRÉVOST; 

BELYTSCHKO, 2004), conforme será comentado no texto. 

Segundo essa técnica, o problema de otimização é projetado num subespaço do espaço 

de soluções original do problema por intermédio de uma transformação ou projeção 

conhecida, como por exemplo (GUEST; PRÉVOST; BELYTSCHKO, 2004), 
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onde ρf é a variável de otimização no espaço original, γj é a variável de otimização no novo 

subespaço, SPf é o conjunto selecionado de nós (não necessariamente) vizinhos ao f-ésimo nó 

no novo espaço e wfj é um peso ajustado, inversamente proporcional à distância entre os nós j 

e f, por exemplo, sendo que, neste trabalho, as posições dos nós nos dois espaços coincidem. 

Utiliza-se, no caso mencionado em especial, a informação (previamente obtida) de que a 

resposta é representada por uma distribuição suave de variáveis de otimização. A relação 

entre as variáveis na eq.(APÊNDICE C.1) para os pesos citados é representada na Figura 87. 

Contudo, podem-se utilizar funções peso e relações entre ρf e γj diferentes, dependendo do 

problema em questão (GUEST; PRÉVOST; BELYTSCHKO, 2004). A liberdade de poder 

empregar vários tipos de pesos e funções de projeção (incluindo não-lineares) representa 

vantagem da técnica de Projeção. 

No caso mostrado na subseção 2.4.1 para contrastes moderados, por exemplo, a 

transformação considerada também é linear, mas aplicada de tal forma que cada variável 

nodal de otimização é ponderada por funções constantes por partes, iguais a 1 dentro de certo 

raio ao redor do nó f e 0 em caso contrário. Em outras palavras, wfj é unitário dentro do raio 

ao redor de f e 0 em caso contrário. 

Tal caso foi aplicado em conjunto com as seguintes ações: manteve-se o valor do 

coeficiente p (vide eq.(2.3.1)) igual a 1 e não foi considerado o limite inferior para as 

condutividades, podendo ultrapassar o valor de σB na eq.(2.3.1). Implementaram-se tais ações, 
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pois se considerou que o nível de contraste do corpo tomografado era desconhecido, o que é 

justificado do ponto de vista médico na subseção 2.4.1. 

Na situação relatada nos dois últimos parágrafos, uma solução suave também é forçada. 

Porém, diferentemente do que ocorre com outros pesos (o que foi verificado por simulações), 

podem-se obter regiões relativamente extensas na imagem em que, aproximadamente da 

mesma maneira que no fantoma, há gradientes espaciais de resistividade praticamente nulos 

(no fantoma são nulos de fato). Em outras palavras, podem-se obter regiões relativamente 

extensas e praticamente planas na imagem, o que também representa informação considerada 

conhecida, por hipótese (vide a subseção 2.4.1 para uma discussão sobre essa hipótese). 

 

γk-3 γk-2 γk-1 γk γk+1 γk+2 γk+3

ρf

wfk

wf(k+1)

wf(k+2)

wf(k-1)

wf(k-2) nós

 

Figura 87 Representação esquemática da relação entre as variáveis ρ e γ nos dois espaços (vide 
eq.(APÊNDICE C.1)) para a técnica de Projeção, considerando-se um único nó no espaço original 

(referente à variável ρf). Neste caso, um peso wfj é inversamente proporcional à distância entre os nós j 
e f. 
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Para implementar a técnica de Projeção, o problema de otimização deve ser resolvido 

nas novas variáveis nodais γj. Dado o problema de LP, isso significa que a regra da cadeia de 

derivação deve ser aplicada para obtenção dos gradientes da função objetivo e restrições. 

Assim e dada a eq.(APÊNDICE C.1), tem-se que 
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onde H representa a função objetivo ou uma restrição qualquer. Isso fornece os gradientes nas 

novas variáveis de otimização. O cálculo do gradiente de F em relação a ρf, em particular, é 

visto no capítulo 3. 

A matriz mostrada na eq.(APÊNDICE C.2) é construída numa etapa de pré-

processamento utilizada no algoritmo, o que torna o processo de Projeção extremamente 

interessante no contexto da TIE. Isso acontece porque, de posse de tal matriz, a 

implementação compreende apenas uma multiplicação da mesma por vetor(es) gradiente(s) 

nas variáveis originais do problema. Assim, tem-se uma etapa relativamente rápida em 

comparação às demais etapas realizadas durante o processo iterativo para determinação da 

imagem. Portanto, a técnica de Projeção apresenta não somente a vantagem do controle 

explícito da variação espacial das condutividades, como também um baixo custo 

computacional relativo. 

Propõe-se o teste da técnica de Projeção no contexto da correção da posição dos 

eletrodos (capítulo 4), utilizando-se a função linear dada na eq.(APÊNDICE C.1) para a 
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transformação referente à projeção, testando pesos constantes por partes, os quais foram 

efetivos na obtenção de imagens, como relatado em 2.4.1. O emprego de pesos constantes, em 

conjunto com a utilização de um grupo de funções de projeção lineares especiais (contido no 

grupo de funções lineares dado pela eq.(APÊNDICE C.1)), que indicam que duas ou mais 

variáveis nodais têm o mesmo valor, como é mostrado em seguida para duas variáveis nodais 

 

 j1fjf e γ=ργ=ρ + ,                          (APÊNDICE C.3) 

 

não é interessante, como será discutido. Os pesos são unitários e SPf e SPf+1 contém apenas o j-

ésimo nó. Isso corresponde a reduzir a dimensão do espaço de solução do problema de 

otimização, como sugere a Figura 88, e se baseia no conhecimento prévio sobre o tamanho e 

geometria do eletrodo. Assim, dependendo da escolha das variáveis, perdem-se algumas 

posições fisicamente possíveis dos eletrodos, o que significa que a resolução imposta pela 

transformação pode não ser suficiente para detectar a posição corretamente. 

 

ρ1 ρ2 ρ3

ρ4 ρ5 ρ6

ρ7 ρ8 ρ9

γ1

ρ1=γ1

ρ2=γ1

  
ρ9=γ1

 
Figura 88 Representação esquemática da relação entre as variáveis ρ e γ nos dois espaços, segundo 

equação (APÊNDICE C.3), considerando-se um único nó no espaço de projeção, o qual corresponde a 
γ1. Neste caso, pesos são unitários. 
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APÊNDICE D – APRIMORAMENTO DO 

ALGORITMO DE MOTC PROPOSTO: REFINANDO O 

CÁLCULO DA PROBABILIDADE P 
 

 

Já foi mencionado que o FORM, utilizando uma aproximação linear para a função Q 

(vide subseção 3.2.1) no espaço normalizado, obtém uma aproximação para a probabilidade 

de 0Q≤ . Ainda, comentou-se que, uma vez que a região de integração que dá a maior 

contribuição à probabilidade de 0Q≤  (ou mesmo 0M ≤ ) está localizada nas proximidades 

do ponto mais próximo à origem (ou PMP), a aproximação da função não-linear pela linear 

em tal ponto determinaria a precisão do FORM no cálculo da probabilidade. 

Nessas condições, pode-se notar que: 1) se o raio (raios) de curvatura da função não-

linear no ponto mais próximo no espaço padronizado é (são) pequeno(s) em relação ao índice 

de confiabilidade correspondente, ou 2) se o problema para obtenção do índice de 

confiabilidade (problema (3.2.18)) apresenta mais de um mínimo local com valores dos 

índices correspondentes aproximadamente de mesma magnitude, a aproximação da função 

não-linear pela linear no PMP seria relativamente ruim. Como conseqüência, o cálculo da 

probabilidade pelo FORM seria relativamente pobre. 

Portanto, se pelo menos uma das duas condições anteriores forem observadas, podem-se 

utilizar formas alternativas de cálculo de P. Como formas de aumentar a precisão do cálculo 

referente a uma superfície Q=0 nas condições do parágrafo anterior, podem-se propor 

procedimentos distintos, baseados em aproximações e/ou limites (MADSEN; KRENK; LIND, 

2006). 

 Um desses procedimentos é baseado na aproximação de Q=0 por uma superfície 

quadrática no PMP, para a obtenção de uma melhor aproximação local de Q=0. A outra é a 

aproximação de Q=0 por um conjunto de superfícies planas para a obtenção de uma melhor 

aproximação global. Tais superfícies planas provêem de linearizações de Q em diversos 

pontos diferentes, não necessariamente PMP’s. 

Ainda, podem-se combinar os dois procedimentos mencionados, utilizando-se então 

superfícies quadráticas distintas ou combinações de superfícies quadráticas distintas e 

lineares, obtidas de aproximações de Q=0 por superfícies em vários pontos diferentes da 
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função, para uma aproximação de Q ainda mais precisa que as anteriores. Tal caso não será 

tratado neste trabalho. 

Na seqüência, discutem-se as abordagens de aproximação por superfície quadrática e 

por superfícies lineares (esse último caso chamado, alternativamente, de aproximação por 

superfície poliédrica – MADSEN, KRENK e LIND, 2006), mencionando-se a forma de se 

obter a probabilidade aproximada correspondente a cada abordagem. Tais discussões possuem 

caráter teórico, sendo descritos os aspectos mais importantes das abordagens, e mostrado o 

desempenho por meio de um exemplo simples, aplicado apenas ao caso da aproximação 

quadrática. A implementação e teste das abordagens no contexto da TIE fogem do escopo do 

presente trabalho. 

 

 

APÊNDICE D.1 – Aproximação de Q=0 por Superfície Poliédrica 
 

 

Nesse caso, segundo Madsen, Krenk e Lind (2006), considera-se o conjunto ou região 

onde não há falha ou região de segurança a região limitada por k hiperplanos. Para cada um 

deles, define-se uma função linear: 

 

 i
T

ii bM += RA ,         (APÊNDICE D.1) 

 

para a qual: 

 

 [ ] [ ] i
T

ii bEME += RA         (APÊNDICE D.2) 

 [ ] [ ] i
TT

ii ,MVar ARRCovA=          (APÊNDICE D.3) 

 [ ] [ ] j
TT

iji ,M,MCov ARRCovA=          (APÊNDICE D.4) 

 

Considera-se então, seguindo o que foi definido no atual capítulo, que um ponto 

pertence à região de segurança se 0Mi ≤ , para i=1..k. Nesse caso, se está interessado na 

probabilidade 

 



 
 

235 
 

 

{ } { } { }( )









≤=

=≤∩∩≤∩≤=

=
I

L

k

1i
i

k21

0MP

0M0M0MPP

        (APÊNDICE D.5) 

 

Seguindo a abordagem de Madsen, Krenk e Lind (2006), define-se então um conjunto 

de variáveis normalizadas auxiliares Yi, definidas por: 

 

 
[ ]

[ ]i

ii
i MD

MEM
Y

−
= ,         (APÊNDICE D.6) 

 

onde [ ] [ ]ii MVarMD = . Tais variáveis, bem como as variáveis dispostas no vetor em R e a 

variável Mi (conforme discutido na subseção 3.2.1), distribuem-se segundo distribuições 

normais. As novas variáveis Yi têm médias nulas, variâncias unitárias e covariâncias dadas 

por: 

 

 [ ] [ ]
[ ] [ ]ji

ji
ji MDMD

M,MCov
Y,YCov = .         (APÊNDICE D.7) 

 

Utilizando-se então: 

 

 
[ ]
[ ]i

i
i MD

ME
a = ,         (APÊNDICE D.8) 

 

e a matriz de covariâncias RM, cujo elemento da linha i e coluna j é dado por Cov[Yi, Yj], a 

probabilidade P na eq.(APÊNDICE D.5) pode então ser dada por 
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,         (APÊNDICE D.9) 
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onde Φk(a,RM) é a função de distribuição cumulativa para um conjunto de k variáveis normais 

e normalizadas, de matriz de covariâncias RM e limites dados por a=[a1 a2 ... ak]
T. Ainda, 

φk(y1,y2,...yk,RM) é a função densidade de probabilidades correspondente. 

 Ocorre que a função Φk(a,RM), da mesma forma que as probabilidades no problema 

(3.2.1) para uma única função (c-c ou fn), não pode ser computada em qualquer caso. 

Portanto, uma expansão em séries de Taylor para matriz particular RM foi proposta por 

Ditlevsen (1984) e uma aproximação numérica por Deak (1980). Além disso, uma 

aproximação por expansão de Φk(-a,RM) para o módulo de a tendendo ao infinito (na prática, 

para valores elevados dos limites de integração) foi proposta por Ruben (1964) e limites 

baseados numa particular matriz RM são dados em Madsen, Krenk e Lind (2006). 

Uma maneira interessante de resolver tal questão é através da teoria discutida na seção 

3.2, para o caso de sistemas em série (MADSEN; KRENK; LIND, 2006). Em tal seção, 

discutiu-se uma maneira de trabalhar com limites para valores de probabilidade de 

intersecções de eventos baseados nos valores de probabilidade para eventos simples. Mostrou-

se que quando se maximiza a probabilidade de um dos eventos, sujeito às restrições de maior 

ou igual nas probabilidades dos outros eventos, conforme mostrado na primeira formulação 

genérica citada (vide problema (3.2.1)), age-se, implicitamente, a favor da segurança, uma vez 

que a probabilidade de todos os eventos em conjunto, ou parte deles, será sempre maior ou 

igual à probabilidade dos eventos multiplicada. Ainda, concluiu-se que, no estudo de um 

problema com muitos eventos, resolvido pela formulação em (3.2.1), em que se está 

interessado no evento dado pela intersecção dos eventos considerados (ou de alguns deles), 

seria indicado checar a multiplicação das probabilidades no fim de cada otimização, sendo a 

resposta confiável no caso do valor do resultado ser elevado. Portanto, no cálculo da 

probabilidade na eq.(APÊNDICE D.9) e na solução de um problema de otimização de MOTC 

baseado na mesma equação, pode-se propor trabalhar com as probabilidades dos eventos 

simples. 

Finalmente, um método interessante pode ser encontrado em Song e Kang (2009). Tal 

método determina as probabilidades e gradientes das mesmas no caso de sistemas em série (e 

também outros tipos de sistema, como o sistema em paralelo, em que a falha ocorre no caso 

em que dois ou mais componentes do sistema falham). Representa, provavelmente, a 

abordagem mais indicada no caso de superfícies poliédricas, uma vez que o cálculo de 

probabilidades de diversos tipos de sistemas e/ou intersecções de eventos é realizado 
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eficientemente do ponto de vista computacional, através de simples operações matriciais 

(SONG; KANG, 2009). 

 

 

APÊNDICE D.2 – Aproximação de Q=0 por Superfície Quadrática 
 

 

Considera-se uma função quadrática genérica nas variáveis padronizadas. Tal função 

pode ser transformada para (MADSEN; KRENK; LIND, 2006): 

 

 ( ) ( ) Q

n

m
iQi

1m

1i

2
QiiQi cubuag −+δ−= ∑∑

−

=

U ,             (APÊNDICE D.10) 

 

Através de uma rotação do sistema de coordenadas (cartesiano, nesse caso). De fato, no caso 

de uma função genérica bidimensional, pode-se mostrar que o ângulo existe para qualquer que 

seja o conjunto de parâmetros da função quadrática original. 

A função g(U), ou MQ, pode ser expressa como: 

 

 QQQQ cBAM −+= ,       (APÊNDICE D.11) 

 

em que as variáveis AQ e BQ são dadas por: 
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       (APÊNDICE D.12) 

 

Como o vetor U possui variáveis normais não-correlacionadas e, portanto, 

independentes, segue que AQ e BQ são também independentes (MADSEN; KRENK; LIND, 

2006). Assim, P pode ser obtida como: 

 

 ( ) ( )[ ]∫
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−−−=
1

QQ
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QBA daacF1af1P ,       (APÊNDICE D.13) 
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onde a é variável de integração, 
QAf  é função densidade de probabilidades de AQ e 

QBF  

função distribuição cumulativa de BQ. Além disso, BQ é distribuída de acordo com a 

distribuição normal e AQ é combinação linear de variáveis distribuídas segundo distribuições 

chi-quadrado não-centrais. 

Ocorre que nem sempre é possível obter uma distribuição exata e conveniente para AQ, 

conforme mencionam Madsen, Krenk e Lind (2006). Assim, não há resultados genéricos para 

P nesse caso, tendo sido propostos métodos numéricos (RICE, 1980). 

Assim, Madsen, Krenk e Lind (2006) propuseram trabalhar com o caso especial de uma 

superfície hiperparabólica. Ocorre que uma aproximação de segunda ordem da superfície não-

linear no PMP, em conjunto com uma transformação de variáveis ortogonal e manipulação 

algébrica (MADSEN; KRENK; LIND, 2006) gera, justamente, a superfície hiperparabólica, o 

que se encaixa exatamente nas pretensões deste trabalho. Tal aproximação de segunda ordem, 

obtida através de expansão em séries de Taylor, rende: 

 

 
( )

( ) ( )PMPPMP
T

PMP

PMP
T
PMP

2

1

QQ0

UUDUU

UU

−−+

+−∇≈=
,       (APÊNDICE D.14) 

 

onde ( )PMPPMP QQ U∇=∇  é o vetor gradiente no PMP e a matriz simétrica ( )PMPPMP UDD =  é a 

matriz (hessiana) de derivadas segundas da função não-linear no mesmo ponto, ou seja, seu 

elemento na i-ésima linha e j-ésima coluna é dado por: 

 

 ( ) ( )
ji

PMP
2

PMPij uu

Q
D

∂∂
∂

=
U

U .       (APÊNDICE D.15) 

 

Através da transformação e manipulação mencionadas e descritas em Madsen, Krenk e 

Lind (2006), obtém-se uma fórmula de cálculo da probabilidade P. Sendo o calculo 

complicado, Tvedt5 apud Madsen, Krenk e Lind (2006), propôs uma aproximação para 1-P, 

ou seja, a probabilidade de falha, dada então por: 

 

                                                           
5 TVEDT, L. Two Second-Order Approximations to the Failure Probability. Veritas Report RDIV/20-004-83, 
Det norske Veritas, Oslo, Norway, 1983. 
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 3Tv2Tv1Tv AAAP1 ++≈− ,       (APÊNDICE D.16) 

 

onde 

 

 ( ) ( )[ ] 2
1

q1Tv 2detA −β+β−Φ= AI ,                   (APÊNDICE D.17) 

 ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )( )[ ]{ }2
1

q
2

1

q2Tv 12det2detA −− +β+−β+βϕ−β−Φβ= AIAI ,       (APÊNDICE D.18) 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )( )( )[ ]{ }2
1

q
2

1

q3Tv i2detRe2det1A −− +β+−β+βϕ−β−Φβ+β= AIAI , (APÊNDICE D.19) 

 

ou em termos de curvaturas no PMP (o exemplo tratado na subseção seguinte utiliza o cálculo 

da curvatura da função no PMP, como será descrito): 
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j1Tv 1A ,                   (APÊNDICE D.20) 
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,       (APÊNDICE D.21) 
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,       (APÊNDICE D.22) 

 

onde Aq depende do gradiente PMPQ∇  e da matriz D, além da matriz relacionada à 

transformação ortogonal mencionada. Assume-se que as matrizes q2 AI β+  e ( ) q12 AI +β+  

são positivas definidas. A técnica ou método, denominado de SORM na literatura (“Second-

Order Reliability Method”), tem se mostrado preciso em vários casos, conforme comentado 

por Madsen, Krenk e Lind (2006) e sugerido pelo exemplo retirado da mesma fonte e descrito 

na seqüência. Ainda, a implementação dessa técnica mostra-se plausível, sendo os gradientes 

de 1-P obtidos como mencionado anteriormente no caso do FORM, a não ser pela derivada de 

Aq. 

 

 

APÊNDICE D.2.1 – Exemplo da Aproximação de TVEDT 

 

No exemplo, retirado de Madsen, Krenk e Lind (2006), consideram-se apenas duas 

variáveis aleatórias, as quais são independentes e não gaussianas. A função densidade de 

probabilidades de cada uma delas é: 
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 ( ) ( ) [ ] 1,2i   ,1,0r     ,r12rf iiiR i
=∈−=        (APÊNDICE D.23) 

 

e a função limite é: 

 

 ( ) 2121 rr8,1r,rg −−= .       (APÊNDICE D.24) 

 

Nessas condições, pode-se calcular a probabilidade de falha para o problema, dada por: 

 

 ( )( ) 4
1

8,0

1

r8,1

1221F 1067,2drdrr1r14P
1

−

−

×=−−= ∫ ∫ ,      (APÊNDICE D.25) 

 

a qual corresponde a: 

 

 ( ) 46,3PF
1

F =Φ−=β − .       (APÊNDICE D.26) 

 

O mapeamento no espaço normal padronizado é dado, segundo a transformação de 

Rosenblatt (MADSEN; KRENK; LIND, 2006), como: 
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.       (APÊNDICE D.27) 

 

(na eq.(3.4.6), a transformação T corresponde à transformação de Rosenblatt num caso 

genérico). Assim, a função de falha no espaço normal padronizado pode ser dada, em sua 

forma paramétrica, como: 

 

 
( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) 1t8,0   ,8,0t1,t11

tu,tuu,u
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==
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.       (APÊNDICE D.28) 

 

Um esboço da superfície de falha correspondente pode ser vista na Figura 89. 
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Figura 89 Esboço mostrando a superfície de falha no espaço padronizado. 

 

Nessas condições, o PMP é dado por: 

 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )32,232,29,0t9,0t ,u,uu,u 2121 == == .      (APÊNDICE D.29) 

 

Para comparação, o índice de confiabilidade determinado pelo PMP, e a probabilidade 

de falha obtida através do FORM e do mesmo índice (conforme visto, anteriormente, no atual 

capítulo), seriam iguais a: 
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.       (APÊNDICE D.30) 

 

Continuando, a curvatura no PMP, em termos da representação paramétrica da função 

de falha, é dada por 
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.   (APÊNDICE D.31) 

 

Com a curvatura e utilizando-se a eq.(APÊNDICE D.16), a eq.(APÊNDICE D.20), a 

eq.(APÊNDICE D.21) e a eq.(APÊNDICE D.22), obtém-se a aproximação para a 

probabilidade de falha para o caso da aproximação de segunda ordem da função de falha, 

como se segue: 
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,       (APÊNDICE D.32) 

 

o que rende: 

 

 ( ) 47,31063,2 41
FSORM =×Φ−≈β −− .       (APÊNDICE D.33) 

 

Pode-se notar que a aproximação é, de fato, melhor que o para o caso linear (FORM), o 

que era de se esperar dada a função no espaço padronizado. A função F relacionada ao 

problema de TIE é também não-linear nas variáveis aleatórias. Assim, é provável que uma 

aproximação quadrática seja mais satisfatória que a linear, sobretudo se várias superfícies 

quadráticas forem usadas na aproximação, de maneira semelhante à discutida no caso linear, 

ou seja, no caso da superfície poliédrica. 

Ainda, deve-se notar que a estimativa baseada em FORM estava incorreta, mas foi 

conservadora, diferentemente da aproximação SORM. Essa última, de fato, gerou uma 

estimativa subestimada da probabilidade de falha. Essa não é, no entanto, uma vantagem do 
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FORM com relação ao SORM. O que ocorre é que a superfície não-linear é convexa (vide 

Figura 89) e, portanto, a área de integração da função densidade de probabilidades para o caso 

da linearização reduz-se significativamente. Assim, pode-se notar que o contrário ocorreria no 

caso de uma superfície côncava (ou seja, a estimativa de FORM estaria, também, 

subestimada). Concluindo, a menos que se prove que a função erro e demais funções 

envolvidas na estimação da imagem em TIE são convexas, não se pode afirmar que a 

aproximação FORM será sempre conservadora. 
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APÊNDICE E  – VERIFICAÇÃO NUMÉRICA DO 

MODELO DE MEF UTILIZADO 
 

 

Como comentado na seção subseção 4.1.2, o material que emula o vazio possui 

resistência relativamente elevada em comparação à do material do eletrodo. Porém, essa 

resistência não é infinita, o que significa que pode haver passagem de corrente por esse 

material especial, ainda que em pequena quantidade. Esse efeito, de fato, ocorreu no caso de 

um mínimo local obtido pelo algoritmo de otimização, como mostrado nos testes realizados 

(vide subseção 4.1.4, Figura 48). Para distribuições de condutividade referentes a eletrodos de 

geometrias convencionais, no entanto, as correntes são desprezíveis, como mostrado em 

seguida. 

Na verificação, considera-se a distribuição de condutividades mostrada na Figura 90(a) 

e na Figura 90(b), para comparação. É possível notar que a condutividade é constante no 

elemento, o que significa que o modelo adotado é uma aproximação do utilizado na subseção 

4.1.4. Isso ocorre, pois o programa comercial utilizado não dispõe de elemento com 

condutividade linear. Os valores de condutividades são: vermelho – 0,25(mΩ)-1, azul – 

0,002(mΩ)-1 (perturbação), branco – 10-6(mΩ)-1 (vazio), laranja – 100(mΩ)-1 (eletrodos), 

iguais aos utilizados nos testes subseqüentes. 

 

 
(a)      (b) 

Figura 90 Malhas, condições de contorno e distribuições de condutividade utilizadas na verificação 
numérica do modelo considerado na correção do posicionamento dos eletrodos pelo MOT. (a) 
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Consideram-se elementos com material que emula vazio. (b) Elementos de material do tipo vazio não 
são considerados. Para ambos os modelos, eletrodos são destacados em laranja, condições de contorno 
de correntes em ciano, e referência é representada por pequeno triângulo, na parte inferior das figuras. 

 

Ainda, é possível notar que uma situação limite é adotada, segundo a qual os eletrodos 

estão bastante próximos e a perturbação encontra-se próxima ao contorno, “dificultando” a 

entrada de corrente. Correntes nodais são então aplicadas aos nós indicados nas figuras e uma 

referência é escolhida, como indicado nas mesmas. 

Resolvendo o problema de MEF para os modelos, materiais e condições de contorno 

mostrados, obtêm-se os vetores densidade de corrente mostrados na Figura 91(a) e na Figura 

91(b). Os valores são plotados nos centróides dos elementos finitos. Nota-se, da Figura 91(a), 

que os vetores nos elementos de material vazio nem mesmo aparecem na figura, o mesmo 

ocorrendo para a perturbação. Na realidade, tem-se, no máximo (considerando-se todos os 

pontos dos dois elementos de material vazio presentes entre os dois eletrodos), 2 10-7 para a 

magnitude do vetor densidade de corrente (nos demais elementos de material vazio, a 

densidade de corrente é ainda menor). Ainda, as duas figuras mostram resultados, 

visualmente, muito próximos. 
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(a) 

 
(b) 

Figura 91 Densidades de corrente considerando (a) malha com elementos com material que emula 
vazio, e (b) malha sem elementos de material do tipo vazio. Em ambos os casos, detalhes à direita, 
mostram aproximação da região mais importante (com maior variação da densidade) das malhas. 

 

Quanto aos potenciais elétricos, têm-se dois resultados idênticos, como mostrado na 

Figura 92. Na Figura 92(a), retiram-se os elementos referentes ao material vazio, para melhor 

comparação. 
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(a)      (b) 

Figura 92 Potenciais elétricos para (a) malha com elementos com material que emula vazio, e (b) 
malha sem elementos de material do tipo vazio. Retiram-se os elementos referentes ao material vazio 

(da figura (a)), para melhor comparação. 

 

Nessas condições, considera-se que o material do tipo vazio se comporta, 

aproximadamente, como a “ausência de material”, ou material de condutividade nula, e que o 

modelo utilizado na correção do posicionamento dos eletrodos (seção 4.1) é, portanto, 

adequado. 
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