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RESUMO

Nesta dissertacao, estudamos principalmente problemas semipositonos
elipticos com dois parametros, a saber, problemas de valor de fronteira da
forma

— Au= Ag(u) + pf(u) em Q
u=>0 em 00

E claro que sao feitas algumas hipdteses sobre f e g, assim como sobre as
constates A e u. Comegamos apresentando os pré-requisitos necessarios ao
entendimento de tais problemas. Discutimos também alguns resultados re-
centes sobre problemas eliticos positonos e semipositonos.
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ABSTRACT

In this master thesis, we mainly study 2-parameter semipositone prob-
lems of elliptic type, ie, boundary value problems of the form

— Au=Ag(u) + pf(u) in
u=0 on 99

Of course, we made some assumptions over f and g, and over the constants A
and p as well. We begin presenting some prerequisites for the study of such
problems. We also discuss some recently obtained theorems for positone and
semipositone elliptic problems.

v



Conteudo

(1 Introducao]

2 Consideracoes Iniciais|
[2.1 Teorema da Divergencia e Desigualdades . . . . . . . ... ..
[2.2  As Equacoes de Laplace e Poisson| . . . . . . . ... ... ...
[2.2.1 Funcoesde Green| . . . . . . .. .. ... ... .....
[2.3  Espacos de Sobolev| . . . . . ..o 0oL
2.4 Autovalores do Laplaciano| . . . . . . . .. ... ... ... ..
2.5 Método de Sub/Supersolucao| . . . . ... ... ... ...,
2.6 A Geomefria do Problemal . . . . . . ... ... ........

3 Teorema do Passo da Montanhal
[3.1 Ideias do Calculo de Variacoes . . . . . . . .. ... ... ...

4.2 Problemas Semipositonos|. . . . . . . . ... .00
4.3 Problema Principal| . . . . ... ... ... ... ...

[4.3.1 Demonstracao do Teorema|4d.3.1} . . . . . . . . . . ...
4.4 Identidade de Derrick-Pohozaevl . . . . . . . .. ... ... ..
[4.5 Nao Unicidade de Solucoes Positivas . . . . .. ... ... ..
[4.6  Nao existencia de dolucao Positival . . . . . ... ... .. ..

10
12
15
16
19

21
21
23
24



Capitulo 1

Introducao

A maioria dos problemas em equacoes diferenciais parciais sao emergentes
da Fisica, Quimica ou Engenharia. Um exemplo é o problema que envolve
processos de difusao, como a Equagao do Calor, onde procuramos uma funcao
que nos indique a temperatura de cada ponto de um sélido de acordo com
sua posicao no espacgo e no tempo, conhecendo o “formato” de tal sélido e
algumas de suas propriedades no tempo inicial.

Um caso bem geral seria tentar obter a temperatura u(z,t) em €2, na
posicdo z e tempo ¢, conhecendo a “condutividade de calor” k(z) e f(z,u(x,t),1t)
(que pode ser uma fonte externa). Tentamos determinar u sabendo que a
seguinte relacao ¢ valida:

u = div(kVu) + f(x,u,t).

Um problema de interesse é determinar a temperatura de equilibrio, in-
dependente do tempo, ie, satisfazendo u; = 0. Em particular, quando k é
constante e a fonte externa independente de z e t, isto é, nao varia com o
tempo nem com a posi¢ao no soélido, obtemos um problema nao linear de
autovalores

(1.1)

—Au=Af(u) em Q
u=20 em Of)

onde A > 0, e Q C R™ é um aberto limitado e conexo com fronteira 0f2 suave.

Alguns resultados foram obtidos no caso em que f é positiva e monétona.
Tais problemas sao conhecidos como Problemas Positonos (terminologia su-
gerida por Cohen e Keller em [9]). A motivagao para o estudo de tais prob-
lemas é o fato de a resisténcia aumentar com a temperatura. No Capitulo [4]
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estudaremos apenas um caso simples de tais problemas que foi abordado em
[13].

Mais desafiadores sao os problemas em que admitimos que f possa ser ne-
gativa. Estes sao os chamados Problemas Semipositonos. Mais precisamente,
procuramos solucoes de no caso em que 2 C R™ é um aberto limitado
e conexo com fronteira Jf) suave e f monétona é tal que f(0) < 0. Tais
problemas surgem em flambagem de sistemas mecanicos, reacoes quimicas,
combustao e gerenciamento de recursos naturais.

Estaremos preocupados em encontrar solugoes positivas para , que,
segundo Lions [I5], é o caso mais interessante do ponto de vista das aplicagoes.

Nesse sentido, apresentamos um resultado de [13], que ilustra muito bem
uma das técnicas utilizadas ao enfrentar tais problemas, a saber, o Método
de Sub/supersolugao.

O principal objetivo desta dissertacao é a andlise dos resultados obti-
dos por Caldwell, Castro, Shivaji e Unsurangsie em [4]. Estes se referem a
solucgoes positivas do problema de valor de fronteira

— Au = Ag(u) + pf(u) em 2 19
u=0 em 00 (12)

onde \, i1 > 0 e f e g sdo ambas monétonas com f(0) < 0 e g(0) > 0. E facil
ver que ¢ um problema semipositono quando “u é grande e A pequeno”,
pois assim Ag(0) + pf(0) < 0. O resultado principal é o Teorema m, que
garante a existéncia, para p > 0 fixado, de uma solugao positiva (com norma
L*> grande) de , para A suficientemente pequeno. Este resultado serd
também importante pois garantira a existéncia de duas solugoes positivas em
alguns casos (Ver Teorema .

Os métodos utilizados para a demonstracao destes resultados envolvem
ideias do Calculo das Variagdes (como o Teorema do Passo da Montanha)
e o Método de Sub/supersolu¢ao. Tentamos nao deixar de lado nenhuma
definicao, teorema ou proposicao importante para o entedimento dos resul-
tados e tornar a apresentacao o mais completa possivel.



Capitulo 2

Consideracoes Iniciais

Neste capitulo comecamos a desenvolver a teoria e os pré-requisitos necessa-
rios ao bom entendimento de todos os resultados deste trabalho. Na primeira
secao, apresentamos o Teorema da Divergéncia, de fundamental importancia,
e as Desigualdade de Holder. Em seguida, mostramos resultados basicos so-
bre funcoes harmonicas e solugoes da equagao de Poisson, incluindo principios
de maximo e minimo, fungoes de Green e uma breve introducao aos espagos
de Sobolev. Problemas de autovalores sao tratados na Secao 2.4. Outro
resultado fundamental é o Teorema [2.5.9] o Método de Sub/Supersolugao.
Finalmente, na ultima secao explicamos como entendemos a regularidade de
um dominio e apresentamos o Teorema da Vizinhanca Tubular.

2.1 Teorema da Divergéncia e Desigualdades

Entre os teoremas mais importantes do Calculo em Vérias Variaveis encontra-
se o Teorema da Divergéncia que apresentamos a seguir. Uma demonstragao
pode ser encontrada em [20].

Teorema 2.1.1 (Teorema da Divergéncia). Seja Q@ C R™ um aberto limitado
com fronteira 9 de classe C'. Se F' : Q@ — R" € de classe C' em Q e

continua em ), entdo
/dz’dea::/ F-vds,
Q o0

onde v é o vetor normal unitdario exterior a ) em 0f).



Um corolario imediato e muito importante é o

Corolario 2.1.2 (Identidades de Green). Sejam u e v € C*(Q), onde Q é
como no Teorema[2.1.1. Entao,

ou
7 Audx:/ —dS;
) /Q o0 OV
" Vu-Vvder = — [ uAvdr + u@ ds;
(47)
Q Q o0 Ov

Av — vA _ v Ou o
(7i1) /Qu v —vAudz /aQual/ vade

Observagao 2.1.3. A férmula em (i7) acima é conhecida como a Primeira
Identidade de Green. A Segunda Identidade de Green é como conhecemos a
férmula em (#44).

Demonstragao. (i) Basta considerar F' = Vu no Teorema [2.1.1]
(i7) Observe que div(uVv) = Vu - Vv + uAwv e aplique o Teorema [2.1.1

(7i1) Basta escrever (i7) trocando u por v e subtrair as duas, para obter (ii).
[

Definicao 2.1.4. O espaco LP(2), 1 < p < oo é o espago de todas as
fungdes (classes de fungoes que coincidem em quase todo ponto) mensuraveis
u: 2 — R tais que

/Q|u(x)|p dz < oo.

Uma norma em LP(Q2), 1 < p < oo, é

ol oy = ( / (@) do).

Definimos também L>(Q2) o espago de todas as fungoes (classes de fungoes
que coincidem em quase todo ponto) mensurdveis u : 2 — R tais que

sup |u(z)| < oo,

€N
onde o simbolo sup |u| indica o supremo essencial de u, ou seja, o infimo dos
M > 0 para os quais o conjunto {z € Q| |u(z)] > M} tem medida 0. Uma
norma em L>(Q) é

[[ull oo () = sup u(z)].
e



Teorema 2.1.5. O espago LP(Q2), 1 < p < 00, € de Banach quando equipado
com a morma acima.

Demonstracao. Ver qualquer livro de Teoria da Medida. Por exemplo, [19].
m

Teorema 2.1.6 (Desigualdade de Young). Suponhamos que 1 < p,q < oo e
que

LT )
P q
Se a,b >0, entao
a? bl
ab < — + —
p q

Demonstracao. Usando que a funcao ¢ — e’ é convexa, obtemos

log a? log b4 p q
1 py 1l q (& € a b
ab = 6logab — 6ploga +q10gb < + o

— b

p q p q

como queriamos. O

Teorema 2.1.7 (Desigualdade de Holder). Suponhamos que 1 < p,q < oo e

que

1 1
-+-=1
P q

Seu e LP(Q) ev e LI(Q), entdo

/Q|uv|dx§ (/Q|u|pdx>1/p</ﬂ|v|qu>l/q.

Demonstracao. Se u = 0 ou v = 0, a desigualdade é verificada trivialmente.
Supondo agora que |[ul|yq) = |||l 14y =1 €, aplicando a Desigualdade de

Young, obtemos
q
/|uv|d:v</ <’u‘ il >:1.
q

Seu € LP(Q) e v € LU(Q) sao arbitrarios, basta aplicar o que foi feito acima
para —+— e ———. O

”uHLP(Q) ||U||Lq(n)

Observacao 2.1.8. No caso p =1 e ¢ = o0, é facil ver que vale

/\uv|dx< ]| o /|u|da:

para u € L'(Q) e v € L>(Q



2.2 As Equacoes de Laplace e Poisson
Entre as equacoes diferenciais parciais mais importantes certamente se en-
contram a equacao de Laplace

Au=0em ()

e a equacao de Poisson
—Au = f em €,

onde Q CR"e f:Q — R sao dados e u : 2 — R é a incognita.

Definigao 2.2.1. Dizemos que uma fun¢ao u € C?*(Q) satisfazendo a equagao
de Laplace é uma funcao harmonica.

Observagao 2.2.2. Usamos a seguinte notacao para a média de u em A:

][AU(y) dy = |—;’ /A u(y) dy,

onde |A| indica a medida do conjunto A.

Teorema 2.2.3. Se u € C%*(Q) é uma funcdo harménica, entdo para todo
x€Q er >0 tais que B.(xr) CC Q, temos

u(z) = ][Br(m)u@) dy (2.1)

u(z) = ][aBT(I)u(y) ds. (2.2)

Demonstracao. Definimos
o) = f  uly)as.
8B, (z)

Observe que ¢(r) — u(x) quando r — 0, pois u é continua. O teorema
estard demonstrado entao ao verificarmos que ¢ é constante. De fato, pelo
Corolario do Teorema da Divergéncia,

P'(r) = dif" <][831(0)U(x +1r2) dSZ>

= ][ Vu(x +1rz) - 2dS, = ][ %(x +rz)dS, (2.3)
dB1(0) dB1(0) ov
ou
OB, (z) OV Br(x)



como queriamos. Note que ([2.1]) é imediato de (2.2)). O

Teorema 2.2.4 (Principio do Mdximo). Seja Q2 um dominio limitado contido
em R™. Suponhamos que u € C*(Q) N C(Q) € tal que

—Au <0.

Entdao, u nao pode atingir seu mdximo no interior de ), a menos que seja
constante. Em particular,

maxu = maxu.
Q 99

Demonstracao. Suponhamos que exista xy € €2 tal que

u(zg) = maxu =: M
Q

. Definimos A = {z € Q; u(z) = M}. E claro que A é fechado em Q. Como
Q) é conexo e estamos supondo A # (), a demonstracao estard concluida ao
mostrarmos que 4 é também aberto em 2. De fato, seja z € A. Pela
Propriedade do Valor Médio, temos

M =u(zx) = ][B ( )u(y) dy < M.

Assim,

/ (M —u)dy =0
B, (z)

e, como M —u >0 em B,(z), temos u = M em B,.(z), mostrando que A é
aberto em (), como queriamos. n

Definicao 2.2.5. Dizemos que um ponto x € 0f) satisfaz a condi¢ao da
esfera interior se existem y € e r > 0 tais que B,(y) C Q e z € 0B,(y).
Analogamente, definimos a condicao da esfera exterior.

Observagao 2.2.6. Se €2 é de classe C? (Ver Secio 2.6), todos os pontos de
0N satisfazem as condigoes da esfera interior e exterior.

Teorema 2.2.7 (Principio do Méaximo de Hopf). Suponhamos que u €
C*(Q)NC(Q). Suponhamos também que —Au < 0 em Q e que existe g € O



tal que u(xo) > u(x), para todo v € Q. Finalmente, suponhamos que € sa-
tisfaca a condicao da bola interior em xy. Entdo,

Ou

By (ZE()) > 0,

onde v € o vetor unitdario normal exterior a §) em x.

Demonstragao. Por hipdtese, existem r > 0 e yy € Q tais que B,(yo) C Q e
xo € OB, (yo). Por simplicidade, vamos supor 3o = 0. Definimos v : B,.(0) —
R por

v(x) = e N — e

Assim,
Vo(z) = —2 ze 7,

Segue entao que, para A > 2n/r? e L < |z| <,
—Av = —div(Vv) = 2 ne NP — 4Nz 2e NP <

2Ane Ml \2p2-Aal® < 0.

Por outro lado, como u(xy) > u(x) em €, temos, por compacidade, que
u(xg) > u(x) + ev(zr) em 0B,2(0), para ¢ > 0 suficientemente pequeno.
Como, além disso, v =0 em 0B,(0), temos

u(xo) > u(x) + ev(z) em OR,
onde R = {z € Q; 5 < |z| < r}. Note que
—A(u~+ev —u(zg)) <0

e, portanto, pelo Principio do Méximo (Teorema [2.2.4)), u + ev — u(zy) < 0
em R. Assim, ja que u(zo) + ev — u(zg) = 0, obtemos

ou ov
5(950) + 55(950) >0,
ou ainda,
%(mo) > —5§—U(x0) =222 > 0,
v v
como queriamos. O



2.2.1 Funcoes de Green

Vamos fazer alguns calculos formalmente. Observe que, como a equacao de
Laplace é invariante por rotagoes, ao procuramos por uma fungao u que satis-
faca tal equagao, é natural procurarmos por funcoes que sejam radialmente
simétricas, isto é, u(z) = v(|z|), onde v é uma funcao de variavel real. Desse
modo, v deve satisfazer

n—1

v (r) + v'(r) = 0.

r

Usando métodos elementares para resolucao de equagoes diferenciais ordinarias,
obtemos, para n > 3,

u(z) = v(|z]) = blz|* " +c.
Se for n = 2, obtemos

uw(z) = v(|z]) = blog |x| + c.
Isso motiva o seguinte:

Definigao 2.2.8. Definimos a solucao fundamental para a Equacao de Laplace
por
— o= log |z], sen =2

I'(z) = (2.4)

2—n > 3
n(n—2)wn’x‘ , sen>

Observacao 2.2.9. Acima, w, denota o volume da bola unitaria do R" e a
escolha das constantes a e b deve ficar clara em seguida (Proposicao [2.2.10)).

As proposicoes seguintes mostram a importancia da solucao fundamental.
Comecamos com a formula de representacao de Green.

Proposicao 2.2.10. Suponha que u € C%(Q), onde Q ¢ limitado com 0Q de
classe C'. Entdo

wa) =~ [ Ty -o)dut)dy + [

o0

(F(y — )G, W) —uly) gy - rc)) ds.

10



Demonstragao. Para r > 0 tal que B,.(z) CC (2, temos

/Q\Br(x) [z —y)Audy = /Q (F(:v ~ )5, ~ul) g (@ - y)) dS(y)

7]

Jdu or
+ /837.(@ (F(:c - y)a—n(y) - U(y)a—n(x - y)) dS(y),

onde, na ultima integral, n é o vetor normal unitario exterior a bola B, (x)
em 0B, (x). Como I' é integravel e Au limitado em €2, temos

/ [z —y)Audr — / ['(x — y)Audzr quando r — 0.
O\B,(z) Q
Além disso, ¢ facil ver que, fazendo r — 0, obtemos

ou
MNx—y)—(y)de — 0 e
/aw) @ =05

ol
/8 oy M) = )5 — ()

concluindo a demonstracao da proposicao. O

Observacao 2.2.11. Se u for solu¢cao do problema

— Au = Q
u=f em | (25)
u=g em Jf)

entao a férmula acima nos diz que

ou or

u() —/QF(?/—iU)f(?J) dy+/a (F(y—x)a—n(y)—g(y)ﬁ—n(y—x» dS. (2.6)

Q

O problema é que normalmente ou temos informagoes sobre u em 02 ou sobre
g—z. Uma maneira de contornar esse problema é, para cada x € {2, considerar
uma funcao harmonica em €2 que coincida com a solucao fundamental na
fronteira. Mais precisamente, considerar h, : {2 — R tal que

Ah, =0 em ()
" (2.7)

(y)=T(z—y) parayec o’

11



Assim, pela Segunda Identidade de Green (Coroldrio [2.1.2(444)),

oh Ju
O:/hIAudy—i—/ u—— — hy— dS. 2.8
Q oo On on (28)
Agora, somando ([2.6) e (2.8]), obtemos
G
wa) = [ Gaswdy = [ Glwpumas. @9

o0
onde G(z,y) :=T'(y — x) — ha(y).
Definicao 2.2.12. Definindo D = {(z, z)|z € Q}, a funcao G : (2xQ)\D —

R como definida acima é chamada Func¢ao de Green do problema.

O que fizemos acima, de certa maneira, apenas transfere o problema.
Agora precisamos encontrar uma funcao h como em . Isso pode ser
extremamente complicado, mas para alguns casos (como a bola ou o semi-
espago) a funcdo de Green é conhecida explicitamente. E importante, para
nossos propositos, o seguinte.

Teorema 2.2.13. Suponhamos que () satisfaca a condigcao da esfera interior
e exterior. Entdo, existe a funcao de Green G associada a ).

Demonstragao. Ver [10], onde é apresentada uma prova muito bonita, devida
a Peter D. Lax, como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach. O

2.3 Espacos de Sobolev

A referéncia principal e recomendada é o livro [11] de L. C. Evans.

Definigao 2.3.1. Sejam u, v € L},.(Q) e @ um multi-indice. Dizemos que v

é a a-ésima derivada fraca de u se

/ uD%¢dx = (—1)l / v dr, (2.10)
Q Q
para qualquer fungao teste ¢ € C°(2). Se este for o caso, escrevemos D%u :=

V.

Definigao 2.3.2. O espaco de Sobolev W*?(Q) é definido como o espaco de
fungoes u : 2 — R pertencentes a LP(€)) tais que D%u, a a-ésima derivada
fraca de u, existe e pertence a LP((2), para todo multi-indice « tal que |a] < k.

12



Definigao 2.3.3. Podemos definir uma norma em W*?(Q) por

HuHW’W(Q) = . (2.11)

onde indicamos por supg, |f| o supremo essencial de f em €.

Teorema 2.3.4. O espaco de Sobolev WEP(Q) é um espaco de Banach
quando equipado com a norma dada por ([2.11]).

Definicio 2.3.5. O espaco Wi*(Q) é o fecho de C°(Q) em W*2(Q), em
relacao a norma definida por . Intuitivamente, o espaco Wé’c P(Q) é o
espaco das fungoes de WHP(Q) que se anulam em 9S, juntamente com suas
derivadas até a ordem k — 1.

Teorema 2.3.6 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Supondo

que 1 < p < n, escrevemos
* np
P = :
n—p
Entao, existe C = C(n,p) tal que, para qualquer v € C}(R™), temos

HUHLP*(R") <C ||vu||Lﬂ(R”) : (2.12)
A seguir, vemos dois coroldrios muito importantes do Teorema [2.3.6|

Corolério 2.3.7 (Estimativas para WP(Q), 1 < p < n). Suponhamos que
Q é um aberto limitado do R™, com 92 € C* (Ver Secao 2.6). Suponhamos
também que 1 < p < n e que u € WIP(Q). Entao, existe C = C(p,n,Q) tal
que

[l o (@) < Cllullyrng) -
Em particular, u € LP"(£2).

Observacao 2.3.8. O Corolario [2.3.7] mostra que, no caso de 2 ser um
aberto limitado com 9Q € C*, WP(Q) C L4(RQ), para qualquer ¢ € [1, p*].

Corolério 2.3.9 (Estimativas para W,7(Q), 1 < p < n). Suponhamos que
Q € um aberto limitado do R™. Suponhamos também que u € Wol’p(Q) para
algum 1 < p < n. Entao, para cada q € [1,p*], existe C = C(p,q,n, ) tal
que

[ull oy < ClIVUll oy -
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Observacgao 2.3.10. O Corolério implica que em W, 7 (), com Q € R®
limitado, as normas || Vu| 1, q) € [|u[ly1.s(q) s80 equivalentes. Assim, podemos

1 )
pensar em W, ”*(2) como um espaco equipado com a norma ||Vul| Lo() € de
fato, é isso que faremos nos capitulos seguintes.

Teorema 2.3.11 (Desigualdade de Morrey). Suponhamos que n < p < 0o.
Entdo existe C' = C(p,n) tal que, para toda u € C*(R™)

HuHcow(Rn) <C HU’HWLP(R”) ’ (2.13)
onde n
y=1——.
p

Teorema 2.3.12 (Desigualdades de Sobolev). Seja Q2 um subconjunto aberto
limitado do R™ com 0Q € Ct. Suponhamos que u € W*P(Q).

(1) Se
n
k< —, (2.14)
p
entdao u € L1(2), onde
11k
g p n
e existe C = C(k,p,n,Q) tal que
HuHLq(Q) <C ||u||wk,p(9) : (2.15)
(17) Se
n
k> =, (2.16)
p
entdo u € C*171(Q), onde
n n noo_ ..
[—} +1——, se— nao € inteiro
_ p p p
7 - n )
v <1, se — € inteiro
p
e existe C' = C(k,p,n,~,Q) tal que
g g <l (217)
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Teorema 2.3.13 (de Compacidade de Rellich-Kondrachov). Suponhamos
que Q € aberto limitado com 9 € C* e 1 < p < n. Entdo, para qualquer

q € [1,p"),
Whe(Q) cc LYQ).

Teorema 2.3.14 (Ver [12], pp. 242). Seja 1 < p < 00 e suponhamos que
Au € LP(Q). Entdo, para todo u € W*P(Q) N W, P (Q), tem-se

[ellweni) < ClAU L) - (2.18)

2.4 Autovalores do Laplaciano

Teorema 2.4.1. Considere o problema de autovalores

(2.19)

—Au=Xu em
u=0 em o’

onde € € um dominio limitado do R™. Entdo:

(1) Cada autovalor de —A € real;

(17) Se repetirmos cada autovalor de acordo com sua multiplicidade (que €
finita), temos

2= {Ak}iozla
onde
O< A <A< A<
A — 00 quando k — oo.
(i11) Ewiste uma base ortonormal {wy};>, de L*(Q), onde wy, € Wy () ¢

uma autofuncao correspondente ao autovalor \j:

(2.20)

— Awg, = dw,, em
w =0 em 0Q)

15



(iv) O primeiro autovalor de —A, X\, tem multiplicidade 1. Mais precisa-
mente, existe uma funcao wy, positiva em 2, tal que

—Aw; = A Q
{ w1 wy, em (221>

w; =0 em Of)

e qualquer solugao fraca de (2.21) em WOM(Q) € um maltiplo de w;.

Demonstragao. Uma boa referéncia para a demonstragao é [11]. O

2.5 Meétodo de Sub/Supersolucao

Comecamos a secao com um resultado interessante obtido por P. Clément e
G. Sweers [7], o Método de Sub/Supersolugao para solugoes continuas. Para
demonstré-lo, precisaremos de um teorema de ponto fixo (Corolario [2.5.4)).

Teorema 2.5.1 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff). Sejam
X um espaco vetorial normado, K C X nao wvazio, convexo e compacto e
[ K — K um operador continuo. Entao f possui um ponto firo em K, isto
é, existe p € K tal que f(p) =p

Observacgao 2.5.2. O Teorema acima é uma versao simplificada do Teorema
do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff que, na verdade, prova a existéncia de
pontos fixos quando X é um espaco mais geral, a saber, um espacgo vetorial
topdlogico localmente convexo. Da mesma maneira, o Coroldrio seguinte é
valido quando X é um espaco de Fréchet. Tal nomenclatura é um tanto
“pesada’” para os propédsitos deste trabalho e este foi o motivo de simplifica-
la. Em toda sua generalidade, estes resultados podem ser encontrados em
Rudin [18].

Definigao 2.5.3. Seja X um espago de Banach e A C X um subconjunto.
Definimos co(K), a envoltéria convexa de A, como sendo o menor subcon-
junto convexo de X que contém A. Equivalentemente,

co(A) = { i i

Corolario 2.5.4. Se X ¢ um espaco de Banach, K C X ¢ compacto ndao
vazio e f: X — K € uma aplicacdo continua, entdo f possui um ponto fizo.

r, € Ae Z)‘izl’ comneN}.
i=1
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Demonstragio. E facil ver que co(K) é um subconjunto convexo, compacto e
nao vazio de X. Considerando a restri¢ao de f a co(K), temos um operador
continuo e portanto, pelo Teorema [2.5.1] f possui um ponto fixo. O

O Teorema seguinte afirma a existéncia de uma solugao entre uma sub-
solucao e uma supersolucao. A demonstracao que apresentamos é devida
a P. Clément e G. Sweers [7]. Na verdade, uma afirmacdo mais forte foi
demonstrada por E. Dancer e G. Sweers em [10], afirmando a existéncia de
uma solucao minimal u e uma maximal @ satisfazendo o seguinte:

u solugao — u < u <.

Definigao 2.5.5. Dizemos que u € C'(£2) é uma solucio (subsolugio, super-
solucao) continua de (2.22)) (abaixo) quando, para qualquer v € C?*(Q), v > 0
em , vale

/u(—Av) dr = (<, >)0.

Observacao 2.5.6. A nomenclatura acima é insatisafatéria, mas como es-
tamos nos referindo a solugdes fracas como solugdes nos espacos de Sobolev,
devemos diferenciar, de algum modo, estes dois tipos de solugoes.

Teorema 2.5.7 (Método de Sub/Supersolugdo para solugdes continuas).
Consideramos o problema de valor de fronteira

{ — Au= f(z,u) em | (2.22)
u=20 em 0S)

onde Q C R™ é um dominio limitado com OS2 reqular e f : Q@ x R — R uma
fungao continua. Suponhamos a existéncia de vy subsolugdo de (2.22) e vy
supersolucao que satisfazem

v < Uy em Q.
Entao existe uma solucio u de ([2.22) satisfazendo vy < u < vy em Q.
Para demonstrar este Teorema, faremos uso do seguinte resultado:

Lema 2.5.8. Suponhamos que 2 C R" é um dominio limitado com fronteira
0 regular. Entao, para cada f € C(X2), existe apenas uma solu¢ao para o
problema

{ —Au= f(x) em{ (2.23)

u=0 em 00
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Além disso, definindo K : C(Q) — C(Q) por K(f) = u, temos que K é um

operador compacto em C(£2).
Demonstragao. Ver [7] ou [12]. O
Demonstragao (do Teorema[2.5.7). Defina

f(z,v1(x)) se & <wvi(x)
TMCRIERWICHS se v1(z) <& <wy(x) . (2.24)
f(z,va(x)) sewy(r) <& ex e

Como vy, va € C() e f € C( x R), temos que f* € C(Q x R) e, além
disso, f* é limitada, pois v; e vy sao limitadas e f continua. Seja K como
no Lema [2.5.8, Definimos o operador de Nemytskii para f* como sendo

F:C(Q)— C(Q) dado por
F(u)(z) = f*(z, u(z)).
Como f* é limitada, existe M > 0 tal que, para todo u € C(Q),
[E(u)]o < M.

Assim K o F : C(Q) — K(By(0)) é uma aplicacio continua e logo, pelo
Corolario (note que K (By(0)) é compacto pois K é um operador com-

pacto), existe u € C'(§2) com
u=(KoF)(u).

Pela definicao de K, tal u é solucao fraca do problema , com f* no
lugar de f.

A demonstracao estara concluida ao mostrarmos que v; < u < vy em Q
(veja (2.24)). Para ver isso, suponhamos Q" := {z € Q;va(z) < u(z)} # 0.
Entéao, para toda ¢ € C(Q2), ¢ > 0, temos

/Q (- w)(-Ag)dr < / (f* (@, ulz)) — f(x,op(x)))pdi = O,

O+

mostrando que u — vy € C (ﬁJr) é uma subsolucao nao negativa em Q. Mas
dai o Principio do Méximo para subsolucoes continuas (Ver [12]) implica

=+ , .
u = vy em ), que é uma contradicao. Prova-se analogamente que v; < u
em () e o teorema estd provado. O
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O teorema a seguir é uma versao do Teorema para solucoes classicas
e é ferramenta muito utilizada quando procuramos solucoes de problemas
positonos e semipositonos. Uma demonstragao pode ser encontrada em [3].

Teorema 2.5.9 (Método de Sub/Supersolugao). Consideremos o problema
de valor de fronteira

{ — Au= f(z,u) emQ (2.25)

u=20 em 0S) |

onde f: QxR — R € continua e satisfaz f(-,€) € C*(Q). Suponhamos que
existam vy e vy uma subsolugao e supersolugao de (2.25)), respectivamente,
satisfazendo vi(x) < vo(x), para todo x € ). Entdo existe uma solugdo u de

(2.25) tal que vi(z) < u(x) < wve(z), para todo x € Q.

2.6 A Geometria do Problema

Definicao 2.6.1. Uma superficie de dimensao m e classe C* em R" é um
conjunto M C R"™ que pode ser coberto por uma cole¢ao de abertos U C R"
tais que cada V' = U N M admite uma parametriza¢gao (homeomorfismo
diferencidvel com derivada injetiva) ¢ : V5 — V, de classe C*, definida em
um aberto V5 C R™.

Definigao 2.6.2. Seja 2 C R™ um aberto. Diremos que 0f), a fronteira de
Q, é de classe C*, e escreveremos 052 € C*, quando 9 for uma superficie
de codimensao 1 (ie, dimensdo n — 1) e classe C*. Diremos que 952 é suave
quando 02 € C*°. As vezes, por um abuso de linguagem, diremos também
que € é suave ou ) € C¥,

Teorema 2.6.3 (Vizinhanca Tubular). Seja M C R"™ uma superficie com-
pacta de classe C* (k > 2). Definimos BL(x) = {z+v|v € T,M*, |v| <&},
onde T, M ¢é o espago tangente a M no ponto x. Entao existe € > 0 com as
sequintes propriedades:

(a) Para quaisquer pontos x # y em M, os conjuntos BL(x) e BL(y) sdo
disjuntos;

(b) A reuniao

N.(M) = | B:(x)

zeM
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€ um aberto em R™, chamado de vizinhanca tubular de M com raio €;

(¢) A aplicagao m : N.(M) — M definida por m(z) =z se z € B.(z) € de
classe C*1;

(d) Para todo z € N.(M), w(z) € o unico ponto de M situado a distancia
minima de z.

Demonstragao. Pode ser encontrada em [14]. O
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Capitulo 3

Teorema do Passo da Montanha

Neste capitulo apresentamos o Teorema do Passo da Montanha, que sera
fundamental na demonstracao do Teorema [4.11], que é o principal objetivo
deste trabalho.

3.1 Ideias do Calculo de Variacoes

A referéncias principal é o Rabinowitz [17].

Definicao 3.1.1. Seja E um espaco de Banach. Chamamos [/ : F — R
de funcional. Além disso, dizemos que I é Fréchet—diferencidvel (ou apenas
diferencidvel) em u € E se existe um funcional linear continuo L = L(u) €
E’ tal que, dado ¢ > 0, existe 6 = d(u,e) tal que, para qualquer v € F
satisfazendo [jv]| <4,

[I(u+v)—I(u) — L-v| <elv].
Escrevemos I'(u) :== L

Observacgao 3.1.2. A definicao acima é uma generalizacao natural da de
uma funcao f : R™ — R ser diferencidvel. De fato, se considerarmos £ = R",
temos a mesma definicao.

Definicao 3.1.3. Dizemos que v € E é um ponto critico do funcional I se
I'(uy=0¢€ £
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A importancia de tais definigoes é muito bem ilustrada pelo seguinte
exemplo simples. Consideremos o problema de valor de fronteira para a
equagao de Poisson em um dominio limitado €2 C R", com fronteira suave

—Au = f(z) em Q
u=0 em O0F)

Consideramos E = W,*(Q) e definimos I : E — R por

I(u) = /Q(%|Vu|2 — fu)dx.

Proposicao 3.1.4. Como definida acima, I € Fréchet—diferencidvel e

I'(u) - = /Q(Vu Vo — fo)dz,

(3.1)

para toda ¢ € E.

Demonstracao. Seja € > 0. Notemos que, para v e ¢ em FE, temos

|I(u+go)—[(u)|:/Q(%W@\z—i—VwV(p—fgo) dz.

Se definirmos L = L(u) : E — R por

L-wz/(Vu-Vso—st)dw,
Q
obtemos
1 2 1 2
Tt ) = ) = Logl = 5 [ Vol de =3l
(ver Observacao [2.3.10). Assim, escolhendo § = £/2, vale que
[(u+v)=I(u) = L-o| <ellgf,

sempre que ||| <, mostrando que I é Fréchet—diferencidvel com I'(u) =
L. O

Segue desse resultado que u € E é uma solugao fraca de se, e somente
se, u € ponto critico de I. Um método para encontrar pontos criticos sera
estudado neste capitulo e serd valido para operadores satisfazendo a condicao
de Palais-Smale (ver Defini¢ao abaixo).

Definigao 3.1.5. Dizemos que I € C*(E,R) satisfaz a condi¢io de Palais-
Smale se qualquer sequéncia (u,,) C E tal que I(u,,) é limitada e I'(u,,) — 0
quando m — oo possuir uma subsequéncia convergente.
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3.2 Teorema do Passo da Montanha

Teorema 3.2.1 (Teorema do Passo da Montanha). Seja E um espago de
Banach real. Suponha que J € C'(E,R) satisfaz a condi¢do de Palais-Smale.
Se

(a) J(0)=0;

(b) existem p, a > 0 tais que J|op, > a;
(c) existe e € E'\ B,(0) tal que J(e) <0,
entdo J possui um valor critico co > «. Além disso, co € caracterizado por

— inf J(t 3.2
Co = inf max (1), (3.2)

ondeI'={o € C([0,1], F);0(0) =0 e o(1) = e}.

Este teorema se deve a Ambrosetti e Rabinowitz [I] e a demonstragao
que apresentamos pode ser encontrada em [17].

Lema 3.2.2 (Teorema de Deformagao). Seja E um espago de Banach real.
Suponhamos que I € C*(E,R) satisfaga a condigcdo de Palais-Smale. Para
s,c € R, definimos K, = {u € E|I(u) = cel'(u) = 0} e Ay = {u €
E|I(u) < s}. Sec nao é um valor critico de I, entao, dado € > 0, existe
e€(0,&) eneC([0,1] x E, E) tais que

(@) n(1,u) =u se I(u) & [c—¢&,c+éE|;
(b) n(1, Aeye) C Ac—e.
Demonstracao. Ver [17]. O

Demonstragao (do Teorema do Passo da Montanha). Se g € T e ¢([0,1]) N
0B, # 0, temos
max [(u) > inf I(w)> a.

u€g([0,1]) weIB,

Logo, ¢y > «. Suponhamos, para obter uma contradicao, que ¢y nao é um
valor critico de I. Pelo Lema acima, dado ¢ = «/2, existe ¢ € (0,€) e
n € C([0,1] x E, E) satisfazendo (a) e (b). Seja g € I tal que

max I(u) <cy+e
ueg([0.1]) (W) < e
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)). E facil ver que h € C([0,1], E). Além disso,
/2 < cy—a/2 = ¢y—&, temos h(0) = n(1,0) = 0.

e considere h(t) = n(1
)=0<a
I(e) < 0 implicam h(1) = e. Logo, h € T" e, pela

como g(0) =0e I(0
Analogamente, g(1) =
definicao de ¢, temos

Lg(t
0<
e e

< ax I(u).
s e, 1@

Mas ¢([0,1]) C A+ € entdo, pelo item (b) do Lema, obtemos A([0,1]) C
Agy—c, isto €,

max I(u) <cy—e¢,
ueh([(]Xl]) (u) 0

o que é uma contradicao. Portanto, ¢y € um valor critico de I. O

3.3 Aplicacao a Equacoes Diferenciais Parci-
ais

Nesta se¢ao, damos um exemplo de como o Teorema pode ser usado para
encontrar solucoes de equagoes diferenciais parciais. Os métodos utilizados
serao de grande importancia posteriormente.

Consideremos o problema de valor de fronteira

(3.3)

— Au=p(z,u) em
u=0 em 99 ’

onde 2 C R™, com n > 3, é um dominio limitado com fronteira 02 de classe
C?. Apresentamos a seguir algumas hipéteses sobre p que nos permitirao
utilizar o Teorema do Passo da Montanha para encontrar pontos criticos
do funcional I (Ver ) Na Proposicao , verificamos que os pontos
criticos de I sao de fato solugoes fracas de . O Corolério nos
diz que I satisfaz a condicao de Palais-Smale e finalmente no Teorema [3.3.8
verificamos o restante das hipdteses, concluindo a demonstracao da existéncia
de solucoes fracas para . Com algumas hipéteses adicionais, garantimos
também a existéncia de solugoes classicas para . Fazemos as seguintes

hip6teses sobre p (ver também (3.25)) e (3.26) adiante):
e pc C(QxR,R);
e cxistem aq, as >0e 0 <5< Z—J_rg tais que

p(, )| < a1 + aale]" (3.4)
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Escrevemos

3
P, ¢) = /O pla, t)dt,

E =W,*(Q) e definimos I : E — R por

1
I(u) = —/ |Vul*dr — / P(z,u)dz. (3.5)
2 Ja Q
Além disso, escrevemos (veja Observagao [2.3.10))

1/2
[ull = llully = llullyr2q) = Vul*dx) .
0 () 0

Proposigao 3.3.1. Com as hipdteses acima, temos que I € C'(E,R) e que
I'(u) : E — R € dado por

I'(u)-p= /QVU -Vopdr — /Qp(x, w)p dx. (3.6)

Além disso, definindo
J(u) :/P(x,u) dz, (3.7)
Q

vale que J € fracamente continuo e que J'(u) é compacto.

Observacao 3.3.2. Segue diretamente de que u é uma solugao fraca
do problema se, e somente se, u é um ponto critico do funcional I.
Isto enfatiza a importancia de resultados como o Teorema do Passo da Mon-
tanha, que garante a existéncia de pontos criticos para funcionais definidos
em espagos de Banach.

Demonstracdo (da Proposi¢io[3.5.1). Sejam u e ¢ € E = Wy*(Q2) e define
L = L(u) como no lado direito de (3.6]). Observemos que

[1(u+p) = I(u) = L-p| <

1
< ‘—/(|Vu—|—ch|2— |Vu|2)dm—/Vu-V<pd:L“+
Q Q

2
(3.8)
+’J(u+<p)—J(u)—/Qp(:z:,u)gpdx) =
= A+ B
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Notemos que, dado € > 0,

A= [ IVePde =31l << llel.

se ||¢]| < 2e.
Obter uma estimativa para B serd bem mais complicado. Para isso,
definimos

\Ij(x) = |P(x,u+ ()0) - P(SL’,U) —p(x,u)gp\,
0 = {z € Qs |u(z)| = B},

Oy = {z € U |p(x)| > 7}

Qg ={z € Qu(x)| < B e o) <7},

onde ( e 7y serao escolhidos convenientemente. Assim,

B:‘/Q(P(x,u+¢)—P(x,u)—p(x,u)go)dx‘ g/ﬁmmgi/ﬁiwx

(3.9)
onde usamos na ultima desigualdade que €2 C €y U Qs U Q3. Agora, pelo
Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0, 1) tal que

Logo, por (3.10)), (3.4)) e pela Desigualdade de Holder (Teorema [2.1.7)),

[Pz, u+ @) = Pz, u)| dr </ a1 + ax([u] + [])°]lp| d

on n+2
< (/af“ /Isoln 2 dr) =
Q
. et . ";n 3.11
#( [ azae)” (/<|u\+|sar o) /m - G

n+42

= a|Q = [loll | 20, +a2IQI el + lpllzse 0 11l 2

951

<
Ln2 )

< |wlols +a3|ﬂ| (Il

esaiay + Il )| Il 2y o

onde usamos

n—|—2+n—2 1 1+ S +n—2
= e —_
2n 2n c s+1 2n

=1. (3.12)
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A existéncia de tal o se deve a hipdtese s < ”+§, pois assim

Loty
S =
n—2 n—2’
ou ainda,
n—2 1 s
< =1- ,
2n s+1 s+1
o que implica
i +n_2<1
s+1 2n '

Agora, usando o Corolario com p = 2, segue de (3.11)) que

n+2 s s
[ 1Pt o)~ Ple,uldo < agllgll [[0F +1907 (el + lel")] (313

De modo anélogo,
n+2

[ (e, uiel dz < as ol [|91F +1017 ] (3.14)

1

Agora, usando novamente o Coroldrio [2.3.9] com p = 2, e a definicao de €2y,
obtemos

1
[ull = a6 [[ull o) = a6 llull 29,y = asBl$]2, (3.15)
ou ainda,
2 n+2
0 i<<M>”=;M Q"”<(““”> — M, 3.16
| 1| — CLG/B 1, | | aﬁﬁ 2 ( )

Logo M; — 0 quando 8 — oo. Segue entao de (3.13)), (3.14) e (3.16]) que

| wdo < M+ Ml + o) el (3.17)
1

Podemos assumir ¢ < 1. Além disso, escolha [ suficientemente grande de
modo que az[Ms + Mi([lul|” + ||¢]*)] < /3. Logo

/wmggww (3.18)
971
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Em seguida, pela Desigualdade de Hoélder

(/wmgc/ﬂ+¢¢ﬂmmﬁwé
QQ QQ

<o [ 1+ ul+ 1oh

Escrevendo m = 2% > s + 1 obtemos ||~ (1) > 4m=(+F1) ¢ Jogo, usando
o Corolario [2.3.9,

(3.19)

+1 1
dz) " el e

s s ’(pl m—(s+1) Sil
o[ o (B

< Oy (Ll + el el

t/wwscu+m;wm+w
Qo

(3.20)

Agora, dados £ > 0 e 3 > 0, existe 4 = F(é, B) tal que
|P(z,§ +h) — P(x,§) — p(x, §)h| < €|h],

para quaisquer || < 3 e |h| < 4. Tomando § = f e escolhendo v = 74,
obtemos (pela defini¢ao de €23 e novamente pelo Corolério [2.3.9))

/ Wdr <2 [ |olde < C2|lg| . (3.21)
Q3 Q3
Escolhendo ¢ < 3%, 1)) implica

19
‘/wmsgww (3.22)
Q3

Logo, (3.9), (3.18), (3.20) e (3.22) implicam

3
2e stl-m s s m
B< Z/Q Udr < 3 loll + Cy s (14 lul® + lell®) el . (3.23)

Finalmente, se 6 < 1 for pequeno de modo que

Oy 2+ [lull*)55 " <

segue de (3.23) que, se [|o]| <4,
B <ellgll,

g
37
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que é a estimativa que queriamos para B, concluindo a demonstracao de
(3-6)-
Resta ainda mostrar que J é uma aplicacao fracamente continua e J' uma

aplicagao linear compacta.
Seja u,, — u em E. Pelo Coroldrio [2.3.9, u,, — v em L**1(Q). Entao

17 () = J'(u)|| = sup

lell<1
< O plertem) = ple ) o -
Agora, por (3.4), para qualquer a > 1,
(2, )] < ar + aslé|=

Entéao, pelo Lema [3.3.4) p € C(L**(Q2), L%(2)) e portanto J' é continua.
Afirmacao 1: J é fracamente continua.
De fato, suponhamos que u,, — u em E. Pelo Teorema de Compacidade

de Rellich-Kondrachov (Teorema [2.3.13)), w,, — u em L¥T1(Q), pois s + 1 <
2*. Logo, pelo Lema [3.3.4] J(u,) — J(u).

Afirmacao 2: J' é compacto.

De fato, seja u,, uma sequéncia limitada em FE. Entao, para uma sub-
sequéncia, u,, — u em L*T(Q). Dal como acima

1 (um) = T ()| < C'l|p(-, tm) = p(-, )|

/ (p(, 1) — pla, 0))p da
Q

e segue que J'(uy,) — J'(u). O

Observacgao 3.3.3. A demonstragao anterior mostra também que, na ver-
dade,

J(u) o= /p(x,U)so dz.
Q
Lema 3.3.4. Seja Q) C R™ um dominio limitado. Se
e gc C(AxR,R) ¢
o existem r,s > 1 e ar,as > 0 tais que, para quaisquer x € ) e ¢ eR,

r
s
Y

l9(x, §)] < a1 + agf¢
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entdo a aplicacio T : L™(Q) — L*(Q) definida por (T'e)(x) = g(z,(x))
pertence a C(L"(S2), L*(2)).

Demonstragao. Ver [17]. O

Para mostrar que I satisfaz a condicao de Palais-Smale vamos fazer uso
do seguinte resultado, que pode ser encontrado em [I17]:

Proposicao 3.3.5. Seja p satisfazendo as hipoteses acima e I como definido
em (3.5). Se {um} ¢ uma sequéncia limitada em Wy*(Q) tal que I'(ty,) — 0

quando m — oo, entao {u,,} possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracao. Seja D : E— E' definido por

Du-go:/Vu-Vgodx.
Q
Assim, podemos escrever
I'(u) = Du — J'(u),
(ver Observacao [3.3.3)) ou ainda,
D' (u) =u— D' (u). (3.24)

Como J' é compacto e {u,,} é limitada em W,*(Q), {J'(uy,)} possui uma
subsequéncia {J'(uy,, )} convergente. Como estamos supondo que {I’(u,)}
é convergente e, por (3.24)), temos

Upy, = D (U, ) + DT (U, ),

segue que {u,,, } é convergente, j4 que D! é continua (pois é uma isometria),
concluindo a demonstracao da proposicao. O

Fazendo algumas hipoteses adicionais sobre p, conseguimos mostrar que
I satisfaz a condicao de Palais-Smale, como corolario da Proposicao [3.3.5]
Sao elas:

e Quando £ — 0,

@O, (3.25)

€]
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e Existem p > 2 e r > 0 tais que, para || > r,
0 < uP(x,€) < &p(x,£). (3.26)
Observagao 3.3.6. Segue de (3.26)) que existem ag, aq > 0 tais que

P(x,£) > ag|¢]" — ag, (3.27)

para quaisquer £ € R e z € Q. De fato, para || > r, temos

P(x,§) — &
ou ainda,
0 P(z,§)
0& <10g & ) =0
Entao, para & > r, temos
(2, P(z,r) _
1 & > log = K,
ou P
(x7 ) Z elﬂ = CL3

Logo, para £ > r, P(z,£) > a3é". Por continuidade e compacidade, existe
as > 0 tal que se [¢| < r, entdo P(z,§) > —a4. Portanto, para quaisquer
Ee€Rex e temos P(x,&) > aslé|* — ay.

Corolério 3.3.7. Se I : E — R definido por (3.5), onde p € C(Q x R,R) é
tal que (3.4), (3.25) e (3.26)), entao I satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.

Demonstracao. Utilizando a Proposigao anterior, resta mostrar que |1 (u,,)| <
M e I'(u,,) — 0 quando m — oo implicam {u,,} limitada.
Para provar isso, observe que

1 1

M 2 ()| = 5wl = | Plastn) do = 5 fun

—/ P(z,up,) dac—/ P(z,up,)dx.
(2€ um ()| <1} (2€ um (2) 27}
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Observe agora que, por (3.4]), temos

3 ¢ a
|P(z,€)] < / Ip(z,t)|dt < / (a1 + agt®) dt = a & + ——&5F1,
0 0 s+1
Logo,
/ P(a, um) do < / (a1t ] + =2t

g/ (ayr + ——=r")de=C(r)=C
(o€l (a)|<r} s+1
Assim, por (828) e (B:29),

1

1
M >~ funlf —C— = / o 10, )1y, >
2 1 e fum @) 2r)

1. 1/
> — |lum||” —2C — = | p(x, wp)uy, de
N ~

X X , (3.29)
2 / 2
= — uw||” + =1 (up) U, — — ||um||” — 2C
5 llwml] p (um) p [t
11 1
= (5= =) lwml® + = ' (tm i — 2C
2 p I

Agora, como I'(u,,) — 0, temos que dado ¢ = 1, existe K > 0 tal que

1T (um)sp] < [l

para todo m > K. Em particular, temos
1 ()t | < [l

para m suficientemente grande. Segue de (3.29)) que, para m grande,

1 1 9o 1
> - — — — — . .
M (2 ) el || — 2C (3.30)

Como

1
2 p

segue que ||u,y,|| é limitada. O

> 0,

32



Teorema 3.3.8. Se p € C(Q x R,R) satisfaz (3.4), (3.25) e (3.26)), entdo
(3.3) possui uma solugdao fraca nao trivial.

Demonstracao. Pelo visto até agora resta mostrar que I satisfaz o restante
das hipéteses do Teorema [3.2.1L E claro que I(0) = 0. Além disso, (3.25)
implica que, dado € > 0, existe § > 0 tal que, se |{| < d e x € 2, entdo

p(x, &) < elg].

Entdo, se || < dex € Q,

3
P@oI< [ Iple.)l <SP

Por outro lado, (3.4) implica que existe A = A(9) tal que, se || > §, P(z,€) <
AJE[FTL. Assim, temos

€
P, 6)] < S + Alg+
Assim, pelo Corolario [2.3.9]

()] < f/u2dx+A/ [ de < O ||ul]® + AC ||u]|*** <
2 Ja Ja 2 (3.31)

< < s—1 2

<O+ Alul™) flul.

Escolhendo u de modo que ||ul|*™" < 51, Obtemos

J(u) < Ce lul|*
e como ¢ é arbitrario, J(u) = o(|Ju|*) quando v — 0. Logo,
1
I(w) = 5 Jull® + o([lull"),

quando u — 0.
Observe que existe § > 0 tal que, para ||u| <9,

1 2 2 1 2
. < < —
7 ™ < oflull™) < 7 [lull

e logo, para ||lul| <4,
1
I(u) > = .
()2 L Jul
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Observe também que, por (3.27)),
J(u) > ag/ |ult doz — a4|Q|
Q

e portanto
2 e
I(tu) < 3 |lul|” — ast” [ |ultdx + aq|Q — —o0,
Q

quando t — oo, pois > 2. Logo, existe ty > 0 tal que I(tou) < 0. O

Teorema 3.3.9. No caso particular em que supomos que p € localmente de
Lipschitz em Q x R e tal que vale (3.4), entao toda solug¢ao fraca de (3.3) €
solugao de (3.3)) no sentido cldssico.

Demonstracdo. Pelo Corolario [2.3.9 temos que u € L? () e portanto (3.4)

implica que
IpC w2 < /

Q
< (1] + ullyzr) < oo.

2\ ¥
(14 [u)*)

Logo fou € L=, Assim, pelo Teorema [2.3.14] u € W22*(Q) Repetindo
LSNP 2,p0(t _ 1 nt

este raciocinio, obtemos que u € W2¥W(Q), onde ¢(t) = =T Como

as iteragdes de ¢(t) tendem ao infinito se comegarmos com ¢ = 2?, temos

que u € C*(QQ) para algum o« € (0,1). Como p é Lipschitz, temos que

pou € C¥Q) elogo ue C**(Q), como querfamos. O
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Capitulo 4

Problemas Positonos e
Semipositonos

Comecamos o capitulo apresentando, como ilustracao, alguns problemas sim-
ples publicados recentemente por Lee, Shivaji e Ye em [I3]. Em seguida, nas
secoes 4.3, 4.4 e 4.5, demonstramos os resultados obtidos por S. Caldwell, A.
Castro, R. Shivaji, S. Unsurangsie em [4], que motivaram a preparagao desta
dissertacao.

4.1 Problemas Positonos

Consideremos o problema de valor de fronteira

{ —Au=pf(u) em Q

4.1
u=20 em Of) ' (4.1)

onde © C R" é um dominio limitado com 9Q € C* e f : [0,00) — R uma
fungao continua com f(0) > 0 e satisfazendo

lim M

T—00 I

=0.

Teorema 4.1.1. Com as hipdteses acima, (4.1)) tem solugcdo positiva para
qualquer p > 0.

Demonstragao. Como f(0) > 0, temos que ¢y = 0 é uma subsolucao es-
trita (ie, é subsolugdo, mas nao é solucao). Entao, pelo Teorema [2.5.9|
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basta encontrar uma supersolucao de (4.1)). Para isso, definimos f (s) =
maxco,s) f(t). Logo, f(s) < f(s), f é crescente e lim,_ o @ = 0. Consid-
eremos agora z > 0 solucao de

—Az=1 em ) (4.9)
z2=0 em 09 ’ '
e definimos w = Kz, onde Kk > 1 é escolhido de modo que
fellel) .1
fllzlle ™ pllzlle
Assim,
—Aw =k > uf (i )2ll0) = nf(k2) > pf(k2) = pf (w),
como queriamos. O

Observagao 4.1.2. Observe que (4.1)) pode ndo ser um problema positono,
pois f pode nao ser mondétona. Provamos, nesse sentido, um resultado mais
geral.

4.2 Problemas Semipositonos

Consideremos o problema de valor de fronteira

—Au=puf(u) em
{ u=0 em 09 ’ (4:3)

onde  C R” é um dominio limitado com 9 € C* e f : [0,00) — R uma
fungao continua com f(0) < 0 e satisfazendo
e Existe xq tal que f(zg) < f(z), para qualquer = € [0,00). Por simpli-
cidade, vamos supor zy = 0.

f=) — .

o lim, .o~

o lim, . f(z) = +o0.
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Teorema 4.2.1. Com as hipdteses acima, (4.3) tem solug¢ao positiva para
suficientemente grande.

Demonstracao. Consideremos A; > 0 o primeiro autovalor de —A com con-
dicao fronteira de Dirichlet e ¢ > 0 a autofuncao associada satisfazendo

ol =

(Ver Teorema [2.4.1])). E fcil ver que, pelo Principio do Maximo de Hopf

(Teorema [2.2.7)),
9¢

$<0em89

onde v é o vetor normal exterior unitario em 9. Sejam 6 > 0, >0, m >0
tais que

Vo |? — M\ip* > m em Qs
e(<p<1emQ\ Qs onde Qs := {z € Q:d(x,00) <d}. Isso é possivel

pois |[V¢| = —% > 0 em (e consequentemente préximo de) 0€2 e logo, sendo
V¢ |? — M\i¢? > 0 no compacto s, assume um minimo. Definimos
f(0
m
Entao £0)
vy =~ 6ve
e, portanto,
v = —din(ve) = T o064 1962 = O g 3,07)
Entao, _
— A < uf(0) < pf () em T, (1.4)
Como lim, ., f(z) = +0o0, segue que existe 1o > 0 tal que

O

m

<r(- “f”c) V> e Vi1

Portanto, para todo pu > pg, temos

_f(o))\l < f(- L@&)

m 2m
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em Q\ Q5. Entdo, em Q\ Qj,

a0 o gy < p IO <y IO

m m 2m

¢*) = pf ()

(4.5)
Assim, se p for suficientemente grande, segue de (4.4]) e (4.5)

isto é, 1) é uma subsolucao positiva de (4.3)).
Consideremos agora z > 0 solucao de

(4.6)

—Az=1 em
2=0 em 0N ’

e definimos w = kz, onde £ > 0 é escolhido (usando o Principio do Méximo)

suficientemente grande para que ¥ < w em € e (usando que lim,_, @ =0)

Flsllzle) 1

Fllellee ™ pllzllo

Assim, temos

—Aw =k = pf(rzll) = uf(s2) = uf(w) (4.7)

mostrando que w é uma supersolucao de (4.3). Logo, pelo Teorema m,
existe uma solucao u de (4.3)) satisfazendo ¢ < u < w, para p suficientemente
grande. O]

Observacao 4.2.2. Este problema, assim como na se¢ao anterior, pode nao
ser um problema semipositono. Mas quando f é crescente, temos f(0) <
f(z), para qualquer x € [0,00). Isto significa que tais problemas estao in-
cluidos no Teorema .21
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Teorema 4.2.3. Suponhamos que f satisfaga f(0) < 0, lim, .., 22 = 0

T
e que existem ¢ e M constantes positivas tais que f(x) > M, para todo
>

x > c>0. Entao, existe g > 0 tal que, para todo > g, o problema

—Au=puf(u) em Q
{ u=20 em Of) (48)

tem uma solug¢io u > 0, com ||u|| — oo quando p — oo.

Para demonstrar este teorema, utilizamos (sem demonstragao) o seguinte
resultado de Clément e Sweers [§].

Lema 4.2.4. Suponhamos que Q) € C3. Seja g € C*(R) satisfazendo
o existem p1 < p2, pa > 0 tais que g(p1) = g(p2) =0 e g >0 em (p1, p2);

e Para qualquer p € [0, p2), tem-se
P2
9o = [ gls)ds > 0
p

o criste £ > 0 tal que ¢ <0 em (pg — €, pa).

Entao eziste g > 0 e zg € CX(Q) com zy > 0, maxzy € (p1,p2) € tal
que, para todo ju > pig, o problema (4.8) possui exatamente uma solugdo com
20 < uy < po. Além disso,

lim maxu, = ps.
fi—00

Demonstragao (do Teorema . Define, para a > 1 e d > ac,

(M §— M se)<s<c
(a—1)c a-1 -7 =
gls) = gls.a,0) = § e ee<s< L
~ M(=s[(a+1)c=10])(s —0) o O 1 <
L [sd — (o + 1)c]? 2~
(4.9)
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A idéia foi construir uma fungao de classe C*([0, 00)) (por isso a escolha dos
coeficientes em (4.9)). A escolha de « e § ficard clara abaixo. Consideremos
o problema

(4.10)

— Aw = pg(w) em )
w=0 em Of)

J& observamos que g € C'([0,00)). Além disso, é ficil ver que maxg =

Q(WQI)C) _ % eg(c) = _(afl/fl)c — 400, quando o« — 1. Como f é eventual-

mente estritamente positiva, temos que existe a = oy tal que
f(s) Z g(s), Vs=0.

Para tal «, existe dy tal que, para & > Jy,

/Oég(s) ds > 0.

Segue do Lema que (4.10]) possui uma solugao positiva 0 < w < ¢, para
p suficientemente grande e tal que ||w|| — oo quando pu — oco. Entao w é

uma subsoluc¢ao de .

Procedemos exatamente como no teorema anterior para encontrar uma
supersolucao de (4.8)).

Como ¢ de ser tomado arbitrariamente grande, o teorema esta demon-
strado. O

4.3 Problema Principal

Consideremos o problema de valor de fronteira

(4.11)

— Au = Ag(u) + pf(u) em Q
u=20 em Of)

onde A >0, u>0e Q2 CR"” comn > 3, éum aberto limitado e conexo com
fronteira 0L de classe C2.

Vamos supor que g : [0, 00) — R é diferencidvel e crescente, com g(0) > 0
e que existem A, B >0 e

g€ (1 ””) (4.12)

"n—2
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tais que, para x > 0 grande,

Ax? < g(x) < Bx?. (4.13)

Além disso, vamos também supor que existe § > 2 tal que para z > 0
grande

zg(x) > 0G(x), (4.14)
onde G(z) = [ g(t)dt.

E ainda mais, supomos que f : [0,00) — R é diferencidvel e crescente,
com f(0) <0 e de modo que existe o € (0, 1) tal que

im £ (4.15)

u—oo UX

Ao longo do capitulo, vamos escrever hy(u) = Ag(u)+ pf(u) (observe que
nao escrevemos hy, , pois p > 0 serd fixo emnosso resultado principal),

F(z) = /0 Crdt Ga) = /O Ty dt,  Hiy(x) = /0 " ha() dt.

Utilizaremos as seguintes propriedades que, como veremos abaixo, podem
ser obtidas das hipoteses acima sobre f e g.

e Para todo x € R,
|x|f1+1

G(x) < B + B. 4.16
e Para todo x > 0,
G A v 4.17
> + .

De fato, basta integrar (4.13)) de d a x para obter, para d e x suficientemente
grandes,

g+1

Iq+1 -
B.
1 +

qg+1

A

+£1:/ AtthgG(:z:)g/ Bttdt = B~
d d q+

Mudando as constantes A e B, se necessdrio, obtemos a desigualdade para
todo z > 0.
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e Para todo x € R, ~
F(z) < |z|*T + C. (4.18)

De fato, (4.15]) implica que existe A > 0 tal que |f(z)| < (a4 1)z para todo
x > A. Logo, para x > A,

/wa(t)dtz/Axf(t)dt—i—/oAf(t)dt§$a+1+c~y.

Para © < A, aumenta-se a constante C , Sé necessario.
e Dado 6, € (2,0), existe 05 tal que, para qualquer x € R,
zhy(z) > 01 (Hy(z) — 6). (4.19)

Para x > 0 grande (digamos z > M)
z(Ag(@) + pf(x)) 2 xAg(x) = OAG(2) =
— 0G(2) + (0 — NG (2) > 6:(AG(x) + pF(x)),
pois assim f(z) > 0e
(0 — 01)\G(x) > 0, uF (z).
Para x < M escolhemos 6, de modo que z(hy(z) —01Hy(z)) > —610, e entao
segue (|4.19)).
e FEuxiste 03 tal que, para todo x € R,

l9(z)| < Os(|z|* +1) e

|f(2)] < 05(]z] + 1). (4.20)

Para = grande, temos |g(z)| < C|z|?. Para x pequeno, existe D tal que
lg(z)| < D. Assim (por exemplo, tomando 05 = max{C, D}), temos |g(z)| <
O5(|z]? + 1), para qualquer = € R. A justificativa da desigualdade para f é
totalmente analoga usando e portanto nao faremos.

Teorema 4.3.1. Seja > 0 fizo. Entdo existe \* > 0 tal que se A € (0, \*),

1
entdo (4.11)) tem wma solugao positiva uy satisfazendo ||uyl| > ¢* A a1,
onde ¢* > 0 € independente de .

Dedicaremos o restante desta secao a demonstracao do Teorema [4.3.1} A
demonstracao que apresentamos ¢ uma versao mais detalhada da apresentada
por Caldwell, Castro, Shivaji e Unsurangsie em [4].
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4.3.1 Demonstracao do Teorema 4.3.1

Escreva E = W,*(Q) e seja I : E — R definido por

I(u) ::/Q‘vad:p—/QH,\(u)dx. (4.21)

E possivel verificar, como no Capitulo , que
I(w) o= [ (Tur Vi a(u)p) da.
Q

mostrando que u é solucao fraca de (4.11)) se, e somente se, u é um ponto
critico do funcional I. Vamos verificar que, para A > 0 pequeno, [ satisfaz
as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha, obtendo assim uma solugao

para. (L.11).

Lema 4.3.2. [ satisfaz a condi¢cao de Palais-Smale.

Demonstracao. De fato, é facil ver que podemos aplicar a Proposicao [3.3.5
para I como definido em . Assim, precisamos mostrar que se [ (u,,) <
M, para todom e I'(u,,) — 0, entao (u,,) é limitada. O argumento é o mesmo
que fizemos no Corolério |3.3.7, mas vamos repetir para que a demonstragao
fique completa. Notemos que

1

szm@:§MMf—/wamm
Q

Como €2 é limitado e, por (4.19)), temos

LH@Mggéwmme@ML

1
segue que
1 1
M 2 Y ||UmH2 - 5 /(umh)\(um) + 9102) dx

1 1 1
= 5 Il 4 G0 (), = - = 1262

Como I'(u,,) — 0, temos, para m suficientemente grande, que

- HumH < [,(um)um < ”UmH -
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Logo,
1 1 5 1
w2 (L L)l =l — 1000,
> (5~ g ) lumll” = g llwm | = 14216

0 que mostra que u,, é limitada.

]

Lema 4.3.3. Erxistem constantes X\ > 0 e C' > 0 tal que, para X € (0,)\), T

satisfaz
02
I|8Bp > §>\_q

onde p = CN "o,

Demonstracao. Para vermos isso, notamos que, como ¢+ 1 < 2* (ver (4.12))),

o Corolario [2.3.9] implica que existem constantes K; e Ky tais que

[ull sy < K Jull (4.22)
e
[l posr () < K2 ull, (4.23)
para qualquer u € W,*(Q). Definimos
B < q+1 >q11
ABKH
e
_1
p=C\ a1
(a escolha de C' e p foi feita de modo que tenhamos
L ABKET L
2 qg+1
em (|4.26) abaixo). Entao, se HU”WOI,2(Q) = p, temos
1
(W)= 197 - / Hy(u)dz (4.24)
Q
ou ainda, de (IT6) ¢ (I15),
1
I(u) > §p - q+—1/ lu|dx — AB|Q| — / lu[*tde — puC|Q.  (4.25)
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Assim, segue de (4.22)) e (4.23]) que

ABK

P AB|Q| — pKs T ™ = pClQ). (4.26)

1
I(u) > =p* —
(w) 2 5p

Pela definicao de C' e de p, obtemos

2 . » )
I(u) = Acfl(% — )\%B|Q| — MKgH‘lCoH-l/\(l]j _ MC|Q|)\‘%1>

2
>
=3

(4.27)

para A suficientemente pequeno (digamos, menor do que um certo A > 0),
como queriamos demonstrar. O

Lema 4.3.4. Eriste v € Wy*(Q)\B,(0) tal que I(v) < 0.

Demonstracao. De fato, seja v; a autofuncao correspondente ao autovalor
principal \; de —A com condigao de fronteira de Dirichlet tal que v; > 0
e |jui|| = 1 (ver Teorema [2.4.1). Observe que F atinge seu minimo (néo
necessariamente estrito) num ponto 3 onde f(3) = 0e f(x) > 0, para z > (3.
Ou seja

F(B) =min{F(s);s € [0,00)} (4.28)

e temos, para s > 0,

2
I(svy) = 5} ||v1||‘2,[,3,2(9) - )\/QG((svl)dx - u/QF(svl) dx
, 2 (4.29)

s v
< _—A(Asq+1/1—dx+AQ> —uF(B)|Q).
= [ Sda st Al0]) - uF )0
Logo, como ¢ > 1, temos que I(sv;) — —o0, quando s — oco. Segue que
existe um s; > p tal que I(s1v1) < 0, concluindo a demonstragao do lema. [

Segue entao do Teorema do Passo da Montanha que existe uy € VVO1 2(Q)
que é um ponto critico de I e, portanto, solucao fraca de . Como
hy € C*, uy é solucao cléssica. Resta mostrar que tal solucao é positiva e
que |lurll, > AT,
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Lema 4.3.5. Eristem ¢; > 0 e A € (0, ) tais que
1
[uallg < A7
para todo X\ € (0, \).

1
Demonstragao. Queremos inicialmente mostrar que [|uy]| < CA7a-1. Pela

defini¢ao de I, por (4.19) e pelo Corolario [2.1.2(ii), para A pequeno, temos
[ual® = 21 (uy) + 2/ Hy(uy) dz
Q

2
< 2](U)\) / U)\hA(U)\) dr + 202|Q| (430)

91
=2[(u) + o HuAH2 + 26,|2].
1

Agora, escrevendo Ky = [, [v1|9"" dz e usando (4.28), segue das desigual-
dades (4.16)), (4.17) e (4.18) que

1
I(svq) = 55 —/H,\ svy )dx

1 AAsat! ~

<= §2- iy — NA|Q| — uF(5)|2 4.31

<5 = [l = Adie) - eF@R) (@8
1, MK, ., .

= - s — — (uF A)|Q
5 = 2B (ur(5) + DI

Definindo . VAK
p(s) = 58" = =250,

2 q+1

é facil ver que a = (MAK,) - T é 0 tnico ponto critico positivo de p e que
p’(a) =1—¢q < 0. Logo,

1 1

Pls) < plo) = (5 = = ) (AR FIATET, (4.32)

para qualquer s € [0,00). Como, para A > 0 suficientemente pequeno, AwT
¢é grande, existe C' > 0 tal que,

I(sv)) < CA~2@1 para todo s € [0, 00). (4.33)
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Escrevendo s; como no fim da demonstragao do Lema [4.3.4] e observando que
I(uy) < max{I(svy);s € [0,s1]} (Ver (3.2))) obtemos

I(uy) < OA~2/a1), (4.34)
para A > 0 suficientemente pequeno. Juntando (4.30)) e (4.34]), obtemos

2
Juall® < 2027070 + 2 | + 26,/ (4.35)
1
Como 6; > 2, temos kK := 1 — % > 0 e logo, por (4.35)),
2 260
Jur|]> < ZCA~2@=D £ Z2q), (4.36)
K K
Segue de (4.36]) que existe C' > 0 tal que, para A pequeno,

lup|| < CA77 T, (4.37)

como inicialmente haviamos afirmado.
Segue do Corolario e da desigualdade , que, para A > 0 pe-
queno,
luallz < CA77

(¢—=1)(n—2)

(n-2)
Escrevendo a; = |7 20, ay = |Q|q<2n> , usando (4.20) e a desigualdade
de Holder (Teorema [2.1.7) temos

q(n—2)
2n

Il < ([ Glaus)] -+ ulfu)) 7 o)

om Q(g;2)
= 93( / (Mual® + plun] + (A + )72 da) @
Q

(

2n qn;2)
< 6a(Musllr + [ [ a5 dz] 4 t paa)
Q

(
(

. o % 4(";2)
< 6n(Muslle + 1005 ([ fusf2) 7] 7
Q
—l—()\—l—u)az)
< 052 + e a1+ 0+ p)a)
< 0 (A ] + pasC s + (A -+ o)),

(4.38)
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Como 03, C, ui, a1, as em (4.38) ndo dependem de A, temos de (4.37)) que existe
C > 0 tal que para A suficientemente pequeno

_ 1
1ar(w)ll 22 < CA7aT. (4.39)

Pelo Teorema [2.3.14) temos ||u>\||W27 <C Hh/\(“/\)HL% < OA M),

2*
q
*

()
onde C'é independente de A\. Como W () pode ser imerso em Lo (Q),
podemos repetir o argumento em (4.38))) e (4.39)) para ver que

Hh)\(U)\)H 1 2n S C’)\_ﬁ e

L3 q(n—2)—4 Q)

1 (4.40)
HUAHWQ%q(nE’%H ) < CA e
Afirmacgao: Iterando este argumento, conseguimos
1
||u>\||W27T(Q) <CN o T, (4.41)

para algum r > .
Note que em cada iteragao conseguimos mostrar que se uy € W2(2), com
t < 2, entdo u, estd também em W3¢ (Q), onde ¢(t) = -2 Observamos

qn—2t°

que
1
p(t) =t < t:g<1——>

q
by
2 q q

pois ¢'(t) > 1 para t > §(1 — %) Observamos finalmente que se % > %, nao
ha o que provar e que no caso % < g, os cédlculos acima mostram que, para
algum ¢ > 2, gpL(%) > 3.

Agora, pelo Teorema [2.3.12, W27 () pode ser imerso em C%7(Q), para

algum 0 < v < 1 e logo temos
_1
[uall ooy < Cllullcon ) < C llullyer () < CA7eT,

como queriamos demonstrar. O
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Lema 4.3.6. Seja v > 0 tal que

2

Q057(~77 — .
105y (v + yp) 390

1
Definindo Q) == {x;u\(x) > yA\" a1}, temos

02
Oy > = k.
0] = 3205¢1(cf + 1) !

Demonstragao. Da definigao de g, vemos que G ¢ limitada inferiormente.
Escreva G = inf {G(s); s € R}. Assim, pelo Coroldrio m pelo Lema
e por (4.28)), temos

/h,\(u,\)u,\dx: / —Auyuydxr = ||u>\||12/V01,2(Q)
Q Q

> 21 (uy) + 2(G + F(8))|9
o A (4.42)
> AT +2(G+ F(8))19)]

C? 2
> — )\ o1
- 8 )

para A > 0 pequeno. Seja agora 7 > 0 tal que |Q[03y(7y? + yu) = 3%2' e

Q) = {z;ur(z) > 7)\71%1}. Segue do Lema [4.3.5, de (4.42)) e de (4.20)

2

2
— A a1 S/h)\(uk)uAdx
8 Q

:/ h)\(U)\)UJ)\dl‘—{—/ hA(U)\)’LL/\d$
Qx

Q2

< / B3(\lual? + ulua] + A+ )]un] dat
Qx

(4.43)
4 / O3(Alual? + plun] + 0+ )]un da
O\,

< [9alfse A7 (] + pen)A 7T + (A + ) )+
+Q[fzy A" ((7" AT A (A u))
< 20077 (1ler (¢ + i) + 1217 + 9m)),
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para A > 0 pequeno. Pela defini¢ao de ~, obtemos

02 2 2 02 2
— AT <2030 1 |Qy|ey (¢ + pey) + == NTa T
8 16
ou ainda,
2
Q] > )
(] 2 3205¢1(c] + c1 )
]
Lema 4.3.7. Seja z : Q — R solucdo de
—Az=1 em (4.44)
z=0 em 09, '

onde ) tem fronteira de classe C?. Entdo existem constantes oy > 0 e o9 > 0
tais que

o1d(x,00) < z(x) < o9d(x, 0L2), (4.45)
para todo x € €.
Demonstragao (do Teorema . Seja G a funcao de Green do Laplaciano,

—A, em (), com condicao de fronteira de Dirichlet. Assim, temos

(@) = [ GO dr = [ Gl dr+ [ G Ouf(us) do
Q Q Q
> [ 6. a(w) do + nf(0):(6),
onde z : Q — R é solucdo de , como no Lema m Definindo €2 como
no Lema [£.3.6] obtemos
02

O > = k.
(] = 3205¢1(c] + 1) !

Além disso, consideremos
N(092) = {x+ Bn(z) : B €[0,¢),z € 0N}

a intersegao de uma vizinhanga tubular (como no Teorema [2.6.3)) com o fecho
de Q. Assim, N.(9f2) é uma vizinhanca aberta de 0 com relacao a 2. Tal
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e pode ser escolhido de modo que se y = x + fn(x), entao d(y,02) = |5|.
Como |N.(092)| = O(e) — 0 quando € — 0, podemos supor, sem perda de
generalidade, que

k
[N-(09)] < 5
Defnindo K = Q) \ N.(09), é fécil ver que

k
| K| > 31

Para z € K, e & € ) temos, pelo Principio do Maximo de Hopf (Teorema

737).

- > 0.

(@:6)
Como K x 02 é compacto existem ¢; € (0,¢) e b > 0 tais que, se x € K e
¢ € N, (09) entao

oG

— > b.

(.62
Em particular, para = € K, e d(&,00) < 1 temos G(x,&) > bd(&, 0f2).
Como g(uy) > 0 para qualquer uy, temos

ux(§) = [ Gz, §)Ag(un)dz + pf(0)=(E).

Ky

Logo, para \ suficientemente pequeno, (4.13)) e (4.45)),

ur(€) > /K bd(€, DA AUY d + uf (0)2(€)

> bd(&, 00) AyINTT K, | + puf (0)ad(€, O9)
> ad(¢, IATT,

(4.46)

onde ¢ > 0 nao depende de \. Isso, em particular mostra que
—1
Jurll = CAFE.
Resta mostrar que uy > 0 em §2. Definimos w)(z) e z\(z) tais que

— Awy = Ag(wy) + pf T (wy) em Q (4.47)
wy =0 em Of)
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{ — Az = pf (z1) em Q (4.48)

2y =0 em OS2

onde

e @ wzs L [f@) a<p
f(rv)—{o o ef<:c>—{0 o

Usando o Principio do Maximo (Teorema [2.2.4)), é facil ver que uy = wy + 2,.
Note também que

() = / G(z, )~ (ur(y)) dy

e segue entao que zy < 0 e como [~ (ux(y)) > f(0) temos
() 2 [ Ge)nfO)dy = uf(0) [ Gla.p)dy

> uf(0) max [ Gla.y)dy =M,

zeQ
com M; > 0. Para & tal que d(§,092) = €1 temos

wA(€) = ur(€) = 2a(6) = up(€) > e 7T,

e, pelo Principio do Méximo, temos wy(§) > 615)\_‘1%1 para qualquer & €
Q\ N, (092). TIsso implica uy(z) = wy(x) + 2x(x) > e1EA"TT — M, e entdo
ux(z) > (615/2))\7ﬁ para todo z € Q\ N, (092) para A pequeno. Assim,
implica, para A pequeno, que uy(z) > 0 em §2, concluindo a prova do
Teorema [£.3.71 O

4.4 Identidade de Derrick-Pohozaev

A identidade seguinte é interessante para entendermos que, de certo modo,
a restricao sobre a constante ¢ em ¢ natural. Mais precisamente,
mostramos nesta se¢ao, como aplicacao da Identidade de Derrick-Pohozaev,
que existem problemas de valor de fronteira que nao possuem solugao posi-
tiva, quando nao impormos aquela restricao a ¢. A demonstragao que apre-
sentamos é a mesma de [11].
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Teorema 4.4.1 (Identidade de Derrick-Pohozaev). Suponhamos que @ C R"
é um aberto limitado com 00 € C' e que q¢ > ”+2 Se u € C*(Q) € solugdo
do problema

—Au=|u/T"'u  em Q
(4.49)
u=>0 em OS2,
obtemos
n—2 9 1 9
d - a+l g
5 /Q|Vu\ x+2/aQ|Vu| (v,z)d q—i—l/‘u’ x.

Demonstragao. Multiplicando a EDP em (4.49)) por (Vu, z) e integrando em
), obtemos

A= /Q(—AuXVu,:w der = /Q lu|" ' u(Vu, z) de =: B. (4.50)

Observamos agora, integrando por partes, que

B = Z/Q |9z ju,, do
q+1

— Z/ \u] Y dx
q-—+ 1

(4.51)

|u|‘1+1

3 /Q .

= 1y,
q+1
Por outro lado, usando o Corolario [2.1.2]
__ / S e Sy, du
Q3 st

(4.52)

— Z/U% x]ux] cdr — Z/ux ViZjUg; dS

3,j=1 4,j=1

= A+ Ay
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e temos, novamente integrando por partes,

A= Z /(Uxiumjdij + uﬂﬁixjuxﬂi) dx
Q

3,j=1

_ 2 eSS [ () .
_/Q|Vu| derZ;/fz( 5 )xjx]dx
:/Q]Vu|2dx+;/ﬂ<l 2u] )xj:cjdac

_ (1_g)/Q|w|2dx+%Ag|vu|2<y<m),x> ds.

Falta ainda calcularmos As. Como u = 0 em 0f2, temos que Vu(x) é paralelo
a v(z), para qualquer x € 092, ie, Vu(z) = £|Vu(z)|v(z). Assim,

(4.53)

A== [ @Ivulyia vy, as
5= e (4.54)

- —/ Va2 (v, z) dS.
o0
Agora, juntando (4.50)—(4.54)) obtemos

n 1 n
1—— Vul|*d ——/ Vul* (v, z) dS = — / 1 dr. (455
(1-5) [vupdo =35 [ [Vuptnayis =2 [ jurrtan. @)

Multiplicando (4.55)) por —1, obtemos o que queriamos. O]

Definicao 4.4.2. Um aberto {2 C R" é dito estrelado com respeito a origem
quando, para todo z € €2, o segmento {tz |0 <t < 1} estd contido em Q.

Lema 4.4.3. Suponhamos que S é estrelado com respeito a origem e 052 €
C*. Entdo, para todo x € 052,

{z,v(x)) =0,
onde v(x) denota o vetor normal unitario exterior a ) em x.

Demonstracdo. Seja x € 9. Como 99 € C*, temos que, dado € > 0, existe
d > 0 tal que se y € 00 satisfaz |y — z| < 4, entao

Yy—
vix) - <e.
(@) ly —x| —
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Em particular,

limsup v(x) -
y—x, yeﬁ |y - I|
Consideremos y = tx, para 0 < t < 1. Como () é estrelado com respeito a
origem, segue que y € (). Portanto,
x tr —x

LTy : > 0.
v(z) || s V(@) |te — x| —

Vamos entao ao resultado desejado.

Teorema 4.4.4. Suponhamos que u € C*(Q) é uma solugdo de ([E49) e que
q > Z—fg Suponhamos que ) € um dominio estrelado com respeito ao 0 e que
o0 € C*. Entdou=0 em Q.

Demonstragao. PelaIdentidade de Derrick-Pohozaev e pelo Lemal[4.4.3acima,

obtemos )
n /|Vu|2dx§ L/ |u|t da.
2 Q q+1Jg

Mas, multiplicando a EDP em (4.49) por u e integrando por partes, obtemos

/|Vu|2dx:/|u|q+1dx.
Q Q

(n—2_ 1 >/|u|q+1dx§0.

Portanto, se u # 0, obtemos

Assim, obtemos

n—2 n
2 qg+1 =7
ou ainda,
n+ 2
< .
q_n—2
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4.5 Nao Unicidade de Solucoes Positivas

Teorema 4.5.1. Existe um po > 0 tal que, para pn > po e A pequeno, (4.11])
tem pelo menos duas solucoes positivas.

Demonstracao. Pelo Teorema |4.2.3] existe um pg > 0 tal que, para pu > uyo,
existe um w > 0 em () tal que

— Aw = pf(w) em
. 4.56
{ w=10 em Of) ( )
Como A > 0 e g > 0 segue que
— Aw < \g(w) + pf(w) em Q
4.
{ w=70 em Of) (457)

e portanto w é uma subsolucao de (4.11)).
Seja z como em (4.44)). Defina ¢ = oz, onde o > 0 é grande suficiente de
modo que ¢ > w em () e
1
o) 1

o 2
Isso é possivel pois, em (2, tanto w como z sdo limitadas (digamos |z| < M),

as derivadas normais sao limitadas inferiormente para z e superiormente para
w, e, sendo f crescente, segue de (4.15)) que existe o > 0 grande de modo

que
flo2) _ flod) _ 1
oM — oM 2uM’

Fixando tal o, podemos encontrar A > 0 pequeno de modo que

(4.58)

M 1
Aoz ygleM) 1 (4.59)
o o 2

pois g é crescente. Segue, somando as desigualdades em (4.58]) e (4.59), que
—A¢ =0 2 Ag(02) + 1f(02) = Ag(6) + uf(6) em £,

isto é, ¢ ¢ uma supersolugao de .

Segue do Teorema que existe uma solucao u, de tal que w <
ay < ¢, para > pg e A > 0 pequeno. Mas temos que, pelo Teorema [4.3.1]
para A > 0 pequeno, existe uma solucdo positiva u, satisfazendo ||u,||, >
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AT Logo, para A > 0 pequeno, a norma ||u,||,, ¢ grande, mostrando que
iy e uy nao podem coincidir, ja que uy < ¢ e ¢ é limitada em (2. Portanto,
sao duas solugoes positivas distintas de (4.11)). O
4.6 Nao existéncia de Solucao Positiva

Teorema 4.6.1. Seja i > 0 fixo. Se A\ € suficientemente grande, entao
(4.11) ndo possui solugdo positiva.

Demonstragao. Suponha que exista uma solucao positiva u de (4.11)). Usando
e que ¢g(0) > 0, vemos que existem o > 0 e ¢ > 0 tais que g(z) > (ox+
e) para qualquer x > 0. Além disso, como f é eventualmente estritamente
positiva, existe (3 tal que f(3) =0e f(z) > 0, para todo x > 3. Entao, para
A > 0, temos

Aoz +¢) para x > [3

Moz +¢)+ uf(0) parax <3 (4.60)

Ag(@) + pf(x) = {
Escolhendo A grande de modo que Ae + pf(0) > %, temos

Ng() + 11 () > Ao+ 5

para u > 0 e A grande. Seja agora ¢ > 0 uma autofuncao correspondente
ao autovalor principal A\; de —A com condicao de fronteira de Dirichlet.
Multiplicando (4.11)) por ¢ e integrando, obtemos

/Q (—Au)pds = / (Ag(w) + pf (u))pda

ou ainda, pelo Teorema da Divergéncia (Teorema [2.1.1]),

/Q uhidi = / (\g(u) + pf(w)pde,

/Qu)\lqﬁdx > /Sl(AaujL%)qbda:.

Podemos reescrever a equagao anterior como
e
/()\1 — Ao)updr > / —¢dx.
Q o 2
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Observe agora que se A > %, obteremos

A
/—Egbdx <0,
o 2

uma contradi¢ao. Portanto, se u > 0 ¢ fixo, (4.11]) ndo possui solugao positiva
para valores grandes de \. O
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