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0.1 Resumo

Neste trabalho mostraremos a existéncia de solucao para um problema semi-
linear eliptico com singularidade na fronteira. Estudamos problemas do tipo
Au = k(x)f(u), sendo as fungoes k e u sujeitas a certas condigdes que serao
apresentadas ao longo do texto. O problema ¢ resolvido usando as idéias do

método de sub e supersolucao adaptadas ao problema.



0.2 Abstract

In this master thesis we show the existence of solution for a semilinear el-
liptic problem with singularity at the boundary. We study problems such as
Au = k(z)f(u), where the fucntions k and u are assumed to satisfy certain
conditions that we present througout the text. The problem is solved using

the ideas of the method of sub and supersolution adapted to the problem.



Capitulo 1
Introducao

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugao do seguinte problema mo-
delo:

{Au = k()f(w), u>0, Q. (L.1)

U = 00 x € 0f).

onde € é um dominio aberto em R (N > 2), e as fungoes k e f satisfazem

as seguintes hipdteses:

(k1) k é nao negativo, ndo constante igual a zero em 2 e tem a seguinte
propriedade: se xy € 2 e k(zg) = 0, entdo existe um dominio €2y tal que
ZL’()EQ()CQGkZ(ZL’)>O,VIE@Q().

(k2) k € C(Q), ag € (0,1) e; além disso, ou sup[d(x)]* Pk(x) < Cj, para
e
algum (€ (0,2] e alguma constante positiva Cy; ou k € L9(2) para algum

q> N/2.

(fl) f € C*(R) e f(s) > 0,Vs € Rou f € C'0,00], f(0) =0 e f(s) >
0, Vs > 0.



(f2) f'(s) > 0 para s > 0.

(£3) J.° \/ﬁds < o0, F'(s) = f(s), a > 0.
Tais problemas aparecem no estudo de movimentos subsonicos de um gas
(ver [21]), o potencial elétrico em alguns corpos (ver [16]) e em Geometria
Rimanniana (ver [7]). Mostramos a existéncia de solugao para (1.1), no caso
de Q ser limitado (Teorema 3.3.5) e no caso de Q = R, (Teorema 3.3.7).
Os casos particulares f(u) = e*, e f(u) = uP, p > 1, onde Q é um aberto,
limitado e conexo vem sendo intensamente estudados por muitos autores. O
primeiro caso, quando f(u) = €*, foi primeiramente estudado por Bieberbach
(6] em 1916 onde k(z) = 1 e N = 2. Rademacher [22], usando as idéias de
Bieberbach, mostrou que se Q é limitado em R? com fronteira C?, entao
(1.1) tem tinica solugao u € C%(Q2) com |u(x) + 2 In d(x)| limitado em €,
onde d(z) é a funcao distancia de x a fronteira de Q. Em [18] Lijing Lu
mostrou que (1.1) tem pelo menos uma solugao classica u € C?(f2), com €
sendo uma bola em RY para N > 1 e k%() para algum « € (0,1), com
k(z) >0 em Q. E ainda, (1.1) tem no maximo uma solugio cldssica quando
Q) é um dominio (aberto e conexo) estrelado e limitado em RN e k € C(€),
com k > 0 em Q. Em [16], Lazer e McKenna mostraram que se €2 é limitado
em RY e que se satisfaz a condicdo da esfera exterior k € C% com k > 0 em
(), entdo existe no maximo uma solucao cléssica de (1.1) e que para qualquer
solugao u, |u(x)+2 In d(z)| é limitada em Q. Além disso, se k € C*(£2) com
k(x) > 0 em 2, e limitado superiormente, entao existe uma solugao classica
de (1.1). Eles deram diferentes provas de unicidade para €2 dominio estrelado
e limitado, sem supor a suavidade de 0€2. Em [25], Zhang mostrou que (1.1)
tem uma solucdo cldssica se ) é limitado, aberto C? em R” e k satisfaz k > 0

em () e as hipdteses:
(k2) k € C*(Q), ag € (0,1) e; além disso, ou supld(x)]* “k(z) < Cy para

€
algum 8 € (0,2] e alguma constante positiva Cy; ou k € L9(Q2) para algum



q> N/2.

Para f(u) = u? (p > 1), segue de [3, 4, 12, 17] que se 2 C R é dominio limi-
tado, suficientemente regular e k é positiva e suave em {2, entao existe uma
tinica solugdo classica u € C%(Q) de (1.1) tal que C1[d(z)]"%P~' < u(z) <
Cold(z)]72/771) Yz € Q, onde C; e Cs, s@o constantes positivas. Em [7] Cheng
e Ni mostraram que (1.1) tem solugao classica se 2 C é dominio limitado,
suficientemente regular e k¥ € C'()) é nao negativo em ) e estritamente
positivo em 9. Para Q = R¥, supondo uma condicao de positividade de k,
eles provaram que se existe o > 2 tal que |z|7k(x) ¢é limitado para |x| grande,
entdo (1.1) tem tnica solugio cldssica inteira (quando 2 = RY | uma solugio
explosiva inteira de (1.1) significa que u(z) — oo quando |z| — o0). Além
disso, eles caracterizaram o comportamento assintético da solucao perto de
0o. Mais recentemente, Lair e Wood [15] provaram que se 2 C RY é um
dominio suficientemente regular, limitado e que satisfaz a hipdtese (k1), entao
(1.1) tem solugao cldssica. Em particular, eles mostraram que se k se anula
em uma vizinhanga de 052, entao (1.1) nao tem solugao cléssica. Eles também
mostraram que se Q = RY e k satisfaz (k1) e (k3) k € C(RY) e [;° s¢(s),

onde ¢(s) = Tn‘ax k(s), entao (1.1) tem uma solucdo inteira se e somente se
Tr|=s

p > 1. Em [25], Zhang provou que se Q2 C RY é aberto C?, conexo e limitado,
k>0 em € e satisfaz (k2), entao (1.1) tem uma solugao classica.

Para dominios limitados e convexos, a nao unicidade, a unicidade e o compor-
tamento assintético de solugoes de (1.1) foram discutidas e estendidas para
os casos mais gerais de nao linearidade, satisfazendo as hipdteses (f1),(f2)
e (f3) e k =1em[1, 3,5, 7,10, 12, 16, 17, 19, 20, 24]). Neste trabalho
é feito um estudo do problema (1.1), que estende os resultados obtidos por
Lair e Wood em [15] e os resultados obtidos por Lazer e McKenna em [16],
estes resultados foram provados por Tao e Zhang em [23]. Em particular,
é construida a menor subsolu¢ao explosiva de (1.1) com k(z) e f(s) mais
gerais. E ainda, quando © = RY mostramos que (1.1) tem uma solugio

inteira u € C*(R) para f(s) mais gerais. A Segao 2.1 trata de enunciados de



teoremas e definicoes de analise no RY necessérias para o desenvolvimento do
trabalho. Na Secao 2.2 aparece um pouco da teoria cléssica de EDP onde as
principais referéncias bibliograficas sao [8] e [9], e na Se¢ao 2.3 apresentamos
os Espagos de Sobolev. Os resultados de EDP utilizados como ferramenta
neste trabalho aparecem na Secao 2.4, tratando geralmente de existéncia e
unicidade de problemas com hipdteses mais fortes. No capitulo 3, inicial-
mente reapresentamos o problema e o transformamos em outro equivalente.
Em seguida apresentamos essa transformagao no caso f(u) = e" e f(u) = uP.
Na Secao 3.2, apresentamos o método de sub e super solugao, adaptado ao

problema. E por iltimo demonstramos os resultados principais.



Capitulo 2

Consideracoes Iniciais

2.1 Resultados de Analise

Teorema 2.1.1. Se f,(xg) — y e fl(xo) — g(x) uniformemente em A C

RY entdo existe f : A — R tal que f, — f uniformemente e f' = g.

Definigao 2.1.2. Uma sequéncia { f} é dita uniformemente equicontinua se
para cada € > 0, 30 > 0 tal que |z —y| < § = |fe(x) — fu(y)| <€, Va,y €
R", ke N.

Teorema 2.1.3. (Teorema de Arzela-Ascoli) Sejam fi, : R* — R. Suponha-
mos que a sequéncia { fr} seja uniformemente limitada, ou seja, |fr(x)] < M
para k € N e Vx € R"™ para alguma constante M, e a sequéncia { fr} € unifor-
memente equicontinua. Entao existe uma subsequéncia {fi,} C {fx} e uma

fungao continua f, tal que fr, — f uniformemente em compactos de R".

Definigao 2.1.4. Seja P uma propriedade. Dizemos que uma funcao f tem
a propriedade P q.t.p. se f nao satisfaz P apenas em um conjunto de medida

nula.

Teorema 2.1.5. (Teorema da Convergéncia Dominada). Sejam fy integrdveis



e fr = [ q.t.p. com |fx| < g q.t.p. para alguma funcao g integravel. Entao

frdr — fdzx.
Rn R™
Definicao 2.1.6. Seja H um espaco de Hilbert. Dizemos que uma sequéncia

{ux} C H converge fracamente para u € H e escrevemos uy, — u, se:
¢(ur) — ¢(u), para cada ¢ € H,

onde H* é o espaco dual de H, ouseja H* = {¢: H — R | ¢ é linear e 3C >
0 tal que |¢(u)| < C'llull}.

Teorema 2.1.7. Sejam H espago de Hilbert, e (uy) sequéncia limitada em

H. Entao eriste uma subsequéncia {uy; } C {ux} e u € H tal que ug, — u.

2.2 Teoria Classica de EDP

Definicao 2.2.1. Seja 2 C R" aberto. Considere o operador L definido em
C*(Q) por

n

Lu=— Z a” (2) g, + Z V' (2)ug, + c(z)u,

ij=1 i=1
Dizemos que o operador L é uniformemente eliptico se existe uma constante

A > 0 tal que

n

> a(x)&g > Mg

ij=1

para todo x € (2 e todo £ € R™.

Definigao 2.2.2. Seja Q C R™ aberto. Para u € C?*(2). Definimos o

Laplaciano de u por

n
Au = E Uy, -
i=1



Definicao 2.2.3. Seja u : 2 — R. Definimos

u seu > 0.
ut = (2.1)
0 seu<0.
Analogamente definimos
0 sewu=>0.
U = (2.2)
u seu<0.

Teorema 2.2.4. (Principio Fraco do Mdzimo) Seja Q C RN aberto, conexo
e limitado, e seja L uniformemente eliptico em §2, com ¢ = 0. Suponhamos
que Lu <0 (Lu > 0) em Q, onde u € C*(Q) N C(Q). Entdo

- infu=infu).
sgpu S;qu <1g u=infu
Corolario 2.2.5. Seja L uniformemente eliptico em €2, com ¢ < 0 e seja
Q C RY aberto, conezo e limitado. Suponhamos que Lu < 0 (Lu > 0) em €,
onde u € C2(Q) N C(Q). Entdo

supu < supu’ (infu > inf u‘) )
Q 90 Q o0

Se Lu =0 em (), entao
sup |u| = sup |ul.
Q 09

Teorema 2.2.6. (Principio Forte do Mdrimo)Seja Q0 C RY aberto e conexo.
Seja u € CHQ)NC(Q) em Q, e L uniformemente eliptico em ), com ¢ < 0.
(i) Se Lu <0 em Q e u atinge mdximo em um ponto interior a ) entio u é
constante em 1.

(i) Se Lu > 0 em e u atinge minimo em um ponto interior a Q entdo u

é constante em §Q.

10



Observagao 2.2.7. Os dois teoremas acima sao provados em [9], no caso

geral em que Lu é um operador diferencial linear da forma

n

Lu=— Z aij(ff)ua:ia:j + Z bl(x)uxl + c(x)u,

ij=1 i=1
onde L é uniformemente eliptico em €2.

Definigao 2.2.8. Dizemos que u é subsolucao (supersolugao) do problema:

Lu=0, u>0, xe€f.
(2.3)

u=gqg x € 0N.

Se i)Lu >0 (Lu <0), em e,
i)u <g (u>g), em Of.

2.3 Espacos de Sobolev

Definigao 2.3.1. Sejam u, v € L}, .(2) e a um multi-indice, isto é, a =
(g, ,ap) onde oy € NU{0}. Dizemos que v é a a-ésima derivada fraca

de u se

/QuDo‘qﬁdx: (—1)|a/v¢dx, (2.4)

Q

8@1 8an¢
0x1--0Tn

para qualquer fungao teste ¢ € C°(Q2), onde D% = ela] =ar +

-+ 4+, . Se este for o caso, escrevemos D%u := v.

Definigao 2.3.2. O espaco de Sobolev W*?(Q) é definido como o espaco de
fungoes u : 2 — R pertencentes a LP()) tais que D%u, a a-ésima derivada

fraca de u, existe e pertence a LP(£2), para todo multi-indice « tal que |o| < k.

Definicao 2.3.3. O supremo essencial é definido por inf{c € R;|{z €
Q;u(z) > c¢}| =0} e denotado por sup |ul.
Q

11



Definigao 2.3.4. Podemos definir uma norma em W*?(Q) por

( 1/p
Z/|D°‘u|p sel <p<oo
[ullwras @) = o <k (2.5)
Z sup | D%ul sep =00
\ o<k

onde indicamos por sup | f| o supremo essencial de f em €.
Q

Teorema 2.3.5. O espago de Sobolev W*P(Q) é um espagco de Banach

quando equipado com a norma dada por (2.5).

Teorema 2.3.6. (Teorema do Traco, ver em [8]) Seja Q2 limitado e 02 € C'.

Entao existe um operador linear limitado:
T : WP (Q) — LP(09)

tal que:

(i) T(u) = u‘m, seu € WNC(Q) e

(ii) ||T(w)|| r o) < Cllully? (), para cada u € W'P(R), onde a constante C
depende apenas de p e €.

Definigao 2.3.7. Denominamos 7'(u) como o trago de u em 052.

2.4 Alguns Teoremas de EDP

Teorema 2.4.1. ([9], ver Lema 6.10) Seja T uma por¢ao CH*, limitada
(possivelmente vazia) de uma bola B € R™ e seja ¢ € C°(9Q) N C**(T). Se
L é um operador estritamente eliptico em B, com coeficientes em C*(B) e
com ¢ <0, e ainda f € C(B). Entdo o problema de Dirichlet, Lu = f em
B, u= ¢ em 0B, tem tnica solu¢io u € C**(BUT) N C(B).

12



Teorema 2.4.2. (/9], ver Teorema 6.13) Seja L uniformemente eliptico em
Q, aberto, conexo e limitado, com ¢ < 0, e suponhamos que f e 0s coeficientes
de L pertencentes a C*(Q2). Suponhamos que § satisfaz em cada ponto da

fronteira a condicao da esfera exterior. Se ¢ é continua em OS2, o problema
de Dirichlet

{Lu =f, e (2.6)

u=¢ x €.

tem tinica solugio u € C°(2) N C%*(Q).

Teorema 2.4.3. ([9], ver Teorema 6.14) Seja L uniformemente eliptico em

Q, aberto, conexo e limitado, com ¢ < 0, e suponhamos que f e 0s coeficientes

de L pertencentes a C*(Q). Suponhamos que Q € C** . Se ¢ € C**(Q), o
problema de Dirichlet

{Lu = f, zeq. 2

u=¢ x €.

tem tinica solugio u € C%*(Q).

Teorema 2.4.4. ([9], ver Coroldrio 8.36) Seja T uma porg¢io C**, limitada
(possivelmente vazia) de ), aberto, limitado e conexo, e suponhamos que
u € WH(Q) € uma solugao fraca de Lu = g+ D;f* tal que u =0 em T (no
sentido do trago). Entao u € CH*(QUT), e para qualquer ' cC (QUT),

temos
‘u|1,o¢;ﬂ’ S C(‘“’O,ﬂ + ’9’0;9 + ’f’o,a;Q)

para C = C(n,\, K,d',T), onde X\ € dado pela defini¢ao 2.2.1, d' = dist(€),0Q—

T) e K = “max {|aij7bi|0,o¢;§27 |Ci>d|0;9}'
i,j=1--n

13



Capitulo 3

Existéncia de Solucoes
Explosivas para Problemas

Semilineares Elipticos

Consideremos o problema modelo

(3.1)

Au=k(x)f(u), u>0, xz€qQ.
U= 00 x € 0N

onde € é um dominio aberto em RY (N > 2), e as fungoes k e f satisfazem

as seguintes hipdteses:

(k1) k é nao negativo, nao constante igual a zero em ) e tem a seguinte
propriedade: se xy € Q e k(zg) = 0, entdo existe um dominio €y tal que
g € Qo C Qe k(x) >0, Ve e 0.

(k2) k € C*(Q), ag € (0,1) e; além disso, ou sup[d(z)]* Pk(z) < Cy (onde
e
d(z) = dist(z,09)) para algum [ € (0,2] e alguma constante positiva Co;

ou k € L) para algum g > N/2.

14



feCR)e f(s) >0,Vs € Rou f € C'0,00), f(0) =0 e f(s) >

(f2) f'(s) > 0 para s > 0.

(£3) [ \/ﬁds < 00, F'(s) = f(s), a > 0.
Seja
(f4) H(a) = [;" 5(5ds < oo, onde a > 0 e H(u) = [ f(ls)ds e w(z) =

Observagao 3.0.5. No trabalho [14] o autor mostrou que o resultado prin-

cipal pode ser obtido sem supor (f4).

Considerando (f4), podemos transformar (3.1) no seguinte problema de

Dirichlet equivalente

(3.2)

— Aw + g(w)|Vw|* = k(z), w >0, z€qQ.
w=0 x € 0.

onde g(w) = f'(u) = f'(H *(w)) e H~! denota a funcio inversa de H (H e
H™! sdo estritamente decrescentes em (0, 00) ).

Prova:

1. Consideremos Au = k(x)f(u).

Como u(x) > 0 paraz € Q e f(s) > 0, Vs € (0,00), podemos reescrever a

equacao anterior,

Au
—— = k(z).
Fy MY
Basta entao verificarmos que
Au
= —Aw + g(z)|Vw]?.
o (=)IVul

15



Derivando

w(z) = Hu(z)) = / : ﬁds
em relacao a x; obtemos
ow(zr) I B 1 B 1
= H'(u(2))ug, (1) = == ua,(7) = = Ug, ()
o, ol lu(e)

Oulz) _ ! "(u())ug, (z)u :1:——1
07 Flutmyr! O 0 = )

Somando em i, obtemos

Aw = fw) Vul? — B

- fw)? f(u)
ou, equivalentemente,
Au f'(u) 2
— =-A \Y%
F T
De (3.3), obtemos
| Vaul?
V| = )

Agora, usando esta tltima igualdade em (3.4), obtemos

Au

=—-Aw "(u)|Vw]? = —Aw w)|Vwl|?.
) + f'(w)| V| + g(w)|Vul

Vejamos agora que u(z) = oo para x € 0N < w(x) = 0 para x € 5.

16



Mo
Como lim/ ——ds < 00, seja hm/ ds—
M—co J,  f(s) f(s

K/—s+/fdsVM

Fazendo M — oo, temos que

Assim,

>~ 1 * 1 <1
K:/ i ——ds =K + lim ——ds <—
o f(s) M=oo fyr f(8) M=o Jyr f(8)
< limw(y) = lim / = 0,Vx € 09.
y—x M—oc0 f

2.H e H™! sao estritamente decrescentes em (0, 00).

= [~ o) ds para b > a > 0, temos

o= 75+ L 7 /_d”O'

Logo H ¢é decrescente e ,portanto, invertivel.

H~': E decrescente pois é a inversa de uma funcao decrescente.

3.1 Dois exemplos desta transformacao

1.Quando f(s) = e*, temos f'(s) = e® e w = e~ *, como podemos verificar

oo 1 oo 00
w(x) = / )ds = / e ds=e* =0+ e 4@,

E ainda,

17



Logo o problema inicial se transforma em

v 2
—Aw—{—ﬂ:k‘(x),w>0, x €.
w (3.5)
w=0 x € 0N).
2.Quando f(s) =s? e p > 1, temos w = Zﬁup_l, como podemos verificar:
<1 o0 1 00 —1
w(z) :/ ds :/ s Pds = s Pt = u(z) Pt

Além disso,

. p
g(w) = f'(u) = pu~" =

(p—Duw
Logo o problema inicial se transforma em:

2
—Aw+Lﬂ:k(x),w>0, x € €.
p—1 w (3.6)

w=20 x € 0f).

3.2 Meétodo de sub e super solucao

Apresentamos agora um teorema de existéncia de solucao, usando o método

da subsolugao e supersolucao.

Teorema 3.2.1. O problema de Dirichlet

{Au = k(@)f(u), u>0, zEQ (3.7)

=meN x € 0N).

IS

tem solucdo u,, € C**(Q) no intervalo ordenado [uy, m]. Além disso, vale o

sequinte:

0<H Y w) <up Sup <o <ty KUy < --+ em €.

18



Demonstragio. Como k € C%(Q) e satizfaz (k1), vemos que @,, = m é uma
supersolugao de (3.7):
—Au,, =0, Vz € Q, e ainda u,, = m, Vr € 0.

Para construir uma subsolugao u,, de (3.7), definimos para cada i € N

w;(z) = fu(xzx) Foyds, onde w;(z) € C%%(Q) é a tinica solucio de

—Av=Fk(z), v>0, x€Q.

* 1
v = ds x € 0f).
| 7

Observagao 3.2.2. Podemos tomar w; assim pelo Lema 3.3.2.

Vemos que, se 1 < m,

!/
—Aw; = ——~ — fz(gi) IV, |* = k(z), 2 € Q
U,

V|, € Q

—Au; = k(x) f(u;) +

4
—Au,; > k(z)f(u), x € Q < u; é subsolugao de (3.7)

Logo, u; é subsolugao de (3.7) para todo ¢ < m . Pelo Principio Fraco do

Maximo temos u; < i < m.

19



Para construirmos uma solugao, vamos seguir os seguintes passos:

1. Vi,j € N, com i < j temos u; < u;.
>~ 1
Seja w,(z) = / _f( )ds em 092. Fixa i < j.
; s
Como f(s) >0, Vs, temos que w; > w,; em 9. Logo w; —w,; < 0 em 9.

Temos ainda que A(wj —w,;) = 0em Q. Logo, pelo Principio Fraco do

Méximo
w; Sw;, Yo €Q, Vi <j.

Como H ™! é decrescente e w, > 0 temos

0 < H'(wy) =t Sty < <ty <ty em Q.

Seja u! solucao de

— Au+ k(z)Apu = k(2) (Angauy, — f(uy,)) z € Q.
(3.9)
u=m x € 0N).
E definimos indutivamente 1_17’%“, como sendo solucao de
— Au+ k(@) Appru = k(x) (Apprul, — f(ul)) z e (3.10)
u=m x € 0. '

0

o, ¢ subsolucdo de (3.7), entao

Como u/

Ay, > —k(@) f(u,
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o que implica,

— Ay, + k(@) Amgatty, < k(@) Ay, — f(ur,))

= —Aul +k(z)\pul,.
Desta maneira, obtemos

m < =Dy, + E(@) A1ty

— AU+ k() Ay 1

logo,

Al —ul) + k(2) Ay (u):, —u) <0 em Q.

Assim,
m —m

ul —ud =0 x € 0N.

Al —u?) + k(@)A1 (ut — ) <0 ze€Q.
{ (i = ) K0, = ) -

Pelo Principio Fraco do Méximo, u! —u® >0 em €, jdque c = —k(2) i1 <

0.

Logo u! > u® em Q.

— 1 A\
Vamos mostrar agora que u,, > u,, em ).

Como € u,, supersolucao, temos

— Ay, + k(@) A1t > k(@) Mgt — f ()

> k() A1, — flup,)) = —Au), + k(2) A1y,

Logo,
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Aplicando o Principio Fraco do Maximo e procedendo como anteriormente,
obtemos u,, > g%n em (. Juntado estes dois resultados obtemos

> o0 Q

> u,, em ).

m =y, > u,

Agora vamos mostrar por indugao que Vk € N temos m = u,, > u >
u~em Q.
Mostramos que é valido para k = 1. Supondo valido para k, temos
m = Uy, >uk >ult em Q,
Mas por u1 ser solugdo de (3.10) temos
—Auf + k() Al = k(2) (Amgaul, — f(ulh))

> k() Ay, ' — fui )

= —Auf + k() A\ ut,.
Logo, pelo Principio Fraco do Maximo, obtemos u*+! > u* em .
Desta maneira, obtemos uma sequéncia crescente e limitada. Logo u* , con-

verge para uma funcao que denotaremos por u,,.

Sejam uf, e uF, ., solugdes de (3.10) para m e para m + 1 respectivamente.

Assim,
—Autt k() A = k(2) (Ansaug, — f(uy,)) e

m

—Aﬂfntrll + k(x))\erlQﬁ;Zrll = k(ﬂf) ()\erlenJrl - f(%’jwl)) .
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<uftt<ooe Wb <L <-oo ) temos que

k
Como uy, Umt1 > Uy

—Ag,ln + k(x)AmHH,In = k() ()\m+1ﬂgn - f(ggn)>
< k(x) ()\m+1221+1 - f@?nﬂ))

= = Ay, 1 + k(@) A1 U1

onde a primeira desigualdade vale pois k(z) (A\,+12 — f(2)) é decrescente.
Logo,
AUy = ) + E@) A1 (U1 = ) 0.

E ainda u! ., — u;, = 1 em 99Q. Novamente pelo Principio Fraco do

m
’ . 1 1 N
Maéximo obtemos u,, ; > u,, em €.
Agora podemos mostrar por inducao em m que uf < uf 41 Vm, de forma
andloga ao que fizemos para mostrar u*, < uf+1vk.
Logo,

Uy, = lim gfn < lim anﬂ = U1
k—o0 k—o0

Mostraremos que u,, é solu¢ao fraca de (3.7). Note primeiro que uj —

u, em L2(£2) pelo teorema da convergéncia dominada, pois u,, = limy,_, u¥ <

m o —

U =m.

Seja V cC Q. Como f € C'(R) e k € C*(R), temos que ||k(z) f(uk,)| 1207 <
C ([[f(m)||z2(vy + 1) . Logo, sup |[ul,||m) < oo. Entdo, existe uma sub-
k

sequéncia {uﬁi }321 que converge fracamente em H ! para u,, € H'(V).
De (3.9) temos:

/ Duf Dy + At ode = / k(x)(f(uf) + b hoda.
v %

Fazendo k — oo :
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/‘/DumDv—H\umvdx:/Vk(x)(f(um)—i—)\um)vd:c<:>/VDumDvdx:/Vk(x)f(um)vd:c

Logo, u,, é solucao fraca de (3.7).
Para qualquer B,.(xg) C £, temos u, limitada, portanto, f(u,) é limi-
tada, visto que f € C'. Logo, k(z)f(u,) é limitada em B,.(x). Logo,
Uy € CY¥(B,(z0)) pelo Teorema 2.4.4. Como u,, € C'*(B,(z)), entao
k(z)f(uy) € C*(B,(x0)), jad que f € C' e k € C.
Logo, Au,, = k(x) f(un) € C*(B,(0)) = uy € C**(B,(x)) pelo Teorema
2.4.1. Como a bola B,(xq) ¢ arbitrdria temos que u,, € C**(Q).

[

3.3 Prova dos Teoremas

Lembremos que ) satisfaz a condi¢ao uniforme da esfera exterior se existe
um nimero real 7 > 0 tal que para cada z € 052 existe uma bola fechada B,
de raio 7 com BNQ = {z}.

Note que qualquer dominio aberto, limitado, C? C R¥ satisfaz esta condicao.

Lema 3.3.1. ([16], ver Teorema 4.2) Seja Q@ C RN aberto limitado que
satisfaz a condi¢do uniforme da esfera exterior, entdo {2, }° de abertos
tal que Qp C Qi1 C Q, UX_,Q,,, = Q e a fronteira 09, ¢ subvariedade

suave (C*) de dimensao N — 1 para m > 1.

Lema 3.3.2. Se Q) e k(x) satisfazem as hipdteses (k1) e (k2), entao o pro-

blema

(3.13)
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tem winica solugio v € C(Q) N C%(Q). Além disso, o problema

—Av=Fk(z),v>0, z&Qp.
(3.14)

v=20 x € 0.

tem tnica solugdo v, € C**(Q), e v(x) > Vpy1(z) > Vp(z) >0, V2 € Q€
m > 1.

Demonstracao. O Teorema 2.4.2 garante existéncia e unicidade ao problema

(3.13) e o Teorema 2.4.3 garante o mesmo ao problema (3.14).
Queremos ainda v(x) > Upe1(x) > Up(x) >0 Vo € Q,, e m > 1.

Primeiramente vejamos que 17]-(:1:) >0, Vj > 1. Consideremos o problema

{A@:—Mmgo z € Q.
(3.15)

@j =0 T e 89]
Pelo Principio Forte do Méaximo temos que

Se dzg € € tal que 0 = la%f vj(x) = in£ vj(x) = v;(zo) temos que v;(z) é constante.
ze

Se v;(z) é constante, entao v;(z) = 0, pois v; (:17)‘ =0ev(z) € C(). Mas
v; = 0 nao é solugao de (3.15), pois v; = 0 = Avj(z) =0 = —k(z),Vz € Q;.
Mas isto contraria (k1).

Logo, 7j(x) = 0 nao é solucao. Entao v,(z) > 0, Va € Q,.

Vejamos agora que U,,11(x) > 0, (z). Para isso, notemos que v,,.1 > 0 em
Qi1 pelo Principio do Maximo. Logo, vp,+1 > 0 em 0€2,, C €1, e, assim,
U1 () — vp(x) > 0 Vo € 0€,.

Logo,
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{ AUt = Um(2)) =0 2 € Q. (3.16)

Uma1 — Om() >0 2 € 0Q,.
Pelo Principio Fraco do Maximo temos

0< 151Qf U1 () — Up(2) = ;I€1§f2 Uma1(x) — Uy ().

Portanto,

Umt1(x) — Oy () > 0, Vo € Q.

Resta ainda mostrar que 9(z) > Uy,41(x). Consideremos agora

{ A0 = Upi1(x)) =0 € Qi (3.17)

U= Upi1(x) >0 o€ 0ty

Usando o raciocinio feito anteriormente, obtemos v — Uy, 11(x) > 0 € Qy41.

]

Lema 3.3.3. Nas hipdtese (f1)-(f4),(k1) e (k2), e Q@ C RY um aberto conexo,
C?, limitado. Entdio H'(v(z)) < u(z), Y € Q wvale para qualquer solugdo
u € C** de (3.1).

Demonstragao. Vamos considerar (3.2). Lembremos que —Aw = k(x) —
g(z)|Vw|? onde w é solucao de (3.2). Temos k € C%, g(w) é C* e |Vw|? €
C*(Q) entao g(w)|Vw|* é C,daf segue que w € C(Q) N C*¥(Q).

Queremos que

[eS) 1 -
w(x) = /u(m) mds < o(z) em .

Supondo o contrario, consideramos {z|w(x) > v(x)} # 0 para qualquer
componente conexa A de Q.

Como g(w) = f'(w) > 0, temos —A(w — v) = —g(w) - |[Vw|* < 0,z € A.
Como w — v oy 0, segue do Principio Fraco do Méximo que w(x) <
o(x), Vo € A.
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Isto é uma contradi¢do. Logo, w(z) = fuo(c;) ﬁds < o(z) em Q. Entdo

H™Yw) =u> H ), pois H™! é decrescente. O

Lema 3.3.4. Nas hipétese (f1)-(f4),(k1), k € C*(Q) e Q C RY aberto limi-

tado, conezo com fronteira suave. Entio (3.1) tem solugao C**(Q).

Demonstrag¢ao. Consideraremos o seguinte problema perturbado de (3.1)

{ Au=k(z)f(u), u>0, e (3.18)

u=méeN x € 0f).

Pelo Teorema 3.2.1, a equagao (3.18) tem solucio tnica u,, € C**()) no

intervalo ordenado [u,,m]. Além disso,vale o seguinte:

O<H_1(w1)SUlSU2§-~~<um<um+1<... em €.

Para provar o lema, é suficiente mostrar:
) Vo € Q, 3C3 (dependendo de xg) tal que u,,(x) < C3, Vx perto de xo;

I7) lirglﬂu(x) = 00, onde u(z) = lim u,(x).

Para provar (I), vamos considerar dois casos.

Caso (a): k(xzg) > 0. Como k € C*(Q),3B,(zo), tal que k(z) > 0,Vz €

B,(1). Seja ko = min) k(x), e u uma solugao classica positiva de
(L0

{ Au=kof(u) x € B,. (3.19)

U = 00 x € 0B,.

(A existéncia de solucao ¢ justificada sob as hip6teses (f1)-(f3) em [11])
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Afirmacao: u,(x) < u(x), Yo € B.(xo).

Prova: Considera Bj(zo) tal que © > m, Vz € 0B, (x).

AT — ) = ko f(@) — k() f(un) < ko(f(@) — f(um)) = ko.f'(§)(@ — um) =
Av — kogD(z)v <0, Yz € 0B,, onde v = 4 — u,,. Como v(z) > 0, Vz € 0B5,,
e D(z) > 0, pelo principio do méximo temos: rglé?v = r%irnv = U— Uy >0

em B, = u > u,, em B,.

Seja C5 = max u, entao u,, < Cs em BT/Q(ZE()).
BT/Z(IO)

Caso (b): k(zg) = 0. Como k € C*(Q) e satisfaz (k1), temos que 3Qy aberto
e conexo, tal que xg € Qy C 2, e ainda k(x) > 0 Va € 9.

Do caso (a) acima, sabemos que Vx € 0§y, 3B, (z) e uma constante positiva
C,, tal que uy,(z) < C, em B, jp(z). Como Q ¢ limitado, temos que 9§
é compacto. Entao existe um numero finito de bolas que cobre 0€)y. Seja
C3 = max{Cy,, -+ ,Cy}, onde as bolas Brzi/z(%),i =1,---,1, cobrem 0€).
Dessa maneira, obtemos u,, (z) < C3 em 0. Logo pelo Principio do Méaximo
podemos obter u,,(z) < C3 em €, pois Au,,(z) = k(x) f(un(x)) >0, Vo €
Q.

Finalmente, para provar (II), é suficiente mostrar o seguinte:
o 1
Wy () = / ——ds < v(z) +e(1+7)7Y2 Vo eQ, (3.20)

onde € > 0, r = (Zx?)lﬂ, v = (z1,-,1,) €EQev € C(AYNC3AQ) éa

unica solugao cldssica de (3.13).

Suponhamos o contrario de (3.20). Entao

Iileagi[wm(x) —o(z) —e(1+ )73 > 0.

O ponto zy onde ocorre deve ser ponto interior. Assim,
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0> Alw™(z0) — 0(wo) — €(1 + 1272 = glwm)|[Vwn|* + [-A(1 +r2)71/2).

Veremos agora que esta expressao € positiva, obtendo uma contradicao. Para

isso, note que

1
1 2y-1/2 _ _ 2 2)-3/29,.
G417 (14 r2) 22,

82

(9xixi

1
<_§<1 + 7”2)3/22361) =3(1L+77) 222 — (1417732

Logo,

_A(1+T2)_1/2: _3(1+T2)_5/2 ($%++l’i) +n(1+r2)_3/2.

" J
-~

r2

Definindo s = (1 +72)""/2 temos s > 1 e

1 1
A1 4rH)Y2 = —38—5(52 —-1)+ ng > 0, poisn > 3.

Com isso vemos que expressao desejada € positiva, o que é uma contradicao.
Logo, vale (3.20) Ve > 0. Portanto,

Wy () = / ! ds < ov(x), Yx € Q.

w(z) = /OO Lals < o(z) Vo € Q. = u(z) = H Y(w(z)) > H ' (v(z)), Vo € Q.

lim H ' (v = li = 00.
lim (0(x)) = oo, vemos que lim u(x) = 0o
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Assim concluimos (IT).
Vistos I e II podemos mostrar que u é solugao de (3.1).

Seja V. CC Q. Como |[um||2.00:v < C, temos que (u,,) é uma sequéncia
uniformemente limitada e uma familia equicontinua. Logo, pelo Teorema
de Arzela-Ascoli, 3(u,,;) subsequéncia uniformemente convergente em com-
pactos. E ainda, [[um|2,a0v < C = [[Dum| 100w < C. Logo, (Dum,) é
uma sequéncia uniformemente limitada e uma familia equicontinua. Logo,
pelo Teorema de Arzela-Ascoli, 3(Duy, ) subsequéncia uniformemente con-
vergente em compactos. Sejam u = mlJ1LnOO U, €V = mljn—>noo Du,y,,. Temos que
Du = v pelo Teorema 2.1.1.
Dessa maneira, para qualquer V' CC € temos u € C»* (V). Logo, pelo
Teorema 2.4.1, temos u € C%* (V). Logo, u € C**(Q).

O

Teorema 3.3.5. Suponhamos que valem as hipdteses (f1)-(f4), (k1) e (k2).
Seja Q C RY, aberto C2, limitado e conexo. Entdo (3.1) tem uma solugdo
C**(Q), além disso, qualquer solugio u € C**(Q) de (3.1) satisfaz

H ' (o(z)) < u(x), Vo € 9,

onde v € C() N C%(Q) € a tinica solugio do problema (3.13).
Em particular, quando f(u) = e*, —In(v(z)) < u(z), Vo € Q; e quando
flw)y=w? ep>1,[(p—1)o(x)] P~ <wu(z), Vo€ Q.

Demonstragao. Consideremos o seguinte problema perturbado de (3.1):

{Au(x) k() f(u(z)) @€y, u>0 (3.21)
w(x) = 00 x € 0,
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onde {€,,}5° é como no Lema 3.3.1. Como k € C%), segue que k €
C*(Q), e pelo Lema 3.3.4, temos que (3.21) tem solugao u,, € C**(Q,,).
Além disso, podemos provar que Uy, 11 < Uy, Vr € 2, e m > 1. Segue pelos
Lemas 3.3.2, 3.3.3 e 3.3.4 que

H ' (9(2)) < H Y (0ms1(2)) < tmar(2) < ulz), Yo € Q. (3.22)

Se B C Q é um compacto qualquer, entao Imy tal que B C €, e se-
gue de (3.24) que a sequéncia {um(z)}ye é nao crescente para x € B e ¢é
limitada em B, entdao u(z) = lim w,,(z) existe Yz € . Usando argu-
mentos de convergéncia, como frgf Egito no final da demostracao do Lema
3.3.4, obtemos u € C**(Q) e Au(z) = k(x)f(u(x)), z € Q. Por (3.22) e
xlirgg H (9(z)) = oo, obtemos que u é solucdo de (3.1), o que completa a

prova. [

Para o lema e para o seguinte teorema, ao invés da hipétese (k2), vamos
assumir a hipotese abaixo:
(k3) k € C(RN) e [;7 s¢(s) < oo, onde ¢(s) = max k(s).

|z|=s

Lema 3.3.6. ([13],Prova do Teorema 1) Nas hipdtese (kl)e (k3), o problema

~Av = ¢(v), v(x) >0, Vo € RN, r = |z|, lim v(r) =0 (3.23)

r—00
tem tnica solugdo radialmente simétrica v € C*(R™).

Teorema 3.3.7. Suponhamos que valem as hipdteses (f1)-(f4),(k1),(k3). Para
Q =RY, (3.1) tem uma solugdo inteira u € C*(RY) satisfazendo H=(v(x)) <
u(z), Vo € RY, onde v € C?*(RYN) é a tnica solugdo inteira, radialmente

simétrica do problema (3.23).

Demonstracao. Do Teorema 3.3.5, temos que para cada m € N, tomando
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2 = B,,,(0), o problema

{ Au(z) = k(z)f(u(z)) u>0, z <m. (3.24)

u(zr) = oo |x| = m.

tem tinica solugao u,, € C**(B,,).
Além disso, uy > us > -+ > Uy > Uy > 0, Vo € By.

Para provar o teorema precisamos apenas provar:

(1) H Y (v(z)) < um(z), Vo € B,,, Vm, onde 9(x) € C*(RY) é a tnica

solugao radialmente simétrica de (3.24).

(II) u — oo quando || — oo, onde u = lm wuy,.
m—0o0

<1
Seja w,, = / mds, V|z| < m. Queremos que wy,(x) < v(zx) pois as-
Um S
sim H1(v(z)) < H Y(wy,(2)) = tup, Vo € B,,. Isto é mostrado no Teorema
3.2.1. Note que a desigualdade se mantém em 0B,,, onde w,, = 0 e u,,, = cc e
ainda v(z) > 0, Vz € B,,. Logo temos que H ' (v(x)) < u,,, Yo € B,,, ¥Ym.
Dessa maneira 0 < H~(v(x)) < u(z), Vo € RY. Assim (I) fica provado.

T—00

Como lim o(r) =0 e ‘1|im H ™ (9(z)) = oo e temos que 0 < H~1(v(x)) <

u(r), Vo € RN temos que lim wu(z) = oo, completando a demostracio. [

|z|—o00
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