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Resumo

MACHADO, Diogo da Silva, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, Margo, 2010. In-
variante global de aplicagoes estaveis de superficie fechada no plano. Orienta-
dora: Catarina Mendes de Jesus. Co-orientadores: Lana Mara Rodrigues dos Santos e
Mario Jorge Dias Carneiro.

Neste trabalho, estudamos os grafos como invariantes de aplica¢oes estaveis de su-
perficie fechada no plano. Abordamos o problema de realizacao de grafos por aplicacoes
estdveis, enfatizando também o caso especifico de aplicagdes dobra (sem cispides).



Abstract

MACHADO, Diogo da Silva, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, March, 2010. In-
variant global of stable maps from the closed surface to the plane. Adviser:
Catarina Mendes de Jesus. Co-advisers: Lana Mara Rodrigues dos Santos and Maério
Jorge Dias Carneiro.

In this work, we study the graphs as invariants of stable maps from closed surface in
the plane. We study the problem of realization of graphs by stable maps, emphasizing
also the case of fold maps (without cusps).
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Introducao

Em 1955, H. Whitney publicou o artigo “Mappings of the plane into the plane”’ que se
tornou o fundamento para uma nova teoria matematica, a Teoria de Singularidades de
aplicagoes diferenciaveis. Whitney mostrou que, para uma classe especial de aplicagoes
do plano no plano (as estaveis) as singularidades que podem aparecer sao apenas de
dois tipos (a menos de A-equivaléncia): dobras ou cuspides. A partir desse trabalho,
diversos matematicos tém estudado as singularidades de aplicacoes de R™ em R, como
por exemplo, R. Thom que em [29] classificou as fungoes diferencidveis de R" em R de
codimensao < 5 em sete catastrofes elementares ou Boardman que, em [5], provou que
genericamente os conjuntos singulares de ordem superiores tém estrutura de subvarie-

dades.

Atualmente a Teoria de Singularidades é um ramo amplo e usa técnicas de diver-
sas areas, contribuindo no desenvolvimento de varias partes da Mateméatica. Muitos
temas de Teoria de Singularidades podem ser encontrados hoje em diversos titulos de
matematica, por exemplo, em [10], [11] e [6].

Uma nocao de equivaléncia no espaco das aplicacoes diferencidveis é a de mudancas
de coordenadas no dominio e na imagem (A-equivaléncia). Sendo um dos problemas
classicos em Teoria de Singularidades a descricao completa das classes de equivaléncia
dessa relacao. Tal problema tem se mostrado dificil de ser resolvido. Os rumos da
pesquisa no sentido de resolvé-lo se resume, em muitos casos, na busca de invariantes
que permitam classificar boa parte das aplicacoes.

Em [30], Vassiliev desenvolveu uma teoria geral que conduz a obtencao de invari-
antes de isotopia nos espagos de aplicagoes estaveis entre variedades. Seu método pode
ser aplicado a varios tipos de aplicagoes e a definicao dos invariantes correspondentes
estd baseada, em cada caso, no estudo da topologia de um subconjunto discriminante
determinado pelo subespago das aplicagoes nao estaveis.

Em [4], por exemplo, Arnold definiu trés invariantes bésicos de primeira ordem para
aplicagoes estaveis do circulo no plano. Por outro lado, Goryunov [12], estudando
aplicacoes estaveis de superficies no R3, obteve todos invariantes locais de primeira,
ordem para tais aplicagdes. Mais recentemente, Ohmoto [24], aplicando as idéias de
Vassiliev e Goryunov, determinou um conjunto completo de geradores para o anel dos
invariantes semi-locais de primeira ordem do tipo Vassiliev, associado ao conjunto con-
torno aparente.



INDICE 2

No estudo de aplicagoes estaveis de superficie fechadas no plano, T. Ohmoto e F.
Aicardi [25], usando a técnica de Vassiliev, apresentaram alguns invariantes numéricos,
do ponto de vista local, para o conjunto de ramificacao dessas aplicagoes. No entanto,
como veremos neste trabalho, existem casos em que estes invariantes nao conseguem
distinguir as aplicacoes, isto é, podem existir aplicacoes em classes de A-equivaléncia
distintas tendo o mesmo valor para esses invariantes. Isto acontece quando as aplicagoes
em questao apresentam conjuntos de ramificacao “parecidos”. Esse fato entao motivou
a busca de um invariante (global) que dependa da topologia do conjunto singular sobre
a superficie de dominio. Um invariante com tal propriedade foi introduzido por Hacon,
Mendes e Romero [13] (no caso de superficies orientadas), a saber, o grafo associado a
aplicagao estavel. Tal invariante carrega consigo diversas informagoes sobre a aplicacao.
Além de caracterizar totalmente a superficide de dominio, fornecendo o seu género, o
grafo associado nos informa o tipo topoldgico do complemento do conjunto singular da
aplicagao bem como o nimero de componentes conexa do conjunto singular.

Com esse novo invariante algumas perguntas surgem naturalmente. Uma delas é:
“Quais grafos podem ser vistos como grafos de aplicagoes estaveis?”. Essa pergunta deu
origem entao ao problema de realizagao de grafos. Em [15], Hacon, Mendes e Romero,
deram uma caracterizacao completa dos grafos que sao realizaveis por aplicacoes estaveis.
Em [14], estes mesmos autores trataram da questdo de realizagdo de grafos para uma
classe de aplicagoes estéveis da esfera, as aplica¢oes dobra (aplicagoes sem cuspides), e
também caracterizaram os grafos dessas aplicagoes.

Em trabalhos recentes a técnica de associar grafos a conjunto singular foi estendida
para outras aplicagbes. Por exemplo, em [22], Mendes, Oset e Romento utilizaram a
técnica em aplicacoes estdveis de 3-variedades orientadas, compactas e fechadas no R3.
Neste caso, as arestas dos grafos associados correspondem a superficies orientadas e
fechadas, que sao as componentes do conjunto singular.

Um dos objetivos do presente trabalho é estudar os grafos como invariantes de
aplicacoes estaveis de superficies fechadas e orientadas no plano. Para tal, iremos apre-
sentar uma técnica de associar grafos a superficies com curvas. Do ponto de vista
topologico, os grafos associados desta forma podem caracterizar completamente as re-
spectivas superficies. Uma aplicacao estavel f : M — R2, onde M ¢é uma superficie
fechada e orientada, tem seu conjunto singular > f formado por curvas fechadas e dis-
juntas sobre M. Desta forma, podemos associar um grafo G; ao par (M,Xf). Este
grafo, carrega algumas informacoes da aplicacao f, como por exemplo, o niimero de
componentes conexas de X f e o tipo topoldgico de seu complemento em M. Gy é entao
o grafo associado a aplicacao estavel f. Veremos que os grafos, obtidos desta maneira,
constitui um invariante global para as classes de A-equivaléncia de aplicagcoes estaveis
de M no plano. Também iremos apresentar alguns invariantes (locais) de aplicagdes
estaveis definidos por Aicardi-Ohmoto [25] e Hacon, Mendes e Romero [13].

Em [26], Quine estabeleceu uma férmula que relaciona o grau da aplicagao estavel,
f: M — N, entre superficies, com o numero de cuspides e a caracteristica de Euler
das superficies. Utilizando algumas das transicoes de codimensao 1, apresentadas por E.
Chincaro [7] e Ohmoto [24], vamos apresentar uma demonstracao da férmula de Quine,
no caso de aplicagoes estaveis de superficies no plano. Esta formula, sera util na obtencao
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de uma relacao entre os sinais das cispides de uma aplicacao e o grafo associado. Desta
relacao, obteremos uma condigao necesséaria para que um dado grafo seja grafo de uma
aplicagao dobra (sem cuspide).

Neste trabalho, também iremos tratar do problema de realizacao de grafos por
aplicagoes estaveis. Os resultados neste caso sao devidos a Hacon, Mendes e Romero
([13], [14] e [15]). Primeiramente, vamos abordar o teorema que caracteriza todos os
grafos realizaveis por aplicacoes estaveis. A demonstragao serd feita por meio da técnica
de cirurgias verticais e horizontais de aplicagoes.

Uma classe particular de aplicagoes estaveis entre variedades, sao as aplicagoes estaveis
sem cuspide, classicamente conhecidas como aplicacoes dobra. O estudo destas aplicagoes
tem sido tema de interesse de vérios autores, como [1], [2], [27], [28]. Tratando do pro-
blema de realizacao de grafos de tais aplicacoes, iremos abordar o resultado que esta-
belece as condigoes necessarias e suficientes para que um dado grafo seja realizavel por
uma aplicacao dobra da esfera.

O complemento do conjunto singular de uma aplicacao estével (de uma superficie no
plano), é formado de regides conexas. No caso de uma aplicacao dobra, cada uma destas
regioes, com seu bordo, é imersa no plano. Por essa razao, o estudo de aplicacoes dobra,
de superficie no plano, pode ser relacionado ao de imersoes de superficies com bordo no
plano. Quando as regioes do complemento do conjunto singular, de uma aplicacao dobra,
sao planares (isto é, cada regiao é homeomorfa a um disco com k buracos), dizemos que a
aplicacao é do tipo dobra planar. Encerrando o nosso estudo do problema de realizagao
de grafos, iremos abordar o caso das aplicagoes dobra planares.

O presente trabalho foi divido em capitulos da seguinte forma:

O objetivo do primeiro capitulo é introduzir algumas defini¢oes e resultados que serao
usados ao longo deste trabalho, como alguns conceitos relativos a topologia de superficies
e nogoes basicas sobre grafos e aplicagoes estaveis.

No Capitulo 2, vamos obter um invariante (global) de aplicagoes estdveis de su-
perficies (compactas, orientaveis e sem bordo) no plano, o grafo associado a aplicagao
estavel. Para tal, apresentaremos uma técnica de associar grafos a superficies com
curvas. Veremos que estes grafos carregam informagoes da topologia das superficies e
de certo modo podem caracteriza-las totalmente. Em seguida, apresentaremos alguns
exemplos de invariantes (locais) de aplicagoes estaveis. Para finalizar o capitulo, vamos
mostrar uma relacao entre os sinais das ctspides de uma aplicacao e o grafo associado.
Também apresentaremos uma condi¢ao necessaria para que um dado grafo seja grafo de
uma aplicacao dobra.

No Capitulo 3, vamos introduzir o problema de realizacao de grafos por aplicagoes
estaveis. Inicialmente vamos realizar as arvores com peso zero. Em seguida, vamos apre-
sentar uma demonstracao do teorema que caracteriza os grafos realizaveis por aplicagoes
estaveis. Para tal, vamos introduzir o conceito de cirurgia horizontal e cirurgia vertical
de aplicagoes.

No Capitulo 4, vamos tratar do problema de realizacao de grafos por aplicacoes
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que nao tenham pontos de cispides, isto é, aplicacoes dobras. Veremos quais hipdteses
sobre a arvore devem ser consideradas para que esta seja realizavel sem a ocorréncia de
cuspides na aplicacao. Vamos também caracterizar os grafos que sao realizaveis por uma
classe de aplicacoes dobra, as aplicagoes dobra planares.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é introduzir algumas defini¢oes e resultados que serao
usados ao longo deste trabalho. Iniciaremos com o conceito de caracteristica de Euler de
superficies compactas, para tal vamos apresentar a construcao de complexos regulares em
espacos topoldgicos. Em seguida, apresentaremos alguns conceitos e resultados basicos
pertinentes a teoria de grafos. Vamos tratar também das imersoes do circulo no plano que
sao chamadas curvas planas. Finalizando, vamos apresentar alguns conceitos e resultados
bésicos sobre aplicagoes estaveis. Em particular, vamos ver o caso das aplicagoes estaveis
de superficie no plano. As referéncias para este capitulo sao [3], [6], [9], [10], [11], [18],
[19], [21], [31], [32] e [33].

1.1 Caracteristica de Euler e complexos regulares

Um dos problemas classicos em Topologia é o de classificagao dos espagos topoldgicos
por homeomorfismos. Invariantes topologicos desempenham um papel importante nesta
classificacao. Em geral, um invariante topoldgico permite provar quando dois espagos
nao sao homeomorfos. No caso das superficies compactas, o problema de classificacao
ja estd completamentente resolvido (ver [18]). Um invariante topolégico muito utilizado
para diferenciar superficies compactas é a caracteristica de Euler.

Nesta secao vamos apresentar a definicao de caracteristica de Euler de superficies
compactas. Para isso, vamos comegar apresentando a construcao de complexos regulares
em espagos topogicos. As referéncias para esta segao sao [31], [18] e [9]. Usualmente
denota-se o circulo unitério e o disco unitdrio fechado por S' e D?, respectivamente. A
esfera e o toro sao denotados por S? e T?, respectivamente.

A defini¢ao 1.1 abaixo estd baseada em [18], pagina 61.

Definicao 1.1 Seja X um espaco topologico de Hausdorff conexo, um complexo reqular
K em X ¢é definido como seque:
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(0) Seja Ko um conjunto finito de pontos em X. Os elementos de Ky sao chamados de
vértices ou 0-células.

(1) Conectando-se os vértices de K através de um niumero finito de arestas, cada uma
delas homeomorfas a um intervalo real aberto, obtem-se um novo conjunto, K;.
As arestas sao também chamadas de 1-células.

(2) Ezpandindo-se as arestas de K1, adiciona-se um nimero finito de discos poligonais,
ou 2-células, obtendo-se dai um novo conjunto K.

(k) Por indugdo, construimos um conjunto Ky adicionando-se um nimero finito de
discos k-dimensionais homeomorfos a uma bola aberta de dimensao k. Estes discos
sao chamados de k-células.

Desta maneira, construimos conjuntos Ko C K; C Ky, C ... C K, tais que todos
pontos em X estao em uma célula em algum K;, i = 0,...,n. Definimos entdo o
n-complexo regular K = U;_jKj.

Ko K,
Figura 1.1: Construcao de um 2-complexo.
Observacgao 1.2 Note que o n-complexo reqular deve ser distinguido do espago original.

O espaco original X € um conjunto de pontos, enquanto o complexo K é um conjunto
de células.

Definigcao 1.3 Seja K um n-complexo reqular. O conjunto de todos os pontos nas
células de K €

X=|K|={z:2e€vy€K, v uma célula em K}.

X € chamado espago subjacente de K.
A definigao 1.4 abaixo estd baseada em [18], pagina 101.

Definicao 1.4 A caracteristica de Euler de um n-complexo reqular K, denotada por
X(K), € definida pela soma alternada

X(K) = #(0-célula) — # (1-célula) + #(2-célula)— ... (—1)" #(n-célula),

onde # (r-célula) denota o nimero de r-células do complexo K.
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Para um 2-complexo, sejam f = #{faces}, a = #{arestas} e v = #{vértices}. A
caracteristica de Euler pode ser escrita como

X(K)=v—a+ f.

Seja M uma superficie compacta e conexa. Pode-se provar (ver [18]) que todo 2-
complexo regular K, tal que | K | é homeomorfo a M, possui a mesma caracteristica de
Euler. Este ntimero comum a estes 2-complexos é entao chamado de caracteristica de
FEuler da superficie M. Notagao: x(M).

Exemplo 1.5 Podemos calcular a caracteristica de Euler do disco fechado D*. Com
efeito, tome trés pontos nao colineares no plano. Una-os com arestas e considere uma
face na regiago delimitada por esta figura. Temos entao um 2-complero K cujo o espaco
subjacente € uma regiao triangular do plano (Figura 1.2). Como esta regiao pode ser
deformada num disco fechado, temos que x(D?) = x(K). Em K,v=3,a=3¢ f =1,
assim, x(D?) = 1.

o j
—>— —> ‘ ~
o ®
K D2

Figura 1.2: Espaco subjacente homeomorfo ao disco D?.

Exemplo 1.6 Para calcularmos a caracteristica de Fuler da esfera e do toro, consid-
eramoa os 2-complexos mostrados na Figura 1.3. Em (i) temos um 2-complezo em S?,
sendov =2,a=2¢e f=2. Assim x(S?) = 2. Em (ii) podemos ver um 2-complexo em
T2. Neste casov =4, a =38 e f =4. Assim, x(T?) = 0.

(i) l (ii) =

Figura 1.3: Exemplo de 2-complexo na esfera e no toro.

Da mesma maneira, pode-se falar da caracteristica de Euler de outros objetos que
nao sejam superficies, por exemplo, o circulo S'. Neste caso, constréi-se um 1-complexo
regular cujo o espaco subjacente seja homeomorfo a S!. Sua caracteristica de Euler é
dada pela caracteristica de Euler deste 1-complexo e prova-se que o seu valor independe
do 1-complexo construido. Dessa forma podemos verificar facilmente que x(S') = 0. Na
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Figura 1.4: Espaco subjacente homeomorfo ao circulo S!.

Figura 1.4 temos um 1-complexo cujo espaco subjacente é homeomorfo ao circulo S!.
Neste caso, como podemos ver na figura, o nimero de vértices é igual ao nimero de
arestas, logo o valor de sua caracteristica de Euler é zero (v =a=2= y=v—a=0).

O préximo teorema (ver [18], pagina 109) diz que a caracteristica de Euler constitui
um invariante topoldgico para superficies compactas e conexas. Isto significa que se M;
e M, sao superficies compactas, conexas e homeomorfas, entao x(M;) = x(Ms).

Teorema 1.1 A caracteristica de Fuler é um invariante topoldgico para superficies com-
pactas e conexas.

Na observacao abaixo é apresentado uma férmula que pode auxiliar no calculo da
caracteristica de superficies compactas e conexas.

Proposicao 1.1 Se M; e My sao superficies compactas e conexas, entao

X(My U My) = x (M) + x(Mz) — x(My N My).

Demonstragao: De fato, se My N My = (), entao x(M;NMs) = 0 e, neste caso, podemos
observar que
X(My U Ma) = x(My) + x(Ma).

Para isto, basta considerar um 2-complexo em cada superficie e usa-los para calcular a
caracteristica de Euler de M; U M,.

Suponhamos que M; N M, # (), construindo um 2-complexo K em M; N M, tal que | K |
é homeomorfo a M; N M,, temos

X(Mi N M) = x(K).

A partir de K construimos um 2-complexo K em M, U M, de forma que sua restricao a
intersecao M; N M seja K. Supondo | K | homeomorfo a M; U My, temos

X(My U My) = x(K).
Para cada i € {1,2}, seja K; a restricdo de K & superficie M;. Assim,

X(M;) = x(K;)
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X(K) = x(K1) + x(K2) — x(K).
Dessa forma,
X(MyU M) = x(Ki)+ x(K2) — x(K)
= XxX(My1) + x(M3z) — x(My N My).

1.2 Superficies

Nesta secao vamos apresentar alguns conceitos que estao relacionados com a topologia
de superficies, tais como os de somas conexas de superficies e género.

Proposicao 1.2 Seja M = My U ...U M a uniao de superficies compactas e coneras
(com bordo), , tais que para quaisquer i,j € {1,....k}, i # j, ou M; N M; = 0 ou
M; N M; é homeomorfo ao circulo S'. Entdo

k

V() = 37 (M),

=1

Demonstracao: Para demonstrar este resultado basta usar a Proposicao 1.1 e o fato
de que x(S') =0. O

Seja M uma superficie. Em M escolhemos dois discos D e Dy. Removendo de M
os interiores desses discos, criamos duas novas componentes de bordo na superficie M.
Vamos denotd-las por ¢; e ¢;. Tomando um tubo limitado, homeomorfo a S' x [0, 1],
colamos suas componentes de bordo a ¢; e ¢y (Figura 1.5). Dessa forma, criamos uma
alca na superficie M.

Note que, um n-toro é uma esfera com n algas.

Figura 1.5: Algas.

Definicao 1.7 O numero de alcas de uma superficie M é chamada de género de M.
Notagao: g(M).

O préximo teorema estd baseado em [9], padgina 241.
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Teorema 1.2 Se M ¢é uma superficie compacta orientdvel e sem bordo. Entao M ¢é
homeomorfa a esfera com q algcas para algum inteiro ndo negativo q.

Sejam M; e M, duas superficies disjuntas. Remova um pequeno disco de cada uma
delas e cole junto o bordo circular destes discos para formar uma nova superficie.

Definigao 1.8 A nova superficie obtida na descrigao acima é chamada de soma conexa
de My e Ms. Notagao: My#Ms (a Figura 1.6 ilustra uma soma coneza).

S Ee=2)-E==)

toro 2-toro 3-toro

Figura 1.6: Soma conexa do toro com o 2-toro.

Proposicao 1.3 Para a soma conexa de duas superficies, My e Msy, temos que

X(My#Msy) = x(My) + x(Mz) — 2.

Demonstracao: Com efeito, seja D; um pequeno disco na superficie M;, i = 1,2, pela
Proposicao 1.2
X(M;) = x(M; — D;)+ x(D;)
= x(M; — D;) + 1.
Por outro lado,
X(Mi#My) = x(My — Dy UM,y — Dy)
= x(My — Dy) + x(Mz — D).

Assim,

Figura 1.7: Soma conexa do toro com a esfera.

Observacao 1.9 Ao efetuarmos a soma conexa de uma superficie qualquer com a es-
fera, nao alteramos (a menos de homeomorfismo) a superficie. Em outras palavras,
MH#S? = M, seja qual for a superficie M. A Figura 1.7 ilustra a soma conezxa do toro
com a esfera.
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O préximo teorema classifica a menos de homeomorfismos, as superficies com bordo.
Uma demonstragao deste resultado pode ser vista em [18], pagina 92.

Teorema 1.3 Uma superficie compacta, orientdvel e com bordo é homeomorfa a esfera
ou a soma conexa de n toros, com um numero finito de discos removido.

O proximo teorema relaciona a caracteristica de Euler com o género da superficie
(ver [20], pagina 30).

Teorema 1.4 Seja M uma superficie orientdvel sem bordo. A caracteristica de Euler
de M ¢ dada por
V(M) =2 - 2g(M)

Corolario 1.1 Se M € uma superficie orientdvel com k componentes de bordo, entdo

X(M) =2-29(M) — k.

Demonstragao do Corolario: Seja M uma superficie sem bordo. Retirando k discos,
Dy, ..., D, de M obtemos uma nova superficie, My, com k componentes de bordo. Note
que g(M) = g(My). Pela Proposigao 1.2, a caracteristica de Euler de M é dada por

X(M) = x(My) + S5 x(Dy).

Resolvendo esta igualdade para x(My) e usando que x(M) = 2 — 2¢g(M), obtemos

X(My) =2 —2g(M) — S5 x(D;).

k

Agora, para cada ¢ € {1,...,k}, x(D;) = 1. Assim, ZX(DZ'> =k e como g(M) =
i=1

g(My), temos a seguinte igualdade

X(My) =2 —29(My) — k.

1.3 Grafos

Nesta segao vamos apresentar alguns conceitos basicos pertinentes a Teoria de Grafos
necessarios ao nosso trabalho. As referéncias bésicas para esta se¢ao sao [31] e [18].

Definicao 1.10 Um grafo, G, é um 1-complexo conezo.
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Uma aresta em G conectando dois vértices u e w serd denotada pelo par [u,w] ou,
simplesmente, por uw. Neste caso, dizemos que os vértices u e w sao adjacentes. As
arestas de um vértice u sao aquelas que se conectam a este vértice, isto €, as arestas de G
do tipo uw. Quando u possui apenas uma unica aresta, u é chamado vértice extremo.
Neste caso, a aresta de u é dita aresta extrema. Um la¢o em G é uma aresta da forma
.

Definicao 1.11 Um caminho em G ¢é uma sequéncia alternada de vértices (distintos)
e arestas
vo, [vo, v1], v1, [v1, va], V2, - oo Unt, [Un1, Un), U

O numero natural n é chamado de tamanho do caminho. Supondo que ocorra vy = vy,
o caminho serd chamado de ciclo. Se G nao possui ciclos dizemos que G € uma arvore.

O ntdmero de ciclos em G ¢é também chamado de ntimero de Betti de G (ver [31],
péagina 57). Ele serd denotado por 3;(G).

Exemplo 1.12 Na Figura 1.8 temos 4 exemplos de grafos. Em (a) temos um exemplo
de arvore. Em (b), (c¢) e (d) ocorrem ciclos.

(@) (b) (@ (d)

Figura 1.8: Exemplos de grafos.

Observacgao 1.13 Como um grafo G é um 1-complexo, a caracteristica de Euler é dada
por

X(G) =v—a,
onde v é o numero vértices e a € o numero de arestas no grafo G.
Os teoremas 1.5 e 1.6 a seguir s@o baseados em [18], paginas 97 e 99.

Teorema 1.5 Dado um grafo G,

(a) se G € uma drvore, entio x(G) = 1.

(b) Gi(G) =1 —x(G).
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Teorema 1.6 A caracteristica de Fuler é um invariante topoldgico para grafos.

Definicao 1.14 Um grafo é dito bipartido quando for possivel atribuir sinais £ a cada
um de seus vértices de forma que cada aresta conecte vértices de sinais opostos.

O proximo teorema caracteriza grafos bipartidos por meio do tamanho de seus ciclos
(ver [31], pagina 11).

Teorema 1.7 Um grafo € bipartido se, e somente se, todos os seus ciclos tém tamanho
par. Consequentemente, toda drvore é um grafo bipartido.

Exemplo 1.15 No ezemplo (b) da Figura 1.8 temos um grafo com ciclo de tamanho 4,
ou seja, um grafo bipartido. Em (c), o grafo nao tem ciclo de tamanho par.

Definicao 1.16 Dois grafos G1 e G5 sao ditos isomorfos se existe uma bijecao p :
V(Gy) — V(Gq) preservando adjacéncias; isto €, uw € FE(Gy), se, e somente se,
pu)p(w) € E(Gs).

Observamos que isomorfismo é uma relagao de equivaléncia no conjunto de todos os
grafos.

Definicao 1.17 Um grafo com peso ¢ um grafo em que a cada um dos seus vértices
estd associado wm nimero natural.

Neste trabalho os grafos que iremos considerar serao apenas grafos com peso. Para
simplificar a partir de agora iremos chamé-los apenas de grafos.

1.3.1 Grafo balanceado

Estabelecendo certas condigoes de compatibilidade em cada vértice de um grafo,
podemos associar a este um sistema linear de equagoes com uma equacao para cada
vértice e uma incoégnita para cada aresta. Para as arvores balanceadas, uma classe de
grafos bipartidos, este sistema admite tinica solucao.

Definicao 1.18 Um grafo bipartido é dito balanceado se o nimero de vértices positivos
¢ igual ao numero de vértices negativos.
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Dada uma arvore, vamos estabelecer certas condi¢oes de compatibilidade para cada
vértice u dela: a cada aresta ww nds associamos uma variavel [,,,. Escrevemos C,
para a soma de todos [I,,, v adjacente a u. A condicao de compatibilidade é entao
C, = 2. Assim, para cada arvore nds temos um sistema linear de equagoes, formado
pelas condicoes de compatibilidade. Note que, o nimero de equagoes desse sistema é
igual ao nimero de vértices da arvore e o ntimero de incognitas igual ao nimero de
arestas.

O préximo teorema é devido a Hacon, Mendes e Romero [14]. Este resultado, sera
utilizado no Lema 4.2, no Capitulo 4.

Teorema 1.8 Uma drvore é balanceada se, e somente se, o sistema de equacoes formado
pelas condigcoes de compatibilidade C,, = 2 tém unica solucdo. Neste caso o conjunto
solugao € formado por inteiros pares.

A demonstracao do Teorema 1.8 esta feita no Apéndice 1 e envolve essencialmente
conceitos basicos de Algebra Linear e de Teoria de Grafos.

1.4 Curvas planas

O estudo de imersoes do circulo no plano se torna imprescindivel para o nosso
trabalho, uma vez que estas curvas planas aparecem como componentes do conjunto
de ramificagdo de uma classe de aplicagoes estaveis que estudaremos mais adiante, as
aplicagoes dobra.

Definicao 1.19 Uma curva plana fechada é uma imersao I' : S' — R? do circulo no
plano.

Neste trabalho diremos apenas curvas planas ao nos referirmos a curvas planas
fechadas.

O estudo sobre as curvas planas teve inicio com os trabalhos de H. Whitney, por
volta de 1940, quando ele definiu um invariante completo (o indice de Whitney) que
classifica as componentes conexas do espago das imersoes do circulo no plano.

Definigao 1.20 SejaI' : S* — R? uma curva plana orientada. O indice de Whitney de
I' € 0o numero de voltas, no sentido anti-hordrio, que o vetor tangente faz ao percorrer
completamente a curva I' no sentido da sua orientacao.

Exemplo 1.21 Na Figura 1.9 temos exemplos de curvas planas orientadas e seus res-
pectivos indices de Whitney.
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OO0 We

Figura 1.9: Indices de Whitney.

Para mais detalhes sobre o indice de Whitney, no contexto do problema de clas-
sificagao de curvas planas, ver [23].

O préximo teorema é devido a Whitney [32]. Ele afirma que o espago das curvas
planas é formado por uma quantidade enumerdvel de componentes conexas, cada uma
contendo todas as curvas com o mesmo indice de Whitney.

Teorema 1.9 O espaco de imersoes do circulo no plano com os mesmos indices de
Whitney formam uma componente conexa no espago de imersoes.

De acordo com o Teorema 1.9, se duas curvas planas, I'y e I's, tém os mesmos indices
de Whitney, entao existe uma homotopia de curvas planas ligando I'y a I's.

Na década de 1990, V. Arnold definiu outros trés invariantes (ver [3]), que ficaram
conhecidos como os invariantes bésicos de Arnold, para a classificacao de curvas planas
em cada componente conexa do espago. Para o cédlculo desses invariantes, Arnold intro-
duziu uma familia de curvas planas, chamadas de curvas basicas de Arnold, em que cada
curva nessa familia esta representando uma componente conexa do espaco de curvas.

Definicao 1.22 As curvas planas descritas na Figura 1.10 sdo chamadas de curvas
basicas de Arnold.

000 @@ G2

Figura 1.10: Curvas bésicas de Arnold.

Note que, para cada inteiro t existe uma curva basica K; e uma orientacao apropriada,
de forma que o indice de Whitney de K;, com esta orientacao, é igual a t. Com efeito,
se t > 0 tome a curva K; com orientacao no sentido anti-horario. Caso ¢t < 0, tome K,
com a orientagao no sentido horario.

Dadas curvas planas I'; e I'y podemos obter uma outra curva plana efetuando uma
soma entre I'y e I'y. A Figura 1.11 ilustra dois tipos diferentes de somas de curvas. Em
(a), temos exemplo de “soma conexa” de curvas planas. Este caso é diferenciado pelo
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(a)@ (2.9) @:@ (299)
T, T, rer,
r T, rer,

Figura 1.11: Soma de curvas.

fato de que as curvas somadas, I'; e I'y, estdo em semi-planos distintos. Arnold provou
que para este tipo de soma os seus trés invariantes sao aditivos (ver [3]). Em (b), temos
um exemplo de soma de curvas planas em que se permite que as curvas somadas se
interceptem. Em [21], Mendes e Romero estudaram também o comportamento dos trés
invariantes de Arnold para esse tipo de soma de curvas planas.

Uma definicao formal e mais detalhada para o conceito de soma de curvas planas
estd no Apéndice 2.

Observacao 1.23 Note que a soma de duas curvas basicas de Arnold de indices de
Whitney nao nulos é ainda uma curva bdsica de Arnold.

Lema 1.1 Sel'y eI’y sao curvas planas com indices de Whitney p e q, respectivamente,
onde p.q > 0, entao o indice de Whitney da soma I'y & I'y € igual a p+ q — 1.

Demonstracao: Ver Apéndice 2.

O Lema 1.1 acima sera utilizado na Subsecao 4.1.4 do Capitulo 4 na definicao de
cirurgias horizontais de imersoes de regioes planares.

1.5 Aplicacoes estaveis

As referéncias basicas para esta se¢ao sao os livros do Gibson [10], Golubitsky-
Guillemin [11] e Yung-Che [6]. Faremos aqui um breve resumo de defini¢des e resultados
sobre aplicagoes estaveis entre variedades.

Sejam X e Y variedades diferenciaveis de classe C'*° de dimensoes n e m, respecti-
vamente. Considere C*°(X,Y’) o conjunto de todas as aplicacoes de classe C* de X em
Y. A topologia C*>° de Whitney em C*(X,Y") é definida como segue. Seja € > 0 um
numero real, entao uma vizinhanga fundamental de f € C*°(X,Y’) é o conjunto

- =, olelf glelg
lgeC™(XY): Y |5 - o

|a|=1

<€},
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onde «a percorre todas as n-uplas de nimeros naturais a = («, ..., ) e tal que | o |=
a1+ ...+ a,. Além disso,
olel olel £

0x®  Oxy, ...0T4,

Definigao 1.24 Sejam f e g elementos de C*(X,Y’), entio f é A-equivalente a g se
existem difeomorfismosl: X — X ek :Y — Y tais que o diagrama abaizo comuta.

xl-vy
ll lk

) v

Definigao 1.25 Seja f € C*(X,Y), dizemos que f é estavel se existe uma vizinhanga
We de fem C®(X,Y) tal que cada g em Wy € A-equivalente a f.

Definigao 1.26 Duas aplicagoes f,g € C*(X,Y) sao ditas isotopicamente estaveis
se existe uma aplicagdo de classe C®°, F': X x [0,1] — Y tal que

i) Fy : M — R? € estdvel para cada t € [0,1], sendo Fi(p) = F(p,t);
ZZ)F():f €F1:g.

Note que duas aplicagoes isotopicamente estaveis sao sempre A-equivalentes.

1.5.1 Aplicacoes estaveis de superficie no plano

No presente trabalho estamos interessados no estudo de aplicacoes estaveis f : M —
R2, onde M ¢é uma superficie compacta, orientdvel e sem bordo. Por essa razao, a
partir de agora, a menos que fagamos mencao do contrario, vamos considerar aplicagoes
estaveis deste tipo.

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados relativos a aplicagoes estaveis em
C>=(M,R?). Os teoremas apresentados nesta seciao sao devidos a Whitney ([33], [11] e

[6])-

O préximo teorema nos diz que o conjunto das aplicagoes estaveis formam um con-
junto abundante no espaco total C°°(M, R?).

Teorema 1.10 As aplicacoes estdveis f : M — R? formam um conjunto denso no
espago das aplicagoes C™°(M,R?).

Definigao 1.27 Seja f € C*(M,R?), o conjunto singular de f, Xf, é o conjunto
formado pelos pontos de M onde a diferencial de f nao tem posto mdzrimo. A imagem
do congunto singular, f(Xf), é chamado conjunto de ramificagao de f e é denotado
por Bf.
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Definicao 1.28 Um ponto p € M — X f é dito um ponto regular de f. Um ponto
y € R? é chamado valor regular de f se f~'(y) contém somente pontos requlares.

Teorema 1.11 Seja f : M — R? uma aplicacao estdvel. Entdo, Xf é uma subvariedade
de codimensao 1 em M.

Seja p € ¥f um ponto singular de uma aplicacao estavel f : M — R2, entdao uma
das seguintes situagoes ocorrem:

() T,Xf® ker(df),=T,M
(b)  T,Xf = ker(df),

Se p é um ponto singular satisfazendo (a), entdo p é chamado ponto de dobra. Caso
contrario, se (b) ocorre, dizemos que p é um ponto de cuispide.

Teorema 1.12 Seja f : M — R? uma aplicacao estdvel. Se p € Xf, entdo existe uma
vizinhanca de p em M tal que nesta vizinhanca f € A-equivalente a uma das sequintes
aplicacoes:

- (z,y) = (x,9?) (dobra)

- (z,y) = (2,97 + 2y) (cispide).

dobra cuspde,

A // 77

Figura 1.12: Dobra e cuspide.

Na Figura 1.12 podemos ter uma idéia geométrica dessas singularidades. No caso da
dobra, vemos sobre a superficie M a curva formada pelos pontos de dobra que compoem
o conjunto singular X f. No caso da cuspide, vemos sobre M que duas curvas de dobra
se encontram num ponto p dando origem a uma cuspide. Neste ponto o vetor tangente a
curva singular é vertical. No dois casos podemos ver no plano R? as imagens das curvas
que compoem o conjunto singular.
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Observacgao 1.29 Pelo Teorema 1.11, o conjunto singular X f de uma aplicacdo estdvel
f: M — R? é uma colecao de curvas fechadas e disjuntas em M. Estas curvas entio
separam a superficie M em regioes conexas, que $ao as componentes do complemento
M — X f. Os pontos que compoem as curvas de Xf sao pontos de dobra e de cuspides
1solados.

O conjunto de ramificacao de f, Bf, constitui um conjunto de curvas fechadas no
plano cujas singularidades sao pontos duplos transversais e pontos de cuspides isoladas.

Observacao 1.30 Eziste uma maneira natural de atribuir sinais &= a cada uma das
regioes do complemento M — X f. Dando uma orienta¢do para a superficie M, uma
regiao R do complemento M —X f € positiva se em R a aplicacdo [ preserva a orientagao,
caso contrario, se f inverte a orientacao, R € negativa.

A =

Figura 1.13: Sinal da regiao.

Note que uma curva de X f estd sempre a separar regides de sinais opostos (Figura
1.13).

Neste trabalho iremos denotar por M (M~) a uniao de todas as regides positivas
(negativas) do complemento M — 3 f .

Observacgao 1.31 Com relacao as aplicagoes estaveis que estamos considerando, isto €,
aplicacoes estdveis de C°°(M,R?), temos que o grau destas aplicagoes é sempre zero. O
que € consequéncia do fato das aplicagoes serem nao sobrejetoras, jd que seus dominios
sao superficies compactas (também orientdveis e sem bordo).

1.5.2 Aplicagoes dobra

Uma classe particular de aplicagoes estaveis sao as aplicagoes estaveis sem cuspide,
conhecidas classicamente como aplicacoes dobra. O estudo destas aplicagoes pode ser
relacionado ao de imersoes de superficies com bordo no plano, uma vez que toda aplicacao
dobra restrita a alguma regiao do complemento do conjunto singular pode ser vista como
uma imersao deste tipo. Tais imersoes tem atraido a atencao de diversos autores. Em
[17] e [34] L. Kauffman e M. Yamamoto fizeram uma classificagdo destas aplicacoes a
menos de isotopia na imagem.

Definicao 1.32 Uma aplicacao estdavel é dita aplicacao dobra quando ndao apresenta
pontos de cuspide.
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Uma consequéncia da definicao é que as curvas do conjunto de ramificacao de uma
aplicagao dobra sao todas regulares, ou seja, cada uma delas pode ser vista como imersao
do circulo no plano (curva plana).

Observacao 1.33 Dada uma aplicacao estdvel f : M — R?, existe uma orientacdo
natural para as curvas do seu conjunto de ramifica¢ao: sequindo ao longo da curva de
acordo com sua orientacao, o numero de pré-imagens de f € maior no lado esquerdo.

Usando esta orientacdo no caso de uma aplicacao dobra, podemos falar naturalmente
do indice de Whitney de uma curva de um conjunto de ramifica¢ao.

Exemplo 1.34 Na Figura 1.14 temos exemplos de aplicacoes dobra do toro no plano.
As curvas que compoem o conjunto singular (as curvas de dobra) podem ser vistas nas
superficies. Também podemos ver os sinais das regioes do complemento do conjunto
singular. Na parte inferior da figura sao mostradas as curvas do conjunto de ramificacao
(curvas planas). Observe que estas curvas estao orientadas conforme a Observagdao 1.33.
Exibimos também na figura os indices de Whitney das curvas.

<V

B

Figura 1.14: Exemplos de aplicagoes dobra do toro.

O préximo teorema relaciona o indice de Whitney do bordo de uma regiao imersa no
plano com a caracteristica de Euler da regiao. Este resultado é devido a Troyer e pode
ser encontrado em [19].

Teorema 1.13 A soma dos indices de Whitney das curvas de bordo de uma regiao
planar imersa no plano € igual a caracteristica de Euler da regidao.

Corolario 1.2 A soma dos indices de Whitney das curvas do conjunto de ramifica¢ao
de uma aplicacdo dobra de uma superficie no plano, cujo complemento do conjunto
singular € formado por regioes planares, € igual a caracteristica de Euler de cada metade
(positiva ou negativa) da superficie e sendo igual a metade da caracteristica de Euler da
superficie.
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Demonstragao do Corolario: Considere f : M — R? uma aplicacdo dobra con-

forme o enunciado. Sejam Ry, Ry,..., R} as regides positivas de M e I, a soma dos
indices de Whitney das curvas de Bf. Se I,,(R;") denota a soma dos indices de Whitney
das imagens das componentes de ¥ f que sdo bordo de R;", com i = 1,..., k, entdo, pelo

Teorema 1.13, temos
X(B) = L(R).

Assim, a caracteristica de Euler de M+ é dada por

k k

V) = SR = SO LR,

i=1 i=1
onde a primeira igualdade decorre da Proposigao 1.2.

Como o conjunto das componentes de bordo das regices positivas é formado por todas
as componentes do conjunto singular X f, segue

k

> L(RY) =1,

i=1

Logo,
X(M™) = 1,.

De modo analogo, podemos concluir que a caracteristica de Euler das regides negativas
de M, x(M™), é também igual & soma do indice de Whitney das curvas de Bf, I,,. Com
isso, x(M™) = x(M™).

Como, pela Proposigao 1.2, x(M) = x(M™) + x(M ™), temos que

X(M) = 21,,.



Capitulo 2

Invariantes de aplicacoes estaveis

Neste capitulo, vamos apresentar um invariante (global) de aplicagoes estdveis de
C>(M,R?). Para tal, apresentaremos uma técnica de associar grafos a superficies com
curvas. Grafos estes que carregam informacoes da topologia das superficies e de certo
modo podem caracteriza-las totalmente. Como o conjunto singular de uma aplicagao
estdvel f € C(M,R?) é formado por curvas fechadas e disjuntas sobre a superficie M
(Observacao 1.29), podemos aplicar essa técnica e associar um grafo ao par (M, Xf).
Veremos que os grafos obtidos desta maneira constitui um invariante global para as
aplicagoes estaveis.

Em seguida, apresentaremos alguns invariantes (locais) de aplicagoes estaveis definidos
por Aicardi-Ohmoto [25]. Utilizando técnicas de transi¢oes, vamos fazer uma demons-
tragdo da férmula de Quine [26], no caso de aplicagoes de superficies no plano. Em
seguida, vamos utilizar esta féormula para obter uma relagao entre os sinais das cuspides
de uma aplicagao e o grafo associado. Também obteremos uma condi¢ao necessaria para

que um dado grafo seja grafo de uma aplicacao dobra. As referéncias para este capitulo
sao [7], [13], [25] e [26].

2.1 Invariante global de aplicacoes estaveis

Em [25] T. Ohmoto e F. Aicardi apresentaram alguns invariantes numéricos, do ponto
de vista local, para o conjunto de ramificacao de uma aplicacao estavel de superficie
no plano. Dentre esses invariantes estao os invariantes Io e Ip que correspondem,
respectivamente, ao numero de cuspides e ao numero de pontos duplos. Seguindo a
mesma linha de trabalho, Hacon, Mendes e Romero, em [13], apresentaram o invariante
I que corresponde ao numero de componentes do conjunto singular da aplicacao.

Na Secao 2.2 deste capitulo, trataremos com mais detalhes estes trés invariantes,
Ic, Ip e Ig. Por hora, observamos que estes invariantes podem ser calculados pela
analise do conjunto de ramificagao da aplicacao. Observamos que ha ocasioes em que os
trés invariantes nao sao suficientes para distinguir as aplicagoes. Isso ocorre quando os

22
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conjuntos de ramificagao das aplicagoes sao bem “parecidos”. Duas aplicagdes (distintas)
da esfera no plano sao ilustradas na Figura 2.1, cujos os conjunto de ramificacao sao
identicos e, por isso, os invariantes I, Ip e I nao podem ser usados para diferenciar
as aplicagoes, ou seja, dizer se elas nao sao A-equivalentes. Este fato motiva a busca de
um novo invariante. Um que nao dependa exclusivamente da aparéncia do conjunto de

ramificacao da aplicacao.

Figura 2.1: Aplicacoes da esfera no plano.

il

0
0

Analisando as aplicacoes na Figura 2.1, pode-se observar que uma maneira de difer-
encia-las é comparar as disposicoes das curvas dos conjuntos singulares das mesmas na
esfera. Surge entao a pergunta: € possivel encontrar um novo invariante que dependa
da disposicao das curvas do conjunto singular da aplica¢ao na superficie de dominio? A
resposta é sim, e isto sera apresentado nesta secao.

2.1.1 Grafos associados a superficies com curvas

Afim de obtermos o invariante desejado, vamos inicialmente apresentar uma técnica
de associar grafos (com peso) a superficies com curvas. Os grafos associados carregam in-
formacoes da topologia das superficies e de certo modo podem caracteriza-las totalmente
conforme veremos mais adiante no Corolario 2.2.

Sejam M uma superficie (compacta, orientével e sem bordo) e C um conjunto finito
de curvas fechadas e disjuntas em M. C separa a superficie M em um conjunto de regioes
conexas, isto é, o complemento M — C é a uniao disjunta de regioes conexas.

Pode-se associar ao par (M, C) um grafo, G, do seguinte modo: a cada regiao conexa
do complemento de C em M, associamos um vértice. A relagao de adjacéncia entre os
vértices é dada em funcao da adjacéncia das regioes, ou seja, dois vértices estao unidos
por arestas sempre que as regioes correspondentes forem adjacentes. O nimero de arestas
conectando dois vértices é dado pelo niimero de componentes de C que separaram as duas
regioes correspondentes. Lacos ocorrem quando uma curva é componente de bordo de
uma unica regiao. O peso em cada vértice corresponde ao género da respectiva regiao.
A soma total dos pesos em G é denotada por W(G) (ver Figura 2.2).

Definicao 2.1 Sejam C e C' conjuntos de curvas sobre duas superficies M e M’, res-
pectivamente. Os pares (M,C) e (M',C") sdo ditos equivalentes quando existe um
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G

A

\. /
Figura 2.2: Grafo associado ao 2-toro.

difeomorfismo de M em M’ que leva C em C'.

Lema 2.1 Se (M,C) e (M',C") sao equivalentes, entdo os grafos dos respectivos pares
sao isomorfos.

Demonstracao: Seja ¢ : M — M’ um difeomorfismo tal que (C) = C" e sejam G e
G’ grafos associados, respectivamente, aos pares (M,C) e (M’,C"). Vamos provar que
G e G’ sdo isomorfos. Para isso vamos inicialmente ver que estes dois grafos tém o
mesmo numero de arestas. Com efeito, sendo ¥ um difeomorfismo tal que ¥(C) = C’,
temos que as componentes conexas de C, isto é, as curvas deste conjunto, sao levadas
biunivocamente nas componentes conexas de C’. Com isso, o numero de curvas em C
e C' sao iguais. Sendo o numero de arestas de um grafo associado igual ao ntimero de
componentes do conjunto de curvas, temos que G e G’ tém o mesmo numero de arestas.

Agora vejamos que G e G' tém o mesmo nimero de vértice. De fato, sendo v injetora,

temos
Y(M—-C) = (M) —y(C)
= M -C.

Dessa forma, cada componente conexa de M — C é levada biunivocamente numa com-
ponente conexa de M’ — C', pelo difeomorfismo ¢, biunivocamente. Isso mostra que o
numero de regives do complemento M — C é igual ao de M’ — C’. Como o ntimero de
vértices de um grafo associado corresponde ao nimero de regides do complemento do
conjunto de curvas, temos que G e G’ possuem o mesmo nimero de vértices.

Para concluir a demonstragao vejamos que G e G’, tém a mesma estrutura de adjacéncias.
Com efeito, dadas duas regioes adjacentes, Ry e Ry, do complemento M — C, separadas
por uma curva «, temos que Ry UR;Ua C M é conexa por caminhos, consequentemente
Y(R) UY(Re) U(a) = (R U Ry Ua) C M' é também conexa por caminhos, donde
(Ry) e (Ry) sdo regioes adjacentes de M'—C'. Isto prova que 1) preserva as adjacéncias
das regioes. Logo, (M,C) e (M’,C’), e consequentemente G e G’, tém a mesma estrutura
de adjacéncias.

Note que os vértices correspondentes tém o mesmo peso, ja que 1 leva difeomorficamente
as regioes de M — C nas regioes de M’ — C'. O
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Dado um grafo G podemos obter um par (M,C), isto é, uma superficie M contendo
um conjunto de curvas C, tal que G seja o grafo associado ao par (M,C). De fato, a
Figura 2.3 descreve uma maneira de se fazer isso com um exemplo. Inicialmente, vamos
considerar o grafo mergulhado no espago tridimensional conforme mostrado em (a). Em
seguida, considere My o bordo de uma vizinhanga tubular (conveniente) de G, como
ilustrado em (b). Agora, conforme ilustrado em (c), para cada aresta de G fazemos
corresponder de forma natural uma curva em M, transversa a aresta correspondente.
Assim, obtemos um par (M, C) que tem como grafo correspondente o grafo G de peso
zero. Em (d) podemos visualizar melhor o par (My,C). Note que cada vértice de G
estd associado naturalmente a uma regiao do complemento My — C. Podemos observar
também que o género de M corresponde ao numero de ciclos de G. Agora, para obtermos
a superficie M efetuamos convenientemente uma soma conexa de M, com uma superficie
de género 2 conforme mostrado em (e). Note que a superficie de género 2 deve ser
conectada a M, exatamente na regiao que corresponde ao vértice de peso 2. Dessa
forma, o par (M, C) mostrado em (f) tem como grafo associado o grafo G.

Figura 2.3: O 3-toro obtido através de um grafo.

Conforme acabamos de ver na Figura 2.3, o género de M foi determinado pelo niimero
de ciclos de G, 31(G), e pelo seu peso, W(G), ou seja, g(M) = 51(G)+W (G). Portanto,
para esse exemplo o grafo GG carrega informacoes sobre a topologia de M. O préximo
teorema mostra que este fato nao vale apenas para este exemplo, mas ele ocorre de modo
geral em grafos associados a superficies com curvas. Este resultado é devido a Hacon,
Mendes e Romero [13].

Teorema 2.1 Se G ¢ o grafo associado ao par (M,C), entdo o género da superficie M
¢ dado por
g(M) =1-x(G) +W(G),

onde W(G) denota a soma total dos pesos do grafo G.

Demonstracao: Vamos inicialmente nos atentar para as alcas de M e vejamos como
estas sao representadas no grafo. Analisando cada al¢a em relacao ao conjunto de curvas
C, encontramos duas possibilidades: ou esta se encontra livre de curvas ou alguma
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componente de C estd presente (a Figura 2.4 ilustra a presenca de curvas na alca).
No primeiro caso, a alca é representada no grafo por um peso adicionado ao vértice
correspondente a regiao em que ela se encontra. No segundo caso, vemos a ocorréncia de
um ciclo em G (o ntmero de vértices no ciclo corresponde ao niimero de componentes
de C presentes na alga). Esta andlise mostra que as algas em M sao representadas em
GG, ora por um ciclo, ora por um peso de vértice.

=

Figura 2.4: curvas nas alcas.

Reciprocamente, pela definicao de GG, todo peso no vértice esta representando uma
alga de M. Além disso, cada ciclo em G também representa uma alca de M. Com
efeito, seja Gy um ciclo qualquer de GG. Suponhamos que G esteja associado a algum
par (My,Co). Vamos analisar as possibilidades para M,. Se G possui k vértices, o
complemento My—Cy possui também k£ regides conexas. De cada um dos vértices saem
exatamente duas arestas conectando outros vértices. Assim as regices de My — Cy sao
regioes conexas com duas componentes de bordo cada, ou seja, cada uma possui a
topologia de uma regiao cilindrica limitada. A relacao de adjacéncias das regides também
podem ser vistas no grafo, pois ela é a mesma que a existente entre os vértices de Gy.
Percorrendo o ciclo a partir de um primeiro vértice a até o k-ésimo b vemos a maneira
com que as regioes estao conectadas (Figura 2.5). Denotamos por A e B as regioes
correspondentes aos vértices a e b, respectivamente. Agora a conecta b fechando o ciclo.
Da mesma forma, o bordo da regiao A é identificado com o bordo da regiao B formando
o par (My,Cp) (Figura 2.6). Observamos que existem essencialmente duas maneiras de
realizar esta identificacao. Seja qual for, o resultado sera uma superficie de género 1, ou
seja, uma alga de M quando olhamos para Gy como um ciclo no grafo G.

Figura 2.5: Regiao associada ao ciclo.

Desta forma, temos a relacao
g(M) = p + W(Q).
Como (31 =1 — x(G) (Teorema 1.5(b)), segue o resultado. [J

Corolario 2.1 Para qualquer par (M,C) a superficie M é uma esfera se, e somente se,
o grafo associado € uma drvore com todos os seus pesos iquais a 0.
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Figura 2.6: Regiao associada ao ciclo.

Demonstracao: Se M é uma esfera, entdao g(M) = 0. Dai, pelo Teorema 2.1, 0 =
1 — x(G) + W(G). A parcela 1 — x(G) corresponde ao nimero de ciclos do grafo (3,
portanto é nao negativa. A parcela W (G) que é a soma total dos pesos, também é maior
ou igual que zero. Logo, §1 =0 e W(G) = 0. Reciprocamente, se G é uma arvore com
todos os seus pesos iguais a zero, entdao 1 — x(G) = 0 e W(G) = 0. Pelo Teorema 2.1,
g(M) =0, ou seja, M é uma esfera. [J

Corolario 2.2 A caracteristica de Fuler de M é dada por

Demonstracao: Basta usar a igualdade do Teorema 2.1 na férmula do Teorema 1.4.
O

2.1.2 Grafos como invariante de aplicagoes estaveis

Veremos agora que a cada aplicacao estavel f € C°(M,R?) estd associado um grafo
G . Provaremos que G ¢ invariante por A-equivaléncia. Este grafo contém informagoes
da aplicagdo como, por exemplo, o nimero de componentes conexas de X f, bem como
o tipo topolodgico de seu complemento em M.

Dado uma aplicagao estdvel f € C°°(M,R?), o conjunto singular Xf consiste de
curvas fechadas e disjuntas em M (Observagao 1.29). O grafo associado a aplicagao f,
Gy, é o grafo associado ao par (M,Xf), como ilustra a Figura 2.7.

Proposicao 2.1 Se f : M — R? ¢ uma aplicagio estdvel, entio G é bipartido, onde
Gy € o grafo associado a f.

Demonstragao: Seja f: M — R? uma aplicacao estdvel e G o grafo associado a esta
aplicagao. Vimos na Observagao 1.30 que cada regiao do complemento M — X f recebe
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Figura 2.7: Grafos associados a diferentes aplicagoes estaveis do toro no plano.

um sinal £. Isto d4 uma maneira natural de atribuir sinais aos vérticese de Gy: cada
vértice recebe o sinal da regiao correspondente. Como cada curva de ¥ f separa regioes
de sinais opostos, cada aresta de Gy conecta vértices de sinais opostos. Com isso, Gy é
bipartido. [

Teorema 2.2 O grafo de uma aplicagcao estdvel € invariante por A-equivaléncia. Em
particular, € invariante por isotopia estdvel.

Demonstragao: Sejam f,g € C°°(M,R?) duas aplicagoes A-equivalentes e sejam [ :
M — M e k : R?> — R? difeomorfismos tais que f = k~'ogol. Dado p € ¥f, temos
(df), nao ¢ injetora. Pela regra da cadeia (df), = (dk™)4a()) © (dg)ip) © (dl),. Como
(dk™1) g0 € (dl), sdo isomorfismos, segue (dg);) nao ¢ injetora. Logo I(p) € Xg. Com
isso, [ é um difeomorfismo de M em M que leva Xf em Yg, ou seja, os pares (M,Xf) e
(M,Xg) sao equivalentes. Assim, pelo Lema 2.1, G e G, sao isomorfos. [

Nés iniciamos a secao 2.1 fazendo algumas consideragoes sobre os invariantes I,
Ip e Ig. Comentamos que em alguns casos eles nao sao suficientes para diferenciar as
aplicagoes, como no caso das aplicacoes da Figura 2.1. Este exemplo nos motivou a
buscar um novo invariante, um que dependesse da disposicao das curvas do conjunto
singular da aplicagao sobre a superficie. O Teorema 2.2 que acabamos de demonstrar
nos mostra que o grafo associado a aplicacdo é um invariante do tipo que buscdvamos.
Para ilustrar isso vamos usa-lo para diferenciar as duas aplicagoes da Figura 2.1. De
fato, na Figura 2.8 podemos ver os grafos dessas aplicacoes. Podemos observar que estes
grafos nao possuem a mesma estrutura de adjacéncias, nao sendo portanto isomorfos.
Com isso, provamos que as duas aplicacoes nao sao A-equivalentes.

2.2 Invariantes locais

Seja £(M,R?) c C*(M,R?) o conjunto das aplicagoes estdveis de M no plano.
Considere um caminho genérico F; entre duas aplicacoes estdveis f,g : M — R2. A
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= &Y

Figura 2.8: Grafos de aplicacoes estaveis da esfera no plano.

medida em que t varia no intervalo [0, 1] vemos o conjunto de ramificagdo de Fy = f
sendo deformado no conjunto de ramificacao de F; = g. Pode ser que o caminho em
algum “momento” passe pelo complemento C'*(M,R?) — £(M,R?), isto ¢, pode existir
algum ¢y € [0, 1] tal que a aplicagdo F}, nao seja estavel. Algumas das deformagoes no
conjunto de ramificacao, que ocorrem quando um caminho genérico atravessa este com-
plemento, foram classificadas por E. Chincaro [7]. Estas deformagoes, também chamadas
de transicoes, aparecem também no trabalho de T. Ohmoto e F. Aicardi [25].

Nesta se¢ao, iremos apresentar alguns resultados que mostram o efeito dessas transigoes
sobre cada um dos trés invariantes, I, Ip e Ig.

2.2.1 Invariante [

A Figura 2.9 descreve trés tipos de transigoes: labios (L), bicos (B) e rabo de
andorinha (S). Cada transicao é representada numa sequéncia de trés figuras ordenadas
da esquerda para direita (orientacao positiva). As flechas nos arcos de curvas nas figuras
significam a diregdo normal em que o nimero de pré-imagens aumenta (por dois). A
figura do centro, em cada transicao representa o “momento” em que o caminho passa
pelo complemento C*°(M,R?) — £(M,R?). Portanto, a singularidade mostrada nesta
figura é nao estavel.

L: — : — Labios
~— A
B: T — >-< —> >- -< Bicos

S: /J\ ;%: Rabo de
_> /\ 7 andorinha

Figura 2.9: Transicoes do tipo labios, bicos e rabo de andorinha.
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Aicardi e Ohmoto mostraram, como podemos observar na Figura 2.9, que Io é al-
terado por £2, com o sinal dependendo da orientacao da transi¢ao, quando a aplicagao
sofre uma dessas trés transigoes (L, B e S), ou seja, o nimero de cispide da aplicagao
aumenta ou diminui por 2.

O préximo teorema é devido a Aicardi e Ohmoto ([25]) e mostra a variagdo de I¢
em fun¢ao do nimero de transigoes do tipo B, L e S sofridas num caminho genérico.

Teorema 2.3 Se AL, AB e AS denotam, respectivamente, o numero de transi¢coes do
tipo labios, bicos e rabo de andorinha, com orientacao positiva, sofridas ao longo de um
caminho genérico entre fy e f1, entao

Ale = Io(fi) — Io(fo) = 2(AL + AB + AS).

0
i)
QH’)
OB)

+fo — —— f1 +

© © © &

Figura 2.10: Exemplo de caminho genérico em C*°(S? R?).

@

Exemplo 2.2 A Figura 2.10 ilustra um caminho genérico em C*(S* R?) entre duas
aplicagoes estdveis fo e f1. Conforme podemos ver, fo € uma aplicagao dobra enquanto
que f1 possui dois pontos de cuspide. Desta forma, temos que

Ale = 2.

Por outro lado, este caminho passa apenas por uma unica transi¢ao, neste caso do tipo
bicos (no sentido positivo). Logo,
AB =1

AL =AS =0.

Portanto,
Alc =2(AL + AB + AS)

conforme o Teorema 2.3.
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2.2.2 Invariante [p

As transicoes L e B nao alteram o numero de pontos duplos da aplicacao. Ja a
transicao do tipo S altera o nimero de pontos duplos por 1, dependendo da orientacao
da transicao. No entanto, existem outras transi¢oes que também promovem tal alteracao.

Na Figura 2.11, sdo apresentadas as transicoes do tipo tangéncia de dobras (7, T
e T?) e dobra com cuspide (T'C' e TC?). O indice ¢ em T% e TC" vem determinado
pela metade do nimero de pré-imagem (zero, dois ou quatro) dentro da nova regiao
criada apds a tangeéncia, em relacao aos arcos e cuspides que se tangenciam.

o, X L - e

Nt
T!: anci

o T Tl g
T?: X — >< = =
S T N

b

rc: 7‘\— — TN & A Egs;d?m

Figura 2.11: Transicoes do tipo tangéncia de dobra e dobra com cuispide.

Outro tipo de transicao de codimensao 1 é a transicao do tipo ponto triplo. Nao
entraremos em detalhes sobre esta transicao por nao ser relevante ao nosso propoésito.
Mais detalhes sobre esta transi¢do pode ser encontrado em [7] e [25].

O préximo teorema também ¢é devido a Aicardi e Ohmoto ([25]). Ele mostra a
variacao de Ip em funcao das transicoes que alteram o nimero de pontos duplos.

Teorema 2.4 Se AT, ATC e AS denotam, respectivamente, o nimero de transicoes
do tipo tangéncia de dobras, dobra com cuspide e rabo de andorinha, com orientacao
positiva, sofridas ao longo de um caminho genérico entre fy e f1, entao

Alp = 2(AT + ATC) + AS.

Proposigao 2.2 Se f : M — R? uma aplicagao dobra, entao, Ic(f) € zero e Ip(f) é
par.

Demonstracao: Io(f) = 0 decorre diretamente do fato de que f é uma aplicagao
dobra, isto é, sem cuispides.

Vejamos entao que Ip(f) é par. De fato, seja R = M ™ a uniao das regides positivas do
complemento M — X f. Recorde que X f é o bordo de R. Como a aplicacao f é uma
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aplicagao dobra, o bordo de R é imerso no plano com auto-intersegdes transversais (ou
seja, pontos duplos transversais).

Podemos decompor R de maneira que a restricao de f a cada regiao obtida desta de-
composi¢ao seja um mergulho no plano de uma regiao homeomorfa a um disco. As
intersecoes das imagens dos bordos destas regioes no plano por f coincidem com as
auto-intersecoes da imagem do bordo R. Como a imagem do bordo destas regides no
plano sao curvas fechadas e homeomorfas ao circulo, o nimero de pontos de intersegoes
destas curvas s6 pode ser par. [

2.2.3 Invariante Igp

Quando passamos de uma aplicacao estavel f, para outra aplicacao estavel f;, por
uma das transicoes bicos ou labios, o niimero de cispides e o niimero de componentes do
conjunto singular > f sao modificados. Veremos a seguir a relacao entre tais transicoes
e o valor do invariante .

Definicao 2.3 Chamaremos de By a transi¢ao bicos, no sentido positivo, que faz nascer
duas cuspides, quando passamos de uma aplicacao estdvel fo para outra aplicacdo estdavel
f1, e ao mesmo tempo aumenta por uma unidade o numero de componentes de ¥ f1, em
relacao a X fy. Por B_ denotamos a transicao bicos, no sentido positivo, quando esta
corresponde ao nascimento de duas cuspides em fi e o niumero de componentes de X fi
diminui por uma unidade. Veja o exemplo ilustrado na Figura 2.12.

O-O-O-0-0

Figura 2.12: Transic¢oes do tipo bicos envolvendo diferentes niimeros de componentes.

O seguinte resultado, devido a Hacon, Mendes e Romero ([13]), mostra a relacao
entre as transi¢oes B_, B, e L com o invariante [g.

Teorema 2.5 Alp = AB, — AB_+ AL, onde B_, By e L sdo transi¢coes sofridas ao
longo do caminho entre fy e f.

Demonstragao: As tnicas transicoes alterando o niimero de componentes conexas de
Y.f sao B e L. Temos que uma transi¢ao positiva do tipo B, aumenta este nimero por
um, enquanto uma transi¢ao positiva do tipo B_ o diminui por um. Por outro lado,
uma transi¢ao positiva do tipo L provoca um aumento de uma unidade em [g. [
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2.2.4 Relacgao entre os invariantes [, Ip e Ig

A seguir, vamos ver um resultado que relaciona os invariantes I, Ip e I com o
género da superficie M, dominio da aplicacao. Este resultado é devido a Hacon, Mendes
e Romero ([13]).

Proposicao 2.3 Os invariantes Ip, Io e Ig satisfazem a relagcao

1
1E+§ +1Ip=(1+g(M)) mod 2,

onde M € a superficie de dominio da aplicacdo.

Para uma aplicacao dobra, pela Proposi¢ao 2.2, Ip é par e I = 0. Com isso, temos
o seguinte corolario.

Corolério 2.3 Se f: M — R? € uma aplicacio de dobra, entdio

Ip=(14+g(M)) mod 2.

) €

S

lc=0 Ip=0 Ilg=2 lc=2 Ip=2 Ig=1

\. J

Figura 2.13: Diferentes aplicagoes do toro no plano.
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Exemplo 2.4 Na Figura 2.13(i), a aplicacdo f ¢é obtida por meio de transicées a partir
da aplicacdo f. As aplicacoes tém como dominio o toro T?. A transicdo que ocorre
neste exemplo € do tipo bicos. Podemos observar na figura que, no momento em que a
aplicagao passa por essa transi¢dao, surgem dois pontos de cuspides. Além disso, nesse
momento, a aplicacdo deixa de ter duas curvas no conjunto singular para ter uma unica
curva. Os invariantes I, Ip e Ig das aplicagoes foram calculados. Note que os dois
pontos de cispides da aplicagdo f, p1 e ps, correspondem aos pontos da curva do conjunto
singular em que o vetor tangente é vertical.

Na Figura 2.13(ii) obtemos, a partir da projecao trivial do toro, uma outra aplicagdo
do toro, a aplicagao g. Neste caso, como podemos ver na figura, as transigoes sofridas
pela projecao foram as do tipo S e B.

2.3 Relacao entre cuspides e caracteristica de Euler

Nesta Secao, vamos fazer uma demonstragao da férmula de Quine [26], no caso de
aplicagoes de superficies no plano (Teorema 2.7). Neste caso, a férmula estabelece uma
relacao entre os sinais das cispides de uma aplicacao e a caracteristica de Euler da
superficie de dominio. Em seguida, usaremos este resultado para relacionar os sinais das
ctspides com o grafo da aplicacdo (Teorema 2.8). Este tltimo resultado nos conduz a
uma condicao necesséaria para que um grafo arbitrario seja grafo de uma aplicagao dobra
(Corolario 2.6).

Seja f : M — R? uma aplicacao estavel, onde M é uma superficie orientada. Pela
Observagao 1.30, cada regiao do complemento M — ¥ f recebe um sinal +. Assim, dado
um ponto de cispide C' de f, podemos observar (Figura 2.14) que a cuspide aponta para
uma regiao negativa ou positiva M — X f. A seguir, usaremos este fato na definicao de
sinal de cuspide.

Figura 2.14: Sinal da cuspide.

s

Definicao 2.5 O sinal de uma cuspide C, de uma aplicacio estdvel f : M — R2, ¢
o sinal s(C) = £1, de acordo com o sinal recebido pela regiao em que a cispide aponta.
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Exemplo 2.6 Na Figura 2.15 obtemos uma aplicacdo da esfera no plano por meio de
um caminho genérico, a partir da projecao trivial da esfera, passando por transicoes do
tipo rabo de andorinha e bicos. No conjunto de ramificagao sao mostrados os sinais das
cuspides. Note que a aplicacdo obtida ao final das transicoes possue duas componentes
no conjunto singular e dois pontos de cuspide de mesmo sinal.

Figura 2.15: Exemplos de aplicacoes da esfera no plano.

O préximo teorema é devido a Quine [26]. Ele estabelece uma férmula que relaciona
o grau da aplicacao estavel, f : M — N, entre superficies, com ntimero de cuspides e a
caracteristica de Euler das superficies.

Teorema 2.6 Seja f : M — N uma aplicagdo estdvel, onde M e N sdao superficies
compactas, conexas e orientdveis. E sejam Cq,...,C, os pontos de cuspides de f. Entdao

X(M) = 2x(M7) +) " s(C;) = deg(f)x(N).

O grau de uma aplicacdo de uma superficie fechada no plano é sempre zero (Ob-
servacao 1.31), consequentemente:

Corolario 2.4 Se N = R?, entdo

Figura 2.16: Imagem do k-toro com tnica curva singular.
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A Figula 2.16, ilustra uma curva com 2k cuspides e k pontos duplos que pode ser
vista como a imagem do conjunto singular de uma aplicacao do k-toro no plano. Neste
caso, a curva singular separa o k-toro em duas componentes M™ e M~. Se conhecemos
os sinais das ctspides podemos saber quem sao M ™ e M~.

A seguir vamos estudar a férmula do Corolario 2.4 em relacdo as transicoes que
alteram o niimero de cuspides.

Lema 2.2 As transicoes que alteram Y s(C;), por £2, sao as do tipo bicos e ldbios.

Demonstracao: Conforme ji observamos (Teorema 2.3), as transigoes que alteram o
numero de cispides sao S, L e B. Observe na Figura 2.17 (a) que as duas cuspides
que aparecem com a transicao S tem sinais opostos, logo se cancelam entre si na soma
> s(C;). Como pode ser observado na Figura 2.17 (b) e (c), respectivamente, tanto na
transicao do tipo B quanto na do tipo L, as duas cuspides que aparecem apds estas
transicoes sempre tem sinais iguais. [J

a) Rabo de andorinha:

c) Labios:

S P G e

! !

- = >

Figura 2.17: Sinal das cuispides de rabo de andorinha, bicos, labios.

Lema 2.3 Se My e M, sao, respectivamente, o complemento de Xfy e X f1, onde f1 €
uma aplicagao obtida de fy passando por uma transicao do tipo bicos ou labios, entdo

X(Mi") = x(M§) F s(C),

onde s(C') denota o sinal das duas novas cuspides.
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Demonstracao: Vamos primeiro considerar o caso em que a transicao é do tipo bicos.
Para este caso temos duas possibilidades: a transigao é do tipo B, ou B_ (ver Definigao
2.3). Vamos considerar cada uma delas separadamente.

B B o R R N
i o aEum=@en E> LN
E \“_/_\_‘/ E < . | . .- i
S ; B, e ,

Figura 2.18: Alteracao da caracteristica de Euler por transicoes do tipo bicos.

Na Figura 2.18 podemos ver a transi¢ao do tipo B, . Inicialmente, uma tinica componente
de curva de X f, separa a regiao A da regiao E. Apos a transicao, X f; adquire uma nova
componente de curva, além de dois pontos de cuspides. A regiao A ganha mais uma
componente de bordo e passa a ser denotada por A’. E se divide em duas regides, E' e
D'

Ainda na Figura 2.18, temos que yx(A’) = x(A4) — 1. Como s(C') = 1, segue que x(A') =
X(A) — s(C). Consequentemente

X(My") = x(Mg') = s(C).

Por outro lado,
X(E'UC) = x(E)+ 1= x(E)+5(C).
Logo,
X(My7) = x(My) + s(C).

+ \
W
m
>
=
m
I
X
m
X
(r,n

Figura 2.19: Alteracao da caracteristica de Euler por transigoes do tipo bicos.

Na Figura 2.19 podemos ver o caso de uma transicao do tipo B_. Inicialmente, duas
componentes de curvas de X fy, separam as regices A, £ e D. Apéds a transicao, X f;
perde uma componente de curva, unindo as regices D e A, dando origem a uma nova
regiao A'. Neste caso, para a nova regiao positiva A’, temos

W(A) = x(AUD)—1
— \(A)+x(D) -1

e para a nova regiao E’,
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Portanto,
X(M") = x(Mg") — s(C)
e
X(My) = x(Mg ) + s(C).
+ A L) = 1(A) - 1 + A’
X(E) =1 - CED
N <——> N
L

Figura 2.20: Alteracao da caracteristica de Euler por transi¢cdes do tipo labios.

Quanto a transigao do tipo ldbios (Figura 2.20), a regiao positiva adquire mais uma com-
ponente de bordo, portanto sua caracteristica de Euler diminui uma unidade. Por outro
lado, uma nova regiao negativa E’, homeomorfa a um disco, surge apds essa transigao.
Assim a caracteristica de Euler das regides negativas aumenta por uma unidade. Como
o sinal das cuspides é positivo neste caso, segue o resultado. []

Observacgao 2.7 No Lema 2.3 que acabamos de ver se, ao invés de transi¢oes do tipo
labios ou bicos, tivéssemos um rabo de andorinha entao teriamos

X(Mi") = x (M),

uma vez que esta transi¢do nao altera a topologia das regioes do complemento do conjunto

O EE=ED

Figura 2.21: Projecao trivial no plano da esfera e de n-toros mergulhado no R3.

No préximo teorema vamos provar a férmula de Quine para o caso de uma aplicacao
estavel f: M — R2, onde o grau da aplicacao é zero.

Teorema 2.7 Seja f : M — R? uma aplicacao estdvel, e sejam C4,...,C, 0s pontos
de cuspides de f. Entao

> s(C) = x(M7) = x(M7).
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Demonstragao: O conjunto singular das projecoes trivias no plano da esfera e de
n-toros mergulhado no R?* (como ilustra a Figura 2.21), nao tem pontos de cispides.
Seja fo uma projecao trivial de M no plano. A partir de f; podemos obter, por meio
de transi¢oes do tipo labios, bicos e rabo de andorinha, a aplicacao f. Neste processo,
vamos denotar por f;, j € N, a aplicacao obtida de f, apds j transicoes do tipo L, B e
S e por M;"(M;) a uniao das regioes positivas (negativas) do complemento M — 3 f;.

Vamos denotar por C}; e Cjq as cispides criadas na j-ésima transicao. Se a transicao ¢
do tipo L ou B podemos (Lema 2.3) escrever

X(M;) = x(M;_,) + s(Cj1)

J

X(M]+) = X(M]Jr—l) - S(Cj2>’
Note que para uma transicao do tipo L ou B, as duas ctspides tém o mesmo sinal, ou

seja, s(Cj1) = s(Cj2).
Agora, usando as duas igualdades que acabamos de obter, temos que

X(M7) = x(M)") = [x(Mj_y) +s(C)] — [XgMj—l——l) — 5(Cj2)]
= X(Mj_—l) - X(M;r—l) + Z s(Ci)
=1
Por outro lado, se a j-ésima transicao é do tipo S, entao pela Observagao 2.7,

X(M;7) = x (M) = x(M;_y) — x(MZ,).

Mas, neste caso, C; e Cjo tém sinais opostos, assim podemos escrever também para este
caso

X(M;) = X(M;7) = X(Mj2,) = X(MjF) + ) s(C)

Desta forma, para j = 1,

2
XM7Y = X (M) = x(My) = x(M) + > s(Cu).
=1

Mas, como fy é uma projecao trivial de M, temos que x(M; ) = x (M ), ou seja,

X(Mg') = x(Mg") = 0.

Assim, )
X(My) — x (M) = ZS(CH)'
Para j = 2, - )
X(My) = x(My) = x(M;) - )+ > s(Ca)
=1
2 2
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Repetindo este processo, para todos os indices, obtemos

P 2

X(M™) = x(MT) = > s(Ch)

k=1 =1

= > s(Cy)

onde p corresponde ao numero de transicoes L, B e S que ocorrem na obtencao de f a
partir de fy. O

Exemplo 2.8 Vamos verificar agora a igualdade do Teorema 2.7 para as duas aplica¢ies
obtidas ao final das transicoes dos Fxemplo 2.2 e 2.6. Essas aplicagoes sao mostradas
na Figura 2.22. Em (a), temos que M~ corresponde a duas regides conezxas, cada uma
delas homeomorfas a um disco. Assim, x(M~) = 2. M™" corresponde a uma regido
homeomorfa a esfera menos dois discos, assim, x(M™) = 0. Podemos ver facilmente que
> s(C;) = 2. Isso mostra que a igualdade ) s(C;) = x(M~) —x(M™) € satisfeita. Para
a outra aplicacao, em (b), vemos facilmente que x(M~) = 0, x(M™) =2 e > s(C;) =
—2. Logo, a igualdade também é satisfeita neste caso.

(@) ‘ (b)
= ‘
Q N

Figura 2.22: Aplicagoes da esfera com duas curvas singulares e dois pontos de ctspide.

Corolario 2.5 Se f € uma aplicagao dobra, entao

X(M7) = x(M™).
Demonstragao: Basta observar que para uma aplicacao dobra »_ s(C;) = 0.

Observacao 2.9 No Capitulo 1 vimos que para uma aplicacao dobra, f : M — R?, com
a hipdtese de que as regices de M — X f sao planares, vale a igualdade x(M™) = x(M™)
(Coroldrio 1.2). A relagdao obtida no Teorema 2.7 acima nao sé nos fornece uma outra
maneira de obtermos essa igualdade, como também nos mostra que a hipotese de regioes
planares no Coroldrio 1.2 nao € necessdria.
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2.3.1 Relagao entre cuspides, pesos e vértices

Vamos finalizar a secao mostrando uma relagao entre os sinais das ctispides de uma
aplicagao e o grafo associado. O Corolério 2.6 nos d4 uma condigao necessaria para que
um dado grafo seja grafo de uma aplicacao dobra.

Teorema 2.8 Sejam M uma superficie orientada, fechada (sem bordo), e f uma aplicagdo
estdavel de M no plano. Se Cy,...,C, denotam os pontos de cuspides de f, entao

> s(C) =2V =VT)+2(g7 —g"),

onde VE e gF sdo, respectivamente, o nimero de vértices com sinais + e o peso total
dos vértices com sinais £ do grafo Gy.

Demonstragao: Vamos denotar, respectivamente, por M; ... . M’ e M;,..., M,
as regioes positivas e negativas do complemento M — X f. Como o nimero de regioes
positivas (negativas) correspondem ao nimero de vértices positivos (negativos), temos
que n =Vt ep=V~. Para cada regiao .MZ-jE vamos denotar, respectivamente, por K Zi
e g,-jE o nimero de arestas do vértice associado a regiao MijE e o seu peso. Neste caso, gi:t
corresponde ao género da regido M e K= corresponde ao niimero de componentes de

bordo de M. Assim, pela Proposicdo 1.2 e pelo Coroldrio 1.1, podemos escrever

) = Y a08)
=
= > (2-2g7 - K)

Mas, Z:i KZ-jE corresponde ao numero total de arestas do grafo, A. Dessa forma,
X(M*) =2VE — 2% — A
Portanto,

X(M*) =x(M~) = 2Vt =297 — A) - (2V~ =29~ — A)
= 2(VF=V7)=2(g" —g7).

Usando que > s(C;) = x(M™) — x(M~) (Teorema 2.7), segue o resultado.
0J

Corolario 2.6 Se f ¢ uma aplicagcao dobra, entdao

Vt -V =gt —g".
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O Corolério 2.6 estabelece uma condicao necessaria para que um grafo seja grafo de
uma aplicacao dobra. Uma pergunta natural é se esta é também um condigao suficiente,
ou seja, “todo grafo satisfazendo (VT —V =) = (g7 —g~) ocorre como grafo de aplicagio
dobra 77 Na Secao 4.2 do Capitulo 4 daremos uma resposta neste sentido para uma
classe especial de aplicagoes dobra, as aplicagoes dobra planares.



Capitulo 3

Grafos de aplicacoes estaveis

Uma pergunta natural é “quais as hipoteses devem ser colocadas sobre um grafo para
que este seja grafo de alguma aplicagao estdvel?” Em outras palavras, “quais grafos sao
realizdveis por aplicacoes estaveis ?° Dar uma resposta a esta pergunta é o objetivo
central do nosso trabalho. E a partir de agora vamos trabalhar neste sentido.

Com o que ja foi feito até agora podemos tirar algumas conclusoes a respeito dos
grafos realizdveis. Por exemplo, pelo Coroldrio 2.1 vemos que uma condi¢ao necessaria
para que um grafo seja realizavel por uma aplicacao da esfera no plano é que ele seja
uma arvore com todos os pesos iguais a zero. Na secao 3.1 a seguir vamos ver que
a reciproca também é verdadeira, isto é, toda arvore de peso zero pode ser realizada
por uma aplicagdo da esfera no plano (Teorema 3.1). Neste caso deve-se permitir a
ocorréncia de cuspides na aplicacao. Quando ctspides nao sao permitidas, o problema
de realizacao se torna um pouco mais delicado. Isso sera abordado mais adiante, no
Capitulo 4, quando tratarmos da realizacao de grafos por aplicagoes dobra.

Também na Proposicao 2.1 podemos encontrar uma condi¢cao necessaria para que
um dado grafo seja realizavel. De fato, neste caso vemos o seguinte: para que um dado
grafo seja realizavel é necessario que ele satisfaca a hipdtese de ser bipartido. Na secao
3.2 mais adiante vamos mostrar que esta é também uma condicao suficiente para a
realizacao de grafos, isto é, todo grafo bipartido pode se realizavel por aplicacao estavel.
As referéncias para este capitulo sdo [13], [15] e [16] .

3.1 Realizacao de arvores com peso zero

Neste Capitulo, estamos tratando do problema de realizagao de grafos. Nosso objetivo
é provar que todo grafo bipartido é realizavel. Vamos comecar tratando de um caso
particular de grafos bipartidos, as arvores de peso zero.

O préximo teorema é devido a Hacon, Mendes e Romero [13].

43
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Teorema 3.1 Qualquer drvore, com pesos nos vértices iguais a zero, pode ser realizada
como grafo de uma aplicacao estdvel da esfera no plano.

Demonstragao: Seja 17" uma arvore com peso nos vértices iguais a zero. Vamos usar o
principio de indugao sobre o nimero de arestas. Se T' possui apenas uma aresta, entao
podemos ver que uma projecao trivial da esfera no plano, m, realiza o grafo T', conforme
mostrado na Figura 3.1(3).

(i) (i)

</
C o\ a

a
e
Al

Figura 3.1: Realizacao de arvore com peso zero.

Antes de estabelecermos a hipétese de indugao, observamos que, podemos acrescentar
uma aresta extrema em 1 e realizar essa nova arvore. Com efeito, efetuando uma
pequena deformacao na esfera, criamos uma nova curva singular e obtemos uma nova
aplicagao 7, conforme mostrado na Figura 3.1(i7). Note que 7 também pode ser obtida
de 7 por meio de uma transicao do tipo labios. O fato é que 7 tem como grafo associado
a arvore 1" com uma aresta extrema a mais, como queriamos. Usaremos este mesmo
raciocinio a seguir.

Suponhamos, por hipétese de indugao que toda arvore com k arestas seja realizavel
por uma aplicacao estavel da esfera, com k natural maior que 1. Seja T" uma arvore com
k+1 arestas. Eliminando de T uma aresta extrema wv, com vértice extremo v, obtemos
uma arvore T com k arestas. Note que w é um vértice de 7. Por hipotese de inducao,
existe uma aplicacao estavel f da esfera no plano cujo grafo associado é a drvore T".

Vamos agora, buscar uma aplicacdo que realize T. Como T" e T' diferem apenas por
uma aresta, o conjunto singular da aplicacao que buscamos deve diferir de X f apenas
por uma componente. Vamos obté-la efetuando uma perturbacao em f. Com efeito,
por meio de uma transigao do tipo labios (Figura 2.9) criamos na regiao correspondente
ao vértice w um par de cispides dando origem a uma nova curva de dobra (contendo
as duas cuspides), como desejavamos. Note que a curva delimita um disco dentro da
regiao. A nova aplicagdo obtida acima, além de ser uma aplicagao estavel da esfera no
plano, tem como grafo associado a arvore T', como queriamos demonstrar. [
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3.2 Realizacao de Grafos com pesos

Agora vamos ver que qualquer grafo bipartido pode ser realizado por aplicacao estével.
Usaremos uma técnica para a realizagao de grafos bipartido com peso nos vértices. Esta
técnica consiste em: primeiro remove-se uma aresta em cada ciclo do grafo e retira-se o
seu peso. Obtém-se assim uma arvore de peso zero que é entao realizada. Em seguida,
por meio de cirurgias horizontais e verticais modifica-se a aplicacao que realiza a arvore
até obter uma aplicacao que realize o grafo original.

3.2.1 Cirurgia horizontal

Vamos agora definir cirurgia horizontal de aplicagoes estaveis. Esta cirurgia esta
relacionada diretamente com a soma conexa de superficies e soma de curvas planas.

Considere f : M; — R? e g : My — R? duas aplicacoes estéveis. Fixados dois pontos
p € Xf (em M) e g € Xg (em M), escolhemos dois discos fechados, D; e Dy, em
M e M,, respectivamente, cujos interiores contenham os pontos p e ¢, respectivamente.
Substituindo os interiores de D; e Dy por um tubo limitado (homeomorfo a S* x [0, 1]),
colando 0D e 0D, as duas componentes de bordo do tubo, obtemos uma nova superficie
homeomorfa & soma conexa M;# M,. Conforme ilustrado na Figura 3.2(i7) as aplicagoes
f e g podem ser estendidas sobre o tubo (ver [16]) e assim se obtem uma nova aplicacao
estavel f @ g : M #M, — R?, cujas restricoes a pontos de M; e M, correspondem & f
e g, respectivamente.

! |

(X

9
Bf Bg B(f®g)

Figura 3.2: Cirurgia horizontal.

Definigao 3.1 A aplicacao f @ g, obtida da cirurgia acima é chamado de cirurgia
horizontal entre f e g. Notacdo: f @y g
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De modo geral a cirurgia horizontal pode ser usada para se obter novas aplicagoes
estdaveis a partir de aplicacoes ja conhecidas. Com o Lema 3.1 podemos ver como usar
esta técnica para obter estas novas aplicagoes. Para isso, precisamos observar o efeito
da cirurgia horizontal nos grafos das aplicacoes f e g.

3.2.2 [Efeito da cirurgia horizontal sobre os grafos

Conforme podemos observar na Figura 3.2(ii), as componentes de X f e 3¢ que contém
os pontos p e g separam duas regioes de sinais opostos, as regioes a e b em M; e as regioes
cedde My. Com a cirurgia, as regides de mesmos sinais se conectam formando uma
Unica regiao: a e ¢ dao origem a regiao positiva ac e b e d a regiao negativa bd. O efeito
disto nos grafos de f e g aparece no grafo da nova aplicacao f @y g e pode ser visto na
Figura 3.2(7). Os vértices correspondentes as regidoes positivas a e ¢ se juntam dando
origem a um unico vértice que representa a nova regiao ac. Analogamente, os vértices
das regioes negativas b e d, dao origem a um vértice para a nova regiao negativa bd.

Em relacao ao nimero de vértices e arestas dos grafos das aplicagoes vemos que

V(Grang) = V(Gy) +V(Gy) -2

A(Gre,g) = A(Gy) + A(Gy) — 1,

onde V(G) e A(G) denotam, respectivamente, o numero de vértices e arestas de G.

Quanto ao numero de ciclos, vemos que

Bi(Grang) = Bi(Gy) + Bi(Gy).

O detalhe importante a ser observado é o fato de que o peso nos vértices das novas
regioes ac e bd, correspondem a soma dos pesos dos vértices de a e c e de b e d, res-
pectivamente. Isso porque as novas regioes recebem os géneros das regioes antigas: a
nova regiao ac recebe o género da regiao a e regiao ¢, enquanto a nova regiao bd recebe
o género da regiao b e regiao d.

O grafo mostrado na Figura 3.3(7) é um exemplo de arvore tendo exatamente uma
aresta e peso [ e k (arbitrarios) nos vértices. Vamos denotar este tipo de arvore por
Tix, onde [ e k correspondem, respectivamente, ao peso no vértice posito e negativo
da arvore. Podemos utilizar a cirurgia horizontal para realizarmos uma arvore do tipo
T} ;. De fato, considere as aplicacbes f e g mostradas na Figura 3.3(i7i) (o Exemplo
2.4 mostra uma maneira de se obter estas aplicagdes). Note que f e g s@o aplicagoes
do toro. Os grafos dessas aplicacoes sao do tipo Tj,. De fato, Gy = T e Gy = Tp.
Efetuanto uma cirurgia horizontal entre f e g, obtemos a aplicagao f @, g do 2-toro,
conforme mostrado na Figura 3.3(iv). Como podemos ver, o grafo da aplicagao f @, g é
o grafo T} ;. Agora, efetuando sucessivas cirurgias horizontais entre f @) g e f, obtemos
uma aplicacao £ cujo grafo ¢ a arvore 17, onde [ corresponde ao numero de cirurgias
horizontais efuadas. Note que ¢ é uma aplicagao do [-toro. Em seguida, efetuando k
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(i)
tO/

| (B

(iii) (iv)

Figura 3.3: Realizacao de uma arvore com uma aresta e peso arbitrario nos vértices.

cirurgias horizontais entre £ e g, obtemos uma aplicagao do [ + k-toro (Figura3.3(it))
cujo grafo é a arvore Tj .

Figura 3.3(4) ilustra uma cirurgia horizontal entre duas aplicagdes, f e g, do toro no
plano. O efeito desta cirurgia sobre os grafos das aplicagoes pode ser visto no grafo da
aplicacao f @y, g. Observamos que apos sucessivas cirurgias horizontais envolvendo as
aplicagoes f e g, obtemos uma aplicacao cujo grafo é uma arvore de uma aresta e peso
[ e k nos vértices (I, k € N), conforme ilustra a Figura 3.3(iz).

Figura 3.4: Cirurgia horizontal sobre uma tnica aplicacao.
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A Figura 3.4(7i) ilustra um exemplo de cirurgia horizontal sobre uma aplicagao da
esfera no plano. A Figura 3.4(7) ilustra o efeito de tal cirurgia sobre o grafo, onde os
vértices de mesmo sinais se juntam formando assim um novo grafo com um ciclo. Além
disso, este tipo de cirurgia provoca uma alteracao na topologia da superficie inicial
(dominio da aplicagao), alterando o seu género por +1.

N0 ke
%
K34 p

f vi
)

Figura 3.5: Cirurgia horizontal.

J
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Lema 3.1 Seja G um grafo realizavel por aplicagdo estdvel. Aumentando por uma
unidade o peso de algum de seus vértices, obtemos um novo grafo realizdvel.

Demonstracgao: Seja H o novo grafo obtido de GG pelo aumento de uma unidade no
peso em um de seus vértices. Queremos encontrar uma aplicacao estavel cujo grafo
associado seja H. Como G é realizével, existe uma aplicacao f : M — R? tal que
Gy = G. A aplicacao que desejamos encontrar serd obtida por meio de uma cirurgia
horizontal entre f e uma conveniente aplicacao.

Considere a aplicacio f da Figura 2.13(i) obtida no Exemplo 2.4. Efetuando uma
cirurgia horizontal entre f e f obtemos uma nova aplicacao & : M#T? — R?, conforme
ilustra a Figura 3.5(7i). Na Figura 3.5(7) podemos ver o efeito desta cirurgia sobre os
grafos das aplicacdes. De fato, sabemos que o grafo da aplicacdo f é uma &rvore com
dois vértices e uma aresta, tendo peso 1 em um dos vértices. Quanto ao grafo de f,
denotamos, respectivamente, por k e p o peso dos vértices correspondentes as regioes
aebde M —Xf envolvidas na cirurgia. Comparando Gy com G¢ vemos que ambos
possuem a mesma estrutura de adjacéncias, diferindo apenas por uma unidade no peso
de um de seus vértices. Portanto, este é o efeito desta cirurgia no grafo: um acréscimo
de uma unidade no peso de um dos vértices.

Observamos que ¢é possivel escolher previamente o vértice de Gy que sofrerd o aumento
no peso. Com efeito, esta cirurgia horizontal envolve essencialmente duas regioes de
M — 3 f (regides a e b na Figura 3.5(i7)). Uma se conecta a uma regiao planar enquanto
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a outra se conecta a uma regiao de género 1. Esta iltima sofre entao um aumento em
seu género e isto se reflete como um aumento no peso do vértice correspondente. Assim,
ao realizarmos a cirurgia, escolhemos como regiao que sofrerd o aumento em seu género
aquela cujo vértice associado é o vértice que se deseja aumentar o peso.

Pelo o que acabamos de observar, podemos realizar convenientemente esta cirurgia de
modo que a aplicacao resultante seja a aplicagao do grafo H. [J

3.2.3 Cirurgia vertical

Vamos agora definir cirurgia vertical de aplicagoes estaveis.

Sejam f : M; — R? e g : My, — R? duas aplicacoes estaveis. Escolhendo duas
regioes de sinais opostos, uma em M; e outra em M,, tomamos em cada uma delas
um disco fechado de forma que as suas imagens no plano coincidam. Como no caso
da cirurgia horizontal, substituimos os interiores destes discos por um tubo limitado,
identificando convenientemente as componentes de bordo dos discos com as do tubo.
Assim obtemos uma nova superficie homeomorfa a soma conexa de M;#M,. Neste caso
também, podemos estender as aplicagoes f e g sobre o tubo, conforme a Figura 3.6(i1).
Dessa forma, obtemos uma nova aplicacao estavel f @ g : M #M, — R2.

W

w2 eyt Tied Cou
——
- b < by -
. - b d~~‘

Figura 3.6: Cirurgia vertical.

Definicao 3.2 A aplicagio f @ g, obtida da cirurgia acima € chamada de cirurgia
vertical entre f e g. Notacao: f ®, g

Na definicao de cirurgia vertical o tubo é aplicado no plano com uma curva singular
ao redor do seu centro. Deste modo essa cirurgia adiciona uma nova componente ao
conjunto singular. O efeito da cirurgia vertical sobre os grafos das aplicagoes pode ser
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visto na Figura 3.6(7). Neste caso, os vértices das regioes de sinais opostos b e ¢ que s@o
conectadas ao tubo sao ligados por uma nova aresta.

Numa cirurgia vertical entre duas aplicacoes f e g, podemos observar a seguinte
relacao entre o nimero de vértices e arestas dos grafos das aplicacoes:

V(Gra.g) = V(Gy) +VI(Gy)

A(Gya,.q) = A(Gr) + A(Gy) + 1,

onde V(G) e A(G) denotam, respectivamente, o numero de vértices e arestas de G.

Quanto ao niumero de ciclos, vemos que

B (Gféng) =5 (Gf) + 51((;9)-

A cirurgia vertical também pode ser feita quando se tem apenas uma tnica aplicagao.
Neste caso, os dois discos sao escolhidos em regioes de sinais opostos da mesma superficie.
A Figura 3.7 ilustra um exemplo de uma cirurgia sobre uma aplicacao da esfera no plano.

+

|

Bl
3 -

Figura 3.7: Cirurgia vertical sobre uma tnica aplicagao.

Na demonstracao do Lema 3.2 a seguir usaremos esse tipo de cirurgia vertical (sobre
uma unica aplicagao). Para isso precisamos ter em mente o efeito desta cirurgia no grafo
da aplicagao. Supondo que as regides de sinais opostos b e ¢ na Figura 3.6(ii) estejam
numa mesma superficie, vemos que apds a cirurgia estas regides passam a ser regioes
adjacentes, separadas por uma nova curva singular. Além disso, o género da superficie
aumenta por uma unidade. Com isso, no grafo da aplicacao os vértices associados as
regioes b e ¢ sao conectados por uma nova aresta e passam a ser adjacentes. Como o
grafo da aplicagao é conexo, a nova aresta da origem a um novo ciclo no grafo.



CAPITULO 3. GRAFOS DE APLICACOES ESTAVEIS 51

Sendo este o efeito deste tipo de cirurgia no grafo, podemos adicionar uma nova
aresta ao grafo da aplicacao efetuando uma cirurgia vertical na aplicagao. Esta é a idéia
que devemos ter em mente para a demonstragao do Lema 3.2.

Dada uma aplicacao estavel f, arbitraria, seja f a aplicagao obtida apds uma cirurgia
vertical sobre f. Numa cirurgia vertical deste tipo, podemos observar a seguinte relacao
entre o numero de vértices e arestas dos grafos das aplicagoes:

V(G =VI(Gy)

A(Gf) = A(Gy) +1,
onde V(G) e A(G) denotam, respectivamente, o numero de vértices e arestas de G.

Quanto ao numero de ciclos, vemos que

B81(Gj) = Bi(Gy) + 1.

A partir de um dado grafo podemos obter um outro conectando quaisquer dois de
seus vértices com uma nova aresta. No caso em que o grafo original é bipartido, dizemos
que o novo grafo é obtido de forma consistente. Note que este novo grafo é também
um grafo bipartido.

Lema 3.2 Seja G um grafo bipartido realizavel por aplicagao estavel. Entdo todo novo
grafo obtido de G de forma consistente é também realizdvel.

Demonstracgao: Conectando com uma nova aresta dois vértices de GG, v e w, de sinais
opostos, obtemos de forma consistente um novo grafo G. Queremos mostrar que G
é realizavel, ou seja, queremos obter uma aplicacao estavel cujo grafo associado seja
G. Como G é realizdvel, existe uma aplicacio estdvel f : M — R? tal que G; = G.
A aplicacdo que desejamos para realizar G serd obtida por meio de uma conveniente
cirurgia vertical efetuada na aplicacao f.

De fato, tendo em mente o efeito de uma cirurgia vertical sobre o grafo da aplicacao,
temos que ao efetuarmos uma cirurgia vertical em f envolvendo as regides correspon-
dentes aos vértices v e w, obtemos uma nova aplicacao cujo grafo é o grafo Gy com
uma nova aresta vw, isto é, o préprio grafo G. Isso mostra entdo que G é realizdvel.
Assim, se necessario, efetuamos uma homotopia estdvel em f que nao altera o seu grafo
e tal que as imagens (no plano) das regides correspondentes aos vértices v e w se inter-
ceptam. Podemos agora escolher um par de discos, um em cada regiao, cuja imagem
coincide. Usando estes discos, efetuamos a cirurgia vertical cujo resultado, conforme ja
observamos, é a aplicacao desejada. [

O proximo teorema caracteriza os grafos realizaveis por aplicacoes estaveis, e é devido
a Hacon, Mendes e Romero [15].
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Teorema 3.2 Um grafo conexo com peso arbitrdrio nos vértices € grafo de uma aplica¢ao
estdvel se, e somente se, € um grafo bipartido.

Demonstragao: (=) Para a primeira parte basta utilizar a Proposigao 2.1.

(<) Considere G um grafo conexo, bipartido e com peso arbitrario nos vértices. Reti-
rando uma arestas em cada ciclo de G, obtemos uma &arvore, 7' (se G nao possui ciclos,
entdo GG ja é uma arvore. Neste caso tome T = (F). Substituindo todos os pesos nos
vértices de T por zero, obtemos uma nova arvore 7. Pelo Teorema 3.1, T} é realizével
por aplicagao estavel.

A partir de Ty podemos recuperar o grafo GG e mostrar que este é realizavel. Efetuando
sucessivamente um aumento por uma unidade nos pesos dos vértices de Ty, obtemos
primeiro a arvore 1. A cada aumento aplicamos o Lema 3.1 e assim provamos que o
grafo obtido, neste caso a arvore T, é um grafo realizavel. Finalmente, na arvore T
devolvemos as arestas retiradas de G, uma aresta de cada vez. Note que cada aresta é
adicionada de forma consistente. Portanto, podemos aplicar sucessivamente o Lema, 3.2
provando entao que ao final o grafo obtido (neste caso o grafo GG) é realizdvel. [

A demonstracao do Teorema 3.2 nos fornece uma maneira de se realizar um grafo
bipartido arbitrario. Como ilustragao, vamos usar esta técnica para realizarmos o grafo
G da Figura 3.8(7).

(i) (ii)

G T

Figura 3.8: Grafo bipartido.

Inicialmente observamos que G de fato é um grafo bipartido, uma vez que o tnico ciclo
de G tem tamanho par. Retirando uma aresta do ciclo de G e igualando o peso de seus
vértices a zero, obtemos a arvore Ty (Figura 3.8(i7)).

Vamos agora realizar a arvore Tj. Retirando de Tj as duas arestas extremas da parte
superior, obtemos um grafo que é realizavel pela projecao 7w da esfera, conforme mostra
a Figura 3.9(i). Fazendo a aplicagdo 7 passar por duas transigoes do tipo labios, adi-
cionamos duas novas curvas singulares a 7 e obtemos uma nova aplicagao, g, que realiza
a arvore Tg (Figura 3.9(ii)).

Agora que ja realizamos a arvore Ty, vamos obter de volta o grafo G e mostrar que este é
realizdvel. Comecamos devolvendo a aresta retirada do ciclo de G. Para isso, recordemos
que para adicionar uma aresta ao grafo de uma aplicacao basta efetuar convenientemente
uma cirurgia vertical na aplicagdo. Procedendo assim, efetuamos uma cirurgia vertical
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Figura 3.9: Realizacao de Tj.

sobre a aplicagao g (Figura 3.10) e obtemos uma nova aplicacao g que tem como grafo
a arvore T, contendo a aresta outrora retirada de G. Isso mostra que o grafo G' com
peso zero é realizavel.

e &F

Figura 3.10: Cirurgia vertical sobre h.

Para finalizar, vamos devolver o peso ao vértice de G. Fazemos isso efetuando uma
cirurgia horizontal apropriada entre a aplicacdo g e a aplicacio f da Figura 2.13. Esta
cirurgia esté ilustrada na Figura 3.11. Como podemos ver, a aplicacdo g @y, f, obtida
nesta cirurgia, realiza o grafo G.

Figura 3.11: Cirurgia horizontal entre g e f.



Capitulo 4

Grafos de aplicacoes dobra

Neste Capitulo vamos tratar do problema de realizacao de grafos por aplicacoes
estaveis que nao tenham pontos de cuspides, isto é, aplicagoes dobras. No Capitulo 3
vimos que toda arvore com peso zero é realizavel por aplicagoes estaveis da esfera no
plano (Teorema 3.1). Naquela ocasido a ocorréncia de ctispide na aplicagao foi permitida.
Na Secao 4.1 veremos quais hipdteses sobre a drvore devem ser consideradas para que
esta seja realizdvel sem a ocorréncia de cispides na aplicacao.

No Corolario 2.6 do Capitulo 2 vimos que uma condi¢ao necessaria para que um grafo
seja realizavel por aplicacao dobra é que ele satisfaca a relacao (V* —V7) = (¢t —g7).
Uma pergunta natural é se esta é também uma condigao suficiente. Na Secao 4.2 daremos
uma resposta neste sentido para uma classe especial de aplicacoes dobra, as aplicagoes
dobra planares. As referéncias para este capitulo sdo [14] e [15].

4.1 Aplicacoes dobra da esfera no plano

Nesta secao, abordaremos o problema de realizacao de grafos por aplicagoes dobra da
esfera. Vamos apresentar um teorema que caracteriza totalmente os grafos realizaveis
por tais aplicagoes (Teorema 4.3).

4.1.1 Indice de Whitney de uma curva

O teorema a seguir é devido a Hacon, Mendes e Romero [14].

Teorema 4.1 Qualquer curva do conjunto de ramificagao de uma aplica¢do dobra da
esfera possui indice de Whitney impar.

Demonstracao: Considere o grafo da aplicagdo (neste caso uma arvore - Corolario
2.1) em que cada aresta estd indexada por um mais o indice de Whitney da curva de

o4
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ramificacao correspondente. Temos que o indice na aresta é par se, e somente se, o indice
de Whitney da curva de ramificacao correspondente é impar. Vamos entao provar que os
indices nas arestas do grafo sao todos inteiros pares. Para isso, suponhamos por absurdo
que em algum vértice u do grafo, existe uma aresta uv com indice impar. Consideremos
a seguinte afirmacao.

Afirmacao: Em cada vértice a soma local dos indices é par.

Pela afirmacao, o vértice v, adjacente a u, possui pelo menos mais uma aresta, digamos
vw, com indice impar. Pela mesma razao, o vértice w, adjacente a v, possui também pelo
menos mais uma aresta com indice impar. Usando sucessivamente este mesmo raciocinio,
vemos que existe um caminho u, [u, v], v, [v,w],w, ..., s, [s,t],t cujas as arestas possuem
indices impares. Sendo o grafo em questao uma arvore, temos que o tultimo vértice do
caminho, o vértice t, é um vértice extremo. Mas, por outro lado, usando a afirmagao
no vértice extremo t temos que o indice na aresta extrema st deve ser par, o que é uma
contradicao. Logo, concluimos que os indices nas arestas do grafo sao todos inteiros
pares.

Para finalizarmos a demonstracao vamos provar a nossa afirmagao. De fato, seja u um
vértice qualquer do grafo. Se k denota o nimero de arestas de u, temos que a regiao
R na esfera, correspodente ao vértice u, possui k& componentes de bordo. Logo, pelo
Corolério 1.1,

X(R) =2 —k.

Por outro lado, sejam I, I, ..., I; os indices de Whitney das curvas de ramificacao
associadas as k arestas de u. Pelo Teorema 1.13, a caracteristica de Euler de R é dada
pela soma dos indices de Whitney dessas curvas. Ou seja,

X(R)=L+1L+...+ .

Dessa forma, podemos escrever,

L+L+...+1, = 2—-k

(LAD) 4 (L) 4+ ([ +1) = 2

Note que a soma no lado esquerdo da ultima igualdade corresponde a soma local dos
indices nas arestas de u. A igualdade mostra que tal soma é par (igual a 2), conforme
queriamos demonstrar. []

4.1.2 Indices compativeis

Definicao 4.1 Um conjunto finito de inteiros impares (alguns possivelmente repetidos)
{z,y,...,2} €é chamado compativel se

e+ +y+)+...+(z+1)=2.
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Definicao 4.2 Dada uma imersao de uma regiao planar, o conjunto de indices de Whit-
ney das curvas de bordo da regido imersa é chamado conjunto de indices de Whitney
da imersao.

® @ @@

{3.-3} -3,1,1} 3,1,-3,-3}

Figura 4.1: Imersoes de regioes planares.

Na Figura 4.1 podemos ver o conjunto de indices de Whitney de algumas imersoes.
Os dominios destas imersoes sao regioes planares com a topologia de um disco com 1,
2 e 3 buracos, respectivamente. Note que os conjuntos de indices de Whitney destas
imersoes sao todos conjuntos de inteiros compativeis. O préximo teorema mostra que
este fato ocorre para todas as imersoes de regioes planares.

Teorema 4.2 O conjunto de indices de Whitney de uma imersio ¢ : R — R? de uma
regiao planar R é um conjunto compativel.

Demonstragao: Seja X = {x1,72... x,} o conjunto de indices de Whitney de . O
numero de elementos de X corresponde ao nimero de componentes de bordo de R, ja
que cada indice x; esta associado a imagem de uma curva de bordo de R. Dessa forma,
R possui n componentes de bordo.

Pelo Corolario 1.1,
X(R) =2—2g(R) —n.

Como R é planar, g(R) = 0 e, portanto,

X(R) =2—n.

Agora, pelo Teorema 1.13,
X(R)=z1+ 22+ ...+ x,.

Assim,

2—n = x|y +xo+...+xy
2 (e + 1)+ (22 + 1) +...+ (z, + 1),

logo, X é um conjunto compativel. []
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4.1.3 Imersoes basicas

Definicao 4.3 Chamaremos de imersoes basicas a familia de imersoes do cilindro no
plano, cuja imagem das componentes de bordo do cilindro constitui um par de curvas
basicas de Arnold, com indices de Whitney da forma 2k+1 e —(2k+1), tendo 8k pontos
duplos.

L)

{2k+1, - (2k+1)}

Figura 4.2: Imersoes basicas.

A Figura 4.2 mostra a familia de imersdes bdsicas, com os respectivos conjuntos
de indices de Whitney. Note que, os conjuntos de indices de Whitney das imersoes
bésicas, constituem a familia de todos os conjuntos compativeis de cardinalidade 2. Em
outras palavras, para cada conjunto compativel com dois elementos, digamos da forma
{x, —x}, existe uma imersao bésica cujo conjunto de indices de Whitney é o préprio
conjunto {z, —z}.

Dados dois conjuntos compativeis, X = {z,y,...,z} e Y = {u,v,...,w}, podemos
obter outros conjuntos compativeis por meio de operagoes entre os elementos de X e Y.
Com efeito, escolhendo dois elementos de mesmos sinais um de cada conjunto, digamos
x e u, define-se a soma de X e Y, relativa a x e u, como sendo o novo conjunto

XoY={z+u—-1,y,...,2,0,...,w}.

Note que X @Y é também compativel com ntimero de elementos igual ao ntimero de
elementos de X mais o nimero de elementos de Y menos um.

4.1.4 Cirurgia horizontal de imersoes de regioes planares

Podemos estender, de modo natural, o conceito de cirurgia horizontal para imersoes de
regioes planares. Neste caso, uma cirurgia horizontal entre imersoes de regices planares
pode ser vista como uma restricao de uma cirurgia horizontal as regioes de mesmo sinais,
separadas pelas curvas singulares envolvidas na cirurgia horizontal.

De fato, dadas duas imersoes de regides planares, ¢, : Ry — R? e oy : Ry — R?,
escolhemos convenientemente uma componente de bordo em cada regiao, ¢; e ¢3. Apds
removermos um par de arcos, um em cada componente, acoplamos uma faixa « (nao
mais um tubo), conectando assim as regides (Figura 4.3). Na imagem das componentes
de bordo ¢; e ¢y o efeito desta cirurgia corresponde a uma soma de duas curvas planas':
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Figura 4.3: Cirurgia horizontal de imersao de regices planares.

nas imagens de ¢; e ¢y ocorre uma ponte de conexao, sendo o retangulo § justamente a
imagem do bordo da faixa « acoplada.

Vamos agora relacionar a cirurgia horizontal de imersoes de regides planares com a
soma de conjuntos compativeis de indices de Whitney. Em seguida iremos usar este fato
na demonstracao do Lema 4.1.

Considere ¢, : Ry — R? e ¢y : Ry — R? duas imersoes de regioes planares, e seja
@3 : R3 — R? a imersao obtida de uma cirurgia horizontal entre ¢, e ,. Nas imagens
das curvas de bordo de Ry e Ry temos uma soma de uma curva «; da imagem do bordo
de R; com uma curva ay da imagem do bordo de R,, dando origem a uma nova curva
a3 que ird compor o conjunto das imagens de bordo da nova regiao R3. Supondo que
as curvas a; e ap tenham indice de Whitney nao nulo?, temos do Lema 1.1 a seguinte
relacao entre os indices de Whitney dessas curvas, I,,(a3) = I,(a1) + I,(a2) — 1, onde
I,(a;) denota o indice de Whitney da curva «y, i = 1,2,3. Dessa forma, se X7, Xy e X3
sdo os conjuntos (compativeis) de indices de Whitney das imagens das curvas de bordo
das regices Ry, Ry e Rj3, respectivamente, temos que X3 = X; @ Xy, onde a soma é
relativa aos elementos I, () e I,(ay) dos conjuntos X; e Xy, respectivamente. Com
isso, vimos que uma cirurgia horizontal de imersoes de regioes planares induz uma soma
em seus conjuntos de indices de Whiney.

Reciprocamente, uma soma nos conjuntos de indices de Whitney de imersoes de regioes
planares induz uma cirurgia horizontal entre as imersoes. De fato, considere ¢ e @9
com os respectivos indices de Whitney, X; = {z,y,...,z} e Xo = {u,v,...,w}. A cada
soma X3 = X7 @ X, relativa a x e u digamos, efetuamos uma cirurgia entre o, e @, de
forma que a ponte de conexao entre as curvas das imagens dos bordos de R; e R, seja
feita nas curvas de indices = e u. Dessa forma, a nova aplicacao 3 tem como conjunto

!para mais detalhes sobre soma de curvas planas ver Apéndice 2.

Za relagao entre a cirurgia horizontal de imersdes de regides planares e a soma de conjuntos com-
pativeis de indices de Whitney que estamos estabelecendo neste paragrafo sera utilizada exclusivamente
na demons - tragao do Lema 4.1 a seguir, onde serao utilizadas apenas imersoes cujos conjuntos de
indices de Whitney sao formados por inteiros nao nulos. Por isso, podemos fazer tal suposicao sobre as
curvas oy € 9.



CAPITULO 4. GRAFOS DE APLICACOES DOBRA 59

OO0 - QO

1,-13D{1,-1} {1,-1,-1}
® - @
et 31,1}
O®-
{1,1,-3 @ 1{3,-3} {3,1,-3,-3}
CED -
31,11 {-3,3} -7,1,1,3}

Figura 4.4: Relagao entre soma de conjuntos compativeis e cirurgia.

de indices de Whitney o conjunto X3 acima que é dado por {x+u—1,y,...,2,0v,...,w}.
Esta relagao entre soma de conjuntos compativeis e cirurgia ¢ ilustrada na Figura 4.4.

Lema 4.1 Todo conjunto compativel de inteiros impares ocorre como o conjunto de
indices de Whitney do bordo de uma regiao planar imersa.

Demonstragao: Vamos inicialmente provar que todo conjunto compativel pode ser
decomposto numa soma finita de conjuntos compativeis que contém exatamente dois
elementos. Usemos indugao sobre o ntimero de elementos do conjunto. Seja {x,y, z}
um conjunto compativel com trés elementos. Pela compatibilidade, dois elementos, ao
menos, devem ter sinais opostos. Suponhamos que sejam xz e y. Se —zx e v +y + 1
tém o mesmo sinal, entdo {z,y,z} = {—z, 2} & {r +y + 1,z}. Caso contrério, se —y
e r+y+ 1 tém o mesmo sinal, entdo {z,y,2} = {—-y,y} & {xr +y+ 1,z}. Seja como
for, as duas parcelas na soma sao conjuntos compativeis contendo dois elementos cada.
Observe que, pela compatibilidade de {x,y, z}, * + y + 1 é impar e, neste caso de trés
elementos, r +y+ 1= —=z.

Agora, suponhamos por hipdtese de inducao que todo conjunto compativel com k elemen-
tos, k > 3, pode ser decomposto numa soma finita de conjuntos compativeis contendo
exatamente dois elementos. Seja X = {x,y,...,2} um conjunto compativel com &k + 1
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elementos. Pela compatibilidade de X, deve existir ao menos dois nimeros (x e y, diga-
mos) de sinais opostos. Assim, X = {—z, 2} ®{z+y+1,...,z},se — v ez +y+1 tém
omesmo sinal e X = {—y,y}d{x+y+1,...,2},se —y ex+y+ 1 tém o mesmo sinal.
Seja como for, podemos observar que a segunda parcela da soma é um conjunto com-
pativel com k elementos. Por hipdtese de inducao, este conjunto pode ser decomposto
numa soma finita {a, —a} @ {b,—b} & ... ® {k, —k} de conjuntos compativeis contendo
exatamente dois elementos. Logo, X = {—y,y}®{a, —a}®{b, b} ... ®{k, —k} como
queriamos.

Cada parcela nessa decomposicao de X, sendo da forma {x, —z}, ocorre como conjunto
de indices de Whitney de uma das imersoes basicas. Cada soma @ na decomposigao
induz uma cirurgia entre essas imersoes basicas. Seja ¢ : R — R? a imersao de regiao
planar obtida das cirurgias das imersoes basicas dadas por essa decomposicao de X.
Como sabemos, a imersao obtida apds a realizagao de todas essas cirurgias, neste caso a
imersao ¢, tem como conjunto de indices de Whitney o conjunto resultante das somas,
que neste caso é o proprio conjunto X. [J

{1,-1} {3,-3}

{1,-1,-1} {-3,1,1}

=2 (9

{11_11_11_1} {11_3111_1} {11_51111} {11_7111 3}

(>

2N

{1-1,...-1} {1,-3,1,-1...-1} {1,-5,1,1,-1...-1}

Figura 4.5: Exemplos imersoes de regioes planares.

Pelo Lema 4.1, dado um conjunto compativel de inteiros impares X (arbitrario),
existe uma imersao ¢ : R — R? R é uma regido planar, cujo o conjunto de indices
de Whitney das curvas de ¢(0R) é o préprio conjunto X. No entanto, a demonstracao
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do lema nao garante apenas a existéncia da imersao ¢, mas também nos fornece uma
maneira de determina-la. A titulo de ilustracao podemos ver na Figura 4.5 tais imersoes
para alguns conjuntos compativeis. O inteiro k corresponde ao nimero de elementos de
X e i denota a soma total dos indices de Whitney das curvas.

No caso k = 2, temos que X é da forma {x,—z}. Com isso, a imersdao ¢ é uma
imersao basica. No caso k = 3, dentre os conjuntos compativeis considerados estao
alguns conjuntos da forma {—2 — z, x, 1}, com z inteiro positivo (impar). Neste caso, é
facil ver que X se decompoem da seguinte meneira

X ={-11}&{—=z,z}.

Nesta decomposicao, os conjuntos {—1,1} e {—z, xz} ocorrem como conjuntos de indices
de Whitney de imersoes basicas. A soma @ na decomposi¢ao induz uma cirurgia ho-
rizontal entre essas imersoes basicas. A imersao ¢ é a aplicagao obtida desta cirurgia
horizontal. A Figura 4.6 ilustra a obtenc¢ao de ¢ para este caso. Para os casos em que

k > 3, a obtencao de ¢ ocorre de modo semelhante.

@

11} @ {-1,1} -3,1,13

@ - @D

1,11 @1{-5,5}) {-7.5.1}

1,1} @ {x,x} 2-x,x1}

Figura 4.6: Exemplos imersoes de regioes planares.

Observacao 4.4 Nos exemplos mostrados na Figura 4.5, podemos observar que as ima-
gens pela imersao ¢ das curvas de bordo da regiao planar R, sao todas curvas bdsicas
de Arnold. Observamos que este fato ocorre de modo geral para todas imersoes ¢, obti-
das como na demonstragio do Lema 4.1. Com efeito, ¢ é obtida por meio de cirurgias
horizontais de regides planares de imersoes bdsicas. Com isso, cada curva de p(OR) é
resultado de somas de curvas bdsicas de Arnold. Mas, pela Observacdao 1.23, somas de
curvas basicas é ainda uma curva basica.
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4.1.5 Arvore balanceada

Lema 4.2 Seja T uma drvore balanceada, entdo para cada vértice v de T existe um
conjunto compativel de inteiros, em que cada elemento estd associado a uma aresta do
vértice v.

Demonstracao: Com efeito, seja X, = {x,y,...,z} a solugdo da equagao de compa-
tibilidade C,, = 2, obtida pelo Teorema 1.8. Os elementos de X, sdao numeros inteiros
pares satisfazendo a igualdade

rT+y+...+z=2
Dessa forma, o conjunto X, = {x — 1,y — 1,..., 2 — 1} é compativel.

Recordemos que na equacao de compatibilidade C, = 2 existe uma incognita para cada
aresta do vértice v. Com isso, cada elemento do conjunto compativel X, estd associado
de modo natural a uma aresta de v. Com efeito, dado um elemento de X,, digamos
xr — 1, existe uma aresta uv cuja incognita [, tem como solucao o inteiro x. = — 1 ¢
entdo o elemento de X, associado & aresta uv de v.0

Observacao 4.5 Na demonstracao do lema anterior, se u é um outro vértice de T
adjacente a v, entdo os inteiros em X, e X, associados d aresta vu sdo iguais uma vez
que estes inteiros sao solucoes da mesma incognita nas equagoes C, = 2 e C, = 2 do
sistema de equacoes associado a drvore T

O préximo teorema, caracteriza os grafos realizaveis por aplicacoes dobra da esfera,
e é devido a Hacon, Mendes e Romero [14].

Teorema 4.3 O grafo de uma aplicagcdo dobra (sem cispides) da esfera no plano é uma
arvore balanceada com peso nos vértices iguais a zero. Reciprocamente, qualquer drvore
balanceada com peso nos vértices iguais a zero € o grafo de uma aplicacdo dobra da esfera
no plano.

Demonstracao: (=) A primeira parte do teorema é consequéncia dos Coroldrios 2.1 e
2.6. De fato, seja f : S? — R? uma aplicacdo dobra da esfera no plano e seja G o grafo
associado a f. Queremos ver que Gy ¢ uma &arvore balanceada com peso nos vértices
iguais a zero. Pelo Coroldrio 2.1, Gy é uma arvore com peso nos vértices iguais a zero.
Por outro lado, como f é aplicagao dobra, segue do Corolario 2.6 que

V-V =gt —g~

onde V* e g% sdo respectivamente, o ntiimero de vértices com sinais & e o peso total dos
vértices com sinais £ do grafo G'y. Mas, como vimos, Gy tem peso nos vértices iguais a
zero e, consequentemente, g* = g~ = 0. Logo,

vt =v-
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ou seja, Gy é balanceado.

(<) Vamos denotar por vy,...,v; os vértices de T. Para cada vértice v;, i = 1,...,t,
considere o conjunto compativel de inteiros X, , conforme o Lema 4.2. Pelo Lema 4.1,
existe uma imersao ; : B; — R? de uma regiao planar R; cujo conjunto de indices de
Whitney é o conjunto compativel X,,.

Conforme a Observacao 4.5, dados dois vértices adjacentes, v; e v;, temos que os conjun-
tos X,, e XUJ. possuem um elemento em comum. Desta forma, devem existir duas curvas,
o e ag, nas imagens das componentes de bordo das regices R; e R;, respectivamente,
tendo o mesmo indice de Whitney, isto é, I,(a1) = I,(az). Mas, pela Observagao 4.4,
aq e ag sao curvas basicas de Arnold e, portanto, idénticas?.

Com isso podemos estender as aplicagdes @; e ;. Com efeito, sejam ¢; ' (o) e gpj_l(ag) as
componentes de bordo de I; e R; que sao pré-imagens das curvas a; e oo. Identificando
essas duas componentes de bordo numa tnica, denotada por 7, (Figura 4.7) obtemos uma
nova aplicagao ¢; : R; U R; — R? tal que @5 = ¢4, @4l r, = ¥j € cujas singularidades
sao pontos de dobra que ocorrem na curva 7 (note que esta curva separa as regioes R;
€ R])

Agora, considerando um outro vértice v,, adjacente a v; ou a v; e a imersao ¢, :
R,, — R? associada a ele, pelo mesmo raciocinio acima obtemos uma nova aplicacao
. 2 _ B L .

Pijm R,UR;UR,, — R tal que p;jm, RiUR; = Piis @ijm|Rm = VOm i cujas singularidades

sao pontos de dobra ocorrendo em 7 e na curva que separa as regioes R; U R; e Ry,.

Repetindo este processo até esgotar todos os vértices de T, obtemos uma aplicacao ¢, ; :
RiURyU...UR; — R? tal que para cada regiao R;, ©12.+ |r,= ¢; e cujas singularidades
sao pontos de dobra ocorrendo nas curvas que separam as regices. Afirmamos que @1o. ¢
é uma aplicacao de dobra da esfera que realiza o grafo 7. Com efeito, pela Proposicao

t
1.2, x(RiU...URy) = Z X(R;) e pelo Corolario 1.1, para cada regiao R;, temos
i=1

X(R) =2 —29(R;) — ki,
onde k; denota o niimero de componentes de bordo de R;.

Como R; é uma regiao planar, temos g(R;) = 0. O ntmero de curvas de bordo em R;
corresponde ao nimero de inteiros de X,, que ¢ igual ao numero de arestas do vértice
v, Ay,. Assim,

Somando as t parcelas, temos

Zx(&) = 2t—ZAvZ.

— ot— 24
= 2(t—A),

3Existe apenas uma, curva bésica de Arnold com o mesmo indice de Whitney k, onde k € Z.
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Figura 4.7: Simples exemplos de extensoes de imersoes de regioes planares.

onde A denota o nimero total de arestas de T. Como t corresponde ao nimero de
vértices de T, temos que

t—A=x(T).

Mas, pelo Teorema 1.5(a), se T é uma arvore, entao x(7') = 1. Logo,

t
X(RiU...UR) =Y x(R) =2,
i=1

portanto, R; U...U R; é uma esfera.

A cada extensao, as singularidades que surgem sao pontos de dobra, dai @15 ; € uma
aplicagao dobra. Além disso, a maneira em que as regides vao sendo conectadas garante
que a aplicagao @194 tem como grafo associado a arvore T' (com peso nos vértices iguais
a zero), ou seja, esta aplicacao realiza T'. [
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4.2 Aplicacoes dobra planares

No Corolério 2.6 do Capitulo 2 vimos que uma condi¢ao necessaria para que um grafo
seja realizével por aplicacao dobra é que ele satisfaca a relacao (V* —V7) = (g7 —g7).
Uma pergunta natural é se esta é também um condi¢ao suficiente. Nesta se¢ao daremos
uma resposta neste sentido para uma classe especial de aplicacoes dobra, as aplicagoes
dobra planares.

Definicao 4.6 Dizemos que uma aplicagao estavel é planar se todas as regioes do
complemento do conjunto singular sao planares.

- -

Figura 4.8: Aplicagao dobra do 2-toro no plano com tnica curva singular.

Exemplo 4.7 Na Figura 4.8 temos um exemplo de aplicagao dobra nao planar, cujo o
grafo associado satisfaz a relagao (VT — V=) = (g7 — g7). Tal aplica¢ao é dada pelo
mergulho de um 2-toro no espacgo tridimensional sequido de uma proje¢ao no plano.

+ +

Figura 4.9: Aplicacao dobra planar.

Exemplo 4.8 A Figura 4.9 mostra um exemplo de uma aplicagao dobra planar do 4-
toro no plano e o grafo da aplicacio. Como pode ser observado, todas as regioes do
complemento do conjunto singular da aplicagcao sao regioes planas e, consequentemente,
o grafo da aplicagao tem peso zero.
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No exemplo da Figura 4.9, o grafo associado a aplicacao é um grafo balanceado
de peso zero. Veremos a seguir (Teorema 4.4) que este fato caracteriza os grafos de
aplicagoes dobra planares.

O proximo teorema caracteriza os grafos realizaveis por aplicagoes dobra planares, e
¢ devido a Hacon, Mendes e Romero [15].

Teorema 4.4 Um grafo é o grafo de uma aplicacdo dobra planar se, e somente se, €
balanceado e todos 0s seus pesos sao iguais a zero.

Demonstracao: (<) Considere um grafo balanceado com pesos nos vértices iguais a
zero. Vamos provar que este grafo é realizavel. De fato, removendo algumas arestas deste
grafo, obtemos uma arvore balanceada que pelo Teorema 4.3, pode ser realizada por uma
aplicacao dobra da esfera no plano. Note que a aplicacao também é plana, ja que todos
os vértices da arvore tém peso zero. Adicionando a arvore cada aresta, outrora retirada,
e aplicando sucessivamente o Lema 3.2, chegamos que o grafo original é realizavel por
uma aplicagao estavel. Como cirurgias verticais nao introduzem cuspides, esta aplicagao
¢é de dobra. Como o grafo tem todos os pesos iguais a zero, esta é também uma aplicagao
planar.

(=) Seja f : M — R? uma aplicacao dobra planar e seja G o grafo associado a
f. Queremos ver que Gy ¢ um grafo balanceado com peso nos vértices iguais a zero.
Por hipétese, todas as regioes do complemento do conjunto singular de f sao regioes
planares. Consequentemente, todos os pesos de Gy sao iguais a zero. Por outro lado,
como f é aplicacao dobra, segue do Corolario 2.6 que

ViV =gt —g~

onde V* e g% sdo respectivamente, o ntiimero de vértices com sinais & e o peso total dos
vértices com sinais £ do grafo G'y. Mas, como vimos, Gy tem peso nos vértices iguais a
zero e, consequentemente, g7 = ¢~ = 0. Logo,

Vt=v-

ou seja, Gy é balanceado. [



Apeéendice 1

Neste Apéndice, vamos demonstrar o Teorema 1.8 que se encontra no capitulo de
preliminares. A demonstracao deste teorema envolve essencialmente conceitos basicos
de Algebra Linear e de Teoria de Grafos.

Teorema 1.8 Uma drvore € balanceada se, e somente se, o sistema de equacoes formado
pelas condigcoes de compatibilidade C, = 2 tem unica solu¢ao. Neste caso o conjunto
solugao € formado por inteiros pares.

Para a demonstracao deste teorema, vamos considerar os lemas 4.3, 4.4 e 4.5 a seguir.

Lema 4.3 Se a drvore € balanceada, entdo no sistema de equacoes formado pelas condi¢oes
de compatibilidade C,, = 2, cada uma das equacies é combinagao linear das demais.

Demonstragao: Dada uma &arvore balanceada, seu nimero de vértices deve ser par,
igual digamos 2n (neste caso, n corresponde simultaneamente ao nimero de vértices
positivos e negativos). Como a caracteristica de Euler da drvore é 1 (Teorema 1.5(a)) e
sendo o nimero de vértices igual a 2n, o seu nimero de arestas deve ser igual a 2n — 1.
Assim, as condigoes de compatibilidade formam um sistema de 2n equagoes (uma para
cada vértice) e 2n — 1 incégnitas (uma para cada vértice).

Sejam AT e A~ os conjuntos de vértices positivos e negativos, respectivamente. Para
cada equagao C, = 2 considere a expressao C,—2. Somando as expressoes das n equagoes

dos vértices positivos, temos
> (Co=2)=) IL,—2n,

vEAT

onde xy percorre todas as arestas. Analogamente, para os vértices negativos

> (Co=2)=) IL,—2n.

vEA~

Assim,
Y (C=2)=) (C,—2)
vEAt vEA~

Dessa tultima igualdade concluimos que cada equagao do sistema é consequéncia das
demais. [

67
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Lema 4.4 Se o sistema de equacgoes formado pelas condi¢oes de compatibilidade C, = 2
sobre uma drvore tem unica solucao, entao a drvore € balanceada.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que a arvore nao seja balanceada mesmo
com o sistema tendo tnica solucao. Seja V' o numero de vértices positivos e V™~ o
numero de vértices negativos. Somando as equagoes dos vértices positivos obtemos

Yooy=2vt=> L, =2V (4.1)

vEAT
onde zy percorre todas as arestas da arvore.

Analogamente somando as equacoes dos vértices negativos, temos

Y Cy=2m =Y I, =2V". (4.2)

vEAT

Como estamos supondo que a arvore é nao balanceada, V't # V~. Logo, as igualdades
(4.1) e (4.2) mostram uma incompatibilidade no sistema, o que implica que o sistema
nao tem solucao. Absurdo! [J

Lema 4.5 Seja T uma drvore com indices nas arestas satisfazendo, para cada vértice
v, a condi¢ao de compatibilidade C, = K. Se K ¢ um inteiro par, entdo todos os indices
nas arestas de T' sao pares.

Demonstracao: Seja T como no enunciado e suponhamos que K seja um inteiro par.
Vamos supor por absurdo que exista um vértice v de T', contendo alguma aresta cujo
indice é impar. Para que a equacao de compatibilidade sobre o vértice v, C, = K,
seja satisfeita, é necessario que mais alguma aresta de v tenha indice impar. Seja uv
esta aresta, onde u é um vértice adjacente a v. Como uv tem indice impar, para que a
equacao de compatibilidade sobre o vértice u, C, = K, seja satisfeita, é necessario que
pelo menos mais uma aresta do vértice u possua indice impar. Seja wu essa aresta, onde
w é um vértice adjacente a u. Pelo mesmo raciocinio usado anteriormente, podemos obter
uma outra aresta na arvore cujo indice é impar. Usando sucessivamente este raciocinio,
obtemos um caminho v, [v, ul, u, [u, w], w, ..., s, [s,t],t na arvore, cujo ultimo vértice ¢ é
um vértice extremo. Pela maneira em que foi obtido o caminho, temos que os indices
das arestas do caminho sao inteiros impares, inclusive o indice da aresta extrema st.
Isso é um absurdo, pois, a equagao de compatibilidade associada a um vértice extremo

implica que o indice na aresta extrema é exatamente o inteiro K que por hipotese é par.
O

Demonstracao do Teorema: (=) Sejam vy, va, . . ., vy 0s vértices extremos da &rvore.
Fixemos um vértice x distinto de cada um dos v;’s. Para cada v; considere o caminho
(tnico) que liga v; ao vértice x. Percorrendo os caminhos a partir dos vértices v;’s pode
ser que dois ou mais caminhos se encontrem em algum vértice, a partir do qual estes
caminhos coincidem. Os vértices em que dois ou mais caminhos se encontram serao
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chamados de vértices de encontro. Note que os vértices de encontro sao aqueles vértices
da drvore (distintos de x) que possuem mais de duas arestas. Para qualquer vértice v
defina d, como sendo o tamanho do caminho (tinico) entre v e *.

Vamos agora ver que as equagoes dos sucessivos vértices dos caminhos tém suas solugoes
determinadas de modo tnico. Observe que a equagao C',, = 2 para o primeiro vértice v;
no percurso possui apenas uma incognita, ja que o vértice v; possui apenas uma aresta.
Assim, esta equagao estd resolvida, sendo sua tnica solucao igual a 2. A partir desta
solugao as demais equagoes sao resolvidas de modo tnico. Com efeito, tomando um dos
caminhos, temos duas possibilidades: ou o caminho de v; até o vértice * nao possue
vértice de encontro ou algum vértice de encontro esta presente no caminho. No primeiro
caso, sejam wp, W, . . ., W, 0 sucessivos vértices percorridos entre o vértice v; e o vértice
*. As equacgoes em cada vértice wj, 7 = 1,...,p, possuem apenas duas varidveis, uma
para cada aresta do vértice. Assim, em cada equagao C,;, = 2 podemos resolver a
variavel da segunda aresta em funcao da variavel da primeira, isto é,

I

WjWyt1

=2 = Lu; yu,

Como ja observamos inicialmente, a equagao do vértice v; tem unica solucao, I, = 2.
Utilizando esta informacgao na equacao do vértice wy, encontramos de maneira inica uma
solugao e o valor para a variavel do segundo vértice, que é I,,,, = 0. Esta informacao
¢é entao utilizada para determinar uma solucao da equagao do proximo vértice wo € 0
valor para a segunda variavel de sua aresta. Este, por sua vez, é utilizado na préoxima
equacao. Repetindo este processo, encontramos, de maneira tnica, solugoes para todas
as equagoes dos vértices wy, wo, . .., w,. Note que os valores encontrados para as varidveis
das equacoes vao alternando entre 2 e 0. Em um percurso qualquer, num trecho que
tenha esta configuragao, isto é, em que nao ocorrem vértices de encontro, desde que se
tenha uma solucao para a equacao do primeiro vértice, podemos sempre aplicar este
procedimento e determinar de forma unica a solucao da equacao de cada vértice no
trecho. Este é o primeiro caso.

Agora, considere o caso de um percurso de um dos caminhos que tenham algum vértice
de encontro. Denotemos por u o primeiro vértice de encontro no percurso (é possivel
que existam outros vértices de encontro no percurso). Sejam wuq,us, ..., u; 0S vértices
adjacentes a u. Apenas um deles, digamos u, ¢ tal que d,, = d, — 1. Este é o vértice
adjacente de u mais proximo de . Nos outros vértices adjacentes temos d,,, =d, + 1 e
por eles passam caminhos distintos que vao se encontrar no vértice v, um total de t — 1
caminhos. Neste caso, a equacao do vértice u possui ¢ variaveis e é dada por

Ljw + Lygus + -+ Ly + Ly, = 2.

Sendo u um vértice de encontro tal que d, é méximo (ou seja, u é o vértice de encon-
tro mais distante de %), a configuragdo dos t — 1 caminhos que passam pelos vértices
U1, Ug, . .., U1, desde os vértices extremos até o vértice u, é idéntica ao do caso ante-
rior, isto é, nesses trechos dos percursos nao ocorrem vértices de encontro. Desta forma,
aplicando o mesmo procedimento usado anteriormente determinamos, de modo unico,
as solugoes das equacoes de todos os vértices anteriores a w. Em particular, obtemos
valores para as variaveis Iy, lusu, - - -, Lu,_yu que sao algumas das variaveis da equacao
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do vértice u. Resolvendo a equagao do vértice u para a variavel I,,,, obtemos
Ty, =2 —Tuju— Ligu — - — Luy_

Usando os valores obtidos acima, determinamos de modo tinico uma solucao para essa
equacao. Observe que o valor que a variavel I,,, deve assumir também é par.

A partir do vértice u, os t — 1 caminhos seguem num mesmo percurso até o vértice x. Se
neste percurso nao ocorrem mais vértices de encontro, entao aplicamos o procedimento do
primeiro caso e resolvemos de modo tnico todas as equacoes dos vértices seguintes, até o
ultimo vértice antes de x. Caso ocorra mais um vértice de encontro u entre u e x, devemos
analisar os outros caminhos que chegam nesse vértice. Se eles estao livres de vértices de
encontro, tendo apenas o vértice u, entao podemos utilizar o mesmo procedimento feito
em u e resolver a equacao de u. Caso haja nos outros caminhos que chegam a u vértices
de encontro diferentes de @, entao primeiro aplicamos o procedimento utilizado em u
nestes vértices, a comecar pelo vértice de encontro mais distante de x. Resolvemos cada
equacao nestes caminhos para entao aplicarmos este mesmo procedimento ao vértice .

Estamos supondo que no percurso o vértice u € tal que d, é maximo. Primeiro, resolve-
mos as equagoes de tais caminhos, conforme feito acima. Em seguida, dentre os outros
caminhos restantes, escolhemos aquele em que o primeiro vértice de encontro u tem d,,
méximo (dentre estes caminhos) e aplicamos o mesmo procedimento. Procedendo assim
para cada caminho restante, resolvemos de modo tinico as equacoes de todos os vértices
anteriores a *.

Pelo Lema 4.3, a equacao C, = 2 do vértice x é consequéncia das demais equagoes.
Assim, a partir das solugoes obtidas acima, uma solucao para a equagao desse vértice
fica determinada. Dessa forma, obtemos uma solugao para o sistema. Observe que
a solucao de cada equagao foi obtida de modo tunico, nao havendo possibilidade para
nenhuma outra solugao. Isso que garante a unicidade da solugao do sistema.

(<) A reciproca foi mostrada no Lema 4.4.

Para ver que a solucao do sistema formado pelas condi¢oes de compatibilidade sobre
uma arvore consiste de inteiros pares, basta utilizar o Lema 4.5 com K = 2.

O



Apendice 2

Neste apéndice, vamos da uma definicao mais rigorosa do conceito de soma de curvas
planas. Também vamos apresentar uma demonstracao para o Lema 1.1.

Somas de curvas planas

Dada uma curva plana I', seja S C R? uma componente conexa do complemento
da imagem de T" no plano, R? — Im(T"), e z € S um ponto qualquer nesta componente
(Im(T") representa o conjunto imagem da curva I).

Definicao 4.9 O indice, indr(S), da componente S é definido como o nimero de voltas
(no sentido hordrio) feitas pelo raio vetor de x a um ponto de I, quando este percorre
totalmente a curva na direcao definida pela orientacao desta. Note que este niumero nao
depende da escolha do ponto x em S. Mas depende da orientacdao de I'. O indice da
componente exterior € zero.

Na Figura 4.10 temos um exemplo de uma curva plana orientada. O indice de cada
componente é mostrado.

5
G/

0
Figura 4.10: Indices de componentes.

Dadas duas componentes adjacentes de algum arco de I', pela regra de Alexander
([8]), seus respectivos indices diferem por 1. Vamos denotar por ST a componente em
que o indice possui valor absoluto maior e por S~ a outra componente. Claramente,
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Definicao 4.10 Uma ponte de conexao entre dois arcos A(ay,by) e A(as, by) de cur-
vas planas orientadas I'y e 'y, respectivamente, € definido por um retangulo 3 encaixado
com vértices xy, Y1, Ta, Y2, tal que

(i) A(xkvyk> g A(a’k7bk)) k:"l??)'

(i) sN(I1Uly) = A(z1,y1) UA(xa,y2) (entdo B nao intercepta as curvas em quaisquer
outros pontos);

(iii) Os dois conjuntos ordenados {ay,x1, z2, a2} € {ba, y2,y1,b1} definem dois arcos ori-
entados cujas orientagoes sao compativeis com as de I'y e I'y (ver Figura 4.11);

(iv) Se denotarmos por S;" e S as duas componentes adjacentes das curvas 'y no arco
Alag,by), k = 1,2, entdo ou int@ C S; NSy ou intB C S{ NS, onde intf3
representa o interior do retangulo definido por [3.

vy 1

Nen s
N

Figura 4.11: Ponte entre dois arcos.

Definicao 4.11 A soma de duas curvas I'y e I'y € a curva obtida pela conexao de I'1 e
'y por uma ponte. Notacao: I'y & I's.

Neste trabalho estamos considerando um caso particular de somas de curvas planas.
Permitimos apenas somas de curvas que tenham indices de Whitney de mesmo sinal
(positivo ou negativo). Além disso, se os indices de Whitney das curvas forem positivos,
entao int3 deve estar contido na componente exterior dos complementos R?2—I"; e R2—T',
onde o indice é zero (Figura 4.12(a)). Caso os indices de Whitney sejam negativos, entao
int3 deve estar em componentes de R?—T"; e R? —T'y que sejam adjacentes & componente
exterior que, neste caso, sao componentes de indices iguais a 1 (Figura 4.12(b)).

Observacgao 4.12 Eziste uma relagdo entre o numero de pontos duplos de uma curva
basica de Arnold e seu indice de Whitney. De fato, se o indice de Whitney for positivo,
entdo ele € igual ao numero de pontos duplos da curva acrescido de uma unidade. Se
for negativo, entao ele € o oposto desse valor.

Lema 1.1 Se I'y e I'y, curvas planas, tém indices de Whitney p e q, respectivamente,
com p.q > 0, entao o indice de Whitney de I'y & 'y € igual a p+q — 1.
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-1 -1 —_ -
o ) ﬁ_\

a)

Figura 4.12: Somas de curvas planas com indices de Whitney de mesmo sinal.

Demonstragao: A condigao p.q > 0 significa que p e ¢ sdo nao nulos e tém os mesmos
sinais. Vamos inicialmente provar que o resultado se verifica para o caso de curvas
bésicas de Arnold. De fato, sejam K; e K; curvas basicas com indices de Whitney iguais
a p e a ¢, respectivamente. Temos neste caso que i = pe j =¢q. Se p,q < 0, entao a
soma K, ® K, é feita conforme a Figura 4.12(b), assim, vemos facilmente que K, ® K,
é uma curva basica cujo niimero de pontos duplos é dado por

D(K, ® K,) = D(K,) + D(K,) + 2,
onde D(K,) e D(K,) denotam os ntimeros de pontos duplos de K, e K, respectivamente.
Assim, pela Observacao 4.12, o indice de Whitney de K, ® K, é dado por

(K, K, = —(DK,® K, +1)
= —(D(K,)+ D(K,)+2)—1.

Mas, pela mesma observagao, podemos concluir que D(K,) = —p—1e D(K,) = —¢—1.
Logo,
](Kp@Kq) = —[(-p—1)+(-¢—-1)+2] -1
= p+q—1

Agora, se p,q > 0, entao a soma K, @ K, ¢ feita conforme a Figura 4.12(a) e, neste caso,
D(K,® K,) = D(K,)+ D(K,).
Assim, pela Observacao 4.12,
I(K,® K,) =(D(K,) + D(K,))+ 1.
Mas, pela mesma observagao, D(K,) =p—1e D(K,) =q— 1. Logo

I(K,®Ky)) =p+q—1.
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Dessa forma provamos o resultado para o caso de curvas basicas de Arnold. Usaremos
este caso particular para provarmos o caso geral.

Sejam Iy e 'y duas curvas planas com indices de Whitney iguais a p e ¢, conforme
o enunciado. Considere uma soma de I';y com I'y dada por uma ponte de conexao (3,
conectando arcos A(x1, ;) e A(xq, yo) nas curvas. Fixando estes arcos podemos deformar
homotopicamente as curvas I'; e I'y nas curvas bésicas K, e K, (Teorema 1.9). Efetuando
a soma entre K, e K, utilizando a mesma ponte (3, temos que o indice de Whitney de
K, ® K, é p+q—1. Agora, por meio dessas mesmas homotopias a partir de K, ® K,
podemos voltar para as curvas I'; e I'y, ja somadas. Dessa forma, os indices da soma de
I'y com I'y e de K, & K, s@o iguais (valendo p + ¢ — 1), como querfamos provar. [J
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