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Resumo

OLIVEIRA JUN IOR, Joao de Deus, M.Sc. Universidade Federal de Vicosa, Fevereiro
de 2010. Construcao de Superficies utilizando o Teorema de Poincaré. Ori-
entador: Mercio Botelho Faria. Co-orientadores: Simone Maria de Moraes e Fran-

cisco Dutenhefner.

Este estudo aborda a construcao de superficies compactas pelo quociente M?/G
onde a superficie M? ou ¢ o plano euclidiano, ou é o plano esférico, ou é o plano
hiperbdlico, G é um grupo de isometrias das respectivas superficies e esse grupo
é gerado pelos emparelhamentos de arestas dos poligonos. O Teorema de Poincaré
fornece um método de encontrar o grupo de isometrias G que consiste das fungoes de
emparelhamento de arestas dos poligonos associados. Mediante o uso deste teorema
nds construimos dois novos emparelhamentos de arestas generalizados (Capitulo
4), associados as tesselagoes {12n — 8,4} e {12u — 12,4}, respectivamente. Estas
tesselagoes fornecem empacotamento de esferas cuja densidade de empacotamento é
bem proxima do valor maximo 3/7. Tais emparelhamentos sao o ponto de partida
para a busca de codigos com 6timas taxas de transmissao para canais de multiplas

entradas e multiplas e saidas (MIMO).



Abstract

OLIVEIRA J UNIOR, Joao de Deus Junior, M.Sc. Universidade Federal de Vicosa,
February, 2010. Construction of surfaces using the Poincare’s Theorem.
Adviser: Mercio Botelho Faria. Co-Advisers: Simone Maria de Moraes and Fran-

cisco Dutenhefner.

This study deals with the surface of the compact quotient M?/G where the sur-
face M2 is either the Euclidean plane or the plane spherical or the hyperbolic plane,
G is a group of isometries of their surfaces, and this group is generated by matching
of edges of polygons. The Poincaré theorem that provides a method of finding the
group of isometries G the functions that the pair of edges of the polygons involved.
By using this theorem we construct two new pairings of generalized edges (Chapter
4) associated with the tessellations {12n — 8,4} e {12 — 12,4}, respectively. These
tessellations provide packing of spheres whose packing density is very close to the
maximum 3/m. Such pairings are the starting point for finding codes with optimal

transmission rates for Multiple-Input Multiple-Output (MIMO).
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Introducao

O presente texto aborda o estudo de emparelhamento de arestas de poligonos
ao qual construiremos superficies compactas baseadas em quocientes M?/G, onde a
superficie M? ou ¢ a esfera S?, ou é o plano euclidiano R2, ou ¢ o plano hiperbdélico
H? ¢ G é um grupo de isometrias da respectiva superficie. Os casos euclidianos e
esféricos sdo bem conhecidos (veja secao B.2), mas o caso hiperbélico nao foi tao
explorado e serd nosso foco durante o desenvolvimento deste trabalho ([3], [12], [11],
[18] e [22]).

Para conseguirmos tais quocientes M?/G faremos uso do Teorema de Poincaré
(Capitulo 3) que nos fornece uma maneira para encontrarmos estes grupos G que
consiste das funcoes de emparelhamento das arestas dos poligonos fundamentais
associados. Apos o estudo detalhado deste teorema nds geramos novos emparelha-
mentos e, portanto, novos grupos, que estao expostos no Capitulo 4. Além disto,
fizemos o calculo da densidade de empacotamento relacionada aos empacotamentos
de esferas obtidos atraves dos emparelhamentos de arestas gerados (4).

O principal objetivo do problema de Empacotamento de Esferas é a busca pela
maior densidade possivel de empacotamento. Em [23, pagina 241], Toth apresen-
tou o limitante méaximo para esta densidade no plano hiperbdlico. Segundo ele, a
densidade de empacotamento ¢ limitada superiormente por %

Em [5, Cép. 4 Teorema 4.1.1] foram feitos estudos assintéticos para reticulados
do tipo {p, ¢} . Demonstraram que assintoticamente’, a densidade de empacotamento
nao atinge o valor % Porém, temos que % ¢ atingido por empacotamentos de
horobolas {oc, 3}.

Assim, quando consideramos um reticulado da forma {p, ¢}, temos um empa-
cotamento de esferas associado. A busca por empacotamentos reticulados 6timos,
no sentido da maior densidade possivel, esta ligada a busca de codigos 6timos, pois
maior densidade de empacotamento implica em menor probabilidade de erro.

A relevancia dos resultados que apresentaremos neste trabalho para empaco-

tamento de esferas, estd no fato que reticulados hiperbélicos do tipo {12n — 8,4}

! Assintoticidade no sentido de p e ¢ tenderem a infinito, onde p e ¢ determinam um

ladrilhamento {p, ¢} .



e {12 — 12,4} fornecem empacotamentos com densidades préximas ao empacota-
mento 6timo em relagao a densidade de empacotamento no plano hiperbdlico. Vale
ressaltar que a busca por novos emparelhamentos é o processo inicial para encon-
trarmos os grupos Fuchsianos Aritméticos que estao diretamentes relacionados com
a construcao e rotulamento de constelagoes de sinais geometricamentes uniformes
[4]. Esses grupos Fuchsianos Aritméticos nos fornecem cédigos com altas taxas de
transmissao sobre canais com multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO), [1].
Dai, nosso interesse em explorar os emparelhamentos de arestas de poligonos, em
particular os poligonos com 127 — 8 e 12u — 12 arestas (segoes 4.2 e 4.3).

Antes de iniciarmos o trabalho apresentamos um resumo do que estd feito em
cada capitulo.

No Capitulo 1, estudaremos o plano hiperbdlico por meio de dois modelos, o semi-
plano superior e o disco de Poincaré. Iremos apresentar o comprimento hiperbdlico
e a distancia hiperbdlica, descreveremos as geodésicas e as isometrias tanto no semi-
plano superior quanto no disco de Poincaré e apresentaremos uma classificacao das
isometrias. Além disso, descreveremos o angulo, a area hiperbdlica e por fim co-
mentaremos sobre a construcao de um poligono hiperbdlico.

O Capitulo 2 foi utilizado para apresentar grupos fuchsianos e dominios funda-
mentais. Os grupos fuchsianos sao grupos discretos de isometrias do plano hiperbdlico.
A teoria, descrita no capitulo estd bem estruturada. O texto pode ser encontrado
no artigo Théorie dés Groupes Fuchsiens publicado por Poincaré em 1882 ([18]).
A Teoria de Grupos Fuchsianos é bem acessivel devido a existéncia de modelos
euclidianos (semi-plano superior e o modelo do disco de Poincaré) para espagos
hiperbdlicos. O pré-requisitos formais nao sao muitos, basta conhecer a linguagem
bésica de variedade riemanniana, definicoes basicas da Teoria de Grupos, nocoes de
Topologia Geral, nocoes de topologia Algébrica, bem como o conhecimento de grupo
fundamental e caracteristica de Euler.

O Teorema de Poincaré foi apresentado no Capitulo 3 onde fizemos sua demon-
stragdo. Veremos no Capitulo 2 que qualquer grupo fuchsiano G agindo sobre
um disco unitario A possui um dominio fundamental D, em particular, possui um
poligono convexo fundamental P. E existe uma colecao de emparelhamentos g, de
arestas do poligono P que geram G. O Teorema de Poincaré estd interessado em
inverter esse processo, ou seja, comegar com um poligono convexo hiperbdlico e um
conjunto de transformagoes de emparelhamentos de arestas e assim obter um grupo
Fuchsiano G.

O dultimo Capitulo, 4, ficou reservado para os emparelhamentos que nds con-
struimos. Iniciamos apresentando uma secao com a definicao de emparelhamento
de aresta e em seguida apresentamos em duas secoes os emparelhamentos general-

izados que nés construimos. Estes estao relacionados aos ladrilhamentos regulares



{12n — 8,4} e {12u — 12,4}. Finalizamos o Capitulo com mais duas segdes onde
tratamos casos particulares de emparelhamentos de arestas de poligonos hiperbélicos

de 16 arestas e 18 arestas, respectivamente.



Capitulo 1

Geometria Hiperbdlica

A Geometria Hiperbodlica constitui o ponto de partida para os capitulos seguintes.
Sendo assim, apresentamos conceitos e resultados de geometria hiperbdlica que serao
usados nos proximos capitulos. Pretendemos simplesmente nos situar com respeito
a essas ferramentas, de modo que foge aos nossos objetivos a demonstragao de
todos os resultados aqui apresentados. A primeira secao deste capitulo trata das
transformagoes Mobius para o caso (n + 1)-dimensional de espago hiperbélico, mas
estamos interessados no caso bi-dimensional da Geometria Hiperbdlica. Mais adiante
neste capitulo, estudaremos dois modelos da Geometria Hiperbdlica plana, bem
como as isometrias em cada modelo apresentado. Além disso, iremos fazer um breve
comentario sobre angulo hiperbdlico, area hiperbdlica e poligono hiperbdlico. Para
este estudo, nds baseamos nos textos [5], [11], [19], [20], [21] e [26].

1.1 Transformacoes de Mobius

Nesta secao, apresentaremos as as transformacoes de Mobius que sao vistas com
transformacgoes que mantém um disco ou um semi-plano invariantes. Mais adiante,
estudaremos modelos para a Geometria Hiperbdlica. Em um deste modelos, o mo-

delo de semi-plano superior,
]H[TLJrl = {ZL‘ = (1'17 ...,xn+1) € RnJrl | Tpt1 > 0}7

assumiremos que os arcos de circunferéncia e os segmentos de retas ortogonais ao
bordo

{ZL‘ = (xla "'>xn+1) € R™*! | Tntl = O} ’

serao as “linhas retas”deste modelo. Como a nossa abordagem sera essencialmente

riemanniana e nao axiomatica, torna-se interessante estudarmos as transformagoes



que mantém H"! invariante, assim como o conjunto de suas “linhas retas”. Estas
transformacoes sao assim chamadas transformacoes de Md&bius.

Agora, introduziremos dois tipos de transformagoes de Mobius, as inversoes e a
reflexdes. Para isso, considere o Espaco Euclidiano R™ e sua compactificacao por
um ponto R = R” (J{oo}, onde as vizinhas do ponto co (chamamos de ponto ideal)
sao da forma (R™\A)J{oo} onde A é um conjunto compacto qualquer de R™. O

conjunto I@?’ ¢ homeomorfo a esfera
qn — {:L‘ = (X1, ey Tpy1) € Rt | |(1, ...’xn+1)|2 _ x% 1o +$i+1 _ 1} .

De fato, considerando a imersao ¢ : R"® — R dada por 1(zy, ..., ,,) = (21, ..., Ty, 0).

Podemos definir a projecao estereografica
iy S"\N — o(R") = R7,

onde N = (0,...,0,1) é o polo norte da esfera S™. Esta projecao é definida do
seguinte modo:

Dado um ponto x € S™\ N, existe uma tnica reta determinada por x e por N,
sendo © # N, sua tltima coordenada ¢é diferente de 1, logo a reta passando por
x e por N intersecta o hiperplano ¢(R™) em um tnico ponto que denotaremos por

’

wn(z). E simples verificar que se x = (21, ..., Tp, Tpi1), entao

1
ﬂ-N(x):il—:E »

(.Z'l, vy Ly xn+1>.
Além disso, podemos verificar diretamente que 7y é um homeomorfismo. Ainda, se
(n)nen for uma sequéncia em S™, temos

lim z, = N & lim |7y (z,)| = .
n—oo n—oo

Portanto, ao adicionarmos um ponto ideal em R™ e definirmos suas vizinhas
como definido acima, a projecao estereografica se estende a um homeomorfismo

i : 8™ — R Denotaremos por S, (a) a esfera em R™ de centro a e raio 7.

Definicao 1.1.1. Dada uma esfera S = S,(a) em R"™, definimos uma inversao em
torno de S como sendo a aplicagdo 1s : R* — R tal que 15(a) = 00, 15(c0) =a e

para x # a,00, 15(x) € o tinico ponto da reta ax tal que la — x| |a —15(z)| = r*.

Proposicao 1.1.2. Dada uma esfera S = S,.(a), para todo x # a, 00, temos

. 9 T —a
ZS(.T;)—G/"‘T m

Demonstracgao:

2 z—a
lz—al

a— (a—i—rQ%)’ =r*la — 1
r—a

bt

De fato, como os ponto x,a e a+r 5 820 colineares, temos

T—a 9

la — x| =r

|z —al?



Vamos considerar um hiperplano compactificado P = Pi(a)|J{oc}, onde
P,(a) ={z € R" | (z,a) =t} é um plano de R" e a € R".

Definicao 1.1.3. Definimos a reflexao 1p em P como sendo a aplicagao que a

cada ponto x € R™ associa a um ponto 1,(x) tal que o segmento x1p(x) € ortogonal

a P e intersecta o plano P em seu ponto médio.

A partir daqui, nesta se¢do, entenderemos por esferas tanto as esferas S,.(a) como
os hiperplanos compactificados P;(a)|J{oo}. Neste caso, denotaremos a esfera por
> e reservaremos a notacao S e P para os casos a distin¢ao for relevante.

Agora, apresentaremos resultado que estao demonstrados na referéncia [5], Segao
1.2.1.

Proposicao 1.1.4. Seja 15 uma inversao na esfera S. Entao, para toda esfera ),

15(>°) € uma esfera.

Proposicao 1.1.5. Sejam S = S.(a) e S" = S..(da’) duas esferas e P = Py(b) um
hiperplano. Entao,

i) sea € P,1g(P) =P e sex ¢ P, entio 15(P) é uma esfera contendo o ponto

ii) se a € ', entdo 15(S") é um plano e se a ¢ S', entdo 15(S") é uma esfera.

Demonstracgao:

Pela Proposicao 1.1.4, basta notarmos que 25(a) = oo e 15(00) = a. ®

Definicao 1.1.6. Uma aplicacdao diferencidvel ® : R™ — R™ € dita conforme se ¢

preserva angulo entre curvas continuamente diferencidveis.

Proposicao 1.1.7. Para toda esfera S = S,(a), a inversio é uma aplicagdo con-
forme de R™\{a}.

Definicao 1.1.8. Uma transformacao de Mobius de R" ¢ uma composicao de
um numero finito de reflexoes em hiperplanos e inversoes em esferas. O conjunto das
transformacoes de Mobius é chamado grupo geral de Mobius o qual denotaremos
por GM (@)

Definigao 1.1.9. O grupo de Mébius M(@) ¢ o subgrupo de GM(H/@) formados

pelas transformacgoes de R™ que preservam a orientagao.

Assim, temos a definicao das transformacoes de Mobius para o Espaco Hiperbdlico
(n+1)-dimensional. Mas estamos interessado no caso bi-dimensional, e assim, neste
o grupo geral de Mébius e o grupo de Mobius ficarao denotados por G M (I@) eM (I@),

respectivamente.



1.2 Modelos Hiperbdlicos

Apresentaremos dois modelos convenientes para o nosso trabalho que sao: o
semi-plano superior, que denotaremos por H?, e o modelo do disco de Poincaré (ou
disco unitdrio), que serd denotado por D?. Veremos que h4 algumas vantagens em
cada um desses dois modelos. Por exemplo, uma vantagem do modelo de disco
de Poincaré sobre o semi-plano superior é que o disco unitario ¢ um subconjunto
limitado do plano euclidiano e assim, podemos visualizar todo o plano hiperbdlico
facilmente sobre uma folha de papel. E uma vantagem do semi-plano superior sobre
o disco de Poincaré é a facilidade com que as coordenadas cartesianas podem ser

utilizadas nos calculos.

1.2.1 Semi-plano Superior H?

O modelo do semi-plano superior H? ¢ o conjunto de niimeros complexos z

com parte imaginaria positiva, ou seja,
H* ={z€C | Im(z) >0} = {(z,y) €R* | y > 0},

dotado com a métrica riemanniana

dx? + dy? d v dz? + dy?
ds2:L2y,ouseja,ds:I| ?'): vy ,onde z = x + yi
Y m(z Y

e sua fronteira é dada por
OH® = {z € C | Im(z) = 0} | J{oo}.

Definigao 1.2.1. Seja o : [0,1] — H? um caminho diferencidvel no semi-plano

superior. Entio o comprimento hiperbdlico de o em H? é dado por

Yool (t)]
||UHH2:/O et e

Para efeito de simplificacao, quando nao houver nenhuma possibilidade de con-

fusao, denotaremos o comprimento hiperbdlico em H? simplesmente por ||o]|.

Definigao 1.2.2. Sejam dois pontos z,w € H? e o : [0,1] — H? um caminho
diferencidvel em H? com o(0) = z e o(1) = w. Definimos a distancia hiperbdlica
em H? por

d(z,w) = infl|o]].

Quando nao houver possibilidade de confusao, denotaremos a distancia hiperbdlica
em H? simplesmente por d, mas para evitar confusdo, em alguns casos usaremos a

notacao dpye.



Proposicao 1.2.3. O semi-plano superior H? com a distancia d é um espaco métrico
(H?, d).

Demonstracgao:
Sejam 21, 2y, 23 € H2 e 0 : [0, 1] — H? um caminho diferencidvel em H? tal que,

0(0) =z e (1) = 23, assim temos:

. . o’ = 1 o
(i) d(z1,23) > 0, pois como Iln[%)] > 0, entao, [|o|| = [, Ilm[((:(t‘ dt > 0. Por-

tanto, d(z1, z3) = inf||o|| > 0. A igualdade vale se, e somente se, 2; = z3.

(ii) d(z1,23) = d(z3,21). De fato, seja A : [0,1] — H? um caminho diferencidvel
em H? dado por A(t) = o(1 —t) tal que A(0) = 23 e )\(1) = z; assim,

d(z1, 23) = mf||a||—mf/ dt
d(z3,21) = mf||)\||—mf/ |Xt dt
Agora, considere a aplicagao
h :10,1] — [0,1]
t—1-—t
Assim, temos
e @) M o ()[R
d(21,23)—mf/0 mdt = inf . Wdt
PG
= Tl
Y G (IO)]
=y Tkt
_ Lyl
= inf i mdt—d(zg,zl)

(ili) d(z1, 23) < d(z1, 22) +d(22, 23). De fato, considere os caminhos diferencidveis
AL, Az ¢ [0,1] — H? em H?, com A(0) = 21, Ai(1) = Aa(0) = 25 € A\o(1) = 23. Agora
defina o caminho A : [0, 1] — H? por

Ap(2t 0<t<1/2
Ay =] M@ se 0=tz
X2t —1) se 1/2<t<1
Assim, A é um caminho diferencidvel em H?, com A(0) = z; e A\(1) = 23 e ||\|| =

[|A1]] + [|A2]], de modo que

d(z1, z3) = inf||M| <infl|M]| + infl|Aa|| = d(z1, 22) + d(z1, 22).



Definigao 1.2.4. Uma isometria em (H?, d) é uma transformagio de H? em H?
que preserva a distancia hiperbélica d. Denotaremos por Isom(H?) o grupo formado

por todas as isometrias de (H?,d).

Agora enunciaremos dois resultados demonstrados em [5], Se¢ao 1.3.1. O primeiro
diz que as transformacoes de Mobius sao isometrias de H? e o segundo diz que as
transformacoes de Mobius age transitivamente sobre o conjunto de todos os semi-

circulos e semi-retas ortogonais ao eixo real.

Teorema 1.2.5. A métrica riemanniana

dr? + dy?
ds? = 2 T —z Y
Y
de H? € invariante pela acdo de elementos ® € GM(I@), ou seja, GM(I@) C

Isom(H?).

Teorema 1.2.6. Seja C o conjunto formado por todos os semi-circulos e semi-retas

ortogonais ao eiro real. Entao GM(I?&) age transitivamente sobre C.

Definigao 1.2.7. Sejam z,w € H? tal que z # w. Uma geodésica (ou segmento
geodésico) definida por z, w é uma curva de comprimento minimo entre os pontos

2z ew em HZ.

Teorema 1.2.8. As geodésicas no semi-plano superior H? sdo as semi-retas verticais

ao eixo real e os semi-circulos com centro sobre o eixo real.

Demonstracgao:

Sejam z,w € H? e ¢ : [0,1] — H? um caminho diferencidvel em H? tal que,
llo]| = d(z,w) com o(0) = z e 0(1) = w. Suponha, primeiramente, que z = ia e
w = 1b com 0 < a < b, ou seja, que z e w estdo no eixo imaginario. Aplicando a

diferenciabilidade por partes em o(t) = (x(t),y(t)), temos

IS

Y

Lo ()] Ly (@) + (@) L
loll = [ o= ez [ e
E o [fdy b
> /Owdt—/a » —lna.

Como lng ¢ o comprimento hiperbélico do segmento do eixo imaginario ligando ia

S

e ib, entdao é uma semi-reta vertical ao eixo real. Agora, considere z e w arbitrarios
em H?2, tome L como o tinico circulo com centro sobre o eixo real ligando esse dois
pontos. O Teorema 1.2.6 nos garante que é possivel encontrar uma transformacao
de Mobius v que leva L no eixo imaginario, utilizando o argumento acima conclui-se

que L é a geodésica ligando z e w.



Para provarmos que as semi-retas verticais ao eixo real e os semi-circulos com
centro sobre o eixo real sao todas as geodésicas de H?, consideremos z,w € H? e uma
curva C ligando estes dois pontos. Seja L o semi-circulo ou a semi-reta ortogonal
OH? contendo z e w. Sem perda de generalidade, podemos supor que L seja uma
semi-reta (caso contrario, pelo Teorema 1.2.6 podemos levar L a uma semi-reta).
Nesta situacao, se observarmos a primeira parte parte desta demonstracao temos

queC=L. =

Observagao 1.2.9. Seja L uma geodésica (ou um segmento geodésico) em H?Z.
Entao, pelo Teorema 1.2.6, existe uma transformacao de Mobius que aplica o seg-

mento L no eixo imagindrio.

Denotaremos o segmento geodésico ligando z e w por zw. Dizemos que um
ponto & esta entre z e w, quando £ € zw. Neste caso, dizemos que z, w e & sao

colineares e que cada geodésica possui dois pontos finais.

1.2.2 Disco Unitario ou Disco de Poincaré D?

O modelo do disco unitario ou disco de Poincaré ¢ o conjunto de niimeros

complexos z que tém modulo menor que um, ou seja,
D*={z€C| 2| <1} = {(z,y) € R* | |(z,y)| < 1}

dotado com a métrica a riemanniana

4(dx? + dy?
gs = , | Hdz? + dy?)
1— (22 +y?)
e sua fronteira ¢ 9D? = {z € C | |z| = 1}.

Considere a aplicacao
z—1

H? > D® dad = .
n ada por n(z) = ———

(1.1)

Essa aplicacao transforma o plano H? em D?. E f4cil verificar que a aplicagao n é
uma bijegao.

A inversa da aplicacao n que transforma o disco unitario D? em H? é dada por

p=n"' :D*—H® dadapor p(z)=rn"(z)=Z.

Seja o : [0,1] — D? um caminho diferencidvel no disco de Poincaré, assim
poo :[0,1] — H? é um caminho diferencidvel no semi-plano superior. Assim,

o comprimento hiperbdlico em D? de o, é dado por

ool [ Mo [ @l )
It =lixele = | eiccoyan® =, ‘ot
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Calculando a derivada de p, temos

/ __72 e mlu(z _1_7|Z|2
M(Z>_(—iz—|—1)2 Imp( >]_|—z’z—|—1|2’

e dafl
1 9 /
pr— = e — tdt-
ol = llno ollee = | Tl @)

Para efeito de simplificagao, quando nao houver possibilidade de confusao quanto

ao uso das notacoes de comprimento hiperbolico de um caminho o, denotaremos o

comprimento em D? simplesmente por ||a]|.

Definicao 1.2.10. Definimos a dist@ncia entre dois pontos z e w em D? por

dp2 (2, w) = de2 (' (), 1™ ().

Quando nao houver possibilidade de confusao quanto ao uso das notagoes de

distancias, por simplicidade, denotaremos a distancia em D? simplesmente por d.

Proposicao 1.2.11. O disco unitario com a métrica dpz é um espaco métrico

(D2, ).

Demonstracgao:

A demonstragao é andloga a demonstracao da Proposicao 1.2.3. m

Proposigao 1.2.12. Sejay uma isometria em H?. Entdo noyon™! é uma isometria

em D? (n € a aplicagao dada em 1.1).

Demonstracgao:

Sejam u, v € D? entao,

dp2(nyn " (w),myn () = dg2(yn~ (w), v~ (v))
= dg2(n"'(u),n ' (v))
= dp2((u), (v)).

Logo, no~yon~! é uma isometria em D?. m
As geodésicas do disco de Poincaré sao as imagens por n das geodésicas do semi-

plano superior H?2.

Teorema 1.2.13. As geodésicas no disco de Poincaré sao os diametros do disco ID?

e 0s arcos de circulos que intersectam perpendicularmente o OD?.

Demonstragao:

Como a aplicacao 1 é uma isometria no plano complexo que preserva angulo entre
curvas e transforma circulos em circulos, entao 7 leva o eixo real na fronteira do disco
unitdrio D?. Assim, as curvas de comprimento minimo em H? sao levadas nas curvas
de comprimento minimo em D?. Portanto, as geodésicas em D? sdo os diametros do

disco D? e os segmentos de circulos que intersectam perpendicularmente & OD?. =
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1.3 Angulo

Definimos angulos no semi-plano superior H? da mesma forma que definimos na
Geometria Euclidiana. Para ver o porque desse fato (e, na verdade, para ver como
o conceito de “angulo”é realmente definido), precisamos fazer um ligeiro desvio e
recordar alguns fatos da Algebra Linear.

Comecamos por descrever como os angulos sao definidos no plano Euclidiano R2.
Seja (z,y) € R? e suponha que v = (vy,v7), w = (wy, wy) sdo dois vetores em H? no
ponto (x,y). Definimos um produto interno < -,- > entre os dois vetores v, w no

ponto (z,y) por
<V, W > (g )= V1W1 + V9wWsy.

Definimos a norma de um vetor v no ponto (x,y) por

19l o) = /< 0,0 > (o) = m

A Desigualdade de Cauchy Schwartz diz que

| <v,w > |(:v,y) = ||U||(:v,y)||w||($7y)'

E definimos o angulo (euclidiano) § = Zv, w entre os vetores v, w no ponto (z,y)

por
<v,w >(m7y)

ol @wllwll @

Note que nao estamos interessados no sinal do angulo. Para os objetivos deste

cost =

trabalho, os angulos serao considerados com a mesma medida independentemente
do sentido considerado, ou seja, Zv,w = Zw,v.

No semi-plano superior H?, temos uma definicio semelhante de angulo, mas
usamos um produto interno diferente. Seja z € H? um ponto do semi-plano superior
e v, w dois vetores no ponto z. Definimos o produto interno de v por w no ponto

z denotado por < v,w >, como sendo

<v,w >,= viwy + vaws),

1
Im(z)2(

2

isto é, o produto interno usual euclidiano dividido pelo fator 1/Im(z)?. Também

definimos a norma do vetor v em z por
1
v, = V< v,0 >, = ——— /vl + 0l
| | | |Z z [m(z) 1 2
A desigualdade de Cauchy Schwartz é preservada e podemos definir o angulo 6 =
/v, w entre dois vetores v, w no ponto z por

<v,w >,

cosf = .
[[o]|2|[w]]
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Observe que os termos envolvendo Im(z) sao cancelados e assim esta definigao
de angulo coincide com a definicao Euclidiana.

Suponha que temos dois caminhos o, e o, diferencidveis em H?, que se intersec-
tam no ponto z € H2. Escolhendo adequadamente as parametrizacoes dos caminhos,
podemos assumir o1(0) = z = 05(0). Assim, o angulo entre o1 e oy em z é definido
como sendo o angulo entre os vetores tangentes o7(0) e 04(0) que denotamos por

Zo1(0),05(0).

Figura 1.1: Angulo formado por dois caminhos diferencigveis em H2.

A definicao de angulo acima também se aplica ao disco de Poincaré D2,

1.4 Area Hiperbdlica

Antes de definirmos areas hiperbdlicas, vamos recordar a definicao de compri-
mento hiperbdlico de um caminho diferenciavel.
Seja o : [0,1] — H? um caminho diferencidvel no semi-plano superior, entao o

comprimento hiperbdlico de o, ||o||, é dado por

' lo'(1)] |
Iell= | Tlo (o]~ / Tm(z)

Pela discussao na Secao 1.3, podemos escrever o comprimento hipérbolico como

1
o] = / 16/(8) oo

Intuitivamente, estamos aproximando o caminho ¢ por vetores de comprimento
|0’ (t)||o(t) € entdo integrando.

Seja A C H? um subconjunto do semi-plano superior. Como podemos intuiti-
vamente definir a drea de A? Se tomarmos um ponto z € A, podemos aproximar
a area perto de z, tendo um pequeno retangulo com lados dz e dy. A area desse

retangulo ¢ dada pelo produto dos comprimentos dos lados, ou seja,

dzdy.
Im(z)xy

Assim, temos a seguinte definicao:

13



Figura 1.2: Aproximagao por vetores de comprimento ||o’()|[)

Definicao 1.4.1. A drea hiperbdlica de um subconjunto A C H? é definida como

. 1 1
AT@CLHQ(A)://AWGZZZ//AECMC@

Seja A C D? um subconjunto do disco unitério. Para definir a drea hiperbdlica

sendo

em D? usaremos a aplicacao n para transferir a deﬁnigéo de 4rea de H? para D?. Na

verdade, pode-se verificar que se A C D?, entao pu(A) =n"~ (A) C H?, assim

Areapz(A) = Areay: (u // T2
m(z

Mas, para um caminho diferencidvel A em D?, yo X é um caminho diferencidvel em

H?, dai
_ _ 1 Y R RN O]
HAHDQ - ||NO)‘HH2 = /Mo)\ ]m(z)dz —/; mdt

e, assim

[ e [ (LY (2 Y

Logo a drea de A C D? ¢ dada por

4

dreama(A) = [ — L 4.
reap:(4) /A<1—|z|2>2z

1.5 Poligonos Hiperbdlicos

Na Geometria Fuclidiana um poligono de n arestas ¢ um subconjunto do plano
euclidiano delimitado por linhas retas. Assim, as arestas de um poligono euclidiano
sao formados por segmentos de geodésicas euclidianas. Um poligono hiperbdlico é
definido de maneira anéloga.

Nessa segao trabalharemos apenas com o semi-plano superior e tudo o que for

feito para H? serd valido para D2.

Definigao 1.5.1. Sejam z1, ..., 2, € H?|JOH?, um poligono hiperbdlico P com

vértices zy, ..., z, € uma regiao limitada por raios ou segmentos geodésicos

Z1%25 -ovy Zn—1%n, Zn<1-
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Veja que na definicao acima, esta incluida a possibilidade de termos um ou mais

vértices na fronteira. Esses vértices sao chamados de vértices ideais.

@ ©
X

Figura 1.3: Triangulos hiperbdlicos em D? e em HZ.

Teorema 1.5.2. Seja P um poligono hiperbolico de n arestas com vértices vy, ..., v,

e angulos internos ay, ..., au,, entao
Areag:(P) = (n = 2)m — (a1 + ... + a).

Demonstragao:
Primeiramente, vamos mostrar para n = 3, ou seja, vamos mostrar que a area
de um triangulo hiperbdlico em H?, com vértices vy, v2, v3 € angulos internos a, 3, 6,
¢ dada por
Areamz(A) =7 — (a+ 8+ 6).

1° caso: Suponha, que um dos vértices, digamos v3, seja um vértice ideal de modo
que o angulo ¢ neste vértice seja nulo. Como as isometrias preservam areas, podemos
assumir que os vértices v e vy pertencem a circunferéncia |z| = 1 e v3 = 0o, de modo
que as arestas ligando os vértices v; e vy a v3 sao semi-retas verticais determinadas

pelas equacoes © = a e x = b, respectivamente. Assim, temos

. 1
Areagz(A) = —dzdy
AY

b o 1

- [ (L)
a 122 Y

b
1

/a ﬁdx, fazendo z = cosf (0 < 6 <)
B _ginb

- / "4 =7 —a— B

stnd
2° caso: Suponha que nenhum dos vértices seja um vértice ideal. Neste caso,
prolongamos uma das arestas do triangulo em uma das diregoes, por exemplo, a
aresta contendo os vértices vy e vy, na dire¢ao de vy até encontrar o eixo real (veja
Figura 1.4).
Considerando o vértice ideal vy, obtemos dois novos triangulos, Ay e Ay deter-

minados pelos vértices {vq, v3,v4} € {v1,v3, 04} respectivamente. O angulo de A4

15



Figura 1.4: Area de um triangulos hiperbdlicos.

em vy é m— 3 e o angulo de ambos os triangulos no vértice ideal vy é 0. Denotamos

por 6 o angulo de A; no vértice vs. Assim, temos Ay = A(JA; e

Areag:(A) = Areag:(As;) — Areagz(A;)
= n1—a—0+0)—(n—0—(r—p))
= 17— (a+p+9).
Para obtermos a area de um poligono hiperbdlico P de n > 3 arestas, com vértices
vy, ..., Uy € angulos internos aq, ..., ay,, basta dividi-lo em n triangulos hiperbdlicos

com um vértice em comum. Como ja sabemos calcular a area de um triangulo, entao

ao somarmos as areas de todos os n triangulos de P, obtemos a area de P dada por

Aream:(P) = (n — 2)7 — (g + ... + a).

Agora, enunciaremos dois resultados, encontrados na referéncia [3] Secao 7.16,
que diz respeito a poligonos convexos hiperbdlicos. O primeiro é condicao neces-
saria e suficiente para um poligono hiperbdlico ser convexo e o segundo estabelece

a existéncia de poligonos através dos seus angulos internos.

Teorema 1.5.3. Seja P um poligono hiperbolico com angulos internos 6y, ...,0,.

Entao P ¢é convexo se, e somente se, 0 < 0; <, para cada i =1,...n.

Isto é consequéncia imediata do Teorema 1.5.2, pois, a condicao necessaria para

a existéncia de um poligono com angulos internos 64, ..., 0, é
O +..+6,<(n—2)m.

Teorema 1.5.4. Sejam 64, ..., 0,, angulos ordenados por alguma n-upla e 0 < 6; < 7,
para cada it = 1,..n. Entao existe um poligono hiperbolico P com angulos internos

01, ...,0, formandos nesta ordem ao redor de OP se, e somente se,

O +...+60,<(n—2)m.
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Capitulo 2

Grupos Fuchsianos e Dominio
Fundamental

Este capitulo esta dividido em 5 segoes que sao de grande importancia para o
desenvolvimento do Capitulo 4. Abordaremos na secao dos grupos discretos e pro-
priedades de grupos descontinuos, somente os requisitos necessarios para o devido
desenvolvimento da secao dos grupos Fuchsianos e da secao dos dominios fundamen-
tais.

Para este estudo, baseamos basicamente nos textos [11] e [12], mas também

houve influéncia dos textos [3] e [18].

2.1 Grupo Discreto e Propriedades de Grupos De-

scontinuos

De acordo com a referéncia [12] pagina 26, PSL(2,R) é um espago topolégico em

az+b
cz+d

R%. TIsto é, o espago topoldgico PSL(2,R) pode ser identificado com o subconjunto
do R* dado por

que uma transformacao v : z — pode ser identificada com o ponto (a, b, ¢,d) do

{(a,b,c,d) e R* | ad —bc =1} .

A norma de PSL(2,R), induzida pela norma do R*, ¢ definida por

V] psLizr) = Va2 + b+ 2+ d2, onde 7€ PSL(2,R),
e a métrica em PSL(2,R) é definida por
dPSL(2,R)(71,72) = ||71 - 72||PSL(2,1R), com 71,72 € PSL(ZR, )
Assim, PSL(2,R) é um espago métrico com a métrica dpgr(z,r)-
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Neste ponto ¢ conveniente apresentar o seguinte teorema [12] pagina 8.

Teorema 2.1.1. O grupo de Isom(H?) € gerado pela transformagoes de Mobius, as-
sociada a uma matriz de SL(2,R), em PSL(2,R) juntamente com a transformagao

de z — —z, € é isomorfo para PS*L(2,R).
Por este teorema enunciamos a seguinte definicao.

Definigao 2.1.2. Um subgrupo G de Isom(H?) é dito discreto se a topologia in-
duzida em G for uma topologia discreta, isto €, se G for um subconjunto discreto na

topologia do espaco Isom(H?).

Definigao 2.1.3. Uma familia {X, | o € A} de subconjuntos de um espag¢o métrico

X ¢ dita localmente finita, se para todo compacto K C X, o conjunto

{aea| x.NK£0}
for finito.

Definicao 2.1.4. Seja G um subgrupo de homeomorfismos de um espago métrico
X. Dizemos que a acao de G sobre X é propriamente descontinua se, para todo
r € X, a familia {{g(x)} | g € G} for localmente finita.

Definigao 2.1.5. Sejam G um subgrupo de PSL(2,R) e z € H?. Definimos a
orbita de z sobre G, e a denotamos por G(z), o conjunto de pontos de H? que

podemos obter por aplicacoes de elementos de G em z,

G(z) = {1(2) | v € G}.

Observagao 2.1.6. Da Defini¢ao 2.1.5, se G(z) for localmente finita entdo a a¢do

de G sobre G(z) € propriamente descontinua.

Definicao 2.1.7. Seja A um grupo de transformacgoes de um conjunto X nele
mesmo. O estabilizador de um ponto x € X € o subgrupo de A dado por {g €
Al g(x) =z}

Teorema 2.1.8. Seja G um grupo de homeomorfismos de um espa¢o métrico X
localmente compacto. Entdao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1) A agao de G sobre X é propriamente descontinua;

2) Para cada ponto x € X, existe uma vizinhanga aberta V,, tal que g(Vy) (Ve # 0
para apenas um niumero finito de elementos g de G;

3) Cada ponto x de X possui uma vizinhanga U, tal que g(U,) (U, # O implicando
que g(r) = x;

4) Dado um subconjunto compacto K em X, g(K) (K # () apenas para um nimero
finito de elementos de g de G.

1PS*L(2,R) = S*L(2,R)/{+id} onde S*L(2,R) é o grupo das matrizes quadradas reais, com

determinante igual a +1.
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Demonstracgao:

(1 = 2) Se a agao de G for propriamente descontinua e X for localmente compacto,
as Orbitas G(x) sdo discretas e o estabilizador G, de cada ponto é finito. Assim,
dado = € X, existe € > 0 tal que a bola B(x,€) nao contém outro ponto da érbita
G(x). Portanto, se tomarmos V € B(xz,€/2) temos g(V) [V # 0 e isso implica
que g € G,. Como estabilizador G, de cada ponto ¢é finito, entao o nimero dessas

intersegoes s6 pode ocorrer para um numero finito de elementos g € G.

(2 = 3) Sejam z € X e V, uma vizinhanca de z tal que g(V,)[( V. # 0 para
apenas um numero finito de elementos g de G. Agora, sejam g1, go, ..., g, €le-
mentos de G para os quais ¢;(Vy) Ve # 0, {h1,he, ...} = {g1,-, 9 }\Gs €
consideremos o conjunto de pontos {hi(z),..., h,(z)}. Considerando U, C V tal
que U, {h1(x), ..., hn(x)} = 0, temos que se g(U,) (U, # 0 e assim implica que
g(a) = .

(3 = 4) Demonstraremos por absurdo. Suponha que exista um compacto K em
X e uma seqiiéncia (g, )nen de elementos de G tal que g,(K)[K # 0 para todo
n € N. Seja (z,)neny uma seqiiéncia de elementos de X tal que z,, € K e g,(z,) € K.
Como K é compacto, a seqiiéncia (z,),en possui ponto de acumulacao que denota-
mos por z. Seja y ponto de acumulagao de (g,(z))nen. Considere € > 0 e as bolas
B(xz,¢€), B(y,€/2). Existem ntmeros naturais N, e N, tais que z, € B(z,¢€) para
n > N, e g,(x) € B(y,€/2) paran > N,. Agora, tome N = max{N,, N,} e assim
temos que gn'gn(7) € B(x,€), para todo n > N que é um absurdo, pois cada ponto
z de X possui uma vizinhanca U, tal que ¢g(U,) (U, # () apenas um nimero finito

de elementos g de G implicando que g(z) = x.

(4 = 1) Demonstraremos que as orbitas G(x) sdo discretas e os estabilizadores
finitos. Os estabilizadores sao finitos, pois os conjuntos K, = {x} sao compactos
e g(K,) K. # 0 é equivalente a termos g € G,. Para provarmos que as érbitas
sdo discretas, considere um ponto x € X e € > 0 tal que a bola fechada Bz, €]
seja compacta. Entao existe apena um numero finito de elementos ¢y, ..., g, em G
tais que g(Blx,€]) () Blz,e] # 0. Em particular, existe apenas um nimero finito
destes elementos, digamos hy, ..., h,, para os quais h,(z) € Blx,¢€| e h,(x) # x, para
1 =1,2,...,m. Desta forma, podemos separar x,hi(x), ..., b, (x) simultaneamente,
ou seja , existem vizinhancas Vj, Vi, ..., V,, disjuntas entre si e cada uma dessas
vizinhancas estd contida em B[z, €] tais que = € Vi, hi(z) € Vi, ..., hpn(z) € Vi
Tomemos g € G tal que g(x) ndo pertence & Bz, €] e fazemos a mesma construgao,
tomando cuidado de escolher uma bola fechada centrada em g(x) que seja a0 mesmo

tempo compacta e nao intercepte a bola B[z, €] e assim sucessivamente construindo
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vizinhangas disjuntas entre si de cada ponto da orbita de z. =

Corolario 2.1.9. Um grupo G age de forma propriamente descontinua em X se, e
somente se, cada orbita de qualquer ponto de X for discreta e a ordem do estabi-

lizador de cada ponto for finito.

Demonstracgao:

Segue da equivaléncia entre os itens 1 e 3 do Teorema 2.1.8. =

2.2 Grupos Fuchsianos

Nesta secao de grupos Fuchsianos, abordaremos somente os requisitos necesséarios
para darmos desenvolvimento a secao de dominios fundamentais. Sendo assim, estu-
daremos a acao de matrizes quadradas como transformacoes de Mobius. Para isso,
considere o grupo de matrizes reais quadradas de ordem 2 e determinante 1 dado

por

a b

SL(Q,R):{A: d] |a,b,c,deRead—bc:1}.

c
Para A € SL(2,R), associe a transformagao v, definida como

YA 2H2—>H2

az+b
cz+d”

Z =

Veja que, se Im(z) > 0, entdo Im(ya(z)) > 0. De fato,

() az+bcz+d aclz]? + adz + bez + bd
Z) = =
A cz+dcz+d lcz + d|?

Como ¢ e d sao reais e ndao ambos nulos, temos que cz+d # 0 se Im(z) # 0. Entao,

va(2) —’yA—(z) _ (ad — be)Im(z) _ Im(z)
2i |z + d|? lcz + d|*’

Im(ya) =

se Im(z) > 0.

Ou seja, para toda A € SL(2,R), temos v4(H?) = H?. Além disto, dadas
matrizes A, B € SL(2,R), temos que (y4 0 vp) (2) = vap(z). E por dltimo temos
que Y4 = Vg se, e somente se, AB~' = I, onde I é a matriz identidade de ordem 2.

Diante do exposto, considere o grupo

SL(2,R)
PSL(2,R) = 7{i12} ,
onde I, é a matriz identidade de ordem 2.
Assim, temos uma acao de PSL(2,R) em H2 E com isso enunciaremos um

resultado demonstrado em [11], Segao 4.2.1, que nos diz que PSL(2,R) ¢ isomorfo
a0 grupo M(I@)
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Teorema 2.2.1. O grupo PSL(2,R) ¢ isomorfo ao grupo M(R) das transformagoes

de Mébius que preservam a orientag¢ao.

Agora, apresentaremos a definicao de transformacgoes de Mdbius conjugadas, e
verificaremos que a conjugacao entre as transformagoes de Mobius é uma relagao de

equivaléncia.

Definicao 2.2.2. Sejam v; e o duas transformagoes de Mobius. Dizemos que

Y1 € Yo sao conjugadas se existe uma outra transformacao de Mobius v tal que
m=7"omor.

Geometricamente, se 1 e ¥, sao conjugadas, entao a acao de y; em H? | JOH? é
a mesma acao de v, em y(H? | JOH?). Assim, a conjugacio reflete uma mudanca de
coordenadas de H? | JOH?. E se v, tem a matriz A, € SL(2,R) e v tem a matriz
A € SL(2,R), entao y; tem a matriz A~' A, A

A conjugacao entre as transformacoes de Mobius é uma relagao de equivaléncia
que denotamos por =. De fato, sejam 1, 7, e 73 transformagoes de Mobius, entao

temos:

e Relatividade: Toda transformacao de Mobius 7; é conjugada a si mesma. De

fato, quando tomamos Id como a transformacao identidade, temos

n=1d"oryiold, ouseja, 1=y

o Simetria: Se 1 = 7o, entao vy, = 1, pois, existem transformacoes de Mobius

v, A tais que
se 71 =700y, entdo y =70y 0y ",
o Transitividade: Se 71 = 75 € 72 = 73, entao y; = 3. De fato,
sey =7 1tovmoy e yp=A'oy0\ portantoy; = (Aoy) toyzo(Non).

Por simplificacao, iremos nos referir ao subgrupo das transformacoes de Mébius
que preservam a orientagdo por PSL(2,R). Ou seja, quando dizemos que v4 €
PSL(2,R) estamos dizendo que 4 é uma isometria em H? associada & matriz A €
SL(2,R) tal que,

az+b
= e
cz+d

va(z)

b
A= [a d] onde a,b,c,d € R e ad— bc = 1.
c

Definigao 2.2.3. Seja v4 € uma transformacao de Mobius associada a uma matriz
a b
c d
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de SL(2,R), comya(z) = ZZZIZ Chamamos de trago de 7y, denotamos por Tr(va),

0 numero
Tr(va) = tr(A)| = |la +d|.

Agora, classificaremos os elementos de PSL(2,R) (ou seja, classificaremos as
isometrias em H? que preservam a orientacao) utilizando o traco da matriz associa-

da a transformacao.

Definicao 2.2.4. Seja v4 uma transformacao de Mobius associada a uma matriz

A e SL(2,R), com ya(z) = Z;Jfg, onde ad — be =1, entdo:

(1) va € uma isometria hiperbdlica se Tr(ya) > 2;

(ii) va € uma isometria parabdlica se Tr(va) = 2;

(7ii) ya € uma isometria eliptica se Tr(va) < 2.

Sabemos que o traco de uma matriz é invariante por conjugacao, isto é, tr(BAB™!) =
tr(A), para toda matriz A, B em GL(n,R). Logo, a classificagdo acima ¢ invariante
por conjugacao.

Agora, veja que o numero 2 na Definicao 2.2.4, depende exclusivamente do

numero de auto-valores reais da matriz A. Sendo assim, temos:

e Se A tiver dois autovalores reais distintos, temos que a matriz é diagonalizavel

d
Mas como o determinante desta matriz ¢ igual a 1, entdo d = 1/a e obtemos

[tr(A)] > 2 se a # *1.

N . a 0
e portanto, a menos de conjugacao, podemos assumi-la da forma [ ]

e Se A tiver apenas um autovalor real A, este deve ter multiplicidade 2 e seu
polindmio caracterfstico é da forma (z — A)2. Como o termo constante \?

deve ser o determinante de A temos que A\? = 1, donde segue que A = £1 e

[tr(A)] = |2\ = 2.

e Se A tiver apenas autovalores complexos nao reais, temos que estes sao da
forma A e A. Seu polinoémio caracteristico deve ser da forma z? — Re(\)x + |\|?

onde |A\|? = det(A) =1 e sendo \ # +1, temos [tr(A)| = [2Re(N)| < 1.

Uma isometria v4 em

c d
PSL(2,R) é conjugada a um dos trés casos abaixo:

Seja A € SL(2,R) uma matriz da forma [a

1) Se y4 for uma isometria hiperbdlica, entdao v4 é conjugada a v\ : z — A2z,

associada a matriz

A0
,com A€ Rtalque A#1, e A #£0;
[0 1/A] q # #
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Quando A = VeF, denotaremos a transformacao por 7 e sua matriz por Ay.
2) Se 4 for uma isometria parabdlica, entao v4 é conjugada a v, : z — z +t |

associada a matriz

1t

Ay = , onde 0#teR;
0 1

. . ,s ~ , . X zcosf+senl
3) Se 4 for uma isometria eliptica, entdao v4 ¢ conjugada a v : z > ZZ 2

associada a matriz

A, = cost)  senb
—senf cosf

], onde 0 < 6 < 27.

Agora, exibiremos um resultado que relaciona as isometrias do espago hiperbdlico
com estes conceitos. A demonstracao deste resultado pode ser encontrado na re-

feréncia [11], Capitulo 5.

Teorema 2.2.5. Seja v # id uma isometria do espago hiperbolico que preserva

ortentacao. Entao, as afirmacoes em cada um dos itens abaizo sao equivalentes:

a) ay) 7 €uma isometria eliptica;
ay) vy € conjugada em PSL(2,R) a7y, para algum 0 < 0 < 27;
asz) y possui um ponto fixo ordindrio p;

ay) FEziste um ponto ordindrio p tal que as esferas centradas em p sdo invari-

antes por y;

as) Eiste ponto p € H? tal que 0 = d.(p) = inf ez d,(2).

b) b)) 7 € uma isometria parabdlica;
by) v v € conjugada em PSL(2,R) a g, para algum 0 < 0 < 2m;
bs) v possui um ponto fixo ordindrio p;

by) Ezxiste um ponto ordindrio p tal que as esferas centradas em p sao invari-

antes por y;

bs) Existe ponto p € H? tal que 0 = d,(p) = inf g2 d,(2).

c) c¢1) 7 € uma isometria hiperbolica;
cy) v € conjugada em PSL(2,R) a 7y, para algum k > 0;
c3) v possui dois ponto fixo ideais;
cy) FEziste geodésica invariante por ~y;

¢s) Euiste geodésica L tal que d., (L(s)) € constante e

0 <d,(L(s)) = inf d,(z).

z€H?2
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Definigao 2.2.6. Um subgrupo discreto de PSL(2,R) é chamado de grupo Fuch-
siano. Assim, um grupo Fuchsiano é um subgrupo discreto de Isom(H?) das trans-

formacoes que preservam a orientacao.

Notemos que os grupos Fuchsianos atuam de maneira propriamente descontinua

em todos os pontos de H?2.

Proposicao 2.2.7. Os subgrupos ciclicos de PSL(2,R) gerados por elementos hi-
perbolicos ou parabolicos sao grupos Fuchsianos. Um subgrupo ciclico gerado por

um elemento eliptico é um grupo Fuchsiano se, e somente se, for finito.

Demonstragao:

Seja
G= <’YA> = {"'772277,Z17[d7 71477,247 } = {"'77A_277A_17[d7 YA, VA2, }

um subgrupo ciclico gerado por um elemento v4 de PSL(2,R).
Suponha, primeiramente, que y4 seja uma isometria hiperbdlica ou parabdlica.

Entao a matriz A é conjugada de alguma matriz

1 ¢ Vb 0
At:< ),O#teR, ou Ak:< © ),O;AkeR
01 0 7=

e (Ay)" = Apt ou (Ag)" = A, para 0 # n € N. Lembrando da norma de PSL(2,R)

temos

0 < [|1d = Al = (nt)* < (n+ 17 = |lid — gyl

L)

1
< (1—Ve+Dk)2 4 (1 — \/ﬁ) = |l7d — Agusyel?

de modo que, se tivermos k,t > 0, teremos vizinhangas de Id que nao contém

0<|Id— Al = (1—Ver)?+(1—

nenhum ponto de G com excecao da prépria Id, obtendo assim que o subgrupo G
gerado por 4, ou por 74, ¢ discreto, ou seja, um grupo Fuchsiano.

Agora, suponha que v, seja uma isometria eliptica, isto é, conjugada a alguma
v4,- Temos (Ap)" = A,p para n € N. Obviamente, se G for finito ele serd discreto.
De qualquer modo, temos Ay = Agio,. Assim, se considerarmos que G é discreto,
podemos considerar que existe #y > 0 tal que Yaq, € G. Sejam € N o maior niimero

natural tal que mfy < 2. Se tivermos mby < 27 teremos (m + 1)y — 2w < 6y e

m+1 __ _
(’714@0) = VAo, = TAm+1)09—27 €G,

contradizendo o fato de 6y ser o menor angulo tal que v4 seja uma isometria eliptica.
Assim, temos mby =27 e G = <7A90> ¢ ciclico de ordem m. m
Para os proximos resultados, utilizaremos os seguintes lemas, que estao demons-

trados em [12] paginas 30 e 31.
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Lema 2.2.8. Sejam w € H? e K C H? um conjunto compacto. Entdo o conjunto
H={TePSL(2,R) | T(w) € K}
¢ compacto.

Lema 2.2.9. Sejam G C PSL(2,R) um subgrupo com agdo propriamente de-
scontinua em H? e p € H? um ponto firo por algum elemento de G. Entdo existe

uma vizinhanca W de p tal que outros pontos de W sao pontos fixos por elementos

de G diferentes da identidade.

Agora provaremos que um subgrupo de PSL(2,R) é discreto (grupo Fuchsiano)

se, e somente se, sua acao em H? for propriamente descontinua.

Teorema 2.2.10. Um subgrupo G de PSL(2,R) € discreto (ou seja, é um grupo

Fuchsiano) se, e somente se, sua agcdo em H? for propriamente descontinua.

Demonstracgao:
Primeiramente, suponha que G seja um subgrupo discreto de PSL(2,R). Assim

para todo z € H? e para todo compacto K C H? temos,
{v€G|7(2) € K} ={y € PSL(2,R) | 7(2) € K}[G.

Agora, o Lema 2.2.8 nos garante que {y € PSL(2,R) | v(z) € K} é compacto. Logo
{7 € G| ~(z) € K} éfinito, ji que é uma intersecgao de um conjunto compacto com
outro discreto e assim temos que a acao de G sobre H? é propriamente descontinua.

Agora suponha que G age de modo propriamente descontinuo sobre H? e que
G nao seja um subgrupo discreto em PSL(2,R). Seja z em H? um ponto que
nao é fixo por qualquer elemento v de G a nao ser a identidade. A existéncia
de tal ponto é garantida pelo Lema 2.2.9, j4 que o conjunto de pontos fixos por
elementos de G é discreto. Assumindo que G seja nao discreto, temos que existe
uma seqiiéncia (v,),en de elementos distintos de G tal que lim v, = Id. Temos
assim lim 7, (z) = z. Como 7,(z) # z, paratodon € N, entéox‘;zor;los uma seqiiéncia
de porglgtz;odistintos de z convergindo para z, contradizendo a hipétese de G agir de

maneira propriamente descontinua. m

Corolario 2.2.11. Seja G um subgrupo de PSL(2,R). O grupo G age de forma
propriamente descontinua em H? se, e somente se, para todo z € H? a G-drbita

G(z2) for um subconjunto discreto de H?.

Demonstracgao:
Suponha que a acao de G é propriamente descontinua em H?, entao cada G-6rbita
¢ uma familia de pontos localmente finita e, portanto, um conjunto discreto de H?.

Reciprocamente, suponha que G nao age de maneira propriamente descontinua em
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H2, portanto, pelo Teorema 2.2.10, G nao é discreto. Repetindo o argumento na
demonstracao do Teorema, podemos construir uma seqiiéncia (7, (2))nen de pontos
distintos tal que lim ~,(z) = z, dai a G-érbita do ponto z nao é discreta. =

Um estudo C(:)E;l;)olementar dos grupos Fuchsianos estd no Apéndice A. Nesse
apendice, comentamos sobre os grupos Fuchsianos abelianos e os grupos ele-

mentares tendo como referéncias os textos [11] e [12].

2.3 Dominio Fundamental

Agora estudaremos a agao do grupo de isometrias no plano hiperbdlico com uma
visao um pouco mais geométrica, ou seja, a acao desse grupo em um subconjunto
do plano hiperbdlico no qual a imagem desse subconjunto através dos elementos do
grupo de isometrias devem satisfazer algumas propriedades. Vamos agora estudar a
acao de um grupo de homeomorfismos em um determinado conjunto. Comegaremos

com a definicao de dominio fundamental.

Definicao 2.3.1. Seja G um grupo Fuchsiano, um dominio fundamental D de
G é um subconjunto fechado em H? tal que,

(i) Uy 1(D) = B2;

(ii) As imagens v(int(D)) ? sao disjuntas aos pares, isto ¢,

71 (int(D)) myg(int(D)) =0, sev,72 €G, comy # 2

Definicao 2.3.2. Sejam G um grupo Fuchsiano e D um dominio fundamental de G.

Dizemos que uma familia {y(D) | v € G} é um ladrilhamento (ou uma tesselagio)
de HZ.

Definicao 2.3.3. Um dominio fundamental D de grupo Fuchsiano G é dito local-
mente finito se, e somente se, todo subconjunto compacto de H? intersecta apenas
um numero finito de imagens y(D), onde v € G. Ou seja, se, e somente se, o

ladrilhamento {v(D) | v € G} for localmente finito.

Definicao 2.3.4. Seja G um grupo Fuchsiano. Dizemos que P é um poligono
convexo fundamental de G se, e so se, P for convexo e um dominio fundamental

localmente finito em G.

Exemplo 2.3.5. Seja G C PSL(2,R) o grupo ciclico gerado por v(z) = z+ 1, ou
seja, G = {v, | W(2) = z+n, n € Z}. Este grupo é um grupo Fuchsiano. Considere

2Estamos denotando o interior de um conjunto (ou subconjunto) X por int(X).
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D={ze€H?|0< Re(z) <1}, claramente D é um conjunto fechado. Observe que
se Re(z) = a, entio Re(y,(2)) =n+a e
Yu(int(D)) = {z € H? | n < Re(z) < n+1} e 7 (D) ={z € H? | n < Re(z) < n+1}.

Assim, temos:
(i) U ec 7(D) = H?;
(ii) E fécil ver que se v, (int(D)) € vm(int(D)) se intersectam, entdo n = m.

Portanto, D é um dominio fundamental de G. Veja a Figura 2.1.

T(D) D 'I;(D) TZ(D)

Re(z)=-1 Re(z)=0 Re(z)=1 Re(z)=2 Re(z)=3

Figura 2.1: Dominio fundamental de uma tesselagao por G = {7, | 7a(2) = z + n}.
Dominios fundamentais nao sao necessariamente tinicos, ou seja, um dado grupo
Fuchsiano pode ter diferentes dominios fundamentais. Por exemplo, a Figura 2.2 a-

presenta um exemplo de um dominio fundamental diferente para o grupo Fuchsiano
G={v|Mm(z) =2+n, neZ}.

o D T(D) T(D)

Re(z)=-1 Re(z)=0 Re(z)=1 Re(z)=2 Re(z)=3

Figura 2.2: Outro dominio fundamental de uma tesselagao por G = {v, | 7.(2) =

z+n}

No entanto, temos o seguinte resultado que afirma que dois dominios fundamen-
tais de um mesmo grupo Fuchsiano tém a mesma area, ou seja, o resultado se refere

& invariancia da area.

Teorema 2.3.6. Sejam Dy e Dy dois dominios fundamentais de um grupo Fuch-
siano G, com Areay2(Dy) < oo. Se as dreas das fronteiras sio nulas, isto €,

Areaw:(0Dy) = Areay:2(9Ds) = 0, entio Areaw:(Dy) = Areaw:(D,).
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Demonstracgao:
Veja que, como Areag:(9D,) = 0, entdao Areag:(D,) = Areag:(int(D,)), para
1 =1,2. Além disso,

Dgﬂxﬂ<uymmmﬁ>zu<mfhmmum)

veG veG
Como int(Ds) ¢é o interior de um dominio fundamental, entdo os conjuntos D; e
v(int(Ds)) sao disjuntos. Assim, usando os seguintes fatos:
(I) a drea da uniao de conjuntos disjuntos é a soma das dreas dos conjuntos;
(IT) transformagoes Mobius preservam a area;
temos,

Areags (Dy) > Z Areays (Dl ﬂ ’Y(mt(Dz))>

veG

= Z AreaH2 (’7_1(1)1) ﬂ int(D2)>

veG

— Z Areags (v(Dﬂ ﬂ int(D2)>

veG

Sendo D; um dominio fundamental, temos
U Y(Dy) = H®
veG

de modo que

U (”Y(Dl) ﬂint(D2)> = int(Dy)

veG
e obtemos

ZAreaHz <7(D1) ﬂint(D2)> > Areaps (U (’Y(Dl) ﬂmt(D2)>>
v€G v€G

> Areag: (int(Dy)).

V

Logo, Areay:(Dy) > Areay:(D,).

Invertendo D; e D, no raciocinio acima, obtemos a desigualdade reversa
Areay2(Ds) > Areayz(Dy).

Portanto, Areagz(D;) = Areaw:(D,). m
Seja G um grupo Fuchsiano. Se G’ for um subgrupo de G, entao G’ é um
subgrupo discreto de PSL(2,R) e assim um grupo Fuchsiano. A seguir temos pro-

priedades que relacionam os dominios fundamentais de G’ e G.

Teorema 2.3.7. Sejam G um grupo Fuchsiano e G' é um subgrupo de G de indice

finiton e vy, ...V, € G tais que,

G=GJGn. -G
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Considere a decomposicio de G em G'-classes laterais. Se D um dominio funda-
mental de G, entao:

(1)) D' =n(D)U(D)U...Um(D) é um dominio fundamental de G';

(ii) Se Areaw:(9D) = 0 e Areag:(D) for finita, entdo Areay:(D') = nAreay:(D).

Demonstracgao:
(i) Seja z € H?, como D é dominio fundamental de G, existem w € D ey € G
tais que y(w) = z. Mas v = 4',, para algum 2 € {1,...,n} e alguma v € G’. Logo

T = ’}//%(’w) = 7/(%(1‘}»7

onde v € G’ e v,(w) € D', ou seja, Y 7 (D') = H2. Além disso temos que D’

¢ fechado e nao vazio, pois é uma uniao finita de conjuntos fechados com interiores

’Y/EG/

nao vazios.

Agora suponha que z € int(D') e w = +'(z) € int(D’). Devemos provar que
~' = Id. Portanto, seja € > 0 tal que B(z,¢€) C int(D’'). Sejam 11, ...,7 € {1,...,n}
tais que, B(z,€) (7, # 0, para 3 = 1,....k. Como w = 7/(z) é ponto de
int(D'), existe £ € {1,...,n} tal que,

7 (B(z,0)) [ Julint(D') = B(+'(2), €) | nulint(D)) # 0.

Conseqiientemente, temos que a bola B(z, €) tem interse¢ao nao vazia com
7 (int (D))
de modo que v~ 15, , para algum 7 =1, ..., k. Mas
G'y,, = G'v 1y =Gy,

pois, ¥~! € G/, de modo que 7, = 7, e conseqiientemente 7'y, = 7, = 7, se, e

1—1

somente se, v~ =+ = Id. Assim, obtemos que o interior de D’ contém apenas

um ponto de cada drbita, ou seja, as imagens y(int(D’)) sdo disjuntas aos pares.

Portanto, D’ é um dominio fundamental de G'.

(ii) Veja que pelo item (i) acima, temos
D" =3 (0) . Jm(D)
¢ um dominio fundamental de G’. Ainda,
%(D) [ %(D) € 7(dD) [ )7,(9D)
de modo que,
Areag: (%(D)) (1(D))) < Areaz:(4(9D)()71,(0D)) < Areag:(9D) = 0.
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Assim, temos
Areaw:2(D") = Areagz(v (D) U U %(D)> = Z Areagz(v,(D)) = nAreaw: (D).
1=1

Finalmente o Teorema 2.3.6 nos garante que

Area:(D') = Areay2(D") = nAreag: (D).

2.3.1 Dominios de Dirichlet

Nesta secao construiremos familias de dominios com propriedades bastante fortes
e tteis. Sejam G um grupo Fuchsiano e p € H? tais que v(p) # p, para todo v € G.

O Lema 2.2.9 garante a existéncia de tal ponto.

Definicao 2.3.8. Chamamos de dominio de Dzirichlet centrado em um ponto

p € H? ao conjunto
D,(G) = {z € H* | d(z,p) < d(2,7(p)), para toda ~ € G}.

Observagao 2.3.9. Consideramos a drbita G(p) e escolhemos os pontos z € H?>
que estao mais proximos de p do que qualquer outro ponto da orbita G(p). Como
d(z,7(p)) = d(v"(2),p), podemos considerar em cada érbita G(z) os pontos (pode

haver mais de um) mais prdozimos de p, ou seja,
D,(G) = {z € H? | d(z,p) < d(v(2),p), para toda v € G} .

Veremos que dominios de Dirichlet sao dominios fundamentais, mas antes con-

sideremos a seguinte definicao:

Definigao 2.3.10. Sejam p,q € H? pontos distintos. Chamamos de bissetor per-
pendicular dos pontos p e q ao conjunto {z € H? | d(z,p) = d(z,q)}.

Lema 2.3.11. O bissetor perpendicular de dois pontos p e q € a geodésica passando

pelo ponto médio do segmento pq e ortogonal a este (veja a Figura 2.3).

Demonstracgao:

Provaremos que dado z € H? com d(z,p) = d(z,q), z pertencente a geodésica
ortogonal ao segmento pg pelo seu ponto médio. Pela Observacao 1.2.9, podemos
assumir que p =i e ¢ = ir2. Usando a férmula de distancia, temos

lz—pl”  |z—qf

d(z,p) = d(z,q) Im(z)  r2Im(z)
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Agora,
2= plP Re(z)+ (Im(x) =1 _ RE() + (Im(z) =) _ |z —gf
Im(z) Im(z) r2Im(z) r2Im(z)

se, e somente se,

|2|2 = Re*(2) + Im?(z) = r?,
ou seja, se |z| = r. Note que |z| = r é exatamente a equacao da geodésica ortogonal

ao segmento pq pelo seu ponto médio. m

Denotando o bissetor perpendicular de p e y(p) por ( veja a Figura 2.3)

Ly(y) = {z € H* | d(z,p) = d(z,7(p)},

temos que este conjunto é a fronteira topoldgica de

Hy(y) ={z e H? | d(z,p) < d(z,7(p))}.

Assim, temos

1d#£v€G
L{T)
H(T)
q
z
p Ta(P)=p+n
P n/2

Figura 2.3: Bissetor perpendicular de pg e de pT),(p).

Teorema 2.3.12. Sejam G um grupo Fuchsiano e Dy(G) um dominio de Dirichlet

centrado em p € H?. Entdo Dy(G) é um dominio fundamental da agdo de G.

Demonstragao:

Dado z € H?, a 6rbita G(z) é discreta, logo existe zg € G(z) mais préximo de
p. Entao temos que d(zo,p) < d(7v(20),p), para todo v € G. Assim, 2y € D,(G)
e obtemos que o dominio de Dirichlet contém ao menos um representante de cada

érbita. O dominio D,(G) possui interior nao vazio. De fato, seja
e = min,g{d(p,v(p))}, entdo a bola B(p,€/2) C D,(G).

Mostraremos que dois pontos interiores de D,(G) nao pertencem a mesma orbita.
Se d(z,p) = d(v(2),p) para algum Id # v € G, entdo d(z,p) = d(z,77'(p)), de
modo que z € L,(y!). Temos entdo que, caso z pertenca a D,(G), z pertence a

sua fronteira, nao sendo, portanto, ponto interior. m
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Corolario 2.3.13. Todo dominio de Dirichlet de um grupo Fuchsiano é geometri-

camente convezro, ou seja, dados 2,29 € D,(G), o segmento zZ1z3 C D,(G).

Demonstracgao:

Como a interseccao de conjuntos convexos é um conjunto convexo, entao basta
mostrar que Hy(y) é convexo. ®

Veremos a seguir uma série de resultados que mostram como um dominio de

Dirichlet pode ser 1til na compreensao da estrutura de um grupo Fuchsiano.

Teorema 2.3.14. Seja G grupo Fuchsiano e D = D,(G) um dominio de Dirichlet.
Entao, D = D,(G) € localmente finito.

Demonstracgao:

Sejam q € H?, K uma vizinhanga compacta de q e r = sup.cx{d(p, z)}. Como K
¢ compacto, temos r < 0o. Suponha que exista uma seqiiéncia (7, ),en de elementos
distintos de G tal que K ()7,(D,(G)) # 0, para todo n € N. Entdo, existe uma
seqiiéncia z, € D,(G) tal que w, = Vn(z,) € K(7(Dp(G)), para cada n € N.

Assim,
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e como p nao é fixo por qualquer elemento de G, a seqiiéncia v, (p) é uma seqiiéncia
de pontos distintos contidos na bola fechada de centro p e raio 2r, contradizendo a
hipdtese de as drbitas de G serem discretas. Logo o ladrilhamento {v(D) | v € G}

¢ localmente finito e, portanto, D ¢é localmente finito. m
Teorema 2.3.15. Dado z € O(D,(G)), eziste Id # v € G tal que y(z) € I(D,(G)).

Demonstragao:
De fato, como D,(G) é localmente finito, dado 2 € H? existe uma bola B(z,¢€) e

elementos 71, ..., 7, € G distintos tais que
2 € (DG [ [ 1(DH(G)) (2.1)
B(z,6) € n(DyG) | |1 (D,(©)). (2:2)

Veja que a condigao 2.2 nos garante que a seqiiéncia vy, ..., ¥, ¢ maximal satis-
fazendo a condicao 2.1, ou seja, se Y(D,(G)) () B(z,€) # () entdo v = v, para algum
7 €{1,....,n}. Mas para z € 9(D,(G)), quando tomamos v, = Id, temos n > 2, pois
do contrario terfamos z € B(z,€) C D,(G), contradizendo a hipétese de z ser ponto
da fronteira de D,(G). m
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Note que a fronteira de um dominio de Dirichlet é formado pela uniao de geodésicas,
raios geodésicos ou segmentos geodésicos, sendo assim, podemos apresentar a seguinte

definicao.

Definicao 2.3.16. Sejas G um grupo Fuchsiano e D = D,(G) um dominio de
Dirichlet de G. Chamaremos de aresta ordindria (ou simplesmente aresta) toda
geodésica da forma D () g(D) de comprimento positivo, onde g € G. Diremos que
um ponto da fronteira de D é um vértice ordindrio (ou simplesmente vértice) se

este for a interseccao de duas arestas ordindrias distintas de D, ou seja, um ponto
da forma D g(D) [ h(D), para elementos distintos id, g e h de G.

Definicao 2.3.17. Se w for um ponto fixo por elemento eliptico v de ordem 2,
podemos ter w contido no interior de uma aresta ordindria L. Quando for este
o caso, temos que as duas componentes conexas de L\{w} sao comutadas por .
Chamaremos cada uma dessas componentes de aresta singular e ao ponto w de
vértice singular. Temos entao que um vértice singular divide uma aresta ordindria

em duas arestas singulares.

Teorema 2.3.18. Sejam A eV uma aresta e um vértice de D,(G), respectivamente.
Entao:
(1) Existe Id #~v € G tal que A C Dy(G) N v(D,(G));

(17) V € vértice ordindrio se, e somente se, existem elementos distintos Id #
1,72 € G tais que, V = Dp(G) (1711(Dp(G)) M 72(Dp(G))-

Demonstracgao:

(1) Seja z um ponto da aresta A que nao seja um vértice. Pelo Teorema 2.3.15,
existe v € G tal que w = v7(2) € dD,(G). Entao temos A C D,(G) N 7(D,(G)).

(#7) Consideremos V um vértice de D,(G) e sejam A; e Ay arestas de D,(G) tais
que V = A Az Agora, sejam 71,7, € G tais que A, C D,(G) ) 7.(Dp(G)), com

1 = 1,2. Entao, temos

V =D,(G) [ 1(Dy(G)) [ ]12(Dy(G)).

Além disso, temos que y; = 7, se, e somente se, )V for ponto interior da aresta
ordindaria, ou seja, se e somente se V) for vértice singular. m

Chamaremos dois pontos de H? de congruentes se eles pertencerem a mesma
G-6rbita. E esta relagdo é uma relagao de equivaléncia. A partir da definigao de
dominio fundamental, dois pontos congruentes de um dominio fundamental devem
estar contidos em sua fronteira. De fato, sendo z e w congruentes, entao eles per-
tencem a mesma orbita, ou seja, existem vy, v € G tais que, z = v1(29) e w = Y2(20),

para algum z, € H? e assim, z = 7, (2) = 7, '(w). Logo z, w pertencem a uma
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aresta de um dominio fundamental. A relacao de congruéncia tanto no conjunto
dos vértices quanto no conjunto das arestas de um dominio de Dirichlet também
define uma relacao de equivaléncia. Desta forma, agora vamos estudar as classes de

equivaléncia de arestas de D,(G).

Teorema 2.3.19. Cada classe de equivaléncia de arestas de um dominio de Dirichlet

D,(G) contém exatamente dois elementos.

Demonstracgao:

Seja v € G tal que A C D,(G) N v(D,(G)), conforme visto no Teorema 2.3.18.
Entao temos que 7~ !(A) é uma aresta de D,(G), logo existe ao menos uma aresta
equivalente e distinta a A.

Dado uma aresta A, na classe de equivaléncia de A temos que existe 7, € G tal
que,

A, = 7,(A) € 7(Dy(G) [ 1(Dy(G))).

Assim, se tivermos A; e Ay na mesma classe de equivaléncia de A teremos que

A S (D@ D) (N (D€ 351 (D(6)))
= D,(G)[ 1 "DH(G)) )1z "V(Dp(G)).

Mas, se 71 # 72 0 Teorema 2.3.18 nos garante que A é um vértice de D,(G). Logo
Y1 = 72, € assim temos que a classe de equivaléncia de uma aresta possui no maximo
dois elementos. m

Assim, dada uma aresta 4; em D,(G) existe uma tnica outra aresta A; # A,
em D,(G) e um tunico elemento v € G tal que y(A;) = Az. Dizemos neste caso
que A;, Ay é um par de arestas congruentes e que v relaciona o par ou que 7y
emparelha as arestas. Além disso, 7 relaciona as arestas, entao v~ também as
relaciona. E assim, se D,(G) possui um nimero finito de arestas, este ¢ um nimero

par.

Teorema 2.3.20. Seja D = D,(G) um dominio de Dirichlet de G. Considere o
conjunto {7, | » € I} de elementos de G que relacionam arestas distintas de D.

Entao {7, | » € I} é um conjunto de geradores de G.

Demonstragao:
Seja A = (,) o conjunto gerado pelos elementos de G que relacionam arestas de
D. Definamos

X=Jo¢D) e Y= ] o(D).

TSN PeG\A
E evidente que X JY = H? e X # (. Como H? é conexo, se demonstrarmos que

X e Y sao fechados, teremos que X (Y = ) que é equivalente a termos Y = (), ou

seja, A = G.
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Seja Z = J,¢; (D) e consideraremos uma seqiiéncia (2, )nen de elementos de Z,
convergindo para algum ponto z5. Como D é dominio fundamental, existe v € G tal
que 29 € y(D). Mas como o ladrilhamento por D é localmente finito, em particular,
existe uma vizinhanca de zy que intercepta apenas um numero finito de elementos
da familia {¢, | « € I}. Logo algum desses elementos, digamos ¢ (D), contém uma
subseqiiéncia de z, convergindo para zy. Mas ¢, (D) é fechado, logo zy € ¢x(D) C Z.
Como tomamos Z sendo uniao arbitraria de ladrilhos, temos que, em particular, X
e Y sdo fechados e conseqiientemente A # G se, e somente se, X (Y # (.

Considere agora v € A e ¢ € G tais que v(D) e ¢1(D) tenham uma aresta em
comum. Assim v~ ¢, (D) terd aresta em comum com D, de modo que v 1¢,(D) =
v,(D), para algum +, gerador de A. Mas como ¢ = 77, , temos ¢; € A, pois ambos
v e 7, pertencem a A. Suponha que, para ¢ € G, ¥(D) e ¢2(D)S tenham um
vértice em comum. Entdao 77 '¢o(D) tem um vértice em comum com D, digamos
vy = v '¢a(v). Mas o ladrilhamento {¢(D) | ¢ € G} é localmente finito, logo
existe apenas um numero finito de arestas que tem v; como vértice e temos que
D e v '¢o(D) podem ser conectadas por uma seqiiéncia finita de ladrilhos, cada
um possuindo uma aresta em comum com o anterior. Logo, aplicando o mesmo
raciocinio feito anteriormente para este nimero finito de ladrilhos, obtemos ¢4 € G.

Consequentemente, apenas as imagens de D por A podem interceptar X, ou
seja, XY = 0. Mas conforme mencionamos anteriormente, a convexidade de
H? garante que G = A é equivalente a termos X (Y = ) e, consequentemente,
A={(7)=G. =m

Definicao 2.3.21. Sejas G um grupo Fuchsiano e D = D,(G) um dominio de
Dirichlet de G. Definimos um ciclo de vértices (chamaremos simplesmente de
ciclo) como sendo uma classe de equivaléncia de vértices congruentes, ou seja, como

sendo um conjunto da forma
{7(z) | v € G, z e~(z) sao vértices de D} . (2.3)

O ponto oo pode ser considerado como um vértice em alguns dominios, mas nao
nos preocuparemos com este fato. O préximo resultado relaciona a soma dos angulos

internos de um ciclo com a ordem?® do estabilizador do vértice.

Teorema 2.3.22. Seja D = D,(G) um dominio de Dirichlet de G. Sejam vy, ..., v,
vértices de um ciclo e 04, ...,0, os angulos internos dos respectivos vértices. FEntao,
se denotarmos por m a ordem do estabilizador em G de um dos vértices do ciclo,

temos que 6y + ... + 0, =27 /m.

Demonstragao:

3A ordem de subgrupo (ou grupo) é dado pela cardinalidade do subgrupo (ou grupo).
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Observar que os estabilizadores dos vértices sao conjugados, ou seja, se y(v,) = v,
, entao G,, = 7_1Gvﬂ, de modo que os estabilizadores em G de qualquer um dos

vértices de um ciclo tem sempre a mesma ordem. Denotemos por D = D,(G) e seja

Gy, = {Id, ¢,¢*, ..., 6"}

o estabilizador de v;. Entao, para todo 0 < ¢t < m — 1, ¢'(D) é um dominio
fundamental que tem v; como vértice com angulo #;. Dado um vértice v, no ciclo,

existe v, € G tal que 7,(v,) = vy. Assim, a classe lateral

lef}% = {%7 (25”)/1, ¢2%7 sy (bmil’yl}

¢ o conjunto de todos os elementos de G que levam v, em v;. Obtemos assim que
{¢'n(D)[0<t<m-—1}

também é uma familia de m imagens de D que tem v; como vértice com angulo 6,.

Agora, como D é um dominio fundamental, o ladrilhamento {y(D) | v € G}
cobre toda uma vizinhanca de v; e se v, € y(D), entao v; é um vértice de (D).
Assim, se demonstrarmos que todo elemento v € G tal que v; € y(D) é da forma
&'y, com t € {0,1,....,m — 1} e € {1,2...,r} sdo tinicos, teremos demonstrado que
mby +mby + ... +mb, = 2.

Seja v € G tal que vy € ¥(D). Entdao v !(v;) € D, de modo que v~ (v1) = v,
para algum ¢ € {1,2,...,r} e, portanto, v = ¢y, para algum ¢t € {0,1,...,m — 1}.
Além disso, ¢'v,(D) = ¢*v4(D) se, e somente se, ¢'y, = ¢*v,, de modo que ¢' = ¢*
€ ="e-

Logo obtemos m#; + mby + ... + mb, = 2x, ou seja, 01, ....,0, = 27/m. m

Observacgao 2.3.23. Agora jd sabemos que as isometrias que emparelham as arestas
de um dominio de Dirichlet de um grupo Fuchsiano G forma um conjunto gerador
deste grupo. Em particular, se um dominio de Dirichlet tiver um numero finito de

arestas, entao o grupo G serd finitamente gerado.

2.4 Superficie Compacta H?/G

Nessa segao, verificaremos quais sao as condicoes para que o quociente H? /G seja
uma superficie compacta.

Para isso apresentamos a seguinte definicao.

Definicao 2.4.1. Um grupo Fuchsiano G € dito co-compacto se o espago quociente
H?/G for compacto.
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Utilizamos os seguintes resultados demonstrados em [11] pagina 126:

Teorema 2.4.2. Seja G um grupo Fuchsiano e suponha que G possua um dominio

fundamental convexo ndo compacto. Entio H? /G ndo é compacto.

Demonstracgao:

Seja D um dominio fundamental convexo nao compacto. Como D ¢ fechado e
nao compacto, existe sequéncia ilimitada (z,),eny de pontos de D. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que z, converge para um ponto zy € OH?. Dado
p € int(D), a sequéncia dos segmentos geodésicos ligando p a z, converge para um
raio geodésico r ligando p a z5. Como D é convexo e p é ponto interior de D, temos
que 7 esta contido no interior de D. Logo, se tomarmos uma cobertura de r que nao
possua subcobertura finita por abertos suficientemente pequenos, estes se projetarao

homeomorfamente sobre sua imagem, e obteremos que H?/G nao é compacto m

Corolario 2.4.3. Um grupo Fuchsiano G € co-compacto se, e somente se, todo

dominio fundamental de G for compacto.

Teorema 2.4.4. Seja G um grupo Fuchsiano co-compacto. Entio G nao possui

elementos parabolicos.

Teorema 2.4.5. Seja G um grupo Fuchsiano e D = D,(G) um dominio de Dirichlet
nao compacto mas com drea finita. Entdo:

(i) Cada ponto z € D € ponto fixo de algum elemento parabolico v € G;

(i) Se w € OH? for ponto fivo por algum elemento parabdlico de G, existe o0 € G
tal que o(w) € 9D.

Corolario 2.4.6. Um grupo Fuchsiano G € co-compacto se, e somente se, nao

possui elemento parabdlico e Area(H?/G) < co.

Demonstragao:

Se G for co-compacto, entdo Area(H2/G) < oo e pelo Teorema 2.4.4 G nao
possui elementos parabdlicos. Agora, se A?“ea(H2 /G) < 0o e G nao possui elementos
parabdlicos, entao o Teorema 2.4.5 nos garante que qualquer dominio de Dirichlet
D de G nao possui pontos ideais. Além disso, como D é convexo, temos que D é
limitado, entao pelo Corolario 2.4.3 temos G co-compacto. m

Uma consequéncia destes resultados é que o quociente H?/G serd uma superficie
compacta se, e somente se, o grupo G nao tiver elementos parabdlicos e a area da

superficie for finita (ou seja, D deve ser convexo e limitado).

2.5 Calculando o Género de uma Superficie Com-

pacta Orientavel
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Nesta secao apresentaremos um método para calculando o género de uma su-
perficie compacta orientavel X. Esse método fara uso do ntimero de vértice, arestas e
face de uma triangulacao da superficie X. Mas antes de apresentarmos esse método,

apresentaremos a definicao de género de uma superficie compacta orientavel.

Definicao 2.5.1. O género de uma superficie compacta é o nimero mdzrimo de
circulos que podem ser tracadas na superficie, sem a dividir em duas regioes distin-
tas, ou seja, uma superficie compacta que possui g “buracos”, tem género g (veja a
Figura 2.4).

Figura 2.4: Superficies com Género 0, 1 e 2 respectivamente.

Depois de feita a exposicao da definicao de género de uma superficie compacta,

perguntamos:
“Como calcular o género de uma superficie compacta orientdvel X ¢”

Para responder essa pergunta, utilizaremos a caracteristica de Euler de uma su-
perficie compacta X denotada por x(X) (veja referéncia [16] Capitulo 1), que é dada
por

XX)=V —A+F (2.4)

onde A é o nimero de arestas, V' é o niimero vértices e ' é o nimero de faces de
uma triangulagao da superficie X. Sabemos ainda que, sendo X uma superficie
compacta orientavel, entao y(X) =2 — 2¢, onde g é o género de X (veja texto [16]

Capitulo 1). Portanto, temos
2-29=V-A+F. (2.5)

Assim, obtemos uma expressao para calcular o género de uma superficie compacta

orientavel.
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Capitulo 3

Teorema de Poincaré para

Poligonos

Sabemos que qualquer grupo fuchsiano G agindo sobre um disco unitario A
possui um dominio fundamental D, em particular, possui um poligono fundamental
convexo P. E existe uma colecao de emparelhamentos g, de arestas do poligono P
que geram G.

Agora vamos estudar um processo que ¢é o inverso do processo acima, ou seja,
comegamos com um poligono convexo hiperbdlico e um conjunto de transformagoes

de emparelhamentos de arestas e dai perguntamos:
“Quando € que este emparelhamento gera um grupo Fuchsiano?”

O teorema de Poincaré responde essa pergunta e ainda fornece um método de cons-
trucao dos grupos fuchsianos. Para este estudo, nos baseamos no texto [3].

O que iremos fazer na préxima secao também se aplica ao plano hiperbdlico H?,
ao plano euclidiano R? e ao plano esférico S?. Assim, para ter uma situacao genérica,
tomaremos um espaco métrico X, onde X = H?, R? ou S2. E claro que estamos

interessados no caso em que X = H?.

3.1 Teorema de Poincaré para Poligonos

Para enunciar o Teorema de Poincaré e assim fornecer um método de construgao
dos grupos fuchsianos, iremos introduzir condic¢oes tais que, para um poligono P com
emparelhamento ¢ em X satisfazendo tais condi¢oes, tenhamos um grupo discreto
G em Isom(X) gerado pelas isometrias de ¢ com P sendo um dominio fundamental

de G.
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Considere as seguintes condigoes:

Condicao (C}) - Seja P um conjunto fechado conexo com interior ndo-vazio de
um espago métrico X tal que OP = P\int(P) seja a unido de geodésicas (ou seg-

mentos ou raios geodésicos) que chamaremos de arestas de P, ou seja,

GP:US

seA

onde A ={s | s é uma aresta de P} € o conjunto formado por todas as arestas de
P.
Condigao (Cy) - Suponha que exista um emparelhamento de arestas ® = {gs|s € A}
em P de modo que cada aresta s estd associada a uma aresta s’ por uma isometria
gs de Isom(X) € tal que g,(s) =s" e go=g; .

Seja G um grupo gerado pelas isometrias g,, com s € A. Agora vamos buscar
condigoes sobre P que garantam que G seja um grupo discreto com um dominio
fundamental. Sendo assim, considere o produto cartesiano G x P. Podemos pensar

em G X P como uma colegao de cédpias disjuntas

(9,P) ={(g,z) |z € P}

de P indexadas por G e (g, z) como o ponto g(z) visto de dentro de g(P). Observe-
mos que para h € G, a aplicacao
hgsh™*

pode ser vista como uma aplicagdo da aresta h(s) € h(P) para
(1) A aresta h(gs(s)) de h(P);
(2) A aresta (hgs)(s) de (hgs)(P), onde hgs ¢ uma composigao.
Escrevendo g = hgs, queremos identificar (g, s) com (h, gs(s)). Essa identifica¢ao

define a relagao ~ sobre G x P dada por

(9,2) ~ (h,y)

se, e somente se,

(i) g=h, = =1y ou;

(ii) v € s, y = gs(x), g = hgs.

Esta relacao é reflexiva e simétrica, mas nao é transitiva. De fato, dados g, h, f €
G e x,y,z € P temos,
1) (g,z) ~ (g,z), pois g = g e x = z, logo ~ é reflexiva;
2) (g,z) ~(hyy) & g=h, x=youzx€s, y=gs(x), g=hgs. Assim,

se g=hex =y, entao (h,y) ~ (g,x) ou

se x €5, y = gs(x), g=hgs temos y € gi(s) =5, v =g (y) = go(y) e h =
99:' = ggy, e entao (h,y) ~ (g,x). Logo ~ é simétrica;
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3) Mostraremos, por absurdo, que ~ nao é transitiva. Assim, sejam g, h e f dois a

dois distintos e y, = e z também dois a dois distintos. Suponha que

(g,2) ~ (h,y) e (hy) ~ (f,2) = (9,2) ~ ([, 2).

Observe que

(g,2) ~ (f,2) =>g=fex=zouxes, z=ygiz), g=fgs

Se g = f e x = z, temos um absurdo. Se x € s, z = gs(x), g = fgs, do fato de

(g, ) ~(hy)=g=h, x=y ou z€s, y=g,zr), g=hyg,

teremos z = y e h = f, o que também é um absurdo. Portanto, ~ nao é uma relagao
de equivaléncia.
Agora vamos estender a rela¢ao ~ para uma relagao de equivaléncia x em (G xP)

definida por
(g, 2) * (R, y)
se, e somente se, tivermos uma seqiiéncia finita de elementos (g,,z,), ©+ = 1,...,n
satisfazendo
(g:2) = (91, 21) ~ (92, 22) ~ .. ~ (gn, Tn) = (h,y)

(Esta seqiiéncia finita é um ciclo de vértices, conforme definido no Capitulo 2, pagina
35.)

Para verificar que x é uma relagao de equivaléncia, temos que mostrar que essa
relacao é transitiva ja que a reflexividade e a simetria sao herdadas de ~. Para isto,

sejam g, h, f € G e x,y,z € P tais que
(g,2) % (hy) e (h,y)*(f,2).

Queremos mostrar que (g, x) * (f, z). Veja que
(g, 2)x(h,y) = (g, x,),0 = 1,...,n tais que (g,2) = (g1,21) ~ .. ~ (G, Tn) = (h,y)
e se
(h,y)*(f,2) = 3(h,,y,),7=1,...,m tais que (h,y) = (h1,11) ~ ... ~ (", ym) = ([, 2)
dai,

(9,2) = (91, 21) ~ oo~ (Gns Tn) = (B, y) = (h1, 1) ~ oo~ (s Ym) = (f2)

logo (g, ) * (f, z) como querfamos.

A classe de equivaléncia contendo (g, z) serd denotada por < g, x > e o conjunto
das classes de equivaléncia (espago quociente) serd denotado por X*. Notemos que,
se

<g,x>=<h,y> entao g(z)=h(y) (3.1)
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< fg,x >=< fh,y > (3.2)
se x € int(P) entdo g=h e x=y. (3.3)

Cada f em G induz uma aplicagao f*: X* — X* dada por
ff(<g,x>)=<fg,z>.
f* estd bem definida, pois, para g € G, se tivermos
ffl<gx>)=<fz> e fi(<g,x>)=<hy>

pelas igualdades 3.1 e 3.3 acima, temos f(z) = h(y) e se x € int(P) temos f =

h e z =1y. Assim enunciamos o seguinte resultado.

Lema 3.1.1. Para cada f € G, temos:
@ () =
(13) (fh)* = f*h*".
Demonstracao: Como f € G, entao f é uma bijecdo. Assim, parag € Gex € P

temos:

() (fH*(<g,z>) =< flg,x >=<(¢7'f)"!, 2 >. Aplicando f* temos

(Y (<gz>)=r(<flgz>)=<f(f"g9),z>=<g,x>.

Analogamente, (f~1)* (f*(< g,z >)) =< g,z >. Logo (f~1)* = (f*)~ L.

(i) (fh)'(< g0 >) =< (fh)g, >= f* (< hg,a >) = f*h* (< g,z >).
Portanto, (fh)* = f*h*.
n
Considere G* o conjunto de todas as aplicagdes f* : X* — X*. Pelo item (i) do

Lema 3.1.1, temos que G* é um grupo de bijecoes de X* em X*.

Lema 3.1.2. Considere a aplica¢ao
F:G— G" dada por F(f)=f".

A aplicagao F é um homomorfismo de G em G*. Além disso, F' é um homomorfismo

de grupo bijetor, ou seja, F' um isomorfismo de grupo.

Demonstracao: Pelo item (i7) do Lema 3.1.1, temos que F(fh) = (fh)* = f*h*,
para todo f,g € G, logo F' é um homomorfismo de grupo. Além disso, dado h* €
G*, temos h*(< g,x >) =< hg,x > para cada g € G e x € X, em particular,
h*(< idg,x >) =< h,x >, dal existe h € G tal que F(h) = h*. Assim, F é

sobrejetiva.
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Agora, sejam f,g € G tais que F(f) = F(h), ou seja, f* = h*. Entdo, para

algum x € int(P), temos
< fix>= f(<idg,x >)=h"(<idg,z >) =< h,z >,

onde idg ¢ a identidade em G. Assim, pelo item 3.3 temos f = h.

Logo, F' é injetiva e assim uma bijecao.

u

Agora definimos (P) = {< idg,z > | x € P}, onde idg ¢ a identidade de G, e
similarmente definimos (int(P)). Note que a agdo de G* em (P) ladrilha X*, pois

como g* € G* é uma bijecao, em particular, uma sobrejecao temos

9" (P) = g" ({idg, P)) = (g9, P).

Assim,
Uosm=Uwr=x (3.4)
g*eGx geG

e

se g* # h*, entao g* (int(P ﬂ h* (int(P)) =0, (3.5)
pois

(int(P ﬂ h* (int(P)) # 0 < 3z, y € int(P)

tais que

<g,x>=< h,y>& g=h, y=u=x.

Como F' é uma bijegao, em particular F' é injetiva, entdo terfamos, g* = F(g) =
F(h) = h* o que seria absurdo.

Veja agora que 3.1 garante a existéncia de uma aplicacao
a: X" — X dada por «a(< g,z >)=g(x)
e temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.3. Seja a : X* — X uma aplicagdo dada por a(< g,z >) = g(x).
Entao,
(i) Se a for sobrejetiva, entdo UgeGg(P) = X;

(i1) Se « for injetiva, entao para g e h elementos distintos de G temos
g(int(P ﬂ h(int(P)) = 0.

Demonstragao: Nessa demonstracao usaremos os itens 3.4 e 3.5 acima.
(i) Pelo item 3.4, temos

UgP=wr=x"

g*€Gx* geG
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Aplicando « e usando a hipotese de a ser sobrejetiva temos,

UsP)= U ale(P))=Jalg.P) =a (U <g,7’>> =a(X7) =X,

9€G g*€Gx* geG geG

(ii) Pelo item 3.5 temos que

| |
=

se g* # h*, entdo g (int(P ﬂ h* (int(P

Se « for injetiva, entdo para g* # h* em G* temos g = a(g*) # a(h*) = hem G e
assim,

(int(P ﬂh* int(P —(D<:><g,73>ﬂ<h77> 0.
Dai
P) [\ (P) <g,79>)ﬂa(<h,P>):a<<g,P>ﬂ<h,P>>:(7).
n

Observacao 3.1.4. A proposicdo acima nos dd uma situacdo similar a existéncia
de um dominio fundamental, ou seja, se G for um grupo discreto, a proposi¢cao

acima nos garante que P € um dominio fundamental desde que o seja bijetora.

Para analisar a aplicacao « e assim usar a Proposicao 3.1.3 introduziremos as

seguintes aplicagoes:

f:G x P — X" dada por f(g,z) =< g,z >,

v:G x P — X dada por v(g,x) = g(x).

Veja que
v = ap. (3.6)

Assim o seguinte diagrama é comutativo:

GxP

\/

Consideraremos em G a topologia discreta, em G x P a topologia produto e em

X* a topologia quociente induzida por [, que é uma aplicacao sobrejetiva. De fato,

dado < g,x >€ X*, J(g,z) € G x P tal que (g,2) =< g,z >.

Lema 3.1.5. As aplicacoes o, [ ey, definidas acima, sdao continuas.
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Demonstragao: A aplicagdo § é continua (e aberta), pois  induz a topologia
quociente de X*. Veja que v também ¢é uma aplicagdo continua, pois, para algum

aberto A em X, temos

774) = Lol x (97 () inme(P))

geG

é um aberto de G x P, pois cada {g} x (g7 (A) [ int(P)) é aberto. Conseqiiente-

mente, o é continua. De fato, seja A € X um aberto, entao

7 A) = (aB)H(A) =57 (a7 (4)).

Como 77 !(A) é aberto e 8 é continua e aberta, segue que a~'(A) é um aberto de

GxP. m

Veja que cada f em G induz uma aplicacio f : G x P — G x P dada por
f(g,2) = (fg,x). E facil ver que a inversa de f é dada por f~1(h,y) = (f'h,y).

Como isso, enunciamos o seguinte resultado.

Lema 3.1.6. A aplicacio f : G x P = G x P dada por f(g,a:) = (fg,z) € um

homeomorfismo.
Demonstragao: Para verificar isso, mostraremos que

1°) f 6 um bijecao:
De fato, dado (h,y) € G x P, tome g = f~'h e assim

fla.9) = (fg,y) = (f(f'h),y) = (h,y),

logo f é sobrejetiva. Agora, para (h,y), (9,2) € G x P, se f(h,y) = f(g,z), entdo

(fhy) = (fg.x) & fh=fgey=aoh=gey=u,
provando que f é injetiva e, portanto, uma bijecdo.
2°) f e f~! sdo continuas:

Todo aberto de G x P pode ser escrito na forma (J,cg{g} x (V (int(P)), onde V

¢ um aberto de X. Entao

f <U{g} X <Vﬂznt(P)>> = U{f’lg} X (Vﬂmt(?))

geG geG

(7 (U{g} x (vﬂmtw))) = Utsgr x (vint(P))

geG geG

sdo abertos em € G x P e assim f e f~! sdo continuas.
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Portanto, f é um homeomorfismo. =

Denotamos por G o grupo formado por todas as aplicagoes f :GxP—->GxP.
Afirmamos que G ¢ isomorfo & G. Para verificar isso, basta tomar a aplicacao
F:G — G dada por ﬁ’(f) = f. E facil ver que F é uma bijecdo e, além disso, F' é
um homomorfismo de grupo. De fato, dados f,g,h € G e x € P temos

F(fg)=(fg9) e (fo)(h,x) = ((fg)h,y) = f(gh,z) = fg(h, x).

Veja que pelos diagramas abaixo, temos as seguintes composigoes:

GxP—1Gx P GxP—1-GxP GxP—1-GxP
6l lﬁ vl lv f*Bl lv
X —I . x X———X Xf——= X

Bf = f*B, vf = fy assim, af*8=~f = fr. (3.7)

Entao, se A for um subconjunto aberto de X*, temos

(B (A) = (£B) 1 (A) = (BF) (A = fF1(B7(A))

que é um aberto de G x P, pois 8 é uma aplicacao continua e aberta, e além disso,
f é um homeomorfismo. Assim, deduzimos que (f*)7Y(A) é aberto em X*, ou seja,
f* é continua. Pelo Lema 3.1.1, temos (f*)™' = (f~)*, entdo (f*)~! é continua, e
assim f* é um homeomorfismo de X* em X*.

Para usarmos a Proposicao 3.1.3 como descrito na Observacao 3.1.4, o tem que
ser uma bijecao. Mas para termos « sobrejetiva, devemos ter uma condi¢ao que
para, cada ponto x € OP, exista um ladrilhamento para alguma vizinhanca de x
(isto é, alguma vizinhanga que seja coberta por imagens de P). Esta condi¢ao deve
expressar o fato que a geometria deste ladrilhamento seja coerente com a relagao de
equivaléncia * (isto é, a cobertura seja consistente com a rela¢ao de equivaléncia *).

A fim de expressar essa condicao suponha
<idg,x >={(g91,71), s (G, Tn) }
entao, para algum j € {1,...,n},
(g,,z,) serdigual a (idg,z) e gi(x1) = ... = gn(xy,) = ide(z) = .

Se x for um ponto interior de alguma aresta s de P, podemos constatar que a classe
de equivaléncia < idg,z > contem apenas os elementos (idg, ) e (g; ', gs(x)) e que

P g (P) contém uma vizinhanga de z.
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Para algum j € {1,...,n}, seja N, = {y € P | d(y,z,) < €}, para algum € > 0
(N, é uma bola aberta em P com centro x, e raios €). Entao o conjunto g,(NN,) é

um subconjunto de g,(P). Como cada g, ¢ uma isometria, temos
g,(N,)) C{y € X | d(y,z) < ¢} = B(z,¢).

Queremos impor uma condi¢ao que, para todo € suficientemente pequeno, o con-

junto g,(N,) ladrilha (cobre) B(z,€). Assim assumimos a seguinte condicao:

Condigao (C3) - Cada ponto x € P tem uma classe de equivaléncia finita

<idg,r >= {(91,961), e (gmxn)}

e para todo € suficientemente pequeno \J,_, g,(N,) = B(z, €).

De fato, como para cada j € {1,...,n}, g,(N,) C B(z,¢€), entdo a unidao também
estd contida em B(z, €). Suponha que B(z, €) ndo esta contido em | J_, g,(N,), entao
existe y € B(x, €) tal que y nao estd em g,(/N,) para todo y € {1, ...,n}, assim existe

z € X tal que z nao pertence a N, e ainda g,(z) = y. Assim
d(y,x) = d(g,(2), g,(z,)) = d(z,x,) > €, para todo € > 0,
o que é um absurdo.

Observacao 3.1.7. Para cada w € B(z,€), o conjunto de pontos em | J(g,, N,) que

sao levados por v para o ponto w formam uma classe de equivaléncia.

Observar que o resultado que estamos buscando pode ser expresso ao dizer que
o conjunto dos pontos em G x P nos quais sao aplicados por 7, para algum w € X
¢ uma classe de equivaléncia (assim « é uma bijegdo). Assim, C3 aparece como
a versao local do resultado global desejado. Além disso, observamos que, como
< f,xr > é a imagem de < idg,xr > por f*, entao cada classe de equivaléncia é

finita. Sendo assim, considere os seguintes conjuntos:
W= J(g,N)) e V=p8W).
1=1

Pela condicao C'3 e do fato de « ser sobrejetiva, temos que

Y(W) =~ (U(9J7N3)> = U (v(g5, ;) = UgJ(NJ> = B(z,¢).

J=1 J=1

Como W ¢é uma uniao de abertos de G x P (ou melhor, uma unido de classes de

equivaléncias em G x P), entao W é aberto em G x P. Dali,

BTHV) =87 (BW)) =W,

entao V' é um aberto em X*. Com isso, anunciamos o seguinte resultado.
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Proposicao 3.1.8. O conjunto B={f*(V) | f*€ G* e V C X*} € uma base para
a topologia de X*.

Demonstracao: E fécil de ver que B € X* j& que cada f*(V) C X*, além disso,
como f* é um homeomorfismos e V é um aberto em X*, entdo f*(V) = (f*1)"1(V)

é um aberto em X*. Seja A um aberto de X*, mostraremos que
= U rwv
f*(V)eB

Sendo assim, suponha que < f,x >€ A. Por C3 temos que

< frx>= [(<ide,x >) = {(fg1, 21), -, (fgn, Tn)}

com (fg,)(x,) = x para todo y = 1,..,n. Sendo f continua, entao
871 (A) = U, 4)
heG

é um aberto de G x P. Como (fg,,z,) € f71(A), entdo x, € Ay, dai Ay, # () é um
aberto de P, e h = fg,.

Agora, tome € > 0 suficientemente pequeno de modo que Cs se aplica e N, C Ay,
para algum h = fg, (y € {1,..,n}). Isso é possivel ja que A; é um aberto nao vazio

de P. Sendo assim, aplicamos f em W = U?Zl(gj, N,), obtemos o seguinte:
o) = (Ut 29)) = U = Uty < -4
=1 1=1 1=1

Aplicando 8 na igualdade acima temos,

BHW) = (fBW) = [(BV)) = [(V) C A

entao concluimos que

U rw

f(V)eB
Agora, como (idg,x) € W temos que B(idg, ) =< idg,z >€ (W), entdo para
dada < f,z >€ A temos,

< [ >= " <idg,x >€ fF(BW)) = f(V), entdio AC | ] f(V

f*(V)eB

Portanto,

Agora vamos anunciar dois resultados, o primeiro é sobre a aplicacao « e o outro

mostra que X* é um espago Hausdorff conexo.

48



Proposicao 3.1.9. A aplicagao o é um homeomorfismo local.

Demonstragao: Pela composigoes explicitadas em 3.7, para todo aberto f*(V)

em X*, temos

a(f(V)) = )(BW)) = (af*BYW) = (f)W) = (1) (w)

(af”
= ( ngaa >>2’7<0(ng7 ) Lnj (fg,, N,

= Ufgj B(fg)(z),¢€)
(f(z), ).

I
m%

Assim, a(f*(V)) é um aberto em X, e consequentemente o é uma aplicagdo aberta.
Além disso, se u,v € f*(V) e a(u) = a(v), escolhemos pontos v/, v € f(W) C GxP
tais que, S(u') = u e B(v') = v. Entao,

(W) = (aB)(W) = a(B(u)) = a(u) = a(v) = a(B(v') = (V).

e assim temos que « ¢ injetiva. Além disso, dado z = g(z) € X existe < g,x >€
X* tal que, a(< g,x >) = g(x), ou seja, a é sobrejetiva. Portanto, o é uma
bijecio. E veja que, (o™ (f*(V))™ = a(f*(V)) = a((f*B)(W)) = (af*B)(W)) =
(fv)(W)) e um aberto em X, isto é, a~! é continua. Assim concluimos que o é um

homeomorfismo local. =

Proposicao 3.1.10. Se P satisfaz a condigcao (Cs3), entao X* serd um espa¢o Haus-

dorff conexo.

Demonstracao: Sejam < f,x >= {(f1,21), ..., (fu,2n)} € < g,y >= {(91, 1), ---,
(gn, ym)} duas classes de equivaléncia distintas em X*. Tome o conjunto N, corres-
pondente a < idg,x > e M, correspondente < idg,y > como em (Cs), de modo que

os conjuntos
U fulN,) e D= U(g],M]) (3-8)
=1 ]:1

sejam abertos e disjuntos em G x P. Veja que se f, # g, entao (f,, N,) e (g,, M,) sao
disjuntos, e se f, = g, devemos ter z, # y, para que (f,, N,), (g,, M,) sejam disjuntos.
Sendo # uma aplicagao aberta (5 ¢é a aplicagdo que induz a topologia quociente

em X*) temos que S(C) e B(D) sao abertos em X* tais que,

| |
=

< f,x>€ B(C), <g,y>€p(D C) () 8(D)
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Logo, X* é um espago Hausdorff.

Para mostrar que X* é conexo, podemos pensar em cada (g, P) como {g} x P,
onde cada g € G. Como {g} e P s@o conexos, entao {g} x P é conexo. Sendo [
continua, temos que (g, P) =< g, P > conexo em X*. E como < ¢g,P > )
< ggs, P ># () (basta lembrar da relacdo ~) e < g, P >, < ggs, P > sdo conexos,
entao < ¢, P > |J < ggs, P ># () é conexo. Portanto,

X" = U <g,P>
9€G

¢é conexo. Lembrando que G é gerado pelas g, onde s sao as arestas de P. m

Sendo (X, d) o plano hiperbdlico com a métrica hiperbdlica (o argumento fun-
cionard igualmente no plano euclidiano ou no plano esférico) de modo que P seja
um poligono hiperbdlico e que P seja o conjunto de todas as isometrias de um em-
parelhamento de arestas, o nosso objetivo é concluir que G é discreto e que P é um
poligono fundamental de G.

Como em X a nogao de angulo é bem definida, a condi¢ao (C5) pode ser reescrita

em uma forma mais simples:

Se x € int(P), tome € > 0 de tal forma que o disco aberto N de centro x e raio
e encontra-se em int(P). Para todo y € N, onde y # x, a classe de equivaléncia
< idg,y > contém apenas (idg,y) e (C3) assegura, trivialmente, a escolha de x. E
se x for ponto interior de uma aresta s de P, entao x estd sobre uma unica aresta
de P e isso conduz imediatamente para o fato que < idg,x > contém precisamente
(idg,y) e (971, gsz) que é assegurado por (C3). De fato, se y € int(P) C P, entdo
<idg,y >={(91,y1), -+, (Gn, Yn) }, assim para s =1, ..n

<idg,y > * < g,y > (idg,y) = (91,91) ~ . ~ (G Yn) = (90> W),

como para algum j = 1,..n, (idg,y) = (g,,y,) temos que (idg,y) ~ (9,,¥.) se, e
somente se, idg = g1 € y = ¥y, j& que y nao pertence a nenhuma aresta s de P. Se x
pertence a uma aresta s de P, temos que < idg,z >= {(g1, 1), ..., (gn, Tn)} € para

algum 7 =1,..n (idg, z) = (g,,z,) e para r € {1,...n} temos que

<idg,y > * < gr, Yr > (idg,y) = (91, 91) ~ - ~ (GrsYr) ~ - (Gns Yn) = (Gr, )
e assim

dg =g, ¢ * =2,

1dg, x) ~ (9, Yr) &
( ) ( ) { TEST = gs(l‘)yid(} = grgGs, dai y Up = gs(l')agr = 9;1

Portanto, < idg,z >= {(idg, ), (95, gs(7))} onde x € s

Agora a condicao (C3) pode ser reescrita apenas em termos dos vértices de P:
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Condigao Cf - Para cada vértice x € P, existem vértices xo(= x),x1, ..., T, em
P e elementos fo(=idg), fi, ..., fn de G tais que, para cada ) = 1,...,n o0s conjuntos
f7(N,) nao se sobrepoe e cuja uniao | f,(N,) = B(x,€).

Como a nocio de angulo em X (= H?, R? ou S?) estd bem definida, a condicio

C’ ¢é equivalente a seguinte condi¢ao:

Condicao CY - Para cada vértice x € P, existem vértices xo(= x),x1,..., T, em
P e elementos fo(= idg), f1,..., fn de G tais que f,(x,) = x. Sejam 64,...,0, os
angulos internos nos respectivos vértices. Se denotarmos a ordem de G, estabi-
lizador de z, por m entdo, 01 + ... + 6, = 2w /m.

! e sendo X* conexo, entao

Como X (= H?, R? ou S?) é simplesmente conexo
temos que « sera uma bijecao. E assim, se G for discreto, pelo Proposicao 3.1.3,
temos que P é um dominio fundamental de . Para mostrar que G ¢é discreto
usaremos o Teorema 2.1.8. Ou seja, para mostrar que G é discreto temos que
mostrar que as orbitas de G sao discretas e os estabilizadores sao finitos. Como
P contém representantes de todas as 6rbitas de G (veja o item (i) da Proposicao
3.1.3), entdo basta verificar nos pontos de P. Sendo assim, se x € int(P) entdo por
Cs, G, = {id} (estabilizador de x) e G(z) serd discreto. Agora, seja x € IP. Se x
for um ponto interior de uma aresta s de P, seja gy (s') = s um emparelhamento de
arestas de P, entao por Cs3, P J gy (P) contém uma vizinhanca aberta de = e assim
PN gs(PUgs(P)) # 0, portanto G(z) serd discreto e G, contém finitos elementos.
Se x for um vértice de P entao por Cj, | f,(N,) = B(z,€), e assim x possui uma
vizinhanga que sera coberta por um ntmero finito de imagens de P de elementos de
G, logo G, contém finitos elementos e G(x) é discreto. E assim concluimos que G é

discreto e P serd um dominio fundamental de G.

Definicdo 3.1.11. Seja X um espaco topoldgico. Uma aplicagio p: X — X € uma
aplicagao de recobrimento quando cada ponto de x € X pertence a um aberto V C X
tal que p~'(V) = U, Us € uma reunido de abertos Uy, dois a dois disjuntos, cada
um dos quais se aplica por p homeomorficamente sobre V. O espago X ¢ chamado

de espaco de recobrimento de X.

Para garantir que cada curva em X possa ser levado para uma curva em X* (ou
seja, cada ponto possa ser reenviado continuamente uniforme para P pelo menos,

uma distancia €) e a aplicagdo o : X* — X seja uma aplicagdo de recobrimento,

No texto [15] Capitulo 2, temos que um espago X é simplesmente conexo se, e somente se,
duas aplicacdes continuas quaisquer f,g: S — X sdo homotépicas. (Veja definigao de aplicacoes

homotédpicas em [15] Capitulo 1)
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exigimos a seguinte condicao:

Condigao Cj - O € em (5 pode ser escolhido independentemente de x € P.

A condicao Cy é satisfeita se o poligono P tiver um ntmero finito de arestas e
vértices, para isso basta tomar € como sendo o menor dos comprimentos das arestas
de P.

E assim temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.12 (Teorema de Poincaré). Seja P um poligono com emparelha-
mento ¢ em X satisfazendo C e Cy. Entao o grupo G gerado pelas isometrias de

¢ € um grupo discreto em Isom(X) e P € um poligono fundamental de G (onde
X = H?,R?, 52).

No Apéndice B deste texto, apresentamos uma outra maneira mais intuitiva e
topoldgica de se demonstrar o Teorema de Poincaré.
Agora, apresentaremos uma exemplo, no plano euclidiano R?, onde aplicaremos

o Teorema de Poincaré.

Exemplo 3.1.13. Seja D um quadrildtero, em particular, um quadrado com arestas
de tamanho r. Considere o emparelhamento de arestas descrito na Figura 3.1.
Consideraremos a orientacdo de v, para vy, de vy para vy, de vy para vy e de vy

vV, A

Vi Vs

Figura 3.1: Quadrado com arestas de tamanho r.

para vy. Assim, partindo de vy, temos o sequinte ciclo de vértices:
{Ulag(vl> = V2, fg(vl) = U3agilfg(vl) = ,04}7

ou seja, v = g H(v9) = g f H(vs) = g7 fLg(vy), veja as figuras abaivo.
Pela condi¢do Cy, podemos tomar e = r, e assim obtemos N,,, = {y € D | d(y, v;) <
r}, parai = 1,2,3,4, tais que Ny, g7 (Ny,), g fTHN,,), g7 fLg(N,,) nao se so-

brepoe e

No | Jg ' No) g N g7 9(Va) = B(on, 7).

Para os outros vértices, o raciocinio € andlogo. Assim, as condigoes C§ e Cy sao

satisfeitas, portanto, o Teorema de Poincaré (Teorema 3.1.12) nos garante que o
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~fa(v)

¢ um dominio fundamental de G.

V,=9(Y)

93

V,=9( )

~fa(v)

emparelhamento de arestas ® = {f, g} gera um grupo G discreto em Isom(R?) e D



Capitulo 4

Emparelhamentos Construidos

O principal objetivo do problema de Empacotamento de Esferas é a busca pela
maior densidade possivel de empacotamento. Em [23, pagina 241], Toth apresen-
tou o limitante méaximo para esta densidade no plano hiperbdlico. Segundo ele, a
densidade de empacotamento é limitada superiormente por %

Em [5, Cép. 4 teorema 4.1.1] foram feitos estudos assintdticos para reticulados do
tipo {p, ¢} . Demonstraram que assintoticamente', a densidade de empacotamento

nao atinge o valor % Porém, temos que % ¢é atingido por empacotamentos de

horobolas {o0, 3}.

Assim, quando consideramos um reticulado da forma {p, ¢}, temos um empa-
cotamento de esferas associado. A busca por empacotamentos reticulados étimos,
no sentido da maior densidade possivel, esta ligada a busca de cédigos 6timos, pois
maior densidade de empacotamento implica em menor probabilidade de erro.

A relevancia dos resultados que apresentaremos neste Capitulo para empaco-
tamento de esferas, estd no fato que reticulados hiperbdlicos do tipo {121 — 8,4}
e {12 — 12,4} fornecem empacotamentos com densidades proximas ao empacota-
mento 6timo em relagao a densidade de empacotamento no plano hiperbdlico. Dai,
nosso interesse em explorar os emparelhamentos de arestas de poligonos, em par-
ticular os poligonos com 121 — 8 e 12 — 12 arestas (segoes 4.2 e 4.3). Iniciamos

definindo emparelhamento de arestas.

4.1 Emparelhamento de arestas de um poligono

Seja P um poligono e considere A o conjunto de arestas de P. Um emparelhamento

de arestas de P ¢é definido da seguinte forma.

! Assintoticidade no sentido de p e ¢ tenderem a infinito, onde p e ¢ determinam um

ladrilhamento {p, ¢} .
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Definigao 4.1.1. Um emparelhamento de arestas de P é um conjunto ® = {T,|T € A}
de isometrias que, para toda aresta T € A :

1) existe aresta 7' € A com T, (17') = 7;

2) as isometrias T, e Ty satisfazem a relagio Trr = T

3) se T for aresta de P entio 7' = PNT-'(P).

O emparelhamento & de um poligono P gera um grupo Gp. Com este grupo
podemos obter superficies de Riemann R de um dado género g através do quociente
de H? por Gp, denotado por g. E conhecido que o numero N de arestas de arestas
do poligono P esta entre 4g e 12¢g — 6, [3].

Os emparelhamentos para poligonos com 4¢g arestas foram bem explorados na
literatura [5], [9], [10], [13] e [25]. J& os poligonos com 12g — 6 arestas foram
explorados, os oito possiveis emparelhamentos para este, nos trabalhos [6],[7] e [8].

Recordamos que o Teorema de Poincaré nos garante que um emparelhamento de
arestas ® gera um grupo fuchsiano G, que nos conduz a uma superficie compacta

H?/G cujo género pode ser obtido por:
V-—A+F=2-2g (4.1)

como descrito no Capitulo 2, Se¢ao 2.5.
Neste Capitulo nds apresentamos os dois emparelhamentos generalizados que

construimos. Estes estao relacionados as tesselagoes {12n — 8,4} e {12u — 8,4}
(secoes 4.2 e 4.3).

4.2 Emparelhamentos Generalizados {127 — 8,4}

Seja Pia,—s um poligono hiperbdlico regular Pig,_g, com 127 — 8 arestas e com
angulos internos medindo 7/2, onde 7 é impar e n > 3. Este poligono é possivel
de ser construido, além disso ele é convexo, pois se somarmos todos os seus angulos

internos, temos

(12n = 8) - — = (6n — 4)7 < (12n — 10)7 = [(12n — 8) — 2]m.

o

Assim, o Teorema 1.5.4 nos garante que Pja,_g existe. Ainda, como todos os angulos
internos de Pja,_g sdo iguais 7/2 e 0 < 7/2 < 7, entao pelo Teorema 1.5.3 Pia,_5 é
convexo.

Para emparelharmos as arestas de Pr9,_g geramos a seguinte regra que denotare-

mos por Ryig,_g4):

Sejam n = 12n — 8 (ntmero de arestas) e ¢ = (12n — 8)/4 (ndmero de ciclos,
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com 4 vértices, a ser obtido). Entao, para 1 < i < c¢—1e j = 1,2, definimos as

seguintes identificacoes de arestas:

Yan—2 (an—Q) =0an € Ya. (ac) = Qp—1; (42)
Va; (1) = An-2)-3i; (4.3)
se i for fmpar, entao Ya, _, ., (A(n—2)-3i—j) = Qn—2)—3(i-1)—j- (4.4)

Logo a regra Ryi2,—s 4} nos dd um emparelhamento de arestas do poligono Py2,—s,

que denotaremos por ®;9, 5. E assim, enunciamos o seguinte resultado.

Teorema 4.2.1. Sejam Pia,—s um poligono hiperbolico reqular com dangulos internos
iguais a w/2, como descrito no inicio desta se¢do, e ®ia,_g 0 emparelhamento de
arestas do poligono Piay,—g, obtido pela regra Ryi2,—g4y. Entao, Pia,—g gera um grupo
Fuchsiano Gia,—g tal que H? /Gyay—s € uma superficie compacta orientdvel de género
igual a g = (3n —1)/2.

Demonstragao:

Veja que o emparelhamento ®49,_g formado pelas identificagoes das arestas do
poligono Pyg,_s, dadas pela regra Ryi2,—s.4}, nos da ¢ = (121—8)/4 ciclos de vértices.
Por recorréncia e observando o emparelhamento ®44,_g, temos que os ciclos sao dados
pela seguinte regra:

Para 1 <i <c¢—1, temos:

se ¢ for impar, entao C,, = {viavnflfB'ia/UnfB(iJrl)a Un7273(2'71)}; (4.5)
se 4 for par, entao C,, = {v;, Un—1-3i, Un—3(i—1), Un7273(2'71)}; (4.6)
e Cvc = {Uca Ve415 Un—1, Un}- (47)

Note que todos os ciclos sao homogéneos com 4 vértices. Como cada vértice
possui angulo medindo 7/2, assim a soma de todos os angulos de cada ciclo serd
igual a 2.

Do fato que estamos usando apenas isometrias hiperbdlicas e que Pig,_g possui
finitas arestas, temos que as condigdes C¥ e Cy do Teorema de Poincaré (Teorema
3.1.12) sao satisfeitas, e assim o Teorema de Poincaré nos garante que ®19,_g gera
um grupo Fuchsiano Gyg,-s € Pi2,;—-s ¢ um dominio fundamental de Gi9,_s. Além
disso, como nao estamos usando isometrias parabdlicas e Pia,_g ¢ um poligono com
drea finita (convexo e fechado) sem vértices ideais, entao H?/Gyz,_s é uma superficie
compacta orientavel.

Para calcular o género da superficie H? /G1g,_s, usaremos a expressao 4.1 e assim

temos
12n —8 12n — 8

4 2

+1=2-2¢, logo g= . (4.8)
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Portanto, o emparelhamento ®19,_g nos da uma superficie compacta orientdvel
H?/G1a,-s de género g = (3n—1)/2. m
Agora, construiremos exemplos de emparelhamentos para poligonos de 28 arestas

(quando n = 3) e poligonos de 52 arestas (quando 1 = 5).

Exemplo 4.2.2 (n = 3). Seja P um poligono hiperbdlico em D? com arestas,
a1, Qsg, ..., Ao, € VETtices Vi, Va, ...,v98. Como n = 28 e ¢ = 7, usando a regra de

emparelhamento N1, g4y, temos os sequintes pares de arestas emparelhadas:

{ala 0’23}7 {a27 a20}7 {a37 CL17}, {(14, 0/14}, {(15, a/ll}a {aﬁa a’8}7 {(17, 0’27}7 {a97 CL12},
{6110, a13}, {015, Clls}, {016, alg}, {a21, CL24}, {022, CL25}, {a267 a28}-
Ou seja, pela regra de emparelhamento Ryiz,—12,4), temos
%1(611) = 23, Yas (a2) = G20, %3(603) = a7, 7a4(a4) = Q14, 75(%) = ai, %6(%‘) = as,

%7(607) = a27, Yag (ag) = Q12, %10(@10) = a13, Yais (a15) = aisg, '7@16((116) = Q19,
%gl(am) = a4, %22(6!22) = Q2s5, 726(6%) = Q2g-

Veja a Figura 4.1.

Figura 4.1: Poligono hiperbdlico de 28 arestas com o emparelhamento ®og.

Logo obtemos o emparelhamento
Pog = {’7(11 » Yazs Vass Vaar Vass VasVars Yags Va2 Varor Vars) Varer Vaors Vases 7a26} )
que nos da 7 ciclos com 4 vértices cada, a saber:
Cy, = {1, V24, V22, V26 }; Coy = {02, V23, V25, V21 }; Coy = {03, V18, V16, V20 };
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Cv4 = {U47 V17, V19, /015};
Cv5 = {715,012,7110,7114}% C’UG = {UG,U11,U13,09}; Cv7 = {717,08,027,028}-

Portanto, pelo Teorema 4.2.1, o emparelhamento ®og gera uma superficie com-

pacta orientdvel, além disso, como 1 = 3 entao, pela expressao 4.8, temos
3-3—1

' =4.
5 ou seja, ¢

g =
¢ o género da superficie obtida.
Exemplo 4.2.3 (n =5). Considere Psy um poligono hiperbdlico em D? de arestas,
a1, Qsg, ..., a5, € VETLICES V1, Vg, ..., Vs0. Sendo n = 52 e ¢ = 13, temos os sequintes

pares de arestas emparelhadas:

{ab CL47}7 {32, CL44}, {ag, CL41}, {a4, a38}7 {a5, a35}7 {a6, a32}7 {a7, CL29}, {as, a26}7 {ag, a23}7
{Cho, a20}7 {011, al?}, {am, a14}, {015, als}, {a167 a19}7 {021, CL24}, {a22, a25},
{&277 a’30}7 {a287 a31}, {a337 a36}7 {a34, a37}, {a397 a42}, {a40, a43}, {a45, a48}7

{a467 a49}, {050, a52}, {a13, a51}_

Ou seja, pela regra de emparelhamento Ryiay—g 4y, temos

’Yal(al) 47, Vay (@2) = (44, ’Yag(a:«;) = a41, Yay (&4) = ass, ’Ya5(a5) = a35, Yag (&6) = asz,

Var (A7) = @29, Vag (A8) = @26, Vao (A9) = 23, Va10(@10) = 20, Vay, (@11) = 17, Var, (@12) = 14,
Yars (@13) = G51, Va5 (A15) = A18, Vays(@16) = @19, Vaz (A21) = A24, Va, (a22) = as,
Vaz: (@27) = 430, Vags (G28) = 31, Vass (A33) = A36, Vass(G31) = A37, Vase(A39) = a2,

Vaio (040) = 43, Vass (A45) = A48, Vass(Aa6) = a9, Vaso(A50) = as2.

Veja a Figura 4.2.

Assim obtemos o emparelhamento @5y formados por todas as identificacoes das
arestas do poligono Psy, dadas pela regra Ryizy—say. Este emparelhamento nos dd
13 ciclos com 4 vértices cada, a saber:

Coyy = {1,048, 016, V50 }; Cup = {2, V47,019, V45 }; Coy = {3, Vs, Va0, Va};
Coy = {04,041, 043, V39 }; Coy = {5, V36,34, U3g }; Cog = {0, U35, V37, U3}
Om = {07,032,028,?130}; C’Ug = {08,029,031,?127}; C’Ug = {09,024,?122,?126};
Coyp = {010,?121,?125,?123}; Coy, = {7111,?118,016,020}; Copp = {012,015,01977117};
Cos = {7113, V52, Us1, U14}-
Portanto, pelo Teorema 4.2.1, o emparelhamento @55 gera uma superficie com-

pacta orientdvel, além disso, como 1 =5 entao, pela expressao 4.8, temos
3-5—-1

, asstm g =1,
5 g

g
€ o género da superficie obtida.
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Figura 4.2: Poligono hiperbdlico de 52 arestas com o emparelhamento ®5s.

Na tabela abaixo temos o resumo dos resultados:

g | Arestas | Emparelhamento
28 Dog
52 0L

4.3 Emparelhamentos Generalizados {12 — 12,4}

Seja Pi2u—12 um poligono hiperbdlico regular com angulos internos iguais 7/2 e
1244 — 12 arestas, onde p é par e p > 2. Este poligono é possivel de ser construido,

pois, somando todos os seus angulos internos, temos
(12— 12) - g = (6n—6)r < (12n — 14)7 = [(12n — 12) — 2|~.

Assim, o Teorema 1.5.4 nos garante que Pig,_12 existe. Além disso como cada
angulo de P12 € igual a m/2 e 0 < 7/2 < 7, entao o Teorema 1.5.3 nos garante
que Pig,—12 ¢ um poligono convexo.

Para emparelharmos as arestas de Pjg,—12 geramos a seguinte regra que denota-

mos por Ryigu—12.4}:
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Seja n = 12pu — 12 e ¢ = (12u — 12)/4 entdo, para 1 < i < c—1e j = 1,2,

definimos a seguinte identificacao de arestas:

Yan—z(@n-2) = an € Yo (ac) = an_1; (4.9)
’Yai)(az') = A(n—2)—3i; (4-10)
se ¢ for impar, entao Ya, , ., (A(n—2)-3i—j) = Qn—2)—3(i—1)—j - (4.11)

Assim, a regra MRyiz,—12,4y nos dd um emparelhamento de arestas do poligono
Pi2,-12, onde denotaremos por Py, 12. E assim, com o exposto acima enunciamos

o seguinte resultado.

Teorema 4.3.1. Sejam Piay,—12 um poligono hiperbdlico reqular com angulos inter-
nos iguais a /2, como descrito no inicio desta se¢do, e ®1a,_12 0 emparelhamento
de arestas do poligono Pia,—12, obtido pela regra Ryiou—124y. Entao P19, 12 gera um
grupo Fuchsiano Gyg,—12 tal que HQ/Glgu_lg ¢ uma superficie compacta orientdvel

de género igual a g = (3pu — 2)/2.

Demonstracgao:

Veja que o emparelhamento ®15,_12 formado pelas identificacoes das arestas do
poligono Pig,_12, nos da ¢ = (12 — 12)/4 ciclos de vértices. Por recorréncia e
observando o emparelhamento ®19,_12, temos que os ciclos sao encontrados usando
a seguinte regra:

Para 1 <i <c¢—1, temos:

se ¢ for impar, entao C,, = {Uz‘aUn—1—3z‘,vn—3(z‘+1),Un—2—3(z‘—1)}§ (4.12)
se ¢ for par, entao C,, = {UiaUn—l—?)z'avnfii(ifl)aUn7273(i71)}; (4.13)
€ Cvc = {Uc, Veq15 Un—1, Un}' (414)

Logo, obtemos ciclos homogeéneos, formados com 4 vértices. Como cada vértice
possui angulo interno igual a 7/2, entao a soma de todos os angulos de cada ciclo
é igual a 2w. Além disso, como estamos usando apenas isometrias hiperbdlicas e
Pi2u—12 possui finitas arestas, entdao as condig¢bes C5 e Cy do Teorema de Poincaré
(Teorema 3.1.12) sao satisfeitas. Assim, o Teorema de Poincaré nos garante que
®15,-12 gera um grupo Fuchsiano Gigy,—12 € Pigu—12 ¢ um dominio fundamental de
Gigy—12. Além disso, do fato que nao estamos usando isometrias parabdlicas e que
Pi2,u—12 € um poligono com drea finita (convexo e fechado) sem vértices ideais, entao
H?/ G12,—12 ¢ uma superficie compacta orientdvel.

Para calcular o género da superficie H?> /G1a,—12, usaremos a expressao 4.1 e
assim temos

120 —12  12p — 12
42

3 — 2
+1=2-2g, logo g— ”2 . (4.15)
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Portanto, o emparelhamento ®;5, 12 nos dd uma superficie compacta orientdvel
H?/G1g,,-12 de género g = (3u—2)/2. =
A seguir, construiremos exemplos de emparelhamentos para poligonos de 12

arestas (quando pu = 2) e poligonos de 36 arestas (quando p = 4).

Exemplo 4.3.2 (u = 2). Seja P1o um poligono hiperbdlico em D? com arestas,
a1, A3, ..., a1, € VETtices V1, Vs, ...,v12. Como n = 12 e ¢ = 3, pela regra de empare-

lhamento dada acima, temos os sequintes pares de arestas emparelhadas:
{a1, a7}, {az, as}, {as, an1}, {as, as}, {as, ag}, {ao, a2}
Dai, a regra de emparelhamento Ryiz,—12,4) nos dd as sequintes identificagoes:
Yai (@1) = a7, Yap(a2) = a4, Vaz(a3) = a11, Yas(a5) = as, Vas(a6) = a9, Vaso(a10) = 12.

Veja a Figura 4.3.

Figura 4.3: Poligono hiperbdlico de 12 arestas com o emparelhamento ®s.

Logo obtemos o emparelhamento

CI)12 == {7a1 y Yazs Yaszs Yas»r Vae» ’yalo} )

que nos da 3 ciclos com 4 vértices cada, a saber:
Cvl - {Ula Vg, Vg, ,Ul()}; C’Ug - {U27 V7, Vg, 1)5}; C’Ug - {U37 V4, V11, U12}-

Portanto, pelo Teorema 4.3.1, o emparelhamento ®15 gera uma superficie com-
pacta orientavel e como p = 2 entao, pela expressao 4.15, temos que o género da
superficie obtida é

322

=" = ' = 2.
g 5 v 0ssim g

Exemplo 4.3.3 (u = 4). Agora, seja Psg um poligono hiperbdlico D* com arestas,
ai, s, ..., a3, € Vertices vy, vy, ...,v36. Comon = 36 e c =19, obtemos 0s sequintes

pares de arestas emparelhadas:
{ahagl}, {a2aa28}7 {33,a25}, {a4,a22}, {05#119}, {aﬁ,am}, {a7,a13}, {as,am}, {09,a35},
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{aflla CL14}, {a127 0’15}7 {(117, a20}7 {a187 0’21}7 {(123, a26}7 {a247 0’27}7 {(129, CL32},
{6130, a33}, {a34, a36}-
Ou seja, a regra de emparelhamento de arestas Rizu—12,4) N0s dd as sequintes
wdentificacoes:

Yar (@1) = a31, Vay(a2) = G28, Vas(a3) = a25, Vas(@4) = a22, Vas(a5) = 19,

’Yaﬁ(%) = @16, Yay (@7) = ais, ’Yag(as) = @10, Yag (ag) = ass, ’Yau(all) = G14,
’Yau(alz) = ai1s5, Yair (&17) = @20, ’Yalg(als) = Qo91, ’Yagg(azs) = Q2,
Vaoa (a24) = a27, Vagg (a29) = a3z, %30(030) = a33, Yass (a34) = a36-

Veja a Figura 4.4.

Figura 4.4: Poligono hiperbdlico de 36 arestas com o emparelhamento ®g.

E assim, obtemos o emparelhamento ®35 formado por todas as identificagoes das
arestas do poligono Pss, obtidas pela regra Ryiz,—12.4y- Este emparelhamento nos dd

9 ciclos com 4 vértices cada, a saber:
Cy, = {1, V32, V30, Usa }; Coy = {02, 031,033, Va9 }; Coy = {03, Vo8, V24, V26 };

Cm = {04,025,027,7123}; Cvs = {05,022,018,7120}; C’UG = {U6,019,U21,U17}§
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Cv7 = {U77U167U127'014}3 Cvg = {U87U137U157'011}3 Cvg = {Ug,U1077J357’U36};

Portanto, pelo Teorema 4.3.1, o emparelhamento ®3¢ gera uma superficie com-

pacta orientdvel, além disso, como pu = 4 entao, pela expressao 4.15, temos

3-4—2 ,
g=—— assim ¢ =>5.
2
€ o género da superficie obtida.

Veja na tabela abaixo o resumo dos resultados:

Arestas | Emparelhamento
2 12 O3PS
5 36 P36

4.4 Empacotamento de Esferas

Um empacotamento de esfera no plano hiperbélico H? ¢ uma familia de bolas
{B;}, B; C H? de mesmo raio, disjuntas duas a duas. O principal objetivo nessa
linha de estudo ¢é obter a maior densidade possivel de empacotamento, ou seja,
queremos maximizar a propor¢ao entre o volume das bolas e o volume total do
recipiente que as contém. Alguns resultados a respeito de empacotamentos podem
ser encontrados na obra de Lagrange [14].

Estamos interessados no empacotamento em HZ?. Sendo assim, considere o
ladrilhamento do plano hiperbdlico por poligonos regulares P de p arestas, com
exatamente ¢ poligonos encontrando-se em cada um dos vértices (ladrilhamento
{p,q}). Tal ladrilhamento existe para quaisquer inteiros p, ¢ tais que 11? + % < %

Além disso, cada ladrilhamento determina um empacotamento de esfera. Para
isto, basta considerarmos a maior circunferéncia inscrita C' em cada um dos poligonos
P. Como os poligonos sao isométricos, a densidade local esta bem definida, e as-
sim temos que a densidade de empacotamento de esferas, encontrada no texto [5]

Capitulo 4, é dada por

voly(circunferéncia inscrita) 5 cos(m/q) — sin(w/p) 1
voly(poligono) B sin(m/p) p(l1—2/q)—2

A seguir calcularemos o valor da densidade de empacotamento de esferas para

ldy(p, q) =

o ladrilhamento {12n — 8,4}, onde verificamos que o valor é préximo do méximo
% = 0.95492965855137201461.
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1 | Género | Densidade
3 4 0.885909
5 7 0.892603
7

9

10 0.895049
13 0.896317
11 16 0.897093
13 19 0.897617
15 22 0.897994
17 25 0.898279
19 28 0.898501
21 31 0.89868
23 34 0.898827
25 37 0.898949
27 40 0.899053

Agora calcularemos o valor da densidade de empacotamento de esferas para o
ladrilhamento {12 — 12,4}, onde verificamos que o valor também é préximo do
maximo % = 0.95492965855137201461.

i | Género | Densidade
2 2 0.866025
4 5 0.889143
6 8 0.893637
8

11 0.895553
10 14 0.896614
12 17 0.897289
14 20 0.897756
16 23 0.898098
18 26 0.898359
20 29 0.898565

4.5 Emparelhamentos de Arestas em Poligonos

Hiperbdlicos de 16 Arestas

Seja Pf um poligono hiperbélico em D? com 16 arestas, ay, ..., ag, € vértices

v1, ..., V1. Suponha que as arestas {aq,as}, {az, a4}, {as, a6}, {as,a10}, {as, a1},
{a7,a15}, {ag, a12}, {a13,a16} tenham o mesmo comprimento. Admitimos que cada

um dos vértices vy, vq, V4, Us, Vg, Vs, Vg, U1g, V11, V12, V13, U15 POssui angulo interno
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igual a 27/3 e cada um dos vértices v, v7, V14, V1 possui angulo interno igual a 7 /2,
como 0 < 27/3 < me 0 < m/2 <, entao pelo Teorema 1.5.3, Pjy é um poligono

convexo. E se denotarmos o angulo interno de v; por 6;, para i = 1,..., 16, temos
2
91+...+616:12.§+4-g:107r< 147 = (16 — 2)r.

Entao, pelo Teorema 1.5.4, o poligono Pfy ¢ possivel de ser construido.

Sendo assim, considere as seguintes identificacoes de arestas vy, s, ..., 7s tais que,
T1(a1) = as, v2(a2) = awu, y3(as) = as, v1(as) = a1, vs5(as) = an, v6(ar) = aus,

’Y?(ag) = Q12, 78(6113) = a16,

como podemos ver na Figura 4.5.

Figura 4.5: Poligono hiperbélico de 16 arestas com o emparelhamento ®¢;.

Logo obtemos o emparelhamento ®; = {v; | 1 <i < 8}.

Teorema 4.5.1. Considere o poligono Pi; como descrito acima. Seja Pf; o em-
parelhamento do poligono Py descrito na Figura 4.5. Entao, ®fs gera um grupo

Fuchsiano G4 tal que H? /G4 é uma superficie compacta orientdvel de género 2.

Demonstragao:
Os ciclos de vértices correspondentes ao emparelhamento ®§4 no poligono Py,

Sa0:
Cvl = {7117’097’013}; Cvg = {7}27'0877}15}3 Cvg = {713,71147’0167’07}; Cv4 = {714,716,7111};

CU5 = {?}5, V10, U12}'

Note que a soma dos seus angulos em cada ciclo ¢ igual a 27. Além disso, Piy nao

possui vértices ideais e as isometrias que estamos usando sao todas hiperbdlicas,
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entdo pelo Teorema de Poincaré (Teorema 3.1.12), temos que G4 é um grupo Fuch-
siano e Pfy; ¢ um dominio fundamental de G{;. Ainda, do fato de nao estarmos
usando isometrias parabdlicas e como Pfy possui area finita (convexo e limitado)
sem vértices ideais, entao H?/G{s é uma superficie compacta orientével.
Para calcular o género da superficie obtida, veja que V' = 5 (quantidade de
16

ciclos), A= 3 =8 ¢ F' = 1, entao pela equacao (4.1), temos:

5—8+1=2—-2gedaig=2
Logo H?/GYs é uma superficie compacta orientdvel de género 2. m

Agora, seja Pl; um outro poligono de 16 arestas em D?, com arestas aj, ..., ajq e
vértices vy, ..., v1g. Vamos supor que as arestas {ay, a0}, {ao, ag}, {as, ag}, {a4, a2},
{as,a15}, {a7,a14}, {as,a11}, {ai3,a16} tenham o mesmo comprimento. Agora,
suponha que cada um dos vértices, vy, v4, Vs, Vg, Vg, V11, V12, V13, V14, V1ig POS-
sui angulo interno igual a 27/5 e cada um dos vértices vq, vs, vg, V7, V19, V15 pOSsui
angulo interno igual a 7/3, assim pelo Teorema 1.5.3, P% é um poligono convexo.

Agora, se denotarmos o angulo interno de v; por #;, para i =1, ..., 16, temos

2
91+...+016:10-§+6%:67r<147r:(16—2)7r.

Entéo, pelo Teorema 1.5.4, o poligono P é possivel de ser construido.

Sendo assim, considere as seguintes isometrias oy, 09, ..., 0g tais que,
o1(a1) = ai, 02(az) = as, o3(az) = ag, o4(as) = a2, os(as) = ass,

06(617) = Q14, 07(a8) = a1, 08(a13) = Q16-

Veja a Figura 4.6.

Dai, obtemos o emparelhamento ®4; = {o; | 1 < i < 8}.

Teorema 4.5.2. Considere o poligono Pb descrito anteriormente. Seja ®%s o em-
parelhamento do poligono PP descrito na Figura 4.5. Entdo, ®% gera um grupo

Fuchsiano G4 tal que H?/GS4 é uma superficie compacta orientdvel de género 3.

Demonstragao:
Note que os ciclos de vértices correspondentes ao emparelhamento ®4, no poligono

b oS
Py, sao:
Cv1 = {711,’011,’097’04,7113}; Cvg = {02,U107@37U6,U1577J7}; Cv5 = {U57U127U87U147U16}-

Note também que a soma dos seus angulos em cada ciclo é igual a 27. Além disso,
como PY nao possui vértices ideais e as isometrias que estamos usando sao todas

hiperbdlicas, entao pelo Teorema de Poincaré (Teorema 3.1.12), temos que G%; é
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Figura 4.6: Poligono hiperbdlico de 16 arestas com o emparelhamento ®;.

um grupo Fuchsiano e PY; é um dominio fundamental de G%;. Como néo estamos
usando isometrias parabdlicas e PYs possui rea finita (convexo e limitado), entdo
H? /G4 é uma superficie compacta orientével.

Para calcular o género da superficie obtida, veja que V =3, A = % =8e =1,

entao pela equagao (4.1), temos:
3—8+1=2—-2gedaig=3
Logo H?/G}, é uma superficie compacta orientdvel de género 3. m

Também temos o conhecido emparelhamento ®4, associado ao ladrilhamento
{4g,4g} dado por
{Uiaaz/'} e {TiaTi/}
onde oy, 0}, 7;, 7/ sdo as arestas dos poligonos para i € {1,2,...,4g9} e g é o género
da superficie associada. Para o caso ¢ = 4 temos um poligono com 16 arestas.

Resumimos os resultados dessa se¢ao na seguinte tabela:

g | Arestas | Emparelhamento
2 16 I

3 16 oo

4 16 Dy, g=14

Além dos emparelhamentos acima, também fizemos os seguintes emparelhamen-

tos para poligonos de 16 arestas:
1) Para os seguintes pares de arestas emparelhadas
{611, ag}, {a2> a13}, {a3> an}, {a4, a12}, {a5, a15}, {a6, alo}, {a7, a14}, {ag, a16}
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temos os seguintes ciclos
Cy, = {v1,v9}, Cy, = {v2, V8, V14}, Oy = {v3, V13, V4, V11, Vs, V15 },

Cv5 = {U77 V10, V16, Us, U12}-

Obtemos assim, uma superficie de género g = 3.
2) Dos seguintes pares de arestas emparelhadas
{ah a5}, {CLQ, alo}, {CL3, a15}, {CL4, a12}7 {CLG, a14}, {CL7, a13}, {CLS, an}, {ag, a16}
temos os seguintes ciclos
Cy, = {01,1)6,U15,U4,U13,08,012,05,02,?111,09}, Cu = {713,?110,?116},

Cv7 = {7)77 U14}7

gerando uma superficie de género g = 3.
3) Para os seguintes pares de arestas emparelhadas
{ay, ag}, {ag, ar}, {as, ag}, {as, arn}, {as, a3}, {ag, ars}, {a10, @14}, {a11, ars},
temos os seguintes ciclos
Cyy, = {v1,v9}, Oy, = {va, 08}, Coy = {v3, 07}, Oy = {04, v6, 13},

C’U5 = {U5, V12, V15, V10, V16, V11, Ul?)}'

Assim, obtemos uma superficie de género g = 2.
3) Para os seguintes pares de arestas emparelhadas
{ay, ag}, {ag, ag}, {as, ag}, {as, aro}, {as, an}, {ar, a5}, {ag, a12}, {ars, ase},
temos os seguintes ciclos
Cyy = {v1,v9, 013}, Cy = {2, V8, V15 }, Coy = {03,014, V16, U7}, Coy = {4, 06, 011},

CU5 = {U57 V10, U12},

gerando uma superficie de género g = 2.

Agora vamos construir emparelhamentos de arestas em poligonos hiperbdlicos

de 18 arestas.
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4.6 Emparelhamentos de Arestas em Poligonos

Hiperbdlicos de 18 Arestas

Seja Py um poligono com arestas ai, ...aig e vértices vy, ..., v15. suponha que as

arestas {a1, ag}, {as, as}, {as, ar}, {as, a1}, {as, a2}, {as, a16}, {a1s, aro}, {ars, ass},
{ai14,a17} tenham o mesmo comprimento. Admitiremos que cada um dos vértices
vy, Vg, U3, Ug, Vg, U1g Possui angulo interno igual a 7 e cada um dos vértices vy, vs,
vs, Vg, U7, U11, V12, V13, V14, V15, U1g, U17 possul angulo interno igual a 7/6, assim
pelo Teorema 1.5.3, temo que Py serd um poligono convexo. Ainda, se denotarmos

o angulo interno de v; por 6;, para i = 1, ..., 18, temos
91+...+918:6.7r+12%:87r< 167 = (18 — 2)r.

Assim, pelo Teorema 1.5.4, temos que o poligono Pf € possivel de ser construido.

Considere as seguintes isometrias Ay, A, ..., Ag tais que,
A(ar) = ag, Xa(az) = as, A3(az) = arz, A(as) = ayr, As(as) = az, Ae(ag) = ass,

/\7(a18) = a0, )\8(013) = a5, )\9(a14) = ay.

Como podemos ver na Figura 4.7.

Figura 4.7: Poligono hiperbdlico de 18 arestas com o emparelhamento ®{g

Portanto, obtemos o emparelhamento ®fg = {\; | 1 <i < 9}.

Teorema 4.6.1. Considere o poligono Pis descrito anteriormente. Seja ®f5 o em-
parelhamento do poligono Pfy descrito na Figura 4.7. Entao, ®{g gera um grupo

Fuchsiano Gl tal que H? /G4y é uma superficie compacta orientdvel de género 3.
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Demonstracgao:
Veja que os ciclos de vértices correspondentes ao emparelhamento ®{g4 no poligono
a A
Pig, sao:
Cy, = {v1,v10}; Coy = {v2,09}; Coy = {3, 8}
CU4 = {U47 U7, V16, V13, Us, V11, V18, V14, V15, V17, Vs, U12}'

Note que a soma dos seus angulos em cada ciclo ¢ igual a 27. Além disso, Piy nao
possui vértices ideais e as isometrias sao todas hiperbdlicas, entao pelo Teorema
de Poincaré (Teorema 3.1.12), temos que G{g é um grupo Fuchsiano e, portanto,
H?/GYy é uma superficie compacta orientavel.

Para calcular o género da superficie, veja que V' = 4 (quantidade de ciclos),

A= ? =9 e F =1, entdo pela equagao (4.1), temos:

4-941=2—-2gedaig=3
Logo H?/GYg é uma superficie compacta orientdvel de género 3. m

Agora, seja PPy um poligono regular com 18 arestas ay, ..., ajg e vértices vy, ..., vig
com angulos internos iguais a 27/9. Assim, se denotarmos os angulos internos de

Pb por 0;, para i =1, ..., 18, temos
2
91+..—|—918:18-? =4r < 16w = (18 — 2)7

Portanto, pelo Teorema 1.5.4, o poligono PY; é possivel de ser construido. Como
0 < 27/9 < 7, entdo pelo Teorema 1.5.3 PP é um poligono convexo.

Em seguida, considere as seguintes isometrias (1, s, ..., B9 tais que
51((11) = Q10, 52(a2) = a1y, ﬁg(ag) = G12, 54((14) = a13, 55((15) = Q14, 56((16) = as,

ﬁ?(aﬂ = 16, ﬁs(as) = a7, 59(%4) = ais-
Veja a Figura 4.8.

Logo obtemos o emparelhamento ®4; = {8; | 1 <i < 9}.

Teorema 4.6.2. Considere o poligono Pl descrito acima. Seja ®; o emparelha-
mento do poligono Py descrito na Figura 4.7. Entdo, ®by gera um grupo Fuchsiano

G tal que H? /G4 € uma superficie compacta orientdvel de género 4.

Demonstracgao:
Os ciclos de vértices correspondentes ao emparelhamento ®4; no poligono P,
Sa0:
Cy, = {1, V11, V3, V13, Us, V15, U7, V17, Vo }; Cy = {2, V12, Vs, V14, Vs, V16, U, Vig, V10 }-

Note que a soma dos seus angulos em cada ciclo ¢ igual a 27. Além disso, P nao

possui vértices ideais e as isometrias sao todas hiperbdlicas, entao pelo Teorema de
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Figura 4.8: Poligono hiperbdlico de 18 arestas com o emparelhamento 4.

Poincaré (Teorema 3.1.12), G4 é um grupo Fuchsiano e P’ ¢ um dominio funda-

mental de GY%. Como PP possui drea finita (convexo e limitado) e nao estamos

usando isometrias parabdlicas, entdo H?/G% é uma superficie compacta orientdvel.
16

Para calcular o género da superficie, veja que V =2, A= 3> =9 e F' = 1, entao

pela equagao (4.1), temos:
2-9+1=2—-2gedaig=14

Logo H?/G}4 é uma superficie compacta orientavel de género 4. m
Podemos construir um emparelhamento ®¢; para um poligono de 18 arestas

dando género 2. Basta associarmos as arestas da seguinte forma:

{ab alo}, {a2, a11}, {a6, a15}, {a3, als}, {a4, a7}, {as, a17}, {012, ag}, {a13, a16}7 {a5, a14},

Na tabela abaixo temos o resumo dos resultados:

g | Arestas | Emparelhamento
2 18 O
3 18 O
4 18 Py
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Apéndice A

Grupos Fuchsianos Abelianos e

Grupo Elementar

Este apéndice é referente ao Capitulo 2, mais especificamente a Secao 2.2. O
apéndice possui duas se¢oes, na primeira apresentaremos os grupos fuchsianos abelianos
e na segunda apresentaremos os grupos elementares, como um complemento da Secao

2.2. Como no Capitulo 2, este texto foi baseado nas referéncias [11] e [12].

A.1 Grupos Fuchsianos Abelianos

Dados um grupo G e g, h elementos de G, o comutador de g e h, denotamos
por [g, h], é o elemento [g,h] = ghg~'h~!. O centralizador de g em G, denotado
por Cs(g), definimos por

Calg) ={h € G | [g,h] = e},

onde e é o elemento neutro de G. Assim o centralizador de g em G ¢é o conjunto
dos elementos de G' que comutam com g.

Observe que um subgrupo H C G é abeliano se, e somente se, H C Cg(h), para
todo h em H.

Lema A.1.1. Sejam G um grupo agindo em um espaco X, g € G' e Fy o subconjunto
de pontos fizos de g. Se h € Cs(g), entao h(F,) C F,.

Demonstragao:

Seja x € Fy, assim
W) = h(g(x)) = (hg)(x) = (gh)(x) = g(h(z)).
Logo, h(z) ¢ um ponto fixo de g, ou seja, h(z) € F,. =
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Assim, estudaremos os centralizadores dos elementos parabdlicos, hiperbdlicos e

elipticos de PSL(2,R). Notemos que, para quaisquer g, h € G, temos
Cg(hghil) = hCG(g)hfl.
De fato,

x € Cq(hgh™) x(hgh™ o™ = hgh™
(R 'zh)gh 'z th =g
(b Veh)g(h\eh) ™ = g
h™'zh € Cq(yg)

T e hCthl.

SO A

(hgh ™) (hkh™) = h(gk)h™" e h(gk)h ' = h(kg)h ™ < k € Cs(g).

Como vimos no Capitulo 1 Segao, todo elemento de PSL(2,R) é conjugado a
alguma das transformagoes i, y; ou g e assim, para estudarmos o centralizador de
elementos de PSL(2,R) basta estudarmos os centralizadores de 7, 7 € 7p.

Consideremos o caso eliptico. Temos que i € H? é o tinico ponto fixo de ~g,,

onde 7y, ¢ determinada pela matriz

A cosby sinfy

60 = )

’ —sinfy cosby

Veja que, para 0 < 6 < 27, a transformacao 7y comuta com vg,. Como elas sao as

unicas que fixam o ponto ¢, entao

Crsrir)(v8,) = {7 |0<0< 20}
I DU co§(00)z + sin(6p)
— sin(fy)z + cos(bp)
= {y€PSL(Z,R) | F,=F, }.

\O§€§27T}

Para o caso parabdlico, consideremos 7y, (2) = z + . Assim oo é o inico ponto
fixo de 74,. Se v e v, comutam, assim oo deve ser o ponto fixo para y(z) = az + b.
Mas,

7oY(2) = (2 +10) = az + (ato +b) e y, 0 (2) = az + (to +b),

logo
Y0V (2) = Yo 0¥(2) & a=1.
Portanto,

Crsrer) (V) ={n |teR} = {z—2+t|teR}
— {yePSL2,R)| F,=F, }.



E por fim, no caso hiperbélico, considere v, (z) = e*z. Os pontos fixos de v,
sao 0 e co. Como acabamos de ver no caso parabdlico, se v € PSL(2,R) fixa o
ponto oo devemos ter que y(z) = az + b. Mas quando tivermos 0 como ponto fixo,

devemos ter b = 0. Se colocarmos k = Ina, obtemos por verificacao direta que

CPSL(QJR)(’)%O) = {’}/k | ke R} = {Z — 2+ Gk | ke R}
— {y€PSL2R) | F,=F, }.

E com isso, podemos enunciar as seguintes proposicoes:

Proposicao A.1.2. Dois elementos de PSL(2,R) diferentes da identidade comutam

se, e somente se, eles tém o mesmo conjunto de pontos fixos.

Proposicao A.1.3. O centralizador de um elemento eliptico (respectivamente pa-
rabdlico, hiperbolico) de PSL(2,R)) € o conjunto de todos os elementos elipticos
(respectivamente parabdlicos, hiperbolicos) que possuem o mesmo conjunto de pontos

fixos, além, é claro da transformacao identidade.
O préximo resultado encontra-se demonstrado na referéncia [12] pdgina 35.

Teorema A.1.4. Seja G um grupo fuchsiano no qual todos os seus elementos, dife-

rentes da identidade, possuem o mesmo conjunto de pontos fixos. Entao G € ciclico.
Teorema A.1.5. Todo grupo fuchsiano abeliano € ciclico.

Demonstracgao:
Pela Proposigao A.1.2, temos dois elementos de PSL(2,R) diferentes da iden-
tidade que comutam se, e somente se, eles tém o mesmo conjunto de pontos fixos.

Entao pelo Teorema A.1.4, temos que todo grupo fuchsiano abeliano é ciclico. =

A.2 Grupos Elementares

Os exemplos mais simples e também mais importantes de grupos fuchsianos, sao
os grupos fuchsianos ciclicos, sejam gerados por elementos elipticos, parabdlicos ou
hiperbdlicos. Como ja sabemos, a um grupo fuchsiano ciclico podemos associar ao
menos um ponto fixo por todos seus elementos, independente de ser ponto ordinario
ou ideal. Em particular, a 6rbita de um ponto fixo é finita. Um grupo gerado por
isometrias elipticas determina apenas érbitas finitas. Mas este nao é o caso para
grupos gerados por isometrias parabdlicas ou hiperbdlicas. Assim, podemos enunciar

a seguinte definicao.

Definicao A.2.1. Um subgrupo G em PSL(2,R) é dito um grupo elementar se
eviste z € H2 = H? | JOH? tal que a drbita G(z) € finita.
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Os préximos resultados encontram-se demonstrado na referéncia [12] pdgina 37
e 38.

Teorema A.2.2. Seja G um subgrupo de PSL(2,R) contendo apenas elementos
elipticos (além da identidade). Entao todos os elementos de G possuem um ponto

fixo e, portanto, G é grupo ciclico, abeliano e elementar.
O préximo teorema descreveremos todos os grupos fuchsianos elementares.

Teorema A.2.3. Todo grupo fuchsiano elementar G ou € ciclico ou é conjugado em

PSL(2,R) ao grupo gerado pelas transformacées z +— ekz (k> 0) e z — —%.
Teorema A.2.4. Seja G grupo nao elementar. Entao G possui elementos hiperbolicos.

Demonstracgao:

Seja G grupo fuchsianos nao elementar e suponha que G possua elementos
hiperbdlicos. Nao pode ocorrer de todos os elementos de G serem elipticos, pois
neste caso, pelo Teorema A.2.2, nao poderiamos ter G ao mesmo tempo discreto
e nao elementar. Entao, temos G deve possuir elementos parabdlicos, fixando um
ponto ideal, digamos co. Assim, os elementos sao forma v(z) = z + ¢. Entao, seja

v(z) = % um elemento qualquer de G diferente da identidade. Assim ,temos

cz+d
" n [az+0b az+0b
Yov(z) = v = +nt

cz+d cz+d "
_ (a+ntc)z + (b+ ntb)
a cz+d '

Logo
Tri(y" ov(2)) = (a + d + ntc)*.

Supondo que G nao possui elementos hiperbdlicos, entao

(a+d + ntc)* < 4,

para todo n € 7Z, que s6 é possivel quando ¢ = 0. Mas neste caso temos que
v(00) = 00, como v foi tomado arbitrariamente em G, temos que G é elementar,

que ¢ uma contradicao. Portanto, G possui um elemento hiperbélico. =
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Apéndice B

Uma Nova Abordagem do

Teorema de Poincaré

O nosso interesse em criar esse apéndice, esta em apresentarmos uma outra
maneira mais intuitiva e topoldgica de demonstrar o Teorema de Poincaré. Além
disso, apresentamos uma secao sobre ladrilhamento triangular que explica o
nosso interesse no plano hiperbélico. Para realizar este estudo, nos baseamos no

texto [22].

B.1 Outra Forma de Demonstrar o Teorema de

Poincaré

Seja X o Plano Esférico, ou o Plano Euclidiano, ou o Plano Hiperbdlico. Para
sermos capazes de exprimir condi¢oes para um poligono em X seja um dominio
fundamental, subdividimos a fronteira de um poligono fundamental convexo P em
um numero finito de pontos, que chamaremos de vértices e os segmentos entre os
vértices chamaremos de arestas, coincidindo com a aresta de um poligono adjacente
de P. Um poligono fundamental convexo P de um grupo Fuchsiano G pode ser dado
pelas arestas nas quais coincidem com arestas de seus vizinhos, e se P for compacto,
entao o numero de arestas deve ser finito, senao P terd infinitas vizinhancas e assim,
G nao seria um grupo descontinuo (veja a referéncia [22] Segao 5.8).

A seguir, enunciaremos condicoes geométricas para garantir que um poligono
seja um dominio fundamental. Mas antes, enunciaremos um resultados essencial
nessa nova abordagem. Uma versao deste resultado, pode ser encontrado no texto

[22], Capitulo 2.
Teorema B.1.1 (Teorema de Killing-Holf). : Sejam X = R? S? H? ¢ G um grupo
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descontinuo agindo sobre X. Entao, toda superficie completa e conexa de X ¢é da
forma X/G.

As condigoes geométricas para que um poligono seja um dominio fundamental
sao:
Condicgoes de arestas e angulos: se um poligono compacto P é um dominio

fundamental para um grupo G de isometrias preservando a orientacao de X entao:

[) para cada aresta s em P existe apenas uma outra aresta s’ em P tal que,

s" = gs(s) onde g5 € G;

II) se cada aresta s é identificada com uma aresta s’, entdo cada conjunto de
vértices identificados (ciclos de vértices) de P tem a soma dos angulos cor-
respondentes aos seus vértices igual a 2%, para algum p € Z, ou seja, ¢ uma,

)

alicota de 2.

Demonstracao: Demonstragao na referéncia [22] pagina 170. m

Seja g;, ¢ = 1,...,n um emparelhamento de arestas de um poligono compacto
P em X satisfazendo as condigbes de arestas e angulos (lembrando que X =
H?,R? S?). Devemos mostrar que se G é um grupo gerado por gi, ..., g, entao
P serd um dominio fundamental da acao de G em X. O problema é mostrar que
X realmente gera um ladrilhamento por cépias de P por elementos de G. Em
vez disso, vamos construir um “ladrilhamento corretamente” da superficie Xp, asso-
ciando ladrilhos com elementos de G e conecta-los de acordo com a estrutura de G.
Quando o ladrilhamento de Xp é levado para X para cobrir Xp pelo Teorema de
Killing-Hopf, descobrimos que o ladrilho (¢)P associado formalmente com g € G é
realmente gP. Dai, P é um poligono fundamental para G.

Para construirmos Xp, para cada ¢ € G tome uma cépia de (g)P de P e uma
isometria (g) : P — (g)P. Denotamos as arestas de (g)P por s;, e s, a imagem
de s; em P. Xp e o espaco de identificagao formado a partir destes poligonos pela
identificacao da aresta s; de (¢g)P com a aresta s; de (gg;)P.

Isso garante, em particular, que (gg;)P é adjacente a (¢g)P, da mesma forma que

(g:)P é adjacente & P em X, para cada g € G.
Proposicao B.1.2. Xp € uma superficie geometricamente completa.
Demonstracao na referéncia [22] pagina 179.

Teorema B.1.3 (Teorema de Poincaré). Seja P um poligono compacto satisfazendo
a condigoes de arestas e angulos, entao P é um dominio fundamental de um grupo

G gerado por emparelhamento de arestas de P.
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Demonstracgao:

Vamos construir a superficie Xp como descrito na referéncia [22] pdgina 179.
Uma vez que Xp é uma superficie geometricamente completa pela, Proposicao B.1.2,
segue, pelo Teorema de Killing-Holf que Xp = X/m(Xp) !, lembrando que X =
H? R2, S2.

Primeiramente, assumimos que 7 (Xp) = {1} (veremos mais tarde que este é
sempre o caso). Entdo Xp = X, e o ladrilhamento de Xp por poligonos (g)P é
um ladrilhamento da superficie X contendo o poligono original P, assim podemos
tomar (1)P como sendo P.

Afirmamos que (g)P = gP, para qualquer g € G. Isso serd mostrado por indugao

sobre k, onde
g= gfll...gf:, com cada ¢; =+£1, para j=1,.., k.

Para k = 1 é verdade. Pois, as vizinhancas gz?th de P sao as (g;ﬂ)P por definicao
de Xp. Agora, assumimos que (¢')P = ¢'P quando ¢’ é um produto de k < k — 1

geradores ou seus inversos. Pela definicao de Xp, temos
(¢g)P = ¢'(¢F)P = ¢'gF', quando gF'P =P.

E assim, a indugao estda completa.

Assim, se m(Xp) = {1}, entdo os poligonos (¢g)P que ladrilham Xp = X sao
precisamente os poligonos ¢gP, para g € G. Logo P é um dominio fundamental de
G.

Agora assumimos que m1(Xp) = {1} e considere o ladrilhamento de X obtido
por elevagao do ladrilhamento de Xp = X/m(Xp). Queremos mostrar que somente
um poligono de X encontra-se sobre cada poligono (g)P de Xp, assim provamos que
m(Xp) = {1}. Esperamos que um e somente um poligono de X em (g)P que é gP.
Se g = g;'...g;}, entdo a definicao de Xp diz que atingimos (g)P a partir (1)P pela

(TN . N €1 Ek . . .
seqiiéncia de arestas cruzadas correspondentes a g;, ..., g;*. Atingimos gP a partir
de P em P como acima, usando exatamente a mesma seqiiéncia de cruzamentos,
temos que qualquer caminho para P em Xp em X elevando para um caminho de P

para gP em X. m

B.2 Ladrilhamento Triangular

Um poligono simples satisfazendo as condigoes das arestas e dos angulos sao

quadrilateros obtidos por duplicagao triangular. Duplicagao triangular com angulos

L (Xp) é o grupo fundamental de Xp
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7/p, w/q, w/r dao um quadrilatero. O emparelhamento de arestas e as condigoes
das arestas e dos angulos sao satisfeitos se p, ¢, r sao inteiros.

O ladrilhamento baseado em quadrilateros, se existe, é da forma gerado por
reflexdes nas arestas dos triangulos. A questao de existéncia é estabelecida por

argumentos que dependem do valor de

1 1 1 1 1 1
-4+ -4+ -, onde —+ -+ —->1.
p q T p q T
Entao todas as possibilidades sao realizadas por familias de ladrilhamentos de S2.

Quando

entao todas possibilidades sao realizadas por familias de ladrilhamentos de R%2. Em

cada um desses casos, as possibilidades sao faceis para examinar. Quando,

1 1 1

-+ -<1,

p q T
existe infinitas possibilidades. De fato, todas essas possibilidades podem ser real-
izadas em H?, embora isso nao seja obvio.

E usualmente chamar o triangulo com angulos w/p, 7/q,7/r por triangulo

(p7 Q7 r)? quando7

1 1 1

-4+ ->1

p q T
O ladrilhamento dado por triangulos (p, ¢, r) sdo subdivisoes dos poliedros regulares
e dos ladrilhamento regular de R?. Por exemplo, o ladrilhamento por triangulos
(2,3,4) resulta da divisao de cada triangulo equilatero do ladrilhamento icosahedral,

no qual possui angulos 27/5 em seis partes. Resumimos os resultados pelo seguinte:

plal r Ladrilhamento de S?

212 |n>2] Diedro

213 3 Tetraedro

213 4 Octraedro(ou cubo)

2|3 5 Icosaedro(ou dodecaedro)

p | q | r | Ladrilhamento de R?

3| 3 | 3| Triangulo equildtero

2| 4|4 Quadrado

2 | 3| 6 | Triangulo equildtero(ou hexaedro)

Todos os outros valores de p, q,r > 2 dao,
1 1 1
-+ -+ =<1,
p q T
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desde que a soma dos angulos é menos que 7, assim o triangulo (p,q,r) deve ser
hiperbdlico. Prova todas essas possibilidades podem ser realizadas é, de fato, provar
que um poligono arbitrario satisfazendo as condicoes de arestas e angulos pode ser
um dominio fundamental.

Agora, iremos apresentar exemplos de ladrilhamento por triangulos. Mas antes,

iremos enunciar a definicao de recobrimento universal.

Definicao B.2.1. Seja X um espaco topoldgico e X um espaco de recobrimento de
X. Um recobrimento p : X — X com X simplesmente conezxo e localmente conexo

por caminho chama-se recobrimento universal.
Exemplo B.2.2. O triangulo (4,4,4).

Dezesseis triangulos (4, 4, 4) podem ser montados de modo a formar um octdgono
regular em H?, com angulos 7/4. Segue-se que se identificarmos as arestas do
octagono de modo que crie um superficie S de género 2 com um vértice, entao a
soma dos angulos sera 27 e a superficie S serd hiperbdlica. Assim, podemos elevar
o ladrilhamento de S por seu recobrimento universal, qual é H?, pelo Teorema de

Killing-Hopf, dando obviamente um ladrilhamento simétrico de H? por tridngulos
(4,4,4).

Figura B.1: Figura feita por Klein de um poligono regular de 14 arestas e angulos

medindo 7/7, formado por 336 cépias do triangulo (2,3,7).
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Exemplo B.2.3. O triangulo (2,3,7).

Klein fez um surpreendente descoberta que existe um poligono regular P com
14 arestas e com angulos medindo 7/7 formado por 336 cépias do triangulo (2,3, 7)
(veja figura B.1). Se a aresta 2i + 1 deste poligono regular P for identificado com a
aresta 2146(mod4), o resultado gera uma superficie S de género 3 com 2 vértices. Os
dois vértices de S correspondem ao conjunto de pares e impares vértices de P, além
disso, cada um deles tem soma dos angulos é igual a 27. Assim, temos novamente
uma superficie hiperbélica S e obtemos o desejado ladrilhamento de H? por elevacao
do ladrilhamento de S por seu recobrimento universal.

Sabemos agora que um ladrilhamento de H? existe, podemos ver que sao arestas
simétricas, pois sao geradas por reflexdes nas arestas do triangulo (2, 3, 7)(a simples
aparéncia de regularidade no ladrilhamento nao dever ser confidvel).

Nesse dois exemplos usamos uma superficie compacta como um modelo para
H2. Em vez de encher H? de infinitos triangulos, enchemos uma superficie compacta
com finitos tridngulos, entdo usamos a cobertura de uma superficie compacta por H?
garantido pelo Teorema de Killing-Hopf. Contudo, podemos ter sorte em encontrar
essa superficie compacta, realmente, um triangulo (2, 3, 7) miraculosamente aparece
e nao esta claro que esta abordagem vai sempre ser completada.

Antes de continuar com estes resultados para poligonos compactos, vale a pena
olhar para o famoso ladrilhamento modular, cujos ladrilhos podem ser considerados
como triangulos (2, 3, 00). Tomamos uma superficies hiperbdlica com vértices i, w =
(1++/3i)/2 e 0o no semi-plano superior e dobramos por reflexdes no eixo imaginario.
Ao tomar 12 cépias do triangulos (2, 3, 00), podemos ter um dominio fundamental D
de um grupo G, gerado por z + 2+z e z — /(2z+1). Sabemos como preencher H?
com cépias de D, além disso, o mesmo processo também nos da um ladrilhamento
por triangulos (2, 3,00). Novamente, o ladrilhamento é simétrico pois é gerado por

reflexoes dos lados do triangulo.
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