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Resumo

MOREIRA, Poliana Luz, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro, 2010.
Cédigos Metaciclicos. Orientadora: Marinés Guerreiro. Co-orientadoras: Sonia
Maria Fernandes e Ana Cristina Vieira.

Neste trabalho, estudamos os c6digos corretores de erros que sao ideais na algebra
de grupo FG(M, N, R) sobre um corpo F de caracteristica 2, onde o grupo subjacente
é metaciclico, nao abeliano, de ordem impar e possui a seguinte apresentacao:

G(M,N,R) = (a,b: a™ =b" =1, ba = a’'b),

onde mde(M,R) = 1, RN = 1(mod M) e R # 1. Utilizamos a teoria de repre-
sentacoes dos grupos metaciclicos para encontrar os idempotentes geradores dos
codigos centrais minimais de FG(M, N, R) e provamos que estes c6digos sdo combi-
natorialmente equivalentes a certos codigos abelianos, cujas distancias minimas nao
sao as melhores possiveis. No entanto, alguns destes cddigos centrais minimais se
decompoem em soma direta de ideais (cddigos) minimais a esquerda, que possuem
distancias minimas maiores que as dos codigos abelianos de comprimento e dimensao
compardveis. Desta maneira, o estudo de certos c6digos metaciclicos minimais (&
esquerda) se torna mais interessante. Uma descri¢cao detalhada da teoria de repre-
sentacoes dos grupos metaciclicos e alguns resultados sobre algebras de grupo que
auxiliam a determinacao dos c6digos metaciclicos sao apresentados preliminarmente,
bem como alguns resultados sobre cédigos ciclicos.
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Abstract

MOREIRA, Poliana Luz, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2010.
Metacyclic Codes. Adviser: Marinés Guerreiro. Co-Advisers: Sonia Maria Fer-
nandes and Ana Cristina Vieira.

In this work, we study the error-correction codes that are ideals in the group
algebra FG(M, N, R) over a field F of characteristic 2, where the underlying group
is a non-abelian metacyclic of odd order and has the following presentation:

G(M,N,R) = (a,b: a™ =b" =1, ba = a’'b),

where ged(M, R) = 1, RY = 1(mod M) and R # 1. We use the theory of represen-
tations of the metacyclic groups to find the idempotent generators of the minimal
central codes of FG(M, N, R) and prove that these codes are combinatorically equiv-
alent to certain abelian codes whose minimum distances are not the best. However,
some of these minimal central codes break down into direct sum of minimal left
ideals (left codes), which have minimum distances greater than those abelian codes
of comparable length and size. Thus, the study of certain metacyclic minimal (left)
codes becomes more interesting. A detailed description of the theory of represen-
tations of metacyclic groups and some results on group algebras that support the
determination of metacyclic codes are initially presented , as well as some results on
cyclic codes.
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Introducao

Os cédigos corretores de erros participam do nosso cotidiano de intimeras for-
mas, estando presentes, por exemplo, sempre que fazemos uso de informacoes digi-
talizadas, tais como assistir a um programa de televisao, falar ao telefone, ouvir um
CD de musica, assistir a um filme em DVD, mandar um recado para alguém via
pager ou navegar na Internet.

Um cédigo corretor de erros é, em esséncia, um modo organizado de acrescentar
algum dado adicional a cada informagao que se queira transmitir ou armazenar, que
permita, recuperar a informacao, detectar e corrigir erros. A Teoria dos Cdédigos é
um campo de investigacao atual e muito ativo, tanto do ponto de vista cientifico
quanto tecnoldgico, sendo pesquisado por diversas areas do conhecimento como,
Matematica, Computacao, Engenharia Elétrica e Estatistica entre outras.

Na década de 40, quando os computadores eram maquinas muito caras, apenas
instituicoes de grande porte como o governo e as universidades tinham condigoes de
manteé-los, usando-os para executar tarefas numéricas complexas, como calcular a
orbita precisa de Marte. O Laboratorio Bell de Tecnologia possuia tais computadores
e Richard W. Hamming deparou-se com estas maquinas em 1947, cujo acesso era
restrito aos fins de semanas. Nesta época, as maquinas paravam seu funcionamento
quando detectavam um erro e o trabalho nao podia ser concluido. Assim, Hamming
ficou pensando nesta questao, embora este problema nao fosse novo, pois ja ocorria
nas centrais telefonicas e de telégrafos.

Na Teoria de Cédigos Corretores de Erros, um conjunto A finito qualquer com
q elementos é chamado de alfabeto. Os elementos de A sao chamados letras ou
digitos. Uma sequéncia de n elementos de A é chamada palavra de comprimento
n. Um cédigo corretor de erros é um subconjunto préprio qualquer de A™, onde
A™ é o conjunto de todas as palavras de comprimento n sobre A.

A pesquisa de Hamming tinha como objetivo principal a transmissao de uma
cadeia de caracteres composta de 0 e 1, ou seja, o alfabeto do cédigo era {0, 1}.
Para exemplificar, consideremos o cédigo C formado por todas as possiveis palavras



binarias de comprimento 3:

000 001 010 100
011 101 110 111

Se o canal de transmissao sofrer interferéncia, a palavra recebida pode ser diferen-
te da palavra enviada. Por exemplo, se queremos enviar a palavra 010 pertencente
ao codigo descrito acima e a enviamos por um canal onde ocorra um erro, entao
a palavra recebida pode ser, por exemplo, 011. Esta palavra pertence ao codigo e
nao sera recebida como errada, pior ainda, esta palavra tera outro significado, que
podera alterar a mensagem.

Obter precisao num canal de transmissao que sofra interferéncias requer digitos
de redundancia nas palavras e, portanto, palavras mais longas e isto diminui o
fluxo de informacao. Um dos objetivos da teoria dos cddigos corretores de erros
¢ desenvolver métodos para enviar mensagens rapidas de modo que seja possivel
detectar e corrigir erros. Por exemplo, em canais em que pode acontecer no maximo
um erro por palavra, a concepcao de “paridade”’ajuda a detectar erros com rapidez
e confiabilidade ao mesmo tempo.

As comunicagoes entre maquinas e entre seus componentes internos estao sujeitas
a interferéncias internas e externas. Hamming interessou-se pelos erros que ocorriam
internamente nos computadores e desenvolveu um cédigo corretor de erro tinico e
codigos que detectam até dois erros e corrigem erro tinico, mas somente em abril de
1950 seu trabalho foi publicado no “The Bell System Technical Journal”.

Durante os trés anos de elaboragao destes cddigos e da publicacao de seu tra-
balho, Hamming publicou alguns memorandos conforme sua pesquisa evoluia. Ele
queria fazer um cédigo mais eficiente e indagou se era possivel construir um cédigo
corretor de um unico erro, onde as palavras teriam quatro digitos de informagoes e
menos do que oito digitos de redundancias por palavra. Esta questao foi respondida
indiretamente em outubro de 1948 por C. E. Shannon em seu artigo intitulado “A
Mathematical Theory of Communication”, publicado no “The Bell System Techni-
cal Journal”. O artigo de C. E. Shannon deu inicio a um novo campo da Engenharia
Elétrica, a Teoria da Informacao, cuja énfase era o estudo do canal de comunicacao
que recebia interferéncia durante as transmissoes de dados, e um ramo dela chamou-
se Cédigos Corretores de Erros. A partir deste artigo, podemos dizer que houve um
desenvolvimento continuo e bastante significativo da Teoria dos Cédigos.

Em seu artigo, Shannon enfatiza que o problema fundamental da comunicacao



é a reproducao exata de cada caracter de modo como este foi enviado, pois cada
mensagem tem um significado préprio.

O esquema de representacao de um sistema de comunicacao que Shannon propos
em seu trabalho é utilizado até hoje e, iremos reproduzi-lo a seguir:

Fonte de
Informagao

Transmissor Receptor Destinatério

ecebido

Interferéncia

Este esquema consiste essencialmente em cinco partes:

(1) Fonte de Informacgao: produz uma mensagem ou sequéncia de mensagens
para serem transmitidas a um terminal receptor.

(2) Transmissor ou codificador: opera a mensagem produzindo um sinal para
transmissao sobre um canal.

(3) Canal: meio usado para transmitir o sinal do transmissor para o receptor.

(4) Receptor ou Decodificador: desempenha a operacao inversa feita pelo
transmissor, reconstruindo a mensagem.

(5) Destinatario: pessoa (ou objeto) para quem a mensagem ¢é destinada.

A medida que a Teoria de Cédigos Corretores de Erros foi avancando, novas
técnicas foram desenvolvidas incorporando estruturas algébricas mais elaboradas.
Para nossos propésitos, consideramos cédigos lineares que sao subespacos proprios
do espago vetorial Fy, onde o alfabeto escolhido ¢ um corpo finito F,; com ¢ elemen-
tos. Em particular, um cédigo linear C é dito ciclico se, para qualquer palavra
(vo, V1, ..ey Up—1) em C, a palavra (vp_1,vo, ..., Un—2) também estd em C. Os cédigos
ciclicos sao muito utilizados por formarem uma classe de codigos lineares que possui
bons algoritmos de codificagao e de decodificagao.

Observamos que o espago vetorial Iy pode ser construido, por exemplo, através
de um isomorfismo entre [y e a dlgebra de grupo F,C,,, onde €, ¢ o grupo ciclico de
ordem n. Este isomorfismo estabelece uma correspondéncia entre os cédigos ciclicos
de [y e os ideais do anel de grupo F,C,,. Desta maneira, os codigos ciclicos serao
vistos como ideais na algebra de grupo F,C,,.



Mais geralmente, se F é um corpo e G um grupo, ambos finitos, dizemos que
um coédigo em uma algebra de grupo FG é um ideal desta dlgebra. Estes sao os
chamados cédigos de grupo.

Este trabalho tem como objetivo estudar os codigos de grupo metaciclicos, ou
seja, os ideais da dlgebra de grupo FG(M, N, R), onde o grupo G(M, N, R) subja-
cente é metaciclico nao abeliano de ordem impar e F é um corpo de caracteristica
2. Um tal grupo é uma extensao de um grupo finito Zj; por um grupo finito Zy e
tem uma apresentacao da forma:

{a,b:a™ =bN =1, ba = a'b),
onde mde(M,R) =1, RN = 1(mod M) e R # 1.

No Capitulo 1, apresentaremos nocoes basicas sobre médulos e dlgebras e alguns
resultados sobre semissimplicidade de anéis e algebras, culminando no Teorema de
Wedderburn-Artin (Teorema 1.3.26). Em seguida, apresentaremos as definigoes e
principais resultados sobre anéis de grupo, demonstrando o Teorema de Maschke
(Teorema 1.4.25) que estabelece condigoes necessarias e suficientes para que uma
anel de grupo seja semissimples e, assim, se decomponha em uma soma direta de
ideais minimais bilaterais.

Para o caso em que o grupo G ¢ finito e F é um corpo tal que car(F) 1 |G|, a
algebra de grupo é semissimples e, como tal, pode ser decomposta em uma soma di-
reta de ideais minimais bilaterais, cada um deles gerado por um idempotente central
primitivo. Desta maneira para descrever os cédigos de grupo, basta conhecermos os
seus geradores idempotentes. Uma ferramenta importante para esta finalidade é a
Teoria de Representagoes e Caracteres de Grupos, da qual apresentaremos, ao final
do Capitulo 1, as defini¢oes basicas e principais resultados utilizados ao longo deste
trabalho.

Como nosso foco sao os cddigos metaciclicos, descreveremos no Capitulo 2, a
estrutura dos grupos metaciclicos e suas representacoes irredutiveis. Trabalhare-
mos principalmente com grupos metaciclicos do tipo G = G(M, N, R) cuja apre-
sentacdo é dada por: (a,b : a™ = 1,b" = 1,ba = a'b), onde mde(M,R) = 1,
RY = 1(mod M), R # 1,N # 1 e sobre corpos de caracteristica 2, de modo que a
algebra FG seja semissimples. Primeiramente, trabalharemos sobre um corpo L que
contenha suficientes raizes da unidade de modo que todas as representagoes de G
sejam absolutamente irredutiveis sobre L. Depois utilizaremos essas representacoes
absolutamente irredutiveis para descrever as representacoes irredutiveis de G sobre
um subcorpo de L.

O Capitulo 3 é o principal deste trabalho. Iniciaremos com uma introducao a
Teoria de Cédigos Corretores de Erros, para estabelecer a linguagem utilizada nesta
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teoria. Em seguida, descreveremos os codigos ciclicos como ideais na &dlgebra de
grupo F,C,, do grupo ciclico finito C,, de ordem n > 1 e, para os cédigos ciclicos
minimais, utilizaremos a estrutura de subgrupos do grupo ciclico para calcular os
idempotentes centrais primitivos geradores desses codigos. Além disso, citaremos
alguns resultados de Ferraz e Milies [18], que determinam sob que condigbes as
algebras de grupo abelianos sobre corpos finitos tém o mesmo nimero de compo-
nentes simples que as algebras de grupo racionais de tais grupos.

Considerando a algebra de grupo FG do grupo metaciclico G = G(M, N, R)
de ordem impar sobre um corpo [F de caracteristica 2, na sequéncia do trabalho,
estabeleceremos uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos codigos cen-
trais minimais nao isomorfos em FG e o conjunto das representacoes irredutiveis
nao equivalentes de GG sobre F. A partir deste resultado faremos a decomposicao da
algebra de grupo FG em codigos centrais minimais utilizando um conjunto completo
de representacoes irredutiveis nao equivalentes de G.

Verificaremos ainda que existe uma equivaléncia combinatorial entre os cédigos
metaciclicos centrais e certos cddigos abelianos. Para descrever os codigos metaci-
clicos centrais minimais em FG, associaremos cada um destes cédigos a um céddigo
ciclico e com esta correspondéncia obteremos mais informagoes sobre eles como, por
exemplo, a qual cédigo cada um destes codigos metaciclicos centrais minimais é
combinatorialmente equivalente.

Uma vez que varios resultados sobre codigos abelianos ja sao conhecidos, estare-
mos interessados em codigos metaciclicos que nao sejam combinatorialmente equi-
valentes a cédigos abelianos, ou seja, em codigos metaciclicos centrais minimais que
se decompoem em codigos minimais a esquerda. Esta decomposicao em codigos
minimais a esquerda primeiramente serd feita com os codigos centrais minimais em
LG, onde L é o corpo de decomposicao de GG sobre um corpo primo de caracteristica
2 e depois apresentaremos um algoritmo para encontrar esta decomposicao em FG,
onde F é um corpo finito (qualquer) de caracteristica 2.

Apresentaremos dois exemplos de grupos metaciclicos: os diedrais de ordem 2n
e os quatérnios generalizados de ordem 4n. Para descrever os idempotentes centrais
primitivos geradores dos cédigos diedrais e quatérnios minimais, que possuem ordem
par, nao podemos utilizar as técnicas descritas nas secoes anteriores, uma vez que a
caracteristica do corpo, neste caso, precisa ser impar. Descreveremos brevemente o
trabalho de tese de doutorado de Dutra [9], no qual novas técnicas para encontrar os
idempotentes geradores dos codigos diedrais e quatérnios sao explicitadas e também
desenvolvidas técnicas de codificagao e de decodificacao de tais cddigos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos definigoes e resultados que sao utilizados ao longo

do trabalho. Optamos por omitir as demonstracoes que podem ser encontradas em
[3], [4], [10], [18] e [21].

1.1 Modulos e Algebras

A nocao de moédulo, que introduzimos abaixo, é de fundamental importancia no
desenvolvimento da teoria de anéis de grupos e de representagoes de grupos. Todos
os anéis citados neste trabalho possuem unidade. As demonstracoes omitidas podem
ser encontradas no Capitulo 2 da referéncia [4].

Definicao 1.1.1 Seja R um anel. Diz-se que um conjunto nao vazio M é um

Ly

mddulo & esquerda sobre R (ou um R-mddulo a esquerda) se M é um grupo
abeliano em relacdo a uma operacao, que indicaremos por +, e estd definida uma lei
de composi¢do externa que a cada par (a,m) € Rx M associa um elemento am € M
tal que, para todos a,b € R e para todos m,my, mg € M, verifica-se:

1. (a+b)m = am + bm,

2. a(mq +mg) = amy + ama,

3. a(bm) = (ab)m,

4. 1lm =m.



De forma analoga pode-se definir a nocao de R-mdédulo a direita, considerando
a multiplicagao a direita por elementos do anel. Usaremos a expressao R-moédulo
para indicar R-médulo a esquerda.

Observamos que se F é um corpo, entao o conceito de F-moédulos coincide com
a nocao de espagos vetoriais sobre o corpo F.

Em particular, um anel é sempre um modulo sobre ele mesmo. Quando conside-
rarmos um dado anel R como um modulo a esquerda ou a direita sobre ele mesmo,
usaremos a notacao rpR e Rpg, respectivamente.

Definigao 1.1.2 Seja R um anel comutativo. Um R-modulo A € dito uma R-
dlgebra se existe uma multiplicacdo definida em A tal que, com a adi¢ao dada em
A e esta multiplicacdo, A é um anel e valem as sequintes condigoes:

r(ab) = (ra)b = a(rd), (1.1)

para todo r € R e para todos a,b € A.

Se A, como um anel, possui uma unidade 14, entdao a condigao (1.1) da defini¢ao
acima implica que o conjunto R - 14 (que é um anel isomorfo a R) estd contido no
centro de A.

Definigao 1.1.3 Seja M um mdodulo sobre um anel R. Um subconjunto nao vazio
N C M é dito um R-submddulo de M se:

1. para todos x,y € N, temosx+y € N e

2. para todo r € R e para todon € N, temos rn € N.

Se R é comutativo e M é uma R-dlgebra, dizemos que N € uma R-subdlgebra
de M se é um R-submaodulo e um subanel de M.

Definigao 1.1.4 Sejam R um anel comutativo e A e B dois R-mddulos. Uma
aplicacao f : A — B € chamada R-homomorfismo se, para todos a,, ay € A e
r € R, temos:

1. flar +a2) = f(a1) + f(az) e
2. f(ray) =rf(ay).



Observamos que se R é um anel comutativo e A e B sao R-dlgebras, entao
uma aplicagao f : A — B ¢é chamada homomorfismo de R-algebras se ¢ um
homomorfismo de anéis e um R-homomorfismo. Quando o homomorfismo de R-
algebras f ¢é bijetor, dizemos que f é um isomorfismo de R-dlgebras e denotamos
por A ~ B. Denotamos por Homg(A, B), o conjunto de todos os homomorfismos
de R-algebras f: A — B.

Definigao 1.1.5 Um conjunto S = {s;}icr de elementos de um R-mddulo M € dito
um conjunto de geradores de M se M = RS, isto €, se todo elemento de M pode
ser escrito como uma combinacdo linear (finita) de elementos de S com coeficientes
em R.

Definigao 1.1.6 Um conjunto S = {s;}ics de elementos de um R-mddulo M € dito
linearmente independente (ou, simplesmente, R-livre), se qualquer combina¢ao
linear (finita) de elementos de S com coeficientes em R tal que

rilsil + 7‘7;282'2 —+ -4 T3 Siy = 0
implica vy =1,y =+ =15 = 0.

Definigao 1.1.7 Um conjunto S = {s;}icr de elementos de um R-mddulo M € dito
uma base de M sobre R (ou, simplesmente, R-base) se € linearmente independente
e € um conjunto de geradores de M.

Nem todo R-médulo possui uma base como acontece com os espagos vetoriais.
Quando um R-moédulo possui uma base, recebe um nome especial que ¢ dado a
seguir.

Definicao 1.1.8 Um R-mddulo M € dito livre se possui uma base.

1.2 Produto Tensorial

Nesta secao apresentamos uma importante construcao na Teoria de Modulos: o
produto tensorial. As demonstragoes dos resultados apresentados nesta secao serao
omitidas e podem ser encontradas no Capitulo 2 da referéncia [4].

Definicao 1.2.1 Sejam R um anel, M um R-mddulo a direita e N um R-mddulo
a esquerda. Seja A um grupo abeliano aditivo. Uma aplicagao balanceada f do
produto cartesiano M x N em A € uma aplicacao que satisfaz:

1. f(mi+mg,n) = f(mi,n) + f(ma,n),
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2. f(m7 ny + n2) = f<m7n1) =+ f(m7 n2);
3. f(m,rn) = f(mr,n),

para todos m, my,mo € M,n,ni,ny € N,r € R.

O produto tensorial de modulos é usualmente definido via uma propriedade uni-
versal.

Definicao 1.2.2 Sejam M e N um R-mddulo a direita e um R-modulo a esquerda,
respectivamente. Um grupo abeliano T, juntamente com uma aplicacao balanceada
¢: M XN — T, édito um produto tensorial de M e N se valem as sequintes
propriedades:

1. Os elementos da forma ¢(m,n), para todosm € M,n € N geram T (como um
grupo aditivo).

2. Para qualquer grupo abeliano aditivo A e qualquer aplicacdo balanceada f :
M x N — A, existe um homomorfismo f*: T — A tal que f = f* o ¢ (neste
caso, chamamos [* fator de f por ¢), isto €, tal que o sequinte diagrama €

comutativo:

Mx N—2

T
f*

A

Denotamos o produto tensorial T por M @z N, ou simplesmente M @ N quando
ndo for necessdario especificar o anel R e ¢(m,n) = m @ n, para todo m € M e para
todon € N.

Teorema 1.2.3 Sejam M e N um R-mddulo a direita e um R-mddulo a esquerda,
respectivamente. Entao o produto tensorial de M e N existe e € unico, a menos de
isomorfismo.

Nos resultados a seguir, listamos as principais propriedades do produto tensorial
que serao utilizadas ao longo deste trabalho.

Proposicao 1.2.4 Seja M um R-mddulo a direita e sejam Ny e Ny R-modulos a
esquerda. Entao

M® (N & Ny) ~(M®N;) B (Mo N,).



Teorema 1.2.5 Seja N um R-moddulo a esquerda. Entdo R®r N ~ N.

Definicao 1.2.6 Sejam R e S dois anéis. Um grupo aditivo M € dito um (R, S)-
bimodulo se M ¢ um R-mddulo a esquerda e um S-mddulo a direita e temos
r(ms) = (rm)s, para todosr € R, s€ S em € M.

Proposicao 1.2.7 Sejam M um R-mddulo a direita, N um (R, S)-bimédulo e L
um S-modulo a esquerda. Entdo

Proposicao 1.2.8 Sejam M e N um R-mddulo a direita e um R-mddulo a es-
querda, respectivamente, e assuma que S € um outro anel tal que M é um (S, R)-
bimodulo. Entao M ®r N é um S-mddulo a esquerda, com a multiplicacao dada

por
A <Zmi®ni) = Z)\mi ®n;, para \ € R.

Particularmente, se M e N sao R-algebras, entao M ® N é uma R-algebra
conforme o resultado a seguir.

Proposicao 1.2.9 Sejam M e N dlgebras sobre um anel comutativo R (M também
pode ser considerado um (R, R)-bimdédulo de modo 6bvio). Entio M & N €é uma
algebra sobre R com a multiplicacdo dada por

i J

i.j
Proposicao 1.2.10 Se M e N sao R-mddulos livres, com bases 3 = {m;}ics €
5 = {n;}jes, respectivamente, entio M @ N €é um R-mddulo livre com base
0 ® B = {m; ® n;}, para todo i € I e para todo j € J. Em particular, se (§ e
3 sdo finitas, entio diim(M ® N) = dim M - dim N.

1.3 Semissimplicidade e o Teorema de Wedderburn-
Artin

Sabemos que todo subespago de um espaco vetorial é um somando direto. Isto
deixa de ser verdade quando se trata de modulos sobre anéis arbitrarios, por exemplo,
Z nao é um somando direto de Q como um Z-médulo. De agora em diante estaremos
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interessados em moédulos particulares que possuem esta propriedade. Nesta secao
omitiremos algumas demonstracoes que podem ser encontradas no Capitulo 2 da
referéncia [4].

Definicao 1.3.1 Um R-mddulo M ¢é dito simples se M # {0} e seus tunicos
submddulos sao {0} e M.

Definicao 1.3.2 Um R-mddulo M ¢ dito semissimples se todo submddulo de M
€ um somando direto.

Proposicao 1.3.3 Seja N # {0} um submddulo de um mddulo semissimples M.
Entdo N € semissimples e contém um submaodulo simples.

Teorema 1.3.4 Seja M um R-mddulo. Entao as sequintes condigoes sao equiva-
lentes:

1. M € semissimples.
2. M € uma soma direta de submddulos simples.

3. M é uma soma (nao necessariamente direta) de submddulos simples.

Corolario 1.3.5 Seja M = ®;c; M; uma decomposicao de um modulo semissimples
M como uma soma direta de submodulos simples e seja N um submodulo de M.
Entao existe um subconjunto de indices J C I tal que N >~ @;c;M,;.

Definicao 1.3.6 Um anel R ¢é dito semassimples se o modulo Rg € semissimples.

Teorema 1.3.7 Seja R um anel. Entdo as sequintes condigoes sdo equivalentes:

1. Todo R-modulo é semissimples.
2. R é um anel semissimples.

3. R € uma soma direta de um nimero finito de ideais minimais a esquerda.

Teorema 1.3.8 Seja R um anel. Entao R € semissimples se, e somente se, todo
tdeal a esquerda de R é da forma L = Re, onde e € R é um idempotente.

Teorema 1.3.9 Seja R = ®'_,L; uma decomposicdo de um anel semissimples como
uma soma direta de ideais minimais a esquerda. Entao existe uma familia {eq, -, e}
de elementos de R tais que:

1. e; # 0 € um idempotente, para 1 < i <'t.
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2. Sei # j, entao e;ej = 0.
3. 1l=e+- - +e.

4. €; nao pode ser escrito como e; = €, + e/, onde €}, e sio idempotentes nao
nulos tais que eie!! =0, paral <1i <t.

Reciprocamente, se existir uma familia de idempotentes {ey,- -, e;} satisfazendo
as condigoes acima, entdo os ideais a esquerda L; = Re; sdo minimais e R = ®'_, L.

Definigao 1.3.10 Seja R um anel. Uma familia de idempotentes {e1,- - -, e;} sa-
tisfazendo (1), (2) e (3) do teorema anterior € dita uma familia completa de
tdempotentes ortogonais. Um idempotente satisfazendo (4) do teorema anterior
€ dito primitivo.

Lema 1.3.11 Seja L um ideal minimal o esquerda de um anel semissimples R e
seja M um R-mddulo simples. Entao LM # {0} se, e somente se, L ~ M como
R-maodulos e, neste caso, LM = M.

Proposigao 1.3.12 Seja R = ®!_,L; uma decomposicdo de um anel semissimples
R como uma soma direta de ideats minimais a esquerda. Entao todo R-modulo
simples € isomorfo a um dos ideais L; da decomposicao dada.

Lema 1.3.13 Seja L um ideal minimal a esquerda de um anel semissimples R.
Entdo a soma de todos os ideais de R isomorfos a L é um ideal bilateral de R.

Lema 1.3.14 Seja I um ideal bilateral, de um anel semissimples, que contém um
tdeal minimal a esquerda L. Entao I contém todos os ideais a esquerda isomorfos a
L.

Proposicao 1.3.15 Seja L um ideal minimal a esquerda de um anel semissimples
R e seja B a soma de todos os ideais a esquerda de R isomorfos a L. Entao B €
um ideal bilateral minimal de R.

Dada uma decomposi¢ao de um anel semissimples R como uma soma direta de
ideais minimais a esquerda , reordenando-os se necessario, podemos agrupar juntos
os ideais a esquerda isomorfos da seguinte maneira:

R:Lll@"'@Llrlj@\Lﬂ@"'@Lmﬂzj@'"@\le@"'@Lsrsj

- -~ -~

onde, L;; ~ L, e L;jjLy, = {0} se i # k, de acordo com o Lema 1.3.11. Da
Proposicao 1.3.12 segue que todos ideais minimais a esquerda sao isomorfos a um
dos ideais da decomposicao de R dada acima.
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Teorema 1.3.16 Com a notagcao acima, seja A; a soma de todos os ideais a es-
querda 1somorfos a L;i, para todo 1 < i <'s. Entao:

1. Cada A; € um ideal minimal bilateral de R.

2. AzA] = {0}, se 7£ j

3. R=®;_,A;, onde s é o numero de classes de isomorfismos de ideais minimats
a esquerda de R.

Definicao 1.3.17 Um anel R € chamado simples se seus unicos ideais bilaterais
sao {0} e R.

Corolario 1.3.18 Os ideais A;, para 1 < i < s, definidos no Teorema 1.5.16, sdo

anéis simples.

Os ideais bilaterais construidos no Teorema 1.3.16 determinam completamente
todos os ideais bilaterais de R.

Proposicao 1.3.19 Seja R = ®;_,A; a decomposicao de um anel semissimples R
como uma soma direta de ideais minimais bilaterais. Entao

1. Todo ideal bilateral I de R pode ser escrito na forma I = A;, & ---® A;,, onde
1<i; <o <4y <s.

2. Se R = @}_,B; € oulra decomposi¢io de R em uma soma direta de ideais
minimais bilaterais, entaor = s e, apos uma possivel renumeracao dos indices,
A; = B;, para todo i € {1,2,...,r}.

Definigao 1.3.20 Os tunicos ideais minimais bilaterais de um anel semissimples R
sao chamados de componentes simples de R.

Teorema 1.3.21 Seja R = &;_A; uma decomposi¢ao de um anel semissimples
como soma direta de ideais minimais bilaterais. Entdo existe uma familia {ey, -, es}
de elementos de R tal que:

1. e; # 0 € um idempotente central de R, para 1 < i < s.

2. Sei # j, entao e;e; = 0.

3. 1=e +- - +e;.
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4. €; ndo pode ser escrito como e; = e, +el, onde €}, e sio idempotentes centrais

) T
nao nulos tais que ee! =0, 1 <i <s.

Definigao 1.3.22 Os elementos {e1,- - -, es} do teorema acima sio chamados de
tdempotentes centrais primitivos de R.

Lema 1.3.23 Seja R um anel e sejam M = M, ®---B M, e N = N1 P---B N, dois
R-mddulos escritos como uma soma direta de submddulos. Sejam €; : M; — M as
inclusoes de cada M; em M e m; : N — N; os R-homomorfismos naturais de N em
suas componentes.

1. Assuma que, para cada par de indices i, j, temos um R-homomorfismo
¢ij € Hompg(M;, N;). Entao a aplicagdo ¢ : M — N definida por:

¢11 ¢1r ma

¢sl ¢sr my
= ?11(771/1) 4+ (blT(mr‘)l—i_ e +¢51(m1) + - ¢sr<mT27

-~ -~

€Ny €N

p(my+---+m,) =

é um R-homomorfismo. Para indicar que ¢ é dado da forma acima, escreve-
remos simplesmente ¢ = (¢4;).

2. Reciprocamente, se € Homp(M, N), entdo ¢;; = m;op oc; € Hompg(M;, N;)
e ¢ = (¢ij).

3. Para ¢ = (q%) e = (¢z’j); temos ¢ + 1 = (wa + ¢U)
4. Homp(M™, M™) ~ M, (Homg(M, M)), como anéis, onde M™ = M x --- x M.
N——

n vezes

Lema 1.3.24 (Lema de Schur) Seja R um anel e sejam M e N dois R-mddulos
simples. Seja f : M — N um homomorfismo nao nulo. Entao f é um isomorfismo.

Corolario 1.3.25 Seja R um anel e sejam M, N R-mddulos simples. Entdo temos:

1. Se M # N, entdo Homg(M, N) = {0}.
2. Homgr(M,N) é um anel de divisao.

Teorema 1.3.26 (Teorema de Wedderburn-Artin) Um anel R é semissimples
se, e somente se, ele ¢ uma soma direta de dlgebras de matrizes sobre anéis de
divisao, 1sto €, se

R~ M, (D) ® -+ ® M, (D).

14



Teorema 1.3.27 Seja R um anel semissimples e assuma que
R~ M, (D1)® - ® My, (D) = My, (D)) @ -+ - @& M,,, (D)),

onde D; e D}, paral <1< s el <75 <r sao anéis de divisao. Entaor = s e, apds
uma conveniente permutagdo de indices, temos n; = m; e D; ~ D!,

1.4 Anéis de Grupos

Nesta secao introduzimos a definicao de um anel de grupo RG de um grupo
G sobre um anel com unidade R. Definimos a aplicagdo de aumento e o ideal de
aumento, o nicleo desta aplicagao que é um importante ideal de um anel de grupo.
Além disso, discutimos condigoes sobre o grupo G e sobre o anel R para que o
anel de grupo RG seja semissimples, demonstrando o Teorema de Maschke. Ao
final da secao apresentamos algumas algebras de grupo de grupos abelianos. As
demonstragoes omitidas podem ser encontradas no Capitulo 3 da referéncia [4].

Seja G um grupo (ndo necessariamente finito) e R um anel. Denote por RG o
conjunto de todas as “combinacoes lineares”da forma

o= Zagg,

geG

onde a;, € R e a, = 0, para quase todo g € G, isto ¢, somente um numero finito
de coeficientes sao diferentes de 0 em cada soma. Quando conveniente, também
escrevemos « na forma:

a =Y alg)g.

geG

Dado um elemento o« = E aqzg, definimos o suporte de a como sendo o sub-

geG
conjunto de elementos de G que efetivamente aparecem na expressao de «, isto

é:

supp(a) ={g € G : a, # 0}. (1.2)
Segue da definicao que, dados dois elementos, a = Zagg e f = Zbgg € RG,
geG geG

temos o = 3 se, e somente se, a, = by, para todo g € G.
Definimos a soma de dois elementos em RG componente a componente, isto é,
(Z agg) + (Z bgg) = Z(ag +by)g- (1.3)
geG geG geG
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Também, dados dois elementos a = Zagg e} = Zbgg € RG, definimos o

geG geG

af = Z agbpgh. (1.4)

g,heG

produto deles por

Reordenando os termos na férmula acima, podemos escrever o produto a3 como

aff = Z Cull, (1.5)

ueG

onde

Cy = Z agbp,.

gh=u

E facil verificar que, com as operacoes acima, RG é um anel que possui como

unidade o elemento 1 = E uyg, onde o coeficiente correspondente ao elemento

geG
neutro do grupo ¢ igual a 1 e uy, = 0, para todos os outros elementos de G.

Definimos ainda um produto de elementos em RG por elementos A € R por

A (Z agg> = Z()\ag)g. (1.6)

geG geG

E fcil verificar que RG é um R-médulo. Na verdade, se R é comutativo, entao
RG é uma algebra sobre R.

Definicao 1.4.1 O conjunto RG, com as operagoes definidas acima, é chamado de
anel de grupo de GG sobre R. No caso em que R for comutativo, RG € chamado
de dlgebra de grupo de G sobre R.

Podemos definir uma imersao i : G — RG fixando, para cada elemento z € G,

o elemento i(x) = Zagg, onde a, = 1 e a;, = 0, se g # x. Desta maneira,

geG
consideramos G como um subconjunto de RG. Com esta identificagdo em mente,

vemos que RG é um R-moédulo livre com base G.

Também podemos considerar uma aplicacado v : R — RG dada por
v(r) = Zagg, onde a;, = rea; =0, se g # 1g. E facil verificar que v é um
geG

monomorfismo de anel e, assim, podemos considerar R como um subanel de RG.
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Dadas as identificagoes acima e dados r € R e g € G, é claro que rg = gr em
RG. Portanto, se R for comutativo, temos R C Z(RG), o centro de RG.

Proposicao 1.4.2 Sejam G um grupo e R um anel. Dado qualquer anel A tal que
R C A e qualquer aplicacio f : G — A tal que f(gh) = f(g9)f(h), para todos
g,h € G, existe um unico homomorfismo de anel f*: RG — A, que é R-linear, tal
que f*oi = f, ondei: G — RG € a inclusao dada acima, isto €, tal que o sequinte

diagrama comuta:
RG
X
G 7 A

Além disso, se R € central em A (e assim A é uma R-dlgebra), entdao f* é um
homomorfismo de R-dlgebras.

Corolario 1.4.3 Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Eziste um tunico
homomorfismo de anéis f*: RG — RH tal que f*(g) = f(g), para todo g € G. Se
R € comutativo, entdo f* € um homomorfismo de R-dlgebras. Além disso, se f €
um epimorfismo (monomorfismo), entao f* € também um epimorfismo (monomor-

fismo).

Observe que se H = {1}, entao o Corolario 1.4.3 mostra que a aplicagao trivial
G — {1} induz a um homomorfismo de anéis € : RG — R tal que

i (z agg) S,

gelG geqG
Definicao 1.4.4 O homomorfismo ¢ : RG — R dado por

i (z%g> S,

geG geG

¢ chamado de aplicagdo de aumento de RG e seu nicleo, denotado por A(G), é
chamado de ideal de aumento de RG.

Note que se um elemento a = Zagg pertence a A(G), entdo
geG

€ (Z agg) = Z ay = 0. Logo podemos escrever a na forma:

geG geG
Oz:Zagg—Zag:Zag(g—l).

geG geqG geqG

17



Claramente todos os elementos da forma g — 1, g € G, pertencem a A(G). A
observagao acima mostra que {g — 1: g € G, g # 1} é um conjunto de geradores de
A(G) sobre R. Observe também que este conjunto é linearmente independente.

Proposicao 1.4.5 O conjunto {g—1:¢g € G,g # 1} € uma base de A(G) sobre R.
Logo podemos escrever

A(G) = {Zag(g—l) geG,g#1, agER}
geG
onde, como sempre, assumimos que somente um numero finito de coeficientes a, sao
diferentes de 0.
Particularmente, se R é comutativo e G finito, entao A(G) é um R-mdédulo livre
de posto |G| — 1.
Proposicao 1.4.6 Sejam R um anel comutativo e G,H grupos. Entao

R(G x H) ~ (RG)H ~ RG ®p RH.

Prova: Defina o homomorfismo @ do grupo G x H no grupo das unidades de (RG)H,,
dado por &((g, h)) = gh.

Mostremos que  é um homomorfismo injetor de grupos multiplicativos. De fato:

e Sejam (g1, h1), (g2,h2) € G x H. Dai &((g1,h1) - (92, h2)) = g1g2h1hs. Por
outro lado, ®((g1,h1)) - ©((g2, h2)) = g1h1g2ha = g1g2h1hs, pela observagao
feita apds a Definicao 1.4.1.

Suponhamos $((g1,h1)) = ©((g2,he)) e dai g1hy = goho. Como
g1hi1, gohe € (RG)H, segue que g; = gy e consequentemente hy = hs.

Estendemos © linearmente da seguinte maneira:

@ R(G x H) — (RG)H
Z O-/gh(g7h) — Z (Zaghg) h.
geG,heH heH ™ geG

Provemos que ¢ assim definida é um isomorfismo de algebras de grupo. De fato:
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e Sejam «, € R(G x H). Dal a = Z agh(g,h) e 5= Z a;k(g, k).

geG,heH j€G, keH

Assim, p(a - 8) = (O agmBir(gj, hk)) = Z < Z Oéghﬁjkgj) hk.

h,keH *g,jeqG

Por outro lado,

pla) - 9(F) = 92 agnlg, h) - (22 B (5, k)
=3 (Sews)n S (S

heH \ geG keH N jeG

= ( > aghﬁjkgj> hk.

h,keH “g,jeCG

Logo ¢(af) = p(a)p(8).

e Sejam «, n € R(G x H) tais que v = Y agn(g,h) e n = > ngn(g, h). Assim,
pla+n) = (X agn + 1) (9, h))

=3 (Z(%h + Tlgh)g> h

heH »geG

=> (Zaghg>h+ > (Zﬁghg)h
heH N geG heH N geG

= ¢(a) +¢(n).

e Sejamr € Re a = Z agn(g,h) € R(G x H). Dai
geG,heH
p(r-a) = p(Xrag(g.h) = Y (nghg)h = T(Z (Z%M) ) =
heH »geG he geG

r-p(a).
e Sejam a = Y aggh, n=> nmgh € R(G x H) tais que p(a) = (). Assim,

> aghg) h = 2 (Z nghg) h

heH (gEG geG

SISl S

pla) =

heH »geG geG
> (z = 1)y ) =0
heH *»geG
= (Z(&gh - ngh)g> =0

geG
= Qgp = Mg, Para todog € G e para todo h € H.

O que mostra que ¢ é injetora.
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e Vemos que GH C Imp C Imgp. Os elementos de (RG)H sao do tipo
Z (Zaghg) h, ou seja, GH gera (RG)H sobre R. Portanto, considerando

heH *»geG
a extensao linear ¢, temos (RG)H C Imyp. Logo ¢ é sobrejetora.

Agora vamos utilizar a Propriedade Universal do Produto Tensorial para mostrar

que ¢ : RGerRH — R(G x H) dada por ( Zrigi®z thj> = Z r:5i(gi, hj)
i=0 §=0
¢ um isomorfismo de dlgebras.

Considere o seguinte diagrama:

RG x RH — - RG®p RH
P
©
R(G x H)

A fungao ¢ : RG x RH — R(G x H) dada por w(Zrigi,Zsjhj> =

i=0 5=0
Z r:i5;(gi, h;) ¢ uma aplicagdo balanceada. De fato:

Sejam «, f € RG, v, n € RH tais que av = Y 1,95, B = > 8iGi,» ¥ = »_tihj,
n=>Y vjh; er e R. Dai

o P(a+p, 7): V(S (ri+80)gi 2 tihy) = Yo(ri+ i)t (gi, hy) = Yo rit(gis hy) +
> siti(gis hy) = (o, v) + (8, 7).

o U(a, y+n) = (3 1igi, Y (i +v)hy) = Yoty +v;) (g, hy) = D oriti(gi hy) +
Zrivj(gi7hj) = @D(O&, 7) + @D(O&, 77)'

o Y(ra, v) =y Qo rrigi, Y tihy) = Y rriti(gi, hy) =13 riti(gi, hy) = (e, 7).
o (a, ry) = (X0 rigi Yortihy) = 3 rirti(gi hy) = 13- riti(gi hy) = r(¥(a, 7).

Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, existe tinico homomorfismo

de algebras v : RG ®gr RH — R(G x H) dada por @Z)(Zrlgi ® Zsjhj> =
Z 1:55(9:, hj) que faz o diagrama acima comutar.
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Mostremos que 1 é um homomorfismo. De fato:

Sejam x,y € RG ®p RH tais que = Y r;9; ® Y t;hj, y = 8,g: @Y v;h;
er e R.

o o(x) + @(y) = d_(rity + 5:v;) (g, hy) = (D (rits + 5iv5)9: @ hy) = w(x +y).
o o(xy) = p(Xorisigi @ D tjuih3) = Yo risitjvi(g7, h3) = w(x)e(y).
o o(re) = o3 rrigi @ Yotihy) = Yo rriti(gi hy) = (X0 rit;(9i, hy)) = re(x).

Seja ¢ : R(G x H) — RG ®@r RH definida por ¢(> ri;(gi, hj)) = D> 14j9: @ hy.
Observe que o(p(3_7i(gi hy))) = Qo riigi @ hy) = 3274 (gi h ) = ldg.

Por outro lado,

Pp(Xorigi®) - sihy)) = (3 _risi(gi, hy)) = d_oris;gi®hy =Y 1igi®) s;hy = Id,.

Assim, ¢ e ¢ sao inversas uma da outra. Logo ¢ é bijetora. Portanto, RG®r RH
e R(G x H) sao isomorfos.

Vamos agora encontrar condigoes sobre R e G que nos permitam decompor RG
como uma soma direta de certos subanéis. O nosso maior interesse ¢ determinar
quando RG é um anel semissimples e escreve-lo como uma soma direta de ideais
minimais.

Comecaremos estudando as relacoes entre subgrupos de GG e ideais de RG. Esta
relacao é muito 1til no estudo de muitos problemas envolvendo a estrutura e pro-

priedades de RG.

Dados um grupo G e um anel R, denotamos por S(G) o conjunto de todos os
subgrupos de G e por Z(RG) o conjunto de todos os ideais a esquerda de RG.

Definigao 1.4.7 Para um subgrupo H € S(G), denotamos por Agr(G, H) o ideal a
esquerda de RG gerado pelo conjunto {h —1:h € H}, isto é,

Ar(G,H) = {Zah —1): ahERG}

heH

Para um anel fixo R, omitimos o subscrito e denotamos Ag(G, H) simplesmente
por A(G, H). Observe que A(G,G) = A(G).
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Lema 1.4.8 Seja H um subgrupo de um grupo G e seja S um conjunto de geradores
de H. O conjunto {s—1:s € S} € um conjunto de geradores de A(G, H) como um
1deal a esquerda de RG.

Para uma melhor descrigao de Ag(G, H), denotamos por 7 = {¢; };c; um con-
junto completo de representantes das classes laterais a esquerda de H em G, isto é,
um transversal de H em GG e vamos sempre escolher, como representante da classe
H em 7, o elemento identidade de G. Pela definicao de transversal, todo elemento
g € G pode ser escrito de maneira tnica na forma g = ¢;h;, onde ¢; € 7 e h; € H.

Proposicao 1.4.9 O conjunto By = {q(h—1):q€ T, h € H, h # 1} € uma base
de Ar(G, H) sobre R.

Se H <G, entao o homomorfismo candnico w : G — G/H pode ser estendido ao
epimorfismo w* : RG — R(G/H) tal que

w* (Z a(9)9> = a(g)w(g).

Proposicao 1.4.10 Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Entao, com a
notagdo acima, Ker(w*) = A(G, H).

Corolario 1.4.11 Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Entio A(G,H) é
um ideal bilateral de RG e

RG

N Il

Logo A(G) é nicleo do epimorfismo ¢ induzido pela aplicagao trivial

Assim, podemos construir uma aplicagao de S(G) sobre Z(RG) tal que os sub-
grupos normais de G sao levados em ideais bilaterais de RG.

Dado um ideal & esquerda I € Z(RG), consideremos o conjunto
V(I)={9geG:g9g—-1€ 1},
isto é,

V() =Gn(1+1).
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Afirmamos que V(I) é um subgrupo de G. De fato, se g,h € V(I), entdo
gh—1=g(h—1)4g—1¢€ V(I). Logo gh € V(I). Também, se g € V(I), entao
gl—1=—gYg—1) e V(). Portanto, g-! € V(I). E fécil verificar que se I é
um ideal bilateral de RG, entao V() é um subgrupo normal em G.

Proposigao 1.4.12 Se H € S(G), entao V(A(G,H)) = H.

As aplicacoes Ve A, ao contrario do que parece, nao sao inversas uma da outra.
De fato, dado um ideal I € Z(RG), é fécil ver que A(G,V(I)) C I. Mas a igualdade
pode nao ser verdade. Se I = RG, entdao V(RG) ={g € G:g—1¢€ RG} = G.
Mas, A(G,V(RG)) = A(G) # RG.

Definigao 1.4.13 Dados um anel de grupo RG' e um subconjunto finito X do grupo
G, denotaremos por X o sequinte elemento de RG:

=Y
zeX

Lema 1.4.14 Seja R um anel com unidade e seja H um subgrupo de um grupo G.
Se |H| ¢é invertivel em R entdo ey = Efl ¢ um idempotente de RG. Além disso,
se H <G, entao ey € central.

Proposicao 1.4.15 Seja R um anel e seja H um subgrupo normal de um grupo G.

Se |H| € invertivel em R, tomando ey = ——H temos uma soma direta de anéis

|H|
RG = RGey & RG(1 — ep),

onde

RGey ~ R(G/H) e RG(1 —ey) = A(G, H).
Definigao 1.4.16 Seja R um anel e seja G um grupo finito tal que |G| € invertivel
em R. O idempotente eq = —G ¢ chamado idempotente principal de RG.

|G

Como uma consequéncia imediata do resultado acima, usando o idempotente
principal de RG, podemos mostrar que algebras de grupo semissimples sempre
contém pelo menos uma componente simples que é isomorfa ao anel dos coeficientes.

Corolario 1.4.17 Seja R um anel e seja G um grupo finito tal que |G| é invertivel
em R. Entao podemos escrever RG como uma soma direta de anéis

RG ~ R A(G).

23



Lema 1.4.18 Seja R um anel comutativo e seja I um ideal da dlgebra de grupo
RG. O anel quociente RG/I é comutativo se, e somente se, A(G,G") C I, onde G’
denota o subgrupo comutador de G.

Proposicao 1.4.19 Seja RG uma dlgebra de grupo semissimples. Entao temos
RG = RG@G/ ) A(G, G/),

onde RGeg ~ R(G/G') é a soma de todas as componentes simples comutativas de
RG e A(G,G") é soma de todas as outras.

Agora vamos determinar condigoes necesséarias e suficientes sobre R e GG para
que o anel de grupo RG seja semissimples. Veremos primeiro algumas técnicas e
resultados sobre anuladores.

Definicao 1.4.20 Seja X um subconjunto de um anel de grupo RG. O anulador
a esquerda de X ¢ o conjunto

Anni(X) ={a € RG : ax =0, Vo € X}.

Do mesmo modo definimos o anulador a direita de X como:
Ann,.(X) ={a € RG : za=0,Vr € X}.

Lema 1.4.21 Seja H um subgrupo de um grupo G e seja R um anel. O
Ann,(A(G,H)) # 0 se, e somente se, H € finito. Neste caso, temos

Ann,(A(G, H)) = H - RG.
Além disso, se H <1 G, entao o elemento H ¢ central em RG e temos
Ann,(A(G, H)) = Anny(A(G, H)) = RG - H.

Corolario 1.4.22 Seja G um grupo finito. Entao:

1. Anny(A(G)) = Ann, (A(G)) = R - G.
2. Ann, (A(G)) N A(G) = {aG : a € R, a|G| = 0}.

Lema 1.4.23 Seja I um ideal bilateral de um anel R. Suponha que exista um ideal
a esquerda J tal que R =1& J (como R-mddulos a esquerda). Entio J C Ann,.(I).

Lema 1.4.24 Se o ideal de aumento A(G) é um somando direto de RG, como um
RG-mdédulo, entdo G € finito e |G| € invertivel em R.
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O seguinte teorema determina condigoes necesséarias e suficientes sobre R e G
para que o anel de grupo RG seja semissimples.

Teorema 1.4.25 (Teorema de Maschke) Seja G um grupo. O anel de grupo
RG ¢ semissimples se, e somente se, valem as sequintes condigoes:

1. R € um anel semissimples.
2. G € finito.

3. |G| € invertivel em R.

Prova: Suponha que RG é semissimples. Pelo Corolario 1.4.11, R ~ RG/A(G). J&
que o quociente de um anel semissimples é semissimples, segue que R é semissimples.
Como a semissimplicidade de RG implica que A(G) é um somando direto, o Lema
1.4.24 mostra que as condigoes (2) e (3) sao verdadeiras.

Reciprocamente, suponha que as condigoes (1), (2) e (3) s@o verdadeiras e seja
M um RG-submoédulo de RG. Ja que R é semissimples, segue pelo Teorema 1.3.7,
que RG é semissimples como um R-médulo. Portanto, existe um R-submédulo N
de RG tal que
RG=M@& N.

Seja m : RG — M a projecao canonica associada a esta soma direta. Definimos
7™ : RG — M por uma média

™ (x) = Z g 'm(gx), para todor € RG.

geG

Se provarmos que 7 é um RG-homomorfismo tal que (7*)? = 7* e Im(7*) = M,
entdo Ker(r*) é um RG-submddulo tal que RG = M @ Ker(n*) e o teorema esté
provado.

Ja que 7 é um R-homomorfismo, para mostrar que ele é também um RG-
homomorfismo é suficiente mostrar que

7m*(ax) = an*(z), para todox € G e para todoa € G.

Temos

Zg m(gax) Zga1 (ga)z).

QEG gEG
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Quando g percorre sobre todos os elementos em G, o produto ga também percorre
sobre todos os elementos em G. Logo

_a—Zt w(tr) = ar*(x).

tEG

J& que 7 é uma projecao sobre M, sabemos que 7(m) = m, para todo m € M.
Como M é um RG-moédulo, temos que gm € M, para todo g € G. Portanto,

(m) |G|Zg m(gm) Zg gm = m.

geG gEG

Dado um elemento = € RG, temos 7(gx) € M, portanto, 7*(x) € M e segue que
Im(m*) C M. Consequentemente, 7*(7*(x)) = n*(z), para todo x € RG, ou seja,
(7*)% = 7.

O fato que 7*(m) = m, para todo m € M, também mostra que M C Im(7*) e
segue o teorema.

O caso em que R = F é um corpo é de grande importancia. Neste caso, F é
sempre semissimples e |G| é invertivel em F se, e somente se, |G| # 0 em F, isto é,
se e somente se car(F) f|G|.

Corolario 1.4.26 Seja G um grupo finito e seja F um corpo. Entao FG ¢ semis-
simples se, e somente se, car(F) [|G].

Veremos agora uma adaptacao do Teorema de Wedderburn-Artin que nos da
muitas informagcoes sobre a estrutura de uma algebra de grupo.

Teorema 1.4.27 Seja G um grupo finito e seja F um corpo tal que car(F) /|G]|.
Entao:

1. FG € uma soma direta de um niumero finito de ideais bilaterais minimais
{Bi}1<i<r, as componentes simples de FG. Cada B; € um anel simples.

2. Qualquer ideal bilateral de FG € uma soma direta de alguns dos membros da
famﬂia {B’i}lgigr'

3. Cada componente simples B; € isomorfa a um anel de matrizes completo da
forma M, (D;), onde D; é um anel de divisio contendo uma cdpia de F em
seu centro, e o isomorfismo

FG L ar M, (D))
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€ um isomorfismo de F-dlgebras.

4. Em cada matriz M,,,(D;), o conjunto

T 0 0

2y 0 - |
I, = 2 DX, X,y Ty, € Dy po 2 DY

Tp, 0 0

€ um ideal minimal a esquerda.

Dado z € FG, consideramos ¢(x) = (v, -+ , o) € B M,,(D;) e definimos
o produto de x por um elemento m; € I; por xm; = a;m;. Com esta defini¢cao
I; torna-se um FG-mdodulo simples.

. Iiijj; S@Z?éj
6. Qualquer FG-maddulo simples é isomorfo a algum I;, paral < i <.

Corolario 1.4.28 Seja G um grupo finito e seja F um corpo algebricamente fechado
tal que car(F) [ |G|. Entdo:

FG ~ @]_, M, (F)

ent +ny+ ooy =Gl

Nao existe um método geral para se determinar os ideais a esquerda de uma
algebra de grupo FG, no entanto, existem alguns resultados que estabelecem o
niumero de componentes simples de FG, utilizando a estrutura intrinseca do grupo.
Listamos alguns desses resultados a seguir, para posterior referéncia.

Teorema 1.4.29 ([3], Teorema 27.22) Seja G um grupo finito e seja F um corpo
algebricamente fechado tal que car(F) t |G|. O nidmero de componentes simples de
FG ¢ igual ao numero de classes de conjuga¢ao de G.

Notemos que se o corpo F nao for algebricamente fechado e car(F) 1 |G|, o
niumero de componentes simples de FG serd sempre menor ou igual ao nimero de
classes de conjugacao do grupo G. O Corolario 39.5 e Teorema 42.8 (de Berman-
Witt) encontrados em [3] sao outros exemplos de resultados desta natureza.

Em [18], Ferraz e Milies apresentaram um método geral para calcular o nimero
de componentes simples de uma algebra de grupo semissimples sem utilizar a Teoria
de Caracteres. No caso de algebras de grupo de grupos abelianos finitos, existe uma
maneira mais simples de se determinar este ntimero.
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Nos préximos resultados desta secao, usaremos as notacoes abaixo.

Sejam [F um corpo finito com |F| = ¢ elementos, A um grupo abeliano finito tal
que mdc(q,|A|) = 1. Entao FA é semissimples e, se {eq, e, ...,e,.} é 0 conjunto de
idempotentes centrais primitivos de FA temos

FA =i (FA)e; = &, F;,
onde F; = (FA)e;, 1 <14 <r, sdo corpos que sdo extensoes finitas de F.

Seja D = @!_,Fe;. Note que Fe; >~ F como corpos na forma natural e, portanto,
o numero r de componentes simples de FA é também a dimensao de D como espaco
vetorial sobre F.

Lema 1.4.30 ([18], Lema 1) Seja a um elemento de FA. Entao o € D se, e
somente se, a? = q.

Definicao 1.4.31 Seja h um elemento do grupo abeliano finito A. A g-classe
ciclotomica de h em A € o conjunto

Sp={h" : 0<j<t,—1},
onde t, € o menor inteiro positivo tal que
q" = 1(modo(h))

e o(h) denota a ordem de h.

Segue diretamente da Definicao 1.4.31 que se S}, # Sy, entao S, NS, = 0.

Lema 1.4.32 (/21], Lema 2.1.3) Seja o um elemento de D. Se o = Zahh, entdo

heA

Qp = Qpa = Qp2 = ... = @, 1,1, para cada h € A.

ha

’

Teorema 1.4.33 ([18], Teorema 2.1) O nimero de componentes simples de FA ¢é
igual ao numero de q-classes ciclotomicas de A.

Vamos adaptar a Defini¢ao 1.4.31 para o caso em que o grupo é ciclico finito que
utilizaremos na subsecao 2.2.3.

Definigao 1.4.34 Seja H = (c) um grupo ciclico de ordem j. Assim, todo elemento
de g € H € da forma g = ¢*. A q-classe ciclotémica de s € o conjunto dos inteiros
dado por

Q. = {s,5q,5¢°, ..., s¢" '},
onde cada sq¢t é reduzido mddulo j e ry € o menor inteiro positivo T; tal que
sq" = s(mod 7).
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Na secao seguinte, vamos descrever algebras de grupos de grupos ciclicos e
abelianos, utilizando os resultados acima.

1.5 Algebras de Grupo de Grupos Abelianos

Nesta secao descrevemos algebras de grupo de grupos abelianos finitos sobre
corpos de caracteristica relativamente prima com a ordem do grupo, isto é, de modo
que as hipéteses do Teorema 1.4.27 estejam satisfeitas e a algebra de grupo seja
semissimples.

Primeiramente, seja G um grupo ciclico finito com apresentacao dada por
G = (a:a" = 1) e F um corpo tal que car(F) nao divide n. Para F[z] o anel
de polinomios sobre F na indeterminada x, considere a aplicacao

v : Flz] — FG
foo— fla)’

E facil verificar que ¢ é um epimorfismo de anéis e, pelo Primeiro Teorema do
Homomorfismo para anéis,

. Fla
- Ker(y)’

FG

onde Ker(¢) ={f € Flz] : f(a) = 0}.

Ja que F[z] é um dominio de ideais principais, Ker(y) é o ideal gerado pelo
polinémio fy, de menor grau, tal que fy(a) = 0. E importante observar que, sob

Flx
este isomorfismo, a imagem do elemento a é a classe x + (fy) € (f[_;
0
Como a™ = 1, segue que 2" — 1 € Ker(¢). Note que se f = Zklxz é um
i=0
polinémio de grau r < n, entdo temos f(a) = Zkiai # 0, pois os elementos
i=0
{1,a,a?, -+ ,a"} sao linearmente independentes sobre F. Logo Ker(¢) = (2" — 1),
e assim,
F
FG ~ i
(zn —1)

Sejax™—1 = fi1fs--- fr adecomposicao de £ —1 como um produto de polinomios
irredutiveis em F[z]. Como estamos assumindo que car(F) f n, o polinémio 2" — 1
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¢ separdvel sobre F e, assim, f; # f; se i # j. Usando o Teorema Chinés do Resto,
podemos escrever:

o Fle]  Flz] o Fla]
Fex T e & oy

Sob este isomorfismo, o gerador a é aplicado no elemento

(ZL‘—}- <f1>7 T+ <ft>)

Se (; denota uma raiz de f;, paral < ¢ < ¢, entao temos

quentemente,

FG ~F(G) @ F(G) @ @ F(G).

Como todos os elementos (;, paral < i < t, sao raizes de x™ — 1, temos FG
isomorfo a uma soma direta de extensoes ciclotomicas de F. Sob este isomorfismo,
o elemento a é levado no elemento ((y, (o, -+, ).

A seguir, descrevemos outra maneira de decompor a dlgebra de grupo de um
grupo ciclico que nos possibilitard generalizar o resultado para grupos abelianos
finitos.

Lembramos que, para um dado inteiro d, o d-ésimo polinémio ciclotomico,
denotado por @4, é o produto ®,; = II;(x — (;), onde (; percorre todas as d-ésimas
rajzes primitivas da unidade. Também sabemos que z" — 1 = Ily,®4, o produto
de todos os polinomios ciclotomicos ®; em Fx], onde d é um divisor de n. Para
cada d, seja ®; = II7¢, f;. a decomposi¢ao de ®; como um produto de polinémios
irredutiveis em [F|x].

Logo a decomposicao de FG pode ser escrita na forma:

ag Tl “

onde (4, denota uma raiz de fg,, para 1 < i < a4. Para um d fixo, todos os elementos
(4, sao raizes n-ésimas primitivas da unidade. Portanto, todos os corpos da forma
F((q,), 1 <i < agy, sdo iguais uns aos outros e podemos sempre escrever

]FG ~ ®d|nadF(Cd),

onde (4 é uma raiz primitiva de ordem d e a4F((;) denota a soma direta de aq corpos
diferentes, todos eles isomorfos a F((y).
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Ja que O(fy,) = [F({y) : F], onde O(fq,) é o grau do polindémio f,,, temos que os
polinémios f;,, para 1 < i < a4, possuem o mesmo grau. Assim, considerando os
graus na decomposicao de &4, temos

¢(d) = aq[F(¢q) - T,
onde ¢ denota a funcao de Euler, a saber,

o(d)=|{n€Z:1<n<d, mde(n,d) =1}

Como G é um grupo ciclico de ordem n, para cada divisor d de n, o nimero de
elementos de ordem d em G, que denotamos por ng, é precisamente ¢(d). Portanto,

podemos escrever
Ng
A = ——~ =

[F(Ca) : T

A descrigao obtida acima pode ser estendida a anéis de grupo de grupos abelianos
finitos, conforme o teorema a seguir, cuja demonstragao ¢ feita por inducao e utiliza
o Teorema de Estrutura dos Grupos Abelianos Finitos (Teorema 1.3.9 em [4]).

Teorema 1.5.1 (Perlis-Walker, [20])([}], Teorema 3.5.4) Seja G um grupo
abeliano finito de ordem n e seja F um corpo tal que car(F) fn. Entao

FG ~ @d|nadF(Cd)7

Ngq

m. Nesta

onde (4 denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d e ag =

formula, ng denota o numero de elementos de ordem d em G.
Corolario 1.5.2 Seja G um grupo abeliano finito de ordem n. Entao
QG = @ ,04Q(Ca),

onde (g denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d e ag € o numero de
subgrupos ciclicos (ou fatores ciclicos) de G.

Corolario 1.5.3 Seja G um grupo abeliano finito de ordem n e seja F um corpo tal
que car(F) fn. Se F contém uma raiz primitiva da unidade de ordem n, entdo

FG~F®---OF.
————

n vezes
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1.6 Representacoes e Caracteres de Grupos

Nesta se¢ao apresentamos alguns resultados sobre representagoes e caracteres
de grupos, que serao fortemente utilizados nos demais capitulos deste trabalho.

Definicao 1.6.1 Sejam G um grupo, R um anel comutativo e V um R-maddulo livre
de posto finito. Uma representacao de G sobre R, com espago representacao V,
¢ um homomorfismo de grupos T : G — GL(V), onde GL(V') denota o grupo de
R-automorfismos de V. O posto de V' é chamado grau da representacao T e vamos
denotd-lo por O(T).

Dada uma representacao 7 de um grupo G sobre um anel comutativo R, o espaco
representacao V' se torna um RG-mdédulo sob a agao

g-v="T(g)v, para todosg € G, v €V,

estendida linearmente a todos os elementos de RG. Reciprocamente, dado um RG-
moédulo W (livre de posto finito), definimos uma representacao de G sobre R da
seguinte maneira:
v G — GL(W)
g — plguw=g-w,
para todo g € G e para todo w € W.

Proposigao 1.6.2 ([}, Proposi¢ao 4.2.1) Seja G um grupo e seja R um anel co-
mutativo com unidade. Fxiste uma bijecao entre as representacoes de G sobre R e
0s RG-mddulos que sao livres e de posto finito sobre R.

Desta maneira, todo resultado sobre representacao de um grupo G sobre um anel
comutativo R tem um andlogo para RG-mddulo e vice-versa.

Para um dado elemento g € G, denotamos por 7, : V. — V o automorfismo
correspondente sob 7. Portanto, se g,h € G, temos Ty, =Ty 0Ty e Ty = 1.

Se fixarmos uma R-base de V', podemos definir um isomorfismo ¢ de GL(V') no
grupo GL(n, R) das matrizes invertiveis n X n com coeficientes em R, associando
cada automorfismo 7, € GL(V') a sua matriz com respeito a base dada.

Definicao 1.6.3 Seja G um grupo e seja R um anel comutativo. Uma repre-
sentacao matricial de G sobre R de grau n é um homomorfismo de grupos
T :G — GL(n,R), onde GL(n, R) denota o grupo das matrizes n X n invertiveis
sobre o anel R.
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Se T : G — GL(V) é uma representacao de G sobre R com espago representacao
V' e consideramos o isomorfismo ¢ : GL(V') — GL(n, R) associado, em relagdo a uma
base dada como acima, entao ¢ o7 : G — GL(n, R) é uma representacao matricial
de G. Do mesmo modo, dada uma representagado matricial 7 : G — GL(n, R),
temos ¢~ o7 : G — GL(V) uma representacao de G sobre R.

Por este fato, dada uma representacao de um grupo sobre um anel temos uma
representacao matricial associada a ela e vice-versa. Usaremos algumas vezes neste
trabalho, a notacao 7 no lugar da representacao matricial 7.

Definicao 1.6.4 Duas representacoes T e T' com espacgos representacao V e V',
respectivamente, sao ditas equivalentes se existe um F-isomorfismo ¢ : V. — V'
tal que T'(g)p = ¢7 (g), para todo g € G.

Observacao 1.6.5 Duas representacoes de grau 1 sao equivalentes se, e somente
se, $ao 1guais.

Definicao 1.6.6 Duas representagoes matriciais 7, : G — GL(n,R) e
Ty : G — GL(n,R) de um grupo G sobre R sio equivalentes se eriste uma
matriz invertivel U € GL(n, R) tal que T,(x) = UT 3(x)U™, para todo z € G.

Definicao 1.6.7 Uma representacao monomzial é uma representagcao matricial
T de G tal que, para cada g € G, T (g) tem exatamente uma entrada nao nula em
cada linha e em cada coluna.

Definicao 1.6.8 Seja 7 : G — GL(V) uma representacio de G sobre R. Um
subespago V' de V' ¢ dito invariante sob T (ou G-invariante) se T,(V') C V',
para todo x € G.

Observe que todo subespacgo invariante sob 7 é um RG-submédulo do RG-
modulo V' no qual esta contido.

Definicao 1.6.9 Uma representacio 7 : G — GL(V) € dita trredutivel se os
unicos subespagos de V' que sao invariantes sob T sao {0} e V. Caso contrdrio,
dizemos que a representacao T ¢ redutivel.

Teorema 1.6.10 ([10], Proposicio 9.5) As representagoes irredutiveis de um grupo
abeliano finito sobre um corpo algebricamente fechado sao todas de grau 1.

Definicao 1.6.11 Seja G um grupo e seja V. um espaco vetorial de dimensao finita
sobre um corpo F. Seja T : G — GL(V) uma representa¢ao de G sobre F. O
caracter y de G assoctado a representacao 7T ¢ a aplicacao x : G — F dada
por x(g) = tr(7,), para todo g € G. Se a representagdo T € irredutivel, entio x €
um caracter irredutivel.
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Se x denota o caracter associado a uma representacao 7 : G — GL(V), o grau
da representagao também é chamado de grau do caracter Yy, isto é,

d(x) = [V : F.

Observe que se car(F) = 0, entao temos

v(lg) = tr(Tig) = tr(I) = [V : F] = 9().

Vemos no préximo teorema como caracterizar os idempotentes utilizando os ca-
racteres de grupo.

Teorema 1.6.12 (/4/, Teorema 5.1.11) Sejam G um grupo finito e F um corpo tal
que car(F) 1 |G|. Os idempotentes centrais primitivos de FG sao da seguinte forma

e = L Z xi(Dx(z™ Y.
‘G’ zeG
Definigao 1.6.13 Sejam A uma F-dlgebra e V- um A-mddulo irredutivel. V ¢é dito
absolutamente irredutivel se VX =V @p L é um A* = A ®@p L mddulo irre-
dutivel para toda extensao de corpo L sobre F. Dizemos que L é um corpo de
decomposicdo de A se todo A*-mdédulo irredutivel é absolutamente irredutivel.

Definicao 1.6.14 Seja F um corpo. Dizemos que uma representacao irredutivel T

sobre F ¢ absolutamente irredutivel se T ¢ irredutivel sobre qualquer extensao
de .

Definicao 1.6.15 Seja G um grupo. Dizemos que L é um corpo de decom-
posicao do grupo G, se todo LG-mddulo irredutivel € absolutamente irredutivel, ou
seja, se toda representacao irredutivel de G sobre L é absolutamente irredutivel.

Pelo Teorema 29.20, encontrado em [3], temos:

Observagao 1.6.16 Seja G um grupo finito, F um corpo de caracteristica car(F) {
|G| e F o fecho algébrico de F. Entdao existe um corpo L tal que F C L C F, com
[L : F] finito, que é um corpo de decomposicio de G.

Finalizamos acrescentando que existe uma segunda definicao para corpo de de-
composicao de um grupo, dada a seguir, que é equivalente a Definicao 1.6.15 quando
a ordem do grupo G é finita e o corpo de decomposicao L é tal que car(L) 1t |G|.

Definigao 1.6.17 Seja G um grupo finito. Dizemos que um corpo L tal que car(L) 4
|G| € um corpo de decomposicdo de G se

LG ~ &_ M, (L).
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1.6.1 Representagoes Induzidas e Mdédulos Induzidos

Seja H um subgrupo de um grupo finito G, e seja F um corpo qualquer.
Assumimos nesta subsecao que todos os médulos sao espacgos vetoriais sobre F de
dimensao finita. Como FH é uma subalgebra de FG, todo FG-médulo L é também
um FH-mddulo, o qual vamos denotar por Ly. Assim, Ly tem o mesmo espaco
vetorial que L, mas o dominio de operadores a esquerda é FH em vez de FG. Uma
representacio matricial 7y de H associada a Ly é obtida de uma representacio
matricial 7 de G associada a L definindo

Tuy=T|H.

Nosso objetivo é descrever uma construgao, a qual associa a cada FH-modulo
M um FG-médulo induzido M©. Esta construcao é um dos instrumentos bésicos
de toda a Teoria de Representacoes de Grupos.

Definicao 1.6.18 Seja H um subgrupo de G e seja M um FH-mddulo a esquerda.
Entdo FG é um (FG,FH)-bimédulo e formamos o FG-médulo MY = FG Qpy M
que é chamado mddulo induzido por M. A representacio de G associada a M©
¢ chamada representacao induzida.

Para encontrar M¢, comecamos com a decomposicio de G em uma unido dis-
junta das classes laterais, ou seja,
G=gHUgHU..UgH,

onde t=[G:H] e g; = 1. Todo elemento de G é expresso como um produto g;h, para
algum 1 < ¢ < t e para algum h € H, e entao todo elemento de FG é expresso
unicamente como

t

=1

Assim, temos
FG = ¢FH & ¢oFH & ... d ¢.FH,

tal que FG é um FH-mdédulo a direita livre com base {g1, g2, .-, 9: }-
Pela Proposicao 1.2.4, obtemos
MY = (g)FH @z M) & (92FH @y M) ® ... & (FH Qpyy M),
o qual pode ser reescrito pelo Teorema 1.2.5 como uma soma direta de FH-modulos:

MC=(g@M)®(2@M)® ... (9 @ M), (1.7)
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pela férmula ¢g;b ® m = g; ® bm, para todo b€ FH e m € M.

Em (1.7), temos uma decomposicio de MY em F-subespacos os quais sdo, em
geral, nem FG-submédulos, nem FH-submddulos de M“. Notemos que ¢;FH ~ FH
como submodulos a direita, com o isomorfismo sendo dado por g;b — b, b € FH.
Portanto, pelo Teorema 1.2.5,

Assim, temos um F-isomorfismo ¢;FH Qpy M ~ M que é dado por ¢g;b ® m +— bm,
para todo b € FH e para todo m € M. Logo a dimensao do espaco vetorial M¢
sobre F é dada por

[MC . F] =[G : H|[M :F],

onde [G : H] é o numero de classes laterais a esquerda distintas de H em G. E
concluimos também que todo elemento de MY pode ser expresso como Y. g; ® u;
com uy, Us, ..., u; unicamente determinados. Segue disto que se {my, ma,...,m,} é
uma [F-base de M, entao os elementos

formam uma F-base para M¢.

Agora dada uma representacio matricial 7 associada a M relativa a uma F-base
{my,ma,...,m,} de M tal que

= aj(h)ym;, T(h) = (ai(h)), h € H,

determina-se uma representacio matricial U associada a MY, relativa a F-base (1.8)
de MY, da seguinte maneira: expressamos g(g; ® m;) como uma combinagao linear
dos elementos da base F-base (1.8), escrevendo

99 = grh, (1.9)

para algum h € H e para algum k, 1 < k <t. Dai

99 @ my) = 99, @ m; = gy © hm; = ag;(h) g, © ms.

Agora por, (1.9), temos h = gk_1 99g;. Estendemos o dominio de defini¢ao de ay;
de H para G definindo o;(z) = 0, para todox € G, x ¢ H, e assim temos

gl@m] ZZO‘SJ 9 ggz © O ® M. (1.10)

s=1 k=1
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Organizamos os elementos da base (1.8) na ordem

GLOMy, ..., g1 @My, Goa @M1,y .oy o @ My ooy, G @ M, ooy Gt @ My,

e pela equagao (1.10) temos, para cada g € G,

. (2,1),...,(z,7) .
Ug) = * ‘ 7(gjlggz) ‘ * (j,:l) )
* ‘ * ‘ =/ (j,r)

onde 7T é estendida para todo elemento de G, definindo T (z) = 0, para todo = €
G, x ¢ H. Assim, U(g) é particionada em uma matriz ¢t X ¢t com blocos 7 X r e 0o
bloco na j-ésima linha-bloco e i-ésima coluna-bloco é ’T(gj_1 99:)-

T(9:'991) --- T(9:'99:)
Assim, U(g) = : :

T(9'991) --- T(9: " 99:)

Como ja sabemos calcular as representacgoes induzidas de um grupo e médulos
induzidos, podemos citar o préximo teorema que sera utilizado no Capitulo 2.

Teorema 1.6.19 (/10], Teorema 17.11) As representacoes de grau 1 de um grupo
G sdo exatamente as representacoes irredutiveis de e levantadas a G, onde G' € o
subgrupo comutador de G. Em particular, o niumero de representacoes distintas de

grau 1 de G € igual a , e assim divide |G)|.

G
Definicao 1.6.20 Uma cadeia descendente
M=M >MyD>D..OM,1DOM,=0

de submddulos é chamada uma série de decomposi¢cao do modulo M. Os médulos

quocientes

sao chamados fatores de decomposi¢cao da série.
i+1

Definicao 1.6.21 Dois FG-mddulos(ou representagoes) Ly e Lo sao ditos disjumn-

tos se eles nao possuem fatores de decomposicao em comum.

Os teoremas a seguir serao utilizados na demonstracao dos Lemas 2.2.1 e 2.2.2.
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Teorema 1.6.22 (/3/, Coroldrio 45.5) Seja H < G e seja T uma representacao
irredutivel de H. Entdo a representacdo induzida TC € irredutivel se, e somente
se, para todo v & H, as representacies de H, T ¢ T, onde T@(h) = zha™" sdo
disjuntas.

Teorema 1.6.23 (/[3/, Teorema 45.6) Seja F um corpo algebricamente fechado tal
que car(F) 1 |G|. Sejam Hy e Hy subgrupos de G, e sejam L; FH;-mddulos irre-
dutiveis, i € {1,2}, tais que cada mddulo induzido LS ¢ irredutivel. Entao LS e LS
nao sao FG-isomorfos se, e somente se, para todo x € G, o0s
FH® médulos x @ Ly e Ly sao disjuntos, onde H® = xHix=' N H,.
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Capitulo 2

Grupos Metaciclicos e suas
Representacoes

Neste capitulo, apresentamos fatos basicos sobre grupos metaciclicos finitos e
representacoes irredutiveis sobre corpos de caracteristica que nao dividem a ordem
do grupo metaciclico G(M, N, R).

2.1 A Estrutura de um Grupo Metaciclico

Definicao 2.1.1 Um grupo metaciclico G é um grupo que contém um subgrupo

normal ciclico H tal que T ¢ ciclico.

Seja G um grupo metaciclico finito contendo um subgrupo ciclico normal H = (a)

G
de ordem M e com um grupo quociente 7= (bH) de ordem N. Assim, existe

um inteiro ¢ que bV = a’ e, para algum inteiro R, bab~! = a®. Ainda, como

o :a'— ba’b~! é um automorfismo de H, as poténcias de ¢ sao determinadas por

o"(a) = brab™" = o™ (2.1)
Se ¢ tem ordem u, entao

RF — 1 £ 0 (mod M) , paral <k<u-—1,
R* — 1 = 0 (mod M).
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Os inteiros M, N, R, u,t devem satisfazer as seguintes condi¢oes adicionais:

i) mde(M,R) =1,

it) MIt(R—1);
i4i) u|N e, em particular, RN = 1(mod M). (2.2)

De fato:

i) Como R* — 1= 0(mod M) temos:
M|R"—1= R"—1=2zM = mde(R*,M) =1 = mde(R,M) = 1.

ii) Temos a’ = b". Daf
(a)f = o(a) = balb™! = 0bVb™! = o' = o'l = o' = a'Ft = e = BV =
e= M|t(R—1).

i) Temos o™V(a) = o = BNab N = (a")Na(a )N = a. Portanto, o(c)|N =

RN—126:>M]RN—1:>RN—150(m0dM).

u|N. Em particular, a

Desta maneira, os nimeros M, N e R caracterizam o grupo metaciclico G e isto

sugere a notacao G = G(M, N, R).
Usando as propriedades ), i) e i) verifica-se que os elementos de G podem ser

escritos na forma
g:aibi, para0<:<M-1,0<j7<N—1.

De agora em diante, denotaremos o grupo metaciclico G(M, N, R) por GG
e consideraremos somente os grupos metaciclicos nao abelianos de ordem

impar, ou seja, aqueles cuja apresentacao é
{a,b:a™ =1,0Y =1,ba = a’'b), (2.3)

onde mdce(M,R) =1e RN = 1(mod M), R# 1,N # 1.

Lema 2.1.2 O subgrupo comutador G' do grupo metaciclico G dado por (2.3) € o
M

subgrupo (a1} de ordem mdc(R—1.00)°
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Prova: Como todo subgrupo de um grupo ciclico é ciclico e, dada uma ordem
para o subgrupo, ele é Unico, entao é caracteristico. Assim, todos os subgrupos
de (a) sdo normais em G ja que (a) < G. Portanto, podemos considerar o grupo

quociente e seja v o homomorfismo natural v : G — . Aplicando v

(af=1)
a bab~! = a® temos:

v(bab™") = v(a®) = v(a - o) = v(a)v(a®) = v(a).

Dai v(b)v(a)v(b™) = v(a) e, portanto, v(b)v(a) = v(a)v(b). Logo (aRGl> é
abeliano e dai G’ C (af*™1).
Por outro lado, temos que [b,a] € G’ é tal que:
[b,a] = bab~'a™ = afa' = ot
Portanto, G’ = (a®!) e, como a ordem de a é M, segue que
fart) =
mde(R — 1, M)
|

2.2 As Representacoes dos Grupos Metaciclicos

Seja G um grupo metaciclico finito apresentado como em (2.3). Vamos ver mais
adiante (Corolario 2.2.4) que quando N é primo, as representacoes irredutiveis de
G sobre um corpo algebricamente fechado K, sao de grau 1 ou de grau N. Por este
motivo, vamos falar destas representacoes absolutamente irredutiveis grau 1 e de
grau N.

2.2.1 Representacoes Absolutamente Irredutiveis de Grau
1

Seja G’ o subgrupo comutador de G. Pelo Lema 2.1.2, G’ é o subgrupo

M G
ciclico (af*™1) e tem ordem P = mdc(M, R—1) Assim, o é isomorfo ao grupo
M
abeliano Zg X Zy, onde K = — = mdc(M, R — 1).

P
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G
Como Vel ¢ abeliano, segue das Proposicoes 1.6.10 e 1.6.2 que as representacoes
G G
de — sao unidimensionais. Para cada representacao irredutivel {; de — da forma

G’ G’

G
b PR o — GL(K)gK*’

9G" — Y9G
definimos uma representacao do grupo metaciclico G por 7; : G — F* tal que

B 1, se ged
70 ~{ o) e Ser

Pelo Teorema 1.6.19 existem K NN representacoes unidimensionais distintas de G,
onde K = mdc(M,R — 1). Logo as representacoes 7; sdo as KN representagoes
absolutamente irredutiveis de grau 1 de G.

2.2.2 Representacoes Absolutamente Irredutiveis de Grau
N

Para o subgrupo H = (a) do grupo metaciclico G existem exatamente M KH-
modulos unidimensionais nao isomorfos, pela Proposicao 1.6.10, ja que esse subgrupo
é abeliano. Denotaremos esses médulos por L; = Ki; , paral <i < M. Seja £ uma
raiz M-ésima primitiva da unidade. A acao de a sobre L; é dada por

al; = €'l;, para cadal < i < M.

Para calcular os médulos induzidos LY = KG ®gy L;, notemos primeiro que as
classes laterais & esquerda, 1H,bH, ...,b"'H sao distintas, pois a ordem de T é

igual a N. Assim, L tem uma base sobre K dada por {1 ® l;,b® I;,...,bN "t @ [;}.
As agoes de a e b sobre os elementos da base sao definidas por

bO*F @) =" ®1,0< k< N -1,

VNP @ L) =1®dl =1 @)
e por (2.1) temos:
aB* @ 1) =V @ d™l; = &7 (0 @ 1).
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Seja 7; a representacdo matricial de H dada por T;(a) = ¢'. Entdo a repre-

N . - R
sentacao matricial induzida 7, de G calculada com respeito a base {bk ®1; Yo<k<n-1
de LY é dada por:

& 0 0o .- 0
0 ¢ 0 - 0
J— i R2
a—Ti(@=|0 0 & 0 |
0 0 0 ... R
00 0 0 ¢
10 0 0 0
¢ 01 0 0 0
b=Ti)=19 0 1 0 0
00 0 10

Lema 2.2.1 A representac¢io matricial induzida T,% de G sobre K € irredutivel se,
e somente se, R/l # l(mod M), para todo 1 < j < N — 1.

Prova: Pelo Teorema 1.6.22 e pela Observacao 1.6.5, a representacao induzida 7,¢

de G sobre K ¢ irredutivel se, e somente se, para todo g = a't/ & (a) temos 7;(a) #

Ti(gag™'), ou seja, & # T/(a'blabTa™t) = T(af’) = €1 paratodo 1 < j < N — 1.

Por outro lado, ,

=R S dE®Pl _1N=0 =1 M|IRF -1 & IR — 1 = 0(mod M)
& IRV = 1(mod M).

Assim, como & # €% para todo 1 < j < N — 1, segue que Rl # I(mod M),
paratodo 1 <j < N — 1.

Lema 2.2.2 Sejam TTG e TSG representagoes matriciais induzidas irredutiveis de G

sobre K.  Entao TTG e TSG sao nao equivalentes se, e somente se, temos
Rir # s(mod M), para todo 1 < j < N — 1.

Prova: Pelo Teorema 1.6.23 e pela Observacao 1.6.5, as representacoes matriciais

induzidas ° ’]_'TG e ?SG sao nao equivalentes se, e somente se, para todo g € G, temos
T s(a) # T,.(gag™"). Como g = a"V’, temos &° # T, (a"Vab7a™") = T, (al¥) = &,
paratodo 1 <j < N — 1.
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Por outro lado,
=g eeE -)=0e =l MK -s+
& 1R — s =0(mod M) < rR = s(mod M).

Portanto, como & # &% para todo 1 < j < N — 1, segue que Rir # s(mod M),
paratodo 1 <j < N —1.

Teorema 2.2.3 Toda representacao matricial irredutivel de um grupo metaciclico
G sobre K ¢ ou unidimensional ou equivalente a uma das representacoes monomiais
=G . o . .

T,, paral <i < M, se, e somente se, para cada i e j, 1 <t <M, 1<j<N-—-1,

R’i =i(mod M) = Ri = i(mod M). (2.4)

Prova: Suponha primeiro que, para cada i e j, 1 < < M, 1 < 5 < N —1,
RVi = i(mod M) implica Ri = i(mod M).

Sejam X = {1,2,3,..., M} e a aplicacao

v X — X
r +— (r) = Rx(mod M).

Assim, para cada j, 1 < j < N — 1, as aplicacoes pey’ deixam os mesmos
sfmbolos fixados pois, sejam A = {r € X : p(z) =z} e B={y € X : p'(y) = y}
os conjuntos de elementos fixados por e ¢’, respectivamente. Temos A C B e por
hipétese, ©’(y) = Ry = y(mod M) implica Ry = o(y) = y(mod M), ou seja,
B C A.

Se P é o grupo gerado por ¢, entao por (2.2), P é um grupo finito cuja ordem
divide N. Se ¢ tem ordem 1, entdo ¢ = Id. Suponhamos ¢ # Id e |p| =t <
N. Assim, ¢'(x) = R'z = z, para todo x € X. Mas, por hipétese, isto implica
p(x) = Rx = z, para todo x € X, ou seja, ¢ = Id, o que é uma contradicao.
Portanto, concluimos que a ordem de ¢ é ou 1 ou V.

Se ¢ tem ordem 1, entdao R = 1(mod M) e como bab~! = a segue que G ¢é
abeliano. Dai pelas Proposigoes 1.6.10 e 1.6.2, todas as representacoes irredutiveis
de GG sao unidimensionais e assim, o teorema esta provado.

Suponha agora que ¢ tenha ordem N. Particionamos o conjunto X em dérbitas
relativas a acao do grupo P. Como dois elementos = e y que estao em uma mesma
P-o6rbita sao equivalentes temos

x ~py < Fktal quepf(z) =1.
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A hipotese implica que todo elemento que é fixado por qualquer poténcia de ¢
também é fixado em particular por ¢ e como as P-érbitas dos elementos fixados
pela ¢ sao unitdrias, entao os elementos fixados por poténcias de ¢ estao nas P-
Orbitas unitarias. Ja os elementos que nao sao fixados por nenhuma poténcia de
¢ formam uma P-6rbita com os N elementos 1, p(x), p(z), ..., oV "(x). Portanto,
toda P-6rbita de X tem ou 1 ou N elementos.

Assim os Lemas 2.2.1 e 2.2.2 recebem a seguinte interpretacao em termos destas
P-érbitas:

~ C 1 . =G , .
1. O Lema 2.2.1 estabelece que a representacao matricial induzida 7, ¢ irre-

dutivel se, e somente se, a érbita contendo ¢ contém N elementos distintos, pois 7?
é irredutivel se, e somente se, R7i # i(mod M), para todo 1 < j < N — 1. Logo i
nao ¢ fixado por nenhuma poténcia de ¢ e assim ¢ nao é fixado por ¢ e, portanto, ¢
estd numa orbita com N elementos.

2. O Lema 2.2.2 afirma que se i e i’ pertencem a érbitas contendo N elemen-

~ G =G ~ . ;1. ~
tos cada, entao 7, e 7, sao nao equivalentes se, e somente se, estas orbitas sao
disjuntas.

Assim, o nimero de representagoes matriciais induzidas irredutiveis nao equiva-

=G . . ‘e .
lentes entre as 7, ¢ igual ao nimero de 6rbitas contendo N elementos. Este niimero

M—-K
sera N onde K = mdc(R—1, M). Logo o nimero de representagdes matriciais

. . ) .. —G ) , M—-K
induzidas irredutiveis entre as 7, , para todo 1 < ¢ < M, é exatamente ——— e a

(M — K)N?
—

Por outro lado, o niimero de representacoes unidimensionais distintas pelo Teo-

soma dos quadrados dos graus destas representagoes é

G
rema 1.6.19, é a ordem de Yl a qual é dada pelo Lema 2.1.2 e é igual a K'N.

Assim, a soma dos quadrados dos graus das representagoes matriciais irredutiveis
nao equivalentes de GG encontradas até agora é igual a
(M — K)N?

KN =MN =|G|.
e e

Portanto, do Corolario 1.4.28 segue que estas sao todas as representagoes irre-
dutiveis de G.

Reciprocamente, suponha que todas as representacoes irredutiveis de G ou tém
~ . ~ C e . —G
grau 1 ou sao equivalentes a uma das representagoes matriciais induzidas 7, , para
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cada 1 <7 < M. Entao, pelo Lema 2.1.2, existem KN representacoes unidimen-

sionais distintas. Como antes, existem exatamente K = mdc(R — 1, M) 6rbitas

(M — K)N?
N

orbitas distintas, cada uma contendo N elementos

unitarias em X. Para que + KN = MN = |G|, os elementos restantes

devem se decompor em

distintos e isto implica a relagdo (2.4).
n

Corolario 2.2.4 Seja G um grupo metaciclico com geradores a e b satisfazendo as
relacoes
bab ' =af b =dt, a™ =1,

onde M ¢é a ordem de a, mdc(M,R) = 1, m|t(R — 1) e N € primo. Entao todas
as representacoes matriciais 1rredutiveis de G de sobre um corpo algebricamente
fechado sao ou unidimensionais ou representacoes monomiais 76, onde T € uma
representacao unidimensional do subgrupo H = (a) de G.

Prova: Por (2.2), a ordem do automorfismo

p: H — H

at — ba'b~!

¢ um fator de NV e como N é primo, ou este automorfismo é a identidade e dai G é
abeliano ou a ordem do grupo ciclico P = () é igual a N. Sabemos que o niimero de
elementos na érbita contendo z ¢ igual a [P : F,], onde F, = {¢/ € P : ¢/(z) = x}.
Assim, como N é primo ou F), tem N elementos ou F, tem 1 elemento.

Se F, tem N elementos, entao qualquer poténcia de ¢ fixa x € H e, em particular,
¢ fixa x. Se F, tem 1 elemento, entao ¢ nao fixa z. Assim, R/i = i(mod M) implica
Ri =i(mod M). Portanto, pelo Teorema 2.2.3, segue o resultado.

Corolario 2.2.5 Seja G um grupo metaciclico satisfazendo as hipoteses do Coroldrio
2.2.4. O numero de representacoes irredutiveis distintas de G sobre um corpo alge-

bricamente fechado € igual a
M- K
NK
+ N

onde K = mdc(M,R —1).

De modo geral, mesmo que N nao seja primo temos o seguinte resultado:
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Teorema 2.2.6 Se G € um grupo metaciclico satisfazendo as hipdteses (2.3), entao
0s mddulos irredutiveis de G sao ou unidimensionais ou componentes do médulo LC,
onde L € um mddulo unidimensional de um subgrupo A de G.

Prova: Considere o subgrupo G; = {e} de G, e seja L; o tnico Gi-médulo unidi-
mensional. Entao por um lado, LY é isomorfo ao médulo regular & esquerda xgKG
e tal que todos os G-médulos sao componentes de LY. Por outro lado, pelo Teorema
38.4 em [3], temos

1§ = (14

Entao L = ®M;, onde os M; sdo todos os A-médulos irredutiveis (e portanto, sdo
unidimensionais). Pela Proposicao 1.2.4, temos LY = ©MF, e o resultado segue da
teoria de modulos completamente redutiveis. [ ]

Pelo teorema a seguir, vemos que todas as representacoes irredutiveis de GG sobre
um corpo algebricamente fechado sao monomiais.

Teorema 2.2.7 ([3], Teorema 52.2) Seja G um grupo finito com um subgrupo nor-

mal abeliano H tal que 7 € abeliano e seja K um corpo algebricamente fechado cuja

caracteristica nao divide |G|. Entdo toda representacdo irredutivel de G sobre K é
monomial.

Corolario 2.2.8 Seja G = G(M, N, R) um grupo metaciclico satisfazendo as hipo-
teses (2.3). O numero de representacgoes irredutiveis de G sobre um corpo algebri-
camente fechado K € dada por

M-K
NK
+ N

onde K = mdc(M,R —1).

Prova: Pelo Teorema 2.2.6, uma representacao irredutivel de GG sobre K é ou unidi-
mensional ou componente de um médulo LY, onde L é um médulo unidimensional
de um subgrupo de G. Pelo Teorema 1.6.19, o niimero de representagoes unidimen-
sionais de G sobre K é NK, onde K = mdc(M, R — 1). Temos |G| = M N e assim,
|G| — NK = (M — K)N.

Para H = (a), temos dim LY = N, para cada KH-médulo L; = KI;, para
cada 1 < i < M. Estas representacoes sao monomiais. Pelo Teorema 2.2.7 e pela

demonstracao do Teorema 2.2.3, existem

representacoes irredutiveis deste
tipo.
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Como |G| = MN = KN + M- K)

mensionais e as representacoes do tipo LY formam um conjunto completo de repre-
sentacoes irredutiveis de G sobre K.

N2, as representacoes irredutiveis unidi-

Exemplo 2.2.9 Considere o grupo metaciclico G = G(9,3,4), dai G' ~ Zs3 e
G

e = Zs X Zsz. O Corolario 2.2.5 nos diz que existem 11 representagoes absolu-
tamente irredutiveis de G sobre o fecho algébrico Fy do corpo Fy, as quais podem ser
expressas sobre o corpo de decomposicao de G, L = Fas.
Seja w uma raiz cubica primitiva da unidade.
As representacoes absolutamente irredutiveis de grau 1 sdo dadas por:
Ti(a) = 'mod3) T (b) = o7
para 0 <i<9ej= [%] , onde [] € a fungdo maior inteiro.

Seja 0 uma raiz nona primitiva da unidade.

Ezistem duas representagoes absolutamente irredutiveis nao equivalentes de grau

3, ja que o numero de representacoes matriciais usuais € dada por

, onde

K = mdc(R — 1, M). Estas representagdes sio dadas por: T j(a) = (t,.), onde

B ser=cej=9
tre=14 B ser=ce j=10
0, se r#c

o 1, se r—1=c(modN)
10, se r—1%c¢(modN).

Exemplo 2.2.10 Considere o grupo metaciclico G = G(11,5,3), dai G' ~ Z;.
Pelo Coroldrio 2.2.5, existem 7 representacoes absolutamente irredutiveis de G sobre
o fecho algébrico Fo do corpo Fy, as quais podem ser expressas sobre o corpo de
decomposicao de G, L = Fyuo.

Seja w uma raiz quinta primitiva da unidade.
As representacoes absolutamente irredutiveis de grau 1 sdo dadas por:

Ti(a) = w'med®) T ,(b) = w’
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1
para 0 <i<bHej= [5] , onde [] € a fun¢do maior inteiro.
Seja & uma raiz 11-ésima primitiva da unidade.

Ezistem duas representacoes absolutamente irredutiveis nao equivalentes de grau

5, jd que o numero de representacoes matriciais usuais € dada por , onde
K = mde(R — 1, M). Estas  representacoes sao  dadas  por
¥ 0 0 0 0 8 0 0 0 0
0 6 0 0 0 0 6" 0 0 0
Ts(a)=] 0 0 8§ 0 0 |,Tg(a)=] 0 0 6% 0 0
0 0 0 & 0 0 0 0 6 0
0 0 0 0 ¢ 0 0 0 0 &
00001
100 00
eTs(b)=Tg(b)=] 0 1 0 0 0
00100
00010

2.2.3 Representagoes Irredutiveis de G = G(M, N, R) sobre
um Subcorpo de um Corpo de Decomposicao de ¢

Seja L um corpo de decomposicao de G = G(M, N, R) e F = F, um subcorpo
de L com q elementos.

Observagao 2.2.11 De acordo com o Coroldrio 9.23, encontrado em [12], qualquer
representagao irredutivel de G sobre F é uma soma direta de representagoes absolu-
tamente irredutiveis 7; de G sobre L, onde as representacoes T; sao do mesmo grau;
conforme veremos no Lema 3.4.1J.

Para calcular as representacoes irredutiveis de GG sobre F que sao formadas por
somas de representagoes absolutamente irredutiveis sobre L de grau 1, escreveremos
o par 7;(a) , T;(b) como (£7,w!), onde ¢ é uma raiz K-ésima primitiva da unidade
e w é uma raiz N-ésima primitiva da unidade. Assim formamos o conjunto

£ ={(&,w™) : Intal quel = ¢"j(modK)eIf tal quem = ¢'t(modK)}.

Em outras palavras, um par (£, w™) pertence a £ se e somente se [ ¢ um elemento
da g¢-classe ciclotomica que contém j e m é um membro da g-classe ciclotomica que
contém t.
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Os elementos de £ sao representacoes de GG. A soma de algumas destas re-
presentacoes produzem representacoes irredutiveis sobre [F.

Para determinar as representacoes absolutamente irredutiveis de grau N que
deverao ser somadas, usaremos as representagoes matriciais usuais. Seja

5§ 0 0 - 0

0 & 0o ... 0
Tifa)=| 0 0 &% -0

0o 0 0 ... B

onde ¢ é uma raiz M-ésima primitiva da unidade e para 0 < i < M —1. Os expoentes
i,iR,...,iRN~! formardao um conjunto para cada representacao absolutamente irre-
dutivel de grau N. Este conjunto serda chamado de conjunto de poténcias asso-
ciadas a 7T;.

Determinamos agora as g-classes ciclotomicas do conjunto dos inteiros modulo
M. Particionamos o conjunto de todos os conjuntos de poténcias acima tais que a
uniao das poténcias encontradas nos conjuntos agrupados é uma ¢-classe ciclotomica
de {0,1,..., M — 1} ou uma uniao de tais classes. As representagoes cujos conjun-
tos de tais poténcias associadas foram combinadas sao somandos diretos de uma
representacao que é irredutivel sobre .

Como cada uma destas representagoes ¢ uma soma direta de representacoes que
podem ser expressas sobre L, cada representacao estd relacionada a uma repre-
sentacao matricial na qual as representagoes absolutamente irredutiveis sao inseri-
das em sua diagonal. Assim, todas as entradas das representagoes matriciais estao
em L. Alternativamente, representacoes matriciais podem ser encontradas nas quais
todas as entradas sao elementos de .

Exemplo 2.2.12 Seja G = G(9,3,4). Sejam w wuma raiz terceira primitiva da

unidade e § uma raiz nona primitiva da unidade. Representamos as 9 representagoes

absolutamente irredutiveis usuais de grau 1, T;, encontradas no Ezxemplo 2.2.9 como
. : i

pares (wW'm) W), onde j = [g} para todo i, 0 < i < 9.

Estas representagoes absolutamente irredutiveis sao agrupadas em 5 conjuntos
£, 0<i <4, onde Lo = {(W°, W)}, £ = {(w} ), (W)}, L5 = {(W° wh), (W7,
Wz)}: £y = {<w17w1)7 (wQ,LUQ)}, Ly = {(w2’w1)7 <w1>w2)}'

Assim, as 5 representacoes irredutiveis sobre Fy resultam em :

5() = 707 50(@) =1 s 50(1)) = 17
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T 2 0\ = 0
D4:T5@T7,D4(a):(a6 w>7D4(b):((6) w2>.

Ambas as representacoes absolutamente irredutiveis de grau N = 3, To e T 10,
devem ser somadas, ja que o conjunto das poténcias associadas com cada uma sao
{1,4,7} e {8,5,2} respectivamente e sua unido é uma 2-classe ciclotomica de 9.
Resultando em uma unica representagao irredutivel sobre Fy.

§ 00 0 0 0 010000
06 0 0 0 0 001000
. 0066 00 0| = 100000
Ds=Te®Tw, Ds(a)=| o ¢ o 5 0 o ['D®=] 00001 0
00 0 0 & 0 00000 1
00 0 0 0 6 000100

Exemplo 2.2.13 Seja G = G(11,5,3). Sejam w uma raiz quinta primitiva da
unidade € 0 wma raiz onze-ésima primitiva da unidade. Representamos as 5 repre-
sentagoes absolutamente irredutiveis usuais de grau 1, T, encontradas no Exemplo
A . i
2.2.10 como pares (w'm°®) w7), onde j = [5} para todo i, 0 < i < 5.
Estas representagoes absolutamente irredutiveis sao agrupadas em 2 conjuntos
£, 0<4 <2 onde £ = {(W°, W)}, £ = {(w!, W), (W, W), (W3, W°), (W W)}

Assim, as 2 representacoes irredutiveis sobre Fo resultam em :

,Z_)Q = T(), 50(@) = 1, Do(b) = 17

w 0 0 0 1000
S 0 2 0 0 — 0100
Di=T\&T:0T33T4, Di(a) = | % s [P®=19 01 0
00 0 o 0001

Ambas as representacoes absolutamente irredutiveis de grau N = 5, T5 e T,
devem ser somadas, jd que o conjunto das poténcias associadas com cada uma sao
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omica

A

0
0

0
0
0
0
0

2-classe ciclot
0

0
0
0
0
0
0
0

0

’

ao € uma
0O 00 0 0 O
0 640 0 0 0 0
0O 06 0 0 0 O
0 0 06 0 0 O
0O 00 0 6 0 0
0 00 0 0 6
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[a]
oo o

0
0
58
0

0
0

0 000 0 0 ¢
0 00 0 0 0 0 4§
0 00 0 0 0 O
0O 00 0 0 0 O

T5 @?6 s 52(&) =

D, —

de 11. Resultando em uma unica representacao irredutivel sobre Fs.

{5,4,1,3,9} € {6,7,10, 8,2} respectivamente e sua uni

000O01O0O0OO0OO0O®O
52

100000O0OO0O0O
01 000O0OO0O0OO0ODO
001 0O0O0O0OO0OO0O®O
0001O0O0O0O0GO0O®O
000O0O0O0OO0OO0O 01
000O0O0OT1TO0O0®O0O®O
0000O0O0OT1TO0O0OO0
000O0O0OO0OO0OT1T 0O
000O0O0OO0OO0OO0OT1®O0
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Capitulo 3

Cdédigos de Grupo de Grupos
Metaciclicos

Este é o principal capitulo deste trabalho. Como vimos na introducao, um
cédigo de grupo é simplesmente um ideal em uma &lgebra de grupo FG, onde F
é um corpo e GG é um grupo, ambos finitos. O nosso principal interesse é estudar
os codigos corretores de erros metaciclicos que sao ideais em algebras de grupo do
grupo metaciclico G(M, N, R) de ordem impar, apresentado como em (2.3), sobre
corpos de caracteristica 2.

Iniciamos este capitulo com uma introducao a Teoria de Cédigos Corretores de
Erros, para estabelecer a linguagem utilizada nesta teoria e, em seguida, apresenta-
mos os codigos lineares. Uma importante classe de cédigos lineares é a dos codigos
ciclicos que normalmente, na literatura introdutéria, é apresentada utilizando-se a
estrutura de anéis de polinomios, onde os codigos ciclicos sao descritos como ideais

. F,[z] . . ,
no anel quociente W, com F, um corpo finito que possui g elementos e n é
x J—
um nuimero natural que indica o comprimento do cédigo.
- , . Fy[] .
Na secao 3.3, através de um isomorfismo entre o anel W e a algebra de
x —

grupo F,C,, do grupo ciclico finito C,, de ordem n, fica estabelecida uma corres-
pondeéncia biunivoca entre os ideais no anel quociente de polinomios e os ideais da
algebra IF,C,,. Desta maneira, descrevemos os codigos ciclicos como ideais na algebra
de grupo F,C,,.

De modo geral, pela Teoria de Anéis de Grupos, utilizando o Teorema de Maschke
e o Teorema 1.3.21, um ideal ou cddigo (minimal) de uma algebra de grupo semis-
simples é gerado por um idempotente (primitivo). Para alguns cédigos ciclicos,
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utilizamos a estrutura de subgrupos do grupo ciclico para calcular os idempotentes
centrais primitivos da algebra de grupo geradores desses codigos. Além disso, cita-
mos alguns resultados de Ferraz e Milies [18], que determinam sob que condigdes as
algebras de grupo abelianos sobre corpos finitos tém o mesmo niimero de compo-
nentes simples que as algebras de grupo racionais de tais grupos.

Na segao 3.4, considerando a algebra de grupo FG do grupo metaciclico G =
G(M, N, R) de ordem ifmpar sobre um corpo F de caracteristica 2, estabelecemos
uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos codigos centrais minimais dis-
tintos em FG e o conjunto das representacoes irredutiveis nao equivalentes de G
sobre F. A partir deste resultado fazemos a decomposicao da édlgebra de grupo FG
em codigos centrais minimais utilizando um conjunto completo de representacoes
irredutiveis nao equivalentes de G.

Verificamos ainda que existe uma equivaléncia combinatorial entre os codigos
metaciclicos centrais e certos codigos abelianos e, particularmente, os codigos meta-
ciclicos centrais minimais e os cédigos ciclicos sao combinatorialmente equivalentes.

Uma vez que varios resultados sobre codigos abelianos ja sao conhecidos, estamos
interessados em codigos metaciclicos que nao sejam combinatorialmente equivalentes
a codigos abelianos, ou seja, em cddigos centrais minimais que se decompoem em
codigos minimais a esquerda. Esta decomposi¢ao em cédigos minimais a esquerda
primeiramente é feita com os cédigos centrais minimais em LG, onde L é o corpo
de decomposicao de G e depois apresentamos um algoritmo para encontrar esta
decomposicao em FG, onde F é um corpo finito de caracteristica 2.

Apresentamos, na secao 3.6, dois exemplos de grupos metaciclicos: os diedrais
de ordem 2n e os quatérnios generalizados de ordem 4n. Para descrever os idempo-
tentes centrais primitivos geradores dos cddigos diedrais e quatérnios minimais, que
possuem ordem par, nao podemos utilizar as técnicas descritas nas secoes anteriores,
uma vez que a caracteristica do corpo, neste caso, precisa ser impar. Descrevemos
brevemente o trabalho de tese de doutorado de Dutra [9], no qual novas técnicas
para encontrar os idempotentes geradores dos codigos diedrais e quatérnios sao ex-
plicitadas e também desenvolvidas técnicas de codificacao e de decodificacao de tais
c6digos.
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3.1 Nocoes da Teoria de Cddigos Corretores de
Erros

Seja A um conjunto finito qualquer que chamamos de alfabeto. O ntmero de
elementos de A é denotado por gq.

Os elementos de A sao chamados de letras ou digitos. Uma sequéncia de
elementos de A é dita uma palavra. O comprimento de uma palavra é o nimero
de letras que compoem a palavra.

Consideramos A" o conjunto de todas as palavras de comprimento n sobre A,
isto é, A" = {(co,c1, -, Cn1) 1 € A,0<i<n—1}

Definigao 3.1.1 Um cddigo € um subconjunto préprio qualquer de A™, para algum
numero natural n.

As vezes, para enfatizarmos o fato de que A tem ¢ elementos, dizemos que um
cédigo C C A™ é um cédigo de bloco g-ario.

Exemplo 3.1.2 Seja A ={0,1}. Considere o conjunto
C = {00000, 01011,10110, 11101} C A°.
Pela definicao, C é um codigo de bloco bindrio.

Definicao 3.1.3 Dados dois elementos x,y pertencentes a A", a distancia de
Hammang entre x e y é o numero de coordenadas em que x ey diferem, ou seja,

dlxz,y) = |{i:x; #vyi, 1 <i<n}.

Exemplo 3.1.4 Se z = 01011 e y = 11101, entao d(z,y) = 3.

Definigao 3.1.5 Seja C um cddigo. A distancia minima de C é o nimero
d = min{d(u,v) : u,v € Ceu # v}.

Exemplo 3.1.6 Vamos encontrar a distancia minima de C = {00000,01011, 10110,
11101}. Assim,

d(00000,01011) = 3, d(00000,10110) =3, d(00000,11101) = 4,
d(01011,10110) =4, d(01011,11101) =3, d(10110,11101) = 3.

Portanto, a distancia minima de C € 3.
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A distancia minima d de um cédigo é importante, pois ela nos fornece a capaci-
dade de corregao do codigo.

Definicao 3.1.7 Seja C um cédigo com distancia minima d, chamamos de capaci-
dade de correcao de C ao numero

[

onde [x] representa a parte inteira do nimero real x.

Teorema 3.1.8 (/2], Teorema 1) Seja C um cédigo com distancia minima d. Entao

d—1
C pode detectar até d — 1 erros e corrigir até k = [T} erros.

Um cédigo sobre um alfabeto A possui trés parametros fundamentais (n, m,d),
que sdo respectivamente, o seu comprimento (o nimero n corresponde a dimensao
do espaco ambiente A" onde C se encontra), o seu nimero de elementos e a sua
distancia minima.

O objetivo dos codigos corretores de erros ¢ acrescentar dados adicionais a men-
sagem que iremos transmitir ou armazenar de forma que nos permita recuperé-la
detectando e corrigindo possiveis erros. O processo de adicionar dados a mensagem
¢ chamado de codificagao. E o processo de recuperacao da mensagem é chamado
de decodificacao.

3.2 C(Cdbdigos Lineares

Os codigos interessantes sao aqueles cujo espaco ambiente possui alguma estru-
tura algébrica. Para isto, comegamos escolhendo o alfabeto como um corpo finito F,
com ¢ elementos e o codigo serd um conjunto de palavras que forma um subespaco
vetorial nao trivial de Fy. Um tal codigo serd chamado coédigo linear.

Definigao 3.2.1 Dada uma palavra v = (ug, Uy, ..., Up_1) de [, definimos o peso
de u como sendo o seu numero de coordenadas nao nulas, isto €,

w(u)=[{i:u; #0,0<i<n-—1}|

Em outras palavras, temos

w(u) = d(u,0),

onde d € a distancia de Hamming de C.
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Definicao 3.2.2 O peso de um codigo linear C € o inteiro
w(C) = min{w(u) : u € Ceu # 0}.

Proposigao 3.2.3 (2], Proposi¢io 1) Se C C Fy € um cddigo linear com distancia
minima d, entao

i) para todosx,y € C,d(z,y) = w(x —y),
i) d =w(C).

3.3 Cdbdigos Ciclicos

Os cédigos ciclicos sao muito utilizados por formarem uma classe de cédigos
lineares que possui bons algoritmos de codificacao e de decodificagao.

Definigao 3.3.1 Um cddigo linear C C Fy é chamado cédigo ciclico se, para todo
¢ = (co,C1, ..., Cu1) pertencente a C, a palavra (c,_1, co, ..., Cn—2) também pertence a

C.

Observamos que o espago vetorial Fy' pode ser construido de diversas maneiras.
Apresentamos duas delas.

F,[z]

Seja R, o anel das classes residuais em F,[z] médulo 2" —1, isto é, R,, = e
xn J—

Um elemento de R, é, portanto, um conjunto da forma

f(x) = {f (@) + g(x)(" = 1) : g(x) € Fylz]}.

Assim, R,, é um F-espaco vetorial de dimensao n com base {1,7, ...,z '} e dai
[y € isomorfo a R, através da transformagao linear

v Fy — R,

(ag, a1, ...,@p_1) +—— ag+a@x + ... + ap_q2™!

Entao todo cédigo linear C C Fy pode ser transportado para R,, pelo isomorfismo
v e af estudado. A vantagem de R, sobre Fy ¢ que, no primeiro temos, além da
estrutura de espaco vetorial, uma estrutura adicional de anel.
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Assim, pelo Teorema 1 em [2], p. 111, um cédigo ciclico é visto como um ideal
de R,

Dado um ideal I de R,, sabemos que existe um tnico polindmio monico g de
F,[z], que é um divisor de ™ — 1, cuja classe em R, gera I. Este polinomio é
chamado polindmio gerador de .

n

x
Além disso, o polinomio h = ¢ tal que sua classe médulo R,, anula o ideal

I e por essa razao é chamado de polindmio teste de I.

Portanto, se mdc(q,n) = 1, ent@o g e h sdo primos entre si e existem polindémios
r,s € F,[z] tais que rg+sh = 1. Ainda temos I = (€) = R,e e €* =¢, onde T€ = T,
para todo T € I, isto é, todo ideal I de R, é gerado por um idempotente que ¢é a
identidade de I.

Assim, se um dos polinomios g ou e sao conhecidos, entao o outro pode ser
encontrado de acordo com as férmulas e = rg e g = mde(z"™ — 1,¢e). Dai podemos
descrever os ideais em R,,.

Se denotamos por C,, = (a : a" = 1) o grupo ciclico de ordem n, temos
R, =TF,C,,
onde F,C),, é a algebra de grupo do grupo C,, sobre F,.

Neste isomorfismo, os elementos de [F,C,, correspondentes a g,he e de R, sao
dados por g(a),h(a)e e(a), onde a é um gerador de C,.

Assim, cédigos ciclicos (de comprimento n) sao definidos também como ideais
da élgebra de grupo F,C,,.

A vantagem de se trabalhar com algebra de grupo F,C,, ao invés de R,, é que
evitamos fazer quociente de polindbmios, o que é muito trabalhoso.

Pelo Coroldrio 1.4.26, quando o mdc(q,n) = 1 a algebra de grupo F,C,, é se-
missimples, ou seja, é escrita como uma soma direta de ideais bilaterais minimais e
todos os outros ideais desta algebra sao determinados como uma soma destes ideais
minimais.

Assim, dizemos que um cédigo ciclico minimal ¢é um ideal minimal da algebra
de grupo semissimples F,C),,. E para conhecermos os geradores dos cédigos ciclicos
minimais, basta conhecermos os idempotentes centrais primitivos de F,C,.

Os idempotentes centrais primitivos de F,C,, podem ser encontrados através
dos idempotentes centrais primitivos de LC,,, onde L é o corpo de decomposicao
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de C,,. Para isto, consideremos a representagao 7; : C,, — GL(1, L) definida por
Ti(a?) = &9 para todo 1 < i < n, onde ¢ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade
em LeL=TF,).

Observe que L = F (&) C F, e F,(€) é o corpo de decomposicao de C,,. Assim,
as representacoes 7; sao absolutamente irredutiveis sobre L.

Observamos também que as diferentes representacoes de C), sobre L de grau 1 sao
irredutiveis e nao equivalentes, duas a duas. De fato, sejam 7; e 7 representacoes
matriciais de C,, sobre L de grau 1, parai,j = 1,2,...,n. Se T, e ’T sao equivalentes,
entdo existe um escalar o € L tal que 7;(z) = aT( Ja~l, isto é, T, = T, para
todo z € C,. Como C, tem no maximo |C,| = n representagoes irredutiveis nao
equivalentes, segue que estas sao todas as possiveis representagoes irredutiveis de
C,, sobre L e sao todas de grau 1.

Logo os caracteres irredutiveis de C,, sobre F, sao as funcoes x; : C,, — L
definidas por
xi(a’) =&Y, para todo1 < i < n.

Assim, pelo Teorema 1.6.12 e como x;(y ™) = £, para todoy € C,, e x;(1) = 1,
podemos escrever os idempotentes centrais primitivos de LC), na seguinte forma:

n—1
i = — 7 al todo 0 << n—1.
e ”-Ezo(g) a’, paratodo 0 <i<n

Seja E'={e; : 0 < i <n—1} o conjunto dos idempotentes centrais primitivos de
LC,,. Seja o grupo J = Autg, (F,(&)) que é gerado pelo automorfismo de Frobenius
o Fe(§) — Fy(8).
& —

A agao de J sobre E, particiona E em o6rbitas disjuntas. E fcil ver que a soma
dos elementos de cada orbita é um idempotente e provemos que essa soma ¢ fixada
pela acao de J sobre LC,. De fato, suponha que [ + 1 seja a ordem de J. Dai
J={e,0,0% .., 0}

Sejam o(e;) = S o(Eh)al = €9al, o2(e;) = Yo%)l = £9al, ..,
ol(e;) = Y ol (E9)al = €9 ad.

Considere a érbita do e;, orb(e;) = {e; = o' (e;), 0(e;), ..., 0l (e;)}. D
o(e; +o(e;) +0o2(e;) + ... +ol(e;) q+a@y+&()+ +a()
= S(69 4 £ 4 iy 4 ed W)ad.
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Assim, a soma dos idempotentes primitivos numa érbita é fixada pela o.

Os coeficientes de cada um desses elementos fixados pela o sao também fixados
pela acdo de o em F,(§) = L. Assim, os coeficientes de cada um desses elementos
fixados sao expressoes nas poténcias de £ que estao no corpo F,.

Portanto, cada idempotente central primitivo de F,C), é formado pela soma dos
idempotentes centrais primitivos de LC,, que estao numa mesma Orbita.

Como no caso dos ideais, todos os codigos ciclicos estarao determinados a partir
dos codigos ciclicos minimais. Devido a essa identificacao entre codigos e ideais,
todas as defini¢coes de peso e distancia minima feitas para codigos lineares podem
ser atribuidas aos ideais.

Observacao 3.3.2 O numero de componentes simples da algebra de grupo do grupo
ciclico C,, sobre os racionais é menor ou igual ao nimero de componentes simples
da dlgebra de grupo F,C,,, para qualquer corpo finito F, tal que car(F,) 1 n.

De fato:

Se E é um corpo qualquer tal que car(E) 1 n e fi, fa, ..., fi sGo os polinémios
irredutiveis de E[x] tais que z™ — 1 = fi(z) fa(x)... fi(z), entao estes polinomios sao
distintos, separdveis e nao possuem raizes em comum e, pelo Teorema Chinés do
Resto, temos

Elz]  Elz]  El] E[z]
(=1 " (fr) ~(f2) )

de modo que EC,, tem t componentes simples. Se E = Q, entao t € igual ao nimero
de divisores de n, jd que os fatores irredutiveis de x—1 sobre Q sao os polinomios ci-
clotomicos. Se & = F,, um corpo finito com q elementos, entao algum dos polinomios
ciclotomicos pode ser redutivel sobre F,, fazendo com que a dlgebra de grupo F,C),
possa ter mais componentes simples que a dlgebra de grupo QC,,.

EC, ~

Agora, damos a descricao dos idempotentes centrais primitivos de QC,, e em
seguida vemos quais sao as algebras de grupo de grupos ciclicos sobre corpos finitos
que utilizam a mesma férmula para o calculo de seus idempotentes.

O préximo lema nos auxilia na determinacao dos idempotentes centrais primi-
tivos geradores de alguns codigos ciclicos, utilizando a estrutura dos subgrupos do
grupo ciclico de ordem p™, onde p é um ntmero primo.

Lema 3.3.3 ([5/, Lema 1.2) Seja Cym o grupo ciclico de ordem p™ gerado por a,
m > 1. Considere
Com=A DA D..0A,=1
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a cadeia descendente de subgrupos ciclicos de Cym, onde A; = <api). Entao os
idempotentes centrais primitivos de QCpm sao

602121\0 eei:;l\i—gi_l,pamlgigm,

~ 1
onde A; = —— Z x. Além disso, QCym(e;) ~ Q(&,i), onde &y denota uma raiz

A
‘ ‘7| J?EAj
primitiva da unidade.

Teorema 3.3.4 ([5/, Teorema 1.4(2)) Seja G um grupo abeliano finito escrito como
produto direto de p;-subgrupos de Sylow G; de G, isto é, G = Gy X G X ... x Gy, para
primos distintos py, pa, ..., pi. Entao os idempotentes centrais primitivos de QC,, sao
produtos da forma ejes...eq, onde e; € um idempotente central primitivo de QG;.

Quando F,C,, é semissimples e possui o mesmo nimero de componentes simples
que a algebra de grupo QC,,, os idempotentes centrais primitivos de F,C,, serao
dados pela mesma férmula que os idempotentes centrais primitivos de QC,, (com os
coeficientes entendidos como elementos de F,).

No caso em que n é uma poténcia de um primo p, um idempotente e¢ é uma

*

diferenca da forma H-H *, onde H e H* sao subgrupos de C, com = p ou

simplesmente e = H , com H = C),. De qualquer modo, o idempotente H pode
ter seus coeficientes entendidos como elementos de IF,, pois todos os coeficientes

. e 1 . . .
deste idempotente sao iguais a m e |H| divide n que é relativamente primo com a
caracteristica do corpo F,.

O novo conjunto de idempotentes ainda continua contendo elementos centrais,
dois a dois ortogonais, somam 1 e nenhum deles pode ser escrito como soma de dois
idempotentes centrais ortogonais e nao nulos, pois caso contrario, também o seriam

sobre Q.

Assim, nessas condigoes, diremos que os idempotentes de IF,C,, e QC;, sao os
mesmos.

Exemplo 3.3.5 Vamos encontrar os idempotentes de F3Cg.
Os subgrupos de Cys sio: Cy = {a),Cy = (a?),Cy = (a*) e C) = (a®) = {1}.

Cs| |Ci| |G

Gl G| |

=2.
Cy

Temos

Assim, pelo que vimos acima, os idempotentes de F3Cg sdo:
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61:6'\8:2+2a+2a2+2a3+2a4+2a5+2a6—|—2a7,
62:6’2—6’\8:2—|—a—|—2a2+a3—|—2a4—|—a5+2a6+a7,
63:@—6’121+2a2+a4+2a66
64:6‘\1—6’;:2—1—(14.

Estamos interessados em saber agora sob que condigoes sobre ¢ e n as dlgebras
de grupos F,C,, e QC,, tém o mesmo numero de componentes simples. Em [18],
Ferraz e Milies garantem quando algebras de grupos abelianos sobre corpos finitos
tém o mesmo numero de componentes simples que as dlgebras de grupos racionais
de tais grupos. A seguir fazemos um breve resumo deste trabalho, enfatizando o
resultado sobre os grupos ciclicos.

Relembramos que a g-classe ciclotomica de h em A, onde A é um grupo
abeliano finito, é o conjunto

Sp={h" : 0<j<t,—1}
onde t;, é o menor inteiro positivo tal que
q" = 1(modo(h))
e o(h) denota a ordem de h.

Note que se z € Sj,, entdo z = h?, para algum j. Como mde(q,o(h)) = 1 segue
que o subgrupo (z) = (h). Portanto, cada g-classe ciclotomica Sj, é um subconjunto
do conjunto G, de todos os geradores do grupo ciclico (h).

Pelo Corolédrio 1.5.2, o nimero de componentes simples da &algebra de grupo
racional de um grupo abeliano finito A é igual ao nimero de subgrupos ciclicos de
A. Assim, o nimero de subgrupos ciclicos de A é uma cota inferior para o nimero
de componentes simples e esta cota é obtida se, e somente se, S, = Gy, para todo
h € A.

Para inteiros positivos r e m, denotaremos por 7 € Z,, a imagem de r no anel
dos inteiros modulo m. Entao,

Gn = {h"/mdc(r,o(h)) =1} = {h" /T € U(Zow)) }

Definicao 3.3.6 O expoente de um grupo G é o menor inteiro positivo m tal que
g" =e, para todo g € G, onde e € o elemento neutro do grupo.
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Teorema 3.3.7 ([18], Teorema 2.2) Sejam F um corpo finito com |F| = q elementos
e A um grupo abeliano finito de expoente e, tal que mde(q, |A|) = 1. Entao S, = Gy,
para todo h € A se e somente se U(Z.) é um grupo ciclico gerado por G € Z,.

Teorema 3.3.8 ([14] , Teorema 21) O grupo U(Z.) € ciclico se, e somente se,
e=2,4,p" ou 2p", onde p € um inteiro primo impar e n € um inteiro positivo.

Corolario 3.3.9 (18], Corolario 2) Sejam F um corpo finito com |F| = q ele-
mentos, A um grupo abeliano finito de expoente e, tal que mde(q,|A|) = 1. Entéao
Sn = G, para todo h € A se, e somente se, uma das afirmagoes acontece:

i) e =2 eq é impar;
ii) e =4 e g = 3(mod4);
i) e =p" eo(q) = ¢(p") em U(Zym), onde ¢ € a funcao de Euler;

i) e=2p" eo(q) = d(p™) em U(Zgpn).

Encerramos esta se¢ao com a definicao de coédigos de grupo.

Definicao 3.3.10 Se I um corpo finito e G um grupo finito. Um codigo de grupo
¢ um ideal na dlgebra de grupo FG. Um cdédigo central (minimal) é um ideal
bilateral (minimal) desta dlgebra.

Quando o grupo considerado é abeliano (metaciclico), dizemos que o cddigo é
abeliano (resp. metaciclico).

3.4 C(Cdbdigos Metaciclicos

Nesta primeira subsecao vemos resultados gerais sobre cédigos centrais mini-
mais de FH para H um grupo finito qualquer e F um corpo tal que car(F) { |H|. A
segunda subsecao é dedicada aos cdédigos metaciclicos nao abelianos de ordem impar
que sdo apresentados como em (2.3).

Na tltima subsecao estudamos os cddigos a esquerda (ideais a esquerda), os quais
sao combinatorialmente equivalentes a cédigos nao abelianos.
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3.4.1 Decomposicao de FH em Cdbdigos Centrais Minimais

Nesta subse¢ao determinamos a decomposicao de FH, onde H é um grupo finito
qualquer e F é um corpo tal que car(F) { |H| em cédigos centrais minimais utilizando
resultados sobre representacoes dos grupos, apresentados no Capitulo 1.

Pelo Corolario 1.4.26, FH é semissimples e unicamente decomposta em uma soma
direta de codigos centrais minimais. Esta decomposicao de FH pode ser determinada
por um conjunto de representagoes irredutiveis conforme o resultado a seguir. Para
este resultado, precisamos saber que uma representacao 7 de H com espaco repre-
sentacao V é estendida a uma representacao 7’ de FH com espaco representacao V'

da seguinte maneira:
T’ ( Z agg> = Z a7 (9).
geH geH

Lema 3.4.1 Seja {7y, 71,..., 71} um conjunto completo de representacgoes irre-
dutiveis nao equivalentes de H sobre F. Para todo v, 0 < i < h, o conjunto €;
definido por

¢, ={ceFH :T;(c) =0, para todoj, 0 < j < h—1,j#i} (3.1)
€ um codigo central minimal em FH.
Prova: O conjunto €; é nao vazio, pois como 0 = 0-go+0-91+0-go+...40-g, € FH e

7;(0) = T;(0-90+0-9140-g2+...40-9n) = 0-Z;(90)+0-7;(91)+0-T;(g2) +...+0-T;(gn) =
0, j& que 7; é uma representacao de algebra de grupo para todo j, 0 < j <h —1.

Sejam ¢,d € &;. Dai ¢,d € FH, T;(c) = 0e7;(d) = 0,para todoj, 0 < j < h—1,
J # 1. Logo T;(c — d)(v) = Tj(c)(v) — T;(d)(v) =0-v—0-v = 0, para todov € V,
ou seja, c —d € €.

Sejamt €e FHece ¢;. Daice FHeT;(c) =0, para todoj, 0 <j < h—1, j #i.
Assim,

s -5((5) (5 ) - 5{ 1) - S

geH heH

ST = (Lut) (Samm) = (Sunw)-o-o
Logo tc € €.

Analogamente, 7;(ct) = 0. Logo €; é ideal bilateral em FH.
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Provemos que €; é minimal. De fato, seja M um ideal contido em €; e sejam
os V; os espacos representacao das representacoes irredutiveis 7;. Se x € M C
¢;, entdao Zo(x)(v) = 0, para todo v € Vy, 7Ti(z)(v) = 0, para todo v € Vi, ...,
Ti-1(z)(v) = 0,paratodo v € Vi, 7T(z)(v) = 0,paratodo v € 1V,
Tit1(z)(v) = 0, para todo v € Vi1, ..., Tp_1(x)(v) = 0, para todov € Vj,_;. Lembre
que T = 69?;&7} é a representacgao irredutivel regular a esquerda de H. Assim, se
Ti(x)(v) = 0, para todo v € V; e para todo 0 < i < h — 1, entao 7 (z) = 0, o que
implica x = 0. Logo M = 0. Se existir 0 # y € M tal que 7;(y)(v) # 0, para
algum v € V;, entdo 0 # 7;(M) é um FH-submédulo de 7;(¢;) = T;,(FH), que é
um submédulo simples, pois FH é semissimples. Assim, 7;(€;) é semissimples e isto
implica que 7;(¢;) = 7;(M). Se existir h € €; \ M, entao 7;(h) = 7;(z), para algum
x € M. Logo 7;(h—x) = 0. Dai h—z = 0, o que implica h = x e isto é um absurdo.
Portanto, M = C,.

Dizemos que o c6digo minimal €; definido por (3.1) corresponde a representacao
irredutivel 7; de H. Esta correspondéncia pode ser estendida a todos os codigos do
seguinte modo. Cada codigo central em FH ¢é uma soma direta tnica de codigos
centrais minimais em FH , isto é, para qualquer cédigo central € existe um conjunto
P CH{0,1,...,h—1} tal que € = ®;cp€; , onde €; é minimal, pois FH é semissimples.
Entao € corresponde a 7 = ®;cp7;.

Pela Proposicao 1.6.2 e pelo Teorema 1.3.7, toda representacao de H sobre [ é
equivalente a uma soma de representacoes irredutiveis sobre F e, portanto, segue o
lema:

Lema 3.4.2 FEziste uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos codigos

centrais nao isomorfos em FH e o conjunto das representagoes nao equivalentes de
H sobre F.

Para relacionar a dimensao de um codigo com o grau de sua representagao cor-
respondente, primeiro examinamos coédigos em LH, onde L é um corpo de decom-
posicao de H contendo F.

Pela Definicao 1.6.15, segue que as representacoes irredutiveis de H sobre L sao
absolutamente irredutiveis. Pelo Teorema 1.4.27, sabemos que um cédigo central
minimal em LH ¢ isomorfo a uma algebra de matrizes n X n sobre um anel de
divisao D contendo L.

Por outro lado, a Definicao 1.6.17, que é equivalente a Definicao 1.6.15, diz que
LH ~ &M,,(L). Juntando estas informagdes temos o seguinte resultado:
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Lema 3.4.3 Seja L um corpo de decomposicao de H e seja T uma representacao
irredutivel de H sobre L. Se o cddigo central minimal C C LH corresponde a T,

entao dimC = (07 )?.

Prova: Pelo que observamos acima, no caso em que L é corpo de decomposicao de
H, temos que o anel de divisao D é igual a L.

Assim, cada cédigo central minimal C em LH ¢é isomorfo a uma algebra de
matrizes n x n sobre L, onde n é o grau da representagao correspondente ao codigo.
Segue que dimC = (97)?, onde T é a representacao irredutivel de H sobre L cor-
respondente ao cédigo C.

Agora, pela Observagao 1.6.16, F sempre pode ser considerado como um subcorpo
de algum corpo de decomposicao L para H.

Pelo Lema 3.4.2 e pelo Corolario 9.23, encontrado em [12], um cddigo central
minimal € em FH corresponde a uma representagao irredutivel sobre F que ¢é a
soma de representacoes absolutamente irredutiveis as quais podem ser expressas
sobre L. O cédigo € é entao o subcddigo subcorpo sobre F de algum cédigo central
C em LH. Denotamos entao € = C|F.

Podemos determinar a dimensao de um cédigo central qualquer em FH, uti-
lizando o teorema a seguir.

Teorema 3.4.4 Sejam L um corpo de decomposi¢io de H e um subcorpo F C L.
Seja {7y, 11, ..., Tn_1} um conjunto completo de representagoes irredutiveis nao e-
quivalentes de H sobre L. Seja T a representacdo irredutivel de H sobre F, onde
T = @iepT;, para algum P C {0,1,....h — 1}. Se o cddigo central minimal € em
FH corresponde a T, entio dim € = Z(@’E)Q.

ieP
Prova: Seja {7y, 71, ...,7,—1} um conjunto completo de representagoes irredutiveis

de H sobre L com c6digos centrais minimais Cy, Cy, ...,Cp_1 em LH.

Pelo Lema 3.4.3, o cédigo C = @;epC; C LH corresponde & representacio
T = ®epT; e dim(C) = 3, p(0T:)*

Assim, dim(€) < dim(C).

Suponha dim(€) < dim(C). Entao a base de € sobre F (que também pode ser
vista sobre L), gera um cédigo central C' € C € LH. E o cédigo C' contém um ou
mais elementos nao nulos de FH. Entao C contém um subcédigo subcorpo € sobre
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F, onde ¢ é um cédigo central e € C €. Isto contradiz a minimalidade de ¢ em
FH.

Pelo Teorema 1.3.8 e pelo Teorema 3.25, encontrado em [19], se FH ¢ semissim-
ples, entao cada codigo central € é gerado por um unico elemento idempotente de
FH. Este elemento idempotente pode ser determinado a partir da representacao
correspondente de €, como no lema a seguir.

Lema 3.4.5 Se € € um cddigo central em FH com representagao irredutivel corres-
pondente T  sobre F, entao & tem wum unico gerador dado por

ﬁﬂ}jwuﬁMTwl»g

geH

e =

Prova: Sejam {7y, 7y, ..., 7,1, } um conjunto completo de representagdes irredutiveis
nao equivalentes de H sobre L, onde L é um corpo de decomposicao de H, F C L
e 7 uma representacao irredutivel de H sobre F correspondente ao cédigo €. Dai
T = @iepT; para algum P C {0,1,...,h — 1}.

Seja {e1,es,...,e,} 0 conjunto completo de idempotentes centrais primitivos de

FH. Cada componente e; pode ser escrito como e; = Z a;(g)g paratodo 1 <i <r.
geH

Sejam x;(g) = tr(7Z;(g)) para todo g € H e o caracter regular p dado por
p=>_xi(1)x;- Assim, p(1) = |H| e se g # 1, entao p(g) = 0.

Aplicando o caracter regular p em e; temos

ples) =Y alg)ply) = ai(1)|H]. (3.2)

geEH

Assim, para um elemento x € H temos

p(z~'e;) = Zai(xg)p(g) = a;(z)|H]|.

Por (3.2), temos

T

a;(@)| H| = p(a~"e)) = Y x;(1)x (" er).

Jj=1

Como y;(e;) = 97; e xi(ej) = 0 se i # j, temos T;(xz te;) = Ti(x 1) Tj(e;) = 0 e
Ti(x7te;) = Ti(x ) Ti(e;) = Ti(x™'). Assim, Xj(aflei) =0e yi(z7le) = xilz™).
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1

mxi(l)@(afl) para todo x € H.

Consequentemente, a;(x) =

Substituindo em e; = Z a(g)g, temos e; =

1
= |H|

TH ZXi(l)Xi(g_l)g- u

geH

Finalizamos a se¢ao com um corolario do resultado anterior aplicado a grupos
metaciclicos.

Corolario 3.4.6 Se G é um grupo metaciclico de ordem impar e apresentado como
em (2.8), entao o cddigo central € com representagdao irredutivel T tem um unico
gerador dado por e = Ztr(’]'(g_l))g.

geG

Prova: Sabemos que x;(g9) = tr(7Z;(g)) para todo g € G, onde 7; é uma repre-
sentacao irredutivel e que as representacoes irredutiveis de GG sao ou de grau 1 ou
de grau N, pelo Teorema 2.2.3. Assim, x;(1) é uma matriz identidade ou de ordem
1 ou de ordem N. Como |G| é fmpar, N é a ordem de um dos geradores de G e
estamos sobre o corpo F de caracteristica 2, y;(1) =1 e |G| = 1.

Portanto, pelo Lema 3.4.5, temos e; = Z xi(g~ g, para todo g € G.
geG

3.4.2 A Estrutura dos Coédigos Metaciclicos Centrais

Nesta subse¢ao GG é um grupo metaciclico finito nao abeliano de ordem impar
como apresentado em (2.3), F é um corpo tal que car(F) 1 |G| e L é um corpo de
decomposicao de G tal que F C L C F.

Notemos que como uma representacao irredutivel 7 de G sobre L é absoluta-
mente irredutivel, entao 7 é irredutivel sobre F e assim, usando o Corolério 2.2.4,
7T tem grau 1 ou N. Esta informagao sera efetivamente usada daqui para frente.

Utilizamos a seguinte notacao para descrever os elementos da algebra

FG(M, N, R): Cada elemento ¢ € FG ¢é escrito de modo tnico em termos de a
N—1M-1

e b como ¢ = ¢(a,b) = Z Z fi;a't, onde f;; € F. Para descrever ¢ como uma
j=0 i=0

M N-upla de elementos de F, ordenamos os elementos de G (a base de FG) lexi-

cograficamente da seguinte maneira:

a't! < a*b' quando j <1 ouquando j=1 e i<k
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€ esCrevemos ¢ = <f007f107f207"'7f(M—1)07f017f117f217"' fM 1)1y e fO(N 1) f1

. f(M—l)(N—l))- Fazendo C; = (fOi; fli; ceey f(M—l)i); a notagao C()|Cl| |CN_1 tambem
sera usada para denotar ¢ como uma sequéncia de N blocos, cada bloco uma M-upla
sobre .

Exemplo 3.4.7 Seja ¢ = 3a® + 2b — a*b — 15a3b* um elemento em FG(9,3,4). A
representacao por 9-upla de ¢ é dada por:

000003000/2000(—1)0000|000(—15)00000.

Se enumerarmos as representacoes irredutiveis de G sobre L e as representacoes
irredutiveis sobre F um corpo tal que car(F) 1 |G|, como no Capitulo 2, podemos usar
os lemas anteriores para determinar a decomposicao tnica a menos de isomorfismo
de FG em cédigos centrais minimais.

Veremos que as representacoes de G estao relacionadas com as representacoes
do grupo abeliano Zj,; x Zy. Assim, existe uma relacao entre os cédigos centrais
em FG e certos codigos abelianos em F(Zy; x Zy) e esta relagao é uma relago de
equivaléncia.

Definigao 3.4.8 Sejam H e H grupos finitos de mesma ordem e seja F um corpo.
Sejam FH e FH as dlgebras de grupo correspondentes aos grupos H e H, respectiva-
mente. Uma equivaléncia combinatorial é um F-isomorfismo de espago vetorial,
v:FH — FH, induzido por uma bijecao v : H — H. Os codigos€ CFH e ¢ CFH
sao ditos combinatorialmente equivalentes se eriste uma equivaléncia combi-
natorial v : FH — FH tal que v(€) = €.

Em outras palavras, se € e ¢ sdo combinatorialmente equivalentes, qualquer
palavra de um dos cédigos é simplesmente uma permutacao fixa dos elementos do
corpo que constituem uma palavra do outro codigo. Assim, cédigos combinatorial-
mente equivalentes devem ter as mesmas distribuicoes de peso.

Exemplo 3.4.9 Sejam G = {g1,92,...,9s} € G = {h1, ha, ..., hs} dois grupos e con-
sidere a bijecao

v : G — G
gz"—>h‘)

onde o € S, o grupo de permutagdes com s elementos, € tal que o(i) =i+ 1 para
todoi1 € {1,2,...,s — 1} e o(s) = 1.

Logo a equivaléncia combinatorial é dada por

v FG — FG
101 + (DY) + ...+ Ag(gs H— Oélhg + O[2h3 + ...+ Oéshl.

69



Se escrevemos os elementos das dlgebras de grupo na forma de s-uplas, v induz a
bijecao de F*, 7 : F¥ — F*, dada por F(aq, ag, ..., as) = (s, g, gy ey Qlg_2, g 1).

Seja G o grupo metaciclico com geradores a e b conforme em (2.3) e seja
G = Zy X Zy, com geradores a e b. Defina a bije¢ao v : G — G dada por
v(a'b’) = a't’. Como G é base de FG e G é base de FG, v ¢ um F-isomorfismo de

espagos vetoriais. Logo v é uma equivaléncia combinatorial.

Lema 3.4.10 Se c € Z(FG), entao para todo p € FG, v(pc) = v(p)y(c).

N-1 ,M-1
Prova: Seja ¢ = Z ( Z fz‘ja’L)b]
j=0 \ i=0

Para todo k£, 0 < k < M e para todo [, 0 < [ < N, é suficiente mostrarmos
que y(a*t'c) = v(a*V')y(c), pois dado p € FG, p = dyg1 + daga + ... + drgy temos
v(pe) = v((digr + daga + ... + digr)c) = Y(digic + dagac + ... + digrc) = diy(gicr) +
day(gaca) + ... + dpy(grer), onde cada d; € F e cada g; € G. Dai y(a*blc) = y(acl'),
ja que c pertence ao centro de FG.

Assim, y(a*cb') =~ (ak < Nzl (%:1 fijai) bj) bl)

(5 (B

Jj=0

Logo para qualquer p € FG, pela linearidade de v, v(pc) = v(p)y(c).

n
Teorema 3.4.11 Seja v : FG — F(Zy X Zy) a equivaléncia combinatorial definida
por y(a't?) = @'tV como anteriormente. Se € é um cddigo central em FG, entdo

v(€) € um ideal na dlgebra comutativa F(Zy x Zy). Além disso, se e denota o
unico gerador idempotente de €, entdo y(e) € o gerador idempotente de ~(<).

Prova: O conjunto v(¢) = {y(c) : ¢ € €} é ndo vazio, pois y(0°0/) = 0°0/ = 0, j4
que € ¢ ideal e assim 0'0Y = 0 € €. Sejam ae 3 € y(€). Entao a = y(c;), 8 = vy(ca),
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para algum ¢; € € e algum ¢y € €. Assim, a — 3 = y(c1) — y(c2) = v(c1 — e2) € €,
jd que c; — ¢y € €, pois € é ideal.

Sejam d € F(Zy x Zy) e v(c1) € v(€). Dai dy(c1) = vy(d)y(c1), pois v é uma
bijecao e pelo fato que ¢; € € e € é um cddigo central em FG. Pelo Lema 3.4.10,
v(d)y(e1) = v(dey) € ¥(€), j& que de; € €, pois € é ideal. Logo v(€) é ideal em
F(Zar % Z).

Mostraremos agora que se e denota o tinico gerador idempotente de €, entao 7(e)
é o gerador idempotente de v(€). De fato, por hipdtese, € = {pe : p € FG} = (e).
Assim, 7(€) = {v(pe) : p € FG}, pelo Lema 3.4.10, temos {v(p)y(e) : p € FG} =
{py(e) : p € F(Zy x FZy)} = (7y(e)), um cddigo abeliano.

Além disso, (e) é idempotente. De fato, v(e) = 7y(ee), pois e é idempotente e
como pertence ao centro de FG, pelo Lema 3.4.10, segue que vy(ee) = y(e)y(e) =

(e)]*.
|

O Teorema 3.4.11 nos diz que todos os cddigos metaciclicos centrais sao combi-
natorialmente equivalentes a codigos abelianos.

M-1
Exemplo 3.4.12 Consideremos o grupo metaciclico G(9,3,4) e sejam p(a) = Z a’
i=0
N-1
e q(b) = Z V. Sejam w uma raiz cibica primitiva da unidade e § uma raiz nona

j=0
primitiva da unidade.

i) Seja L = Fos. Dai LG = @®;2,Ci, onde cada C; é gerado por um tinico idempo-
tente e;.
Para 0 < i < 8, temos e; = p(w'™%)a)q(w’b), onde j = [%}, eg = p(da) +
p(dta) + p(67a) e eyo = p(6%a) + p(6°a) + p(62a).

Neste exemplo, Cg € gerado por

% J=

ou seja,
es = (14 w?a +wa® + a® + w?a* + wa® + a® + w?a” + wa®)(1 + W?b + wb?)
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que na notacao que estabelecemos na pdgina 69 pode ser escrito como
lw2wlw*wlwiw|w?wlw?*wlw?wl |wlw?wlw?wlw?.

Pelo Lema 3.4.3, dimC; =1, para 0 <i <8 edimC; =9, para 9 <1 < 10.

ii) Seja F = TFy. Dai FG = EB?:OQZZ». Cada &; é gerado por um unico idempotente
x;. Cada um desses idempotentes é a soma de geradores idempotentes de
codigos centrais minimais em LG como a sequir:

To=¢€y, Ty =€ +e, Ty =¢€4+ €5, T3=e€7+e€s,
I4:€3+€6,I5:€9+€10.

Neste exemplo, €, € gerado pelo idempotente 011011011011011011]011011011
e €5 € gerado pelo idempotente 000100100|0|0.

Pelo Teorema 3.4.4, dim €y =1, dim€&;, =2, para 1 <i <4 e dim €5 = 18.

Coddigos Ciclicos Associados a Cédigos Centrais Minimais

Para descrever e classificar os codigos centrais em FG, onde F é um corpo tal que
car(F) 1 |G|, primeiramente vamos associar a cada cédigo central um cddigo ciclico.
Denotamos por Zj; o subgrupo normal de G gerado por a. Sob esta identificagao,
FZy; é uma subélgebra de FG. Um ideal nesta subédlgebra pode ser associado a um
ideal na algebra maior.

Definicao 3.4.13 Seja ¢ € FG, onde ¢ = co|cy|...|en—1. Para o cddigo € C FG,
A ={cy:c=colcy]...len_1 € €} € 0 ebdigo ciclico associado a €. O cidigo A
é um ideal de F7Z,;.

Em outras palavras, A é um codigo ciclico consistindo de todas as primeiras
M-uplas das palavras do codigo € em FG.

Nosso principal interesse sao os codigos ciclicos associados aqueles cédigos cen-
trais metaciclicos que contém codigos a esquerda. O préximo lema nos permite
estabelecer uma particao dos codigos centrais minimais de FG em dois conjuntos.
A demonstracao deste lema depende fortemente da estrutura das representacoes
absolutamente irredutiveis de G(M, N, R) apresentada no Capitulo 2.

Lema 3.4.14 Seja L um corpo de decomposicio de G tal que F C L C F. Se € é
um codigo central minimal em FG com representacao irredutivel correspondente T
sobre F, entao T € unicamente decomposta (a menos de equivaléncia) em uma soma
direta de representacoes absolutamente irredutiveis sobre L, as quais sao todas de
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mesmo grau. Na decomposicao, todas as representacoes constituintes sao ou de grau
1 ou de grau N.

Prova: Pela demonstragao do Teorema 2.2.3, as representacoes absolutamente irre-
dutiveis de G sobre L sao ou de grau 1 ou de grau N. Seja G' o subgrupo comutador

de G. Pelo Lema 2.1.2, G C Zy e el ~ Z X Zy. As representacgoes absolutamente

irredutiveis de G' de grau um sao as representacoes absolutamente irredutiveis de
Zy X Zy. Estas KN representagoes sao unicamente particionadas em somas diretas
para formar representagdes de Zy x Zy (e assim de G) que sdo irredutiveis sobre F.

Pelo Lema 9.18, encontrado em [12], toda representacao irredutivel de G sobre L
deve ser incluida como somando direto em exatamente uma representacao irredutivel
de G sobre F, podemos concluir que representagoes absolutamente irredutiveis de
grau N sao igualmente somadas para formar representacoes irredutiveis sobre F.

Definicao 3.4.15 Seja € um codigo central minimal em FG com representacdo
correspondente T. O cddigo € € dito de grau 1 (grau N ) se as representagoes
absolutamente irredutiveis constituintes de T sdao de grau 1 (resp. de grau N ).

Em LG, os cédigos centrais minimais de grau IV correspondem a representacoes
absolutamente irredutiveis de G e, pelo Lema 3.4.3, tém dimensao N2. Se F ¢ um
subcorpo de L, segue do Teorema 3.4.4 que um codigo central de grau N tem uma
dimensao que é um multiplo de N2. Podemos descrever completamente um tal
codigo em termos de seus codigos ciclicos associados, a partir do lema a seguir.

Lema 3.4.16 Se € ¢ um cddigo central minimal em FG de grau N com cddigo
ciclico associado A, entdo o gerador idempotente de € ¢é e|0|0)...|0, onde e é o
gerador idempotente de A.

Prova: Seja {7y,71,...,7,_1} um conjunto de representagoes absolutamente irre-
dutiveis de G nao equivalentes. Seja 7 a representagao (irredutivel sobre ) corres-
pondente a €, onde 7 = @;cp7; e P C {0,1,...,h—1}. Pelo Lema 3.4.14, para todo
1€ P, 7; édegrau N.

Paratodo g € G,onde g =a't’ e 0 < j < N, trZ;(g) = 0, paratodo i € P, pois
as representagdes matriciais 7;(a) sdo diagonais e as representacoes matriciais 7;(b)
possuem diagonal principal nula, como vimos na pagina 43 e portanto, o produto
destas representagoes é uma matriz com diagonal nula. Assim, ¢r7 (g) = 0, para
todo g ¢ Zy;. Entao, pelo Corolario 3.4.6, € tem um gerador idempotente e’, onde
e’ = ¢/|0]0]...0.
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Se ¢ = ¢pler|...len—1 € €, entao cer = cpelciel...|eny_1e = ¢, pelo Teorema 1.3.8.
Assim, cpe = ¢, para todo ¢, ou seja, para todos os elementos de A. Pelo Corolario
3.4.6, tal elemento é tinico.

O proximo teorema, que segue do Lema 3.4.16 e do Teorema 3.4.11, descreve todo
codigo central minimal de grau N como um codigo produto direto. A equivaléncia
combinatorial v é como definida previamente.

Teorema 3.4.17 Seja € um codigo central minimal em FG de grau N com cddigo
ciclico associado A. Entao € ¢ combinatorialmente equivalente a A ® FZy.

Prova: Seja € um codigo central minimal de FG de grau N. Pelo Lema 3.4.16,
o gerador idempotente de € é uma combinacao linear de poténcias de a, pois

¢ = (e]0]0|...|0), onde A = (e), sendo e idempotente em F(a). Note que e =
M-1

Z d;a’, com d; € F.

Pelo Teorema 3.4.11, como € = (e|0|0|...|0) é um ideal central minimal, entao
v({e]0|0]...|0)) é um ideal central em FZ, ® FZy, pois pela Proposi¢ao 1.4.6,
W F(Zy X Zn) — FZy @ FZy é um isomorfismo de algebra de grupo. Além
disso, temos

v o IFG — FZM@)FZN
—1M-1 —1M-1
Zozodwalb’ — Zozodwa ®b]
J 1 J 7

um isomorfismo de espagos vetoriais. Assim, € = {p(e|0|0|...|0) : p € FG} e
7€) = {7(p(e|0]0]...0)) : p € FG} = {(p-elp-Olp-0|..[p-0) : p € FG}
= {7(p-¢€[0]0]...|0) : p € FG} = {7(p)1(e) : p € FG}

= {py(e) : D EF(Zus x Zn)} { > dat’ : peF(Zy x ZN)}
= {w(@ > did @b’z p(p) € IF(ZM®IFZN)} { > di'w@b” ;g e IF(ZM®IFZN)}
_ {(Zdija@') (Zd{d@o> L d;; € ]F} = {Zdﬁ ® Y dpt" : dy; € ]F}
| :{Zdia@'@Zdiﬁ:dijeF}ZAe@MN.
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Corolario 3.4.18 Seja € um cddigo central minimal em FG de grau N com cddigo
ciclico associado A. Se € tem dimensao kN? entao A tem dimensdo kN.

Prova: Pelo Teorema 3.4.17, € é combinatorialmente equivalente a A ® FZy. Logo
dim(¢) = dim(A ® FZy) = dim(A) - dim(FZy). Por hipétese, dim(€) = kN? e
como dim(FZy) = N, temos kN? = dim(A) - N, ou seja, dim(A) = kN.

Exemplo 3.4.19 Seja o grupo metaciclico G = G(9,3,4). Sejam w uma raiz cibica
primitiva da unidade e § uma raiz nona primitiva da unidade.

i) Considere L = Fys. Assim, Cy que € gerado por
eg = 14+(6+5*+")a+(82+85+68)a®+53a3+ (6 +0*+07) a4 (62 +6°+6%) a®+5a°
+ (0 + 6+ 8)a” + (62 + 65 + 0%)a®
€ combinatorialmente equivalente a A9 @ FZs, onde Ag C FZg. Como § € uma
raiz nona primitiva da unidade, temos §, 6%, 67, 6%, 6° ed? ndo nulos e Ag
gerado pelo idempotente 100w?00w00, onde w = §°.

Temos também Cyiy que € gerado por
e =1+ (02 + 8+ 8%)a+ (0 +6* +07)a? + §%3 + (6% + 6° + 6%)a*

+ (0 +6*+8)a® + 63aS + (2 + 6%+ 6%)a” + (6 + 6* + 67)a®
€ combinatorialmente equivalente a A1 ® FZ3, onde Ayg C FZg. Como 0 €
uma raiz nona primitiva da unidade, temos 6, §*, 57, 6%, 8% €5? ndo nulos e
Ayg gerado pelo idempotente 100w00w?00, onde w = §°.

ii) Considere F =TFy. Assim, €5 que é gerado por x5 = eg + €190 = 001001000|0|0
¢ combinatorialmente equivalente a A ® FZsz, onde A C FZgy. Como § € uma
raiz mona primitiva da unidade, temos §, 8%, 87, 6%, 6° ed? nao nulos e A
gerado pelo idempotente 000100100 e A = (Ag & Ayo)|F.

3.4.3 Cobdigos a Esquerda

Estamos interessados em estudar os codigos metaciclicos unilaterais em FG que
sao nao abelianos, pois os codigos metaciclicos centrais nao nos fornecem nenhum
resultado diferente dos ja conhecidos para codigos abelianos. Escolhemos estudar os
ideais a esquerda, os quais sao chamados cédigos a esquerda, apesar de todos os
resultados serem aplicados igualmente aos ideais a direita.

Os dois teoremas a seguir nao serao demonstrados.
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Teorema 3.4.20 Se € ¢ um codigo central minimal em FG de grau 1, entao € nao
contém subcodigos a esquerda nao triviais.

Entretanto, os codigos centrais minimais de grau N se decompoem.

Teorema 3.4.21 Se € é um cddigo central minimal em FG de grau N e dimensao
kEN?, entio € € a soma direta de N cddigos minimais a esquerda, cada um de
dimensao kN .

Esta decomposicao de um cédigo minimal em FG de grau N e dimensiao kNZ
nao é unica, pelo Teorema 4, p.16, e pelo Corolario 1, p.16, em [13] . Este fato
torna o estudo de cédigos metaciclicos mais interessante que o estudo de codigos
abelianos. Para determinar as decomposicoes possiveis, examinamos mais de perto
as representagoes irredutiveis, as quais correspondem aos c6digos centrais minimais
de grau N. Pelo Lema 3.4.14, tais representacoes sao somas diretas de representacoes
absolutamente irredutiveis de grau N. Comegamos examinando as representagoes
absolutamente irredutiveis e seus cédigos correspondentes.

3.4.4 Cébdigos Minimais & Esquerda em LG(M, N, R)

Seja L um corpo de decomposicao de GG com caracteristica 2.

Os cédigos centrais minimais em LG correspondem a representacoes absoluta-
mente irredutiveis ou de grau 1 ou grau N e sao desta forma, ou de grau 1 (e de
dimensao 1) ou de grau N (e de dimensao N?). Pelo Teorema 3.4.21, um cédigo
central minimal de grau N e dimensao N? pode ser decomposto em uma soma di-
reta de N codigos minimais a esquerda cada um de dimensao N. Os N cddigos
somandos em qualquer decomposicao sao isomorfos como espacos vetoriais e como
codigos, entretanto, eles nao precisam ser combinatorialmente equivalentes.

A partir de agora (e), indicard o ideal & esquerda gerado pelo elemento e do anel
de grupo LG.

Dadas uma representagao absolutamente irredutivel 7 de grau N e uma repre-
sentacao matricial particular 7, relacionada a 7, queremos determinar os codigos
minimais a esquerda que sao somandos do cédigo minimal central correspondente a

7.

O teorema a seguir nos permite identificar um gerador idempotente para cada
um dos cédigos componentes.
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Teorema 3.4.22 Seja C um cddigo central minimal em LG de grau N correspon-
dente & representacdo irredutivel T. Se T é uma representacio matricial relacionada
a T, entioC = ON W, e cada W; é um cddigo minimal & esquerda gerado pelo idem-
potente e; = Z(Tii(g_l))g, onde T;;(g7") € a entrada (i,1) na matriz T (g ").

geG

Prova: Para cada 1 <¢ < N, defina um operador projecao p; em C dado por:
N _
Pi=a > milg™") - Rlg),

geG

onde R é uma representagao regular a direita por g, isto é, R : G — GL(LG) e
R(g) é a multiplicagao a direita de g. Pelo Teorema 8 em [13], p.21, p; : C — W,

onde W; é um subespaco de C e C = @Y, W;. Mas p; ' é a transposta da matriz

N
geradora (irredutivel) de um ideal em LG com gerador e; = @Z(Tii(g_l))g.

geG
Como |G| é impar e N é a ordem de um dos geradores de G, sobre um corpo de
caracteristica 2, temos e; = Z(m(g_l))g.
geG

Desta forma, este cédigo (o espago coluna de p;) é W;. Assim, para todo ¢ € C,
pi(c) = ¢ e;. Mas pela demonstracao do Teorema 8 em [13], p.21, p; : W; — W;
é a aplicagao identidade. Portanto, para cada ¢ € W, p;(¢) = c = c-e;. Assim, e; é
a identidade a direita em W;. Logo é um idempotente. [ ]

Como cada escolha de uma base para o espago representacao de uma repre-
sentacio 7, define uma representacio matricial 7 relacionada a 7', o Teorema 3.4.22
garante que, tomando uma base particular para o espaco representacao, selecionamos
um conjunto de N cédigos minimais a esquerda cuja soma direta é um cédigo central
minimal C. Cada cdédigo minimal & esquerda é gerado por um idempotente definido
pelo Teorema 3.4.22. O interessante aqui é que estes idempotentes geradores dos
c6digos minimais a esquerda nao sao unicos, o que os difere do caso abeliano.

Definicao 3.4.23 Seja C o cddigo central minimal de grau N correspondente a re-
presentacdo irredutivel T. Se T ¢é uma representacdo matricial relacionada a T,
entdo T determina a decomposicio C = EBfLWi e define um gerador idempotente
e; para cada cdédigo minimal a esquerda W;. O conjunto E = {ej,ea,....,en} € o
conjunto definido de geradores onde W; = (e;) ., para todo i,1 <i < N.

Além disso, pela pagina 108 da referéncia [19], o conjunto definido E = {ey, ey, ...,
N

en}, eie; =0, para todo i # j e Z e; = e, onde e é o gerador idempotente de C. O
i=1
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conjunto F é o conjunto completo de idempotentes mutuamente ortogonais. Apesar
desses geradores serem mutuamente ortogonais, os codigos a esquerda em geral, nao
se anulam com outro cddigo a esquerda, isto ¢, se ¢; € (e;)c € c2 € (e;), para i # j,
c1 - c3 nao precisa ser zero. Isto é verdade porque esses cddigos a esquerda tém
geradores que nao estao no centro de G.

Exemplo 3.4.24 Sejam LG = TFyuG(7,3,2) e o codigo minimal central
Cs = (1110100]0]0). Queremos encontrar duas decomposi¢oes em codigos minimais
a esquerda em LG para Cs.

Este codigo corresponde a representacao irredutivel 73, a qual € relacionada com a

€0 0
representacio  matricial usual T3, onde Ts(a) = 0 & 0 |,
0 0 ¢

73(b> =

e & € uma raiz sétima primitiva da unidade.

_ o O
o O =
o = O

Assim, pelo Teorema 3.4.22, o codigo C3 tem uma decomposicdio em codigos
minimais a esquerda dada por C3 = 69?:11/[/1», onde

W1 tem 1656°€*¢362€1 0|0 como gerador idempotente,
Wy tem 16563€1€5€4€%10|0 como gerador idempotente e

Ws tem 16360626561 €410|0 como gerador idempotente.

Seja T* uma representacao matricial equivalente a T5. Assim, a representacdo

001
irredutivel T3 também estd relacionada a T*, onde T*(a) = 1 01 e
010
011
T"b)= 1 11
001

Portanto, pelo Teorema 3.4.22, C3 tem uma outra decomposi¢cao em codigos mi-
nimais & esquerda dada por C3 = ©;_,W,, onde

W, tem1110100|1101001|0100111 como gerador idempotente,

W, tem 1001110{0100111|1101001 como gerador idempotente e
W:; tem 1001110/1001110|1001110 como gerador idempotente.
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3.4.5 Cbdigos Minimais a Esquerda em FG(M, N, R)

Seja L um corpo de decomposi¢do de G = G(M, N, R) de caracteristica 2,
e seja F um subcorpo de L. Em FG como em LG, os Teoremas 3.4.20 e 3.4.21
nos direcionam a examinar os codigos centrais minimais de grau N na busca por
c6digos nao abelianos. Estes cédigos, com seus correspondentes em LG, podem
ser decompostos em uma soma direta de N coédigos minimais a esquerda, os quais
sao isomorfos como espagos vetoriais, mas nao necessariamente combinatorialmente
equivalentes. Novamente a decomposicao nao ¢ unica. Desejamos determinar os
codigos minimais a esquerda de uma decomposicao particular encontrando seus ge-
radores idempotentes. Infelizmente, os métodos usados para se chegar no Teorema
3.4.22 nao podem ser usados quando a representacao envolvida nao é absolutamente
irredutivel. Veremos que podemos identificar os geradores idempotentes dos codigos
minimais a esquerda, mas para isto devemos produzir representagoes matriciais de
uma maneira particular.

Seja {7y, 71, ..., 7,—1} um conjunto completo de representagoes absolutamente
irredutiveis distintas de G . Seja € C FG um cddigo central minimal de grau N
correspondente a representacao irredutivel 7 sobre F. Entao 7 = @®;cp7Z;, onde
P C{0,1,....,h — 1} e, para todo ¢ € P, 7; é de grau N. Seja C; o cédigo central
minimal em LG correspondente a 7;. Como L é uma extensao de IF, € é um subcédigo
subcorpo sobre F da soma direta @;cpC;, ou seja, se x é uma palavra do cédigo €,
entao r é uma palavra do cédigo @;cpC;. Existe também uma relacao entre os
cddigos ciclicos associados. Se € tem um cédigo ciclico associado A em FZ),, e cada
C; tem um cdédigo ciclico associado A; em LZ);, entdao A é um subcédigo subcorpo
sobre F de @;cpA;. Denote A = @;cpA;|F.

Buscamos decompor um cédigo central minimal € de FG em cédigos minimais
a esquerda. Para fazer isto, primeiro decompomos cada C; (em LG) de tal maneira
que somas de cédigos minimais a esquerda, um de cada C;, contenham um cédigo
minimal a esquerda distinto em FG como um subcddigo subcorpo. De outro modo,
procuramos uma representacao matricial 7 relacionada a 7 a qual é uma soma direta
de representacoes matriciais 7; cujos elementos da diagonal correspondentes tém
soma em [F. Entao, usando o Teorema 3.4.22, podemos encontrar os idempotentes
geradores dos somandos minimais a esquerda de cada C;. Adicionando k& (o nimero
de elementos de P) idempotentes correspondentes, um de cada C;, produzimos o
idempotente gerador de um cédigo minimal a esquerda em FG.

O algoritmo a seguir, determina uma tal composicao.
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3.4.6 Algoritmo para determinar Cdédigos Minimais a Es-

querda em FG(M, N, R)

Sejam 7 a representacao irredutivel sobre F correspondente ao cédigo central

minimal € de grau N em FG com cédigo ciclico associado A em FZy; e T = ®;cp7;,
onde, para todo i € P, 7; é absolutamente irredutivel sobre L e corresponde ao
cédigo central minimal C; de grau N em LG. Seja A; em LZjy; o cédigo ciclico
associado a C;. Assim, A = @;cpA;|F.

Seja t; o gerador idempotente de A;.

. Escolha N vetores linearmente independentes em A : dy, ds, ..., dy.

Para cada ¢ € Pej, 1 < j < N, projete d; da seguinte maneira: ¢;.d; = ¢;;
em LZM

Para cada ¢ € P, {¢;; : 1 < j < N} é um conjunto de vetores linearmente

independentes e assim, forma uma possivel base para o espago representacao
de 7;.

Para cada i € P, troque a base do espaco representacao de cada uma das
representacoes matriciais usuais 7; para a base ¢;1, ¢, ..., CiN:

Expresse cada elemento ¢;; da nova base como uma combinagao linear dos com-
ponentes da  base  original, {p(6~7a), p(67a®)b, p(6~7aR* )b, ...,
p(67a® N1 onde e; = p(677a), pelo que foi visto na Segdo 3.3, é o
gerador idempotente de um codigo ciclico particular unidimensional em LZ),
e 0 é uma raiz M-ésima primitiva da unidade.

Encontre uma matriz mudanca de base M na qual a ¢-ésima coluna contém
os coeficientes de p(6~7a), p(67a®)b, p(67a® )02, ..., p(6~7a®" BN usados
para representar ¢;;. A matriz M ¢ invertivel.

Encontre a representacao matricial 7;* alterada, equivalente a representagao
matricial irredutivel 7;. Para todo g € G,

T(g) = M 'T(9)M.

Assim, as representagoes matriciais 7., 1 <1i < N sao encontradas.

. Paracadai € P,C; = @;VﬂWij. Aplique o Teorema 3.4.22 para determinar e;;,

o gerador idempotente de W;;. Entao para cada j, 1< j <N, e; =3 . pey;
gera um cédigo em LG que contém um cédigo minimal a esquerda W; C FG
como subcédigo subcorpo. E assim, € = @, W;, onde W; = (e) .
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Exemplo 3.4.25 Considere o grupo metaciclico G = G(9,3,4) e seja F = Fy o
corpo primo de caracteristica 2. Pelo exemplo 2.2.12,&5 é de grau N = 3 e corres-
ponde a representacao T = Tg® Tyg. Sejam Ty e Tyg representacoes correspondentes
aos codigos centrais minimais Cyg e Cig em FosGG, com codigos ciclicos associados
Ag e Ayg. Além disso, &5 tem cddigo ciclico associado A com gerador idempotente

000100100. Assim, produzimos duas decomposicoes em ideais minimais a esquerda
de &5 sobre FG.

De fato:
1. Selecione de A as trés palavras linearmente independentes 000100100,

000010010, 000001001. Altere a representacio matricial usual, To, usando
como nova base de vetores

1005°006200, 01006500520 € 001005°005°

(as trés palavras de A projetadas sobre Ag).

Assim, encontramos — wma  representacio  semelhante I, onde
00 & 1 0 0
Td(a)=1 1 0 0 eTyb)=1|( 0 & 0
01 0 0 0 4°
Alterando o representacio matricial usual T 19, usando como nova base de
vetores

10052006°00, 010052005°0, e 00100863005°

(as trés palavras de A projetadas sobre Ayg), encontramos uma representacao

0 0 & 1 0 O
semelhante T, onde Tjj(a) = 1 0 0 eThb)=| 0 & 0
01 0 0 0 &

Os ideats minimais a esquerda em codigos centrais minimais C; C Fos G tém
geradores idempotentes e;;, 9 <1 < 10 e 1 <1 < 3 descritos a sequir:

€91 = 1005°005°00/1005°005°00]1005°005°00,
€92 = 1005°005°00[6°005°00100]6°001005°00,
€93 = 1005°00500|6*001005°00|6°006°00100,
e10,1 = 1006°005°00/1006°0056°00/1005°005°00,
e10,2 = 1005°005°00[6°005°00100|5°001005°00,
e10,3 = 1005°005°00[6°00100500|5°005°00100.

Em FyG, encontramos os codigos minimais a esquerda W;, 1 < i < 3, soman-
dos de &5 com geradores idempotentes e; = eg; + €19, descritos a sequir:
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e O cddigo Wy tem gerador idempotente e; = 000100100/000100100|
000100100 e é um (27,6,6) cddigo.

e O cddigo Wy tem gerador idempotente e; = 000100100/100100000|
100000100 e € um (27,6,6) cddigo.

e O codigo Wy tem gerador idempotente e3 = 000100100/100000100)|
100100000 e € um (27,6,6) codigo.

2. Selecione de A as trés palavras linearmente independentes 000111111,
000110110, 000011011. Altere a representacao matricial usual Tgy, usando
como nova base de vetores

1118%655°006°6%82, 11066°06°630 €0116°5°06%6°

(as trés palavras de A projetadas sobre Ag).

Assim, encontramos — uma  representacao  semelhante ’Z;/, onde
53 0 6 0 6% 1

Ty(a)=| 0 0 1 |eTy)=[ 1 & 1
5 1 63 5% o8 2

Alterando a representacio matricial usual T 19, usando como nova base de
vetores 1116353535%6°5°,110626305°6°0, e 0105352086650 (as trés palavras de A
projetadas sobre Ayg), encontramos uma representagao semelhante ’2;/, onde

& 0 & 0 & 1
Tol@=1 0 0 1 | eT,,(0)=| 1 % 1
5 1 6° 5 8% 4

Os ideais minimais a esquerda nos codigos centrais minimais C; C FosG tém
geradores idempotentes e;;, 9 <1 < 10 e 1 <1 < 3 descritos a sequir:

eg1 = 10°16°6°6°6°15%)06°6°06°1016°1016°05°10536°,

€92 = 16°00°6°06°10[6°16°6%6°5°16°1|6°5°5°116°6°6°1,
eg,3 = 1010°06°0°06°|6°6°16°16°16°6%16°0°116°6°6°16°,
e101 = 18°16%6°6%5°16°05°5°06°1016%1016°06°105°6°,
e102 = 16°08°5°06°10[6°16°6°6%0°16°1|5°6°5°116°653 6531,
e10,3 = 1016°05°5°08°|535°16°15°16%6°| 55311656353 14°.

Em FyG, encontramos os codigos minimais a esquerda W;, 1 <1 < 3, soman-
dos de €5 com geradores idempotentes e; = eg; + €10, descritos a sequir:

e O cdodigo Wy tem gerador idempotente e; = 010111101]011010001]
001010011 e é um (27,6, 12) cddigo.
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o O cdodigo Wy tem gerador idempotente e = 010110100[101111010]
111001110 e € um (27,6, 12) cddigo.

e O cddigo W5 tem gerador idempotente e; = 000101101]110101011]
110011101 e € um (27,6, 12) cddigo.

3.5 Limites e Resultados

Como indicado acima, cédigos metaciclicos minimais a esquerda que sao subco-
digos de um mesmo codigo central nao precisam ser combinatorialmente equivalentes
e podem ter distancias minimas muito diferentes. Se o cédigo central minimal € em
FG tem um cédigo ciclico associado o qual é minimal em FZ,,, a distancia minima
de qualquer subcodigo de € pode ser limitada.

Seja C um cédigo central minimal em LG de grau N correspondente a repre-
sentacao irredutivel 7. Se 7 é uma representacao matricial relacionada a 7, entao
C = @Y, W; e cada W; é um cédigo minimal & esquerda.

Lema 3.5.1 Seja € um cédigo central minimal em FG(M, N, R) de grau N com
codigo ciclico associado A minimal em FZy; e seja W um cddigo minimal a esquerda
em €. Se ¢ = colcy]|...|len—1 €W e c#0, entdo ¢; # 0 para todo i, 0 < i < N.

Prova: Seja F = [Fyq. Pelos Teoremas 3.4.17 e 3.4.21, ambos We A tém dimensao
kN para algum k > 1. Assim, ambos We A contém (29)kV elementos. Assuma, sem

perda de generalidade, que para algum ¢ € W, ¢y # 0ecy_1 = 0. Pela Definicao
3.4.13, ¢y € A. Considere A C FG. Para todox € A, xzc € W e

xe = xcglrey|...|reny—1 = xeo|zey]...|0.

Como A é minimal, ¢y gera A. Assim, para cada z € A distinto, xc é um elemento
distinto de W. Existem (29)*" tais elementos. Assim, cada elemento de W deve ser
desta forma, e cada elemento nao nulo de W tem uma primeira M-upla nao nula.
Entretanto, supondo que z = ag + aja + apa® + ... + ap a1 e ¢ = By + Proa +
Baoa® + ... + Bar—1)0a™ ™ + Borb + Sraab + ... + Bau—1a™ b+ .+ Bov_n)bV Tt +
Biv—nab™t+ 4 Bou—1yv—na BN temos:

be = Boob + Broa’™ + Booa® b+ ... + 5(M—1)OGR(M_1)5 + Bob” + Br1a™ 0 + ...+

+B0r-na™™ V0 4+ B @™ NV 4 By e + o+ By nya™ M.
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Reorganizando estes fatores de acordo com a ordem da base (os elementos de G) e
utilizando a notagao definida na pagina 69, temos

be = ben_1|begl...|ben —o = 0|bcg]...|ben o € W.

Isto contradiz a conclusao prévia que a primeira M-upla de um elemento em W ser
0 somente quando o elemento for 0.

Portanto, a suposicao de que cy_; = 0 é falsa.
[ |

Usaremos Avg(€) para indicar a média aritmética dos pesos das palavras nao
nulas do cédigo linear €. Claramente, a distancia minima de qualquer codigo-bloco
linear €, d,;;,(€), deve estar limitada por [Avg(€)] acima.

Agora, limitamos a distancia minima de certos cédigos minimais a esquerda usan-
do a média aritmética do peso das palavras nao nulas de cédigos ciclicos associados
e a distancia minima destes codigos ciclicos. Para limitarmos esta distancia minima
precisaremos da seguinte observacao.

Observagao 3.5.2 Sejac = 600610620-‘-B(M—I)O|ﬁOlﬁl2mﬂ(M—1)1"-'|50(N—1)61(N—1)m
Bvi-1)(n-1) = colc1|...|en—1 uma palavra nao nula de um codigo C.

Assim,
ac = Bi-1y0L00510020---Bvi—2)0! Biar—1)1801 Biz---Bar—21 || B —1y(v—1) Bo(n—1) Brv—1)
Bar—2yv-1)
a’c = ﬂ(M72)Oﬁ(M71)0600610-~~5(M73)0|5(M72)16(M71)1601-~~5(M73)1|---|ﬁ(M72)(N71)
Bovr—nyv—1)Bon=1)---Bm—3y(n=1)

alc = ﬁ(M—j)O‘~6(M—1)0600ﬁ10'-'ﬁ[M—(j—H)]Olﬁ(M—j)l-‘-ﬁ(M—l)lﬁOIu-ﬁ[M—(j—H)}l|m|
Bv—j(N-1)---Bor—1y(v-1)Bo(v—-1)---Bpvr—(j+1)(v—1), para todo 1 < j < M — 1.

Logo multiplicar qualquer poténcia de a por uma palavra de um codigo permuta
os coeficientes dos N-blocos desta palavra.

Agora, como em um grupo metaciclico dado por (2.3) temos ba = a'b, multiplicar
qualquer poténcia de b por uma palavra nao nula de um codigo significa que temos
uma permutacao ciclica dos N-blocos de cada palavra do codigo, ou seja,
bc = CN_1|00|01|...|CN_2
b2C = CN_Q‘CN_]_|CO|...|CN_3

be = en—i|...|co|-..|en—@+1), para todo 1 <t < N —1.
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Exemplo 3.5.3 Considere o cddigo central minimal €3 = (x3) do Exemplo 3.4.12.
Seja ¢ = 011011011|0w?w?0w?w?*0w?w?|0wwlwwlww uma palavra do cédigo €3. Dai
temos:

ac = 101101101 |w?0w?w?0w?w?0w?|wiwwiwwiw,

a’c = 110110110|w?w?*0w?w? 0w?w?0|wwiwwlwwO,

be = Owwlwwlww|011011011|0w?w?0w?w?0w?w? e

Ve = Oww? 0w’ w?0w?w?|0wwlwwlww|011011011.

Teorema 3.5.4 Seja € um codigo central minimal em FG de grau N com cddigo
ciclico associado A minimal a esquerda em €, entao

Ndmin(A) < dpmin(W) < [N - Avg(A)],

onde Avg(A) é a média aritmética dos pesos das palavras nao nulas em A.

Prova: O limite inferior de d,,;,,(W) segue diretamente do Lema 3.5.1.

Pelo Teorema 3.4.21, W tem dimensdao kN. Listamos todas as (29)kV palavras
nao nulas de YW como:

1 = 011‘012|--~|01N
Co = 021|022|-~|02N
Ch = Ch1|Ch2|-.-|ChN

onde h = (29)kN — 1.

O Lema 3.5.1 nos diz que para uma palavra nao nula em W, todas os N-blocos
sao nao nulos, ou seja, para todo i, 1 < ¢ < h, ¢;; # 0 para todo j,1 < j < N.
Além disso, a diferenga ¢; — ¢; € W para todos 4,7, 1 < 4,57 < N, pois W é um
codigo. Assim, pelo Lema 3.5.1, para todo f, 1 < f < N, ¢;5 # c¢jy.

Seja A' = {¢;; : 1 < i < h} o conjunto de todas a primeiras M-uplas das
palavras nao nulas de WW. Para todo f, 1 < f < h, conjunto de todas as f-ésimas
M-uplas A" = {¢;; : 1 <i < h} éigual a A'. De fato:

Note que paracadal < s < M—1,{a’°c; : j=1,...,h} ={¢;: j=1,..,h} =W*
e para cada 1 <t < N —1, {bl¢; : j = 1,...,h} = W*, ou seja, multiplicar o
conjunto {¢; : j = 1,...,h} por algum elemento da algebra de grupo FG, permuta
estes elementos entre si.

Pela observacao acima, temos a’ A’ = A!, pois multiplicando todas as palavras
nao nulas de um cédigo com qualquer poténcia de a héd uma permutacao entre os
coeficientes de cada bloco das palavras e também pelo fato que ¢;r # c;¢, para todo

f.
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Temos também que

dlf = bN_f_HCl = le‘cl—f—H|-'-|ClN’011"--‘le—1
dgf = bN_f+102 = sz‘627f+1|...|CQN’621’...‘02J0,1
dhf = bN_f+1Ch = Ch,f‘ch—f-l-l"-'|ChN|Ch1|~-“Chf—1

Mas, {dlf, dgf, ey dhf} = {Cl, Co, ..., Ch} =W 1ASSiIH7 bN_f+1W* =W
Logo mostramos que bV /T1 A! = A/, Portanto, A/ = Al

Seja w; o numero de palavras de peso i. Se W tem distribuicao de peso
. . . o~ ’ / ! ~
W0, Wi, ..., Wyn € A tem distribui¢ao de peso w,, wy, ..., w,,, entao

MN M

. / .
E WZ'~Z:NE w, -1,
i=1 i=1

onde h = (27)FN — 1.
Assim, Avg(W) = Avg(A). Dal dpir (W) < Avg(W) < N - Avg(A).
]

Lema 3.5.5 Se todas as palavras de um codigo linear C de comprimento n e di-
mensao k sobre um corpo F de q elementos sao organizadas como linhas de uma
matriz ¢* x n de modo que nenhuma coluna da matriz é nula, entdo cada elemento
do corpo F aparece ¢*~' vezes em cada coluna.

Prova: Com j fixado, considere W = {z = (21, %2, ..., 2j-1,0,Tj11, ..., T,) : © € C}
o conjunto de todas as palavras do codigo C que possuem a j-ésima entrada nula.
Afirmamos que W é um subespago vetorial de C. De fato:
e W # 0, pois a palavra (0,0,...,0,0,0,...,0) € C, j& que 0 estd na j-ésima
posicao.

e Sejam z,y € C. Dai v = (21,22, ..., 21,0, Zj11, ..., Tn) € Yy = (Y1, Y2, .-, Yj—1, 0,
Yjt1s -y Yn). Assim,

T4y = (v +y, T2+ Y2, Tt +Yi—1,0, Tj1 + Y1y oo T+ Yn)
e, portanto, x +y € C.
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e Sejam z € F e v = (21,22, ...,2j-1,0, 241, ..., x,). Dai
2 = (2:%1, 2%, oo, 2201, 20, 2:Tjp1, . 2:Ty) = (221, 222, ..., 2251, 0, 23541,
<ey 22y). Portanto, z -z € C.

Considere as classes laterais de W em C, ou seja, y+W = (y1, y2, ..., Yi—1, Y5, Yj+1,
oy Yn) + W, onde y € C.

Se F, = {0,a1,as,...,a5-1}, entdo podemos tomar como representantes das
classes laterais distintas de W em C os elementos: (0,0, ...,0)ea; = (0, ..., a;,0, ..., 0),
com a; na posicao j, para cada 1 <7 < q— 1.

Como as classes laterais sao disjuntas e sua uniao nos fornece o cédigo todo,
temos:

C=WU(@+W)U(@a+W)U..U (@, +W).

Pelo Teorema de Lagrange, as classes laterais sao equipotentes, assim:

ICl = W]+ [(a + W)+ [(@z + W) + ... + [(@g—1 + W)| = ¢[W].

Por outro lado, |C| = ¢*. Portanto, |W| = ¢*~!. E assim, segue o resultado.

Lema 3.5.6 Considerando as hipoteses do Lema 3.5.5, a soma de todos os pesos
das palavras do cédigo C é n(q — 1)g* .

1 vezes em cada

Prova: Pelo Lema 3.5.5, cada elemento do corpo F aparece ¢~

coluna. Para calcular o peso de uma palavra, descartamos as ¢°~! vezes em que
o 0 aparece em cada coluna. Assim, temos ¢ — 1 elementos nao nulos do corpo
que aparecem ¢*~! vezes em cada coluna. Como a matriz formada pelas palavras

do codigo C possui n colunas, a soma de todos os pesos das palavras do codigo é
n(g —1)g*".

Como qualquer codigo-bloco € de comprimento n e dimensao k sobre um corpo

F = Foq possui 27" — 1 elementos com peso nao nulo, pelos Lemas 3.5.5 e 3.5.6,

n- (27 —1)(29)k1
2¢" — 1

concluimos que a Avg(€) = . Assim, os limites do Teorema 3.5.4

podem ser reescritos.
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Corolario 3.5.7 Seja € um codigo central minimal em FouG de grau N com di-
mensdo kN? e cédigo ciclico associado A minimal em FZy;. Se W € um cédigo
minimal a esquerda em €, entdao

(20— 1)(20)N !
2¢*Y 1

O limite inferior da distancia minima é sempre alcancado por um cédigo mini-
mal a esquerda que é uma repeticao do cédigo ciclico associado. Um tal cédigo é

combinatorialmente equivalente ao cédigo abeliano A ® €, onde € é o cédigo uni-
N-1

dimensional em FZy gerado por g b". Muitos cédigos minimais a esquerda sao

i=0
equivalentes a cédigos nao abelianos e excedem este limite inferior.

O limite superior da distancia minima é muito bom, ja que frequentemente ultra-
passa a distancia minima do melhor cédigo linear encontrado para um comprimento
e uma dimensao comparaveis. Claro que nao temos a garantia de que um cédigo
minimal a esquerda com tal distancia minima exista. Na pratica, entretanto, encon-
tramos codigos com distancias minimas que satisfazem o limite superior. Em alguns
casos, o codigo tem distancia minima que é igual ao melhor codigo-bloco linear de
comprimento e dimensao comparaveis.

Observacao 3.5.8 Nos prozimos exemplos, utilizamos o Sistema Octal para sim-
plificar a apresentacao dos geradores dos codigos minimais a esquerda em FG. As-
sim, apresentamos agora a conversao do Sistema Bindrio para o Sistema Octal e
vice-versa.

Para realizar a conversao do Sistema Bindrio para o Octal, separamos o nimero
bindrio em grupos de trés em trés digitos a partir da direita. Depois fazemos a
divisao do niumero formado em cada grupo por 8, e o numero octal encontrado € o
resto desta divisao. Caso o ultimo grupo nao tenha trés digitos, chegamos a este
valor completando o grupo com zeros a esquerda.

Exemplo 3.5.9 O numero bindrio 100111 € transformado em 47 no Sistema Octal,
pois 100 tem resto 4 na divisao por 8 e 111 tem resto 7 na divisao por 8.

Para realizar a conversao do Sistema Octal para o Bindrio, basta converter cada
digito do nimero em octal no seu correspondente bindrio.

Exemplo 3.5.10 O nudmero octal 76 € transformado em 111110 no Sistema Bindrio,
pois 7 corresponde a 111 no Sistema Bindrio e 6 corresponde a 110 no Sistema
Bindrio.
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No préximo exemplo mostramos uma aplicacao do Teorema 3.5.4 e descrevemos
alguns geradores dos c6digos minimais a esquerda em duas algebras de grupo.

Exemplo 3.5.11 1. Em FyG(9,3,4) considere o cddigo central minimal € com
cddigo ciclico associado A = (000100100), din(A) =2 e Avg(A) = 4,57.

Se W C € é um cédigo minimal o esquerda de C, entao 3 -2 < dpim(W) <
[3-4,57], isto €, 6 < dpi(W) < 13. Com geradores apresentados no Sistema Octal,
temos:

a) O cédigo Wy = (044]044|044) ; tem distancia minima 6 e é combinatorial-
mente equivalente a repeticao de A (3 vezes). De fato, para provar que a distincia
minima de Wy € 6, observamos primeiro que a distancia minima de A € 2.

Como A = {(a®+ a%; e w(a®+ a®) =2, temos w(A) < w(a® + a®) = 2.

Agora, todo elemento do cédigo ciclico A é dado por:

G = (z:aa) (a® + a°)

= (ap + ara + aza’® + aza® + aua’ + asa® + aga® + aza” + aga®)(a® + a)

= a0a3 + a1a4 + 01261,5 + a3a6 + a4a7 + a5a8 + ag + ara + a8a2 + a0a6 + a1a7 -+
O!QCLS + a3 + oqa + oz5a2 + a6a3 + Oz7a4 + a8a5

= (as + ag) + (a7 + ag)a + (ag + as)a® + (g + ag)a® + (a1 + ar)a* + (ag +
ag)a’® + (az + a)a’ + (o + a1)a” + (a5 + ag)a®.

Como w(A) < w(a®*+a®) =2, devemos ter w(A) =1 ouw(A) =2. Sew(A) =1,
entao deve existir um elemento de A que tenha um unico coeficiente nao nulo.

Observemos que os coeficientes destes elementos sao somas de coeficientes com
indices distintos e cada «; aparece somente em dois coeficientes de (3.

Por causa desta observacdo podemos supor, sem perda de generalidade, que
az + ag € este coeficiente nao nulo. Como estamos sobre Fy, a3 = 1 e ag = 0
ouas =0 eaz=1.

Seas =1 eag =0, entdo o coeficiente de a® também serd nao nulo, o que é
uma contradi¢ao com a hipdtese de que w(A) = 1.

Seas =0 eag = 1, entdo o coeficiente de a® também serd nao nulo, o que é
uma contradi¢ao com a hipdtese de que w(A) = 1.

Portanto, w(A) = dpin(A) = 2.
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Uma palavra no codigo minimal a esquerda W, é da forma:

2

2 8 3
o <ZZ%‘W) (@ +a’)(1+b+0) = (Zzaijaibj>(1+b+62)(a3+a6),
7=0 =0 7=0 =0
pois (a® +a®)(1 +b+b%) = (1 +b+°)(a* + ).

2 8
Primeiro escrevemos o elemento u = (Z Z aijaibj) (1+b+ bz) da sequinte

=0 i=0

u = Z ozijaibj + Z aijaibjﬂ + Z Oéijaibj+2 =

= {(Ckoo + o1 + a02) + (Oélo + a9 + all)a + (0620 + Qa9 + a21)a2+

maneira:

+(0630 + Q39 -+ &31)&3 + (a40 + Qg + &41)&4 -+ (Oé50 + (6%} + a51)a5+
+(Oéﬁo + g2 -+ Oéﬁl)a6 + (0470 -+ (0%} + oz71)a7 + (Oégo + ago -+ Oégl)(l8}b0
+{(co1 + o + ) + (a1 + 1o + a2)a + (o1 + azg + ag)a’+
+(az1 + aso + az)a® + (a1 + o + auz)a’ + (s + azo + ass)a’+
+(C¥61 + Qg0 + (162)616 + (a71 -+ aro + 0172)(17 + (Oég1 + agp + 0482)(18}b1+
+{(C¥02 + o1 + Oéo(]) + (0612 + a1 + Oélo)a -+ (0622 + o1 + Oégo)a2+
+(ase + azi + az0)a® + (cuz + aur + ag)a® + (s + a1 + azo)a’+
+(ag2 + a1 + o) a’ + (aza + am + ao)a’ + (as2 + g1 + agg)a® }b7.

E observamos que os trés blocos de coeficientes deste elemento que acompanham
b0, bl e b%, respectivamente, sao iquais. Assim, para calcularmos o peso deste ele-
mento € suficiente verificarmos o que acontece com o primeiro bloco de coeficientes
quando multiplicamos por a® + a®. Fazendo d = {(cgo + o1 + aga) + (10 + g +

all)a + (O./QQ + 99 + 0421)&2 + (Oég() + 39 + CV31)Q3 + (0440 + 42 + a41)a4 + (a50 + Q52 +
as1)a’ + (g0 + ez + g1 )al + (amg + aga + arp)a” + (g + age + gt )a® o0, obtemos:

Y = d(a®+a®) = (a0 + 2+ g1 + g0+ go + 1) + (0 + g + gy 4 g+ aan +
a41)a—|—(agg+a82+a81+a50+a52+a51)a2+(a00+a01+a02+0460+0461—|—a62)a3+(0410+
06124—0611—|—Oé70—|—0672—|—0671)CL4+(0420"‘0522"‘0521+0580+0581+0582)G5+(0630+0632+0631+0600+
a1 +g2)al + (o + aup + aur +asg+ara+aqr )a’ + (st s+ st + Qo+ o+ as ) ab.

Note que cada soma (oo + iz +ay3) aparece somente duas vezes como parcela de
coeficiente em Y , similarmente ao que aconteceu no caso do elemento B do codigo
ciclico. Este fato se repete nos trés blocos de coeficientes. Isto nao € surpresa, uma
vez que Wi € combinatorialmente equivalente a trés copias de A. Assim, sendo
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em Y se um coeficiente for nao nulo , pelo menos mais um de Sseus coeficientes
serd nao nulo. Logo Y tem peso maior ou igual a 2 e como este fato se repete
nos outros dois blocos, o peso de v serd pelo menos 6. Dai w(W;) > 6, mas como

wWr) < w((044]044]044)¢) = 6, concluimos que w(Wy) = 6, ou seja, dpin(W1) = 6.
b) O codigo Wy = (264|572|716); tem distancia minima 12.

2. Em FyG(11,5,3) considere o cddigo central minimal € com cddigo ciclico
associado A = (01111111111), dypin(A) =2 e Avg(A) = 5,5.

SeW C €, entdo 5-2 < dpin(W) < [5-5,5], isto é, 10 < dppin( W) < 27. Com
geradores apresentados no Sistema Octal, temos:

a)O codigo Wy, = (1TTT|11777|11777|11777|11777) 2 tem distancia minima 10 e é
combinatorialmente equivalente a repeticio de A.

b) O cidigo Wy = (1777|0404|0305|2362|3314) . tem distancia minima 20 e é
combinatorialmente equivalente a um codigo nao abeliano de comprimento 55.

3.6 (Cdbdigos Diedrais e Quatérnios Minimais

Nesta secao consideramos dois grupos metaciclicos: os diedrais de ordem 2n,
que tém a apresentacao dada por

D, = {a,b:a" =b*>=1, bab=a"")
e os quatérnios generalizados de ordem 4n, que tém a seguinte apresentagao
Qn="{(a,b:a*=1,b"=a", b 'ab=a""),
onde n > 2. Quando n = 2, )5 é dito simplesmente o grupo dos quatérnios.

Como estes grupos possuem ordem par, eles nao satisfazem as hipdteses dos re-
sultados apresentados nas secoes anteriores. Assim, para descrever os idempotentes
centrais primitivos geradores dos codigos diedrais minimais e dos coédigos quatérnios
minimais, devem ser aplicadas outras técnicas. Na tese de doutorado de Flaviana
Dutra [9], sob algumas hipéGteses sobre a caracteristica do corpo, é exibida uma
técnica para se descrever esses idempotentes.

Primeiramente, Dutra observa que o nimero de componentes simples da algebra
semissimples F,D,, ¢ maior ou igual ao nimero de componentes simples da dlgebra
de grupo racional QD,,. O teorema principal da tese de Dutra, determina para
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quais valores de n o conjunto de idempotentes centrais primitivos pode ser obtido
de maneira natural, ou seja, sob que condicoes F,D,, e QD,, tém o mesmo nimero
de componentes simples e, nestes casos, descreve os idempotentes que sao dados
pelas mesmas formulas de QD,,, exceto pelo fato que os coeficientes sao tomados
como elementos de F, no lugar de Q. Para provar esse teorema, Dutra utilizou os
resultados de Ferraz e Milies em [18], citados na secao 3.3 e outras propriedades
inerentes ao grupo diedral.

Para estudar os cédigos quatérnios minimais, Dutra utiliza a decomposicao de
Wedderburn da algebra de grupo racional Q@),, do grupo dos quatérnios generaliza-
dos para estabelecer em que condigoes a dlgebra semissimples F,(Q),, tem o mesmo
nimero de componentes simples que tal algebra racional, restrita ao caso n = 2™.
Isto é feito de duas maneiras diferentes. Primeiramente, Dutra compara as de-
composigoes de F,Q),, e F, D, e depois utiliza o método de contagem de Ferraz
estabelecido em [17].

Para os codigos diedrais minimais e para os casos de codigos quatérnios mini-
mais apresentados em sua tese, Dutra determina as bases do cédigo e calcula suas
dimensoes e distancias minimas, utilizando muitas propriedades da estrutura dos
referidos grupos e seus subgrupos.

3.7 Consideracoes Finais

Na busca por melhores cddigos, estudamos o caso dos coédigos metaciclicos da
algebra de grupo do grupo metaciclico nao abeliano de ordem impar apresentado
em (2.3) sobre um corpo de caracteristica 2, ja que os cddigos lineares, ciclicos e
abelianos ja sao conhecidos. Observamos que os codigos metaciclicos centrais eram
combinatorialmente equivalentes aos cddigos abelianos. Procuramos entao encontrar
cédigos metaciclicos que nao tivessem essa equivaléncia. Assim, observamos que os
cédigos metaciclicos a esquerda (unilaterais) possuiam distancia minima maiores
que os codigos abelianos de dimensao e comprimento comparaveis.

Outras técnicas para encontrar melhores cédigos metaciclicos foram apresentadas
por Dutra em sua tese de doutorado [9], para os grupos metaciclicos diedrais e
quatérnios e Piret em [15] estudou c6digos quase-ciclicos com geradores da forma
d|cq|...]c, onde d é o gerador idempotente de um cédigo ciclico em FZ), e, para
todo 7, ¢; é uma palavra de tal codigo. Em varios casos, os cédigos quase-ciclicos
estudados eram de fato cédigos metaciclicos.

A tabela a seguir lista varios dos melhores cédigos metaciclicos encontrados.
A dltima coluna, as melhores d,;,, foram descritas em [1]. Estao incluidos vérios
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cbdigos de comprimento par cujos geradores foram identificados usando técnicas
similares mas nao idénticas as descritas acima.

N k G Gerador(octal) dmin  Melhor do,in
14 6 (7,2,6) 164[113 4 5
14 7 (7,2,6) 013|064 4 4
(cédigo  anterior  aumentado)
21 6 (7,3,2) 072|072|047 8 8
27 6 (9,3, 4) 356|055|365 12 12
27 8 (9,3,4) 275|456|654 10 10
127 19 (9,3,4) dual do cédigo anterior 4 4
55 10 (11,5,3) 0033|2026]1224|0305]0603 20 23
55 11 (11,5,3) 3710|1751|2553|3475|3174 20 22
(c6digo  anterior  aumentado)
55 20 (11,5,3) 0363|1001|3514|2031|1147 16 16
55 45 (11,5,3) 2350(3027|2730(2334|1744 4 4
63 3 (21,3,4) 3164723|2351647|7235164 36 36
63 12 (21,3,4) 2607663|2143455|3575316 24 24
93 15 (31,3,5) 13410237634]10702646457|17335771337 32 36
93 16 (31,3,5) 04367540143|07075131320|00442006440 32 34
(c6digo  anterior  aumentado)
93 7 (31,3,5) dual do cédigo anterior 6 6
110 10 (11,10,7)  1777]0126]0402|2272|1205|3342|0776/|3063|0716/1576 48 49
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