UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
INSTITUTO DE FISICA DE SAO CARLOS

MARIANA MIEKO ODASHIMA

Andlise e aplicacdo
do limite de Lieb-Oxford

na teoria do funcional da densidade

Sao Carlos
2010



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.






MARIANA MIEKO ODASHIMA

Andlise e aplicacdo
do limite de Lieb-Oxford

na teoria do funcional da densidade

Tese de Doutorado apresentada ao Programa de
Pés-Graduacio em Fisica do Instituto de Fisica
de Sio Carlos da Universidade de Sio Paulo,

para obtengio do titulo de Doutor em Ciéncias.
Area de concentracio: Fisica Bdsica

Orientador: Prof. Dr. Klaus Capelle

Sao Carlos
2010



AUTORIZO A REPRODUCAO E DIVULGACAO TOTAL OU PARCIAL DESTE
TRABALHO, POR QUALQUER MEIO CONVENCIONAL OU ELETRONICO,
PARA FINS DE ESTUDO E PESQUISA, DESDE QUE CITADA A FONTE.

Ficha catalografica elaborada pelo Servico de Biblioteca e Informacdo IFSC/USP

Odashima, Mariana Mieko

Andlise e aplicacido do limite de Lieb-Oxford na teoria do
funcional da densidade. / Mariana Mieko Odashima; orientador
Klaus Werner Capelle — S3o Carlos, 2010.

184 p.

Tese (Doutorado — Programa de Pds-graduacdo em Fisica
- Area de concentracdo: Fisica Basica) - Instituto de Fisica de Sdo
Carlos da Universidade de S3o Paulo.

1. Teoria do funcional da densidade. 2. Energia de troca e
correlacdo. 3. Construcdo de funcionais da densidade. |. Titulo.




FOLHA DE APROVAGAO

Mariana Mieko Odashima
Tese apresentada ao Instituto de Fisica de
Sao Carlos da Universidade de Sao Paulo
para obtengao do titulo de Doutor em
Ciéncias.
Area de Concentragao: Fisica Basica.
Aprovado(a) em: 08,06.2010

Comissao Julgadora

Prof(a). Dr(a). Antonio Carlos Pedroza

Instituicao; UnB Assinatura

Prof(a). Dr(a). Mauricio Domingues Coutinho Neto

Instituicso: UFABC Assinatura /(, s &~

.l/'
Prof(a). Dr(a). Alberico Borges Ferreira da Silv. (‘ %
- f L
Instituigao: IQASC/USP Assinatura ‘ﬂ) F ﬂﬂ A ﬂ

Prof(a). Dr(a). Marilia Junqueira Caldas . : i

W= r %

Instituicao: IF/USP Assinatura : R\ .
/

Prof(a). Dr(a). Klaus Werner Capelle

Instituicdo: UFABC Assinatu







Agradecimentos

Muitas pessoas colaboraram na realizagio deste doutorado, algumas de forma técnica, ou-
tras de maneira pessoal. Nenhuma lista de agradecimentos é completa, de certo ndo constam nomes
de tantos outros amigos aos quais também sou grata... Aos que seguem abaixo, deixo um singelo

agradecimento por extenso. A todos, deixo um forte abrago.

Aos meus pais Elza e Newton, e 2 minha familia, pela imensa compreensio e incen-

tivo.

Ao meu orientador Prof. Klaus Capelle, pela oportunidade de realizar este trabalho,

e pela excelente orientagio, sempre presente e atento a minha formagio.

A Fundacio do Amparo & Pesquisa do Estado de Séo Paulo (FAPESP) e aos nossos con-

tribuintes, que possibilitaram esta pesquisa.

Aos meus amigos, pelo companheirismo, pelas discussdes bem-humoradas, atos de
incentivo e enorme paciéncia. Cada passo e cada conquista minha sio muito devido a eles.
Aos queridos Gerson Ferreira Jr., Monica Caracanhas, Guilberme Prata, Carlos Brasil, Grace
Cardoso, Angelo Faceto e Fabiano Souza, que compartilharam esta jornada, sempre ouvindo
minhas experiéncias, idéias e angustias. Também agradego o apoio e carinho dos amigos Kar-
licio Castello-Branco, Marco Hachiya, Gustavo Vilaga, Poliana Penteado, Cris Ligo, Marcos Fe-
lipe Sampaio, Jonathas Siqueira, Bruno Fonseca, André Barbieri, Caio Assung¢io, Ruben Estrada,
Paulino Villas-Boas, Carlos Eduardo Mota, Jeremibas Caruso, Ismael Infante, Lilian Fontes, Lu-
cimara Scaduto, Rita Papa, Rita dos Anjos, Gabriela Seco, Adriana Ibaldo, Regina Estevam, Luis
Borrero, Daniel Vieira, Ednilsom Orestes, Daniel Luiz Silva, Kilvia Mayre, Stela Miiller, Jorge
Seman, Rodrigo Shiozaki, Arthur Ferreiva, Maria Rejane Moreira, Guilherme Favaro, Filipe Sam-

marco, Renato Pimentel, Jorge Kondo, Gabriel Luchini, Paulo Moriya e Rodrigo Veiga.

Aos ex-colegas Henrique Freire, Vivaldo Campo, Flavia Rosselli e Ednilsom Orestes,

que colaboraram muito na minha formago no grupo.

Aos professores do grupo de fisica tedrica: Valter Libero, José Carlos Egues e Luiz Nu-

nes, que a cada aula e seminario contribuiram para meu crescimento como doutoranda.



Ao meu colaborador Prof. Sam Trickey, que me recebeu como visitante na Univer-
sidade da Florida, pela experiéncia formidavel, e aos queridos colegas do Quantum Theory

Project (QTP).
A nossa secretaria Maria Cristina Vieira Ligo, por sua competéncia e dedicagio.

Ao Servigo de Pés-Graduacio do IFSC e o Servico de Biblioteca e Informagio Prof.
Berhard Gross.

A comunidade OpenSource, que fornece suporte gratuito para o uso de ferramentas

como Gnuplot, Bash, TEX e ao Linux, imprescindiveis para a realizagdo deste trabalho.

A Universidade de Sio Paulo, escola que vive no meu coragio, e ao Instituto de Fisica

de Sdo Carlos, pelos servigos prestados e seu exemplo de exceléncia em suas atividades.

Muito obrigada!

Este trabalho foi financiado pela FAPESP.



Ando a procura de espago
para o desenho da vida.
Em nitmeros me embarago

e perco sempre a medida.

Cecilia Meireles






Resumo

ODASHIMA, M. M. Analise e aplicacio do limite de Lieb-Oxford na teoria do funcional
da densidade. 2010. 184p. Tese (Doutorado) - Instituto de Fisica de S3o Carlos, Universidade
de Sdo Paulo, Sdo Carlos, 2010.

Simulagdes de propriedades de estrutura eletronica possuem fundamental importancia para
a fisica do estado sdlido e quimica quantica. A teoria do funcional da densidade (DFT) é
atualmente o método de estrutura eletronica mais empregado, desde escalas atomicas e na-
noscopicas até aglomerados biomoleculares. A acuracia da DFT depende essencialmente de
aproximagdes para os efeitos de troca e correlagdo, para as quais existem vinculos a serem
satisfeitos como forma de controlar sua construgio. Esse ¢ um topico de grande importan-
cia, pois a construgio de melhores funcionais é necessaria para uma descrigio cada vez mais
precisa dos efeitos de muitos corpos na DFT. No presente trabalho, investigamos o compor-
tamento da energia de troca e correlagdo e o desenvolvimento de funcionais aproximados sob
a 4tica de um vinculo universal de sistemas de interagio Coulombiana, o limite inferior de
Lieb-Oxford. Primeiramente apresentamos evidéncias de que em diversas classes de sistemas a
energia de troca e correlagio é distante do limite de Lieb-Oxford. A redugio do limite fo1 im-
plementada nos funcionais Perdew-Burke-Erzenhof (PBE), porém a forma com que o vinculo
¢ implementado apenas aumentou a energia de troca. Propusemos em seguida que o limite de
Lieb-Oxford nio fosse utilizado apenas para determinar o valor de um parametro, como em
PBE, mas que fosse ponto-de-partida de uma nova forma familia de funcionais, do tipo hiper-
GGA. Exploramos uma construgio nio-empirica, com implementagio pos-autoconsistente.
A particular forma proposta se beneficiou da redugio do limite Lieb-Oxford, obtendo resul-

tados satisfatorios para as energias de correlagio.

Palavras-chave: teoria do funcional da densidade, energia de troca e correlagio, construcio de

funcionais da densidade.






Abstract

ODASHIMA, M. M. Analysis and application of the Lieb-Oxford bound in density-functional
theory. 2010. 184p. Thesis (Doctorate) - Instituto de Fisica de S3o Carlos, Universidade de
S3o Paulo, S3o Carlos, 2010.

Electronic-structure calculations play a fundamental role in solid-state physics and quan-
tum chemistry. Density-functional theory (DFT) is today the most-widely used electronic-
structure method, from atomic and nanoscopic scales to biomolecular aggregates. The accu-
racy of DFT depends essentially on approximations to the exchange and correlation energy,
which are controlled by exact constraints. This is a very important issue, since the impro-
vement of functionals is the key to a better description of many-body effects. In the pre-
sent work, we investigate the exchange-correlation energy and approximate functionals from
the viewpoint of an universal constraint on interacting Coulomb systems: the Lieb-Oxford
lower bound. Initially we present evidence that for several classes of systems (atoms, ions,
molecules and solids), the actual exchange-correlation energies are far from the Lieb-Oxford
lower bound. A tighter form of this bound was conjectured; implemented in the Perdew-
Burke-Erzenhof (PBE) functionals, and tested for atoms, molecules and solids. Finally, we
propose to use the Lieb-Oxford bound not just to fix the value of a parameter as in PBE,
but as a starting point for a new family of hyper-GGA functionals. For these, we explored
a non-empirical construction, investigating its performance for atoms and small molecules
post-selfconsistently. The particular HGGA proposed benefited from the tightening of the

Lieb-Oxford bound and exhibited satisfactory correlation energies.

Keywords: density-functional theory, exchange-correlation energy, density-functional development
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1 Introducao

Desde o desenvolvimento da teoria de Thomas-Fermi-Dirac (1-3) para o gas de elé-
trons no inicio da Mecanica Quantica, funcionais da densidade concretizam um tratamento
quantico com base na densidade n(r), diferentemente de métodos que tratam da fungio de
onda de N particulas ¥(ry, ra, ..., ry). Trinta anos depois, Kohn e colaboradores deduziram
a base do formalismo da Teoria do Funcional da Densidade (DFT) (4, 5), provando ser uni-
voca a relagio entre a densidade do estado fundamental e a fun¢do de onda ¥. Imediatamente
os funcionais adquiriram um papel mais abrangente e ambicioso, pois a simples densidade de
carga seria capaz de descrever toda a fisica do sistema, e com custo computacional reduzido,
visto que a densidade escala mais lentamente com o niimero de particulas do que a fungio de

onda completa.

Ja na demonstragio do teorema de Hohenberg e Kohn (4), seguida pelos primeiros
calculos Kohn-Sham (5) com a aproximagio da densidade local, a DFT revelou-se uma fer-
ramenta util e poderosa. A demanda por resultados cada vez mais precisos popularizou o
método com tamanha intensidade que os artigos originais da DFT sdo os mais citados da his-
toria dos periddicos do Physical Review (6) e da American Chemical Society (7). No entanto,
a construgio de funcionais universais permanece um desafio devido a natural complexidade
dos efeitos de muitos corpos. Embora as interag3es entre elétrons sejam via forgas de Cou-
lomb, a movimentagio correlacionada dos elétrons é capaz de tantos fendmenos fantasticos
(e.g., ligagBes quimicas, interagbes de dispersio, magnetismo, supercondutividade) que parece

impossivel reproduzir tudo isso com um tnico funcional.

Os chamados efeitos indiretos de Coulomb abrangem tanto a denominada troca, que
decorre do Principio de Exclusio de Pauli, quanto a denominada correlacio, que abrange efei-
tos adicionais da repulsio mutua entre os elétrons, como efeitos dinamicos, multireferéncia,

de longo alcance, ou seja, que vdo além de um determinante de Slater. A repulsio de Pauli
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decorre do fato da fung¢io de onda de férmions ser antissimétrica sob troca de duas particulas.

Em 1931, Paul Ehrenfest escreveu ao proprio Wolfgang Pauli sobre o Principio de Exclusio

(8):

We take up a piece of metal. Or a stone. A little thought will make us wonder
why this quantity of matter does not occupy far less space. Certainly, the mole-
cules are very closely packed. And so are the atoms in the molecule. -All right-
But why are the atoms themselves as thick as they are? (...) Answer: Only the
Pauli principle: “No two electrons in the same quantumstate."Therefore the
atoms so unnecessarily thick: Therefore the stone, the piece of metal, etc. so

voluminous.

Os efeitos indiretos de Coulomb sio responsaveis também pela estabilidade da maté-
ria comum, seja em forma de atomos, moléculas, bulk, ou superficies. A prova da estabilidade
da matéria teve inicio junto a mecanica quantica, na descri¢io do atomo de hidrogénio. Para
sistemas com mais atomos e elétrons, esse desenvolvimento atravessou o século XX, marcado
pela prova notavel de Dyson e Lenard (9, 10), e culminou nos trabalhos de Lieb, na década de
70 e 80, que se baseia na teoria de Thomas-Fermi (1, 2). A prova de Lieb emprega desigualda-
des que implicam em limiares para a energia cinética, conhecido como limite de Lieb-Thirring
(11), e para a energia indireta de Coulomb, conhecido como limite inferior de Lieb-Oxford
(12, 13). O limite de Lieb-Oxford diz respeito aos efeitos de troca e correlagdo, justamente o

termo que movimenta a DFT Kohn-Sham (5).

Funcionais aproximados de troca e correlagio passaram a obedecer explicitamente o
limite inferior de Lieb-Oxford na década de 90, com o desenvolvimento de funcionais semi-
locais sem parametros empiricos que reproduzem determinadas propriedades do liquido de
elétrons. O limite de Lieb-Oxford, no entanto, é uma propriedade universal de sistemas
de interagdio Coulombiana. Sua forma funcional coincidentemente é a mesma do funcio-

4/3 (3). A constante multiplicativa foi obtida

nal de troca de Dirac (1929), proporcional a n
inicialmente por Lieb (12), C;, = 8.52, e revista por Lieb e Oxford (13), que obtiveram

Cro = 1.68. Lieb conjectura (12) que o valor otimizado deve ser muito proximo da constante
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do funcional de Dirac, A, = 0.7386, porém otimizag3es numéricas recentes (14) alcangaram
Con = 1.6354. Visto que funcionais importantes foram construidos considerando-se o valor

C'Lo, a sofisticagdo deste vinculo certamente afetaria o desempenho desses funcionais.

Neste trabalho investigamos a construgdo de funcionais da densidade, assim como
a propria energia de troca e correlagdo, sob a perspectiva do limite de Lieb-Oxford. Sdo trés
os nossos objetivos: 1. Verificar qudo distante a constante mdaxima Lieb-Oxford estd da energia
de troca e correlagio de diferentes classes de sistemas. 2. Investigar como funcionais da densidade
que fazem uso da condicio de Lieb-Oxford sio afetados pela mudanca desse vinculo. 3. Construir
uma nova classe de funcionais orbitais ndo-empiricos baseados na designaldade de Lieb-Oxford.
Ao final desse percurso esperamos poder contribuir com o desenvolvimento de funcionais

nio-empiricos e qui¢a propor novos caminhos.

Para compreender o comportamento exato da energia de troca e correlagio, utiliza-
mos resultados de outros métodos, como Interagio de Configura¢des e Monte Carlo Quan-
tico. Os efeitos da modificagio da condi¢do de Lieb-Oxford na familia de funcionais GGA
Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE) foram examinados através de propriedades estruturais e ener-
géticas de atomos, moléculas e solidos. Os resultados de energias de correlagio Monte Carlo
Quantico foram empregados também nos testes do funcional orbital proposto, da classe hiper-
GGA. Este funcional foi desenvolvido partindo somente da desigualdade de Lieb-Oxford, e
determinados vinculos foram sendo inseridos sucessivamente. Energias de correlagio atomi-
cas e moleculares demonstraram que a iniciativa foi bem-sucedida, embora ainda haja dificul-
dades de implementagio inerentes a um funcional orbital. Em muitas destas etapas foi neces-
sario realizar calculos utilizando pacotes como o gaussian03, e desenvolver implementag3es

no demon2k.

E importante ressaltar que nio temos um particular sistema de estudo, nem um s#nico
funcional sob investiga¢do. Serdo analisados representantes de classes de funcionais em todos
os niveis de localidade, bem como familias de funcionais. Trataremos de sistemas atomicos
e moleculares, assim como de sélidos, e modelos, no caso, o liquido de elétrons e o atomo

de Hooke. Este cenario abrangente de certa maneira reflete a universalidade do limite Lieb-
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Oxford e também da DFT.

Dentre os métodos de estrutura eletronica disponiveis, a DFT tem permitido intime-
ras investigagdes de diferentes materiais, com balango entre custo computacional e preciso.
Para ir além, o desafio consiste em modelar toda a fisica eletronica nos funcionais aproxima-
dos em termos da densidade. A cada dificuldade que os funcionais encontram, exige-se uma

compreensio cada vez mais profunda dos fendmenos de troca e correlagdo.

A tese esta organizada em sete capitulos, contendo a presente introdug¢do, os funda-
/ ~ ’ . .

mentos tedricos, resultados e a conclusio. No capitulo 2 introduzimos o problema de estru-
tura eletronica e os precursores da teoria do funcional da densidade, 0 modelo Thomas-Fermi
e o0 método Hartree-Fock. Como a presente tese trata de diferentes funcionais da densidade
de modo um pouco técnico, examinando suas caracteristicas, vinculos e limitagdes, dedicare-
mos um capitulo introdutério a DFT e a construgio de funcionais aproximados, detalhando
também suas origens. Caso o leitor tenha familiaridade com os métodos, funcionais e nomen-

claturas, poderd passar adiante sem grandes prejuizos.

Os resultados obtidos ao longo do doutorado direto foram organizados em trés eta-
pas de desenvolvimentos distintos: a investigagio empirica da propriedade matematica, o li-
mite de Lieb-Oxford; testes da reducio do limite de Lieb-Oxford em uma familia de funcio-
nais baseados no funcional GGA PBE; e por fim, o desenvolvimento de funcionais orbitais,
da classe hiper-GGA, a partir do limite de Lieb-Oxford global. Em cada capitulo de resulta-
dos hd uma contextualiza¢io inicial que apresenta as motivagdes dos calculos e as equagdes

envolvidas, e uma discussdo ao final do capitulo, sumarizando os resultados.
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2  Fundamentos tedricos

“Viva as Perguntas agora. Talvez entdo vocé viva gradualmente,

sem perceber, em um dia distante, a Resposta adentro.

Rainer Maria Rilke

L < S

2.1 O problema de estrutura eletronica

Logo nos primeiros anos da Mecanica Quantica, tornou-se evidente que seria im-
possivel obter a solugdo exata de muitos problemas fisicos interessantes, em particular os

problemas que envolviam trés ou mais particulas. Paul M. Dirac escreveu em 1929 (15):

The general theory of quantum mechanics is now almost complete (...) The
underlying physical laws necessary for the mathematical theory of a large part
of physics and the whole of chemistry are thus completely known, and the
difficulty is only that the exact application of these laws leads to equations

much too complicated to be soluble.

A afirmagio reflete seu entusiasmo sobre a Mecanica Quantica e adverte sobre o de-

safio* de aplica-la a sistemas reais, com muitas particulas interagentes.

* Segundo Marvin Cohen (16), Walter Kohn auxiliou a solucionar o “desafio de Dirac” com o desenvolvimento
da teoria do funcional da densidade, que trataremos no préximo capitulo.
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Dirac continua:

It therefore becomes desirable that approximate practical methods of
applying quantum mechanics should be developed, which can lead to an ex-
planation of the main features of complex atomic systems without too much

computation.

De fato, em 1930, poucos anos ap0s o surgimento da equagdo de Schrodinger, di-
versos métodos aproximados j& haviam sido desenvolvidos, entre eles 0 método de Hylleraas
(17), o tratamento Heitler-London (18) e LCAO (combinagio linear de orbitais moleculares)
(19), a aproximagdo WKB (20-23), o método de Hartree (24) e Hartree-Fock (25, 26), e o

modelo Thomas-Fermi (1, 2).

De modo geral, podemos entender a matéria habitual — seja em forma de dtomos,

’ ~ , . .. ~
moléculas ou bulk — como uma cole¢io de atomos interagentes, sujeitos ou nio a campos
externos. Esse conjunto de atomos pode estar em fase gasosa (moléculas, clusters) ou em fase
condensada (solidos, superficies). O tratamento quantico é o mesmo, todos os sistemas sio
conjuntos de elétrons e nucleos atomicos interagindo por for¢as Coulombianas eletrostaticas.
Formalmente, o Hamiltoniano nio-relativistico de um sistema de N elétrons e P ntcleos é

composto pelos operadores:

f{ N h2 ) P h2 2 P ZiZj€2
_;—%Vrl+; QMVR +§|I‘Z—I‘]| ;Zh‘z ;|Ri_Rj|7 (21)

onde m e M denotam a massa do elétron e do ntcleo, e a carga fundamental do elétron, Z a
carga do nicleo, e r; € R® e R; € R? correspondem as coordenadas dos elétrons e nicleos,
respectivamente. Os dois primeiros termos da Eq. 2.1 sdo termos cinéticos dos elétrons e dos
ntcleos, e os demais decorrem da interagdo Coulombiana elétron-elétron, elétron-nicleo e

nticleo-nicleo, respectivamente!.

Para extrair propriedades de equilibrio (parametros estruturais, energias de ligagio,

constantes elasticas, densidade de carga, ...) deve-se resolver a Equagdo de Schrodinger (ou de

T Ao longo da tese consideraremos o sistema de unidades CGS
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Diract) para os elétrons e nticleos:

~ —

HY(r; R;) = E¥(r; R;) (2.2)

onde r, = {I‘l,I'Q, ...7I'N} € Rz = {Rl,RQ, ...,RP}.

Na pratica nio é possivel obter a solugio quantica completa para esse problema. E

possivel obter solugdo analitica em sistemas hidrogendides (H, HJ ), e numérica em atomos
, : e :

e moléculas muito pequenas. Notemos que nesse Hamiltoniano ja desprezamos efeitos rela-

tivisticos e dependentes do tempo. A interagio de Coulomb ainda dificulta a resolugio da

equagdo de autovalores, por ser um operador de duas particulas.

No entanto, a diferenca de massas entre elétrons e nicleos (da ordem de 10® — 10°)

torna as escalas de tempo nucleares muito menores que as dos elétrons. Portanto, em boa
. ~ . ’ /

aproximagio, podemos considerar que os elétrons se movem sob um campo de ntcleos fixos,

denominada aproximagio de Born-Oppenheimer (27). Negligenciando o termo cinético dos

nucleos na Eq. 2.1, e mantendo as coordenadas R;; fixas, obtemos um Hamiltoniano separavel

em um problema eletrénico e um potencial dos nucleos:

H=H,+ Hpye (2.3)
onde

R N hQ 2 R R R

Hoy =3 -3 Z ZZ =T4+U+V  (24)
7 1<J |rl _r.7| ) |r’l |
P Zz; ~
Hyue Z < = Vaue - (25)
Z<j j|

A funcio de onda total ¥ consiste portanto no produto de uma fungio de onda

eletronica ¥(r;; R;), que depende também das posi¢des dos ntcleos R;, por uma fungdo de

1 No nosso Hamiltoniano, negligenciaremos efeitos relativisticos, que sio pequenos para elementos mais leves
da tabela periddica (Z < 36). Devido a essa aproximagéo, o spin do elétron ¢ introduzido de maneira ad hoc.
Termos dependentes de spin, e. -8 spin-Orbita ou acoplamento entre spins, podem ser introduzidos através de
corregdes da solugdo da equagio de Schrddinger eletronica.
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onda nuclear ®(R;):

U(r;; Ri) = U(r;; R) O(R,). (2.6)

Para um dado conjunto de coordenadas R, a equagdo de Schrodinger de autovalores fornece o
espectro de energias. Otimizando as coordenadas dos nucleos é possivel obter a configuragio

de menor energia, ou seja, a geometria de equilibrio.

As metodologias para resolugdo da equagio de Schrodinger estacionaria para a fun-

¢do de onda dos elétrons consistem na denominada teoria de estrutura eletronica. Tradi-
: , , : o

cionalmente, o problema é tratado por métodos que aproximam termos do hamiltoniano

H =T + U +V, como a aproximagio de elétrons nio-interagentes® (U = 0), e métodos
. ~ . ’ ~ .

que aproximam a fung¢io de onda ¥(ry,ro, ..., ry) de muitos elétrons. Nas se¢Bes seguintes

/4 ~ A i M
apresentaremos alguns dos métodos que sio referéncias para demais abordagens de estrutura

eletronica, tanto na quimica quanto na fisica.

2.2 Predecessores da teoria do funcional da densi-

dade

2.2.1 Método de Hartree e Hartree-Fock

No final da década de 20, Douglas Hartree (24) desenvolveu um método onde cada

elétron era tratado separadamente, através de uma equagdo de Schrodinger de um tnico elé-

§ Para esse Hamiltoniano, como mencionado anteriormente, ja desprezamos efeitos relativisticos, dependentes
do tempo, e da dinimica dos ntcleos. A interagio de Coulomb ainda dificulta a resolugio da equagio de au-
tovalores, por ser um operador de duas particulas. Nesse contexto, a aproximagio de elétrons independentes
¢ de enorme valia, e se tornou base para a fisica de estado s6lido e para métodos de quimica quantica.
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tron, sendo que cada elétron estaria sob um campo médio contendo os efeitos dos demais. A

equagio de Schrddinger de particulas nfo-interagentes (U = 0) é

(<3774 700 i) = oo, (2.7

onde @;(r) ¢ uma fun¢io de onda monoeletronica e ¢; os multiplicadores de Lagrange que
decorrem da normalizagio da fun¢io de onda. O potencial V(r) contém o potencial dos
nucleos e uma aproximagio eletrostatica para a interagio com os outros elétrons, na forma de

um campo médio:

2Z/d?’ "% (2.8)

S\ >
=
|
|
M

O potencial V (r) é diferente para cada elétron, dependendo de todos os outros orbi-
tais, de modo que a solugdo deve ser obtida auto-consistentemente¥. Como os elétrons foram
considerados ndo-interagentes, a fun¢do de onda de N elétrons consiste no produto dos orbi-

tais monoeletronicos:
U (r) = p1(r1)pa(r2)es(rs)..on(ry) . (2.10)

Essa fun¢do de onda pode ser empregada para determinar o valor esperado do Ha-

miltoniano:

(Wl 1105) =3 [ i) (974 Vanle)) () +

2NN

+ Zz/dz’) /d3 (1) [P, ()] ' (2.11)

v — /|

Introduzindo um multiplicador de Lagrange para a condi¢do de normalizagio dos

9 Dado um potencial chute, a equacio de Schrodinger ¢ resolvida para cada elétron, obtendo autofung¢des que
geram um novo potencial efetivo. Esse ciclo continua comparando-se essas novas autofungdes e energias até
que houvesse concordancia dentro de uma dada tolerancia, e foi denominado procedimento autoconsistente

(Self-Consistent Field, SCF).
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orbitais monoeletronicos, e minimizando a energia da Eq. 2.11 com relagdo a cada fungio
de onda, obtém-se as equagBes de uma Unica particula (Eq. 2.7). O procedimento é realizado
autoconsistentemente e fornece fungdes de onda segundo o ansatz da Eq. 2.10 e respectivas
energias. Este é denominado o método de Hartree, que introduziu o conceito de calculo
: , . , . :
autoconsistente e ¢ um dos primeiros métodos que descreve a fungio de onda de muitos
elétrons em termos de orbitais monoeletronicos nio-interagentes (“one-electron methods”).
O tltimo termo da Eq. 2.11 é conhecido como energia de Hartree e, como vimos, ¢ uma

. ~ J OB ’ . . .
aproximagio eletrostatica de campo médio, que pode ser reescrita em termos da densidade

N
eletrbnica n(r) = |, (r)]*:

e n(r)n(r')
Un =5 [dr @i B2 2.12
H 2 r r |I' _ r/| ( )
Embora o preenchimento dos niveis no método de Hartree considerasse o principio

de exclusdo de Pauli, John Slater (26) e Vladimir Fock (25) observaram que a fung¢io de onda

de Hartree nio obedecia ao principio de antissimetria da fun¢io de onda:
U(X1, X0, ooy Xy ooy Xy ooy XN) = —U(X1, X2, ooy Xy ooy Xy ooy XN ) (2.13)

onde x = (r,o0) condensa os graus de liberdade espaciais e de spin. Posteriormente (28),
mostrou-se que um determinante de orbitais de uma tnica particula (denominado determi-

nante de Slater) providencia corretamente a antissimetria:

¢1(x1)  1(x2) -+ di(xn)

Upn(r) Ga(x1)  P2(x2) -+ Pa(xn) (2.14)

1
Vv N!

on(x1) On(x2) -+ on(xN)

onde ¢;(x;) sdo fun¢des de onda de um elétron dependentes de spin (spinores), formados pelo
produto de uma fungdo de onda espacial ¢;,(r;) e pela componente de spin x (o), onde o =1

ou |. Os orbitais de spin nesse caso sio ortonormais ((x(o;)|x(0;)) = d;;)-
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Para um hamiltoniano independente de spin, ou diagonal na base de spins, o valor

esperado de H com o ansatz da Eq. 2.14

N h? N
Wl is) = S5 [ @rgiw) (g0 ) o)+ (219
e? |io: (T)2[0)o, (1) 2
. d3 /d3 1177205 J; _
+2 ;UZZU]/ " " r —r/|
2 * * N N
—%ZZ / P / dgr,ww(r)sojaf:)90:|(r)s0ga(r)_ (2.16)
ij o -

Na equagdo acima, os termos da primeira linha contém valores esperados de opera-
dores de uma Unica particula. Na segunda e terceira linha, a interagio de Coulomb aparece
no termo eletrostatico de Hartree, denominado termo direto, e o termo que surge devido
a antisimetriza¢do, denominado termo de Fock, ou de troca. Esta Gltima contribui¢io é o
grande diferencial do método de Hartree-Fock, que se tornou um método central para os
calculos quanticos de atomos, moléculas e sdlidos ao longo do século XX, e ponto-de-partida
para a maioria dos métodos ab initio de quimica quantica. Equivalentemente a0 método de
Hartree, a minimizagdo de (¥ HF|FI |V ) com relagio aos orbitais, sob a condigdo de orto-
normalizagdo, fornece as equagdes de Hartree-Fock de uma tnica particula, que sio resolvidas

autoconsistentemente.

Como vimos, o método Hartree-Fock aproxima a fun¢io de onda completa por um
determinante de Slater, porém este € exato apenas em sistemas sem interagdo e com simetria
fermidnica. Na presenga de interagdes entre os elétrons, a repulsio entre elétrons ¢ mais
correlacionada do que a aproximagio de campo médio, que despreza, por exemplo, repulsio
entre elétrons de spins antiparalelos. Além do termo de troca, ainda faltam as contribuigdes
do movimento correlacionado dos elétrons, denominados efeitos de correlacdo. Na literatura
de quimica quéntica (quantum chemistry, QC) a correlagio € definida pela diferenca entre a

energia do estado fundamental exata e a energia Hartree-Fock:

EQC = B, — EI'F. (2.17)
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Devido ao procedimento variacional do método Hartree-Fock, a energia E. é sempre nega-
tiva, ou seja Fy < EX'F. Ha diversas alternativas de se tentar adicionar ordens superiores além
do determinante de Slater: combinag¢des lineares de determinantes de Slater, onde seus coefi-
cientes sdo determinados variacionalmente; utilizando operadores de excitagio, ou através de

procedimentos perturbativos.

Em seguida apresentaremos uma outra aproximagio, desenvolvida também no final

da década de 20, baseada na densidade de cargas de um gas de elétrons.

2.2.2 Modelo de Thomas-Fermi e Thomas-Fermi-Dirac

Em 1927, de forma independente, Llewellyn Thomas e Enrico Fermi (1, 2) propu-

’ . ~ « 1y . ) . .
seram um meétodo baseado em consideragdes semiclassicas e estatisticas para determinar o
estado fundamental de atomos de muitos elétrons. Os N elétrons s3o tratados como um gas
de Fermi no estado fundamental, confinados espacialmente por um potencial efetivo V.(r)
que tende a zero no infinito. O objetivo principal do modelo é providenciar uma forma de
calcular o potencial efetivo e a densidade eletronica n(r). A energia total pode ser escrita

como a soma

E = Ep +Vy(r), (2.18)

onde Ef corresponde a energia do gas de Fermi

h? 50 \2/3
Ep=o- (37%n) (2.19)

e o potencial efetivo é dado pela soma do potencial externo nuclear e do potencial de Hartree

(Eq. 2.8):

. 2 3 n(r')
Vs (r) = Vi () + € /d gt (2.20)
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A partir da Eq. 2.18 e da Eq. 2.19, obtemos

1 <2m

3/2
— 5 (5n) (B=Ve)™?, (2.21)

n(r)

para E > V,;en = 0 para E < V,;. A relagdo entre o potencial eletrostatico ¢(r) e a energia

potencial V¢ (r) ¢ dada por

o) =~ Viglr). (222)

Utilizando a equagio de Poisson para o potencial e densidades,
V2p(r) = 4men(r), (2.23)

¢ possivel obter uma solugdo autoconsistente através da iteragdo entre a Eq. 2.21 e a Eq. 2.23.
Em atomos, a simetria esférica permite obter uma forma radial para o potencial elétrico, re-

sultando em uma equagio diferencial apenas, com condi¢des de contorno bem determinadas.

A teoria de Thomas-Fermi foi razoavelmente ttil para descrever tendéncias qualita-
. . . 4 4 ~ 4
tivas, como energias totais de atomos, porém nio ¢ adequada a outros problemas envolvendo
elétrons de valéncia. A teoria de Thomas-Fermi n3o prevé ligagdes quimicas e moléculas sio
e : ., .. e
instaveis, visto que a teoria Thomas-Fermi é exata apenas no limite de carga nuclear infinita

(29).

O procedimento do modelo Thomas-Fermi inspirou Walter Kohn (30) ao desenvol-
ver os fundamentos da DFT, em particular a consideragio de elétrons movendo-se sob um

potencial efetivo e a relagdo biunivoca entre o potencial e a distribui¢io de densidades da

Eq. 2.21.

A idéia do modelo Thomas-Fermi (31-33) de empregar energias do gas de elétrons em
sistemas ndo-homogéneos permite a dedu¢do de funcionais para a energia cinética e energia
total em termos da densidade. Dentro desse modelo, a energia é apenas cinética, e a energia

total dos N elétrons é dada pela soma sobre todos niveis da esfera de Fermi. Podemos obter
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portanto a densidade de energia cinética por volume:

3R \2/3 4
— /3 _ 5/3
ts = 0 (37r ) n°(r) = Cpn”°(r), (2.24)

onde Cp = = (3#2)2/3 = 2.87 ¢ a constante de Fermi.

Utilizando a densidade de energia cinética localmente, é possivel construir uma apro-

ximagdo da energia cinética de um sistema nio-homogéneo:
T ~ TEPAn] = C’F/ drn®(r), (2.25)

conhecido como aproximagdo local da densidade (LDA) para energia cinética, ou aproxima-

¢io Thomas-Fermi.

Empregando a aproximagio 2.25 para a energia cinética, e aproximando a energia de
. . . , :
interagdo Coulombiana entre os elétrons pelo termo direto de Hartree, que corresponde a

energia de interagdo de uma distribuigio eletrostatica classica de cargas n(r),

U=~ Ugln] = i/d?’r/dgrln(r)n(l;{), (2.26)

v —

podemos aproximar a energia total pelo funcional
E =~ E™F[n] = TEPAn] + Ugxln] + Vn], (2.27)

onde V'[n] é a contribui¢do de energia devido ao potencial dos nticleos, que pode ser expressa

como

Vin] = /d3r 1(1) Vet (1) . (2.28)

O funcional da Eq. 2.27 também ¢é conhecido como aproximagio de Thomas-Fermi,
Ce , : :
onde a energia cinética total é aproximada localmente por uma soma sobre energias de um

sistema homogéneo.

A aproximag¢do Thomas-Fermi pode ser incrementada com a adi¢do de um funcional



2.2. Predecessores da teoria do funcional da densidade 31

local para os efeitos de troca, obtido por Paul Dirac (3):

ELPA] = —Ameg/3/d3rn4/3(r), (2.29)

com A, =3 (3) P 0.7386, também conhecido como funcional de Dirac (3), funcional de

s

Slater (34) ou Slater-Dirac.

Incluindo esses efeitos de troca na Eq.2.27, obtemos o modelo Thomas-Fermi-Dirac:

E =~ ET"Pn] = THPAn]) 4 Uy[n] + EXP4 + Vin)]. (2.30)

\ <o S

Ha muitos outros métodos de estrutura eletronica na literatura, porém nesta intro-
dugio nos limitamos apenas aos métodos que influenciam diretamente o formalismo da teoria
do funcional da densidade, apresentando as propriedades e equagdes que serdo discutidas e uti-
lizadas ao longo da tese. Dos métodos considerados pds-Hartree-Fock ou que se baseiam no
determinante de Slater, podemos mencionar o método de Interagio de Configuragdes (CI),
teoria de Perturbagdo de Moller-Plesset (MP2, MP4, etc), Método do Conglomerado Aco-
plado (Coupled-Cluster, CC), e o0 Método de Campo Autoconsistente Multiconfiguracional
(Multi-configurational self-consistent field, MCSCF). Outros métodos explicitos de muitos cor-
pos como Monte Carlo Quantico (QMC), Teoria de Perturbagio de Muitos Corpos (MBPT)
e Teoria de Campo Médio Dinamico (DMFT) também fazem uso de calculos de particulas
nio-interagentes, tornando ainda mais importante compreender métodos de uma tnica par-
ticula. Utilizaremos resultados de alguns desses métodos ao longo da tese como energias de

A .
referéncia.

Os métodos de Hartree-Fock e Thomas-Fermi sdo considerados os precursores da
teoria do funcional da densidade (DFT). A DFT se tornou popular em calculos de fisica
do estado sdlido ja na década de 70, com resultados satisfatorios e custo computacional in-
ferior aos métodos de fun¢do de onda, como Hartree-Fock e métodos pos-Hartree-Fock. A

DFT permitiu calculos de atomos, moléculas, nanoestruturas, e diversos outros materiais,
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tornando-se o método de estrutura eletronica mais utilizado. Em 1998, Walter Kohn recebeu
o prémio Nobel de Quimica (juntamente com John Pople) pelas contribui¢des no desenvol-

vimento da DFT.
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3 Teoria do funcional da densidade

“Where solid-state physics has Fermi energy, chemical potential,
band gap, density of states, and local density of states, quantum
chemistry has ionization potential, electron affinity, hardness,
softness, and local sofiness. Much more too. DFT is a single language

that covers atoms, molecules, clusters, surfaces, and solids.”

Robert Parr

LY s S

3.1 Fundamentos

A teoria do funcional da densidade como vimos, tem origens em alguns dos primei-
ros métodos quanticos da década de 30, porém seu embasamento formal foi desenvolvido
apenas na década de 60 por Walter Kohn (16, 30). Ao principiar na literatura de ligas metali-
cas, Kohn deparou-se com a importancia da densidade de carga, diferentemente da abordagem
de fisica do estado solido, baseada em ondas de Bloch e espago reciproco. Kohn sabia do papel
da densidade em outros contextos, como a teoria Thomas-Fermi, onde a densidade é a varia-
vel que determina o potencial, e o estudo do gas de elétrons fracamente perturbado, onde a
variagio na densidade pode ser explicitamente calculada. Essas observagdes conduziram a hi-
potese de que o conhecimento da densidade do estado fundamental n(r) para qualquer sistema

eletronico determina o sistema de modo univoco. Kohn relata sua surpresa (16):

Finally it occurred to me that for a single particle there is an explicit elemen-
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tary relation between the potential v(r) and the density, n(r), of the grounds-
tate. Taken together, these provided strong support for the conjective that the
density n(r) completely determines the external potential v(r). This would im-
ply that n(r) which integrates to N, the total number of electrons, also deter-
mines the total Hamiltonian H and hence all properties derivable from H and
N, e.g. the wavefunction of the 17th excited state! (...) Could this be true? And
how could it be decided? Could two different potentials, vi(r) and va(r), with
associated different groundstates W1 (71, ...rn) and Wo (71, ...rN) give rise to the
same density distribution? It turned out that a simple 3-line argument, using
my beloved Rayleigh Ritz variational principle, confirmed the conjecture. It

seemed such a remarkable result that I did not trust myself.

De fato, Walter Kohn estava correto: juntamente com Pierre Hohenberg, desenvol-

veu o alicerce da teoria do funcional da densidade (DFT).

3.1.1 Teorema de Hohenberg-Kohn

A prova original do teorema Hohenberg-Kohn (HK) (4) demonstra de modo sim-
ples, via reductio ad absurdum, que a densidade do estado fundamental ny(r) determina uni-
vocamente a fun¢do de onda do estado fundamental Wy (ry, ro, ..., ry). Através da equagdo
de Schrodinger, a densidade ng(r) também especifica univocamente o potencial externo, por-
tanto também o Hamiltoniano, o espectro de energias e demais observaveis — o que garante
que todas as informagdes do estado fundamental e excitados estejam contidos na simples den-

sidade de carga. Realizaremos a prova em duas etapas, adaptando os passos da Ref.(35).

Seja um sistema de elétrons interagentes confinados por um potencial externo V(r).
Como vimos, o Hamiltoniano eletronico nio-relativistico independente do tempo ¢é dado

pela Eq. 2.4, H = T+ U + V. Assumiremos por simplicidade que o estado fundamental desse
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problema é nio-degenerado®.

Consideraremos dois potenciais distintos, V(! e V() diferentes por mais de uma

constante. As equagdes de Schrodinger correspondentes fornecem as fungdes de onda do es-

tado fundamental U\" ¢ ¥'?, com respectivas energias ESY e E:

(T+0+vO) ey = BV [wg”) (3.1)
(T+0+V)[ug) = EP ). (3.2)

Se Ui = WP pela subtragdo da Eq. 3.1 e Eq. 3.2, obtemos

(VO = V) jugy = (B - B [wg) . (3.3)
Como os operadores V) e V@ so multiplicativos, temos que VOV —V® = BV — E{* | con-
tradizendo a assergio de que V(1) — V(2 £ constante, e portanto ndo podemos ter 0" = w{?.

Ou seja, potenciais distintos produzem fungdes de onda do estado fundamental distintas. Em

seguida demonstraremos que fung¢Ses de ondas distintas correspondem a densidades distintas.

Pelo principio variacional de Rayleigh-Ritz, temos que cada fun¢io de onda mini-

. . 1 2
miza seu respectivo valor esperado, de modo que para \Ilé ) # \I/(() ), temos

BV = (M) A0 [y < (@] g0 |9
B < (U740 70 ) (3.4
< WOIT L0+ V0 L 7O 7O g@)
< EQ 4 w®vm _yo gl

B < EP 4 [drna) [P0 - 7] (3.5)

* Essa assercio nfo é necessaria na prova de busca restrita (do inglés constrained search) de Levy-Lieb (36, 37).
A presente prova pode ser generalizada utilizando em vez de densidades de estados puros, densidades de
ensembles, de modo a abranger estados fundamentais degenerados (38).
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(2
De modo an4logo, obtemos para a energia Ej°,

E® < BO + / drny(r) [V = VO] | (3.6)

Somando a Eq. 3.5 e a Eq. 3.6, temos a seguinte desigualdade
EMN + EP < BV + EP + / d*r [na(r) = my (x)] [V = V)] (3.7)

Como assumimos V(1) — V() £ constante, se as densidades forem iguais, n1(r) = na(r),
1 2 1 2 1 2
obtém-se que E} ) + E} ) < ESY + E?. O absurdo demonstra que \I/é) + pi? produz
ni1(r) # na(r), ou seja, densidades do estado fundamental especificam univocamente a cor-
respondente fung¢io de onda do estado fundamental. Esta Gltima, por sua vez, determina o
) : C
potencial externo univocamente, de modo que, sendo os operadores de energia cinética e de
interagido universais, o Hamiltoniano também é completamente determinado, assim como os

m autovalores e autofungdes:

’I’L()(I') — \I[()(I'l, ro, ...,I'N) — V — [:I — {Em, \I[m} . (38)

A fungio de onda do estado fundamental é portanto um funcional univoco da den-

sidade do estado fundamental |Wg[ng]), assim como o valor esperado de qualquer observavel

OI <\I/0[n0]| O |\I/0[TL()]> = O[ng]

Uma outra formulagdo construtiva do teorema HK desenvolvida por Elliott Lieb e
Mel Levy néo faz uso das asser¢des do sistema eletronico ou de estados ndo-generados. Uma
discussdo sobre o teorema HK e a formulagio de Lieb e Levy pode ser consultada na Ref.(39).
Observemos que na Eq. 3.4 o termo cinético e de interagio sdo operadores completamente
gerais, e apenas o potencial especifica seu sistema (potencial externo do ntcleo, de outros

nucleos, rede cristalina, etc.). Consideremos todas as fungdes de onda ¥ que dio origem a
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densidades n(r). Define-se o funcional de energia

Eylnl = (9[0T + U + V4 | W) (3.9)
Eyln] = (W[H]IT+U|W[H])+/d3Tn(r) vo(r),

onde vy é o potencial externo de um sistema de estado fundamental n(r) e energia Ey, € os

estados U[n] sdo tais que correspondem a densidades n. Pelo principio variacional,

Ey < Eyln], n#ng, (3.10)

E() = Evo [no] s n=ng. (311)

Portanto a densidade do estado fundamental pode ser determinada pela minimizagdo do fun-
cional da Eq. 3.9 com respeito 4 densidade, ou seja, Ey = min E,,[n]. E possivel também
n

definir um funcional universal
Fiaxln] = (V]| 7+ V' |9[n) (312

pois se aplica igualmente a qualquer sistema eletronico, independendo de V (r).

Dado o funcional de energia total

En] = Tn]+Uln|+Vn] =T[n]+Uln|+ /dgr n(r)v(r), (3.13)

= Fygln]+ /dBr n(r)v(r), (3.14)

A minimizagio da energia F[n] ¢ realizada com o vinculo [ d®rn(r) = N, inserindo-se um

multiplicador de Lagrange p:

d {E[n] - ,u/d?’rn(r)} =0. (3.15)
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Substituindo a Eq. 3.14 na Eq. 3.15, obtemos a Equagio de Euler

w=o(r)+ (SFJ;IE[H] : (3.16)

Posto desta forma, a teoria do funcional da densidade constitui uma formulagio
matematica exata, empregando a densidade n(r) como variavel fundamental. Na pratica, sio
necessarias aproximagdes, tal qual como em outros métodos (e.g., truncamento na expansio
de determinantes, ou de termos perturbativos). Na formulagdo de Hohenberg e Kohn, isto
corresponderia a aproximar o funcional universal Fyx[n(r)], e na formulagio Kohn-Sham, a
aproximar o funcional de troca e correlagio F,.[n(r)], esta Gltima sendo a abordagem mais

, : : .
comum, que sera descrita mais detalhadamente a seguir.

3.1.2 Formalismo Kohn-Sham

Embora o embasamento matematico da DFT fosse exato, Kohn sabia que o modelo
de Thomas-Fermi tinha limita¢8es, como a falta de um funcional de energia cinética preciso,
e que o método autoconsistente de Hartree fornecia energias do estado fundamental melhores
que as do modelo TF. Apds o desenvolvimento do teorema HK, Kohn e seu pés-doutorando
Lu Sham buscaram obter equagdes de Schrodinger de uma tUnica particula equivalentes as
do método de Hartree, partindo do principio variacional do teorema HK para a energia. As
equagdes obtidas sio também exatas porém de custo computacional semelhante a0 do método

de Hartree, muito inferior ao de Hartree-Fock, pelo uso de um potencial local.

Kohn e Sham (5) propuseram tratar um sistema de particulas interagentes através de
um sistema nio-interagente sob a agdo de um potencial efetivo, de modo a recuperar equagdes

monoeletrdnicas. Para isso, Kohn e Sham evocam um sistema de referéncia nfo-interagente,
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cujo Hamiltoniano nfo contém termos de interago elétron-elétron (U = 0):
R N h2 N
H, ZZ—%V?‘FZVS(H), (3.17)

onde o subindice s no potencial externo significa “Gnica particula”, do inglés single-particle.
De acordo com o teorema de Hohenberg-Kohn, existe um tnico funcional de energia F[n]
para o qual a relagdo variacional d E5[n] = 0 fornece a densidade exata do estado fundamental

no(r) correspondente a H,. O funcional de energia da Eq. 3.14 corresponde a
EJn] = Tuln] + Vi[n] = Tyn] + / & n(r)v,(r) (3.18)

onde T ¢ definido como o funcional de energia cinética de elétrons nio-interagentes. A

minimizagdo do funcional de energia da Eq. 3.18 com rela¢io a densidade, sob a condi¢io

/d?’r n(r) = N, fornece

(3.19)

Como vimos no método de Hartree e Hartree-Fock, o problema de particulas ndo-
interagentes pode ser tratado por uma equagdo de Schrodinger monoeletronica
h2
[—V? + vs(r)l i (T) = i pin (L), (3.20)

2m

que tem como solugdes as fungdes ;. (r), que correspondem aos N autoestados associados
aos menores autovalores, de modo a obter a energia do estado fundamental e satisfazer a

correspondente densidade total no(r) = _ |¢i, (r)|.

Assumida a existéncia do potencial vy correspondente a densidade do estado funda-
mental ng, este potencial € Unico, pelo teorema HK. Portanto os orbitais ¢;,(r) também sio
funcionais da densidade. Podemos escrever a forma explicita do funcional de energia cinética

T, em termos desses orbitais:

Lin) =~ 3 [ dr gl )0 Vgln)(r). (321)
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Retornando ao problema de um sistema interagente, Kohn e Sham reescrevem o

funcional universal Fyx como
Fukln| = T[n| 4+ Uln] = Ts[n] + Ug[n] + Eyc[n], (3.22)

onde Ti[n] € a energia cinética de elétrons nio-interagentes, Uy [n] é o funcional de energia
eletrostatica de Hartree, e E,.[n| ¢ denominado energia de troca e correlagio, definido pela
Eq. 3.22. O funcional de energia total desse sistema interagente, dado um potencial externo

Vert (T), passa a ser escrito como

Eln] = Tn]+Uln|+Vin] (3.23)

= Ti[n]+ Unln] + Eveln] + / &1 () Vens (1) (3.24)

A equagio de Euler-Lagrange proveniente da minimizagio da energia, para um niimero fixo

de elétrons N, tem a forma

0T,n

p=ves(r) + 57£ ] , (3.25)

onde o potencial efetivo v.s é definido como

oU OB,
Vep(r) = Vew(r) + 5[; l M[n] (3.26)
= Ve (1) + €2 /dgr’rnfri_/’ + Vge(T) (3.27)
Vet (1) + vp(r) 4+ vpe(r) (3.28)
sendo
0E,.[n

Vge(T) = (571[ ] . (3.29)

O ansatz de Kohn-Sham consiste em reconhecer a mesma forma das Egs. 3.19 e
Eq. 3.25, indicando que é possivel tratar um sistema de particulas interagentes através de um

sistema ndo-interagente sob a agdo de um potencial efetivo. Dessa forma, resolvem-se equagdes
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de uma unica particula (como a Eq. 3.20):

h2
=g V24 sl 550) = e, (3:30

utilizando o potencial efetivo da Eq. 3.28. A densidade do estado fundamental desse sistema

interagente ¢ obtida através dos orbitais, solugdes da Eq. 3.30,

(3.31)

2
_ KS
n(r) =3 |el*(x)|
1,0
As equagdes 3.28 — 3.31 consistem no esquema Kohn-Sham, e devem ser resolvidas
autoconsistentemente. A partir de uma densidade inicial, constroi-se um potencial efetivo

(Eq. 3.28), novos orbitais (Eq. 3.30), e uma nova densidade (Eq. 3.31). A energia total pode

ser obtida, por exemplo, pelo funcional de energia da Eq. 3.24.

O potencial efetivo v.; da Eq. 3.28 pode ser considerado como o inico potencial fic-
ticio externo que produz, dado um sistema de particulas nio-interagentes, a mesma densidade
fisica n(r) dos elétrons interagentes sob um potencial externo v..;. Além disso, os autovalores
e autofungdes da Eq. 3.30 sdo propriedades deste sistema ficticio, e desprovidos de significado
fisico, salvo o autovalor do orbital mais alto ocupado (HOMO), que corresponde a energia
de ionizacio (39).

-

E importante observar que a DFT na abordagem Kohn-Sham difere do método
Hartree-Fock em diversos aspectos, dentre eles: (i) a minimizagdo é realizada com relagio
a densidade, enquanto no HF a minimizagio ¢ orbital; (ii) a teoria KS ¢é exata em princi-
pio, capaz de incorporar os efeitos de troca e correlagio por completo, enquanto HF é um

, . - ) .
meétodo aproximado por defini¢io e contém apenas os efeitos de troca; (i) o custo computa-
cional KS, com um potencial efetivo local, é inferior ao de Hartree-Fock, pois o potencial de

Fock depende de orbitais em posi¢des distintas.

Convém salientar também que na Eq. 3.24, a contribui¢do de troca e correlagio E,.[n]

contém uma componente cinética, pois trocamos o funcional de energia cinética total 7" pelo

T Do inglés highest occupied molecular orbital.
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termo ndo-interagente T (na passagem da Eq. 3.24 para 3.24). Até esse ponto, apenas rees-
. -/ 4 /.
crevemos os termos, de modo que o formalismo em si é exato. Porém na pratica, o termo de

troca, de correlagdo, ou ambos, sdo aproximados.

3.2 Construcio de Funcionais

Como vimos, a teoria do funcional da densidade se tornou pratica através da aborda-
gem Kohn-Sham, por meio da decomposi¢io da energia até o funcional de troca e correlagio
E.c[n(r)]. As aproximagdes de E,.[n(r)] sdo construidas utilizando os conhecimentos da fi-
sica de muitos corpos, externos & DFT. As diferentes geragbes de funcionais de FE,.[n(r)]
possibilitaram o calculo de propriedades de uma variedade de materiais, com balango entre

custo computacional e precisio.

Apresentaremos a seguir as classes de funcionais e alguns representantes.

3.2.1 Aproximagio da densidade local

A aproximagio da densidade local, LDA (do inglés local density approximation), foi
proposta nos artigos pioneiros da DFT (4, 5). Sua estrutura funcional deriva dos funcionais
Thomas-Fermi-Dirac, assumindo que a energia de troca e correlagio é um funcional local
da densidade eletronica. O paradigma mais utilizado corresponde ao liquido de elétrons ho-

mogéneo (HELY). Devido a simetria translacional, sua densidade é constante n(r) = m e a

I Do inglés homogeneous electron liguid. A diferenca da denominagio entre liquido de elétrons e gas de elétrons
se refere a presenca e a falta de interagio elétron-elétron. Em outras areas de fisica da matéria condensada,
como em semicondutores, ambos sdo denominados gas de elétrons (diferenciados como sendo gas de parti-
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]

densidade de energia de troca e correlagdo e pode ser descrita analiticamente?.

Na aproximagio da densidade local, cada regido do espago de densidade n(r) do seu
sistema n3o-homogéneo (ex: atomo, molécula, solido) ¢ tratado localmente como um liquido

de elétrons homogéneo:

ELPAR)] / & n(r) o in(r)] (3.32)

de modo que €"9™ pode ser generalizado para densidades locais n(r). A abordagem simples
da LDA possibilita acesso a propriedades de sistemas muito complexos, para os quais ndo ha
energias de troca e correlagdo exatas. A Figura 3.1 ilustra o mecanismo da aproximagio local

para uma distribui¢io qualquer de densidades.

_h = constante

LDA

Figura 3.1 — llustracdo do procedimento da aproximacdo da densidade local (LDA) para um sistema
qualquer de densidades ndo-homogéneas.

A densidade de energia de troca exata do liquido de elétrons homogéneo pode ser
obtida empregando fung¢des de ondas planas no funcional de troca de Fock (Eq. 6.41) (44),

que reproduz o resultado obtido por Dirac (3):

9 4/3 2\1/3
euln] = =5 (322313 — ¢ (3> @)~ (3.33)

47 47 T

onde r; é um dos parametros usuais do estudo do liquido de elétrons, denominado raio de
Seitz ou Wigner-Seitz, que corresponde ao raio de uma esfera que contém aproximadamente
um elétron, n = 1/(47r?/3). A densidade de energia por particula da Eq. 3.33 aplicada na
Eq. 3.32, resulta no funcional de Slater-Dirac, Eq. 2.29, a LDA para troca.

culas interagentes ou nio-interagentes).

§ Nos restringiremos apenas a sistemas tridimensionais (3D), porém existem também funcionais LDA 2D
(40, 41) baseados no liquido de elétrons 2D, ou aproximagdes locais que empregam outros paradigmas, como
o liquido de Airy (42) (modelo para efeitos de superficies devido bordas) e o liquido de Luttinger (43) (fisica
de sistemas fortemente correlacionados em uma dimens3o).
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Ja a densidade de energia de correlagio consiste em um termo complexo, cujo com-
portamento exato ¢ conhecido apenas em determinados limites. Para o regime de altas densi-
dades (r; — 0), fracas interagdes e portanto fracas correlages, a teoria de perturbago fornece
(45):

eo(rs) = €*(co —c1 +ealnrg —earg +...), 1y — 0, (3.34)

onde ¢y = (1 — In2)/m? (46), e as estimativas dos demais valores podem ser consultados nas

Refs. (47-51).

No limite de baixas densidades e fortes correlagdes, o liquido de elétrons passa por
uma transigdo de fase, formando uma estrutura cristalina, previsto por Eugene Wigner na
década de 30 (52). Nesse regime, a mesma dependéncia em r; € dada por (53-56):

d d d
60(7"3) - _62 (0 + 71 + ﬁ + ) rs — 00, (335>

3/2
Ts Ts/

sendo que existem diferentes estimativas para as constantes (57). A primeira aproximagio da
densidade de energia de correlagdo foi desenvolvida por Wigner (52, 53), que propds uma

interpolagdo entre os limites de alta e baixa densidade do liquido de elétrons:

0.44¢2
ezv(rs) = — € )
7.8 41,

(3.36)

Outras parametrizagdes da energia de correlagdo (58-60) foram desenvolvidas com
base em resultados de outros métodos tradicionais de muitos corpos, até que resultados de
Monte Carlo Quantico (61) possibilitaram a construgdo de expressdes muito mais precisas

(62-64), como a de Perdew e Wang (PW92) (64):

1
2c; (ﬁlri/ 4 Borg + Bard? + Byr?

ePW92(r) = —2¢e% co(1 + ayrs)ln |1+

[

. (337)

onde ¢y = 0.031091, ¢; = 0.046644, o; = 0.21370, 51 = 7.5956, B = 3.5875, B3 =
1.6382, B4 = 0.49294. Na secio 4.2.5 investigaremos o comportamento desta e de outras

parametrizag¢Oes no regime de baixas densidades.
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E importante observar que a aproximagio local é exata, em principio, para sistemas
de densidade uniforme, ou uma aproximagio muito boa quando a densidade varia muito len-
tamente. Mais precisamente, a LDA ¢é adequada quando a escala de comprimentos para a qual
ha mudanga significativa na densidade é maior que a escala de comprimentos definidos pela
densidade local, como o comprimento de onda de Fermi 27 /kr ou o comprimento de blinda-
gem 1/k;, que definiremos adiante. No entanto, essa condigdo nio ¢ satisfeita na maioria dos
sistemas eletrdnicos, e o sucesso da LDA deve-se as satisfagdo de outras propriedades exatas
e a acertos fortuitos, como o cancelamento de erros entre o buraco de troca e de correlagio

(57).

Para muitas propriedades a LDA fornece resultados satisfatdrios, como distancias
de equilibrio, geometrias, frequéncias de vibragdo e densidades de carga, predizendo correta-
mente tendéncia fisica de diferentes sistemas, com resultados superiores a Hartree-Fock (65).
No entanto, observa-se um excesso de energia de ligacio (overbinding), dificuldade ao tratar

g ga¢ 8
: . : . :
propriedades magnéticas (ferromagnetismo, por exemplo) e de correlagdes fortes, subestima-
¢do do gap de energias, além de limites de dissociagio molecular incorretos. Muitos desses
problemas podem ser atribuidos ao erro de auto-interagio, ao erro de delocalizagio e ao erro

de correlagio estatico (66).

Um outro método predecessor da LDA Kohn-Sham, denominado X, foi proposto
por Slater em 1951 (34) com o intuito de simplificar o0 método Hartree-Fock. Nele, o funcio-
nal de troca de Fock ¢ substituido por um funcional local, o que invoca o liquido de elétrons

4/3. Nas equagdes monoeletrdnicas o operador de energia cinética é

e a dependéncia com n
utilizado (e nfo a energia cinética Thomas-Fermi, o que ja era uma melhoria em relag3o aos
calculos Thomas-Fermi-Dirac), mas a correlagdo é negligenciada. Originalmente Slater utili-
zou um parametro & = 1 no potencial local, que nio corresponde ao funcional de energia
de troca de Dirac, recuperado com v = 2/3. Essa ambiguidade levou na pratica a considerar
« como um parametro ajustavel em muitos calculos e, em particular, atomos e moléculas
apresentam « & 0.75 (44). Os célculos do método X o, predecessores da DFT Kohn-Sham,

corresponderam a uma significativa simplificagdo do método Hartree-Fock, embora de cara-

ter empirico e desprovido de efeitos de correlagio.
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3.2.2 Expansio em gradientes da densidade

Para ir além da aproximagio local, exata em sistemas onde a densidade varia lenta-
mente, é natural considerar como o funcional se comporta diante de uma pequena mudanga
na densidade dn (4, 5). Hohenberg e Kohn (4) consideraram também um liquido de elétrons
de densidade n(r) = n(r) + dn(r), onde n ¢ uma densidade constante e dn(r) uma modula-
¢do fraca dn(r) << n(r) que varia lentamente espacialmente. HK (4) obtém a expansio da

energia de troca e correlagio exata na forma
/d3r etomn /d3r eHn(@))|Va)? + ..., (3.39)

onde e{?)[n(r)] é o coeficiente da expansio em gradientes da densidade (GEA, do inglés gra-
dient expansion approximation) até segunda ordem. O termo de troca foi inicialmente obtido

por Sham (67) e revisado por Antoniewicz e Kleinman (68, 69):

, 10e? \Y% 2 : ,
B = _/ & 4327T(3€7r2)1/3 | :4(/];)| = _62/ d’r Asn(r) ps? | (3.40)

onde A, = —2(37%)'/% e = p* = 10/81, conhecido como o coeficiente da expansio de

gradientes (GE) da troca. Na Eq. 3.40 acima introduzimos a variavel denominada gradiente

de densidade reduzido:
B |Vn| _|Vn|
©2(372)V3nA3 T 2kpn

(3.41)

que corresponde a um parametro de inomogeneidade, medindo quio rapido e quanto a den-

sidade varia na escala do comprimento de Fermi local 27 /kr. No caso da correlagio, ha

’ . . . 1/2
também a escala definida pelo comprimento de blindagem 1/, sendo que ks = (i’%) , €
¢ Nesse regime também podemos expandir o funcional de energia cinética
Tln] = / & thom [n(r)] + / &Er O[] Vn()? + ..., (3.38)

onde o pr1me1ro termo ao lado direito da equagdo corresponde a aproximagio local de Thomas-Fermi para
a energia cinética.
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ag = h*/me?. O parimetro de inomogeneidade da correlagio corresponde a

|Vn| (7r>2 <97r>1/6 s
. (TN (2T s 42
ok \1) \2) a2 (342)

A expansio em gradientes da densidade da correlagdo até segunda ordem pode ser

escrita como:

ESEAIp) = /dgr n(r) e"m(n) + /d?’r n(r) B(n)t* (3.43)

sendo que Ma e Brueckner obtiveram (70) o limite de alta densidade de 3(n), 3% = 0.066725.

Geldart e Rasolt determinaram o coeficiente para diferentes densidades metalicas (71).

Embora a GEA tenha sido uma tentativa em principio promissora, seus resultados
nio foram tdo bem-sucedidos. O truncamento da expansio viola propriedades satisfeitas pela
LDA, em particular, regras de soma do buraco de troca e da correlagio. Tais violagdes condu-
zem a efeitos espurios, como oscilagdes de densidade, podendo resultar em energias de troca
e correlacio positivas (57). Uma solugdo encontrada foi realizar cortes abruptos no espago
real (real-space cutoff) e no espago reciproco, produzido por fung¢des contendo gradientes da

densidade, porém diferentes da GEA, as aproximagdes generalizadas de gradientes (GGAs).

3.2.3 Aproximagio generalizada de gradientes

As denominadas aproximagOes generalizadas de gradientes (GGAs) surgiram para
corrigir problemas da aproximagio de gradientes. Em 1968 Ma e Brueckner (70) propuse-
ram remediar os efeitos espurios da correlagdio GEA através de uma inser¢do de uma fungio
decrescente em ¢, com um valor de poténcia ajustado para preservar a negatividade e evitar
divergeéncias. No ano seguinte, Herman et al. realizaram uma proposta para troca contendo

gradientes muito semelhante ao funcional X o, com um fator de convergéncia ad hoc, também
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com um parametro empirico 3 ajustado a &tomos, denominado funcional X a/3. Ao longo das
décadas seguintes, o estudo cuidadoso do liquido de elétrons fracamente perturbado, tanto no
espago real quanto reciproco, permitiu uma maior compreensio dos efeitos locais da repulsio
de Coulomb. Através da 6tica do denominado buraco de troca e correlagio (57), e do uso
de vinculos como regras de soma, foi possivel construir aproximagdes de gradientes muito
superiores a LDA. As GGAs atualmente formam uma classe de funcionais semi-locais com a

forma geral

ECEGCGA = /d37’ f(n(r),|Vn(r)]), (3.44)

onde f(n(r),|Vn(r)|) é uma fun¢do qualquer das densidades e gradientes, construida a partir
de resultados de primeiros principios, podendo conter ou ndo parametros ajustados. Comu-
mente descrevems-se efeitos de nio-homogeneidade através do denominado fator de intensifi-
cagdo (enhancement factor), fun¢des analiticas que multiplicam a densidade de energia LDA,
de modo a destacar o incremento dos gradientes. Inicialmente introduzidos no termo de troca

(72), é possivel reescrever qualquer funcional em termos de um enhancement factor F,.:

Epln] = —€2A, / & 03 (1) Fu(s) . (3.45)

Enquanto muitos funcionais utilizavam propriedades do liquido de elétrons, visando
assim obter uma boa descri¢io de sdlidos, Axel Becke introduziu na década de 80 uma aborda-
gem voltada especificamente a sistemas atomicos e moleculares. Um dos primeiros funcionais
de troca de Becke se baseia no funcional X« e insere mais um parametro ajustado a energias

de troca de atomos, denominado 7. A forma desse funcional (73) é bastante simples:

f3s®

FBSG =1
) =1k

(3.46)

com a dimensionalidade correta e sem divergéncias para s assintotico, porém sem satisfazer
a expansio em segunda ordem de gradientes, devido ao fit de 3. Os resultados moleculares
desse funcional, quando combinado a um funcional aproximado de correlagdo, diminuem os

erros energias das atomizagio LDA por quase uma ordem de grandeza (65, 73). A GGA de
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troca de Becke (B88) (74) busca satisfazer também o decaimento exponencial da densidade de

carga em um sistema finito e para grandes distancias:

s’

B88 _
ES) = 1 T G 38 m) s sinh 1(79)

(3.47)

onde v = 2(672)/%, e 3 é um pardmetro ajustado a energias de troca atémicas.

A GGA publicada por Perdew e Wang em 1991 (PW91) (75, 76) elabora a forma de
B88, tentando agregar o maximo de vinculos exatos entdo conhecidos. A troca PW91 GGA

apresenta a seguinte construgio:

PWOL _ 1+ 0.19645s sinh™'(7.7956s) + [0.2743 — 0.1508 exp(—100s?)]s?

3.48
1+ 0.19645s sinh=1(7.7956s) 4 0.004s4 | )

onde a exponencial Gaussiana ¢ inserida para satisfazer a expansio em gradientes de segunda
ordem, e seu expoente, de modo a recuperar parte do FP®® entre 0.2 < s < 3, a regido
onde os gradientes modificam mais as energias de &tomos (77). O termo em s* é inserido para

satisfazer a condigio de escalonamento uniforme da densidade (77, 78) e evitar a violagdo da

condigdo de Lieb-Oxford (13).

Todo o conhecimento adquirido ao longo das diferentes GGAs resulta, na década
de 90, no funcional Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE) (79), anunciado como “GGA made sim-
ple” por simplificar a construgio e implementagdo de PW91. Embora PBE seja comumente
considerado funcional equivalente e substituto da “bizantina” (79) PW91, ha trabalhos que
reportam resultados distintos de PBE e PW91 (80-82). O fator de intensificagdo da troca PBE
corresponde a

FPBE(s) =14k — (3.49)

onde p = 7w2(3%F /3, para que haja cancelamento entre os gradientes da troca e correlagio, e a
resposta linear LDA do jélio seja recuperada (57, 79). Em 1, 3“F é proveniente da expansdo de
segunda ordem em gradientes no limite de densidades que variam fracamente (70). Notemos

que em PBE portanto, ndo se considera o vinculo da expansio em gradientes de segunda or-

dem, %% = 10/81. O parimetro « ¢ fixado a partir do limite de Lieb-Oxford (13), porém de
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modo local (em uma grandeza contida no integrando de E,.) sobre o fator de intensificagio,

e na troca apenas: F3(s) < A1, o que conduz, como veremos no capitulo 4, a k = 0.804.

hom

A correlagio PBE ¢ dada em termos da energia de correlagio do gas de elétrons e

somado a um termo dependente dos gradientes de densidade H, sendo que

EPBE[p] = /dgr n(r) (ehom(n) + H(rs, t)) ,onde (3.50)

c

? 3 1+ A2 3 |
H =|(— | v¢’lnq1+ = A=— :
(rs;?) <a0> 7% ln{ N ’yt [1 + At? + (At2)2] } ¢ v exp(—ehomag /ypie?) — 1

(3.51)

Nas equagdes acima, temos a polarizagdo relativa { = (ny—n)/n, o fator de escalonamento de
spin ¢(¢) = [(1+¢)?2+(1—-¢)?3]/2, B = B (70), e v = 0.031091, proveniente de cilculos
Monte Carlo no limite de altas densidades do liquido de elétrons uniforme (46, 62, 64, 83). A
Eq. 3.51 visa satisfazer o escalonamento uniforme para o regime de alta densidade (78), onde
a energia de correlagdo escala para uma constante, de modo que H ¢ construido para cancelar
a divergéncia logaritimica nesse regime: H — (€2/ag)y¢®Int? (79). No limite de t — 0, H
recai na expansio de gradientes de segunda ordem, H — (€2 /ag)3¢*t*. No limite de ¢ — oo,

a energia de correlagio ¢ cancelada para preservar a regra de soma da correlagio (79).

Desde a publica¢io de PBE, em 1996, muitos funcionais GGAs revisaram sua cons-
trucdo modificando a forma do fator de intensificagio da troca, seus vinculos e escolhas de
parametros. Em 1997 Zhang e Yang (84) propdem a violagdo da condi¢io de Lieb-Oxford atra-
vés do aumento de k, beneficiando energias totais e energias de atomizagdo de pequenas mo-
léculas, no funcional denominado revPBE; em 1999 Hammer, Hansen e Ngrskov modificam
a forma de F, para obter este mesmo efeito, porém satisfazendo o vinculo de Lieb-Oxford em
RPBE (85). Embora o interesse por funcionais semilocais pudesse diminuir devido as novas
perspectivas de funcionais orbitais, novos funcionais GGA tém sido continuamente propos-
tos, em particular para solidos (86-89). Dentre estas novas propostas, podemos destacar o
funcional Armiento-Mattsson (AMO5) (90), que difere na forma de construgdo e na utilizagdo
de um outro paradigma, além do liquido de elétrons, o gas de Airy. O funcional AM05 GGA

parte de uma aproximagio local do gas de Airy (LAA) (42) e realiza uma interpolagdo entre
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os regimes de bulk (baixos gradientes reduzidos s) e de superficies devido a bordas (valores

altos de s).

3.2.4 Funcionais orbitais

Funcionais explicitos da densidade para E,. mostraram-se muito Uteis para abordar
uma série de problemas em quimica e fisica. No entanto, tanto LDAs e GGAs apresentam
deficiéncias formais que podem ser mapeadas a uma série de falhas célebres como a subes-
timagdo do gap de energias, tratamento de sistemas fortemente correlacionados, dissociagdo
molecular, transferéncia de carga, e outros (66). Dentre essas deficiéncias, podemos listar o
denominado erro de autointeragio, que corresponde a um excedente de energia de correlagio
no limite de um elétron, que se propaga para sistemas de muitos elétrons e provoca uma série

de problemas em fisica e quimica (66, 91).

A construgdo de funcionais dependentes de orbitais consiste em uma alternativa
muito promissora, devido a importancia dos orbitais Kohn-Sham para a DFT e de orbitais
de uma tUnica particula em métodos de muitos corpos. Vale lembrar a dependéncia orbital
intrinseca do funcional de energia cinética e no funcional de troca de Fock. Podemos lis-
tar diferentes exemplos de funcionais orbitais, como corre¢des de auto-interagdo, funcionais
meta-GGA, hibridos e hiper-GGA. A seguir faremos um overview dessas subclasses apresen-

tando suas caracteristicas principais e alguns de seus representantes.

Corregdes de auto-interagdo (SIC, self-interaction correction) sio alguns dos mais an-
tigos funcionais orbitais. Seu objetivo consiste em obter o cancelamento das componentes

Coulombianas no limite de um elétron:

EH [nia] + E:vc[niov 0] =0 ) (352)
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onde n;, = |p;,(r)|* é a densidade de um particular orbital. Funcionais de densidade aproxi-
mados como LDA ou GGA, em geral nfo satisfazem a Eq. 3.52, resultando em uma contri-
bui¢do ndo-nula. A proposta de corregio de auto-interacio desenvolvida por John Perdew e

Alex Zunger em 1981 (PZSIC) (63), corrige esse erro de autointeragdo orbital por orbital:
No
B2 g, ) = B [ng,ny] = 303 (Bnlnio] + B3 [y, 0]) (3.53)

de modo a satisfazer a Eq. 3.52 para densidades de um elétron, e pode ser aplicada a qualquer
funcional aproximado. Ha uma série de dificuldades de implementagio do esquema PZSIC,
. ~ ) . ~ .
por exemplo, a energia total nfo ¢ invariante sob transformacdes dos orbitais, detalhes na
escolha do potencial PZSIC, na ortonormalizagdo dos orbitais e preservacio da consisténcia
em tamanho, propriedade relacionada ao calculo de energia de subsistemas (91). Embora haja
melhorias na descri¢do de orbitais localizados e de propriedades termoquimicas como entalpia
de formagdo, a melhoria de PZSIC nem sempre ¢ sistematica, e ha muito a se percorrer para

desenvolver corre¢cdes de autointeragio bem-sucedidas.

Uma outra importante classe de funcionais orbitais que sucedem as GGAs contém

densidades de energia cinética na construgio de E,.:

No h2

7o(r) =3 5 -V (r)f, (3.54)

=1

ou laplacianos da densidade V?n,, quantidades que surgem naturalmente na expansio em
gradientes (65). Essa classe de funcionais, denominada meta-GGA, tem como um de seus
recentes representantes, o funcional TPSS (92), que faz uso do funcional PBE, e de densidades
de energia cinética como indicadores de orbitais de um tnico elétron, para remogio do erro de

auto-interagdo. No caso de TPSS, utiliza-se a densidade de energia cinética de von Weizsiker

93)
_ 2 [Vn,(r)]?

() =5 i) (3.55)

expressio proveniente de ordens mais altas da expansdo de gradientes da energia cinética.

Uma outra classe de funcionais orbitais, muito mais utilizada, corresponde aos funci-
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onais denominados hibridos, que sio caracterizados pela mistura de funcionais aproximados
e de energia de troca exata. A motivagdo original dessa combinagio reside na chamada teo-
ria de conexdo adiabatica (91, 94), onde um parametro « conecta o limite do hamiltoniano
Kohn-Sham nio-interagente ao hamiltoniano interagente Coulombicamente . No primeiro
extremo (o = 0), a fun¢do de onda é um determinante de Slater formado por orbitais Kohn-
Sham e a correlagdo € nula, limite descrito pelo funcional de troca exato E,. O regime fisico
(o = 1) é razoavelmente bem-descrito por funcionais de troca e correlagio aproximados,
porém estes nio aproximam bem o limite oposto. Becke (95) propds entio que E,. fosse
aproximado através de uma combinagio das duas componentes, no funcional denominado
half-and-half (H & H):

EA%H ] = 0.5E, + 0.5EXP4 [n]. (3.57)

rc,a=1

Embora o desempenho da Eq. 3.57 nio fosse significativo, a abordagem chamou a aten-
¢do para os beneficios da combinag¢io de uma fragio de troca exata e funcionais semilocais.
Visto que a transi¢do entre os dois extremos ¢ monotonica (96, 97), a forma foi generalizada
considerando-se um coeficiente b entre O e 1, e a separagdo entre troca e correlagdo aproxi-
mada:

EX'[n] = b Ey + (1 —b) Eg7" 4 EZPO7. (3.58)

A obtengio do parametro de mistura b para um dado funcional aproximado ¢é na pratica ob-
tida através de minimizagio de erros sobre um dado conjunto de propriedades moleculares.
Becke (98) encontrou valores entre 0.16 e 0.28, dependendo do funcional escolhido. Perdew
e colaboradores (99) buscaram racionalizar a obten¢io de b, encontrando b = 0.25. Atual-
mente, os funcionais hibridos contém em sua maioria trés parametros otimizados, regulando

a inser¢do de troca exata, troca LDA/GGA e a correlagio GGA, porém ha funcionais na

| A idéia basica da abordagem Kohn-Sham, de conectar um sistema interagente a um sistema artificial nio-
interagente, é generalizada no modelo de conexdo adiabatica (94). Considera-se um Hamiltoniano de muitos
elétrons na forma

Hy=T+aU +V,, (3.56)

onde T e U sio os operadores usuais de energia cinética e Coulombiana de muitos elétrons, V,, =
> Vet,a(r;) é 0 operador de potencial externo, sendo 0 < o < 1. Caso esse potencial externo seja o po-
tencial de atragio elétron-ion, H; é o proprio Hamiltoniano fisico de muitos elétrons que estudamos. Para
valores diferentes de @, veyt,q (1) é escolhido de modo a fornecer a mesma densidade do estado fundamental
do sistema fisico. Para o = 0, obtém-se o Hamiltoniano de Kohn-Sham.
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literatura com 16 e até 35 parametros otimizados (100, 101).

Semelhante aos hibridos, uma recente classe de funcionais tem surgido, denominados
hiper-GGAs (HGGA), onde a combinagio de troca exata e de funcionais semilocais ocorre
através de funcionais da densidade, segundo defini¢io de Kiimmel e Kronig (91). Segundo
Perdew, as hiper-GGAs seriam uma evolugdo das meta-GGAs, com o acréscimo de densidade
de energia de troca e, e diferentes dos hibridos tradicionais no sentido de poder conter um
funcional completamente n3o-local na troca, e também na correlagio, corrigindo o erro de
autointeragdo e outros vinculos da correlagio que funcionais semilocais nfo satisfazem (57).

Ha propostas de hiper-GGAs denominadas “hibridos locais”

Bt = /d?’?" n(@){f(In]:r) ex*([n]:r) + [1 = f([n);x)] e ([n]; ) + e([n);x)}, (3.59)

loc

toc ¢ a densidade de energia de troca local por particula, e, a densidade de energia

onde e

loc

loc ¢ a densidade de energia de correlagio local por particula. Dentre as

de troca exata, e e
propostas para o coeficiente de mistura, ha a utilizagio de 7" (102), definido na Eq. 3.55, e
tentativas de preservar o cancelamento de troca e correlagio e a ndo-localidade da troca (103).

Ha também abordagens que revisitam a conex3o adiabatica como forma de construgio de

funcionais, como a hiper-GGA de Mori-Sanchéz ez al. (104):

Eucaln] = ln] + TS0 (3.00)

onde fi, f2 e f3 sdo funcionais da densidade, que podem ser escolhidos de acordo com de-
terminadas propriedades conhecidas, por exemplo, fi = E, recupera o limite de o = 0.
Uma outra proposta de hiper-GGA (105, 106) modela o buraco de troca e correlagio com
correlagBes estaticas utilizando a molécula de H; esticada como paradigma, devido a sua de-
A . PO ’ ~
generescencia no estado fundamental nfo-interagente. No entanto, atravées dessa escolha s3o
violados outros vinculos para estados fundamentais sem degenerescéncia, como relagdes de

escalonamento (103).

A recente hiper-GGA proposta por Perdew, Staroverov, Tao e Scuseria, denominada



3.2. Construcio de Funcionais 55

PSTS (103) consiste em um hibrido local com cinco parametros ajustados, construido de
modo muito e complexo, com uma analise detalhada de regimes de densidades (locais, de um
elétron, de alta/baixa densidade nio-uniformes, variando rapidamente), incluindo sistemas
com niimero flutuante de particulas, e considerando entalpias de formagdo e calculos de bar-
reiras de reagio. No entanto, embora o funcional PSTS busque satisfazer diversos vinculos,
os autores afirmam nio ser possivel provar a condi¢io de negatividade, £ < 0, e que o
vinculo de Lieb-Oxford seja satisfeito para todas as densidades possiveis. No capitulo 6 desen-
volveremos uma nova construgio de hiper-GGAs baseada no vinculo de Lieb-Oxford e em

propriedades do liquido de elétrons, sem parametros empiricos (107).

Existem outros funcionais orbitais que se aproximam mais a abordagens de teoria
muitos corpos, como teoria de perturbagdo e aproximagio de fase aleatdria (RPA**), muitas
vezes unidos ao formalismo da conexdo adiabatica. Destaca-se em particular, o surgimento
de muitos funcionais que distinguem entre o regime de longo e curto alcance da interagio de
Coulomb como forma de tratar interagdes van der Waals, transferéncia de carga, polarizabili-

dades e outros problemas (91).

Por fim, para encerrar a discussio sobre a construgdo de funcionais, notemos uma
interessante perspectiva de Grabo e Gross (108). Segundo os autores, o desenvolvimento fun-
cionais da densidade pode ser classificado em trés geragdes, segundo o uso de variaveis orbitais.
A primeira geragdo de funcionais caracteriza-se por funcionais explicitos da densidade tanto
no termo de energia cinética 7'[n] quanto nos efeitos de troca e correlagdo F,.[n], tal como
nas aproximag¢des Thomas-Fermi-Dirac (1, 2, 15). Na segunda geragdo, temos o emprego do
funcional exato de energia cinética ndo-interagente T e utilizagdo de aproximagdes da den-
sidades para FE,.[n], que corresponde a forma usual DFT Kohn-Sham. Por fim, na terceira
geracdo, além da utilizagio da expressio exata de T, emprega-se a expressio exata da energia

de troca E,, dada pelo funcional de Fock:

B, fn] = _Z;Z/‘PT /dgr,wfg(r)w;%(r)wja(r)som(r)' (3.61)

v —r'|

s Do inglés random phase approximation.
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Diferentemente da segunda geragdo de funcionais, ao considerar F, restam apenas os efeitos
de correlagdo a serem aproximados, o que proporciona uma flexibilidade maior na constru-
¢do de funcionais. A dependéncia orbital do funcional de troca dificulta a obteng¢io do poten-
cial de troca, que exige a solugdo de uma equagio integral, conhecida como OEP (optimized
effective potential). No capitulo 6 apresentaremos a construgio de um funcional orbital de
correlagio F. que faz uso da energia de troca exata e do vinculo de Lieb-Oxford, além de
vinculos adicionais (satisfagdo do liquido de elétrons, da expansio de gradientes, remogio da

auto-interagio).
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4 Investigagdo do limite Lieb-Oxford

O Universo é feito essencialmente de coisa nenhuma.
Intervalos, distancias, buracos, porosidade etérea.
Espaco vazio, em suma.

O resto, é a matéria.

Dai, que este arrepio,

este chamd-lo e té-lo, ergué-lo e defrontd-lo,

esta fresta de nada aberta no vazio,

deve ser um intervalo.

Antonio Gededo, em Miguina do Mundo

N <P A

Neste capitulo estudamos o comportamento da energia de troca e correlagio sob a
4tica do seu limiar inferior, o limite de Lieb-Oxford. Este limite foi originalmente deduzido
por Elliott Lieb e Walter Thirring, em uma das provas da estabilidade da matéria, e consiste
em uma propriedade universal de sistemas de interagio Coulombiana. Lieb, juntamente com
Stephen Oxford, revisitaram a expressio otimizando sua constante, que ¢ hoje empregada
como vinculo fundamental para construgio de funcionais. Nosso objetivo nesse estudo ¢ ana-
lisar como a energia de troca e correlagdo de sistemas fisicos se comporta dentro do intervalo
permitido. Para isso, realizamos uma busca por calculos de alta precisio de E.., separando-os
em classes de sistemas. A partir desses resultados podemos visualizar o termo de troca e cor-
relagdo sob um novo ponto-de-vista, importante para o entendimento do comportamento de
E.. e para o desenvolvimento de funcionais aproximados. A seguir apresentamos um resumo
histérico do surgimento desse limite inferior, sua forma, e algumas de suas propriedades mais

interessantes.
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4.1 Introdugio

4.1.1 Origens na estabilidade da matéria

A indagagio de por que a matéria, constituida de cargas que interagem Coulombica-
mente, ndo colapsa, foi respondida através da mecanica quantica. Para atomos, a equagdo de
Schrodinger possibilitou uma resposta satisfatdria, através de sua descrigio completa e quan-
titativa. Essa estabilidade, no entanto, n3o é tio esclarecedora para a matéria em forma solida
bulk ou molecular, onde ha muitas particulas, positivamente e negativamente carregadas, que
se atraem e repelem pela for¢a de Coulomb. Esses efeitos sdo muitas vezes complexos e sutis,
e sdo capazes de gerar uma gama de fendmenos como ligagbes quimicas, metalicas, interagdes

de van der Waals, supercondutividade e magnetismo.

A construgdo de uma base matematica para a estabilidade da matéria nfo-relativistica
durou cerca de trés décadas, até que em 1967 e 1968 Dyson e Lenard (9, 10) deduziram um

limite inferior para a energia total de férmions proporcional ao numero de particulas, garan-

tindo a estabilidade bulk.

Em 1975 Lieb e Thirring (11) basearam-se no trabalho classico de Dyson e Lenard
para obter uma dedugio mais simplificada, empregando desigualdades matematicas e a teoria
de Thomas-Fermi. Na prova de Lieb e Thirring sdo deduzidas desigualdades para a energia
cinética de N férmions, e também para a energia de repulsdo de Coulomb. A partir do li-

mite inferior da energia de Coulomb U[n| deduzido na Ref. (11), e definindo-se W,,. como a
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diferenca do termo de interagdo de Coulomb e do termo direto de Hartree (Eq. 2.12),

Wieln] = Uln] — Ugln|
2
= /dSTl/dSTQ -../dSTN \P*(rl,rg,...,rN)Z ‘ ¢ |\Il(r1,r2,...,rN)
ij 1Ti — T

2 /

_e /d%/d%’n(r)n(r) 7 (4.1)
2. |r — 1|

¢ possivel extrair uma desigualdade para W,.:
1/2
Wieln] > —Ciya {67/3N / n5/3(r)d3r} . (4.2)

Embora nio-intencionalmente, o trabalho de Lieb e Thirring demonstra também a
existéncia de um limite inferior dos efeitos indiretos de Coulomb (troca e correlagdo), poste-
riormente denominado limite de Lieb-Oxford, provando com éxito a estabilidade da matéria

através do modelo Thomas-Fermi (11).

4.1.2 Estrutura do limite Lieb-Oxford

A busca do limite inferior de W, pode ser interpretada da seguinte forma (12): dada
uma densidade de cargas qualguer n(r), até que ponto as particulas se repelem mutualmente, con-
servada a densidade? Nos anos seguintes Lieb dedicou-se, entre outros trabalhos, a sofisticagio
da forma funcional da Eq. 4.2 e 4 otimizagio da constante envolvida. Utilizando na técnica de
Onsager para obtencio do limite inferior para a energia do cristal de Wigner, Lieb (12) obtém

em 1979, que para um sistema de N particulas de carga e:

Weeln] > —Cfp 62/3/n4/3(r)d37“ : (4.3)
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A forma funcional da Eq. 4.3 é bastante atraente porque apresenta a mesma forma da aproxi-

magio local da energia de troca do funcional Slater-Dirac:
ELPA) = A, 62/3/n4/3(r)d3r. (4.4)

onde A, = 2(37%)"/3 = 0.7386.

Junto a dedugio da Eq. 4.3, Lieb desenvolve a primeira estimativa da constante en-
volvida, C, = 8.52, empregando a técnica de maximizagdo de fun¢des de Hardy-Littlewood
(12). No entanto, este observa que tal resultado provavelmente ainda esta muito longe do

melhor valor possivel, e conjectura que o melhor valor deve ser mais proximo da constante

A,

Posteriormente, em 1981, Lieb e Stephen Oxford deduzem uma estimativa otimi-
zada Cpo = 1.68, com um tratamento cuidadoso das integrais de e distribui¢des de carga e
empregando a desigualdade de Holder (13). A constante Cro, juntamente com a férmula da

Eq. 4.3, constituem o limite de Lieb-Oxford para os efeitos indiretos de Coulomb (13):

Weeln] > —Cro 62/3/n4/3(r)d37° ) (4.5)

Em 1999, Garnet Chan e Nicholas Handy (14) revisitaram a obteng¢do da constante
C'Lo através de uma cuidadosa otimizagdo numérica, pois as estimativas originais foram feitas
analiticamente. A redugio obtida foi modesta, Coy = 1.6358, e os autores consideram que
uma maior redugdo dificilmente sera alcangada de modo rigoroso, ao longo das mesmas li-

nhas.

O resultado da Eq. 4.5 é universal de sistemas de interagio Coulombiana, composto
de particulas de mesma carga e, e tridimensionais. Talvez seja interessante observar que existe
uma dedugio desse mesmo limite em duas dimensdes, realizada por Lieb, Solovej e Yngvason
(109), W2P = Cpgy [ n%/?(r)d?r, onde a estimativa destes autores para a constante corres-

ponde a Crgy = 192(27)Y/? = 481.27.
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4.1.3  Aplicagdo do limite a energia de troca e correlagio

A desigualdade de Lieb-Oxford deduzida na se¢io 4.1.2 se aplica a W, definido na
Eq. 4.1. No entanto, desejamos estender essa propriedade aos efeitos de troca e correlagio

E... A seguir faremos um breve esclarecimento da diferenga entre as duas quantidades.

Na DFT, a energia de troca e correlagio surge devido as aproximagdes da energia

cinética e de Coulomb no funcional de energia total E[n]:

Eln] = Tn]+Uln|+Vin]
= Tin] + Unln] + VIn] + (T[n] — Ti[n]) + (Uln] — Ugln]) (4.6)
= T.n]+ Ugln] + Vn] + T.[n] + Wee[n] (4.7)
= T[n] + Unln] + Vn] + Eg[n]. (4.8)

Na passagem da Eq. 4.7 e Eq. 4.8, definimos

Eue[n] = Te[n] + Wae[n] , (4.9)

onde W, é a componente Coulombiana dos efeitos de troca e correlagdo, definida na Eq. 4.1,
que pode ser dividida em um termo de troca W, e correlagdo W.. Pela defini¢io da energia de
troca (Eq. 3.61) daDFT, E, = W,, e portanto nio ha contribui¢io de troca na energia cinética
(T = 0). Ja a energia de correlagdo possui uma contribui¢io cinética devido a aproximagio

da energia cinética total T pela energia cinética ndo-interagente 7T:

Tin] = Tln) - Tfn) (1.10)
= o () VO] — (S V) e
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onde UES ¢ uma fungio de onda determinantal baseada nos orbitais monoeletronicos de

Kohn-Sham. Ou seja,

E.[n] =W,[n| e E.n|=T.n]+ W,n]. (4.12)

E importante notar que 7, é sempre positivo, 7. = T — T > 0. Essa afirmagio
decorre do principio variacional de Rayleigh-Ritz, pois como vimos no capitulo 3, ¥[n|
. . . : C : :
corresponde a fun¢do de onda antissimetrizada que minimiza o funcional universal Fyx =
(U| T + U |¥), enquanto que no formalismo nio-interagente Kohn-Sham, ¥%°[n] minimiza

o valor esperado (5| T'|WK5), Portanto,

T[n) = (V*[n)| T 19 [n]) < (W[n]| T |¥[n]) = T(n] . (4.13)

Também podemos deduzir uma relagdo para a correlagdo, que corresponde a dife-
renga entre a energia total exata e a energia total de um determinante Kohn-Sham E, =

Ey — Ef® < 0. De modo anélogo a T}, na formulagdo de busca restrita, temos que
Ecn) = (¥[n]| T+ U [W[n]) — (W 5[] T + U <)) (4.14)

onde W¥[n] minimiza o valor esperado universal (¥|7" + U |¥), e UXS[n] é uma fungio de
onda determinantal que fornece a densidade n(r) e que minimiza (¥*%| T' |5, Portanto,

temos que £, < 0.

Para a energia de troca, esta é definida como a diferenga de energias devido a antis-
simetrizagio da fungio de onda de Hartree, £, = EXS — EI. Fisicamente, o afastamento
entre férmions de mesmo spin causa uma redugio da repulsio Coulombiana, o que abaixa
a energia total. Embora tanto o determinante de Kohn-Sham quanto o produto de Hartree
minimizem o mesmo operador (1'+ U), a restrigio de simetria nfo é suficiente para garantir a

menor energia. No entanto, observando a defini¢do da energia de troca em termos de orbitais
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e matriz densidade:

5. [ %o (D)5 (1) 06 (1) @ig (')
E.[n] = —;;/d /d T Py : (4.15)

_ /d3 /d3 quiit ol (4.16)

Ir—r’l

temos que £, < 0. Na Eq. 4.16, v(r, ') é a matriz densidade de uma tnica particula, definida

como

wa r)io (') . (4.17)

Como vimos na Eq. 4.12, a soma dos termos de correlagdo fornece E. = T, + W..

Sendo E. < 0e T, > 0, W. < 0. Ou seja, a energia de troca e correlagio Coulombiana W,,. =

E. + W. é negativa, assim como a energia de troca e correlagdo total E,. = E, + E,. Estas

duas energias, F,. e W, diferem apenas de 7. > 0, como vemos na Eq. 4.9. Portanto E,. >

Wy Este resultado pode ser conectado a inequagio 4.5, fornecendo a seguinte sequéncia de
desigualdades

Epeln] > Waoln] > —Cro 23 / 43 (e)d%r . (4.18)

A versdo do limite Lieb-Oxford para os efeitos de troca e correlagdo E,., componente

aproximada pelos funcionais da densidade, corresponde apenas a desigualdade

E..n] > —-Cro 62/3/n4/3(r)d3r ) (4.19)

Apresentado o limite de Lieb-Oxford na DFT, passaremos aos resultados.
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4.2 Analise para classes de sistemas

Conforme observado, o limite de Lieb-Oxford (Eq. 4.19) exibe a mesma dependéncia
com a densidade de n*/3 presente no funcional de troca LDA (Eq. 4.4), e pode ser reescrito

como

Eyeln] > Aro EXP4n] (4.20)

onde Ao = Cro/A, = 2.27. O limite de Lieb-Oxford também pode ser descrito portanto,

através da relagdo
Ec[n]

ELDA[p] < ALo - (4.21)

Para um sistema qualquer de densidades n, definimos a razio de energias da Eq. 4.21
como um funcional da densidade:

An] = Eucln]

- E%DA[TL] S )\LO y (422)

sendo que a desigualdade ao lado direito deve ser obedecida para qualquer densidade.

Nosso procedimento sera quantificar os valores tipicos de A[n] para o maior niimero
de sistemas, verificando se o valor maximo Ao € um limite suficientemente estreito para A[n]
fisicos. Como célebres funcionais ndo-empiricos (PW91 (75), PBE (79), PBEsol (88), TPSS
(92)) foram construidos utilizando o valor maximo Arp, a otimizagdo desse vinculo tem uma
motivagdo pratica adicional, além da investigagdo do comportamento das energias de troca e
correlagdo. Convém ressaltar que neste estudo trataremos apenas de E,. exato. Poderiamos
também definir uma razio \%"°*[p] para um funcional de E,. aproximado, como B3LYP
(95, 110) ou PBE (79), porém nio focaremos no comportamento de uma particular aproxi-
magio, mas no comportamento exato de E.,.. Esse comportamento pode ser determinado com
excelente precisio através de métodos de fungdo de onda, como um calculo de interagdo de

configura¢des (CI) ou um calculo de Monte Carlo Quantico (QMC). Como se trata de uma
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componente da energia de Coulomb, E,. ndo é comumente obtida per se, mas em trabalhos

metodologicos, alguns custosos computacionalmente.

Ou seja, para poder caracterizar A\[n] fez-se necessaria a busca na literatura por ener-

. ~ ) - . .
gias de troca e correlagdo de métodos de alta precisio, os quais consideramos para nossos
objetivos, como resultados “exatos”. Sempre que possivel, confrontaremos resultados de fon-

tes distintas.

4.2.1 Atomos

Calculamos A[n] para uma série de atomos, desde o hidrogénio ao argénio. A Tabela

4.1 apresenta os resultados separados em grupos, dependendo da fonte de E,..

Nas primeiras linhas, o dado xc exato do hidrogénio foi obtido pela aluna através do
método Optimized Effective Potential - OEP, utilizando o programa opmks, desenvolvido por
E. Engel. No método OEP, a integral de troca de Fock é tratada através de um procedimento
autoconsistente e com tratamento orbital, de maneira que a troca obtida € a troca exata,
EXX. No atomo de hidrogénio, a energia de correlagdo é zero* portanto o método EXX-

OEP automaticamente fornece o resultado correto: E,. = E,.

Embora o método EXX-OEP seja exato para o hidrogénio, nio é possivel calcular o

resultado da troca LDA nessa densidade EXX-OEP (um procedimento pds-autoconsistente)

LDA
Ex

com o opmks. Por isso, a energia no hidrogénio foi calculada de forma autoconsistente,

porém em duas densidades distintas, sem correlagio, (primeira linha do H da Tabela 4.1) e

 Essa propriedade € bastante simples. Para sistemas de um elétron, o valor esperado do operador de Coulomb é
zero. Em termos de funcionais da densidade, na ocorréncia de densidades de um elétron n(!) (r), isso implica
que Ug[nW] + E,[nM] + E.[nM] = 0). Podemos observar ainda que, para n")(r), o termo Hartree
tem mesmo médulo da contribuigio de troca, porém sinais opostos. Ou seja, Ug[n™M] + E,[n™M] = 0,
e a correlagio tem de ser nula, E.[nM] = 0. A violagio desse vinculo (através do surgimento de uma
contribuigio espuria de correlagio em n!)(r)) é extremamente comum em funcionais aproximados, e ¢
conhecida como erro de auto-interagio.
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Tabela 4.1 — Energia de troca e correlagdo, energia de troca LDA e o funcional A[n] para uma
série de atomos de Z = 1 a 20. Observa-se uma tendéncia decrescente de A\[n| com
o crescimento do ndmero atdémico, e que os valores estio muito distantes do valor
maximo Ao = 2.27. Todas as energias estdo em unidades de Hartree.

dtomo -FE,.(exato) -ELPA A[n]
H 0.312500  0.253246 1.23398
H 0.312500 0.256426 1.21867

He 1.067 0.8830 1.208
Be 2.770 2.321 1.193
Ne 12.48 11.02 1.132
He 1.068 0.8617 1.239
Li 1.827 1.514 1.207
Be 2.772 2.290 1.210
B 3.870 3.247 1.192
C 5.210 4.430 1.176
N 6.780 5.857 1.158
O 8.430 7.300 1.155
F 10.320 8.999 1.147
Ne 12.490 10.967 1.1389
Na 14.440 12.729 1.1344
Mg 16.430 14.563 1.1282
Al 18.530 16.486 1.1240
Si 20.790 18.544 1.1211
P 23.150 20.743 1.1160
S 25.620 22.950 1.1164
Cl 28.190 25.305 1.1140
Ar 31.270 27.812 1.1243

com correlagdo da parametrizagio PW92 (64) (segunda linha)'. Ainda assim, a diferenga entre
os resultados é pequena, cerca de 1%, e evidencia que A ¢ o valor maximo dentre os 4tomos,

bastante distante de \; 0.

Podemos observar a tendéncia decrescente, conforme o aumento do niimero ato-
mico, a partir do hidrogénio, que se estende até o cloro. As trés linhas com os atomos de
camada fechada (He, Be, Ne) s3o os tnicos resultados onde encontramos dados atomicos de
E,. e ELPA calculados na mesma densidade exata, proveniente de Monte Carlo quantico

(QMC) (111).

T Nio podemos determinar qual densidade se aproxima melhor da densidade exata. Se por um lado a remogio
da correlagio garante (E. = 0), resultado desejavel e correto, a energia de troca que se aproximou melhor
de EXX foi a troca LDA com correlagdo. A energia total da LDA com correlagio (—0.457078 Hartree) se
aproximou melhor do resultado correto (-0.5 Hartree) do que a troca LDA (—0.478711 Hartree).
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O restante da tabela foi obtido com dados da energia de troca e correlagio da Ref. (112),
que obtém densidades e energias a partir de dados de fung¢des de onda CI - Interagio de Confi-
guragBes (113), através do método de Zhao, Morrison e Parr (ZMP) (114, 115). As energias de

troca LDA foram obtidas no opmks, calculadas nas densidades autoconsistentes LDA (PW92).}

Podemos visualizar alguns dos resultados da Tabela 4.1 no grafico da Fig. 4.1, que
exibe os dados QMC e CI-ZMP da Tabela 4.1, e um exemplo de resultado DFT com o fun-
cional GGA BLYP (74, 110), adequado para resultados atdmicos, devido a sua otimizagio de
parametros. Também observa-se a diferenca entre os resultados de A do He, Be e Ne pro-
venientes de QMC e da Ref. (112) e as flutuagdes que ocorrem no enxofre (S) e no argonio
(Ar), que atribuimos a desvios do método empregado na obtengio de F,. (114, 115). Assim,
embora tenhamos empregado fontes distintas de energias e densidades, acreditamos que o
comportamento relevante de A nio foi prejudicado, principalmente a distancia dos valores

tipicos de A[n] atdmicos ao limite maximo A o = 2.27.

Na Fig. 4.1 acrescentamos dados de sistemas de dois elétrons, o atomo de Hooke,
onde os elétrons sio sujeitos a um potencial parabolico, e o atomo de He. Os resultados sio
para limites assintéticos para forte constante de acoplamento (kK — 00) e para um nucleo
infinitamente pesado (Z — o0). Ambos os valores pertencem a faixa de A ~ 1.17, muito
inferior ao valor do atomo de hélio com Z = 2, A = 1.21. Esse resultado, juntamente com
a tendéncia decrescente com Z, sugere que o maior confinamento provoca redugio de A[n],

aspecto que sera melhor investigado na se¢io 4.2.3 sobre o atomo de Hooke.

A tendéncia sistematica exibida pelos dados sugerem que esse comportamento pode

ser expresso por uma fung¢do simples em termos do niimero atomico Z. Faremos um ajuste
. . ~ .. ’

a partir das seguinte observagOes: o valor correto do limite de Z — oo é provavelmente

A = 1, pois assintoticamente os efeitos de troca dominam a correlago, e a troca LDA se

1 A utilizagio de energias E,.[n] e EEPA[n] em densidades distintas deve-se & escassez na literatura de dados
calculados em uma mesma densidade, seja exata ou aproximada. Podemos analisar as consequéncias dessa
abordagem observando os dados dos atomos de camada fechada (He, Be, Ne), na segunda parte da tabela
(dados QMC) e na terceira parte (CI-ZMP). A diferenca entre as energias exatas E,. desses atomos ¢ muito
pequena, porém aumenta conforme Z cresce. Embora as diferengas da energia de troca LDA sejam maiores,
em torno de 1 a 4%, conforme o aumento de Z a diferenca entre os A[n] diminuem. Consideramos por fim,
a utilizagdo de densidades distintas em A[n] aceitavel, pois é possivel investigar o comportamento atdmico
como um todo.
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Figura 4.1 — Gréfico de A[n] em fun¢do do nimero total de elétrons. Os pontos B correspondem
aos dados de Monte Carlo Quantico da Ref. (111); os simbolos X s3o resultados da
Ref. (112), que emprega indiretamente dados Cl; pontos em () representam os dados
DFT do funcional BLYP (74, 110), calculado autoconsistentemente com o opmks, para
fins de comparacdo. As duas linhas horizontais indicam limites assintéticos de sistemas
de dois elétrons, o 4tomo de hélio (com um infinito nimero de prétons), e o dtomo de
Hooke, (dois elétrons de confinamento parabdlico também infinito). Esses dois valores
sdo préximos entre si porém bastante inferiores aos do dtomo de hélio em Z = 2.
A tendéncia decrescente é capturada corretamente pela funcdo Z /3, em verde, fit
baseado nas poténcias que a teoria Thomas-Fermi prevé em atomos (116).

torna exata (117). Para Z finito, observamos que na teoria de Thomas-Fermi (116) todas as
contribui¢Ses de energias sio expandidas em poténcias de Z'/3. Como o funcional A[n] é uma
~ . 7 ’ .
razdo de energias, e o comportamento ¢ decrescente, uma formula simples de agregar essas
propriedades é
A

ANZ) = A, + Zf’j‘?, (4.23)

onde A; é um parametro que permite a flutuagdo de A = 1, pois os dados disponiveis nio
sio exatos, e Ay ¢ um parametro que ndo pode ser determinado por consideragdes gerais.
Essa regressio simples para os dados na Fig. 4.1 fornece AYMY = 1.03 ¢ AYMC = 0.231;
AGT=ZMP — 0,986 ¢ AS'=?MP — (.331 (removemos apenas o dado do Ar, que tem menor
confiabilidade); e APLYP = 0.993 e APEY? = (.313. Esse ultimo fit, do funcional BLYP ¢é

mostrado na Fig. 4.1 em verde, e evidencia o sucesso do ajuste proposto.

Embora a constante maxima Ao = 2.27 ja tenha sofrido uma ligeira redugio (para
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Acn = 2.2149, devido ao trabalho de Chan and Handy (14)), os valores da razio (4.21) em

atomos mostraram-se muito distantes do valor maximo de Lieb e Oxford.

4.2.2 Tons

Na Tabela 4.2 apresentamos os dados de energias e do funcional A[n| para os ions
H~, Be?", Ne®" e até Hg™", da Ref. (118), acrescentados ao dtomo de He, em uma série
isoeletronica do hélio. Ambas as componentes de energia foram calculadas na mesma densi-
dade exata obtida por Monte Carlo Quantico. Verifica-se novamente o decréscimo de A com

0 aumento do ntimero atomico e uma faixa de valores de \ 10nicos semelhante a dos atomos.

Tabela 4.2 — A\[n] em ions. Todas as componentes de energias estdo em Hartrees e foram calculadas
na Ref.(118), empregando densidades exatas.

fon -EQMC _pLDA(PIW92)  A[n]

H- 0.422893 0.337 1.25

He 1.066676 0.883 1.21
Be2t  2.320902 1.957 1.186
Ne®t  6.073176 5.173 1.174
Hg™+  49.824467 42.699 1.1669
7 — o0 1.166

O limite de Z — oo para a série isoeletronica do hélio foi obtido por Laufer e
Krieger (119), que calculam a razio ELP4/E, = 0.8577. Os autores afirmam que nesse limite
de Z — o0, a contribuigdo da correlagio ¢ desprezivel. Podemos entio inverter o quociente
das energias de troca obtendo

lim A\ ~ 1.166. (4.24)

Z—00

Embora os dados da Tabela 4.2 complementem e corroborem o que foi visto em
atomos, trata-se apenas da série isoeletronica do hélio. Para estender a analise a outras séries

de 1ons, decidimos utilizar dados de energias de correlagio das Refs. (113, 120), que obtém
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energias CI para muitos outros ions. No entanto, sio disponibilizadas apenas as energias de

correlagdo. Para poder analisar o comportamento geral A\[n], adicionamos a E¢ energias de

EEXX obtidas com o método OEP. Dessa forma, conseguimos ter um valor que

troca exatas
se aproxima muito de E,. exato. A Tabela 4.3 demonstra como esse procedimento fornece
resultados semelhantes aos resultados de Monte Carlo Quantico (118) da Tabela 4.2.

Tabela 4.3 — Resultados de energia de troca exata EXX calculados com um programa atémico, ener-

gias de correlacdo Cl da Ref.(120), e a soma dessas duas contribuicdes em EEXX+CT
muito préxima de EYMC da Ref.(118).

‘ EXX CI EXX+CI QMC
ion E; E; B E%.

He -1.025769 -0.042044 -1.067813 -1.066676
Be?t -2.277068 -0.044267 -2.232801 -2.320902
Ne®t -6.027657 -0.045693 -6.07335 -6.073176

A Referéncia (113) disponibiliza 16 séries isoeletrdnicas, totalizando 296 resultados
de atomos e cations. Embora seja atraente calcular todas essas séries, ¢ importante observar
que cada calculo atomico de EXX, da forma que o programa atomico opmks foi desenvolvido,
exige muito tempo, pois cada inser¢io dos dados do programa (nome do elemento, carga e
preenchimento dos orbitais) é manual. Para evitar trabalhos exaustivos e possiveis erros de
digitagdo, a aluna desenvolveu scripts em bash e awk para montar sistematicamente inputs,
efetuar execugdo e também a extragio das energias dos arquivos de saida, em formato de

tabela.

Na Fig. 4.2 ilustramos algumas das séries isoeletronicas (Be, Li, C e O) obtidas atra-
vés dessa metodologia (EXX +CI), uma série de cations monovalentes, e a série do He, uti-
lizando E9MC da Ref. (121). Incluimos, para comparagio, os resultados de dtomos, obtidos
com ECI=ZMF (112). Os resultados de EXX-OEP e LDA calculados em suas densidades auto-
consistentes, com correlagio da parametrizagdo Vosko-Wilk-Nusair (VWN) (62). Nota-se no
grafico que os maiores valores de A[n] sdo de séries de nimero de elétrons N menores, e que
novamente A[n] diminui conforme aumentamos Z. Como cada série de cations inicia a partir
do seu atomo neutro, podemos supor que as proximas séries continuario o decaimento, cada
vez menos acentuado. Notem que o ordenamento entre as curvas nio é sempre sistematico:

como A do atomo de berilio esta mais acima, a série do Be (em +) posiciona-se entre a do He
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Figura 4.2 — Resultados de \[n] para diferentes séries isoeletronicas: He (<), Be (+), Li (0), C
(@), O (2), e ions monovalentes (x). Os valores atémicos (M) s3o incluidos para
comparacao.

(¢) e do Li (). Este pode ser um efeito devido a distribui¢do de elétrons nos orbitais.

423 Atomo de Hooke

Consideremos agora um sistema de dois elétrons interagentes confinados por um
potencial harmoénico. Para determinados valores da constante de mola k que define esse con-
finamento, o estado fundamental desse sistema é exatamente soltvel (122, 123), o que o tor-
nou importante tanto como um modelo pedagdgico como um sistema-teste para métodos de

quimica quantica (119, 124-128).
O Hamiltoniano do atomo de Hooke é dado por

2

A D) 1 2
o= —%(Vf +V3) + §k:(rf +73) +

¢ (4.25)

|I'1 — I '



72 Capitulo 4. Investigacio do limite Lieb-Oxford

1
l

1
¥

V= Voor
-

Figura 4.3 — llustracdo comparando o dtomo de He e o 4&tomo de Hooke, ou Harmonium. O dtomo
de Hooke (a direita) corresponde a um atomo de hélio artificial, onde o potencial de
interacdo Coulombiano elétron-ndcleo é substituido por um potencial harmdnico, o que
permite a obtenc3o de solucdes analiticas de um problema interagente.

Inicialmente determinaremos um valor aproximado para o limite de k¥ — oco. Nova-

mente determinaremos a razdo de energias da Eq. 4.22,

_ E.[n] E.[n]
ELPAR] © ELPA[R]

Aln| (4.26)

Energias de troca exatas e LDA para o atomo de Hooke, ambas calculadas nas den-
sidades exatas, sdo disponibilizadas no trabalho de Laufer and Krieger (119). Nesse estudo é
demonstrado numericamente que a energia de troca LDA calculada na densidade exata cor-
responde a aproximadamente 85.5% da energia de troca exata do atomo de Hooke, forte

constante de acoplamento. Portanto,

ELDA

~— ~ (.855. 4.27
- (4.27)

Os autores da Ref. (119) demonstram ainda que a energia de correlagio do atomo de Hooke
corresponde a uma pequena fragdo da energia de troca (algumas porcentagens), resultado cor-
roborado pela Ref. (122). Por essa razdo, ao desconsiderar o termo de correlagdo na Eq. (4.26),

obtemos

lim Mook ~1.17, (4.28)

k—oo

muito proximo ao valor de atomos, como visto no grafico da Fig.4.1 da se¢do 4.2.1. Também
obtivemos valores de A para k1 ~ 3.6 x 107% e ky = 0.25 (122, 129). A Tab. 4.4 exibe os

resultados encontrados.
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Tabela 4.4 — Caélculo de A[n] para o &tomo de Hooke com pardmetros de confinamento k; ~ 3.6 x
1075, ko = 0.25 e kK — o0o. Os dados de k1 e ko foram retirados da Ref.(129), sendo
que para ky também incluimos dados de FE,. de uma outra fonte (122). Todas as
energias estdo em unidades de Hartree e foram calculadas nas densidades exatas.

Exc EILDA )\Hooke
k1 -0.0259 -0.0174 1.489
ko -0.5536 -0.4410 1.255
ko -0.5553 -0.4410 1.259
k — o0 1.17

Podemos ilustrar a analise que realizamos ao longo desses diferentes sistemas atraves
de um eixo vertical correspondente aos possiveis valores de A[n], onde o valor maximo para
a constante de Lieb-Oxford, Ao = 2.27 constitui um teto. A Fig.4.4(a) exibe essa idéia, € a0
lado direito, apresentamos os resultados da Tabela 4.4. O intervalo hachurado compreende
os limites de k — 0 e & — o0o0. Novamente, todos os valores de A\ no atomo de Hooke se

mostram muito distantes do valor limite Ay 0.

—— A =227
- | —L0o
LO 2251 TITNGR
2,00 -
— f) 1,75
[ ]
1,504 weoeee k, (k—0)
1,25 ===k
a2,y
1,00-
0,75 -
0,50 -
0,25 -
—_ 0 0,00
(a) (b)

Figura 4.4 — (a) llustracdo da pergunta que tentamos responder ao caracterizar A[n], o qudo distante
esses valores estdo do teto, Aro. (b) Resultados de A[n] para o toy model, dtomo de
Hooke. O intervalo hachurado compreende os limites de k — 0 e kK — o0, ou seja, os
dois extremos fisicos: dois elétrons muito fracamente e muito fortemente ligados.
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4.2.4 Pequenas moléculas

Até o momento, os sistemas atomicos revelaram resultados de A[n] muito distantes
do valor maximo Arp. Além disso, encontramos comportamentos interessantes com o ni-
mero atomico Z e nimero de elétrons N. Para moléculas temos dificuldade ainda maiores
no acesso a dados exatos, portanto nos restringiremos a pequenas moléculas como dimeros,

hidretos, e pequenos hidrocarbonetos, calculados preferencialmente através de Monte Carlo

Quantico (QMC).

Avaliamos inicialmente os dados da Ref. (130), onde sio apresentados resultados de
E.. obtidos por um método que combina Monte Carlo Variacional (VMC) a técnica de inte-
gragdo de constante de acoplamento (conexio adiabatica) (131). Sio disponibilizados energias
E,. e EEPA apenas para trés hidrocarbonetos e uma molécula de silicio, calculados em geo-
metrias experimentais. Como podemos observar na Tabela 4.5, todos os valores moleculares
de X se encontram também abaixo do limite Az, aparentemente crescendo com o aumento

do niimero total de elétrons, ou da massa molar.

Tabela 4.5 — Energias (em Hartrees) e os valores de A calculados para quatro moléculas: alguns
pequenos hidrocarbonetos (etino, eteno e etano), e Siz (130). As energias foram cal-
culadas nas densidades de troca e correlacdo préprias de cada funcional.

_pVMC _E£DA(PW92) Aln]

CoHy  3.840 3.428 1.120
CoHy  4.606 4.110 1.121
CoHg  5.367 4.760 1.128

Siy 2.028 1.762 1.151

Embora os resultados de A[n| da Tabela 4.5 estejam de acordo com a faixa de valo-
res obtidos em atomos, as energias de troca e correlagio da Ref. (130) superestimam valores
na literatura (132, 133), o que possivelmente deve-se ao uso de pseudoatomos e pseudopo-
tenciais ou a forma como as densidades de energia de troca e correlagdo foram obtidas, via

transformada de Fourier (130). De modo geral, resultados relativos estdo de acordo com o
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esperado, porém os valores de energias zc deste método VMC-+constante de acoplamento

nio sio satisfatorios.

Além da vertente variacional do método Monte Carlo Quantico, ha o denominado
Monte Carlo de Difusdo (DMC), que resolve uma equagio de Schrédinger dependente do
tempo com propagagio por tempos imaginarios até a convergéncia para o estado fundamen-
tal, e que recupera cerca de =~ 95% da energia de correlagio experimental (134-136). As refe-
réncias (135) e (134) apresentam resultados muito precisos de energias de correlagio EPM[n]
obtidas com fungdes de onda otimizadas com a aproximagio de nods fixos (FN-DMC, Fixed-

Node Diffusion Monte Carlo) para uma série de pequenas moléculas®.

As energias de correlagio das moléculas do primeiro periodo foram obtidas de cal-
culos FN-DMC da Ref. (134) (LiH, BeH, BH, CH, NH, OH, FH), Ref. (135) (Lis, Bes, B,
Cz, Ny, Oy, Fy) e Ref. (136) (Hy). Essas energias de correlagdo de referéncia sio somadas a
energia de troca Hartree-Fock: A[n] = (ET°*k + E.)/ELPA] pois 0o método OEP para ob-
tengio de energias de troca exata DFT nfo esta disponivel no Gaussian03 (137). Os calculos
Hartree-Fock e LDA foram realizados nas geometrias indicadas pelas referéncias das energias
de correlagdo. As fungdes de base quando especificadas, foram determinadas de acordo com
as referéncias; no caso de dimeros e hidretos do primeiro periodo, no entanto, utilizamos
uma base Gaussiana 6-311G+ (3df,2p), pois as referéncias (134, 135) empregam bases otimi-
zadas n3o-disponiveis no Gaussian03. Para energias de correlagdo experimentais (138, 139)

utilizamos a base cc-pvTZ.

A partir destes dados podemos observar a mesma tendéncia decrescente de A vista em

ions, ilustrado na Fig. 4.5, com a diferen¢a que em moléculas graficamos A contra o nimero

§ E importante ressaltar a abrangéncia da busca na literatura realizada e a dificuldade de se obter energias
de correlagdo de altissima precisdo dentro das exigéncias estabelecidas. A partir da quantidade de artigos
armazenados e descartados, estimamos que tenhamos vasculhado da ordem de centenas de referéncias, in-
cluindo outros métodos de quimica quantica. A maioria dos artigos ndo reporta ., mas dados de energias
totais, energias de atomizagdo ou geometrias. E embora haja boas energias totais obtidas com CI truncado,
conglomerado acoplado CCSD(T), ou Monte Carlo Variacional, a energia de correlagio é frequentemente
subestimada (variando de 50 a 90% da energia de correlagio experimental). Muitos trabalhos fazem uso
de uma fungdo de base insuficiente ou realizam calculos do tipo frozen-core (incluindo apenas elétrons de
valéncia). Por outro lado, mesmo diante de boas energias de correlagio, descartamos muitos trabalhos de-
vido a falta de informag@es sobre as condi¢des em que os dados foram obtidos, como a fungdo de base, e a
geometria. Consideramos o fornecimento da geometria molecular fundamental para os calcular a energias
ELPA 3dequadamente. Todo esse benchmark auxiliou-nos na fase seguinte do projeto, nos testes do funcional
hiper-GGA de correlagio.
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de elétrons N. Para confirmar essa tendéncia em moléculas diatdmicas do segundo periodo,
utilizamos uma terceira fonte de energias de correlagio, porém menos confiaveis. Estas sio

obtidas de modo indireto, a partir de energias de dissociagio experimentais (138, 139).
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Total number of electrons N

Figura 4.5 — Resultados do célculo da razdo Lieb-Oxford para moléculas diatémicas do primeiro e
segundo periodo.

As referéncias (138, 139) fornecem energias de correlagdo “experimentais” de mui-
tas pequenas moléculas, dentre as quais selecionamos algumas outras séries, ilustradas na Na
Fig. 4.6. O comportamento crescente nas séries de hidrocarbonetos e hidretos de silicio de-
monstra que a tendéncia com o aumento da massa molecular nio necessariamente corres-
ponde a menores valores de A[n]. No caso da sequéncia de moléculas de silicio (SiH, SiHo,
SiHj, SiH,), podemos entender que a adigdo de hidrogénios torna a distribuigdo eletronica
mais distribuida espacialmente, de uma molécula linear, SiH, até a configuragdo tetraédrica no
SiH,. Nesse sentido, a tendéncia crescente esta de acordo com o que vimos anteriormente, ou
seja, A reflete propriedades da correlagio e distribuigio eletronica, pois embora a substitui¢io
de um atomo por outro mais massivo em geral faca A diminuir, a inser¢io de atomos (como o
hidrogénio que é o mais leve) pode fazer A aumentar — possivelmente devido a distribui¢des

eletronicas menos densas.

E possivel ainda analisar a variagdo de A com a distancia entre os nucleos em uma

molécula diatdmica, como a molécula de Hy, que corresponde a um sistema muito leve,
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Figura 4.6 — Resultados do célculo da razdo Lieb-Oxford para diferentes séries de pequenas molécu-
las, oxidos, hidrocarbonetos, hidretos de silicio e os novamente os hidretos do primeiro
periodo, para comparacdo. Diferentes tendéncias podem ser observadas com o niimero
de elétrons, tanto decrescentes quanto crescentes, com diferentes inclinacdes. O com-
portamento de A reflete propriedades da distribuicdo eletrénica, se sdo mais ou menos
densas. Tipicamente a substituicdo de um atomo por outro mais massivo diminui A,
porém a adicdo de hidrogénios pode aumentar A, devido a formacdo de estruturas
moleculares menos compactas.

utilizando dados de Baerends et al. (140). Na distancia de eqiiilibrio R, =1.401 a.u.), A =
1.230, e para uma distancia muito maior, R,=5.0 a.u., obtemos A = 1.409. Esse resultado
esta de acordo com o comportamento visto no atomo de Hooke, também um sistema de dois
elétrons, embora o potencial confinante seja diferente. Para o Hy, o estiramento da ligagio
, . ) ) )
provoca, em modulo, uma reducgio da energia de troca, e um aumento maior da energia
de correlagdo (no caso, Coulombiana, W,) (140, 141), e consequentemente um quociente

E,./ ELPA superior aos valores tipicos.

Podemos entio entender o parametro A como o peso da troca LDA relativa a ener-
gia de troca e correlagio exata (quanto menor |ELPA[n]| relativo a |E,.[n]|, maior sera \).
Para distribui¢des de densidades mais compactas, a troca LDA descreve melhor os efeitos zc
devido a maior uniformidade espacial, e a razio tende a um. Para sistemas com distribui¢des
de densidades rarefeitas, a troca LDA nio ¢ capaz de descrever os fortes efeitos de correlagio,
e A aumenta, aproximando-se do valor maximo Ao = 2.27, embora em atomos e moléculas

o maior valor verificado seja em torno de A & 1.5. Este também difere do valor conjectu-
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rado por Lieb para a constante maxima otimizada, a constante do funcional de Slater-Dirac,

corresponde a Agjater—Dirac = 1.

Na segio seguinte consideraremos outra importante classe de sistemas, o liquido de

elétrons.

4.2.5 Liquido de elétrons

Para o liquido de elétrons homogéneo (HEL, homogeneous electron liquid), a distri-
buigdo de densidades é uniforme espacialmente, n(r) = 7, onde n é uma constante, e o
funcional LDA fornece o resultado exato, por construgido. Em qualquer ponto do sistema
a densidade de energia é constante, de modo que podemos escrever a razdo de energias em

termos das densidades de energias por particula do liquido de elétrons homogéneo:

NBL () — ex(rs) + ec(rs) 14 ee(rs)

en(r) en(r)’ (4.29)

onde r; € o raio de Wigner-Seitz, definido em termos da densidade como 75 = (3/ (47n)) 3,
Como vimos na se¢do 3.2.1, a densidade de energia de troca exata é dada pela Eq. 3.33, e
para a correlagdo ha uma variedade de parametrizagdes. Através destas expressdes poderemos

analisar o comportamento de \(7;) variando 75, ou equivalentemente, a densidade.

Primeiramente observemos que no limite de 7; — 0, o regime de alta densidade do
liquido de elétrons, a contribuigdo de correlagdo é constante (Eq. 3.34), praticamente despre-
zivel diante dos efeitos de troca. Fisicamente, ao reduzirmos as distancias entre os elétrons, o

o, : : : : - , :
principio de Pauli atua violentamente impedindo a superposi¢io dos elétrons de mesmo spin,

como vemos na dependéncia da energia de trocar; ! (Eq. 3.33). No regime de altas densidades,
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portanto, podemos desprezar o quociente e.(7s)/e.(rs) na Eq. 4.29:

lim \7FE 1. (4.30)

rs—0

No limite oposto, r; — 00, de baixas densidades, ¢ possivel expandir a densidade de

energia de correlagdo em poténcias de r *:
lim e.(rs) = ——+ ..., (4.31)

condi¢io para a qual consideraremos a excelente estimativa da Ref.(64), dy = 0.43776, como
exata. Substituindo as densidades de correlagio (Eq. 4.31) e troca (Eq. 3.33), na expressio de

A(rs), calculamos o limite do liquido de elétrons A\¥* para baixas densidades:

—d,
tim A#PE =g g el gy o/ Dy =19555 = AP (4.32)
Ts—00 61(7”5) 3 (97#) /T
ar \ 4 S
Diante desse limite maximo de \(r,) para o liquido de elétrons, A\PZ, verificamos

quais parametrizagBes de energia de correlagdo na literatura violam ou satisfazem esse valor.
Diferentes parametriza¢Ses da energia de correlagdo foram consideradas: a parametrizagio
de Wigner (W) (52, 53), Brual-Rothstein (BR) (58), Gunnarsson-Lundqvist (GL) (59), Vosko,
Wilk e Nusair (VWN) (62), Perdew e Zunger (PZ81) (63), Perdew e Wang (PW92) (64), Endo-
Horiuchi-Takada-Yasuhara (EHTY) (142), e uma estimativa eletrostatica feita por Perdew e
Kurth (143), que realiza um calculo classico da energia de uma cela neutra esférica. A Tabela

4.6 exibe os valores obtidos.

Na Tabela 4.6 distinguimos alguns grupos de resultados. Dentre as parametrizagdes

mais antigas, W, BR, GL, vBH, apenas a parametrizagio de Wigner concorda com A\¥Z; o
, . . . : :

que € coerente com sua construgdo, que interpola entre os limites de alta e baixa densidade

(52, 53). BR foi desenvolvida para fornecer a energia de correlagio exata do atomo de hélio, e

talvez por essa razio, o valor obtido para o parametro A se assemelhe mais aos valores da séries

de atomos de camadas fechadas. GL e vBH tém a mesma forma funcional, e seus parametros
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Tabela 4.6 — Coeficientes dy e A para diferentes parametrizacdes da energia de correlacdo da lite-
ratura, considerando o limite de baixas densidades.

Funcional dy A(rs — 00)
W 0.44000 1.9604
BR 0.02890 1.0631
GL 0.28472 1.6214

vBH 0.56700 2.2375
VWN 0.41433 1.9043
PZ81 0.42681 1.9316
PW92 0.43352 1.9462
EHTY 1.1189 o0
Estim. eletr. 0.90000 2.9644
dy exato 0.43776 1.9555

sio provenientes de técnicas de muitos corpos para o liquido de elétrons. As parametrizagdes
mais precisas s3o baseadas em dados de Monte Carlo Quantico: VWN, PZ81 e PW92, e
todas estio de acordo com o valor exato APL. Apenas EHTY e a estimativa eletrostatica ndo
satisfazem AFL e inclusive violam o limite Lieb-Oxford; o resultado de EHTY é esperado,
pois esta parametrizagio foi desenvolvida especialmente para o regime de altas densidades
(142).

)\EL

Dentre as trés parametrizagdes que satisfazem , selecionamos PW92 para inves-

tigar seu comportamento como um todo ao longo de toda a faixa de densidades. A Fig. 4.7

)\PWQQ(

ilustra comportamento de rs) para densidades intermediarias do liquido de elétrons

ACH e o li-

homogéneo, diante do valor maximo A\“, o valor otimizado de Chan-Handy,
mite de baixas densidade A¥”. A mudanga na linha preenchida para pontilhada em A""92(r)
destaca a transi¢do de fase do cristal de Wigner (r; &~ 65). Na linha horizontal tracejada ilus-
tramos um resultado do cristal de silicio calculado por Monte Carlo de Difusio (DMC) (144),
para o qual A\3Puk = 1.201. Este resultado é coerente com a faixa de densidades metalicas,
que exibem tipicamente valores de r; ~ (2...6), correspondentes a A ~ (1.19, ..., 1.33). O

resultado de bulk de silicio também concorda com os valores de \ atomicos e moleculares

observados.
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Figura 4.7 — Pardmetro )\ para o liquido de elétrons. O valor de Ag; puii €std dentro da faixa metdlica
e, novamente, distante do limite maximo LO.

4.3 Sintese dos resultados e discussao

Neste capitulo realizamos um estudo sobre o comportamento da energia de troca
e correlagdo dentro do intervalo permitido pelo limite inferior de Lieb-Oxford, cuja forma

funcional corresponde a aproximagio de troca local. Para uma dada densidade, caracterizamos

o quio distante F,.[n] estd do limite através do funcional A[n] = E,.[n]/ELP4[n].

Para quantificar \[n], obtivemos energias exatas de correlagdo/troca e correlagdo na
literatura. Para alguns sistemas foi necessario obter energias de troca LDA, energias de troca
Hartree-Fock ou energias de troca exata (EXX) através de programas de calculo atdmico e mo-
lecular, como o Gaussian03 ou o opmks. Deste modo foi possivel obter um panorama muito

detalhado da faixa de variagdo de A[n| em diversas classes de sistemas, atdbmicos, moleculares

e modelos, o atomo de Hooke e liquido de elétrons, apresentado na Fig. 4.8.
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Na Fig. 4.8 graficamos o mapeamento de A\[n] em atomos, ions, no atomo de Hooke,
moléculas e em solidos. Na maioria dos sistemas, o parametro A calculado mostrou-se muito
abaixo do valor maximo obtido por Lieb e Oxford Ao = 2.27, para dtomos, moléculas e um
solido, tipicamente cerca de 50% do valor maximo, ao redor da faixa A = [1.11, 1.25]. Con-
vém notar que os maiores valores obtidos (limite de £ — 0 no atomo de Hooke, e de ry — oo
no liquido de elétrons) correspondem a sistemas pouco realistas, regimes extremos de Hamil-
tonianos modelos. A tendéncia observada ao longo de cada classe de sistemas corresponde a
um comportamento decrescente de A com o aumento do peso atémico e molecular, ou com a
compactagdo da distribui¢do de densidades. A distribui¢io de densidades e a estrutura orbital
tém efeitos importantes, como vimos nas alteragdes da série isoeletronica do berilio e nas
séries de hidretos de silicio e carbono. O aumento de )\, no caso do esticamento da molécula

de Hy, deve-se ao aumento (em modulo) da energia de de correlagio Coulombiana V..
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Figura 4.8 — Sintese dos célculos de A em diversos sistemas.

A discrepancia entre os valores empiricos e o limite matematico do parametro Lieb-
Oxford poderia estar relacionado a forma como o vinculo Lieb-Oxford foi considerado, nos
efeitos F,. e ndo W.. O limite original foi deduzido a partir do valor esperado do operador
Coulombiano, e portanto diz respeito aos efeitos de troca e correlagio do termo de Coulomb,
W,.. Este termo ndo inclui a energia cinética de correlagdo, T, = T — T > 0, que contribui
para E,.; portanto temos que, E,. > W,. e o funcional A\[n] = E,.[n]/ELPA[n] estudado é
menor do que o funcional

Weeln]

Awln] = =2 (4.33)

EPAn]
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Se o efeito de T, fosse significativo, isto poderia explicar a enorme separagio entre os valores
de A[n] e Ao. Embora sejam limitados os trabalhos que disponibilizam a componente 7.
separadamente de W,., obtivemos dados de alguns atomos, ions e pequenas moléculas (111,
121, 140, 141). No entanto, os resultados evidenciam que Ay [n] € apenas cerca de 10% maior
que A[n], um desvio demasiado modesto frente a diferenca observada, que portanto deve ser
considerada uma propriedade da energia de correlagio, W.. Quanto mais correlacionado o
sistema, mais proximo do limite inferior. Convém relembrar as propriedades das energias E,,

E., T. e W, (secdo 4.1.3), que podem ser sintetizadas na seguinte sequéncia de inequagdes

0> E,[n] > Ey[n] > Waen] > Ao EXPAn] . (4.34)

Na Fig. 4.8 identificamos um extremo em A =~ 1, onde podemos afirmar a troca
LDA aproxima bem a energia de troca e correlagio exata (A = (E, + E.)/ELP4), e a energia
de troca é mais expressiva do que a energia de correlagdo. Isto sugere que a distribuigio de
densidades seja mais uniforme e densa, como vimos na analise do liquido de elétrons (regime
de altas densidades). Em dire¢io a outra extremidade temos uma variedade de sistemas fisicos
(atomos, moléculas), o limite de baixas densidades do liquido de elétrons, até o limite de Lieb-
Oxford A = Aro. Ou seja, a Fig. 4.8 ilustra a sequéncia de desigualdades da Eq. 4.34 para
densidades realistas. A analise de cada classe de sistema fornece informagdes adicionais sobre
o comportamento de E,., W, e W, que s3o essenciais para a compreensio da fisica de muitos

corpos via DFT.

No Capitulo 6 partiremos da Eq. 4.34 em diregdo a construgdo de um funcional or-
bital hiper-GGA de correlag¢io, de modo a capturar a fisica de atomos e moléculas utilizando
o vinculo de Lieb-Oxford e os vinculos do liquido de elétrons. A abordagem proposta apre-
senta vantagens em relagdo a construgio de funcionais hiper-GGA, em particular, a partir da

conexio adiabatica: a forma do vinculo de Lieb-Oxford.
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5 Reducao do limite Lieb-Oxford em fun-

cionais semilocais

“Néo basta saber, é preciso também aplicar

néo basta querer, é preciso também fazer”

Goethe

A s S

Como vimos no capitulo anterior, a energia de troca e correlagio F,. é delimitada
por um limiar superior, zero, e um limite inferior, a condi¢io de Lieb-Oxford, cuja forma fun-
cional é a mesma da troca local. Embora a constante de Lieb-Oxford ja tenha sofrido diversas
otimizagdes rigorosas e numéricas, a analise que realizamos mostra que seu valor ainda esta
muito distante dos valores tipicos de atomos, moléculas e solidos. Como importantes funci-
onais (GGA e meta-GGA) consideram esse vinculo, dedicamos este capitulo a compreensio
de como a redugio do valor dessa constante afetaria a performance de funcionais aproxima-
dos em uso. Como laboratério tedrico, escolhemos a familia de funcionais Perdew-Burke-
Ernzerhof (PBE), base para muitos funcionais nio-empiricos. Inicialmente apresentaremos
como este vinculo ¢é satisfeito nos funcionais aproximados, e propostas de modificagio de
PBE, que incluem nio s6 a redugio da constante, mas também a inser¢io do numero to-
tal de particulas N. Em seguida realizaremos testes dos funcionais modificados para diversas
propriedades energéticas e estruturais, em sistemas localizados e estendidos, com ligag3es 10-
nicas, covalentes e interagdes van der Waals. A partir desses conhecimentos, podemos apontar

alternativas e limitagdes dos principais funcionais nio-empiricos em uso.
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5.1 Introdugio

5.1.1 Funcionais aproximados diante do limite de Lieb-Oxford

Muitos funcionais aproximados, como vimos no capitulo 3, consideraram proprie-
) ) o e .
dades exatas de E,. em sua forma funcional, tais como limites assintdticos, relagdes de esca-

lonamento, regras de soma e desigualdades. O limite inferior de Lieb-Oxford (13)
Eyeln] > Ao EXP4[n] (5.1)

onde Ao = 2.27, foi desenvolvido no final da década de 70 e inicio dos anos 80, paralelamente
a construgio de funcionais LDA, GEA e GGA. Porém foi apenas em 1989 que Jones e Gunn-
arsson (145) ressaltam a importancia das desigualdades deduzidas por Lieb e colaboradores

como ferramenta de teste e refinamento de funcionais.

A aproximagio local da densidade (LDA) satisfaz 5.1 para a troca, muito simples de
se verificar, e também para troca e correlagio. No capitulo anterior, analisamos o comporta-
mento da razdo A(n) = (ex(n) + e.(n))/e-(n) para uma dada parametrizagdo da densidade
de energia de troca por particula e.(n), e obtivemos também que \(n) exato é limitado supe-

riormente pelo limite de baixas densidades do liquido de elétrons Ay, = 1.9555.

Reescrevendo o funcional z¢c LDA em termos da razdo A(n) e o limiar Lieb-Oxford

em termos da densidade e, ¢ valida a desigualdade*

BEPA] = [ @) e () = [ dra()em)do = Ao B2, (5.2)

* Nas equagdes seguintes, para maior legibilidade adotaremos o sistema de unidades atémicas (h = 1, m = 1,
e=1).
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para qualquer densidade, pois A(n) é limitado por Ag;, < Aro. Ou seja, o funcional LDA

satisfaz a condi¢do de Lieb-Oxford.

A aproximagio de expansio de gradientes (GEA) nio é baseada em um sistema fi-
sico, € como vimos na se¢do 3.2.2, apresenta violagdes de regras de soma, podendo fornecer
energias de correlagio positivas. Embora a GEA seja adequada para descri¢io de distribui¢des
que variam muito lentamente (0 < s < 1), a aproximagio ¢ de ordem s, e na troca, viola

localmente o limite Lieb-Oxford para s =~ 3.2:
ESFAn] = /d3r n(r) e, (n)(1+ ps?), (5.3)

onde o gradiente reduzido s = foi definido na Eq. 3.41, e u = u“F = 10/81 (68, 69). Reescre-

veremos o funcional GEA de correlagdo, Eq. 3.43, para que se assemelhe a GEA de troca:

EEP) = [ drn(r) (edn) + B(n)E?), (5.4)
= [ d*rn(r)ey(n) [ A(n) + : ) (5.5)

/ o+ 255
— [l eafn) <1+6(;) ) , (5.6)

onde na tltima passagem, 3(n) = % = 0.066725 foi obtido por Ma e Brueckner (70) no
limite de altas densidades, onde A(n) — 1. O gradiente reduzido ¢ é definido na Eq. 3.42.
No funcional ESF4, as duas contribuigdes de gradientes tém sinais opostos, que resultam em

uma constante (= 2) somada a um termo o —s? , o que evita a violagio do limite.

No caso das aproximagdes generalizadas de gradientes (GGAs), como vimos na se-
¢do 3.2.3, estas sdo frequentemente expressas atraveés dos denominados fatores de intensifi-
cagdo (enhancement factors), fungBes analiticas que multiplicam a densidade de energia local,

proporcional a n#/?:

Epln] = —A, / & 3 (r) Fools) (5.7)

Em 1991, a aproximagio generalizada de gradientes (GGA) de Perdew e Wang (PW91)
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(75, 76) insere uma poténcia em s* no denominador do fator de intensificagdo da troca FFW9!,

FPWO1 —-1/2
x

de modo que para s — oo, — s~ Y% satisfazendo a desigualdade obtida por Perdew e

Levy (146)

lim sY/2F,(r,,s) < 00. (5.8)

§—00

FPW9l njo satisfaca o comportamento assintético da densidade de energia de troca

Embora
de sistemas finitos, proporcional a —1/r (74), o decaimento assintdtico de FZW! evita a
violagdo do limite Lieb-Oxford na troca. Como vimos na troca GEA, a viola¢do local (no
integrando da Eq. 5.31) necessariamente conduz a violagio global, de E,.[n]. A forma de
FPWOL ¢ crescente com s, apresenta um maximo aproximadamente em s = 3.8, e decresce
assintoticamente com s~ /2, Para a correlagio, PW91 foi construido de modo que a energia

de correlagio seja zero no limite t — oo, através da inser¢do de um outro parametro reduzido

de cutoff, em termos da escala de blindagem de Thomas-Fermi (77).

Notemos ainda que muitas GGAs violam a condi¢io de Lieb-Oxford, sejam mais
antigas (p.ex. LM83 (147), PW86 (72)), recentes (p.ex.: revPBE (84), AMO5 (90)), ou até muito
populares e bem-sucedidas como a GGA BLYP (74, 110) (e o hibrido B3LYP (95, 110)). Gra-
ficos dos fatores de enhancement de troca e correlagio de diferentes funcionais podem ser
consultados nas referéncias (148) e (149). A GGA PBE (79), no entanto, ¢ um dos poucos fun-
cionais a implementar este vinculo explicitamente em sua forma funcional, através da fixagio
de um dos seus parametros. Muitos funcionais além-GGA como PKZB e TPSS sio versdes
aninhadas (em inglés, nested) do PBE, sem mencionar a familia de funcionais GGA que de-

corre dessa eficiente forma funcional (e.g., RPBE (85), Wu-Cohen (86), SOGGA (87), PBEsol

(88), PBE(0,11) (89)).

Em 1996, a construgio intrincada de PW91 foi reformulada por Perdew, Burke e
Ernzerhof (PBE) (79), que propuseram formas mais simplificadas para FPPE (Eq. 3.49) e
HPBE (Eq. 3.51). HFPE foi construido para cancelar e, em ¢ — oo (anulando a contribuigio
de correlagdo para preservar a regra de soma de E. (79)), sendo que no limite ¢ — oo, ob-
tivemos H'P¥ — ¢4, Definindo-se um fator de intensificagdo para correlagio, conforme a

Eq. 5.31, obtemos 0 mesmo comportamento assintético para FFBE(s), ou seja, a correlagdo
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PBE satisfaz o limite Lieb-Oxford. Na troca, no entanto, embora a forma de F/75E tenha sido

construida para reproduzir o comportamento de F""9! entre 0 < s < 3, estas duas GGAs

-1/2 o FPBE

diferem enormemente no limite de s — oo, onde F, — s — constante.

O funcional de troca da GGA PBE tem a forma
BLPE[n) = —A, [ dr o (x) ELPE(s) (5.9)
onde do fator de intensificacio ¢ definido como

FPBE(s) =14k — (5.10)

K
14 pus?/k’

em fungio dos gradientes reduzidos s, do parimetro p = 723%F /3 = 0.21951, escolhido para
recuperar a resposta linear LDA do modelo de jélio (57, 79), como visto na se¢do 3.2.3. k

corresponde ao parametro que determina a satisfagdo local do limite Lieb-Oxford:

Para determinar £ maximiza-se o lado esquerdo da desigualdade acima. Convém ressaltar que
as expressdes apresentadas sio para sistemas ndo-polarizados em spin. A relagdo de escalona-

mento em spin da troca é dada por (150)
Byl ni] = (Bol2n)) + Bu2n)/2, (5.12)

que pode ser rescrita em termos da polarizagdo relativa ¢ = (ny —ny)/(ny +n)), Ex[ny,n|] =
E.[n] {(1 + OB+ (-0 ‘5] /2. Para um sistema totalmente polarizado (( = 1), temos o

escalonamento correspondente de F, (79)

F.(¢C=1,s) =2Y3F,(s/2'3). (5.13)

Retornando a inequagdo 5.11, considera-se a situagdo spin-polarizada, que maximiza
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F,, ou seja, 213 F,(s) < Aro, onde a Ref.(79) considera Ao = 2.273%. Portanto:

ALo
A expressﬁo de FIPBE<S) da Eq 5.10 cresce monotonicamente com 0 aumento de S,

portanto consideraremos o limite de s — oo, onde a Eq. 5.10 se reduz a FI'PE =1 + :

1+k<1804 = ~k"PF=0804. (5.15)

5.2 Desenvolvimento de PBE modificado

Em uma etapa inicial realizaremos testes de dois tipos de modificagdes no funcional

PBE:

(i) a redugio do valor maximo da constante A7, onde consideraremos o valor otimi-
zado por Chan e Handy (14) A\cy = 2.215, e uma conjectura Apce = 2.00 baseada no maior

valor empirico observado, o limite de baixas densidades do liquido de elétrons Ay, = 1.9555.

(i1) inser¢io de uma dependéncia com o ntimero de particulas N do sistema. Essa
dependéncia foi obtida no artigo original de Lieb e Oxford, e foi praticamente esquecida na
literatura, que trata apenas da constante universal ;0. Na se¢do seguinte detalharemos esta

propriedade e uma proposta simples de interpolagio para A(IV).

T Embora o artigo original reporte C' = 1.68, o digito adicional que se extrai do calculo fornece C' = 1.679,
valor considerado por Perdew ez al. (79).
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5.2.1 Inser¢do da dependéncia com o niimero de particulas N

Na tentativa de alcangar um valor mais preciso, Lieb e Oxford em seu artigo original
(13), deduziram n3o somente a forma do limite universal de F,.[n] e sua constante maxima
Aro = 2.273, mas também propriedades desse limiar em fungio do nimero de particulas.
Lieb e Oxford obtém que a constante Aro independe da antissimetria da fun¢do de onda,
mas que seu valor pode ser reduzido para um fixo numero de particulas N. O limite superior

dependente de N, que denominaremos A(/N), apresenta as seguintes propriedades (13):

1LoA1) =1.48:= )\
2. A(2) > 1.67
3. AM(N) < A(N +1)

4. lim A(N) < 2.273 := M.

N—oo

Ou seja, A consiste em uma fun¢do do niimero de particulas N. O crescimento de
A com N é monotonico, sendo Ay, 0 valor mais abrangente, limite superior universal. Utili-
zando as informagdes sobre A\(N), podemos construir uma interpolagio muito simples satis-

fazendo €Ssas propriedades:
AN) = (1= =)Ao+ 2L, 1
(V) < N) N (5.16)

Consideraremos trés valores para Ao: o valor universal Ao, o valor otimizado
Acg = 2.215 ou a conjectura, baseada no maior valor empirico observado, denominada
Aoc2 = 2.00. Por construgido a interpolagio 5.16 obedece as propriedades (1), (3) e (4);
verifica-se que também satisfaz a propriedade (2). A Fig. 5.1 exibe o grafico de A(N) para

Ao = ALOs Moo = AcH € Ao = AoC2.-

Verifica-se na Fig. 5.1, que a estimativa otimizada de Chan e Handy A¢y € muito

proxima do valor original Ao, de modo que esperamos resultados muito semelhantes para
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z
<
1.4 1 1 L 1 L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Number of particles N
Figura 5.1 — Interpolacdes A(IN) em funcdo do nimero de particulas N para diferentes valores

assintéticos Moo = Ao = 2.273, Ao = Mg = 2.215 e Ao = o2 = 2.00. Os
valores marcados em x correspondem ao valor exato em A(1) = 1.48, o limite inferior
em N =2, \(2) > 1.67, e o valor méximo lim A(N) < 2.273.

N—o0

essa redugdo. O valor conjecturado, Apca, possibilita um teste mais substancioso dos efeitos

da redugio do limite Lieb-Oxford.

E interessante observar que a inser¢io da dependéncia explicita com ntimero de par-
ticulas N € uma questdo fundamental na DFT. Por um lado, ha um problema de consisténcia
em tamanho, que discutiremos a seguir, porém funcionais da densidade comuns n3o descre-
vem importantes comportamentos exatos dependentes de N, tal como a descontinuidade da
derivada. Diversas propriedades fisicas sdo diretamente relacionadas 4 mudanga do numero
de particulas no sistema, e sofrem com a falta de um tratamento adequado, tais como o cal-
culo do gap fundamental, a afinidade eletronica, o potencial de ionizagio, transferéncia de
carga, condutancia. Utilizaremos o vinculo de Lieb-Oxford para tornar PBE um funcional

dependente explicitamente de N, e investigar como a performance PBE ¢ modificada.
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5.2.2 Implementagdo consistente em tamanho

Para explorar as idéias apresentadas, implementamos modifica¢des do parametro x
na GGA PBE, alterando o valor de Ao, = ALo. Testaremos as seguintes variantes denomina-

das PBE()\):

*

*

PBE()\OCQ): GGA PBE com )\OO = )\OCQ = 2.00.

*

PBE(A\1o(V)): GGA PBE com A(N, A\y) € Ao = Ao = 2.273.

*

PBE(A\cr(V)): GGA PBE com A(N, A\x) € Ao = Ao = 2.215.

*

PBE(\oc2(V)): GGA PBE com A\(N, A\) and Ao, = Aoc2 = 2.00.

As cinco versdes modificadas do PBE foram introduzidas pelo prof. Samuel B. Tric-
key, da Universidade da Florida, no codigo deMon2k versio 2.4.2 (151), através de modifica-

¢Oes dos mddulos de troca e correlagiot.

Antes de produzir resultados, convém discutir certos detalhes do tratamento depen-
dente do nlimero de particulas. E importante observar que, ao calcular propriedades de sis-
temas com numeros de particulas diferentes, como energias de ligacio, teremos parametros
provenientes do nimero de particulas da molécula e de cada um dos seus componentes. Como
exemplo, apliquemos o modelo dependente de N na molécula de Liy. A Tabela 5.1 exibe os
valores de (N, As) para N = 3, associado ao atomo de litio, e N = 6, correspondente ao

valor do dimero de litio.

Nas trés primeiras linhas da Tabela 5.1 verifica-se que os valores de « independem

de N, como esperado, e que a redugdo de A\, da versio LO para OC2, causa uma redugio

t E importante observar que no deMon2k considerou-se nio a versio “cutoff” do PBE, mas a completa, através
a opgido “PBESSF”. Foi utilizada a fungio de base triple-zeta-valence-polarized (TZVP), empregando densiry
fitting GEN-A2 e a opgio “BASIS”. Demais detalhes dos protocolos utilizados podem ser consultados na
referéncia (152)
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Tabela 5.1 — Valores do pardmetro x(IN, A») para PBE(=PBE(A10)) e demais funcionais modifi-
cados PBE()) para N = 3 (4tomo de litio) e N = 6 (molécula de Liz).

Funcional K(3, Ao0)  K(6, Ao)
PBE(\zo0) 0.804319 0.804319
PBE(\cr) 0.757967 0.757967
PBE(\ocs)  0.587401 0.587401
PBE(\.o(N)) 0.594439 0.699379
(
(

PBE(Acx(N)) 0.563537 0.660752
PBE(Aoc2(N)) 0.449826 0.518614

de k. Na parte inferior da tabela nota-se a diferenca devido a dependéncia com o numero de
elétrons, sendo que k(3, A\so) < K(6, A ). Estes valores sio empregados no calculo de energias

totais, do atomo e molécula, cuja diferenga fornece a energia de atomizagio AE:

AE = Y Egomot — petéete. (5.17)

i=1..N

Tabela 5.2 exibimos os resultados de energias de atomizag¢io e comprimentos de li-
~ / . . A . ,

gacdo da molécula de Liy. Na parte superior, empregamos os parametros intrinsecos de cada
sistema, ou seja, para o atomo de litio (Z = N = 3), associa-se A(3, A\ ), € a0 dimero Liy,
A(6, Aso). Ao comparar os resultados entre as versdes independentes de N e dependentes de
N, observa-se um grande salto de AF, de 10 kcal/mol, porém as distancias de equilibrio R,

. oy : , : .
permanecem similares, o que indica que esta diferenga é produzida na comparagdo com o

4 M /7 . ~ ’ . . A . §
atomo isolado. Esta ¢ uma manifestagio tipica do erro de consisténcia em tamanho®. O uso
de dois parametros distintos produz uma contradigdo no limite de dissociagio da molécula
de Liy, visto que o atomo proveniente da separagio da molécula possui um A(N) diferente
do atomo isolado. De forma a evitar esta falha, utilizamos o mesmo valor N de uma dada
molécula nos atomos que a compdem, exibido na parte inferior da Tabela 5.2, que nio exibe

a discrepancia em AEY.

Na parte inferior da Tabela 5.2 observa-se que os resultados de energias totais se afas-

§ A consisténcia em tamanho é um vinculo a ser satisfeito ao tratar sistemas agregados e seus constituintes. Este
vinculo providencia a correspondéncia correta entre o resultado do limite em que os dtomos de uma dada
molécula estio infinitamente separados e os resultados dos 4&tomos isolados.

9 Convém ressaltar também que n3o consideraremos o dilema de simetria de spin. Portanto, os &tomos sepa-
rados serdo polarizados em spin mesmo quando a molécula possuir multiplicidade 1.
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Tabela 5.2 — Comparacdo dos efeitos de diversos limites Lieb-Oxford no funcional PBE()) para a
molécula Lis. No primeiro conjunto, foram utilizados pardmetros com N diferentes no
atomo e na molécula. Na segunda parte da tabela, todos os funcionais dependentes de
N foram obtidos com N = 6. Energias totais Egtom € ELi, estdo em Hartrees. AE é
a energia de atomizacdo em kcal/mol e R, o comprimento de ligacdo de equilibrio em
Angstroms. Estes resultados foram obtidos através da funcdo de base KS TZVP com
fitting basis A2 e opcdo de célculo AUXIS XC.

Funcional Eatom Evi, AFE Re
PBE(\Lo) -7.460992748 -14.953949056 20.06 2.7236
PBE(Acw) -7.457436406 -14.946932892 20.01 2.7218
PBE()\OCQ) -7.441633876 -14.915640294 20.31 2.7155
PBE(ALo(N)) -7.442385785 -14.937217688 32.91 2.7196
PBE(Acu(N)) -7.439006265 -14.930264047 32.79 2.7181
PBE(Aoc2(NV)) -7.424518016 -14.899876726 31.90 2.7131
PBE(\Lo) -7.460992748 -14.953949056 20.06 2.7236
PBE(A\cr) -7.457436406 -14.946932892 20.01 2.7218
PBE(Aoc2) -7.441633876 -14.915640294 20.31 2.7155
PBE(ALo(N)) -7.452520577 -14.937217688 20.19 2.7196
PBE(Acu(N)) -7.449007723 -14.930264047 20.24 2.7181
PBE(Aoc2(NV)) -7.433703689 -14.899876726 20.37 2.7131
Valores de referéncia -7.47806* -14.9938f 26 2.673

Os valores de referéncia foram obtidos em: * Ref.(153), T Ref.(135), ¢ Ref.(154).

tam do valor exato conforme reduzimos A, e uma ligeira melhora nas energias de atomizagio
e comprimentos de ligagdo. Dentre as duas classes de funcionais, os funcionais dependentes do
numero de particulas fornecem melhores resultados de AFE e R,. Estas ultimas propriedades

serdo analisadas de modo mais abrangente na se¢io 5.3.3.
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5.3 Resultados

5.3.1 Energias totais de atomos

Para exibir os efeitos dos valores consistentes em tamanho em atomos, calculamos
energias totais em seus valores N = Z intrinsecos para cinco atomos (H, C, N, O, e F), e
com valores consistentes em tamanho. Em nosso trabalho calculamos propriedades de diver-
sas moléculas, e para comparagio selecionamos o maior valor de N molecular observado em
nossos conjuntos de testes moleculares. A Tabela 5.3 exibe primeiramente os resultados das
versSes PBE sem dependéncia em N, e na parte inferior da tabela, as versdes com a interpola-
¢d0 PBE(\o(XV)). Para estas, a primeira linha corresponde ao calculo com o valor intrinseco
de N, e o resultado logo abaixo, com o maior valor molecular observado: 42 para o hidroge-
nio (CgHg), 42 para o carbono (CsHg), 14 para o nitrogénio (NN), 16 para o oxigénio (Os) e
18 para o flior (F).

Tabela 5.3 — Energias totais (em u.a.) de 5 dtomos obtidas utilizando as versdes modificadas do
funcional PBE. O primeiro bloco exibe funcionais independentes de N. Na segunda
parte da tabela exibimos os resultados para os funcionais dependentes de N, calculados
na primeira linha para os valores de IV intrinsecos ao respectivo dtomo, e na segunda
linha para os maiores valores moleculares de IV verificados em nosso conjunto de testes:
42 para o hidrogénio, 42 para o carbono, 14 para o nitrogénio, 16 para o oxigénio e
18 para o flior.

Funcional H C N O F
PBE(ALo) -0.498147969 -37.794851185 -54.530389203 -75.006124382 -99.664580137
PBE(\¢ch) -0.497515476  -37.787528107 -54.522145702 -74.996896796 -99.654626939
PBE(\oc2) -0.494726517 -37.754129975 -54.484419695 -74.954327792 -99.608420218
PBE(\ Lo (N)) -0.481206885 -37.777286824 -54.513676785 -74.989918352 -99.649171204
(maior N) -0.497950959 -37.792580522 -54.522402373 -74.998350937 -99.657167004
PBE(Acy (N)) -0.481206885 -37.769885027 -54.505322010 -74.980521867 -99.639010126
(maior N) -0.497316032 -37.785199634 -54.514067167 -74.989001926 -99.647072216
PBEO\OCQ(N)) -0.481206885 -37.736869483 -54.467831152 -74.937949507 -99.592621018
(maior N) -0.494539297 -37.751826019 -54.476409494 -74.946392607 -99.600744220
exato (Ref.(153)) -0.5 -37.8450 -54.5893 -75.0674 -99.7341
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Na Tabela 5.3 observamos que os valores exatos sio sempre menores do que o valor
original PBE, e os funcionais modificados fornecem energias totais piores que PBE, como
visto no caso do litio e Liy, na Tabela 5.2. Dentre as diferengas de energias entre funcionais
com N intrinseco ou o0 maior N molecular, as energias totais com maior N sdo mais negativas,
e portanto mais proximas do valor exato. O mesmo comportamento ¢é visto comparando
funcionais dependentes de N e funcionais sem interpolagio, estes ultimos, por empregarem

. . S ..
valores maiores de A, fornecem energias mais proximas do valor exato, sendo PBE original

o melhor entre todos.

Este resultado pode ser melhor compreendido através da analise de como o vinculo
de Lieb-Oxford é inserido em PBE. A redugio de Ao, pela Eq. 5.14 e Eq. 5.15, causa a
redugio direta de x. Este parametro fixa o limite assintético do fator de intensificagio F'BF
também provocando sua diminui¢io como um todo, pois o crescimento é monotdnico, como
mostrado na Fig. 5.2. Esta alteragio afeta portanto a energia de troca, através da Eq. 5.9.
Sendo FF'PE > 0 e EIPE < 0, a redugio de A\1o provoca a redugio de | EVPE|, e o aumento
da energia de troca PBE, pois ela se torna menos negativa. Consequentemente, observamos
o aumento da energia total de atomos e moléculas, como visto nas Tabelas 5.2 e 5.3. Esta é
uma conclusio muito importante, porém esclarece apenas os efeitos das energias totais. Nas

se¢Bes seguintes realizaremos mais testes para sistemas atomicos, moleculares e estendidos,

verificando a alteragdo de outras propriedades.

Ao longo dos testes subsequentes utilizaremos o procedimento consistente em tama-
nho, isto é, aplicando aos atomos separados valores de N do sistema agregado em questio.
Para moléculas heteronucleares, especialmente hidretos, este protocolo resulta em uma im-
posicio exagerada do limite Lieb-Oxford para atomos com N muito distintos. Lembramos,
contudo, que o uso da constante Ao no funcional PBE original implica na maior imposicio
de todas, pois emprega o maximo valor de lim A(N) = Ao para todos os valores de N

—00

finitos.
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205 F T T T T T T T T ]

Enhancement Factor Fx

Reduced gradient s

Figura 5.2 — Fatores de intensificacdo (enhancement factors) da troca PBE (=PBE(A10)) e funcio-
nais modificados: PBE(Acr), PBE(Aoc2), € o funcional PBE dependente do nimero
de particulas N, PBE(Ao(NV)), para quatro valores de N. Observa-se que a redu-
cdo de A\rp e a insercdo da interpolacdo de fato provocam uma reducdo do fator de
intensificacdo, com uma reducdo substancial para N = 1.

5.3.2 Afinidade eletronica, potencial de ionizagdo e gap funda-

mental

Além de analisar efeitos da reducio da constante A1, nos questionamos se a inser¢io
de uma dependéncia com o numero de particulas melhoraria propriedades relacionadas a
adi¢do e remogio de particulas, como afinidade eletronica, potencial de ionizagdo e o gap

fundamentalll de energia.

Calculamos energias de uma série de atomos do primeiro e segundo periodo, junta-
mente com seus 10ns positivos e negativos, para as cinco versdes do PBE com Lieb-Oxford

reduzido. Com essas energias totais determinamos o potencial de ionizagdo (PI) e a afinidade

| O gap fundamental nio necessariamente corresponde a0 gap optico. O gap fundamental apresenta diferencgas
de energias do estado fundamental de sistemas com ntimero de elétrons d1ferentes O gap dptico corresponde
a diferenca entre o estado fundamental e um estado excitado, sendo que o nimero de particulas do sistema
permanece o mesmo. O gap fundamental ¢ relevante, por exemplo, em processos que envolvem adi¢io ou
remogio de particulas, como fend6menos de transporte, reagdes com transferéncia de carga. O gap Optico
pode ser obtido por experimentos de absor¢ido/emissio de fétons.
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eletronica (AE), defindos através da diferenga de energias

Pl = Eo(N—1)— Eo(N) (5.18)

AE = Eo(N)— Eo(N+1), (5.19)

onde Ey(N) corresponde a energia do estado fundamental de um sistema de N elétrons.
Eo(N —1) corresponderia a energia do estado fundamental do cation e Ey(N +1) a do anion.

O gap fundamental € obtido através da diferenca

GAP = Pl — AE = Eo(N +1) —Eo(N — 1) (5.20)

As Tabelas 5.4 e 5.5 apresentam os resultados de potenciais de ionizagio e afinidades
eletronicas. Estes dados foram obtidos com a versdo 2.4.2 do demon2k (151), com os mesmos
protocolos anteriores.

Tabela 5.4 — Potenciais de lonizacdo (eV) de adtomos, calculados a partir de diferencas de energias
totais do dtomo neutro e cation. Os valores de referéncia foram retirados das estima-

tivas de energias totais CI/CASSCF (120, 153). Utilizamos a conversdo 1 Hartree =
27.2116 eV.

PBE(A\zo) PBE(\cw) PBE(\oc2) PBE(A\ro(N)) PBE(McH(N)) PBE(Aoc2(N))  Ref.

H 13.601 13.583 13.507 13.137 13.137 13.137 13.606
He  24.472 24.449 24.344 24.896 24.845 24.631 24.592
Li 5.572 5.568 5.549 5.872 5.860 5.804 5.392
Be 9.004 9.000 8.976 9.185 9.176 9.132 9.324
B 8.661 8.663 8.670 8.814 8.814 8.807 8.300
C 11.543 11.550 11.579 11.671 11.677 11.697 11.267
N 14.744 14.755 14.797 14.853 14.862 14.899 14.550
O 14.041 14.049 14.075 14.126 14.132 14.149 13.619
F 17.685 17.699 17.757 17.767 17.781 17.832 17.445
Ne 21.741 21.759 21.832 21.816 21.833 21.903 21.622
Mg  7.617 7.620 7.628 7.659 7.662 7.667 7.641
P 10.497 10.500 10.513 10.529 10.532 10.545 10.558
Ar 15.769 15.777 15.807 15.797 15.805 15.835 15.864

Nas Tabelas 5.4 e 5.5 observamos duas tendéncias: uma com a redugio de A\, para
AcH € Aoca, € outra com a inser¢do do nimero de particulas N. Para ambas modificagdes, ha

uma tendéncia crescente dos valores de potencial de ionizagdo e afinidade eletrdnica, exceto
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nos quatro primeiros elementos (hidrogénio, hélio, litio e berilio) e no magnésio, para os
quais a redugdo de A, diminui os resultados. A partir do carbono, o aumento dos potenciais
de ionizagdo e afinidades eletronicas ocorre tanto ao diminuir Ay, quanto ao inserir N. No
entanto, para uma dada coluna, de um funcional com A constante, ao inserir a dependéncia
com N, os valores aumentam — exceto no potencial de ionizagdo do H. Nota-se que no
potencial de ionizagio do hidrogénio as colunas dependentes de N ddo o mesmo resultado,
poisem N = 1 a interpolagdo fornece o limite exato A;. (O hidrogénio ¢ certamente um dos
sistemas mais afetados pela modificagdo de Ao. A deterioragio da energia total PBE (Tabela

5.3), devido a remogio de uma parcela significativa de troca, deteriora igualmente o potencial

de ionizag¢io PBE.)

Tabela 5.5 — Afinidades eletronicas (eV) de dtomos, calculados a partir de diferencas de energias
totais do &tomo neutro e anion. Os valores de referéncia foram retirados das estimativas
de energias totais CI-CASSCF (120, 153). Utilizamos a conversdo 1 Hartree = 27.2116

eVv.

PBE(A\ro) PBE(A\cm) PBE(\oc2) PBE(\ro(N)) PBE(\cH(N)) PBE(Aoc2(N))  Ref.
H 0.648 0.642 0.614 0.906 0.884 0.795 0.755
He -2.642 -2.647 -2.668 -2.465 -2.474 -2.516 -1.144
Li 0.516 0.513 0.498 0.649 0.643 0.615 0.620
Be -0.160 -0.160 -0.158 -0.044 -0.044 -0.052 0.000
B 0.538 0.543 0.564 0.643 0.647 0.661 0.280
C 1.559 1.567 1.602 1.651 1.658 1.687 1.268
N 0.150 0.156 0.173 0.222 0.226 0.236 -0.155
0] 1.668 1.680 1.726 1.739 1.750 1.791 1.461
F 3.577 3.592 3.655 3.643 3.658 3.717 3.399
Ne -6.613 -6.606 -6.580 -6.566 -6.559 -6.535 <0
Mg -0.128 -0.130 -0.136 -0.098 -0.099 -0.104 <0
P 0.816 0.821 0.836 0.845 0.849 0.864 0.735
Ar -2.979 -2.970 -2.936 -2.953 -2.944 -2.910 <0

As Fig. 5.3 e Fig. 5.4 exibem os graficos dos erros de potencial de ionizagdo, afinidade

eletronica e gap fundamental de energia, dado pela diferenca PI — EA. Néo exibimos as curvas

com Ay = A\cy para maior clareza, pois os resultados sio muito proximos de Azo.

A tendéncia geral é de que a curva PBE (nos graficos, em W) esteja mais abaixo das de-

mais, ou seja, as diferentes versdes aumentam os resultados de PBE. Portanto, o estreitamento

de Lieb-Oxford é benéfico nos casos em que PBE subestima o resultado esperado (para o PI:
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lonization Potential errors

Errors (V)

PBE = PBE(A o) —— 7

PBE(Apcs) .
PBE(A o) —E5— |
PBE(locz(N)) *

H He Li Be B o] N O F Ne Mg P Ar

Figura 5.3 — Erros (valor medido — valor esperado) de potenciais de ionizagdo de dtomos.

no He, Be, Mg, P, Ar; para AE: H, He, Li, Be; GAP: Be, C, N, P). Alguns atomos leves de
camada fechada (He e Be) se beneficiam mais da redugdo de A\;o para Aoc2, onde PBE exibe

uma maior subestimagio tanto do potencial de ionizagdo quanto da afinidade eletronica.

Electron Affinities errors GAP = IP-EA errors
0.6 . . ‘ ; ; ;
PBE = PBE(A o) —m—
PBE(Aoc2)
PBE(A on) —B—
PBE(ocamy) -~ *
s =
X 2
4 <
< <
o 1 u )\i‘ /i\
PBE = PBE(h o) —B— 1 \V =g ~a
PBE(Aoce)
PBE(My ogyy) —H— | 054
PBE(Aocon) - @
B C N (6] F P H He Li Be B [¢] N o F P

Figura 5.4 — Erros (valor medido — valor esperado) em €V para potenciais de ionizagdo, afinidade
eletronica e gap fundamental. N3o aplicamos o médulo de forma a observar as tendéncia

de super/subestimacio, e como as variantes PBE com Lieb-Oxford reduzido aumentam
o resultado de PBE original.

Nos graficos de afinidade eletronica e gap fundamental, nio obtivemos um valor de
eletroafinidade bem estabelecido para os atomos de nednio, magnésio e argonio, devido a

dificuldade de se obter o anion desses elementos, e portanto nio constam nos graficos.

Como vemos na Fig. 5.4, os efeitos da dependéncia com o nimero de particulas

afetam mais severamente os atomos mais leves, ou sistemas com menores valores de N. Isso
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se deve a forma da interpolagdo A(N) (Eq. 5.16, ilustrada na Fig. 5.1), pois a convergéncia
de A(V) para A € rapida para todos as escolhas de M. No grafico da Fig. 5.5 ilustramos o
quio rapidamente cada interpolagdo atinge seu respectivo valor assintotico As. Para as trés

interpolagdes, A(N) /Ao alcanga porcentagens superiores a 90% ja em N = 4.

100 T T r T .

Ratio A(N)/A_ (%)

65 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Number of particles N

Figura 5.5 — Raz3o das interpolagdes A(IN) relativo ao seu valor assintético Ao,. A convergéncia é
bastante rapida, note que ja em N = 4 (berilio, por exemplo), A\(N = 4) j& corres-
ponde a mais de 90% do valor méximo A\, de modo que esperamos diferencas mais
expressivas para valores baixos de N.

Uma outra consequéncia dessa forma de interpolagio é que sistemas com menos

elétrons sio mais afetados, ou seja, os termos destacados em vermelho:

Pl = Eo(N-1) — Eo(N) (5.21)

AE = Eg(N)—Eo(N+1). (5.22)

Na Fig. 5.6 apresentamos uma curva tipica de energias totais**, de forma a visualizar
graficamente as duas diferengas de energias no potencial de ionizagdo e afinidade eletronica.
Em cada uma delas, se a energia do sistema de menos elétrons (extremidade a esquerda) sobe
mais acentuadamente, a diferenga de energias (PI ou EA) aumenta. A redugio do limite Lieb-
Oxford como vimos aumenta a energia total, de forma que o sistema com menos elétrons

tem sua energia aumentada. Ou seja, a redugdo de A de fato produz um aumento no potencial

s« Funcionais comuns nio satisfazem a condigio de linearidade da energia entre nimeros inteiros de particulas,
o que prejudica muito os calculos de gaps e de transferéncia de carga, e é um limitante para calculos do estado
fundamental e excitado, seja na quimica ou fisica.
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de ionizacio e na afinidade eletronica.
E(N)
A
E(N-1)[ 7

E(N)

E(N+1)

.. |AE

v

N+1

Figura 5.6 — O comportamento da energia em funcdo do nimero de particulas. As linhas pontilhadas
representam o comportamento linear entre valores inteiros, deduzido por Perdew et al.

em (155).

Na Fig. 5.7 e na Fig. 5.8 ilustramos o comportamento da afinidade eletronica para

os quatro primeiros atomos da tabela periddica, hidrogénio, hélio, litio e berilio. Podemos

observar a melhora do resultado quando PBE subestima de inicio o resultado de referéncia.

Hydrogen

137 [ ' EH) " "

Ref. value, 13.61 eV -

lonization potential (eV)

il

13.1 |

PBE (Agy)

PBE(\ o) PBE(Aggy)  PBE(R o(N))  PBE(Agy(N)  PBE(R g(N))

Lithium

E(Lis) - EL) —E— ’ i

Ref. value, 5.39 eV -~

lonization potential (eV)

PBE(Agy)

PBE(Ao(N))  PBE(cy(N)  PBE(oco(N))

SPSEE(M(;) PB E(Ilocz)

lonization potential (eV)

lonization Potential (eV)

Helium
24.9 ‘
E(He+) - E(He) «E»
Ref. value, 24.59 eV -
248
247 b
2456
24.5[7
244
243 . \ ) )
PBE(A o) PBE(gy)  PBE(hogp)  PBE(o(N)  PBE(cy(N) PBE(roga(N)
Beryllium
9.4 ‘ . .
E(Be+) - E(Be) _El_
9.35 | Ref. value, 9.32 eV -
93
9.25
.

8.95
PBE(X o)

PBE(cy)  PBE(Aggp)

PBE(Ao(N)  PBE(c(N)  PBE(oco(N))

Figura 5.7 — Potenciais de ionizacdo dos atomos hidrogénio, hélio, litio e berilio.

Como observamos anteriormente, ha uma mudanca de comportamentos entre os
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quatro elementos mais leves e o restante dos atomos, correspondente a uma ligeira redugio
de PI e AE ao reduzir A, tanto em funcionais com ou sem dependéncia em N. No entanto,
para um dado funcional, o incremento da dependéncia com N, sempre eleva PI e AE (salvo
o PI no hidrogeénio), conforme a discussio da Fig. 5.6. Como todas as modificag3es testadas
reduzem o valor original A7o, inclusive a inser¢do de N, em principio esperavamos que todos
M / . A M . .
os valores deveriam comportar-se sob uma unica tendéncia, no entanto observamos o ligeiro

decréscimo nas Fig. 5.7 ¢ 5.8.

Hydrogen Helium
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Figura 5.8 — Afinidades eletronicas dos dtomos hidrogénio, hélio, litio e berilio.

5.3.3 Energias de atomizag¢do e comprimentos de ligagio

Conforme discutimos na seg3o 5.2.2, embora a redugdo de Ao produza um aumento

nas energias totais, agravando a superestimagio das energias totais PBE, na molécula de Lis ve-
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rificamos uma ligeira melhora nas energias de atomizagdo e comprimentos de ligagdo (Tabela
5.2). Para esclarecer esta tendéncia, testamos os funcionais modificados PBE(\) e PBE(A(V))
em dezoito pequenas moléculas: Lis, Bes, By, Cy, N, O, Fs, Nes, Ary, HF, LiH, OH, NH,
NiH, H,O, NH3, CH, e CsHg. A Tabela 5.6 exibe os resultados nas energias de atomizagio,

e a Tabela 5.7 apresenta os dados de comprimentos de ligagio.

Podemos observar nas versdes PBE modificadas que as energias de atomizagio au-
mentam tanto com a redugdo de Ao quanto com a inser¢io da interpolagio com o numero
de particulas. Nota-se que nas moléculas de gases nobres (p.ex. Nes e Ary) a mudanga da
energia de atomizagdo AFE é muito significativa. Este aumento das energias de atomizagio
¢ benéfico, novamente, quando PBE subestima o valor experimental, como no caso do Liy,
Ca, Ary, LiH. Observa-se que C, € o unico caso em que o valor esperado experimental se
encontra entre duas versdes PBE()), e um dos poucos em que PBE subestima o valor expe-
rimental. No entanto, para geometrias de equilibrio observamos uma diminuigio do valores
PBE nas versdes modificadas. Essa redugio é bem modesta, mas parece beneficiar boa parte

dos resultados.

Tabela 5.6 — Comparacdo dos efeitos da reducdo do limite de Lieb-Oxford nos funcionais PBE(\)
nas energias de atomizacdo (kcal/mol) de vérias pequenas moléculas.

PBE(ALo) PBE(Acm) PBE(Moc2) PBE(ALo(N)) PBE(AcH(N)) PBE(Aoc2(N)) Exp*

Lig 20.13 20.18 20.34 20.25 20.28 20.39 26
Bes 9.71 9.95 10.94 10.12 10.35 11.28 2.3
Bs 76.7 77.3 80.1 77.6 78.2 80.8 71.3
Cs 142.3 143.4 147.9 143.6 144.6 148.9 146
No 235.5 236.7 241.7 236.7 237.9 242.6 227
o)) 138.4 139.6 144.6 139.4 140.6 1455 118
Fa 51.56 52.46 56.30 52.23 53.12 56.90 38
Neg 0.1279 0.1438 0.2236 0.1385 0.1549 0.2369 0.0839
Ary 0.1377 0.1631 0.2998 0.1462 0.1732 0.3122 0.2846
HF 142.645 143.161 145.401 143.356 143.864 146.037 142
LiH 54.53 54.54 54.57 54.57 54.57 54.54 58
OH 110.361 110.762 112.458 110.976 111.365 112.981 107
NH 88.95 89.18 90.07 89.34 89.55 90.36 88
NiH 74.05 75.05 76.63 74.86 75.21 76.79 58.8
H20 235.9 236.8 240.5 237.1 237.9 241.5 235
NHs 305.686 306.664 310.761 307.029 307.976 311.882 297
CH4 427.184 428.245 432.736 428.641 429.673 433.983 420
CeHe  1423.74 1430.39 1458.48 1425.84 1432.45 1460.30 1362

* Energias de atomizagdo experimentais: para Lig, No, O2, Fo, LiH, NH, OH, HF, H,O, NH3, CH,,
CeHg da Ref.(154); Bes da Ref.(156); B2 da Ref.(139); Cy da Ref.(157); Nes e Ary da Ref.(158);
NiH da Ref.(159);
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Tabela 5.7 — Comparacdo dos efeitos da reducdo do limite de Lieb-Oxford nos funcionais PBE(\)

o

nos comprimentos de ligacdo (A) e angulos de ligacdo de diversas moléculas. O angulo
de ligacdo da amonia NH3 é O . CHy foi calculado com simetria T.

PBE(MLo) PBE(AcH) PBEQAoc2) PBEQALo(N)) PBEQAcH(N)) PBEQoc2(N))  Exp*

Liy 2.7304 2.7277 2.7181 2.7244 2.7222 2.7143 2.673
Bes 2.4409 2.4379 2.4259 2.4355 2.4328 2.4218 2.45

Ba 1.6208 1.6198 1.6159 1.6194 1.6185 1.6148 1.590
Co 1.2595 1.2590 1.2567 1.2590 1.2584 1.2562 1.243
N, 1.1112 1.1108 1.1091 1.1108 1.1104 1.1087 1.098
O2 1.2349 1.2343 1.2315 1.2344 1.2338 1.2310 1.208
Fs 1.4301 1.4290 1.4242 1.4293 1.4282 1.4235 1.412
Nesq 3.0808 3.0418 2.8709 3.0546 3.0162 2.8550 3.091
Ary 3.99907 3.9124 3.6964 3.9469 3.8929 3.6841 3.7565
HF 0.9385 0.9385 0.9385 09385 0.9385 0.9385 0.917
LiH 1.6065 1.6058 1.6029 1.6039 1.6033 1.6012 1.595
OH 0.9899 0.9899 0.9898 0.9899 0.9899 0.9897 0.971
NH 1.0549 1.0549 1.0548 1.0549 1.0549 1.0548 1.036
NiH 1.4580 1.4594 1.4553 1.4599 1.4590 1.4549 1.477
H;O,R 0.9750 0.9749 0.9747 0.9749 0.9749 0.9746 0.959
H>O, 6 104.21 104.24 104.39 104.25 104.29 104.43 103.9
NH;s, R 1.0252 1.0252 1.0245 1.0250 1.0249 1.0244 1.012
NHs, 6 106.40 106.44 106.62 106.45 106.49 106.67 106.7
CH,4 1.0990 1.0989 1.0984 1.0988 1.0987 1.0982 1.086
CsHs, Ree 1.3995 1.3990 1.3965 1.3994 1.3988 1.3963 1.397
CeHs, Rogr 1.0947 1.0946 1.0943 1.0947 1.0946 1.0943 1.084

* Comprimentos de ligagdo experimentais: para Lia, No, Og, Fo, LiH, NH, OH e HF da Ref.(154);
Bes da Ref.(156); By da Ref.(160); Co da Ref.(157); HoO, NH3 e CHy da Ref.(161); CeHg da Ref.(162);
Ney e Ary da Ref.(158); para NiH da Ref.(159);

Para analisar o comportamento desses resultados diante dos valores experimentais,

calculamos o valor absoluto dos erros relativos (ARE), em valores percentuais:

valor — exp

ARE(%) = 100 x , (5.23)

exp

onde valor se refere ao resultado de PBE modificado, e exp o valor de referéncia experimental.

Nas Figuras 5.9 e 5.10, graficamos alguns dos erros relativos obtidos.

Embora a maioria dos sistema sofra uma alteragdo modesta da energia de atomizagio,
destacam-se as altera¢des nas moléculas Ney and Ary. Na Fig. 5.9, ilustramos os erros absolu-
tos relativos quando comparados com resultados experimentais. No eixo horizontal temos as
diferentes versdes de PBE, as trés primeiras, con \ constante; e as trés ultimas, A dependente
do ntimero de particulas. A mudanga de derivada entre cada versdo mostra o quio sensivel

. JERY ~ . . , . .
o sistema ¢ a redugdo de N. No primeiro grafico, Be; e Nes exibem os maiores erros, sendo

que PBE()\) e PBE(A(V)) agravam a superestimagdo de PBE original. No segundo grafico, re-
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movemos os dois maiores desvios, e Ary se destaca com o comportamento oposto das demais

moléculas: ao reduzir \, o erro diminui drasticamente.

Atomization Energies = AE_Be, Atomization Energies
400 1 T T T T p 5 AE_Ne,
2 #*—AE_F, 50 4
350 L ~g— ¥ 7 —*—AE_Ar,
. B AE_NiH
e 300+ 1 AE_Li, 3% 404
< <
»—AE_O, o
2 250 . —: £
o * AEiBz @ a0
° ]
2 200+ . AECH, 2
% AEN, ®
® o] 5 AE_LH g 20
$ o 2
§ 100 -0 3
2 4—AECH, 2 o]
50 —+—AE_NH
- —— —&— AE_HF
0 — | S - — ; 7~ AE_H,0 0

: . : - =
PBE(r,) PBE(,) PBE(ro,) PBE(:(N)) PBE((N)PBE(,(N) —® AE_C, PBE(,) PBEG,) PBE(,) PBEGL(N) PBE(:,(N)) PBE(h, (N))

Figura 5.9 — Graficos em escalas diferentes dos erros absolutos relativos (AREs) das energias de
atomizacdo AFE de PBE e suas variantes modificadas. Na figura a esquerda apresen-
tamos os erros das 18 moléculas testadas, com aumento do desvio do berilio e nednio.
Na segunda figura removemos as duas moléculas com erros de maior magnitude (Bes,
Ney), e podemos observar a tendéncia geral crescente dos erros de AFE, com excecdo
do Arsy, que se beneficia enormemente da reducdo de \.

Os dados da Tabela 5.6 mostram que as versdes PBE modificadas exibem um au-
mento das energias de atomizagio. Como vimos na se¢do 5.3.1, a redugdo de A o provoca
um aumento da energia total, devido a remogdo de parte da troca. Podemos analisar o au-
mento da energia de atomizagio, calculada segundo a Eq. 5.17, como sendo devido a uma
diferenga maior entre as energias atdmicas e moleculares. Como as energias totais dos atomos
e das moléculas aumentam (ou seja, em modulo seus valores diminuem), podemos inferir
que a redugio (em modulo) da energia molecular é menor do que a redugio da energia total
dos atomos. Ou seja, os sistemas mais afetados pela redugdo de Ao no PBE sdo os atomos.
Atomos possuem uma maior contribui¢io de gradientes da densidade, comparados a sistemas
estendidos. Os resultados indicam, portanto, que a modificagdo do limite assintotico do fa-
tor de intensificagio F7PE(s) interfere mais em distribuigdes de densidades contendo muitos

gradientes, o que é razoavel pelo préprio comportamento crescente de FZ5F () (Fig. 5.2).

Para comprimentos de ligagdo, Nes e Ars estdo novamente fora das escalas das demais
moléculas, como vemos na Fig. 5.10, que grafica os erros absolutos relativos das 18 moléculas

a esquerda, e a direita, sem as duas curvas dos dimeros de gases nobres.
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Figura 5.10 — Erros absolutos relativos aos resultados experimentais para comprimentos e dngulos
de ligacdo para todas as 18 moléculas, com PBE e as cinco variacGes. Figura se-
guinte: mesmo grafico, porém com os dois resultados mais discrepantes removidos
para visualizacdo em uma escala menor.

Nos graficos da Fig. 5.10 podemos observar a enorme variagio dos erros relativos
de Ney e Ary e do comportamento geral constante ou decrescente para demais moléculas.
E possivel observar que Be, também é altamente sensivel 4 reducio de ). Para geometrias,
vemos que ha uma ligeira melhora com o estreitamento do limite, exceto Bey e Neo, que
pioram drasticamente com a modificagdo. Esses trés casos podem ser classificados como uma
classe de moléculas particular: tanto Ne e Ar sdo sistemas de camada fechada, e 0 atomo Be é
um sistema analogo a um gés nobre, devido a0 preenchimento 1s® 2s2. E possivel que sistemas
de camadas fechadas sejam mais sensiveis a mudanga de \. Diante dessa questio, retornaremos

a0 estudo de moléculas de gases nobres na se¢do seguinte.

Esta oposi¢io entre a piora/melhora de energias de atomizagdo e geometrias de equi-
librio foi relatada na literatura no comment ao artigo original do PBE no Physical Review
Letters (84). Zhang e Yang propuseram o relaxamento da condi¢do de Lieb-Oxford local pelo
uso de k = 1.245 e portanto A = 2.829 > A\, denominado revPBE . A motivagdo para tal
violagio (local e consequentemente, global) foi a obteng¢do de melhores resultados das energias
totais e energias de atomizagdo, embora, como relatado na resposta dos autores do PBE, preju-
dique comprimentos de ligagdo (163). Ou seja, os resultados da modificagdo de revPBE vio na

dire¢do oposta das nossas modifica¢des, como esperado, visto que a constante de Lieb-Oxford
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¢ aumentada em revPBE, e aqui, reduzida.

Na se¢do seguinte investigaremos mais se outras moléculas de gases nobres sdo tam-
bém fortemente afetadas pela reducio do vinculo de Lieb-Oxford em PBE. Como este ¢ um
desafio muito importante para funcionais aproximados, dedicamos uma introdugio 2 fisica

desses sistemas e o desempenho de funcionais comuns.

5.3.4 Sistemas van der Waals

O tratamento de moléculas de gases nobres ¢ bastante investigado em DFT (81, 164-
168) devido a sua dificuldade em tratar interagdes van der Waals, provenientes das forgas de
dispersio de London. Considerando por exemplo, dois atomos separados por uma distancia R
grande, de forma a ndo haver superposi¢do das func¢des de onda, existe uma interagio atrativa
—R 6 (desconsiderando efeitos de retardagio), devido a repulsio de Coulomb™. No entanto,
este € um efeito dindmico: o movimento dos elétrons em subsistemas separados é correlaci-
onado, dando origem a polarizagdes instantaneas. Interagdes van der Waals sdo responsaveis
por uma série de fendomenos em bioquimica, fisica de matéria mole e fisica de matéria con-

densada.

Interagdes de dispersio sdo muitas ordens de grandeza mais fracas do que liga¢des

i0nicas ou covalentes. DFT e Hartree-Fock captam corretamente interagdes intramolecula-
71, / . o~ ~ ..

res como estas Ultimas, onde ha muita superposi¢io entre as fungdes de onda, e tipicamente

fracassam ao descrever forcas de dispersdo. As interagdes de van der Waals sfo intrinsica-

mente um efeito de correlagdo, altamente nio-local, de modo que funcionais comuns locais e

t1 A origem fisica do termo —R~° pode ser obtida considerando simplesmente a interagdo eletrostatica entre
dipolos e teoria de perturbagio de segunda ordem, pois o termo de primeira ordem ¢ zero devido a assergdo
de uma distribui¢do randémica de orientagdes. O ‘método perturbativo também pode ser realizado conside-
rando as interagdes entre elétrons de diferentes atomos como a perturbag¢io no Hamiltoniano e empregando
uma expansio em Taylor até segunda ordem. Esse termo —R % corresponde a atragio de longo alcance do
potencial de Lennard-Jones.
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semi-locais ndo necessariamente fornecem resultados coerentes com o termo de longo alcance
—R 7%, De forma geral, entre as GGAs mais comuns, PBE (79) e PW91 (75) sio considerados
funcionais razoaveis para a descri¢do de sistemas de gases nobres, e alguns autores afirmam
ser um efeito espurio da troca (167), devido a pequenas regides de overlap. Por outro lado, fre-
quentemente Hartree-Fock, a GGA B88 (74) e hibridos como B3LYP (95, 110) ndo descrevem

a ligacio nesses sistemas.

Na secio anterior observamos uma forte alteragdo dos resultados em dimeros de ga-
ses nobres (Neg, Ary) para todas as modificagdes PBE(\) e PBE(A(XV)). Procuramos investigar
melhor o comportamento das moléculas de gases nobres de forma sistematica, considerando
moléculas diatdmicas formadas por He, Ne, Ar, Kr e Xe. Os célculos foram realizados com
o programa demon2k (151) versdo 2.4.4, utilizando fung¢do de base aug-cc-pVTZ, com fun-
¢Oes aumentadas (angumented) difusas, com a opg¢do de fungio auxiliar GEN-A3 e PBESSF.
Neste trabalho desconsideramos as corre¢des de superposi¢io de fungdes de base (BSSE),
corre¢Bes de ponto-zero, e corregdes dos efeitos relativisticos no Kr e Xe, pois estamos inte-
ressados em uma particular tendéncia de um funcional sob teste. Para o xendnio, utilizamos
uma fung¢do de base maior contraida (24s24p24d241/8s11p8d) fornecida por Mark Pederson,

nio-publicada. Os resultados experimentais foram extraidos da Ref.(165).

Inicialmente observemos na Fig. 5.11, o comportamento dos funcionais LDA e PBE
para energias de dissociagdo das moléculas de gases nobres. PBE é mostrado em (M), e fornece
valores dentro de uma faixa inferior a 0.2 kcal/mol, com pouca variagdo. LDA, em cinza, su-
perestima e muito a energia de dissociagio experimental, porém seu comportamento é muito

semelhante a curva de referéncia, deslocada de cerca de 0.4 kcal/mol.

Na Fig. 5.11 exibimos também os resultados das variantes de PBE com os trés pos-
stveis valores de A\, e inserindo a dependéncia com o nimero de particulas. As curvas resul-
tantes apresentam comportamento intermedidrio, entre PBE e LDA, sendo que as variantes
mais semelhantes a PBE original, Aoy, Ao(N) e Aoy (IN), ficam muito proximas da curva
PBE. PBE(Aoc2) tem um desempenho intermediario a LDA e PBE, deslocando a curva para

maiores energias de dissociagdo. Esse shift € benéfico somente nos casos que PBE subestima o
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Figura 5.11 — Energias de dissociacdo de moléculas diatdmicas de gases nobres para PBE e LDA.
Os valores de referéncia sdo mostrados em e.

valor (em médulo) da energia de dissociagdo, como no caso do Ars, Kra, Xes, ArKr, ArXe e

KrXe.

Na Fig. 5.12 ilustramos os resultados de geometrias de equilibrio. LDA exibe o co-
nhecido overbinding, com altas energias de ligagdo e menores comprimentos de ligagdo. De
forma equivalente a analise das energias de dissociagio, PBE(Apc2) tem um desempenho in-

termediario a LDA e PBE, deslocando a curva PBE para a dire¢io LDA.

(42
-
duf
g3
I

Rg (A)

2 1 | !
He;, Ne; A Krp  Xep; HeNe HeAr Hekr HeXe NeAr NeKr NeXe ArKr ArXe KiXe

Figura 5.12 — Comprimentos de ligacdo de moléculas diatémicas de gases nobres para PBE e LDA.
Os valores de referéncia sdo mostrados em e.

Novamente obtivemos melhora dos resultados das moléculas Ars, Kry, Xes, ArKr,
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ArXe e KrXe, que constituem sistemas onde PBE fornecia os piores resultados.

Para o argonio, a Fig. 5.13 ilustra como a melhora da redu¢do da constante A em
PBE afeta a curva de energia em termos da posi¢do, aprofundando o pogo e reduzindo a
distancia de equilibrio. Na Fig. 5.13 realizamos a comparagio com diversos funcionais nfo-
empiricos, entre eles o funcional RPBE de Hammer, Hansen e Ngrskov (85). Esse funcional
foi proposto com o intuito de melhorar energias de atomizagio e energias de adsor¢io PBE,
da mesma forma como revPBE, porém sem violar o limite Lieb-Oxford. Esse resultado é

obtido através da inser¢do de uma exponencial no fator de intensificagdo de troca F(s):
FRPBE(§) =1 4 g(1 — e /%Y. (5.24)

Essa mudanc¢a da forma do funcional, provocando o aumento de F, mostrou-se benéfica
em moléculas comuns (85). Para as moléculas de gases nobres, no entanto, esse excesso de
gradientes torna os atomos mais repulsivos do que as moléculas (de forma similar a B88 e
Hartree-Fock), impedindo a ligagdo de alguns sistemas. Por outro lado, ao reduzir o vinculo
de Lieb-Oxford, reduzimos ligeiramente essa tendéncia, permitindo por exemplo a ligagio do
Ary, demonstrado no grafico 5.13. Os funcionais PBE(Agc2) e PW91 sio os que fornecem
resultados mais proximos do valor experimental (165). Testes adicionais de uma redugdo do
parametro Azo no funcional RPBE resultaram em um desempenho superior a RPBE original,

e semelhante a PBE(Apc2). Ou seja, as tendéncias sdo coerentes.

Na Fig. 5.14 ilustramos os fatores de intensificagio de diversos funcionais nio-empiricos,
PBE, RPBE, PW91 e PBE(Ao¢2). A linha pontilhada acima corresponde ao limite de Lieb-
Oxford local, e a linha cinza, F, = 1 corresponde ao funcional LDA. Podemos observar
como a mudanca da forma do fator de intensificagio do funcional RPBE aumenta F), na re-
gidode 1 < s < 4, e como PBE ¢ de fato muito proxima de PW91 até s ~ 4, como discutido

na se¢do 5.1.1.

Diante dos comportamentos dos fatores de intensificagdo Fig. 5.14, poderiamos infe-
rir que a faixa de gradientes reduzidos relevante para a curva de energia de interagdo do Ar

da Fig. 5.13 seria em torno de s = 5, onde RPBE e PBE tém um desempenho similar entre
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Figura 5.13 — Curva de interacio do Ary, para diversos funcionais n3o-empiricos, RPBE, PBE,
PBE(Aoc2), PW91 e LDA. PBE e RPBE subestimam a energia de interacdo e for-
necem um poco muito raso, enquanto a LDA apresenta a superestimacdo da energia
de ligacdo e distancia de equilibrio muito baixa. O funcional modificado PBE(Ao¢2)
e PWO1 apresentam um desempenho intermediario, mais préximo ao resultado de
referéncia.
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Figura 5.14 — Fatores de intensificacdo (ou fatores de enhancement) de troca de diversos funcionais
ndo-empiricos, como RPBE, PBE, PW91 e PBE(Ao¢2). O funcional RPBE acentua
a contribuicdo de gradientes da faixa 1 < s < 4 relativo a PBE, sem violar o limite
Lieb-Oxford. A linha inferior em cinza corresponde a LDA, e é independente dos
gradientes reduzidos s.
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s1, assim como os funcionais PBE(A\gc2) e PW91. Esta conclusio, se correta, é surpreendente,
pois segundo os construtores de PBE, a regiio de s > 3 nunca é acessada para densidades
comuns (79). Outros autores (169, 170) afirmam que para sistemas fracamentes ligados seria
possivel observar valores de gradientes reduzidos muito maiores dos que a faixa argumentada
por Perdew, tornando o limite de Lieb-Oxford crucial, como no caso de moléculas de gases
nobres. B88 (74) por exemplo, viola o limite de Lieb-Oxford para s ~ 4.5 (171), e fornece
pog¢os ou muito rasos ou nenhum minimo; resultados recentes reportaram (172) a auséncia de
um minimo nas curvas de energias do grafite com o funcional AMO05 (90), que também viola
o limite. Futuramente seria muito interessante extrair os valores de s do calculo Kohn-Sham

para verificar essa observagio.

5.4 Funcionais modificados aplicados a solidos

5.4.1 Vinculo de Lieb-Oxford na troca e correlacio: diminished

PBE

Visto que nem sempre tivemos uma melhora energética dos resultados PBE diante
do uso de um vinculo otimizado como Apcs em atomos e moléculas, nos questionamos se
a limitag3o esta na estrutura do funcional PBE (ou seja, no fator de intensificagio) ou na
forma como o limite Lieb-Oxford é implementado, restrito a troca. Durante o estagio com

. . . . ~ Va ~ .
o prof. Trickey, procuramos investigar se a inser¢io desse vinculo sobre a correlagio poderia

melhorar os resultados.

Na referéncia (173) Perdew et al. propdem uma forma de reduzir a dependéncia com
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os gradientes de densidade no funcional denominado diminished PBE (dPBE). Os autores

inserem um parametro na correlagio PBE («) para controlar a contribui¢do do limite assin-
. : : A C "

totico de gradientes reduzidos, analogamente ao parametro k, associado a contribui¢do dos

gradientes no termo de troca. Dessa forma, obtém-se a seguinte desigualdade

2V3(1 4 k) 4+ 0.7174(1 — a) < 2.273. (5.25)

Nosso objetivo com o diminished PBE seria substituir o lado direito da inequagio
5.25 pelas variantes A\, ou A(N), conferindo se esse balango com a correlagdo seria benéfico
em atomos e moléculas. Na referéncia (173) as informagdes se restringem a inser¢do de «
e testes adicionais em funcionais GGA, meta-GGA e corre¢des de auto-interagdo. A seguir

explicitamos a obtengio do termo linear em « da Eq.5.25 e como sua variagio afeta x.

Conforme introduzido no capitulo 3 (se¢io 3.2.3), a correlagio PBE ¢ dada em ter-

mos da energia de correlagdo do liquido de elétrons e, somado a um termo dependente dos

gradientes de densidade H(rs(r), ((r), t(r)):

EPE ] = [ drn(e) (edne). (1) + Hin (o). C)HE) (526)
R R P e vl | IR

Na expressio de H(r4(r),((r),t(r)) temos

_ B 1
 yaeap(—e./v9?) — 1

(5.28)

onde Perdew e colaboradores (173) inserem um parametro livre, «, diferentemente do PBE
original, para controlar a contribui¢do do limite de gradientes reduzidos variando rapida-

mente na correlagdo t — oo. Nesse limite, ¢ — oo,

H — ~v¢%n {1 + fAl} (5.29)

= ¢°’In{l + alexp(—e./7¢°) — 1]} . (5.30)
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Para a = 1 (escolha original em PBE), H — —e,, de forma a anular a correlagio.
Paraa = 0 H — 0, restando a correlagdo do liquido de elétrons uniforme. Em funcionais
GGA caracteriza-se a contribuigio dos gradientes de densidade relativo a LDA em termos de

um fator de intensifica¢io F,.:
Eneln] = [ dres™ (n(x)) Fuolr.,C.5). (531)
sobre o qual realizaremos a imposi¢io do limite Lieb-Oxford, de modo local:
Fre(rs, ¢, 8) < Lo (5.32)

Como temos o termo « na correlagio, a condicdo de satisfagdo do limite Lieb-Oxford é
portanto modificada. Para obté-la, precisamos do limite de grandes gradientes (t — oo) de H,
e o limite de baixas densidades r; — oo da Eq.5.30. E possivel expandir e, até a ordem de
1/rs (64)

ee(rs = o0) = ——+ ..., (5.33)

Nesse regime, e, — 0, de onde obtemos o comportamento linear de H com a:

H = ~¢’In{l+ alezp(—e./7¢%) — 1]} (5.34)
— ¢’ In{l +a[l + (—e./7v¢") — 1]} (5.35)
— 1¢°In{l + a[~e./7¢’]} = v¢’a[—ec/7¢%] = —ae, (5.36)
— ady/ry. (5.37)

No limite de gradientes grandes e baixas densidades temos a condigio para F27B:

231 +k)+x(1—0a) < Ao, (5.38)

onde 0 < k < 0.804 e 0 < o < 1. Para determinar a constante de linearidade x, tomamos por

exemplo, k = 0, & = 0, e a energia de troca e correlagio sera dada pelo liquido de elétrons
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uniforme:

F;lCPBE — 21/3 + X = emc(r87< = 1)/€£E(TS> (539)

Como vimos na analise do limite Lieb-Oxford, para o liquido de elétrons no limite
de baixas densidades r; — 00, é possivel expandir as energias até a ordem de 1/r, regime para
as quais existem parametriza¢Oes baseadas em calculos Monte Carlo Quantico (64): e,.(rs) =
—dye/Ts + ...y com dye(¢) = 0.4582[(1 + ()3 + (1 — )¥?]/2 + 0.4335 — 0.1310f(¢) +
0.0262f(¢)¢*, onde f(¢) = [(1 + O)¥3 + (1 — )3 — 2](2*/3 — 2). Para ¢ = 1, temos d,. =
0.905996. A densidade de energia de troca uniforme nio-polarizada é conhecida, e,(rs) =

—Dy/rs, onde Dy = 0.458165. Ou seja,

dzc
e _9l/3 = 0.717523, (5.40)

que fornece, a menos do ultimo digito, a Eq.(16) da Ref.(173):

21314 k) 4+ 0.7174(1 — a) < 2.273. (5.41)

Apresentada a forma da desigualdade de Lieb-Oxford para troca e correlagio, po-

demos analisar como o comportamento de F2PBE ¢ modificado ao alterar Azo. No regime
extremo que maximiza F4PBE temos que
FIPBE — 91/3(1 4 k) + 0.7174(1 — a), (5.42)

com 0 < k < 0.804 e 0 < a < 1. Para um dado & fixo, a relagio entre F2'BE ¢ o ¢ linear,

com derivada x = 0.7174, graficado na Fig. 5.15. Na Fig. 5.15 o eixo av = 1 corresponde
a escolha PBE original, e para que F2"B¥ nio viole o limite Lieb-Oxford, k1o = 0.804. A
escolha de k = 0 remove completamente a troca GGA. Ao lado direito,ema =1ex =0
[pdPBE

temos a recuperagdo do resultado LDA spin-polarizado, = 213, No eixo esquerdo,
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Figura 5.15 — Mapeamento do fator de intensificacdo F,. da proposta diminished PBE (dPBE) em
termos de « para diversos valores de k fixos. A linha horizontal em preto representa
o limite Lieb-Oxford Ao = 2.273, e em cinza em ordem decrescente: a conjectura
Aoc = 2.00, o valor minimo A\, n=2 = 1.67 e o valor em N=1, Ay—; = 1.48.
Observe que, dado um limite maximo constante, reduzir o abaixo de 1 corresponde
a passar para retas de kK também menor.

em « = 0, podemos determinar o maximo valor de x sem violar o limite LO,

FiPBE(o = 0, k) = 2.273

= Kk =0.2347.

(5.43)

Na Fig. 5.15 ilustramos também como seriam as curvas ao modificar a constante

Aoo = Ao por Aocz = 2.0, o valor minimo de N = 2, A\, y—2 = 1.67, € 0 valor Ay—; =

1.48 Essas constantes sio denotadas pela linha preta (LO) e cinzas. Notemos que para Aocs =

2.00, que corresponde a k = 0.5874 no PBE original, a contribui¢do de gradientes reduzidos

da troca ja é reduzida.

Fisicamente, conforme « e k diminuem, menor € a contribuigdo dos gradientes, ou

seja, mais proximo de um funcional de troca e correlagio LDA. Ou seja, podemos esperar que

o funcional diminished PBE forneca resultados semelhantes a reducio do limite Lieb-Oxford

(que como vimos, reduz k). Testes preliminares confirmaram o aumento da energia total

em atomos e moléculas. Seria possivel também investigar empiricamente o desempenho de
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valores intermediarios de « e K, porém nos focamos apenas na analise formal desse funcional e
concluimos que nfo seria um funcional per se interessante para moléculas. Convém observar
que no artigo onde dPBE ¢ proposto, o mesmo ¢ utilizado acoplado a corregdes de auto-
interagdo e funcionais meta-GGA com valores muito baixos de k e «; os testes para dPBE
(sozinho) com k = 0.02 e K = 0.05 geram uma forte piora de energias de atomizagio e alturas

de barreiras de reagio (173), pois tais valores de x na pratica correspondem a um funcional

LDA.

Como vimos, a redug¢io da condi¢io de Lieb-Oxford em certo sentido remove contri-
bui¢Ses de gradientes do funcional PBE, deteriorando propriedades energéticas de moléculas
comuns. Por outro lado, a redugdo do carater GGA poderia ser mais favoravel em sistemas
estendidos, onde a contribui¢io de gradientes nio ¢é tio expressiva quanto em moléculas. Na

se¢do seguinte abordamos esta possibilidade.

5.4.2 Modifica¢io da familia de funcionais PBE(3, 1)

Até esse momento, as conclusdes sobre o desempenho do funcional PBE com o
vinculo Lieb-Oxford reduzido foram baseadas em testes com atomos e pequenas molécu-
las. Dentre as conclusdes, podemos afirmar que a redugdo do limite Lieb-Oxford causa uma
supressdo do fator de intensificagio da troca, e consequente diminui¢io dos gradientes, de
maneira a tornar o funcional mais proximo da LDA. Nesse sentido, seria muito interessante
aplicar esse PBE modificado em sistemas que nio necessitam de tantos gradientes, como sis-
temas estendidos. Em solidos, a LDA é bem-sucedida, embora em alguns sistemas PBE tenha
desempenho superior. Acreditamos que PBE com o vinculo de Lieb-Oxford modificado resul-
taria em um funcional de desempenho intermediario. Trabalhos recentes modificando PBE

em outros vinculos (expansdo em gradientes), outros parametros, e outras formas de fatores

de intensificagio F,. como PBEsol (88), Wu-Cohen (86), SOGGA (87) e PBE(5,1) (89), indi-
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cam que é possivel obter resultados cada vez melhores ainda no nivel semilocal, sem necessitar

de funcionais orbitais ou meta-GGAs.

Como vimos anteriormente, na construgdo de PBE, alguns parametros foram in-
seridos de forma a satisfazer determinadas propriedades conhecidas. Os valores desses pa-
rametros n3o sio ajustados, mas determinados por calculos de alta precisdo ou resultados
exatos em regimes bem estabelecidos. Dentre os parametros nio-empiricos de PBE, 1 e &
aparecem no termo de intensificagio da troca F;, e [ na correlagdo F.. Na construgio ori-
ginal de PBE (79), o parametro (3 é determinado de forma a satisfazer a expansio em gra-
dientes de segunda ordem da energia de correlagio no limite de alta densidade de sistemas
que variam fracamente, com 3%F = 0.066725 (70). Para que os funcionais de troca e cor-
relagdo PBE combinados reproduzissem a fungio resposta LDA do jélio, 11 ¢ determinado
por p = %ZﬂGE = p = 0.21951. Além de pu, o fator de intensificagio da troca possui

um parametro para satisfazer o limite Lieb-Oxford em sistemas polarizados, de modo que

k= 2L2 —1=0.804, onde A = A\ = 2.273.

21/3

Essa particular combinagdo de vinculos fez PBE muito bem-sucedido na quimica e
fisica. No entanto, essa escolha ndo € Uinica, e foi reconsiderada recentemente pelos proprios
desenvolvedores de PBE, no funcional revisado para sélidos denominado PBEsol (88). Recen-
temente a Ref.(89) observou que de modo mais geral, PBE e PBEsol pertencem a uma familia
de funcionais gerados a partir da mudanga dos parametros de PBE, denominada PBE(S3, p).
PBE original, na notagio de Pedroza et al. se torna PBE(G., J,.), indicando que a escolha de
foi feita a partir da expansio em gradientes da correlacio, e v a partir da fun¢do resposta do jé-
lio. Como neste trabalho consideraremos mudangas no parametro k, referente a mudanga da
condigio de Lieb-Oxford, definimos uma nova notagio PBE(/3, i1, A), onde PBE(G., J,., LO)

corresponde a PBE original.

Inspirados no trabalho de PBEsol, a Ref.(89) explorou outras trés formas de escolha
dos parametros 3 e n. Em PBE(G,, G,) 5 e i sio ambos determinados a partir de expansdes
em gradientes; em outra, PBE(J;, J,.), 0 e p sio ambos determinados a partir dos dados de

jélio: p a partir da fungio resposta (como em PBE), e 3 a partir da energia de superficie
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Tabela 5.8 — Parametros dos funcionais GGA sob investigacdo. No primeiro bloco, incluimos a LDA
para comparacao, e seus valores respectivos em parénteses, pois esses parametros sdo
definidos apenas nas GGAs. Nessa notac3o, os dois primeiros funcionais no segundo
bloco correspondem a PBE = PBE(G,, J,,LO) (79) e PBEsol = PBE(J,, G,,LO)
(88); os outros trés funcionais sdo as modificagdes PBE(/3, 1) propostas pela Ref.(89).
O dltimo bloco de funcionais apenas reduz o valor da constante de Lieb-Oxford para
o maximo valor observado empiricamente, o limite de baixas densidades do liquido de
elétrons, que fornece Agy, = 1.9555.

Funcional I} 1 A

DA ©__© __®

PBE(G,, J.,LO) 0.067 0.21951 2.273
PBE(J,,G,,LO) 0.046 0.12346 2.273
PBE(Js, J.,LO) 0.046 0.15133 2.273
PBE(G., G,,LO) 0.067 0.12346 2.273
PBE(J,, x,LO) 0.038 0.12346 2.273
PBE(G,, J.,EL) 0.067 0.21951 1.9555
PBE(J;,G,,EL) 0.046 0.12346 1.9555
PBE(Js, J.,EL)  0.046 0.15133 1.9555
PBE(G.,G,,EL) 0.067 0.12346 1.9555
PBE(J,,G,,EL) 0.038 0.12346 1.9555

do jélio (como em PBEsol). Finalmente, em PBE(J,, G,) obtém (3 a partir da resposta do
jélio mas com p a partir da expansio em gradientes (procedimento invertido de PBE). Neste
trabalho incluimos a modificagdo de k, reduzindo Ao para o maximo valor observado em
sistemas fisicos, o limite de baixas densidade do liquido de elétrons Ay, = 1.9555. Os valores

desses parametros sio apresentados na Tabela 5.8.

Na Fig. 5.16 exibimos os fatores de intensificagdo dessa familia de funcionais PBE(S, ).
A esquerda, o termo pertencente 3 troca cresce monotonicamente, e as cinco primeiras curvas
tém A = Aro. Em linhas mais finas, exibimos como PBE(3,u) ¢ modificado com a redugio
Az = 1.9555. Ao lado direito da Fig. 5.16 ilustramos o fator da correlagio, que é dependente
do raio de Wigner-Seitz r,, e independe de \. E importante observar que algumas das curvas

apresentams-se superpostas, devido 2 uma mesma escolha de parametros (3 e p.

Somando-se as duas contribui¢des da Fig. 5.16 obtemos o grafico da Fig. 5.17 para
diferentes valores de r;. As curvas em linhas preenchidas correspondem aos funcionais da
familia PBE(G, ), graficadas em termos do gradiente reduzido s. Notem que o valor em s =

0 corresponde ao resultado LDA, de maneira que praticamente todos os funcionais (salvo
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Figura 5.16 — Fatores de intensificacdo de troca F, e de correlacdo F. dos funcionais PBE(3,u,\)
para diferentes valores de gradientes reduzidos s e raios de Wigner-Seitz r5 (em
unidades de raio de Bohr ap).

PBE(G., G.)) apresentam comportamento delimitado por PBE e LDA.

Diversos trabalhos na literatura (88, 149) reportaram melhora dos resultados em so-
lidos com o funcional PBEsol, ilustrado na linha verde preenchida. Esse funcional produz
uma redugio do fator de intensificagdo PBE, que pelos graficos da Fig. 5.17 é também repro-
duzida pelos funcionais da familia PBE(5,1), ou seja, todos apresentam fortes indicadores de
que teriam desempenho similar e benéfico com relagio a PBE original, em sélidos. A redugio
do vinculo de Lieb-Oxford para Agy, é apresentada em linhas pontilhadas, acentuando ainda

mais a reducio das curvas de F,..

5.4.3 Constantes de rede de solidos

Os funcionais PBE(,11) foram testados em 60 s6lidos, através da colaboragido com o
grupo de Peter Blaha (Philipp Haas e Fabien Tran) da Universidade de Tecnologia de Viena,
empregando o cddigo wien2k (174), o qual realiza os calculos Kohn-Sham utilizando o mé-

todo FP-(L)APW +lo (full-potential (linearized) angmented plane-wave and local orbitals) (175).
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Figura 5.17 — Fatores de intensificacdo de troca e correlacdo F,. dos funcionais PBE(f,u,\) para
diferentes valores de gradientes reduzidos s e raios de Wigner-Seitz rs (em unidades

de raio de Bohr ap).

Todos os calculos foram convergidos com relagdo ao ntimero de pontos k e ao tamanho do

conjunto de base. Foram incluidos efeitos de spin-orbita para sélidos contendo atomos de Ba,

Ce, Hf, Ta, W, Ir, Pt, Au, Pb, e Th. Os valores experimentais foram retirados da Ref.(176, 177)

e incluem corregdes de ponto zero.

Na Fig. 5.18 e na Fig. 5.19 apresentamos resultados de constantes de rede para os 60

solidos, que incluem diversas estruturas, sendo 28 solidos elementares e 32 solidos compostos.

Os graficos mostram os erros percentuais relativos (RE) das constantes de redes:

RE(%) — 100 + 1€ — &P
exp

(5.44)
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Figura 5.18 — Erros percentuais relativos de constantes de rede de 28 sélidos elementares e compos-
tos. No quadro acima, exibimos os resultados dos funcionais da familia PBE(3, i, LO),
com a constante de Lieb-Oxford original Aro, e no quadro abaixo, os resultados dos

funcionais da familia PBE((3, i1, EL), com o maximo valor do liquido de elétrons

AEL-

Em ambos os graficos incluimos a LDA para comparacdo. As legendas em parénteses
no eixo x correspondem as estruturas Al = cilbica de face centrada (fcc), A2 =

clbica de corpo centrado (bcc), A4 = diamante.

Os resultados dos funcionais da familia PBE(3, i, EL), com a constante de Lieb-

Oxford reduzida Agy, exibem um deslocamento das curvas para baixo, em dire¢do a LDA,

devido a supressio do termo de troca, conforme vimos nas Fig. 5.17. Essa redugio dos erros

relativos beneficia PBE, que superestimava demais as constantes de rede, porém prejudica

os demais funcionais que ja haviam corrigido essa tendéncia. Verifica-se que os erros

funcionais da familia PBE(/3, i, EL) sio maiores que PBE((3, i, LO), exceto por PBE.

dos

E interessante observar como ha uma dispersdo maior dos erros das constantes de

rede nos solidos de elementos alcalinos e alcalino-terrosos. Nesses elementos o funci

onal

PBE(G.,G,) (em vermelho) exibe comportamento distinto, afastando-se da LDA e aproximando-

se de PBE, o que pode indicar a presenga de gradientes de densidade, visto que esse funcional
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considera os coeficientes da expansio em gradientes reduzidos.
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Figura 5.19 — Erros percentuais relativos de constantes de rede de 32 sélidos compostos. No quadro

acima, apresentamos os resultados dos funcionais da familia PBE(3, 1, LO), com a
constante de Lieb-Oxford original Ao, e abaixo, os resultados dos funcionais da
familia PBE(, i, EL), com o maximo valor do liquido de elétrons Agz. Em ambos
os graficos incluimos a LDA para comparacdo. As legendas em parénteses no eixo x
correspondem as estruturas B1 = cristal de sal (NaCl), B2 = cloreto de césio (CsCl),
B3 = blenda cibica (ZnS), and C1 = fluorita (CaFs).

Os funcionais da familia PBE(/3, ), se comportam na imensa maioria dos casos, en-

tre os funcionais LDA e PBE, representados em amarelo e azul. Esse resultado é coerente com

os graficos da Fig. 5.17, onde a curva azul delimitava PBE, e o valor em s = 0 correspondia

a LDA. O tnico funcional que se destaca na Fig. 5.17 por diminuir o fator de intensificagio

abaixo do valor LDA ¢ PBE(G.,, G.), funcional que na Fig. 5.18, ¢ o unico a superestimar os

erros de PBE. Percebe-se que o ordenamento dos fatores de intensificagio na Fig. 5.17 preva-

lece na Fig. 5.18, por exemplo, PBE(J,, J;) (em ambas as figuras, em laranja), ¢ a curva mais

proxima de PBE, e PBE(G,, G,;) (em vermelho) é a curva mais proxima da LDA.
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Os erros médios e relativos dos funcionais PBE(J,, G, LO) = PBEsol, PBE(J,, J,, LO),
PBE(J, J.,LO), PBE(G., G, LO) e PBE(J,, G, LO) sio muito semelhantes, de forma que

nio € possivel afirmar qual seria o funcional mais indicado para sélidos.

5.5 Consideragdes finais

Neste capitulo esclarecemos primeiramente se determinadas classes de funcionais lo-
cais e semilocais satisfazem o limite de Lieb-Oxford, e para aqueles funcionais que implemen-
tam esta propriedade como um vinculo, como uma possivel reducio do valor da constante de
Lieb-Oxford modificaria a performance em atomos, moléculas e sélidos. Dentre as diversas
GGAs propostas na literatura, PW91 e PBE sio as primeiras a satisfazer o limite Lieb-Oxford
local, sendo que somente PBE considera o valor da constante de Lieb-Oxford em sua forma
funcional. Vale notar que este funcional é ponto-de-partida de diversos outros funcionais
GGA (revPBE (84), RPBE (85), WC (86), PBEsol (88), PBE(3,11) (89)), meta-GGA (PKZB
(178), TPSS (92)) e hiper-GGA (PSTS (103)). PBE foi portanto escolhido como laboratério

tedrico para as modificages do valor de Azo.

Neste trabalho também ressaltamos que Lieb e Oxford deduziram que a constante
maxima pode ser reduzida se fixado o niimero de particulas do sistema. Essa dependéncia
foi considerada através de uma interpolagdo A(NV), que devido a rapida convergéncia, afeta
mais sensivelmente sistemas com poucas particulas, como atomos leves (7 = 1 a 4). Para
moléculas, a implementagio de uma versio de PBE dependente do ntimero de particulas es-
barra na preservagdo da consisténcia em tamanho, o que torna a dependéncia com N menos
importante. A insercio dessa dependéncia explicita N nos funcionais da densidade melho-
rou resultados de afinidades eletronicas nos atomos de H, He, Li e Be, propriedade de dificil
descri¢do em funcionais comuns devido a instabilidade de anions, e para os potenciais de io-

nizagdo do He e Be. No entanto, ndo tivemos uma melhora sistematica das propriedades com
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um unico funcional, e diversos resultados corretos de PBE foram fortemente deteriorados. A
redugdo de A1 e a inser¢do de N sio mais benéficas quando PBE subestima o resultado de

A
referéncia.

De modo geral, observamos que as versdes modificadas de PBE produziram o au-
mento da energia total, das energias de ligagdo, dos potenciais de ionizagio, afinidades eletro-
nicas e gap fundamental, e a redugdo dos comprimentos de ligacdo e das constantes de rede.
Estes resultados todos podem ser compreendidos analisando-se como a redugdo de A\;,p mo-
difica a forma do funcional. A redugio de Ao provoca a diminui¢io do parametro x e do
fator de intensificagio da troca F,, reduzindo o mddulo da energia de troca e aumentando
a energia total, como verificado. Essa redugdo do fator de intensificagdo pode ser interpre-
tada como uma diminui¢io do “carater GGA” PBE, indo em direcio as tendéncias LDA. As
versOes modificadas exibem energias de ligagdo maiores e comprimentos de ligagdo menores

. /7 ’71° A . ’ .
relativo a PBE, tanto em moléculas como em s6lidos, tendéncias caracteristicas da LDA. Esta
perspectiva se aplica a mudangas em outros funcionais da familia PBE, como o diminished
PBE, PBEsol e PBE(3,1), cujos fatores de intensificagdo reduzidos sdo muito convenientes
. . /4
para sistemas estendidos. Convém observar que o aumento de r, que provoca o aumento de
F, e violagdo do limite Lieb-Oxford, proposta por Zhang e Yang, produz o efeito reverso,

aumentando as distancias de equilibrio e diminuindo as energias (84, 163).

Essa perspectiva simples de como a redugdo do valor da constante de Lieb-Oxford
nos funcionais da familia PBE produz funcionais intermediarios entre PBE e a LDA é muito
esclarecedora, e 20 mesmo tempo evidencia a forte limitagdo da forma funcional PBE. Por um
lado, propriedades energéticas moleculares e de adsorgdo sdo melhor descritas por funcionais
que exibem um aumento de F, como revPBE e RPBE, porém os mesmos sdo inadequados
para solidos, os quais sdo bem descritos por funcionais com F, menor que PBE. Por outro
lado, diversos funcionais semilocais com bom desempenho em solidos, que incluem PBEsol,
AMO5, SOGGA e PBE(S,u), tém fatores de intensificagdo similares, e todos deterioram pro-
priedades moleculares relativo a PBE. Estes resultados ilustram a dificuldade de se alcangar

um funcional universal através de funcionais explicitos da densidade.
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6 Construcdo de hiper-GGAs via limite
de Lieb-Oxford

“Se as coisas sdo inatingtveis... oral
Nio é motivo para nio queré-las...
Que tristes os caminhos, se néo fora

A madgica presenca das estrelas!”

Mario Quintana, em Das utopias

A g S

Neste capitulo abordaremos a utilizagdo do limite de Lieb-Oxford como ponto-de-
partida para a construgio de funcionais do tipo hiper-GGA, que incluem a troca exata como
ingrediente orbital. Convencionalmente, o limite de Lieb-Oxford é empregado nas GGAs
apenas como ajuste de um parametro em uma fungio local. Neste capitulo, o limite € em-
pregado globalmente, em seu sentido original, e define a propria forma funcional. Esta for-
mulagio permite também uma nova perspectiva sobre o funcionamento dos funcionais hi-
bridos, suas origens e estrutura. A presente hiper-GGA foi desenvolvida nio-empiricamente,
adicionando-se vinculos, e é atualmente a tnica hiper-GGA sem parametros ajustados. Como
passo inicial, a implementagio foi realizada pos-autoconsistentemente. Os primeiros resulta-

dos de energia de correlagdo demonstram que a iniciativa foi bem-sucedida.
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6.1 Introducio

6.1.1 Funcionais hiperrGGA

Como vimos no capitulo 3, se¢io 3.2.4, a inser¢do de variaveis orbitais permite uma
flexibilidade muito maior na constru¢do de funcionais aproximados, e continuamente novas
abordagens orbitais tém sido desenvolvidas para corrigir erros das aproximagdes locais e in-
serir a fisica da nio-localidade. Recentemente diversos funcionais denominados hiper-GGAs
foram propostos além dos hibridos tradicionais, em particular hibridos locais e funcionais

baseados na conexio adiabatica.

No formalismo de conexio adiabatica, a energia de troca e correlagdo ¢ definida

através da integragdo sobre a constante de acoplamento a (91, 94)
1
Eyln] = / Wen]dA. (6.1)
0

Na equagio acima, o parametro « conecta o limite do hamiltoniano Kohn-Sham nio-interagente
a0 hamiltoniano interagente Coulombicamente. Nesse formalismo, o integrando ¢ obtido
através de (91)

Wieln] = (U |%) = Euln]. (6.2)

Embora o formalismo seja exato, o problema de se descrever a interagdo eletrd-
nica persiste. Embora a forma exata de W2 [n] seja conhecida (Eq. 6.2), nio sabemos como

(U U |P?) se comporta em termos de A. No extremo nio-interagente (o = 0) e interagente
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(a = 1), temos que

Wolln) = (¥*=°|U[0°=°) — Ep(n] = E.[n] (6.3)

Wolln) = (WU [0°") = Egn] = Wie[n] . (6.4)

Como vimos na segdo 3.2.4, funcionais aproximados tratam bem o extremo em
/ ~ . ~ .
a = 1, porém nio conseguem reproduzir a nio-localidade da troca exata em @ = 0. Na
Fig. 6.1, ilustramos como um funcional da densidade aproximado nio reproduz o resultado
exato da integracio via constante de acoplamento. O comportamento de W, decrescente
monotonicamente com « € uma das propriedades exatas conhecidas (37). Uma série de pro-
iedad do utilizad do de funcionai we.C

priedades exatas sdo utilizadas para a construgdo de funcionais para .. Como o extremo em

a = 0 corresponde a troca exata, muitos desses funcionais pertencem a classe de hiper-GGAs

(104).
exato
M aprox
x Becke H&H
0
E
X
E DFA
X ‘s‘
B, Rzt :
T R, - We
E — el iivas
WXC
0 0} 1

Figura 6.1 — Esboco do comportamento exato do funcional ES, em fun¢do da constante de acopla-
mento «, em vermelho, e tendéncias tipicas dos funcionais da densidade aproximados
(DFA), em azul. As contribuicdes de energias E,, E. e —T. sdo ilustradas através das
areas em azul, amarelo e verde. A area do retdngulo que abrange E. — T, corresponde
a correlacdo Coulombiana W..

Na Fig. 6.1 ilustramos também o funcional “half-and-half” (H & H) de Becke (95),
que conforme a Eq. 3.57, realiza uma aproximagio trapezoidal da area E,., ilustrada na apro-

ximagio linear (em cinza pontilhado). Embora seu desempenho nio fosse muito superior, a
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combinago de troca exata e funcionais aproximados marca o inicio dos funcionais hibridos
— alguns denominam o “fim da DFT pura” (179). Visto que a transi¢do entre os dois extremos
¢ monotonica, a forma foi generalizada considerando-se um coeficiente b entre O e 1 para a

mistrura da troca:

Ege'ln] =bEy + (1= b) B + B (6.5)

onde um termo de correlagdo aproximado ¢ adicionado de forma ad hoc. Kiimmel e Kronig
(91) interpretam essa combinagdo em termos de correlagdes estaticas e dinamicas. Funcionais
: q . . . . A
aproximados semilocais descreveriam muito bem os efeitos de correlagdes dinamicas, que
sio um efeito de curto alcance, dai a necessidade do Ultimo termo da Eq. 6.5. Na troca, a
inserg3o da troca exata minimizaria os erros de correlagdo estatica do funcional aproximado
(91) . No entanto, resultados recentes (66, 180) mostram que é o método Hartree-Fock que
. : C
apresenta excesso de erro de correlagdo estatica, e que o denominado erro de delocalizagdo (ou
erro de auto-interagdo de muitos elétrons) de funcionais aproximados e do método Hartree-
Fock apresentam tendéncias opostas (181, 182), ao passo que os funcionais hibridos t¢ém um

desempenho entre Hartree-Fock e o funcional puro (182).

A classe recente de hibridos locais estende a abordagem dos hibridos tradicionais a

densidades de energias (102):

Bttt = / d'r n(r){f(r) ex(r) +[1 = f(x)] g7 (r) + eg”* (r)} (6.6)

B / d*r n(r){es(r) + [1 = f(0)][eg” " (x) — eo(x)] + e (x)},  (6.7)

onde a mistura de troca exata e aproximada varia dependendo das propriedades locais de cada

sistema, atraves da fungio local f(r). Um dos principais fatores de mistura ¢ o fator de Becke
fr)=1-2, (6.8)

que foi desenvolvido como fator de detec¢do de autointeragio. Na expressio acima, 7 é a
densidade de energia cinética (Eq. 3.54) e 7y a densidade de energia cinética de von Weiszicker

(Eq. 3.55), exata para sistemas de um elétron. O desenvolvimento de fatores locais de mistura
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procura remover os erros de auto-interagdo e adicionar efeitos de correlagdo estatica, ausentes
nos funcionais semilocais. Jaramillo ez al. definem a energia de correlagdo nio-dinamica como
a diferenca entre e, e €27 (102). Perdew et al. afirmam que esta é uma medida do erro de

nio-localidade do funcional aproximado (103).

Arbuzinikov e Kaupp (97) propuseram formas de construgio de hibridos locais nio-
empiricos considerando propriedades exatas das LDAs e GGAs nos fatores locais de mistura,
porém estes funcionais ndo demonstraram resultados com precisio quimica aceitavel. Perdew
et al. afirmam que, ao utilizar a troca exata de forma completa € necessario equilibrar a in-
ser¢do da nio-localidade da correlagdo, e estimam que para descrever a correlagio nio-local
de forma completa sejam necessarios pelo menos cinco parimetros empiricos (103). Embora a
hiper-GGA recém-proposta por Perdew, Staroverov, Tao e Scuseria, denominada PSTS (103),
busque satisfazer vinculos exatos, os autores afirmam nio ser possivel provar a condi¢io de
negatividade da correlagio, e que a condi¢do de Lieb-Oxford seja satisfeita para todas as den-
sidades possiveis. Segundo os autores, estes vinculos seriam mais simples de se assegurar em

funcionais semilocais do que em hibridos locais.

De modo geral, a literatura de funcionais hiper-GGAs ¢ muito recente, e diversas
abordagens estio sendo testadas. Ao longo deste trabalho percorremos uma linha de pesquisa
paralela a esses desenvolvimentos, porém de forma independente. A seguir faremos uma dis-

cussdo da estrutura funcional proposta.
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6.2 Construcio da forma funcional

6.2.1 Estrutura algebrica

Apresentamos a seguir uma proposta muito simples para construgio de funcionais

em termos de propriedades exatas da energia de troca e correlagdo.

Seja um funcional da densidade &[n] restrito por um limite superior Ls[n] e um
limite inferior .%;[n]

Ls[n| > &[n] > ZLn], (6.9)

sendo que &'[n] pode ser descrito por uma interpolagdo entre os seus limites superior e infe-

rior, conectados por um funcional 5[n] € [0, 1], na seguinte forma

&ln] = Bn] - Ls[n] + (1 = Bln]) - Zin] . (6.10)

Isolando 3[n] da Eq. 6.10, temos o funcional que conecta os extremos das inequagdes,

dentro dessa forma proposta:

(6.11)

Na prética desejaremos que as aproximagdes de ( reproduzam o comportamento
da forma funcional exata da Eq. 6.11. Cabe ressaltar que caso haja cancelamentos entre os
funcionais &, Ls e .Z;, a forma proposta pode ser implementada de modo mais conveniente.

Podemos definir y[n] = 1 — 3[n] equivalentemente, de forma a apenas mudar as componentes
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que surgem no numerador da Eq. 6.11:

&ln] — Ls[n]

—cfl[n] ~ Lsln] (6.12)

vn] =

Aplicaremos esta proposta as desigualdades das energias de troca e correlagio*

0 > E,[n] > Eyn] > Wee[n] > AEEPA[n) .

Consideremos por exemplo, & = E., com o limite superior Ls = E, e dois limites

inferiores, (i) .4 = W, e (ii) % = AELPA, Para o primeiro caso, temos

Eyn] = Egeln] = Waeln] , (6.13)

onde propomos a aproximagio

que, devido a inser¢do de troca exata, pode ser considerada uma forma de hiper-GGA. Iso-

lando f[n],

Bln] = W] = Eujn (6.15)
_ T.[n]
= Wl (6.16)

O funcional da Eq. 6.16 tem uma forma simples, em termos de 7. e W, ja explorada
em trabalhos anteriores. Em 1996 Baerends et al. (183) também deduziram a Eq. 6.16, e atra-
vés de calculos precisos de —T.. e W, para 14 atomos, obtiveram em média a razio B~ 0.45.
Perdew e colaboradores (184) também desenvolveram a Eq. 6.16 (no mesmo ano, de modo

independente), na tentativa de entender o desempenho superior apresentado pelos funcionais

* Nas equacdes seguintes, adotaremos A = Apo por simplicidade. Somente no final do capitulo consideraremos
a redugio do valor de A 0.
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hibridos, via teoria de conexio adiabatica. Na Ref. (184) os autores desenvolvem uma tenta-
tiva de construgdo de um hibrido nfo-empirico. No entanto, separar as componentes T, e W,
de E, nio tornou mais facil descrever os efeitos de correlagio, e estas tentativas foram abando-
nadas até o ressurgimento dos funcionais de conexio adiabatica. De fato, ambos funcionais,
de conexdo adiabatica e a hiper-GGA da Eq. 6.14, tentam aproximar o mesmo intervalo de

energias da Eq. 6.13.

Uma expressio alternativa é obtida usando o outro limite inferior, ., = AELPA,

que corresponde ao limite de Lieb-Oxford:

E.[n] > Egeln] > AEZP4n] (6.17)

intervalo para o qual (107) construimos o funcional hiper-GGA

Eqeln] = Bn] - Ex[n] + (1 = Bln]) - AE; " [n]. (6.18)

Nesse intervalo temos uma relagio conveniente entre o funcional & = FE,. e seu

limite superior, Ls = E,, de modo que escolhemos escrever

(6.20)

=100 = SR (6.19)
E.[n]
|

Ou seja, a forma funcional exata do funcional conector é razoavelmente simples e
apresenta E., e ndo W, o que muito favoravel, pois todo o conhecimento ja disponivel para
E. poderia ser empregado para obter um ¥[n] aproximado. Essa construgdo pode ser reali-
zada exigindo-se vinculos exatos de E., sem a necessidade de parametrizagio. Além disso, a

. . , o :
presenca da troca exata e aproximada no denominador é um outro fator que simplifica a apli-
cagdo de v[n] aproximado. O grande desafio do método de conexio adiabatica corresponde a
descrigdo de W,., que embora providencie um intervalo mais estreito, é um termo de dificil

acesso. Para essa particular sequéncia de desigualdades, a forma funcional do limite inferior



6.2. Construgio da forma funcional 137

de Lieb-Oxford simplifica a hiper-GGA proposta, e até o nosso conhecimento ainda nio foi

explorada como forma de construgdo de funcionais nio-empiricos.

6.2.2 Conexio com hibridos

Ao observar a composi¢io do funcional proposto, a partir de inequagdes de funcio-
nais,

Eyeln) = Bln) Edln] + (1~ 5n)) AEEPA[n) (6.21)

identificamos a mesma forma funcional de hibridos com um parametro empirico:

E"Pn] = b E,[n] + (1 — b) E®P™%[n] + E%™%[n] (6.22)

que adicionam uma por¢io de troca exata £, a troca de uma aproximagio da densidade, LDA

ou GGA.

E interessante notar que através desta conexfo entre a forma dos dois funcionais, a
constante b pode ser interpretada como uma aproximagio do funcional $[n]. Além disso a cor-
respondéncia exige que no funcional hibrido, a constante de Lieb-Oxford ) seja reduzida para
1, modificagio em acordo com os resultados do capitulo 3. Essa aproximagio da constante de

Lieb-Oxford seria compensada empiricamente pela adi¢do de um termo negativo EP7'T.

De forma aniloga aos hibridos locais, o funcional da Eq. 6.21 poderia ser estendido

a uma versio com densidades de energias

eze[n] = Bn] ex[n] + (1 — B[n]) e [n] (6.23)

onde emprega-se o limite de Lieb-Oxford local e a densidade de troca do liquido de elétrons

homogéneo. No entanto, devido as dificuldades de implementagio de funcionais orbitais,
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continuaremos a explorar apenas a versdo global da hiper-GGA proposta.

6.2.3 Hiper-GGA para correlagio

Notemos que o intervalo de E,. escolhido
E,[n] > E,.[n] > AELP4[n], (6.24)
pode ser restrito somente aos efeitos de correlagio, subtraindo a troca E,:
0> E.[n] > ApoELP4n] — E.[n], (6.25)

onde os extremos s3o descritos pelo limite de um elétron (E. = 0), e pelo limite inferior de
Lieb-Oxford descontados os efeitos de troca. Subtraindo £, da hiper-GGA de E,. proposta,

obtemos

Epeln] = Ex[n] = BI]E[n] + (1= B))AE;"[n] — Eq[n],
En] = (B[] = D)E;[n] + (1 = B)AE;[n],
Eln] = (1-pR)AEn] - Esln]),

Ou seja, podemos formular um funcional de correlagio contendo a energia de troca

local e exata em sua estrutura:

Ec[n] = y[n](AE;"[n] — Ex[n]) (6.26)

onde y[n] = 1—[n], com 7y € [0, 1]. Esse funcional de correlagdo aproximado pode ser posteri-

ormente adicionado a troca exata, a fragdes de troca, ou a um funcional de troca aproximado.
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Neste trabalho desenvolveremos diferentes formas de construir y[n] (e consequente-
mente, funcionais de correlagdo E¢%4) inserindo vinculos exatos de E,, sem incluir pari-

metros ajustados.

6.3 Inser¢io de vinculos

6.3.1 Liquido de elétrons

Consideraremos a adigdo de algumas propriedades exatas de E. a comegar pela satis-
fagdo do liquido de elétrons homogéneo (HELT). Como vimos anteriormente, o liquido de
elétrons é um sistema muito importante, paradigma para elétrons interagentes em um metal.
A densidade dos elétrons de valéncia do bulk é aproximadamente descrita por esse modelo,
onde a densidade eletronica é constante, uniformemente distribuida espacialmente. A satisfa-
¢do do liquido de elétrons uniforme foi ponto-de-partida para a classe de funcionais LDA, e é

uma propriedade satisfeita por muitos funcionais.

Para o liquido de elétrons homogéneo sdo conhecidas as expressdes da densidade de
: : C . . ,
energia de troca, e diversas parametrizag3es para correlagdo, conforme discutido no capitulo
3. O funcional de energia de troca e correlagio HEL, em densidades constantes 7, ¢ dado
exatamente pela forma da LDA:

EIFE) = [ dra(r) ehm(v) = EEP ]

xT

c

EIFHE) = [ dra(r) b (x) = EFPATR,

1 Do inglés homogeneous electron liguid.
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Para que o funcional HGGA 6.26 também satisfaca o limite do liquido de elétrons,

no regime de densidades constantes 7, temos que

EJP ] = P (AE; P[] — B w]). (6.27)

Note que o funcional do vinculo de Lieb-Oxford continua com a mesma forma
funcional, a troca LDA. Como funcional do liquido de elétrons poderiamos, por exemplo,

empregar um funcional como a LDA no termo de correlagdo e na troca:

EZPAm) = A" m|(AE A ] — ErPAm]). (6.28)

HEL aproximado a partir do liquido de elétrons.

Dessa forma obtemos um funcional
Como vimos no capitulo 5, a LDA nfo viola o limite Lieb-Oxford, portanto esse funcional
conector baseado na LDA, nio extrapola o intervalo permitido. Podemos generalizar o uso

esse funcional para distribui¢des de densidades n que nio sejam constantes,

HEL[ | = E; 7% n]

~ BT (6.29)

~

construindo assim um funcional HGGA baseado no vinculo de Lieb-Oxford e no limite do

liquido de elétrons homogéneo:

R _EiEg[@A (M= ] = Eef]). (6.30)

Além da LDA, também ¢é possivel considerar outros funcionais que se reduzem ao
resultado do limite do liquido de elétrons no limite de densidades constantes, como as GGAs

nio-empiricas de Perdew. Considerando GGAs que recuperam o limite do liquido de elétrons,

EZ9m) = 1" m(AEL P m] - EYCAm)) - (6.31)

T Em 4tomos e moléculas (na distancia de equilibrio, ligadas covalente ou ionicamente), a energia de correlagdo
corresponde tipicamente a cerca de 10% da energia de troca, de modo que y£L[n] na pratica é um valor
muito menor que 1.
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Generalizar esse funcional v7#Z(n]

para densidades n(r), obtemos

EZn]

(AEEPAN] — EFCA[n])

EJCCA7CH ] = (AE; 4[] — Eq[n)). (6.32)
Nio sio somente a LDA e GGA que podem ser empregadas em ~y[n] dentro da
satisfagio do liquido de elétrons. Qualquer outro funcional, ou combinagio de funcionais,

desde que satisfagam esse vinculo também sio validas, como a propria troca exata. Diferentes

possibilidades de ingredientes para v~ incluem portanto

ELDA
ELDA r — E;prom
EFEL = CGGA =BT e EIPL = § poea (6.33)
EC
Ez — E;xata
desde que
lim EEPA] = ESA[] = B
lim E:74n] = E7%Yn] = £ [n].

Portanto, é possivel generalizar o funcional v#%[n] da Eq. 6.29 para

Eaprox/e:rata [TZ]
c

HEL ,geral [n] _

= . 6.34
)\E%DA [n] B E(mlprox/exata [n] ( )

g

onde incluimos funcionais de aproximados de correlagdo, funcionais aproximados de troca,

HEL ,geral

e a troca exata (para a qual utilizamos a notagdo E, = E¢**'%). Substituindo ~y na
Eq. 6.26, obtemos a hiper-GGA baseada liquido de elétrons:
Faprox
EHECGA-HEL) el (AEEPAn) — E,[n]). (6.35)

= /\E%DA[TL] _ Egproa:/eatata[n]

A forma inicial de E#CGA-LPA] considerada (Eq. 6.30) corresponde portanto a um caso

particular da Eq. 6.35, onde o funcional aproximado considerado é a LDA.
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Entre os possiveis funcionais GGA que satisfazem o limite do liquido de elétrons,
podemos listar: PW86, PW91, todos os funcionais da familia PBE (as revisdes revPBE, RPBE,
SOGGA, PBEsol, PBE(3,11)). Ndo consideraremos BLYP, que ¢é ajustada empiricamente a

/’ A .
calculos atomicos e moleculares.

6.3.2 Expansio em gradientes

Como vimos no capitulo 3, o desenvolvimento que sucede a exigéncia do liquido de
elétrons uniforme corresponde a inser¢do de uma perturbagio fraca. A expansio em gradi-
entes (GEA) descreve o regime de densidades que variam lentamente 7. Na Eq. 6.34, a GEA

pode ser incluida em outras expressdes que satisfazem o limite do liquido de elétrons.

No entanto, embora a GEA seja adequada para descrigdo de distribui¢bes que variam
muito lentamente, a troca GEA viola localmente o limite Lieb-Oxford para s ~ 3.2 (uma
faixa alcangada fisicamente em calculos moleculares), e portanto viola globalmente o limite
LO. Essa viola¢do causa o cancelamento dos termos de troca no denominador do fator v, e

D
sua divergencia.

Consideraremos portanto, funcionais GGA que satisfazem o limite do liquido de
elétrons, que se reduzem a GEA no limite de baixos gradientes reduzidos, e que satisfazem
o limite de Lieb-Oxford. Dentre os funcionais que se adequam a essas condi¢des, podemos
listar somente a GGA PW91, e as recém-propostas SOGGA (87) e PBE(Sgr,ucr) (89) (pois
PBE original satisfaz a expansio em gradientes da correlagdo, mas viola a expansio em gra-
dientes da troca). Estes dois Gltimos funcionais consistem em revisdes da forma PBE, com
performance superior em solidos, como vimos no capitulo anterior, porém foram propostos
simultaneamente ao desenvolvimento desta proposta. PW91 ¢ um funcional padrio, ja imple-
mentado em programas comuns de calculos de estrutura eletronica. Portanto, nos testes da

hiper-GGA que realizaremos no final deste capitulo, consideraremos apenas a GGA PW91 na
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forma do funcional generalizado da Eq. 6.35.

6.3.3 Remocio da auto-interagio

Por fim, procuraremos inserir na hiper-GGA nio s6 o vinculo do liquido de elétrons,
mas também a satisfacio do limite de um elétron. No limite de densidades de um elétron n("),
o valor esperado do operador de Coulomb é zero, e o termo de troca cancela exatamente a

energia de Hartree, o que exige que a energia de correlagio seja nula. Ou seja, temos que
EnM = -ExnY] e E.[nM]=0. (6.36)

Para muitos funcionais em uso, no limite de n = n(!) a energia de correlagio resulta em um

excedente indesejado, denominado erro de auto-interagio.

Para o caso monoeletronico, o funcional hiper-GGA de correlagio (Eq. 6.26) corres-

ponde a

E[n"] = 4V (AE A [nD] - B, [n]), (6.37)

sendo que E, é rigorosamente nulo:

0=~ AELPA Y] - Ey[n 1)) (6.38)

Com a aplicagdo desse particular vinculo nio obtemos informagdes funcionais adi-
cionais a respeito de y[n] além do fato de que, em v €[0, 1], 0 corresponde ao limite de um
elétron. Precisamos portanto construir y[nY)] tal que ele se anule em n"). Nossa proposta
consiste em empregar justamente o fator E,[n| + Eg[n| como indicador desse limite, uma
solugdo simples e nova no desenvolvimento de corre¢des de auto-interagdo. Uma outra possi-

bilidade seria empregar o indicador de Becke (185), utilizado nas meta-GGAs, porém este faz
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uso de funcionais de energia cinética, o que dificultaria mais a implementagio deste funcional.

Antes notemos que desejamos que a corregio SIC possa ser acrescentada a HGGA
do liquido de elétrons sem alterar suas propriedades de escalonamento (57). Para isso, cons-

truimos uma corregdo multiplicativa (MSIC), na seguinte forma:

MSIC[n] _ E, [TL] + EH[n] (639)

" = EPIn] + Egln]’

onde o funcional de troca aproximado pode ser LDA ou GGA.

A expressdo acima possui diversos aspectos interessantes, dentre eles:

o YM51CnM] = 0 njo somente no hidrogénio, mas em qualquer densidade de um elétron

e Carater multiplicativo (outras corre¢des de auto-interagdo como Perdew-Zunger (63) e
Lundin-Eriksson (186) sio aditivas, removendo contribui¢des dos orbitais ou das den-

sidades)

e Facilmente testado pos-autoconsistentemente (o indicador de Becke (185) exige densi-

dades de energias cinéticas, e portanto os laplacianos dos orbitais)

o YM51Cn £ nW] ~ 1. Ou seja, YM91¢ nio modifica gravemente o funcional a ser

corrigido, inclusive preservando suas propriedades de escalonamento

e Possui mesmo escalonamento uniforme em suas componentes (E,[n;] = (E.[n] e
Euln¢] = CFyln)), onde ns(r) = (3n(Cr)) e portanto preserva o escalonamento do

funcional no qual a correcio ¢ aplicada.

A corregdo de auto-interagdo (6.39) é uma proposta inteiramente nova e se aplica
a qualquer sistema. Notemos que outros funcionais de correlagdo livres de auto-interagdo,
como LYP (110) e TPSS (92) apresentam efeitos colaterais: LYP fornece erroneamente energia
de correlagdo zero para qualquer sistema completamente polarizado e a corregdo de auto-
interagdo de TPSS nio funciona em sistemas com presenga de corrente. Nossa corre¢io nio

apresenta nenhum desses dois problemas.
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6.4 Implementacio e resultados

Para qualquer um dos funcionais hiper-GGA na forma

Egproa: n
ECHGGA [n] = a{ r]ox exata <>\E£DA [77,] N Ex [n]) ’ (640)
AELDA[p] — Fapror/ezatay,)

temos a presenga da energia de troca exata, funcional orbital®:

, _ e s [ @ )i ()i(r)
Bl ool = =5 X [ r [ == — BEeln]. (6.41)

Seria muito desejavel poder implementar este tipo de funcional de forma autoconsis-
tente em um codigo de estrutura eletronica. No entanto, a sofisticagdo orbital de funcionais
do tipo meta-GGA e hiper-GGA da origem a equagdes integro-diferenciais muito mais com-
plexas que as equagdes locais de Kohn-Sham. O calculo da derivada variacional de um funci-
onal implicito com relagdo a densidade pode ser uma tarefa muito complexa, dependendo da
forma do funcional, e a rigor, sua implementagio numérica teria que ser feita via o algoritmo
de potencial efetivo otimizado (OEP), que gera um potencial multiplicativo local, cuja solugdo
¢ custosa computacionalmente. Na literatura, a maioria dos calculos envolvendo funcionais
orbitais emprega derivadas em relagio aos orbitais ou implementa¢des pds-autoconsistentes,
nas quais o funcional meta-GGA ou hiper-GGA ¢ calculado nas densidades e orbitais auto-

consistentes obtidos com outra aproximagio, local ou semilocal.

Em uma etapa inicial realizaremos uma implementagio por partes, calculando cada
componente em sua propria densidade, utilizando um cédigo atdmico, o opmks. Em seguida
calcularemos a hiper-GGA de forma pds-autoconsistente, em densidades obtidas com a GGA

PBE em um pacote de calculos moleculares, o Gaussian 03% (137), que faz uso de fungdes de

§ Embora a dependéncia de E,[n] com a densidade seja implicita (pois E,[p;] € vi[n]), E;[n] € um funcional
(orbital) da densidade.

9 Convém observar que temos acesso somente ao binario do Gaussian, e nio ao cddigo-fonte. Também nio
empregamos o software demon2k (151) por ndo ter o método Hartree-Fock implementado, devido a uma
restricio de implementagfo a integrais de dois centros.
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bases.

6.4.1 Energias de correlagio atomicas

Inicialmente consideramos duas versdes da hiper-GGA, uma baseada apenas no li-

quido de elétrons,

EHGGA—LDA[n] — EfDA[n] (/\ELDA[TL] - B [nD (6 42)
C NEEPA[] = BEPA[] R |

e a hiper-GGA que considera também a expansio em gradientes:

EPW91 [

EHGGA-PWOI [n] = 7]

= SEEoA]  prweify VB = Beln)). (643)

Para visualizar o desempenho geral desses funcionais, calculamos as energias autocon-
sistentes de cada funcional constituinte. Ou seja, para um dado sistema obtemos resultados
com a LDA, GGA PW91 e o funcional de troca exata (EXX), e extraimos as respectivas ener-
gias de troca e correlagdo para compor as Egs. 6.42 e Egs. 6.43. Para atomos, temos acesso a

. 7 1 ;. ’ ’ . . .
um antigo codigo de malha numérica, o opmks, onde é possivel realizar determinar a energia
de troca exata via algoritmo OEP. Deste modo, para o hidrogénio ao argonio, obtivemos as
energias de correlagdo dos funcionais HGGA-LDA e HGGA-PW91. Na Fig. 6.2, graficamos

os resultados das energias de correlagdo.

Na Fig. 6.2, as energias de referéncia CASSCF-CI (120, 153) e QMC (111) sdo ilus-
tradas em losangos. Dentre os funcionais padrio, a LDA subestima muito as energias de
correlagdo de atomos, enquanto a GGA PW91 e a GGA LYP fornecem resultados muito
mais precisos, embora haja um desvio maior na faixa 11 < Z < 18. A HGGA-LDA corrige

ligeiramente a subestimagio da LDA, porém nio o bastante; a HGGA-PW91 praticamente
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ok @ Ec(Davidson et al.) ]

@ % Ec(Umrigar ef al.) <>
ott , $ & Ec(LDA,PW92) .

& Ec(GGAPWOT) (O
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Figura 6.2 — Energias de correlacdo de dtomos calculadas com a LDA, GGA PWO1 e as corres-
pondentes hiper-GGAs HGGA-LDA e HGGA-PWO9L1. Incluimos os resultados de LYP
(110) para comparagdo. As energias de referéncia CASSCF-Cl e QMC foram obtidas
nas Ref.(111, 120, 153).

reproduz os resultados da GGA PW91, com uma tendéncia a aumentar também a energia de
correlagio PW91, comportamento quase imperceptivel na Fig. 6.2. Para analisar quantitati-
vamente a mudanga dos erros dos funcionais, calculamos a média dos valores absolutos dos
erros relativos (mare)

1N

mare(%) = 100 * N >

valor; — ref; 7 (6.44)

i ref;
das energias de correlagio do He ao Ar, exibidos na Tabela 6.1, em valores percentuais. Como
E. do hidrogénio é zero, excluimos esse atomo do mare, exibindo seus resultados separada-

mente.

Convém ressaltar que, por nio realizar a implementag¢do autoconsistente, nio conhe-
cemos a densidade resultante do funcional hiper-GGA, portanto temos que determinar em
quais densidades calcularemos cada componente. Empregaremos cada energia calculada em
sua propria densidade autoconsistente, porém esta pode ser obtida apenas com o funcional de
troca ou com troca e correlagdo, e ndo podemos afirmar qual abordagem fornece a densidade

mais préxima do resultado exato ou autoconsistente. Ou seja, para os funcionais de trocall,

| No funcional de correlagio aproximado, ndo é recomendavel realizar um célculo sem troca, somente com o
funcional de correlagdo, pois uma parte consideravel da fisica envolvida é removida.
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consideramos calculos exchange-only, seja LDA (através do funcional de Slater), GGA (troca
PW91) ou troca exata via algoritmo OEP (EXX/OEP), e calculos com troca e correlagio,
considerando também a parametrizagdo PW92 na LDA, ou a correlagio GGA PW91. Ou

seja, na Tabela 6.1 calculamos

Eapro:p [n:v,c]
HGGA—aprox c LDAT, x,0 z,0
Ec P [n] = )\ELDA[TLQC7O] . Egprox[nx,o] (/\Ex [n ] - Ex[n ]) ) (645)

Eaproa: [na:,c]
EHGGAfaproerc[n] — c
c )\E%’DA [nx,c] _ Egp”’x [nm,c]

AE; P4 n™] = Ey[n™]),  (6.46)

onde n™" identifica densidades exchange-only, e n™“ densidades calculada com troca e correla-

¢do.

Tabela 6.1 — Erro de autointeracdo (SIE) em Hartrees do 4tomo de hidrogénio e a média percentual
dos valores absolutos dos erros relativos (mare) das energias de correlacdo de dezessete
atomos (He — Ar), para funcionais hiper-GGA baseados na LDA e GGA PW91. Os
resultados comprovam a reducdo dos erros com a hiper-GGA baseada em LDA e na
GGA PW091, com uma melhora ao empregar densidades com correlacdo para HGGA-
PWO91. Na parte inferior da tabela esclarecemos em quais densidades as componentes
das hiper-GGAs foram calculadas. As abreviaturas s3o esclarecidas no texto.

Funcional SIE(Hartree) mare(%)
EfDA [nSlateT,PW92} -0.02170 119.09
ngGGA-LDAT -0.01771 97.16
Eg{G’GA—LDA—i—c"' -0.01773 97.21
E5W91 [nPW91,PW91] -0.00633 4.975
E?GGA—PW91<> -0.00609 4.535
EEGGA—PW91+c* -0.00604 4.448

T
.'.Eé{GGA-LDA [Ei,DA [nSlater,PW92] , ECLDA [nSlater,PWQQ} , EL [nEXX/OEP,PWQZ]]

OEHGGA-PWIL[RLD A Slater,0] pPWOL[, PWILPWIL 1 EXX/OEP)|

TEfGGA-LDA[E%DA[TLSlater’OLEfDA [nSlater,PWQQ]’ E [nEXX/OEP,OH

*EgGGA-PWQI [EQ%DA [nSlater,PWQQ], E5W91 [nPWQI,PWQI]’ Em [nEXX/OEP,PWQZH

Como podemos observar na Tabela 6.1, os resultados de todas as hiper-GGAs sdo su-
periores ao funcional no qual sio baseadas, sendo que a inclusio do funcional de correlagdo no
calculo beneficia a HGGA-PW91 mas nio a HGGA-LDA. Os erros de autointeragio na LDA
e PW91 sio reduzidos, assim como o mare das energias de correlagio dos dtomos. Embora

o avango tenha sido modesto, as HGGAs exibem a tendéncia correta de correcio da energia de
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correlacdo local on semilocal. Além disso, convém notar que nio ¢é simples alcangar melhorias
ndo-empiricamente além do avango da LDA para GGA; as energias de correlagio meta-GGA
TPSS, por exemplo, correspondem também a uma melhoria muito modesta relativo a PBE

(187).

Diante dessa perspectiva promissora, realizaremos mais dois testes, (i) a redugdo da
constante de Lieb-Oxford de seu valor Ao = 2.273 para o valor do limite de baixas densida-
des do liquido de elétrons, Agr, = 1.9555; (ii) teste da corre¢do de autointeragio multiplicativa

proposta na se¢do 6.3.3. Consideraremos duas correg¢des:

AMSIC=L) — E?;Z%T_'_Eggﬂn] 7 (6.47)
L MSIC=Glyy) — E,[n] +EH[n][ ' (6.48)

- EPWOln| + Ey(n]

A Tabela 6.2 exibe os resultados, considerando novamente as duas densidades, com e sem
correlagio. Como podemos observar, a redugdo de A também beneficia as duas hiper-GGAs,
o que € um resultado muito positivo. Somente em um caso, na HGGA-PW91 com corre-
¢do de autointeragio MSIC-L tivemos um aumento dos erros na correlagdo. As corregdes de
autointera¢do propostas tambeém reduzem os erros das energias de correlagio das HGGAs para
outros atomos além do atomo de hidrogénio, salvo novamente, no caso da HGGA-PW91 com
Apr. Mesmo assim, todos os erros apresentados na Tabela 6.2 s3o inferiores aos dos funcionais
LDA e GGA PW91 exibidos na Tabela 6.1. Os melhores resultados obtidos para a HGGA-
LDA foram obtidos com a corre¢do baseada na propria LDA, MSIC-L, com a constante de

Lieb-Oxford reduzida, em densidades sem correla¢io.

No entanto, embora a HGGA-LDA melhore muito os resultados LDA, PW91 sa-
tisfaz mais vinculos, e naturamente, os melhores resultados de energias de correlagio foram
obtidos pela HGGA-PW91. Como vemos na Tabela 6.1, a HGGA-PW91 alcanca uma redu-
¢do de cerca de 20% da correlagdo PW91 empregando a correcdo de autointeragdo baseada
na prorpia PW91 (MSIC-G), com a constante de Lieb-Oxford reduzida Mg, em densidades

calculadas com troca e correlagdo.
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Na se¢do seguinte reportamos um avango na forma de implementagio que torna

desnecessaria a comparagdo das densidades com ou sem correlagio.

Tabela 6.2 — Erro de autointeracdo (SIE) em Hartrees do dtomo de hidrogénio e a média percen-
tual dos valores absolutos dos erros relativos (mare) das energias de correlacdo de
dezessete atomos (He — Ar). Consideramos funcionais hiper-GGA baseados na LDA
e GGA PWO91, com a constante de Lieb-Oxford original (Ao = 2.273) e reduzida
(AL = 1.9555), para densidades com e sem correlagdo, e duas formas de corre¢do
de autointeracdo. De modo geral, observamos uma reducdo dos erros com a redu-
cdo da constante de Lieb-Oxford e com a insercdo das correcdes de auto-interacdo. A
HGGA-LDA apresenta menores erros com a correcdo de autointeracdo baseada na LDA
(MSIC-L), e em densidades sem correlacdo, enquanto a HGGA-PW91 se beneficia da
correcdo baseada na GGA PW91 (MSIC-G), em densidades com correlagdo. Na parte
inferior da tabela esclarecemos em quais densidades as componentes das hiper-GGAs
foram calculadas. As abreviaturas sdo esclarecidas no texto. Os melhores resultados de
cada hiper-GGA s3o exibidos em sublinhado.

Funcional SIE  mare(%) SIE mare(%)
ALO AEL
Ef’GG““LDAT -0.01771 97.16 -0.01638 89.87
EfGGA‘LDAJrC"' -0.01773 97.21 -0.01642 89.94
EfGGA—LDAJrMSICfLT 0 88.61 0 81.73
EgiGGA—LDA-i-MSIC’—L-i-c"' 0 88.69 0 81.83
EfGGA—LDAJrMSICfG* 0 96.41 0 89.16
E?GGA—LDAJrMSICfGJrc"' 0 96.29 0 89.07
ALO AEL
EHGGA-PWIL? -0.00609  4.535 -0.005985 4.375
EgiGGA—PWQH-c* -0.00604  4.448 -0.005916 4.276
Eg]GGA—PW91+MSICfL © 0 4.423 0 4.522
Eg{GGA—PW91+MSIO—L+c* 0 4.476 0 4.603
E({{GGA—PW91+MSICfG © 0 4.997 0 4.188
Eg{GGA—PW91+MSIC—G+c* 0 4.186 0 4.058

tRHGGA-LDA[RLDA[pSlater,0] pLDA[pSlater,PW92] p [nEXX/OEP0] [, [nEXX/OEP0)|)
AEHGGA-LDA[ELD A, Slater, PW92] pLDA[pSlater, PW92) [ EXX/OEP,PW92) . [n EXX/OEP,PW92))
c T b C b bl
ORHGGA-PWIL[pLDA[p Slater,0] pPWOL[, PWOILPWOL] p 1, EXX/OEP0] [ [, EXX/OEP0]]
c xT b c ) b

* [ HGGA-PWIL[RLDA [ Slater, PW92) pPWL[, PW9IL,PWOL| [, EXX/OEP,PW92] [, EXX/OEP,PW92]]

x




6.4. Implementacio e resultados 151

6.4.2 Energias de correlagdo moleculares com o Gaussian 03

Como vimos, a hiper-GGA baseada na GGA PW91 satisfaz mais vinculos do que a
hiper-GGA baseada na LDA e obtém os melhores resultados de energias de correlagdo atomi-

cas.

Em uma etapa seguinte sofisticamos a implementagdo da hiper-GGA ao calcular to-
das as componentes de energias em uma mesma densidade. Para isso, utilizamos o pacote
Gaussian 03 (137), que possibilitou diversos testes atomicos e moleculares de forma pos-
autoconsistente. Para cada sistema estudado, realizamos um calculo autoconsistente por exem-
plo, PW91; em seguida calculamos as energias com um outro funcional, p.ex., LDA, em um
#nico passo de iteracio™ sobre as densidades, geometrias e orbitais convergidos com PW91.
Deste modo, é possivel obter todas as contribui¢des de energias, e portanto a hiper-GGA, em

uma mesma densidade.

Com essa nova metodologia, testaremos a hiper-GGA em densidades de troca e cor-

relagio PW91, denotadas como nf"91:

E'fWS)l [nPW91]

HGGA[, PWIl] _ LDA[, PW91 F, PW9l1
B, [n I = AELDA[pPWOL] — FPWOLT PWI] (AE, ™ [n |—E;[n 1), (6.49)

onde EX[nfW9] corresponde a energia de troca de Fock, obtida com um calculo Hartree-

Fock't.

Na Tabela 6.3 ilustramos os erros da hiper-GGA para correlagio (Eq. 6.49) com A
original e reduzido, e considerando as duas corregdes de autointeragio (Eq. 6.48) de forma
pos-PW91, utilizando o Gaussian com fungdo de base aug-cc-pv5z. Nessa metodologia, obte-

mos resultados de energias de correlagdo PW91 similares aos obtidos com o programa de ma-

x* Convém ressaltar que este mecanismo nio ¢ usual, portanto foram precisos diversos mecanismos para driblar
a formatagdo usual do programa e extrair as componentes de energias (correlacio, troca e Hartree) de calculos
autoconsistentes ou pos-SCF, principalmente em calculos de dificil convergéncia, e de sistemas com funges
de onda instaveis. Para tanto, foi de extrema utilidade o suporte do Gaussian.

71 Notemos que no Gaussian nio é possivel realizar um calculo de troca exata EXX, pois a versio disponivel
nio realiza calculos com OEP.



152 Capitulo 6. Construgio de hiper-GGAs via limite de Lieb-Oxford

lha numérica (ver Tabela 6.1). No entanto, houve a modificagio dos resultados das HGGA:s,
que atribuimos as diferencas de implementagio (das densidades autoconsistentes e devido aos
c6digos). Na implementagio pos-PW91, obtemos uma melhora consistente com a redugio
de X\ com as duas corre¢des de autointeragdo. Dentre as principais modificagdes, a corre¢io

MSIC-L obteve menores mares relativo a MSIC-G.

Tabela 6.3 — Erro de autointeracdo (SIE) em Hartrees do 4tomo de hidrogénio e a média percentual
dos valores absolutos dos erros relativos (mare) das energias de correlagdo de dezessete
atomos (He — Ar). Consideramos funcionais hiper-GGA baseados na LDA e GGA
PWO91, com a constante de Lieb-Oxford original (Ao = 2.273) e reduzida (Agr =
1.9555), para densidades pés-PW91, com a fun¢do de base aug-cc-pv5z. Novamente
observamos uma reducdo dos erros com a reducdo da constante de Lieb-Oxford e com
a insercdo das correcdes de auto-interacdo. A HGGA-PWO1, calculada em densidades
PW091, tem menores mares com a correcio MSIC-L.

Funcional SIE mare(%) SIE mare(%)

ALo AEL
EfGGA‘PW?)l [nfWoL] -0.00624 4.75 -0.00620 4.70
EHGGA-PWI1+MSIC—L [nPW91] 0 4.38 0 4.37
EHGGA-PWII+MSIC—G [nPW91] 0 4.67 0 4.62
ELWOL[p PWOL -0.00633 4.88

Como vimos na Tabela 6.3, a corre¢do de autointeragdo que obteve os menores mares

foi a MSIC-L:

MSIO=Lp, PWOI] _ EX[n"V + Ep[n®"] (6.50)

- ELDA[nPWS)l] 4 EH[nngl] ’

v

Na Tabela 6.4 exibimos os resultados de energias de correlagdo para 18 atomos e
35 moléculas utilizando os funcionais GGA PW91, a HGGA (Eq. 6.49), e com a corregio,
HGGA +MSIC-L (Eq. 6.50). Analisamos novamente o efeito de uma possivel redugio da
constante Azo, empregando o valor do limite de baixas densidades do liquido de elétrons
Agr = 1.9555. Para comparagio com demais funcionais da densidade em uso, apresentamos
resultados das energias de correlacio obtidas com outros importantes funcionais LDA, GGA

e meta-GGA. Todas as hiper-GGAs foram calculadas em densidades PW91.

As duas primeiras colunas da Tabela 6.4 correspondem a resultados da HGGA-PW91

com a constante Lieb-Oxford original, sendo que a corregdo de auto-interagdo (Eq. 6.50) bene-
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Tabela 6.4 — Comparacdo do desempenho das HGGAs baseadas em PW91 GGA e outros impor-
tantes funcionais LDA, GGA e meta-GGA. Na primeira linha, exibimos as energias de
correlacdo do atomo de hidrogénio, que ilustram o erro de autointeracdo. Na segunda
e terceira linhas, os valores correspondem ao mare (média dos valores absolutos dos
erros relativos) percentual da energia de correlacdo de 17 dtomos (He-Ar) e da ener-
gia de correlacdo de 35 pequenas moléculas. A Gltima linha se refere a satisfacdo do
vinculo do liquido de elétrons homogéneo.

ALO AEL funcionais padrao
HGGA HGGA
HGGA HGGA LDA PW91 PBE LYP TPSS
+MSIC-L +MSIC-L
E (mH) -6.24 0 -6.20 0 -21.7 -6.33 -5.71 [0] 0]

mare(%) atomos | 4.79 4.38 4.70 4.37 119.7 4.9 6.8 39 54
mare(%) moléc. 7.0 6.6 6.8 6.5 1025 74 9.7 6.7 9.0
liq. elétrons v v v v v v v X v

Energias de correlagio de referéncia: atomos, da Ref.(120, 153); moléculas: LiH, BeH, BH, CH, NH, OH e HF,
da Ref(134), Lig, Beg, Bg, Cg, N2, OQ € Fg, da Ref(lBS), para HQ, CHQ, CH4, NH3, HQO, CO, HCN, HNC,
CQHQ, CQH4, HQCO, HNO, NQHQ, HOF, HQOQ, COQ € Od da Ref(136), LIF, NO, P2 (¢ CIQ da Ref(125)

ficia os erros em atomos e moléculas. Comparando com a terceira e quarta coluna, vemos que
a autointeragio e os demais erros sio ligeiramente corrigidos com a redugio de \. E interes-
sante notar a diferenga que a implementagdo pos-PW91 provoca nas energias de autointeracao
HGGA, que diferem das energias obtidas com o opmks nas respectivas densidades autocon-
sistentes (ver Tabela 6.2). A atual implementagdo com o Gaussian resulta em uma corregdo

menor.

Os valores em colchetes em LYP e TPSS alertam para o fato da corregdo de auto-
interagdo de tais funcionais apresentar limitages, discutidas anteriormente (se¢do 6.3.3). Em-
bora LYP tenha um 6timo desempenho, este é devido ao uso de 4 parametros fitados para
atomos. Dentre os funcionais nio-empiricos a HGGA apresenta os menores desvios, supe-
rando inclusive o funcional meta-GGA TPSS (92), fato interessante, pois do ponto de vista
da escada de Jac de Perdew (188) ndo passamos pelo degrau da meta-GGA na construgio do

nosso funcional.
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Todos os resultados das hiper-GGAs s3o superiores 28 GGA PW91 na qual a HGGA

se baseia, e para certos conjuntos tém precisdo superior ou comparavel a funcionais que em-
pregam ajustes de parametros (GGA LYP) e funcionais muito mais sofisticados (meta-GGA

TPSS).

6.4.3 Energias totais e de ligagdo

Embora o funcional HGGA desenvolvido fornega boas energias de correlagio, a apli-
cabilidade deste funcional dependera também das energias totais obtidas. Para isso, é preciso
determinar as demais componentes de energia: cinética, de Hartree, potencial, e de troca.
Como a abordagem adotada é pés-autoconsistente, podemos empregar energias totais de um

aproz

determinado funcional aproximado, Eg*"", e substituir o termo de correlagdo pelo nosso

funcional E#¢G4 ] calculado na mesma densidade, de modo a obter EZ¢G4,

Ou seja, dado uma energia total de um funcional aproximado Ey*"**,

EgP" [n] = Ty[n] + Egln] + VIn] + EP™*[n] + E°%[n] (6.51)

substituiremos o termo de correlagdo da energia total por E¢%4 | calculado na mesma den-
sidade:

B9 0] = B [n] = B2 [n] + EHOO (6:52)

de maneira a obter um funcional de energia total com a HGGA:

Eg'99An] = Tln] + Buln] + Vin] + B [n] + EX9“An] . (6.53)

Nas Egs. 6.51—6.53 consideramos um funcional de troca aproximado, porém po-

demos também substituir a troca aproximada pela troca exata, visto que a hiper-GGA foi
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deduzida originalmente como uma combinagio da troca exata £, [n] com um funcional apro-
ximado para a energia de correlagdo. Substitutindo E"° pelo funcional de troca de Fock
(Eq. 6.41) calculado pods-autoconsistentemente na densidade desse funcional aproximado, ob-

temos

EYCOAm) = EPPAn] — B ] + EX[n] - EPPAn] + BRCOA), (6.54)

= T.n]+ Eg[n] +Vn] + EX[n] + E¥CS4n] . (6.55)

Na Tabela 6.5 apresentamos a média percentual dos valores absolutos dos erros re-
lativos (mare) das energias totais de 18 atomos. Consideramos os funcionais de correlagio
PW91 e HGGA-PW91 somados a troca de Fock e troca aproximada. Observamos que a subs-
titui¢do da troca PW91 pela troca de Fock provoca um aumento do mare em PW91, o que
ilustra como os funcionais combinados possuem um cancelamento de erros entre suas com-
ponentes de troca e correlagdo aproximados. Paraa HGGA (baseada em PW91 GGA), a troca
aproximada fornece menor mare relativo ao uso da troca de Fock, o que é consequéncia do
cancelamento de erros da GGA. No entanto, para os funcionais HGGA com corre¢des de
autointeragdo, obtemos a tendéncia inversa, com uma melhora da energia total ao utilizar a
troca exata de Fock (EL), possivelmente devido a corregdo do buraco de correlagio. A mu-
danga da constante de Lieb-Oxford original (\o = 2.273) para reduzida (A\g, = 1.9555)
praticamente nio altera a energia total, embora os mares sejam ligeiramente menores com A

original para os funcionais corrigidos com MSIC.

Em posse das energias totais, € possivel também determinar energias de atomizagio
AEFE, definidas como
AE — Z Egtomoi . E(T)nolécula ) (656)

i=1.N

A energia de atomizagio é uma propriedade comumente utilizada na avaliagdo de funcionais
: . , : : : A -

na literatura, e para muitas moléculas possui valores experimentais de referéncia. Utilizaremos

o conjunto de 20 moléculast do artigo original do PBE (79). No entanto, como vimos no

capitulo 5, a energia de atomizagdo € uma propriedade muito sensivel a erros de consisténcia

11 Hy, LiH, CH,4, NH3, OH, H>O, HF, Lis, LiF, Bes, CoH,, CoH,y, HCN, CO, N3, NO, Os, Fa, Py, Cls.
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Tabela 6.5 — Média percentual dos valores absolutos dos erros relativos (mare) das energias totais
de dezoito 4tomos (H — Ar). Nas primeiras linhas exibimos o mare da energia total
PWOL1 (funcional PW91 de correlagcdo somado a troca PW91), e considerando a troca
exata de Fock (EL) no lugar da troca aproximada (EL™91). Nas linhas seguintes
consideramos funcionais HGGA de correlacdo sem correcdo de autointeracdo e com as
duas correcoes MSIC-L e MSIC-G, sendo que cada funcional de correlacdo foi somado
a energias de troca PW91 e de Fock. Os funcionais HGGA também foram calculados
com a constante de Lieb-Oxford original (Ao = 2.273) e reduzida (A = 1.9555).
Todos os funcionais foram obtidos em densidades PW91, com a funcdo de base aug-
cc-pvbz. Os valores de referéncia foram obtidos nas referéncias (120, 153).

Funcional mare(%)

EPWOL[PWOL  EPWOL [, PWOL| 0.0437

EPWOL [ PWOL) B [ PWOL] 0.0794

ALo ABL

EHGGA[,PWOL)  EPWO1 [, PWOL] 0.044 0.044
BGOA W), B n” ) 0078 | 0077
EHGGA+MSIC-L], PWOL) RPW91[,PWOL] () 103 0.104
EHGGA+MSIC—L[, PWOL| [ PW91] 0.031 0.031
EHGGA+MSIC=G[ PWOL] ' EPWOL, PWILT () 083 0.084
EHGGA+MSIC=G [ PWOL] [ F [ PWOL] 0.023 0.023

em tamanho, que diz respeito a diferengas de energias no limite de dissociagdo molecular.
Nosso funcional HGGA, baseado em razdes de energias totais, ndo € consistente em tamanho.
Esta propriedade, no entanto, é mais facilmente satisfeita se construirmos uma versio da
expressdo em termos de densidades de energias, como os funcionais de Perdew e os hibridos

locais®.

Na Tabela 6.6 apresentamos resultados de energias de atomizagdo utilizando funcio-
nais padrio e a nossa hiper-GGA. Consideramos que a HGGA pode ser combinada tanto com
o funcional de Fock, como visto na Eq. 6.54, quanto com um funcional de troca aproximado,

no caso, PW91.

Considerando os funcionais de correlagio somados a EX', na primeira linha da Tabela

6.6, observa-se 0 quanto os funcionais comuns no se ajustam bem a troca exata. Dentre as

hiper-GGAs, observa-se que a HGGA melhora o resultado de PW91, e a corregio MSIC+L

§8 Notemos que um funcional hiper-GGA em termos de densidades de energias necessitaria uma implementagio
muito mais sofisticada, e nfo pode ser testado pds-autoconsistentemente.
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Tabela 6.6 — Erros das energias de atomizacdo (MAE em kcal /mol) do conjunto de 20 moléculas da
Ref. (79). Na primeira linha, os diferentes funcionais de correlacdo aproximados foram
combinados com a troca exata (funcional de Fock). Na segunda linha, os funcionais
foram combinados com seu préprio funcional de troca aproximado, sendo que todas
as hiper-GGAs foram combinadas com EZ"91. Todos os resultados das HGGAs foram
obtidos em densidades PW91.

LDA PW91 PBE BLYP TPSS HGGA HGGA+MSIC-L HGGA2

com EF 30.8 294 293 29.1 26.8 28.3 23.7 33.3

com ESPT*  31.5 8.0 7.8 4.5 3.1 9.1 13.7 4.0

por sua vez melhora a HGGA, apresentando o menor erro (23.7 kcal/mol) para os funci-
b \ 7 . ’ . . . .

onais somados a troca exata, o que ¢ satisfatorio, visto todo o desenvolvimento realizado.

No entanto, os erros das energias de atomizagio ainda sio muito acima da precisdo quimica

desejada.

Ao combinar os funcionais de correlagdo com seus respectivos funcionais aproxima-
dos de troca, obtemos uma melhora significativa nos resultados GGA e meta-GGA, porém
isso nio ocorre com a HGGA, que nio se beneficiou do uso da troca semilocal PW91 como
os demais funcionais, com precisio inferior 3 GGA PW91 e piorando com a aplicagio da
corre¢io MSIC. Como vimos anteriormente, a melhora da energia de atomizagdo que ocorre
com os demais funcionais ¢ devida a cancelamentos de erros entre E2P™* e E2P™*, Para ilus-
trar como ocorrem tais cancelamentos, modificamos a forma da HGGA-PW91 mantendo o
vinculo do liquido de elétrons, mas de forma que a construgdo hiper-GGA se beneficie da
combinag¢io com a troca PW91. Esse funcional, denominado HGGAZ2 na Tabela 6.6, apre-

senta a seguinte forma funcional:

HGGA2[, 1 _ Eé: pa [n]()\E:f pa [n] — Ey[n])
E; ] = —— TS AT (6.57)

Na Tabela 6.6 verifica-se que o funcional da Eq. 6.57 alcanga energias de atomizagio
melhores, superior a BLYP, porém n3o a TPSS. A HGGA?2 apresenta um desempenho seme-
lhante a BLYP, com erros maiores nas energias de atomizagio obtidas com EI" e uma melhora

significativa ao utilizar E¢P"". Como a HGGA2 utiliza a correlagio LDA, suas energias de
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correlagio consequentemente sdo muito inferiores as energias da HGGA-PW91. Vale notar
que a grande maioria dos funcionais hibridos comuns obtém boas energias de atomizagio
com prejuizo de energias totais e de correlagdo, semelhante ao que ocorre com a HGGA2; e
se por um lado esta possui carater ad hoc e empirico, nos hibridos verifica-se a violagdo de vin-
culos exatos e utilizagdo de pardmetros empiricos. De forma geral, os resultados da Tabela 6.6
evidenciam que nio ¢ possivel descrever com sucesso energias de atomizagio sem satisfazer a

consisténcia em tamanho.

6.5 Consideracoes finais

Neste capitulo exploramos uma nova forma de construgio de funcionais, partindo
dos limites superiores e inferiores da energia de troca e correlagio. Consideramos esta aborda-
gem mais abrangente e mais facil de ser aplicada do que o método de construgio de funcionais
via conexio adiabatica, por evitar manipular W, fazendo uso do conjunto de informagdes
sobre F,. ja obtidas, e pelo limite de Lieb-Oxford apresentar uma forma simples, em ter-
mos do funcional de troca LDA. Além disso, o ansatz mais simples adotado para conectar
os limites superior e o limite inferior de Lieb-Oxford proporciona uma nova forma de se

compreender a estrutura dos funcionais hibridos, sua origem e funcionamento.

Embora tenhamos baseado a construgio do funcional conector apenas nos vinculos
do liquido de elétrons e expansio em segunda ordem em gradientes da densidade, obtivemos
resultados satisfatorios das energias de correlagio de atomos e moléculas com a hiper-GGA
proposta, baseada na GGA PWO91. Este sucesso deve-se também ao uso de um funcional
de correlagio que ja inclui dentro de sua estrutura diversos vinculos exatos. No entanto,
convém ressaltar que a HGGA-PW91 proposta melhora com a redugio de A, o que é um
forte indicativo do sucesso da construgo, assim como a melhora das energias de correlagio

sob as corre¢Bes de autointeragdo propostas. Estas corre¢des de autointeragdo tém um forte
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potencial para outros calculos em DFT, como alternativa ao indicador de um elétron baseado

na densidade de energia cinética.

Testes adicionais com um cddigo desenvolvido em Python para adquirir dados de
energias de arquivos externos de atomos e moléculas demonstraram que a expressio proposta
¢ realmente a mais promissora. Esta Gltima analise foi bastante extensa, pois o programa uti-
liza tabelas de energias provenientes de arquivos de saida LDA, da GGA PBE, GGA BLYP,
GGA PW91, HF, em densidades autoconsistentes e pos-autoconsistentes (LDA, GGA, HF),
de 20 moléculas e seus 9 atomos constituintes, calculando as energias de correlagdo, ener-
gias totais e de atomizagio, gerando a estatistica dos mares¥Y. Ao final dessa extensa andlise,

obtivemos que, de fato, a HGGA-PW91 € a versio mais bem-sucedida.

Como vimos, a forma de implementagio utilizada ainda apresenta limitagdes, devido
a violagio da consisténcia em tamanho. Este passo pode ser alcangado através da construgio
de uma hiper-GGA com densidades de energias, com uma implementagdo completamente

autoconsistente, ou seja, com o tratamento orbital adequado.

99 Consideramos funcionais LDA, GGA (PBE, BLYP, PW91) e HF, em densidades autoconsistentes e pos-
autoconsistentes, com outras formas satisfazendo do vinculo de elétrons, em todas as densidades (LDA,
GGA, HF), com outras possiveis corre¢des MSIC (que podem utilizar LDA ou GGA), e considerando
combinagBes com energias de troca aproximada ou exata.
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7 Conclusdes e perspectivas

“Vivo minha vida em circulos crescentes
Que se estendem sobre a Realidade

Talvez nio complete os mais recentes

»

Mas tentarei essa possibilidade.

Rainer Maria Rilke

A §= S

Neste trabalho investigamos funcionais da densidade aproximados através de uma
propriedade exata de sistemas quanticos de interagdo Coulombiana, o limite inferior de Lieb-
Oxford. Esta propriedade foi deduzida em uma prova da estabilidade da matéria e estabece
um limiar minimo para a energia de troca e correlagio em termos de um funcional local.
Por meio deste vinculo abordamos questdes relacionadas a sofisticagdo dos atuais funcionais

aproximados, analisando seu desenvolvimento e propomos novas abordagens.

A teoria do funcional da densidade (DFT), como vimos, fundamenta-se formalmente
no teorema Hohenberg-Kohn, que prova que a fun¢do de onda é univocamente determinada
pela densidade. Através das equagdes de uma tnica particula de Kohn e Sham, a DFT tem
descrito as propriedades de elétrons interagentes utilizando a densidade como variavel fun-
damental. No entanto, embora os funcionais locais e semilocais para os efeitos de troca e
correlagio E,. tenham tornado a DFT muito bem-sucedida na quimica e fisica, o progresso
e desenvolvimento de funcionais mais confidveis e precisos requer a compreensio de seus su-

’ P ~ . . . . ~ ’
cessos, e também de suas limitagdes. Como muitos funcionais foram e ainda sdo construidos
, : . . : :
com base em vinculos universais, a implementagio adequada de tais propriedades, como o

limite de Lieb-Oxford, é fundamental para a melhora dos calculos DFT.
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Inicialmente, apresentamos evidéncias numéricas de que os valores de energia de
troca e correlagdo de densidades comuns estio muito distantes do limite maximo permi-
tido matematicamente. Utilizando resultados de alta precisio para E,., investigamos a razio
An] = E,.[n]/ELPA[n] para dtomos, fons, moléculas e s6lidos, assim como um 4tomo mo-
delo, o atomo de Hooke. Estes resultados mostram que o valor obtido por Lieb e Oxford
talvez seja demasiado generoso, e sugerem a redugio do valor maximo. Para obter um pa-
norama abrangente, realizamos uma busca na literatura por valores de alta precisio de E,.
para caracterizar o comportamento da energia de troca e correlagio exata. Os resultados em
atomos, pequenas moléculas, séries de ions, e Si bulk mostraram-se muito distantes do va-
lor maximo de Lieb e Oxford, cerca de metade do valor matematico Az . Os valores mais
baixos da razdo A\[n] = E,.[n]/ELP4[n] foram encontrados em distribuigdes mais densas de
densidades, onde efeitos de troca sdo dominantes. Por outro lado, os maiores valores de A[n]
foram observados em sistemas mais leves e com densidades mais rarefeitas, como por exem-
plo em regimes extremos de modelos: o limite de confinamento nulo no atomo de Hooke e
o regime de baixas densidades do liquido de elétrons (apresentando o maior valor observado,
Aer = 1.9555). Ressaltamos que estas informagdes podem auxiliar na compreensio do com-
portamento da energia de correlagdo, e quais sdo as contribui¢des mais relevantes, cinética ou
Coulombiana, esttica ou dinimica. E possivel ainda utilizar A[n] como base para um indica-
dor da presenca de correlagdo, ou testar A%?"**[n| de modo a verificar o comportamento ou

até a violagio de diversos funcionais aproximados.

Convém notar que a redugio da constante maxima Azo ja ocorreu anteriormente
na literatura de forma rigorosa: esta foi inicialmente estimada por Lieb como A\, = 11.5
(12), posteriormente sofisticada para Ao = 2.27 por Lieb e Oxford (13). Este ultimo valor
independende da simetria da fungdo de onda, sendo valido para sistemas Coulombianos, tri-
dimensionais, com cargas iguais, e com qualquer numero de particulas. Mais recentemente,
Chan and Handy (14) revisitaram numericamente o valor maximo, obtendo A¢cy = 2.2149,
e reforcam a dificuldade de se obter analitica ou numericamente um valor mais preciso. Para
um fixo namero de particulas, no entanto, Lieb e Oxford demonstraram ser possivel obter

um valor reduzido de A\(N), que cresce monotonicamente com N, sendo limitado pelo valor
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maximo para qualquer niimero de particulas.

Dentre os diversos funcionais aproximados disponiveis, apenas certos funcionais
nido-empiricos satisfazem o vinculo de Lieb-Oxford, seja de modo local (LDA), através de uma
limitagdo no limite assintotico de gradientes, através da forma da GGA (e.g. PW91) ou atra-
ves de um parametro (e.g. PBE). O funcional GGA PBE faz uso explicitamente da constante

de Lieb-Oxford, assim como muitos dos funcionais baseados na forma PBE (p.ex., RPBE,

SOGGA, PBE(5,u) ou que fazem uso aninhado (nested) de PBE (p.ex., TPSS meta-GGA).

Os testes da modificagio de PBE em propriedades energéticas e estruturais de ato-
mos, moléculas, e solidos demonstraram que tanto a redugio da constante de Lieb-Oxford,
quanto a inser¢do da dependéncia com o ntimero de particulas produzem uma redugio do
fator de enhancement e consequentemente um aumento da energia de troca e da energia total,
tornando o funcional mais préximo da LDA e reduzindo o carater GGA do PBE. De modo
geral, a modificagdo é benéfica em propriedades onde PBE difere muito do resultado espe-
rado, como vimos em energias de afinidade eletronica de atomos leves, e onde o resultado
esperado encontra-se entre LDA e PBE, como vimos nas constantes de rede e nas energias de
ligagio do Ary. Para propriedades onde PBE ja fornece o resultado préximo do experimen-
tal, a modifica¢io do vinculo de Lieb-Oxford deteriora os resultados. Este ¢ um problema da
forma como o vinculo é implementado no PBE, pois nio obtém-se uma melhora sistematica
em moléculas e sélidos. E possivel também que a forma da implementagio do vinculo local-
mente seja demasiado forte, visto que o limite global ¢ satisfeito por grandezas integradas.
Outros funcionais que violam o limite localmente podem obter bons resultados (e.g. BLYP,
revPBE, AMO5), o que nos leva a questio da importancia da satisfagio local deste vinculo e
até de sua relevancia. Notemos apenas que o aumento descontrolado do fator de enhancement
desses funcionais muitas vezes conduz a excesso de repulsio em sistemas fracamente ligados,

compromentendo a estabilidade da molécula.

Em uma terceira etapa, propusemos uma nova forma de construcao de funcionais
orbitais e de insercao do vinculo de Lieb-Oxford. Através do ansatz conectando o limite su-

perior e inferior de E,., obtivemos um desenvolvimento racional da estrutura e mecanismo
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de hibridos e uma abordagem paralela ao recente desenvolvimento de hibridos locais e de
funcionais de conexio adiabatica. No entanto, a nossa proposta baseada no limite de Lieb-
Oxford mostra-se mais versatil do que a construcao via constante de acoplamento, devido a
forma simples do limite inferior, \ELP4, e do uso de E., para o qual ha muitas informagdes
disponiveis, evitando a manipulagdo e tratamento das componentes de correlagio W, e T..
A forma de construgio nio-empirica baseada em vinculos do liquido de elétrons conduziu a
progressos nas energias de correlacao de atomos e moléculas. Futuramente, para avaliar o de-
sempenho da hiper-GGA proposta em propriedades moleculares como geometrias de equili-
brio e energias de ligagdo, sera necessario implementar a hiper-GGA de modo completamente
autoconsistente. Para nossos propositos, a implementagio pos-autoconsistente forneceu um

bom guia para o comportamento das energias de correlagdo e energias totais.

Para a obteng¢do dos nossos resultados desenvolvemos novas abordagens funcionais
com implementagdes autoconsistentes (modificagdo de PBE no demon2k) e pds-autoconsistentes,
realizando diversos testes com o pacote molecular Gaussian 03. Estas duas tltimas etapas exigi-
ram muitos calculos em dtomos e pequenas moléculas, uma experiéncia muito enriquecedora
que introduziu alguns dos procedimentos para calculos de quimica quantica, seus detalhes e

desafios.

A analise do limite Lieb-Oxford que realizamos teve consideravel impacto na forma
de construgdo de funcionais. Zhao e Truhlar ja consideraram o maximo valor verificado (\g1)
na construgio de um novo funcional para sélidos, SOGGA (87). Haas et al. (189), como
vimos no capitulo 5, generalizaram a familia de funcionais PBE(3,u) (que inclui PBEsol)
considerando Ay, demonstrando que a modificagdo que leva a PBEsol n3o ¢é a Unica possivel
nem a Unica adequada para solidos. Todos esses funcionais tém um desempenho superior a

LDA e PBE para constantes de redes, e apresentam um peso dos gradientes na troca inferior

a PBE.

Também convém ressaltar o trabalho de Rasinen et al. (190), publicado no Physical
Review Letters, que generaliza nossa analise do limite Lieb-Oxford para sistemas bidimensi-

onais, como pontos quanticos. Os valores tipicos s3o novamente significamente menores do
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que o valor maximo da constante do limite obtido por Lieb, Solovej e Yngvason (109), e

pertencem a uma faixa muito similar aos valores que observamos para trés dimensdes.

Por fim, podemos concluir que através da condigdo de Lieb-Oxford é possivel in-
vestigar ndo so a energia de troca e correlagdo e seus funcionais aproximados, mas também
questdes muito fundamentais da DFT, como o problema de auto-interagio, a insergdo expli-
cita do numero de particulas nos funcionais aproximados, tratamento de ligagdo de molécu-
las de gases nobres, desenvolvimento de novos funcionais orbitais e limitagdes e progressos
de funcionais locais e semilocais. Nesse contexto, propusemos modificagdes de importantes
funcionais e também novas abordagens, como a construgio da hiper-GGA sem parametros
empiricos, a nova forma de corre¢io de autointeragio e a classe de funcionais da familia PBE
com A reduzido. A construgio de funcionais depende de uma compreensio da fisica da cor-
relagdo eletrdnica, e de solugdes perspicazes e criativas para o “desafio de Dirac” (ver cap. 2).
A ampla analise realizada, através de classes de sistemas e investigando os comportamentos
para diferentes regimes de densidade, auxilia a compreender os efeitos de troca e correlagio
Coulombianos de um modo um pouco mais intuitivo, em termos da densidade. A abrangén-
cia dos sistemas estudados (Atomos, moléculas, modelos, solidos) ilustra a universalidade do

limite de Lieb-Oxford e também da teoria do funcional da densidade.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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