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RESUMO

Neste trabalho estudamos o problema misto geral para a equacao de

Korteweg—de Vries (KdV) em um dominio limitado:

ug(x,t) + Du(x,t) + D3u(x, t) + u(z, t)Du(z,t) =0, x € (0,1),t € (0,T);
D?u(0,t) = a1 Du(0,t) + aou(0,t),

D?u(1,t) = byu(1,1), t e (0,7);
Du(1,t) = cou(1,t),
w(z,0) = ug(z), z € (0,1);

onde DI = 97 /027, j € N sdo as derivadas parciais com respeito a x, T > 0 e ag, a1, by
e ¢p sao constantes satisfazendo certas condi¢oes. Como resultado principal, obtemos a

existéncia e unicidade de solucao regular do problema acima, para T" > 0 suficientemente

pequeno.

Palavras-chave: equacao KdV, semigrupos, teoremas de ponto fixo, solugoes

regulares.
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ABSTRACT

We study here the general mixed problem for the Korteweg—de Vries (KdV)
equation in a bounded domain:

( wy(2,t) + Du(x,t) + D3u(x,t) + u(z, ) Du(z,t) =0, x € (0,1),t € (0,T);
D?u(0,t) = a1 Du(0,t) + aou(0,t),

D?u(1,t) = byu(1,1), t e (0,7);
Du(1,t) = cou(1,t),
| u(,0) = u(z), z € (0,1);

where D7 = 37 /027, j € N are the partial derivatives with respect to z, T > 0 and ay,
a1, by and ¢y are constants satisfying certain conditions. Existence and uniqueness of

local-in-t regular solutions of this problem are proved.

Key-words: KdV equation, semigroups, fixed-point theorems, regular solu-

tions.
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INTRODUCAO

Por volta de 1834 John Scott Russel [25], observou ondas criadas na superficie
da agua em um canal, que pareciam se propagar de forma constante e sem mudar de
forma. Russel realizou varios experimentos deste fenomeno que ele chamou de Ondas
Solitarias. Inicia-se entao, o estudo sobre as equacoes que modelam o movimento de

ondas em meios dispersivos.

Mais tarde George Airy e George Stokes [9], se interessaram pelo assunto
desenvolvendo e analisando principalmente os modelos matematicos dos fendmenos ob-
servados anteriormente nos laboratorios. Apesar de certo avanco, varias questoes ficaram
sem respostas concretas, como por exemplo, por que se realiza uma propagagao constante
de uma onda de forma permanente sobre a superficie da agua. O proximo grande avango
se encontra no trabalho de Joseph Boussinesq [6]. O modelo matemético dele inclui,
implicitamente, varias situacoes as quais originaram posteriormente as equacoes KdV,

BBM e outras.

Somente em 1895, surgiu o famoso artigo de dois cientistas holandeses, Diederik
Korteweg e Gustav de Vries [19], que relata uma modelagem matematica essencial sobre
as Ondas Solitarias observadas por Russel. A forma original da equagao principal do

artigo é

3 Jgf1l 45 3 1
=3 1(277 +2an+3ﬂnm)

T

onde 7 é a elevagao da superficie de liquido sobre o seu nivel de equilibrio I > 0, a > 0 é

uma constante relacionada ao movimento uniforme (propulsao linear) do liquido, g > 0

, . 3 , . N .
é a constante de gravidade e § = % — % é a constante relacionada as forgas capilares do



tensor 7' e da densidade p = const > 0.

Podemos dizer que as equacoes de Boussinesq e KAV que descrevem os movi-
mentos de ondas, sao as mais familiares nas quais os efeitos dispersivos estao presentes.
De um modo bem simples, podemos dizer que dispersao de uma onda é o fenomeno no

qual a velocidade da onda depende da sua amplitude, ver [15, 22| para mais detalhes.

O sistema de equacoes

1 -8 =
(S.B.) { Z)t i[( + au)w]m_ gﬁwm_ 0,
t + Uy + QWW, Wyt = 0,

2
descreve a propagacao unilateral das ondas dispersivas na superficie de um liquido e foi
originado por Boussinesq. Sua deduc@o pode ser encontrada em [2] ou [3]. Fisicamente,
as variaveis redimensionadas u e w estao relacionadas a amplitude e comprimento de
onda, respectivamente. Afim de obter um modelo matematico mais relevante em termos

de a e # e a0 mesmo tempo mantendo a propagacao em um unico sentido, considerou-se

a seguinte mudanca de variaveis,

w=u+aA+ (B,

onde

A= A(u, Uy, uy, ...) € B = B(u, uz, uy, ...).

Substituindo essas novas varidveis em (S.B.), obtém-se duas equagoes que mo-

delam a propagacao unidimensional de ondas longas com pequena amplitude, a saber:

Up + Uy + %auuw + %umw =0, KdVv
Up + Uy + %auux — %umt =0. BBM
A primeira das equagoes é a famosa equagao de Korteweg—de Vries, ja men-

cionada acima, e a segunda ¢é a equacao BBM em homenagem aos matematicos Benjamin,

Bona e Mahony, ver [2, 3, 4].

Para analise matematica, é conveniente modificar os termos com « e [ rela-

cionados a amplitude méxima e comprimento de onda, respectivamente. Para isto, pode-



mos fazer a = % e 0 = 6. Assim, podemos reescrever as equacoes KdV e BBM como

g+ (14 w)ug + Uger = 0, KdV
g+ (1 4+ u)uy — tgge =0 . BBM

H& muitos estudos sobre a equagao KAV em varias formas. A ela foram
dedicados varios trabalhos sobre problemas de valores inicial e de fronteira, como os
encontrados em [4, 5, 12, 16, 18, 21, 22]. Nos problemas mistos, na maior parte dos tra-
balhos citados, foram impostas condiges simples na fronteira do tipo, u(0,t) = u(1,t) =

uz(1,t) = 0.

Problemas mistos com condigoes mais gerais na fronteira, para a equagao
KdV em dominios limitados, foram considerados em [8]. Problemas mistos gerais para

equagoes lineares de evolucao de ordem impar foram estudados em [17].

O presente trabalho se dedica ao estudo do problema misto, no dominio

limitado (0,1) x (0,7"), 0 < T' < 400, para a equacao KdV, a saber:

( wy(x,t) + Du(x,t) + D3u(x,t) + u(z, ) Du(z,t) =0, x € (0,1),t € (0,T);
D*u(0,t) = a1 Du(0,t) + agu(0,t),
D?u(1,t) = bou(1,1), te(0,7);
Du(1,t) = cou(1,t),
u(z,0) = up(x), z € (0,1);

onde os coeficientes ag, a1, by € ¢y sao escalares tais que
by > 0, ap<0, |CL1| < mm{l, —2(10} € |Co| < \/2by.

O objetivo aqui é mostrar que para T° > 0 suficientemente pequeno o problema acima

possui uma unica solugao regular u = u(z, t);
u € L>®(0,T; H*(0,1)) N L*(0,T; H*(0, 1)),
up € L*(0,T; L*(0,1)) N L*(0, T; H'(0,1)),
para cada uy € H3(0,1).

Para isto dividimos o trabalho em



e Problema estacionario;
e Problema de evolucao linear;

e Problema de evolugao nao-linear. Solugoes locais.

O problema estacionério refere-se ao problema

Dlu(z) + Au(z) = f(z), z € (0,1);
D?*u(0) = a3 Du(0) + agu(0),
D?u(1) = bou(1),

Du(1) = cou(1),
onde A >0e f € L*0,1).
Aqui utilizamos o Método de Continuacao com Respeito de um Parametro,
ver [27], para provarmos que o problema estacionario acima possui uma tnica solu¢ao
u € H3(0,1) para cada A > 0 e cada f € L*(0,1). Dai, definimos o operador Au := D3u

com dominio

D(A) :={u e H30,1); D?u(0) = a;Du(0) + aou(0),
D?u(1) = bou(1),
Du(1) = cou(1)},
e temos entao que, para cada A\ > 0, o operador \I + A é bijetor. Além disso, mostramos
que (Au,u)r201) > 0,Vu € D(A), ou seja, A é um operador m-acretivo. Desta forma,

usando resultados da Teoria de Semigrupos, ver [24, 28|, prova-se que o problema de

Cauchy abstrato nao homogéneo

uy + Au = f
u(0) = wy,

possui uma unica solugao u = u(x,t);

u € C([0,T]; D(A)) n ([0, T]; L*(0, 1)),
para cada f € C([0,T]; L*(0,1)) tal que f; € L*(0,T; L*(0,1)) e cada ug € D(A). Assim
podemos, por argumentos de densidade, considerar fungdes mais lisas, obter algumas

estimativas e apos passagem ao limite concluir que o problema de evolucao linear

(wy(x,t) + D3u(z,t) = f(z,1), z € (0,1),t € (0,7);
D?u(0,t) = a1 Du(0,t) + apu(0,t),
D?u(1,t) = bou(1,t), te (0,7);
Du(1,t) = cou(1,1),
u(z,0) = ug(x), z € (0,1);

\



possui uma unica solugao global u = u(x,t);
ue X =L>0,T; H(0,1)),

u; €Y = L*®(0,T; L*(0,1)) N L*(0, T; H'(0,1)).
para cada ug € D(A).

Dai, fazendo f = —Dv — vDv no problema linear acima, onde v pertence ao
espago de Banach
V={v:[0,1] x[0,T] > R: veX,neY
D?*v(0,t) = a; Dv(0,t) + agv(0, 1),
D?v(1,t) = byv(1, 1),
Du(1,t) = cov(1,1),
v(x,0) = uo(x)}
com a norma
T
o]y = tesgég){llvlliz(o,1>(t) + ||vt||%2(o,1)(t)}+/0 (1D 720,y (8) + 1 Dvel|720,1) ()]t
podemos definir um operador P sobre V relacionado ao problema de evolucao linear
tal que v = Pv. Definimos entao uma bola Br em V e mostramos que para 7" > 0
suficientemente pequeno o operador P leva Br em si mesma e que P é uma contracao
de Bgr em Bpg. Logo pelo teorema do Ponto Fixo de Banach (ou Principio da Contragao)

obtem-se a existéncia e unicidade de solucao local generalizada u = u(z,t);
u,u; € L0, T; L*(0,1)) N L*(0,T; H'(0,1))
do problema original. Por fim, voltamos a equacao
ug + D3u~+ Du+ uDu =0

e obtemos um ganho na regularidade, mostrando existéncia e unicidade de solugao local

regular.

Nesta ultima etapa, problema de evolugao nao-linear, seguimos uma linha de

raciocinio andlogo aos trabalhos de G.G. Doronin e N.A. Larkin, ver [11] e E. Tronco,
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ver [13]. Mas grande parte da teoria desenvolvida aqui é originalmente deste trabalho
e eventuais corregoes serao bem aceitas para melhoria desta dissertagao. O presente
trabalho pode ser visto também como uma continuagao dos trabalhos de M. A. J. Silva
26], que estudou a equagao de Airy e de E. Tronco [13], que trabalhou com a equagao

KdV em um dominio nao limitado.



CapiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo, formularemos o problema e enunciaremos o resultado princi-

pal. Além disso, apresentaremos alguns resultados que serao usados no desenvolvimento

do nosso trabalho, entre eles resultados de teoria de semigrupos. No entanto, por serem

resultados familiares, omitimos suas demonstragoes, as quais podem ser encontradas em

nossas referéncias.

1.1 Formulacao do problema e resultado principal

Para 0 < T' < +oo fixo denotamos Qr = {(x,t) e R*: z € (0,1), t € (0,T)}.

Em Qr, consideramos a equacao KdV,
u; + Du+ D3u+uDu =0
sujeita as condicoes de fronteira e dado inicial
D?*u(0,t) = a; Du(0,t) + agu(0,t), t € (0,T);

D*u(1,t) = bou(1,t), t€(0,T);
Du(1,t) = cou(1,t), t€ (0,T);
u(z,0) = up(z), x€(0,1),

onde os coeficientes ag, ai, by € ¢y sao escalares tais que

bo >0, ay<0, |a] <min{l,—2a0} e |co| < +/2bo.

(1.1)

(1.2)

(1.3)
(1.4)

(1.5)



Se considerarmos uma condi¢ao na fronteira mais geral do tipo
asD?u(0,t) + a1 Du(0,t) + apu(0,t) = 0,
b2D2U(17 t) + leu(l, t) + bou(l, t) = O,
coD*u(1,t) + ¢; Du(1,t) + cou(1,t) = 0,

entao se as # 0 temos

D?*u(0,t) = ay Du(0,t) + agu(0, 1),

onde

_ ai Qo
1= —— € 0= ——-
az as

Além disso, se impormos que o determinante A = byc; — coby seja diferente de zero entao

podemos, pela regra de Cramer, escrever D?u(1,t) e Du(1,t) em fungao de u(1,t) como

segue
— — blCo - boCl
D*u(1,t) = bou(1,t); by = ——————
U/( ? ) Ou( Y )7 0 b2C1 —C2b1
€
— _ boca — bacy
Du(l,t) = 1,%); = ——"—

Assim recaimos nas condigdes de fronteira (1.2)-(1.4), logo os coeficientes ag, ag, by € ¢y

devem satisfazer
by >0, @ <0, l|a|<min{l,—2a} e |5 < \/27)_0.
Por outro lado, se a; = 0 entao, a fim de obtermos
(D*u,u)(t) = D*u(1, t)u(1,t) — D*u(0,t)u(0,t) — %(Du(l,t))2 + %(Du((), t))? >0,
devemos ter u(0,t) = 0, o que exige também a; = 0, as # 0 e as condigoes
u(1,t) = Du(1,t) =0 ou Du(l,t) = D*(1,t) =0,
o que é um caso bastante estudado, ver [3, 4, 16].
O resultado principal deste trabalho é o seguinte:

Teorema 1.1. Seja ug € H?(0,1) e ag, ay, by e ¢y satisfazendo (1.6). Entdo existe

To > 0 tal que o problema (1.1)-(1.5) possui uma unica solucao reqular u = u(x,t);
u € L*(0,Ty; H*(0,1)) N L*(0, Ty; H*(0,1))
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uy € L™(0,Ty; L*(0,1)) N L*(0, Ty; H'(0,1)).

1.2 Notacoes e resultados preliminares

Daqui em diante adotaremos as notagoes usuais || - || e (+,-) para a norma e

o produto interno em L?(0,1) respectivamente.

Vejamos agora, algumas definicoes e resultados auxiliares que aparecerao por
todo o texto, principalmente no Capitulo 2. Faremos o uso de tais resultados constante-
mente e suas demonstragoes podem ser encontradas em [1, 7, 20, 23] .

Seja 2 C R™ um aberto. Denotaremos por
C(Q)={p:Q2— R; ¢ écontinua}
C>(Q2) ={p: Q2 — R ;e ¢ infinitamente diferenciavel}.

Dada uma fungao u € C(f), definimos o suporte de u como sendo

Supp(u) = {z €05 u(@) 70}
Co(2) = {p € C(2); Supp(p) C Q é compacto}
Cr(Q) ={p € C=(Q); Supp(p) C Q2 é compacto}.
Dizemos que uma sucessao de fungdes {¢,} C C§(2) converge para uma funcio ¢ €

C5°(2) quando existir um subconjunto compacto K C 2 tal que
(i) Supp(py) C K, Vv e Supp(p) C K,

(11) D*p,—D%p ; uniformemente sobre K,V o € N".
Com esta nogao de convergéncia, denotaremos C§°(§2) por D(2) e o chamaremos de

espaco das funcoes testes.

Definicao 1.2. Um Espaco de Banach E é um FEspaco Vetorial Normado Completo.
Quando a norma de E provém de um Produto Interno (p.i.), entdo dizemos que E é um

Espaco de Hilbert.

Definicao 1.3. Diz-se que uma funcao u : 0 — R € mensurdvel quando u é o limite

quase sempre (q.s.) de uma sucessdao de fungoes do tipo escada.

9



Seja p € R tal que 1 < p < 0o. Denotamos por
LP(Q) ={u:Q — R ; u é mensuravel e/ lu(z)|Pdr < oo}.
Q

Em LP(2) hd uma identificagdo entre fungoes que diferem entre si, em pontos de um
conjunto de medida nula. Podemos definir uma norma em LP(S2), associando a cada

(classe de fungoes) funcdo u € LP(§2) o nimero real

1/p
ooy = [ / \u<x>|pdx] |

Com isto, (LP(Q); | - HLP(Q)) é um espaco de Banach para todos 1 < p < oo.
No caso particular p = 2, os espagos L*(f2) sao espacos de Hilbert com p.i. dado por

(u,v) = /u(m)v(m)dw e norma ||ul[z2() = v/ (u,u). Logo, toda teoria construida para
Q
os espagos de Hilbert pode ser aplicada a L?(().

Se p = 0o, denotamos por
L>®(Q) ={u:Q — R; u é mensurdvel e |u(z)| < A ¢.s. em Q,com A > 0}.

Neste caso, como |u(z)| < A ¢.s. em 2 diz-se entdo que A > 0 é majorante essencial de
u. Seja A = {X € R; |u(z)] < A ¢.s. em Q} e definimos supess|u| = infA. Podemos

assim, definir uma norma em L*°({2) associando cada u € L*°(£)) o ntimero real
||| Lo () = supess|ul,

e com isto o espaco (L>°(€); | - [|z=(n)) é um Espaco de Banach.

Suponhamos agora 1 < p < oo e m € N. Representaremos por
WmP(Q) ={u e LP(Q); D*ue LP(Q), VO < |a| <m},

onde a derivada se da no sentido das Distribuicoes. Nestes espacos podemos definir

normas Ccomo segue

ey = 3 [ 1Dl se1<p<oo
laj<m 7 ¢

|| wm.oe @) = Z supess|Du(x)| , sep= 0.
la|<m

10



Assim definido, (W™P(Q); || - [[wmr)) é um espago de Banach. No caso particular p = 2,
representaremos W™2(Q2) por H™(2) que sao espagos de Hilbert com o p.i.
(u, V) () = Z (D%, D) ; Y u,v € H™(Q).
lor|<m
Seja X um Espaco de Banach e T > 0 um nimero real. Representaremos

por LP(0,7;X), 1 < p < oo o espaco de Banach das (classes de) fungbes vetoriais u :

(0,7) — X mensuraveis tais que ||u(t)||x € L?(0,7"), munido da norma ||u||zro,r,x) =
1

[/T Hu(t)Hg(dt} /p. Representaremos por L>°(0,7; X) o espago de Banach das (classes

de;) fungoes vetoriais u : (0,7') — X mensuréveis tais que ||u(t)||x € L*°(0,7), munido

da norma ||u|| e (0,r;x) = supessiec(o,r)||u(t)| x. Denotamos também C([0, T; X') o espaco

das funcoes continuas w : (0,7) — X tal que ||ul|c(o,r],x) = maxo<e<r ||u(t)||x < +o0.

Dado (F;|| - ||g) um espago de Banach, o dual topolégico de E define-se por
E'={f:E— R; félinear e continua}, munido danorma || ||z = sup,ep 2 <1/(f> )|
também é um espago de Banach. Do mesmo modo, podemos definir o bi-dual de E de-

notado por £ com a norma ||€|[gr = supsep iz, <114 -

Como pode ser visto em [7], a aplicagao

J: EFE— B”

T — Jg,
onde J, : B/ — R é tal que J,(f) = (f,x), Vf € E', Vo € E; é uma isometria de E

sobre J(E) C E”, o que nos permite fazer a identificacao £ = J(E).

Dizemos que FE é reflexivo quando J(E) = E” e que E é separavel se existe

um subconjunto S C E enumeravel e denso em F.

Definicao 1.4. A topologia fraca o(E, E") em E € a topologia mais grossa (menos fina)
em E no qual todas as funcgoes vy 1 E — R; ¢s(x) = (f,x), Ve € E, f € E' sdo

continuas.

Definigao 1.5. A topologia fracax o(E',E) em E' é a topologia mais grossa (menos

fina) em E' no qual todas funcgées J,, v € E sdo continuas.

11



Teorema 1.6. Sejam E um espago de Banach separdvel e {f,} uma sucessao limitada
de E'. Entao existe uma subsucessio {f,, } de {f.} que converge na topologia fracax
o(E' E).

Demonstracao: Ver [7].

Teorema 1.7. Sejam E um espago de Banach reflexivo e {x,} uma sucessao limitada de
E. Entao existe uma subsucessao {xn, } de {x,} que converge na topologia fraca o(E, E").

Demonstragao: Ver [7].

Teorema 1.8. C(Q2), Co(2) e C5°(R2) sao densos em LP(Y) para todos 1 < p < oo.

Demonstracao: Ver [1].

Lema 1.9. Se Q ¢ limitado e u € LP(QY) entdo u € LI(QY), desde que ezista q tal que
1<q¢g<p<+oo.

Demonstracao: Ver [1].

Lema 1.10. Seja X um espago de Banach. Sew € LP(0,T;X) eu' € L?(0,T; X), entdo
ue C([0,T]; X).

Demonstracao: Ver [1].

Teorema 1.11 (Desigualdade de Young). Sejam a e b nimeros reais e 1 < p < oo.

Entao, para todo € > 0 temos que:

p —1p19
la|[b] < MjL‘g_M
p q

)

1,1 _
Ondeg%—a—l.

Demonstragao: Ver [20].

Teorema 1.12 (Desigualdade de Holder). Se u € LP(Q) e v € L1(Q), entdao uv € L'(Q)
e vale
| turlde < o o,

1 1
ondel <p<ooe—+-—-=1.

p g
Demonstragao: Ver [7].
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e Quando p = 2, a Desigualdade de Hélder é conhecida como Desigualdade

de Cauchy-Schwartz que representaremos como
|(u, )| < Jull 2@ 0] 220
Teorema 1.13 (Desigualdade de Minkowski). Se u,v € LP(2). Entdo
lu+vllzr) < llullze@) + vllr@); 1< p < oo
Demonstragao: Ver [20].

Teorema 1.14 (Desigualdade de Ehrling). Suponhamos que Q satisfaz a propriedade
do cone uniforme, ver [1] e seja g > 0 qualquer. Entdo existe uma constante 6 =
d(g0,m, p, Q) tal que para quaisquer 0 < & < &g, inteiro 0 < j < m —1 eu € W™P(Q)

vale a sequinte estimativa
1D7ul| Loy < Sel| D™ ull oy + 877 |[u] o c-
Demonstracao: Ver [1].

Lema 1.15. (Desigualdade Diferencial de Gronwall) Seja u(t) uma fun¢ao nao-

negativa e diferenciqvel em [0,T], que satisfaz:

u'(t) < f(t)u(t) + g(t)
onde f(t) e g(t) sdo fungoes integrdaveis em [0,T). Entao

t
u(t) < elo f()dr {U(O) —i—/ g(s)e Jo f(T)des} . Vtelo,T].
0
Se f(t) e g(t) forem ndao-negativas, entdo a expressao torna-se

u(t) < elo fOr {u(()) - /Otg(s)ds} . Vtelo,T).

Demonstracao: Ver [14].
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Teorema 1.16. (Método de Continuacao com Respeito de um Parametro)
Sejam A,B : X — Y operadores lineares e continuos, onde X e Y sdo espacos de

Banach sobre um corpo K. Consideremos os problemas:

(P1) Bu=f u€cX;

(F) Leu=(Bu+(1-QAu=f, 0<(<1
Se para todo f €Y, (Py) possuir uma unica solu¢do e a estimativa a priori
Jullx < Cl[flly, 0<¢<1,

onde a constante C' independe de ( e f, estiver satisfeita, entdo o problema (P;) possui

solugao unica para todo f €Y.

Demonstracao: Ver [27].

Definicao 1.17. Seja X um espago de Banach e L(X) o espago dos operadores lineares e
limitados de X. Diz-se que uma aplicagao S : RT — L(X) € um semigrupo de operadores
lineares limitados de X se:

i) S(0) =1, onde I € o operador identidade de L(X);

ii) S(t+s) = S(t)S(s),Vt,s € RT.

Diz-se que o semigrupo S € de classe Cy se

iii) limy_o+ ||(S(t) — I)z|| = 0,Vz € X.

Além disso, se ||S(t)|| < 1,Vt € RT, entao dizemos que S é um semigrupo de

contracoes de classe Cy.

Definicao 1.18. O operador A definido por

h—0t

D(A) = {x € X; lim %x existe} :

— Az = lim %x,VI € D(A)

h—0t

¢ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

14



Para cada z € D(A), introduzimos a norma do grafico ||z||pay = (||z]* +
HA:EHz)%. Desde que A seja um operador fechado, temos que o espago D(A) munido da

norma do gréfico é um espago de Banach, ver [24, 28].

Definicao 1.19. Seja H um espago de Hilbert. Dizemos que o operador A: H — H €

m-acretivo quando:
i) Re(Az,z)g > 0 para todo x € D(A);
i) RI+A)=H. (R(I+ A) = imagem de [ + A).

Teorema 1.20. (Lumer-Phillips) O operador A € o gerador infinitesimal de um semi-
grupo de contragoes de classe Cy se, e somente se, A € m-acretivo.
Demonstragao: Ver [24, 28].

Teorema 1.21. Consideremos o sequinte problema nao homogéneo:

{ gt du=i0) 1)

onde A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe Cy. Se para
cada T > 0 finito, f € C([0,T); X) e f € L*(0,T; X), entao o problema (1.7) admite

uma unica solucao cldssica u tal que
u e C([0,T]; D(A)) N C([0, T]; X),

para cada ug € D(A).

Demonstragao: Ver [28].
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CapriTULO 2

Existéncia e unicidade de solucao
para equacao KdV com condicoes de
fronteira gerais

2.1 Problema estacionario

Nesta secao, nosso objetivo é resolver o seguinte problema de fronteira:

D3u(z) + Mu(z) = f(x), z € (0,1);
D*u(0) = a; Du(0) + agu(0),

D?u(1) = bou(1),

Du(1) = cou(1),

(2.1)

onde A > 0, f € L?(0,1) e ag, a1, by e cy satisfazem (1.6).

Se denotarmos X = H3(0,1), Y = L?(0,1) e definirmos os operadores
Au:=D3u e Bu:= (D?+ X)u,

com dominios

entao de acordo com o teorema 1.16 basta mostrarmos que para todo f € L%*(0,1), o

problema de fronteira

gSUEg§ e raey,

2u = a1 Du + apu

D2u(1) = byu(1), (2:2)
Du(1) = cou(1),

16



possui solucao tnica, e que a estimativa a priori
lullgny < CIIfIlL 0<C< L,

seja satisfeita.

Fazendo a mudanga de variaveis y = 1 — x, temos

—D%(y) = fi(y), y € (0,1);
D?v(0) = byv(0),

Dv(0) = —cov(0),

D*uy(1) = —a; Dv(1) + agv(1),

(2.3)

onde v(y) = u(l —y) e fi(y) = f(1 —y). Como a equagao no problema (2.3) ¢ linear,
temos pela teoria de equagdes diferenciais ordindrias, ver [10], que uma solu¢ao geral

para esta equacao vem dada por

v(y) = ve(y) + vp(y), (2.4)

onde v,(y) ¢ uma soluc@o particular para a equagao (2.3) e v.(y) é uma solugao geral da

equacao homogénea associada
—D3v(y) =0, x€(0,1). (2.5)

A equagao caracteristica para (2.5) é —\* = 0, cujas raizes sao:

Note que o Wronskiano W (y) = 2 # 0, assim as solugdes vy, vy e v3 sdo L.I. e a solugao
geral da equagao (2.5) é:

ve(y) = Oy + Coy + Csy?. (2.6)
Usando o Método da Variagao dos Parametros, uma solugao particular v, para a equacao

do problema (2.3) é dada por

17



3

vp(y) = Zvj(y) /Oy %@f1(s)ds,

Jj=1

onde W;(y),j = 1,2,3; é obtido de W (y) substituindo a j-ésima coluna por

Efetuando os calculos, obtemos que

Wily) =% Waly) = =2y; e Ws(y) =1.

Assim uma solugao particular da equacao em (2.3) é

2
o) = [ Asis—y [ s [ s

Das igualdades (2.6) e (2.7), a solugao procurada é dada por

1 Y y 2 Y
o) =it Coy+ Cot 45 [ fio)ds =y [ fs)sds + % [ hio)is
0 0 0

Vamos calcular agora as constantes Cp, Cy e Cs. A partir de (2.8) temos

Du(y) = Cy +2C3y — /y fi(s)sds + y/y fi(s)ds
0 0

e
y
D?v(y) = 2C5 +/ fi(s)ds.
0
Para y = 0:
v(0) = Cy; Dv(0) = Cy; D?*v(0) = 2Cs.
Para y = 1:

v(1) = Oy + Co + Cs + L [11(s* — 25 + 1) f1(s)ds;
Du(1) = Cy + 205 + [}(1 — ) f1(s)ds;
D*v(1) = 2G5 + [ f1(s)ds.

Deste modo temos o seguinte sistema linear

203 - b()Cl
CQ = —C()Cl
a001 + (ao — Cll)CQ + (ao — 2@1 — 2)03 =-K

18
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onde K = —a; fol(l — 5)fi(s)ds + %2 f01(82 —2s+ 1) fi(s)ds — fo fi(s)ds.

condigoes (1.6) segue que o determinante M = —bo(ao —2a; —2)+2¢y(ag—ay)

e assim obtemos as constantes

_ 2K, _ 2c0K b K
Ci=14r C2=-5 Gs="47

Dai, com as

—2ag 7£ Oa

(2.9)

Das igualdades (2.8) e (2.9) mostramos que o problema (2.3) possui uma unica solugao.

Vamos agora mostrar a estimativa

vl a3,y < C| f1l]-

Temos inicialmente que

K| < |a1|/ 11— 8| fy(s)lds + 12! /| C1PIA (s |ds+/ fu(s)lds

IN

o) [ ) ([ )
= (lal+ 1) 1

2
< (lal+ 24 1) Al

Dai

Além disso,

1
D] < 201+ [ hlds
0
26| + 1]

IN

o que implica
[D*o(y)l* < 6ICs* + 3| Al
Integrando de 0 a 1 obtemos

ID*0]* < 6|Cs* +3]Lf]1*

19
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Logo por (2.9) e (2.10) chegamos a

[ (2.11)

6b2 a 2
| D?v]|? < [ﬁ (|a1| + Jao] + 1) +3

Analogamente tem-se
1 1
Do)| < 1 +2Cly+ [ IAGs)Isds+y [ Ifils)lds
0 0
< |Cof + 2[Csly + LAl + yllfll,
o que implica
[Du(y)* < |Cof* + 2/ Col | Aull + (LAl

+ (4ICel|Cs] + 2ol All +AICs] L] + 20 A1)y

+ (G +ACIIAN+ LAy
Integrando de 0 a 1 e usando a desigualdade de Schwartz temos
7 11
IDuP < ZICoP +4Cs + L

Logo por (2.9) e (2.10) chegamos a

14]co|? + 4b3 a 21
D] < [(L) (lad+ her) S ar. @

| DI 2

Também

1 1 1 2 1
o)l < [Gl+ (Caly+ (Galy? + 5 [ iaeslds vy [ sas+ [ filds
0 0 0

< G+ [Caly +ICaly? + 21l + wlal + S5
o que implica
WP <GP+ IGIIAD+ AP
£ QIGHIC] + 2AC AN+ (Gl + 12
QUG+ A + 0P + 2T+ ICILA+ 1A
QUGG+ IO+ 2R + 1A%
o

1
(Csl* + sl Aill + Z LAy
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Integrando de 0 a 1 e usando a desigualdade de Schwartz temos

61 563
2 < 30 2 —C 2 —C 2 bt 2
ol < BIC2 + oI CoP + IG5 + oS AP

Novamente por (2.9) e (2.10) chegamos a

12 6lle)? TR Jao| ? | 563
2 < 0 1 2, 2.1
Além disso temos
ID%0]” = |1 f1]1*. (2.14)
Assim, de (2.11) — (2.14) tem-se
vl a3, < Cl f1ll-
Voltando a varidavel z obtemos
1 1—x
u(z) = CL+Cy(l—2)+C5(1 —2)* + = f(1—s)s%ds

2

1y / T s

(x —1) / f(1—s)sds +
que é a solugao do problema (2.2) e
[ullzs0,0) < Clf|l, para ¢ =0.

Para ( = 1:

Temos a seguinte equagao
D3u+ X u=f em (0,1). (2.15)
Multiplicando (2.15) por u obtemos

(D*u,u) + Mul|* = (f,u). (2.16)
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Integrando por partes temos
1 1
/ uD?udr = uD?ulj — / D*uDudx
0 0

1
= uDulf—5(Dup? |

—  D2u(D)u(1) — D2u(0)u(0) — %(Du(l)) + %(Du(O))
= bo(u(1))? = (a1 Du(0) + a0u(0))u(0)] ~ 5eA((1))? + S(Du(0))
= (0= 58) ((0)? = 0L DuO)u(0) = an(u(0)? + 5(Du(0)*
Mas
—ay Du(0)u(0) > —]aﬂw - |a1|@,
logo

(D*u,u) > (bo - %cg) (u(1))? + (—ao — ]a_21|> (u(0))? + <% - l%’) (Du(0))2.
Assim, das condigoes em (1.6) segue que
(D*u,u) > 0. (2.17)
Voltando & equagao (2.16) tem-se
Mlull* < (DPu, u) + Alfull* = (f,w) < || fl[llull

donde
1
Jul] < Xllfll- (2.18)

Por outro lado, multiplicando D3u na equacao (2.15) e integrando de 0 & 1 obtemos
| Dul]® + N(D*u,u) = (f, D*u).
Sendo (D3u,u) > 0, devemos ter
[D*u])* < | D%ull® + MD?u,u) < (f, D*u) < ||| D7ull.

Deste modo,

ID%ull < [I£]- (2.19)
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Vamos agora estimar as derivadas intermedidrias D’u,j = 1,2. De acordo com a de-

sigualdade de Ehrling, teorema 1.14, temos que
|D7ul| < dell DPull + 327 jull, 5 = 1,2,

onde 0 < e <egg,e0>0ed=0(g9) > 0.

Consequéntemente de (2.18) e (2.19) vem que

, 0 —i 0 —i
Dl < 8el 1 + <7071 = (b + 5275 ) 11

—_—
Cj
Dai,
1Dull <Gyl fll, 7=1,2, (2.20)

onde C; = Cj(e,\). De (2.18)-(2.20) concluimos que u € H3(0,1), e

lullm3 0,1y < C|f1],

1
onde C = (5 +C} +C3 +1)2 > 0.
Para 0 < ¢ < 1:

Temos a seguinte equagao
D3u+ Xu=f em (0,1). (2.21)
Multiplicando a equagao (2.21) por (1 + vx)u e integrando de 0 a 1 temos

(1 +~x)u, D*u) + (1 +vx)u, Q) = (1 +yz)u, f) .

. (. J

I Ip) I3
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Integrando por partes vem que
1 1
L o= / (1 4+ y2)ul D¥udz = (1 + va)uDul} — / D*uD[(1 + )] dx
0 0
1
= (1 +yx)uD?uly — / [D*u(1 + yx) Du + D*uyuldz
0
1 1
= (1 +yx)uD?ulj — / (14 v2) DuD?*udx — 7/ D*uudz
0 1 0 :
= (1+~yx)uD?uly — /0 (1+ 'y:t:)iD[(Du)Q]dx — yuDulj + fy/o (Du)?dx

1 1
%(Du}2 o+ 377/0 (Du)?dx

= (14 7)u(1)D?*u(1) — u(0)D*u(0) — yu(1)Du(1) + yu(0)Du(0)

= (14 ~y2)uD?u|} — yuDu|j —

S puy2 1 L) + 2 pue
= (L4 )u()bou(1) — u(0)[ar Du(0) + agu(0)] ~ u(Legu() + 7u(0)Du0)
1+

(Du(0))? + L | Du?”

N | —

— P (1) +

Aplicando a desigualdade de Schwartz obtemos que

Ky (u(1)? + Ko(u(0))? + Ko(Du(0) + [ Dull* < (14 ya)u, D), (2.22)

onde

K, = [(1 + v)bo — yco — (1;7)0(2)} ;o Ko = <—a0 - —h_;l') ; K3 = <_@ + %) '

Observe que com as condigoes em (1.6) e v > 0 suficientemente pequeno temos K1, Ko, K3 >
0. Além disso,

>0 e I3 <&|ull” + 5[ fI

Logo
3y 1
Ki(u(1))* + Ka(u(0))” + Ks(Du(0))* + o[ Dull” < ¥{full® + /171"
Mas

T x 1
fu()] = [u(0) + / Deude| < |u(0)] + / |Deuldé < Ju(0)] + / 1| Duldz

<lol+ ([ 1 ) ([ 1 |Du|2dx)5 — [u(O)] + 1 Dul,

2
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ou seja,

[u(@)]* < 2(u(0)]* + [ Dull?).

Integrando a desigualdade acima em (0, 1) tem-se
lul* + 1Dull® < 2u(0)[* + 3| Dull* < @ (ju(0)[* + [|Dul®),
onde 3 < ¢ < oco. Assim
cullullfi o,y < [u(0)]* + [ Dull?,
com ¢; = % Agora seja m; = min {Kg, 5 } Temos my; >0 e
el ) < K (D)2 + Fa(u(0) + Ko(Du(0))? + | Dull? < 2l + S

Mas

Ellull> < 2(lull® + 1Dull*) = *|JullFn 0.,
assim
1
macy|ullip oy < e llullfne + 5_2||f”2 = (micr — ) |ullFp o < ||f||2

Fazendo €2 = ™% segue que myc; — ™4 = ™ > (), Jogo

m101 4
"y HfH2
mic

2
——llullz o, SWWHQ = |lulliney <
k1
Isto é,

lullir 0.1y < kall 117, (2.23)
com ki > 0 independente de (.
Agora multiplicando a equagao (2.21) por D3u e integrando de 0 & 1 obtemos
ID*ull* + CA(D*u, u) = (D*u, f).
Como (D3u,u) > 0 e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz devemos ter
ID%ull® < [[D*u]l* + CA(D*u, u) = (D*u, f) < | Dull[|£]],
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ou seja,

D%l < |I£I (2.24)

Resta, agora, estimar || D?u||?. Para isto calculamos

—(Du, D*u) = — /1 DuD?*udx = —DuD?ul} + /1(D2u)2dx
= —Du(1)D?*u(1) + Du(0)D*u(0) + || D*ul|®
= —[cou(1)bou(1)] + Du(0)[a; Du(0) + aou(0)] + || D*ul?

= —cobo(u(1))* + a1 (Du(0))* + agDu(0)u(0) + || D*ull?,
ou seja,
ID*u]|* = —(Du, D*u) + cobo(u(1))* — ar(Du(0))* — agDu(0)u(0),
que pela desigualdade de Cauchy-Schwartz devemos ter
ID%ull* < [[Dul| [ D*u]| + |eobo(u(1))* = a1 (Du(0))* — apDu(0)u(0)].
Por (2.23) e (2.24) segue que
D20 < VRIS + o) + 2 w0+ (loof + 51) a2

2

Sabemos que
Ky (u(1))* + K2(u(0))* + K3(Du(0))* + 3%IIDUH2 < flull® + ILA11%
Daf por (2.22) temos
Ky (u(1))* + Ka(u(0))* + K3(Du(0))* + HDUH2 (ky + DI
Seja my = min{ Ky, Ky, K3} > 0, entdo
ma[(u(1))* + (u(0))* + (Du(0))*] < (kx + DIfI,

o que implica
k:1 +1

(u(1)* + (u(0))* + (Du(0))* < Hf||2
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Considerando mg = max{|co|bo, |a1| + @} > 0 tem-se

3m3(k1 + 1)

altnu(1))* + 202 + (Joul + 151 ) (Duto < 1A (226)

Logo de (2.25) e (2.26) devemos ter

3m k‘ +1
1D%ul? < VaallfIP + 3—1>||f||2

o que implica

Ims(ky + 1
Dl < (Vi + 2B

(.

-~

ko

ou ainda

D%l < kol £II*. (2.27)

Portanto, de (2.23),(2.24) e (2.27) segue que
lullirs o) < (ko + ko + 1) [F]1%
2
kS
E assim temos

1wl 30,1) < ksl f1],

onde k3 > 0 independe de ¢ e de f. Portanto, pelo Teorema 1.16 o problema (2.1) possui

uma tnica solugao u € H?(0,1) para todo f € L*(0,1).

2.2 Problema de evolucao linear

Consideremos o seguinte problema linear de valores inicial e de fronteira:

4

u; + D3u = f, em Qr;

D?u(0,t) = a1 Du(0,t) + aou(0, ),

D?u(1,t) = bou(1,1), te(0,7); (2.28)
Du(1,t) = cou(1,1),
u(z,0) = uo(), z € (0,1);

\
onde os escalares ag, ay, by e ¢g satisfazem as condigoes em (1.6).

O resultado principal desta secao é:
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Teorema 2.1. Seja ug € D(A), entdo para cada T >0 e f € C([0,T]; L*(0,1)) tal que
fi € L*(0,T; L*(0,1)) o problema (2.28) possui uma tinica solug¢io u = u(x,t);

u € L>®(0,T; H*(0,1)),

uy € L*(0,7T; L*(0,1)) N L*(0,T; H'(0,1)).

Demonstracao: Para abordar o problema acima usaremos o Método de Semigrupos.
Para maiores detalhes, ver [24, 28]. De acordo com o problema estacionério temos que
VA > 0 e Vf € L?0,1), 3u € D(A) tal que (Al + A)u = f, ou seja, o operador
M + A é bijetor, assim R(A + A) = L?(0,1). Além disso, de (2.17) provamos que
(Au,u) > 0,Yu € D(A). Resumindo, mostramos que A é um operador m-acretivo. Daf
pelo teorema de Lumer-Phillips segue que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
contragoes de classe Cy. Recaimos, portanto, no seguinte problema de Cauchy abstrato

nao homogéneo

(152

o qual, pelo teorema 1.21, possui uma unica solucao
u € C([0,T]; D(A)) N C*([0,T]; L*(0, 1)),
para todo f € C([0,T]; L*(0,1)) tal que f; € L*(0,T; L*(0,1)) e todo ug € D(A).

Derivando formalmente a equacao u; + Au = f, tem-se uy + Auy = f;. Deno-

tando v = u; e F' = f; obtemos o seguinte problema

v+ Av=F
v(0) = —Aug + fo,

onde fo(z) = f(z,0), Vo € (0,1). Como F € L*(0,T;L*(0,1)) e uy € D(A), temos por

(2.30)

densidade, que existem sequéncias (Fy,)men C C°([0,T]; D(A)) e (tom)men € C(0,1)

e satisfazendo as condigdes de fronteira em (2.28) tais que

F,—F em L*0,T;L*0,1)) (2.31)

Uom — ug em  D(A). (2.32)

28



Para cada m € N, consideremos os seguintes problemas

{ (um)t + Aum = fm (233>

U (0) = Uom-

{ (Vm): + Ave, = F, (2.34)

U (0) = —Auom + fom-
A existéncia de solucao classica u,, de (2.33), para cada m € N, segue diretamente
do teorema 1.21. Por outro lado, sendo F,,, € C*([0,T]; D(A)) e supondo que ug,, €
D(A?), segue também pelo teorema 1.21 que, para cada m € N, existe unica solugao

vm € C([0,T); D(A)) N CH([0,T7]; L*(0,1)) do problema (2.34). Assim podemos fazer

) = 1n(0) = [ ()€1 = [ a1 (2.35)

Derivando (2.35) em relagao a t, tem-se (u,); = v,,. Derivando novamente em relagao a

t obtemos
(um)tt = (Um)ta

dai

(Um)ee + Alwm)e = (fin)e
{ (tm)¢(0) = —Augm + fom. (2.36)

Vamos agora, obter algumas estimativas.
ESTIMATIVA I: Multiplicando a equagao (2.33) por (1+~x)u,, e integrando sobre (0, 1)

obtemos

N J N S
~~ ~~

I I I3

(e, (1 +y2)tm) (8) + (Dt (1 + y2) ) () = (fin, (1 +)um) ().

Temos, analogamente a desigualdade (2.22), que
2 2 2 | 37 2
I > Ki(um(1,t)* + Ko(un(0,t))° + K3(Duy,(0,t))° + 7\|Dum|| (t).
Além disso,

1d
L =-—(1 2
1= 5o (v, (2)

Iy < (U 9,0 ) (1) + 5 (17, f2)(),

DN | —
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logo

(1 4 ya,uZ ) (1) + Ky (un(1,1))% + Kz(ungQ, t))* + Kz(Duy (0, t))f (2.37)

391 Du|2(8) < (145, up)(8) + (1 + v, £7) ()

Pelo lema de Gronwall temos

(1 tye)t) < o (1 4y )0 + /Ot(1+7x>fi)(8)d8

< 2" (luom* + 11 frnll7 200

Voltando a (2.37) segue que

1(1 + 72,105, ) (1) + Ky (U (1,))* + Ka(un(0,1))* + K3(Dum(0,4))* + 3] Dum||*(t)

dt
< 2¢" (luoml® + [ fimllZ2@p) + 20 fml*(2)-

Integrando de 0 a ¢ obtemos

t
(1 + 7, up,)(t) + /0 (K1 (um(1,9)* + Ko (um(0, 8))* + K3(Dum(0, 5))* + 37]| Dun||*(s)]ds
< 2luomI® + 2Te" ([womll* + | fnll72(0r)) + 2 finllZ2@r)-

1

(LK K 3] €1tao

Seja o =

() + /0 [(m(L, ) + (um(0,5))* + (Dum (0, 5))* + | Duw [|*(5)]ds
< (2a + 2aTe")([wom* + | fmllZ2@r))-

Dai, somando e subtraindo ||u,,]|*(s) sob o sinal de integral na desigualdade acima

chegamos a

t
o |*(2) + /0 [(um(1,5))* + (um(0,5))* + (Dum (0, 5))* + lluml|7 0.1 (5)]ds
< Cur(luom|l* + | fnlZ2(gr))-
onde Cyr = max{2a + 2aTeT 2TeT}.

ESTIMATIVA II: Multiplicando a equac@o (2.36) por (1 + vz)(u.,): e integrando em
(0,1) obtemos

((um ), (1 +jaﬁ)(um)t)(t2+\(D3(um)u (L + @) (n)0)(t) = (fm)e, (L + 72) (m)e) ().

(. S

I I I3
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Analogamente a estimativa anterior temos
3
Iy > Ki((um)e(1,4))* + Ka((wm)e(0,))* + Ks(D(um)e(0,))* + %IID(um)t!V(tL

I = 5 (U, () (1)

DN —

I < 50472, ) (0) + 5192, ()0

N | —

Logo

(L2, () () + Ki((um)e(1,1))” + Ka( () (0,

£))* + K3(D(um)i(0, 1))
A3Y[D (i )e [ (€) < (1 + 72, (un)?)(8) + (14 72, (fin)

2) 1), (2.38)

Pelo lema de Gronwall temos

(1+7z, (un)i)(t) < €' (1+’7x7(um)?)(0)+/Ot(1+7x,(fm)t2)(5)d5

< 26 ([ )il 2 (0) + [[(fin)el32gg)-

Voltando a (2.38) segue que

1(1 + @, (n)§) (8) + K ((um)e(1,8))* + Ko ((um)e(0,1))* + Ks(D(um)1(0,))*

dt
+39(1D (eI (£) < 267 ([[ () el|*(0) + [ (fon)ell Z2ap)) + 21 (Fin)el*(2).

Integrando de 0 a ¢ obtemos

()l I*(2) + /0 [ )s (1, 9)) + ((tm)5(0, 5))* + (D (1) (0, 9))* + [ Dt )[|* ()]s

< (2a + 207" ) (|| (um)el|*(0) + | (fn)ell72 )

Dai, somando e subtraindo ||(u,,)s||*(s) sob o sinal de integral na desigualdade acima

chegamos a
[ )1 (2) + /0 [((wm)s(1,8))% + ((uin)5(0, 8))* + (D () (0, 8))* + || (win)s |21 0.1 (5)1ds
< Crr([l(wm)e*(0) + () 22 -

Mas

1 (m)elI*(0) = | = D + fonI*(0) < 201D uiomI* + [ fomI*).
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e portanto

[ )elI*(2) + /0 [((m)s(1,9))* + (1) 50, 8))* + (D (1) (0, 9))* + || (win)s |1 0.1y (5)] s

< Cor([| D*wom I” + | fomll® + [|(fm)ell72(00)-

onde Cor = 2C 7.
Assim, das estimativas I, IT e das convergéncias em (2.31) e (2.32) temos que as sequéncias

() € (um); sdo limitadas em L>(0,T; L*(0,1)) N L?(0,T; H'(0,1)). Daf

Uy ()¢ = w,uy em L2°(0,T; L*(0,1))

Uy (U)e — uyuy em  L2(0,T; H(0,1)).
Voltando & equacao u; + D3u = f segue que
u € L0, T; H*(0,1));

uy, € L°°(0,T; L*(0,1)) N L*(0,T; H'(0,1)).

2.3 Problema de evolucao nao-linear.
Solucoes locais

Nesta segao provaremos a existéncia de solugoes regulares locais para o seguinte problema

nao-linear:
u + D3u = —Du — uDu, em Qr;
D*u(0,t) = a; Du(0,t) + agu(0, ),
D?u(1,t) = bou(1,1), t e (0,7); (2.39)
Du(1,t) = cou(1,1),
| u(,0) = ug(z), z € (0,1),

onde os escalares ag, aj, by e ¢y satisfazem as condigoes em (1.6).

O resultado principal aqui é:

Teorema 2.2. Seja uy € H?(0,1). Entao existe um real Ty > 0 tal que (2.39) possui

uma unica solugao reqular em Qg, com
u € L*(0,Ty; H3(0,1)) N L*(0, Ty; H*(0,1))
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uy € L™(0,Ty; L*(0,1)) N L*(0, Ty; H'(0,1)).

Demonstragao: Provaremos este teorema usando o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Counsidere

X = L>(0,T; H*(0,1)),
Y = L>(0,T; L*(0,1)) N L*(0,T; H*(0,1))

e V o espaco
V={v:[0,1] x[0,T] > R: veX,ne€Y
D?*v(0,t) = a; Dv(0,t) + agv(0, 1),
D?*v(1,t) = bov(1, 1),
Du(1,t) = cov(1,t),
v(x,0) = up(z)}

com a norma
T
Il = sup {[lo]*(t) + HthQ(t)}Jr/ [IDwl*() + | Dvell* (1)) dt. (2.40)
te(0,7) 0
O espago V munido com a norma (2.40) é um espaco de Banach. Agora, definimos a

bola
Br={veV ||, <4R},

onde R > 1 é tal que
3

> (1D ugl|* + |lugDug||*) < R, (2.41)
i=0
Para qualquer v € By consideremos o problema linear

( w, + D3 = —Dv — vDw, em Qp;
D*u(0,t) = a1 Du(0,t) + apu(0,t)
D?u(1,t) = bou(1,t) t€(0,7); (2.42)
Du(1,t) = cou(1,t)

\ U(ZE,O) = UO(‘/E)’ LS (07 1)a

onde os escalares ag, ai, by e co satisfazem (1.6).

Vamos mostrar que f = —Dv — vDv satisfaz
feC(o,T); L*0,1)) e f; e L*0,T;L*0,1))
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Notemos inicialmente que

1Dv]*(2)

<

1Dul(0) + / Dol (7 )

| Duol|* + / / —|Dv(z, 7)|*dx dr

[1Duo||* + /O[IIDUH (T) + | Dv- |1 (7)]dr

Dai, por (2.40) e (2.41) tem-se

onde Cyr = 16R%. Assim

|Dv||*(t) < Cig, com Cig= 17TR%

IDv][*(t) < R* + Cor,

Antes de prosseguirmos, provaremos o seguinte resultado:

Lema 2.3. Dado u € H'(0,1) prova-se que:

1. Se para algum a € [0, 1],

2. Seu(z) #0, Vz € [0, 1],

Demonstracao: 1. Seja a € [0,1] tal que u(a) = 0. Assim Vx € (0,1)

u?(x)

Logo

u(a) = 0, entao

entdo existe uma constante finita e positiva Cy tal que

sup [u(z)| < v2ul2||Dul)?.

z€(0,1)

sup |u(z)| < Csllullg1(o,)-

z€(0,1)

/Dgu £)de = 2 / u(€) Deu(€) de

> [ (e Do) < 2l Dul.
0

sup [u(z)| < v2[ul2||Dul>.

z€(0,1)

2. Definimos a seguinte extensao

{ (1 + z)u(—x),

34

se z€[-1,0],
x € [0,1].

se

(2.43)



Temos que © € H'(—1,1) e u(—1) = 0. Daf pelo caso 1 tem-se

B 1 1
S(ulfl) [u(r)] < \/§HU||22(_1,1)||Du”[2,2(_1,1)'
re(—1,

1 1
Mas [[ul|Zo_ ) < \/§\|Du]|22(7171). De fato,

)| < /i|Dsﬂ(£>|dés / D)o

IN

ou seja,

[a(2)* < 2| Dl|72(y,y)-
Integrando a desigualdade acima de -1 a 1 obtemos
[l 721,y < 41D T2 -1 1)
Deste modo

sup |u(x)| < 2||Dul|r2(-1,1)-
ze(—1,1)

Mas

IDul 7210y = NDull* + DI+ z)u(=2)][I72~10)

= | Dull® + [lu(~=2) = (1 + ) Du(=2)|72(_1,0)

< | Dull* + 2[full* + 2| Du|?

IN

Bllullio.)-

Portanto

sup [u(z)| < 2V3||ull i o,1)-
z€(0,1)

Desta maneira, face ao lema anterior tem-se

sup |U(‘T’t)|2 < 12”1)”?{1(071)(25),
z€(0,1)
ou ainda, por (2.40) e (2.43) temos

sup |v(93,t)|2 < Cag,
z€(0,1)
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onde CQR = 12<COR + CIR)-

Analogamente, tem-se

sup (v, ) < 12070 0,1y (1) < 12(Cor + || Due|I*(1))- (2.46)
z€(0,1

Provaremos agora, que f = —Dv —vDv é tal que f, f; € L*(0,T; L*(0,1)).

Temos por (2.45) que

T 1
/ lvDv|*drdt < sup [ sup |v(z,t)]? / / | Dv|*dx dt < oo.
0 0 te(0,7) \ z€(0,1)

Portanto

//’f’dedt<2[/ / | Do dxdt+/ / lvDv| dxdt]<oo

Além disso, por (2.46) e (2.45)

T 1 T T 1
/ / |(vDv),*dz dt < 2 / / |UtDv]2dxdt+/ / |vDv,2dz dt |
o Jo Jo Jo Jo Jo |
4 I
T 1
/ sup |vg(x,t)[? / |Dv|*dz | dt
2€(0,1) 0

T
< [ (2o @1D0P®) de < o

T 1
I, < sup ( sup |v(z,t)| ) / / | D, |2dz dt < .
te(0,7) \ 2€(0,1) o Jo
T 1 T T 1
/ / |ft’2d$dt§2|:/ / \th|2dxdt+/ / ](va)t\dedt] < 00.
o Jo o Jo o Jo

Dai, pelo lema 1.10 temos f = —Dv—vDv € C([0,T]; L*(0,1)) tal que f; € L*(0,T; L*(0,1)).

I

IN

Logo

Entao de acordo com o teorema 2.1 existe uma tinica solugao u € L*>(0,T; H*(0,1)) com
u; € L>(0,T; L*(0,1)) N L*(0,T; H'(0,1)) do problema (2.42). Logo pode-se considerar

um operador P relacionado a (2.42) definido sobre V' tal que u = Puv.
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Lema 2.4. Existe um real 0 < Ty < T <1 tal que o operador P leva Br em si mesma.

Demonstracao: Para provar este lema faz-se nescessario algumas estimativas:
ESTIMATIVA I: Multiplicando a equacao em (2.42) por (1 + yz)u e integrando sobre
(0,1) tem-se

(us, (14 ~y2)u)(t) + (D*u, (1 4+ yz)u)(t) = (—=Dv — vDv, (1 + yx)u)(t).

Analogamente a desigualdade (2.22) segue que

%%(1 + vy, u?) () + Ky (u(1,1))” + Ka(u(0,1))” + Ka(Du(0,1))* + 3gIIDUIIQ(ﬂ

< (=vDv, (1 +y2)u)(t) + (=Dv, (1 +yz)u)(t).

-

g

Iy Iz

L < (1 +2)2eDu]|()]|(1+yzx) 2ul|(t)

IN

IN

1 1 1 1
S+ yx)2uDv|*(t) + S+ vr)2ul*(t)

IA

1
sup [v(x, t)[*[| D] *(t) + 5L+, u?)(t)
z€(0,1)

1
< C’QRC’lR + 5(1 —+ ’)/.T,UZ)(t),

L < (1 +752)2 Do) ()1 + yz)2ul|(t)

IN

IN

1 1 1 1
S+ vx)2 Dol*(t) + S+ yr)2ul*(t)

IN

Do) + 51+ 7, 42) (1)

IN

1
CIR + 5(1 + YL, U,Q)(t),
logo

L1+ vz, u?)(t) + Ki(u(l,t)? + Ka(u(0,1))* + K3(Du(0,1))?

+3y|| Dul*(t) < Cag + 2(1 + ya, u?)(t), (2.47)

onde CgR = 2013(021% + 1)

Pelo lema de Gronwall temos que

(1+7yz,u®)(t) < T[(14 vz, u?)(0) + CsT)

IA

€2T(2HU()H2 + CgRT).
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Considerando 0 < 77 < T tal que e < 2 e C3xTy < R? vemos que
(14, u?)(t) < 2(2R?*+ R*) =6R?, t € (0,T1).

Voltando a (2.47) e sabendo que K7, K, K3 > 0 obtemos

d 2 2 2

E(l + yx,u”)(t) + || Dul|*(t) < (12R* + Csg)9,

_ 1
onde § = YRR

Integrando de 0 a ¢t tem-se
t
(1+ 7z, u)(t) + / [Dull*(r)dr < (1+ y2,u?)(0) + (12R* + C35)0T1,
0
o que implica
t
MEEG! +/ | Dul|]?(7)dr < 2R* 4 (12R? + Csg)dT}.
0
Tomando Ty > 0 tal que (12R? 4+ C35)dT; < 6R?, obtemos

||| ? () —|—/0 | Dul|?(7)dr < S8R (2.48)

ESTIMATIVA II: Derivando a equagao em (2.42) com respeito a ¢, multiplicando por

(1 4+ yx)u; e integrando sobre (0,1) tem-se
(g, (1 + vz )ue) (t) + (DPuy, (1 4+ y2)ug)(t) = ((—Dv — vDv)y, (1 + yx)u)(t).
Analogamente a estimativa anterior temos

() (0) + K10+ Ka(ue(0,0)° + Ko(Due(0, 1)) + | Dus (1)

< (=vDv, (1 + vx)ug)(t) + (—vDovy, (1 + yx)ug) (t) + (— Doy, (1 + ya)ug)(t) .

. 7 . 7 . i

I I I3

g2 1 1 1
Io< S0 Dull) + gl 1+ 72) b 20

1
< SDulP) + 55 (1 + 9w, ud)(0)
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2

9
I < Sl ) ioDu () + o5 ll(1+ )t P(t)

1
2—€2||
1
< &2 sup |v(a, )| Dv|*(t) + ﬁ(l + v, ul)(t)
2€(0,1) €

1
< SO Dul*(t) + 55 (1 + 52, uw) (1),

2

3 1 1
Lo < Sl +y@)20DolP(t) + 551 (1 +yw) 2wl (1)

1
22l

1
e? sup vy (x, )] Dv]*(t) + 55 (1 + ya, uf)(t)
z€(0,1) 2e

1
£*12(Cor + | Do FO)IDoIP () + 55 (1 + vz, ug) (1)

IN

IA

1
e*12CorCir + 2 12C1R || Dur*(8) + 55 (14 v, uf) (8).

IN

Assim

91 4 vz, u2) (1) + Ko (un(1,1))? + Ka(uy(0,£))? + Ks(Duy(0, £))2
+37)| Dug||*(t) < 2Can + €*Csrl| D> (1) + S (1 + v, w7 ) ().

onde O4R = 24COROIR e C5R =2+ ZCQR + 24013.

(2.49)

Pelo lema de Gronwall obtemos
¢
(14 yz,ud)(t) < ooz (1 4y, u?)(0) + 52(]53/ | Dv,||*(7)d7 + e*CyrT
0

€22 (2||ue||2(0) + £2CsrCop + £2C4rT)

IN

3T
< e [6(]| Duo|l” + [luoDuol|* + | D*uol[*) + *C5rCor + £*CarT).

3Ty

Considerando 0 < T5 < T <1 tal que T, < % ee>0tal quee=z <2

e e2(C5rCor + Cyg) < R?, vemos que
(1 +yx,u?)(t) < 2(6R? + R?) = 14R?, t € (0,T).
Voltando a (2.49) obtemos
d 2 2 R, 2 2
E(l + vy, up)(t) + [[Dug||”(t) < 425? + e20Cyg + €°0CsR|| Dut||(1).

Integrando de 0 a ¢ tem-se
t RZ
(1 + vz, uf)(t) + / | Du||*(7)dr < (1+~yz,u})(0) + (42(5; - 52(5043) Ty
0
t
+ 52(5053/ | Dv.||(7),
0
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o que implica
t RQ
ol + [ 1Duc )i < 0r 4 (4265 + 26Cun) Tut 0CinCon
0
Considerando Ty < % e € > 0 tal que
R2
(3955_2 + 625043) TQ + 82(5053003 < R2

obtemos
t
e ]| (2) —1—/ | Du||*(7)dr < 8R?. (2.50)
0
Deste modo, tomando Ty = min{7}, 75} devemos ter, de acordo com (2.48) e (2.50) que

[ully < 4R.

Lema 2.5. Para Ty > 0 tem-se que o operador P é uma contracio de Br em Bp.

Demonstracao: Para vy, vy € Bg denotemos
u;=Pv;,,1=1,2, w=v1—1vy, € z=1u; — Us.

Entao z satisfaz o seguinte problema valores inicial e de fronteira

2+ D32 =—1ID(w?—v3) — Dw, em Qp;
D?2(0,t) = a1 Dz(0,t) + apz(0, 1),

D?z(1,t) = boz(1,1), t € (0,7p); (2.51)
Dz(1,t) = ¢oz(1,1),
2(x,0) =0, xz € (0,1).

Definimos a métrica

To
p*(v1,v2) = p*(w) = sup HwHZ(tH/ | Dwl[*(t)dt.
te(0,Tp) 0

Multiplicando a equagao em (2.51) por (1 4 vx)z e integrando sobre (0,1) tem-se
1
(21, (L+72)2) (1) + (D2, (1 + 72)2)(t) = (=5 D0} = v3) = Dw, (1 +72)2)(t).

Analogamente ao lema anterior, temos

%%(1 +a, 2)(t) + Ki(2(1,1))° + Ka(2(0,1))° + K3(Dz(0,1))* + 3%IIDZIF(L‘)

< (5 (01 1)Dw, (14 92)2)(t) + (~gwDlon + wa), (1 72)2)(t) + (~Dw, (14 92)2)(t).

11 12
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2 1 1 1
I; < 5“(1 +~yz)2 Dwl|*(t) + 2—52”(1 +yz)2 2|*(t)

1
< D) + 551+, ) (),

g2 1 1 1
ZH(l +vz)2wD (v + ) |*(£) + s 1(1 4 vz) 2 2] (2)

L
2 2e

IN

2

€ 1
— sup |w(z, )| D(vr + v2) |*(t) + 55 (1 + v, 2%)(t)
2 ze(0) 2

IN

e*24C1r([w]*(t) + | Dwl*(t)) + 2%2(1 + 7z, 2%)(1),

IN

2
£ 1 1
L I +72)2 (0 +v2) Dwl*(8) + 55 (1 + y2)2 2] (t)

IN

1
pel
< (01 + v2) (2 t)IQHDwHQ(tHL(
2 oy LR 2e?

IN

1+ vz, 2%)(t)

1
220,z || Dw]|2(t) + s+ 22)(t).

IN

Deste modo,

%(1 + @, 28 (1) + K1 (2(1,1)* + Ko(2(0,1))? + K3(Dz(0,1))* + 3v|| Dz||*(t)

3
< 248Chr([[w]*(t) + [| Dwl*(t)) + *(4Csr + 2) || Dwl|*(t) + L+, 2)(t).
Seja Csr = 2max{48C g, 4Cyr + 2}, entao

5 (147, 2%)(t). (2.52)

C (147w, 2)(0) +39D=I(0) < Con(lwl (1) + | Dul(0) + 5

dt
Pelo lema de Gronwall temos

3

(1 +7yz,2%)(t) < 6506206R/0t[||w!\2(7)+||Dw|!2(T)]dT

31y
< e e Cer

t sup [w|*() + HD’wHZ(T)dT]-
0

t€(0,To)
Como 0 < Ty <1 ¢é tal que 63% < 2 obtemos
(1 + vz, 22)(t) < e22Csrp*(w), t e (0,Tp).
Voltando a (2.52) tem-se
%(1 +, 2%)(t) + | Dz|*(t) < e26Csr(||wl*(t) + || Dwl[*(t)) + 66Csrp* (w).
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Integrando de 0 a ¢t temos

12117 (¢ / IDz||*(7)dr < €*6Csrp® (w) + 60CerTop" (w),

o que implica

1= (/HD4| (r)dr < (26Csn + 65CerTo) 2 (w).

1

Novamente, como T < —_—
) 0> 5(CGR+1%GC'6R) ’

tomamos € > 0 tal que % = logo

p*(z) < zp°(w).

Portanto P é uma contracao de Br em Bpg. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach

existe uma unica solugao generalizada v do problema (2.39) tal que
u,ug € L0, To; L?(0,1)) N L*(0,Tp; H'(0, 1)).
Agora, voltando a equagao
u; + D*u = —Du — uDu, (2.53)

temos que, como u; € L>(0, Tp; L*(0,1)) e — Du—uDu € C([0, Tp); L*(0,1)), entao D3u €
L>(0,Ty; L*(0, 1)), o que implica, pela desigualdade de Ehrling, que u € L>(0, Ty; H3(0, 1)).
Dalf, pelo lema 1.9 segue que u € L*(0, Ty; H3(0,1)). Além disso, como u; € L*(0, Ty; H(0,1))

podemos derivar (2.53) com respeito a x. Assim
D*u = —D?*u — (Du)? — uD*u — Du,.

Estimando

To p1 To
/ / luD?u*dz dt < / (sup |u(z,t) |2/ ]DZUIQda:) dt
o Jo 0 2€(0,1)
To
| (23l 1D ) d
0 T
ZWSW\W%M)A!M%WNW<w,

te(0,To)

IA

IN
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To 1 To 1
/ / |Dul*dz dt < / (sup |Du(x,t)|2/ |Du|2dx> dt
0 0 0 z€(0,1) 0

To
| (2V3IDuli g O1Dul?(0) d

To
< 23 sup [DulP) [ | Dulf (o)t < o
0

te(0,To)

IN

temos D'u € L*(0,Ty; L*(0,1)). Deste modo
w € L0, To; H(0,1)) N L*(0, To; H(0, 1))

é a solucao regular do problema (2.39). Provando assim, o teorema 2.2.
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Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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