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Generalizados de Colombeau

por

Manoel Fernandes de Araújo
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Centro de Ciências Exatas e da Natureza

Programa de Pós-Graduação em Matemática
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Ao Professor Dr. José Gomes de Assis, pela orientação e compreensão.
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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar a teoria algébricas dos números

generalizados de Colombeau. A teoria das funções generalizadas de Colombeau foi desen-

volvida para viabilizar o produto de duas distribuições, que em geral não é posśıvel na

teoria clássica.

Estudaremos as propriedades algébricas e topológicas de K, e mostraremos que o

conjunto Inv(K) das unidades de K é aberto, denso e K não é um domı́nio de integridade.

E caracterizamos os ideais maximais de K, e trataremos da noção de Valor Pontual genera

-lizado, introduzido por Obberguggenberger-Kunzinger. O qual é usado para dar uma

nova abordagem das funções generalizados. E finalizaremos o nosso trabalho apresentando

duas aplicações a E.D.P.
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Abstract

The currente work has as objective to present the Algebric theory of the Colombeau’s

generalized function was developed to make viable the producto from two distributions

that in general aren’t possible on the classic theory.

We’ll study the algebricals and topologicals from K properties unities from K is open

and dense and K isn’t a Integrity Domain. Every maxima ideal from K is closed and any

x ∈ K, or is a unity or a divisor from zero. Well’also give the complete description of

the maximals ideals from K. Finally, w’elltreat the notion from the Generilized Pontual

value introducted by Obberguggenberg-Kunzinger, that is to give a new approach of the

generilized functions, and we finish our work presenting two aplicatios to E.D.P.
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Introdução

O presente trabalho é baseado nos trabalhos de Aragona-Juriaans e D. Scarpalezos,

[8] e [9]. O objetivo é fazer uma breve apresentação da teoria dos números e funções

generalizadas de Colomebeau.

Esta teoria possibilita a multiplicação de duas distribuições, fato que nem sempre é

posśıvel na teoria das distribuições. A álgebra de funções generalizadas de Colombeau

constitue de uma Álgebra Diferencial G(Ω) contendo o espaço das funções suave C∞
0

(Ω)

como uma sub-álgebra.

A ideia básica da teoria das funções generalizadas de Colombeau é a regulariza ção

por uma familia de funções dependendo deum parâmetro ε.

Faremos de ińıcio uma apresentação dos “números generalizados”que tende a ser uma

ferramenta para o desenvolvimento do nosso Cálculo diferencial. Para tanto, necessitare-

mos apenas de conhecimentos básicas de Cálculo, Ágebra e Topologia.

Denotaremos por K (R ou C) e K o anel comutativo com unidade dos números gene-

ralizados. Para cada subconjunto Ω não vazio aberto de Rn, denotaremos por G(Ω) a

K−álgebra das funções generalizadas de Colombeau. A topologia introduzida sobre G(Ω)

será chamada topologia cortante, a qual é compat́ıvel com a estrutura álgebrica K.

Apresentaremos algumas propriedades das estruturas algébricas e topológicas de K.

Para tanto, vamos precisar de algumas notações básicas como: I =]0, 1], I = [0, 1], Iη =

]0, η[, ∀ η ∈ I e k ⊂⊂ Ω é um subconjunto compacto de Ω.

Posteriormente, apresentaremos os primeiros resultados como: o conjunto Inv(K) das

unidades de K é aberto, denso e K não é um domı́nio de integridade, o mesmo se mantém

para G(Ω). Todo ideal maximal de K é fechado e qualquer x ∈ K ou é uma unidade ou um

divisor de zero. E daremos também uma visão mais exata da estrutura dos ideais maximais

de K. Esse estudo é baseado em duas ferramentas básicas: a análise cuidadosa de zeros dos
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elementos representantes de K, segundo um conjunto S consistindo de subconjuntos de

]0, 1]. A cada A ∈ S associamos um elemento χA de K. Aqui χA tem como representante

a função caracteŕıstica de A. E chamaremos atenção para o seguinte fato: K não é

noetheriano nem artiniano. E por outro lado, derivamos diversas caracterizações das

unidades de K e obtemos uma descrição completa dos ideais maximais de K.

Por último apresentaremos um Cálculo Diferencial nos moldes do Cálculo

tradicional e faremos duas aplicações em Equações Diferenciais Parciais deste formalismo.
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Caṕıtulo 1

Os Números Generalizados de

Colombeau

Nessa seção, apresentaremos números generalizados de Colombeau. Iniciaremos

este caṕıtulo com as definições básicas e fixaremos a terminologia. Os resultados neste

caṕıtulo têm como base o artigo [1].

Definição 1.1 Uma álgebra W sobre o corpo K é um conjunto munido de operações de

adição, multiplicação e multiplicação por escalar tal que:

1. (W, +, .) é um anel;

2. (W, ∗) é um espaço vetorial sobre K;

3. Se c ∈ K, x, y ∈ W, então c(xy) = (cx)y = x(cy).

Definição 1.2 Um subconjunto não-vazio B de W é uma sub-álgebra se ele com as

operações herdadas de W é uma álgebra.

Definição 1.3 Seja E(K) = F(I,K) = {x̂ : I → K} o espaço de funções de I em (K).

Note que o mesmo é uma K−álgebra. Aqui I =]0, 1] e K ∈ {R,C}.

EM(K) := {x̂ : I → R | ∃a ∈ R tal que lim
ε→0

|x̂(ε)|
εa

= 0}.

Note EM é uma (K) sub-álgebra de E(K). Os elementos de EM(K) são chamados

funções moderadas.
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Seja

N (K) := {x̂ : I → R | lim
ε→0

|x̂(ε)|
εa

= 0 ∀a ∈ R}.

Seus elementos são chamados funções nulas.

Veremos mais adiante que N (K) é um ideal de EM(K).

Definição 1.4 Se x̂ ∈ EM(K), definimos

A(x̂) := {a ∈ R| lim
ε→0

|x̂(ε)|
εa

= 0}.

É fácil ver que, A(x̂) = R⇔ x̂ ∈ N (K).

Definição 1.5 Se x̂ ∈ EM(K), definimos V (x̂) := sup A(x̂). (Valuação de x̂ )

Lema 1.1 Seja x̂ ∈ EM(K). Se lim
ε→0

|x̂(ε)|
εa = 0, então lim

ε→0

|x̂(ε)|
εb = 0 ,∀b < a ∈ R.

Prova. Com efeito, lim
ε→0

|x̂(ε)|
εb = lim

ε→0
(εa−b. |x̂(ε)|

εa ) = lim
ε→0

εa−b. lim
ε→0

|x̂(ε)|
εa = 0, ∀b < a.

Como conseqüência desse mesmo lema, temos que existe a ∈ R ∪ {∞} tal que

A(x̂) =]−∞, a] ou A(x̂) =]−∞, a[. É claro então que, a = V (x̂).

Observação 1.1 V (x̂) = ∞⇔ lim
ε→0

|x̂(ε)|
ετ = 0, ∀τ ∈ R, ⇔ x̂ ∈ N (K).

Proposição 1.1 Sejam x̂, ŷ ∈ EM(K) e λ ∈ K. Então:

1. V (0) = ∞

2. V (λx̂) = V (x̂) se λ 6= 0

3. V (x̂.ŷ) ≥ V (x̂) + V (ŷ).

4. V (x̂ + ŷ) ≥ min{V (x̂), V (ŷ)}.

Prova.

1. Seja x̂ ∈ EM(K). Pela observação acima, 0 ∈ N (K) ⇔

⇔ lim
ε→0

|0(ε)|
ετ = 0, ∀τ ∈ R, ⇔ V (0) = ∞.
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2. Seja x̂ ∈ EM(K). Suponhamos que exista q < V (x̂) e δ > 0. Então

lim
ε→0

|λx̂(ε)|
εq−δ = |λ|. lim

ε→0

|x̂(ε)|
εq−δ = 0 ⇔ q − δ ∈ A(x̂), ∀δ > 0 com δ → 0. Logo

q ≤ sup A(λx̂) = V (λx̂). Portanto, q < V (x̂) ≤ V (λx̂) com λ 6= 0.

Vamos provar que V (x̂) ≥ V (λx̂) com λ 6= 0.

Suponhamos que exista V (x̂) < q < V (λx̂), então

lim
ε→0

|λx̂(ε)|
εq = |λ|. lim

ε→0

|x̂(ε)|
εq = 0 e portanto, q ∈ V (x̂) já que λ 6= 0. Mas isso contraria

a hipótese. portanto, V (λx̂) = V (x̂).

3. Sejam p = V (x̂), q = V (ŷ) e δ > 0, então lim
ε→0

|x̂(ε).ŷ(ε)|
εp+q−δ = lim

ε→0

|x̂(ε)|
εp− δ

2
lim
ε→0

|ŷ(ε)|
εq− δ

2
= 0 pois,

p− δ
2
∈ A(x̂) e q− δ

2
∈ A(ŷ). Segue-se que p + q− δ ∈ A(x̂.ŷ), ∀δ > 0 com δ → 0.

Assim p + q ≤ supA(x̂.ŷ) = V (x̂.ŷ). Portanto, V (x̂.ŷ) ≥ V (x̂) + V (ŷ).

4. Sejam τ = min{V (x̂), V (ŷ)}, e δ > 0. Temos que

lim
ε→0

|(x̂ + ŷ)(ε)

ετ−δ
≤ lim

ε→0

|x̂|(ε)
ετ−δ

+ lim
ε→0

|ŷ|(ε)
ετ−δ

= 0,

pois τ − δ ∈ A(x̂) e τ − δ ∈ A(ŷ). Logo τ − δ ∈ A(x̂ + ŷ), ∀δ > 0. Portanto,

τ ≤ sup A(x̂+ ŷ) = V (x̂+ ŷ) e conseqüentemente, V (x̂+ ŷ) ≥ τ = min{V (x̂), V (ŷ)}.

Corolário 1.1 Se x̂ ∈ EM(K) e ẑ ∈ N (K), então A(x̂ + ẑ) = A(x̂). Em particular,

V (x̂) = V (x̂ + ẑ).

Prova.

Vamos mostrar que A(x̂ + ẑ) ⊂ A(x̂) e A(x̂) ⊂ A(x̂ + ẑ).

De fato, Se a ∈ A(x̂ + ẑ). Então

lim
ε→0

|x̂(ε)+ẑ(ε)|
εa = 0. Como ẑ ∈ N (K) temos que lim

ε→0

|ẑ(ε)|
εb = 0, ∀ b ∈ R. Logo

lim
ε→0

|x̂(ε)|
εa

= lim
ε→0

|x̂(ε) + ẑ(ε)− ẑ(ε)|
εa

≤ lim
ε→0

|x̂(ε) + ẑ(ε)|
εa

+ lim
ε→0

|ẑ(ε)|
εa

= 0.

Assim a ∈ A(x̂) e portanto, A(x̂ + ẑ) ⊂ A(x̂) e V (x̂ + z) ≤ V (x̂) e pela proposição 1.1,

V (x̂ + ẑ) ≥ V (x̂) e portanto, temos a igualdade.

Corolário 1.2 O conjunto das funções moderadas EM(K) é um anel e N (K) é um ideal

de EM(K).
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Prova.

Como EM(K) ⊆ F(I,K) é um anel, basta provar que EM(K) é subanel de F(I,K).

Sejam x̂1 , x̂2 ∈ EM(K). Devemos provar que x̂1 + x̂2 e x̂1 .x̂2 ∈ EM(K).

De fato, existem a1 , a2 ∈ R tais que lim
ε→0

|x̂i (ε)|
εai

= 0, i = 1, 2. Definindo

a := min{a1 , a2} e suponhamos que a = a1 . Então

lim
ε→0

|x̂1(ε) + x̂2(ε)|
εa

= lim
ε→0

|x̂1(ε) + x̂2(ε)|
εa1

≤ lim
ε→0

(
|x̂1(ε)|

εa1
+ lim

ε→0

|x̂2(ε)|
εa1

).

Como lim
ε→0

|x̂1 (ε)|
εa1

= 0, temos que

lim
ε→0

|x̂2(ε)|
εa1

= lim
ε→0

εa2

εa1
. lim
ε→0

|x̂2(ε)|
εa2

= 0.

Pois, lim
ε→0

εa2

εa1
= lim

ε→0
εa2−a1 ∈ {0, 1}. Portanto, x̂1 + x̂2 ∈ EM(K).

Vamos provar que, x̂1 · x̂2 ∈ EM(K). Suponhamos que a = a1 + a2 . Então

lim
ε→0

|x̂1(ε).x̂2(ε)|
εa

= lim
ε→0

|x̂1(ε).x̂2(ε)|
εa1+a2

= lim
ε→0

|x̂1(ε).x̂2(ε)|
εa1 .εa2

= lim
ε→0

|x̂1(ε)|
εa1

. lim
ε→0

|x̂2(ε)|
εa2

= 0.

Portanto, x̂1 · x̂2 ∈ EM(K).

Provaremos agora queN (K) é um ideal de EM(K). Sejam x̂0 , x̂1 ∈ N (K) e x̂ ∈ EM(K).

Vamos provar que x̂1 + x̂2 e x̂0 .x̂1 ∈ N (K).

De fato, como x̂ ∈ EM(K) segue-se que existe b ∈ R tal que lim
ε→0

|x̂(ε)|
εb = 0 por outro

lado, x̂1 , x̂2 ∈ N (K) tem-se que ∀a ∈ R lim
ε→0

|x̂i(ε)|
εa = 0, i = 1, 2. Assim

0 ≤ lim
ε→0

|x̂1(ε) + x̂2(ε)|
εa

≤ lim
ε→0

(
|x̂1(ε)|

εa
+
|x̂2(ε)|

εa
) = 0

que implica lim
ε→0

|x̂1(ε)+x̂2(ε)|
εa = 0, ∀a ∈ R. E

lim
ε→0

|x̂(ε).x̂1(ε)|
εa

= lim
ε→0

|x̂(ε)|
εb

.
|x̂1(ε)|
εa−b

= 0,

∀a, b ∈ R. Logo x̂0 + x̂1 e x̂1 .x̂2 ∈ N (K). Portanto, N (K) é um ideal de EM(K).

Definição 1.6 O anel dos números generalizados de Colombeau é definido por

K := EM(K)�N (K).

Dizer que, se x ∈ K então, x = x̂ +N (K).
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Caṕıtulo 2

Propriedades de K.

Nesse caṕıtulo, apresentaremos algumas propriedades algébricas de K. As notações

estabelicidas na seção anterior serão usadas aqui espontâneamente. A referência básica

para este caṕıtulo é o artigo [1].

Definição 2.1 Uma métrica num espaço métrico X é uma função

d : X ×X −→ R+, tal que ∀x, y, z ∈ K, satisfaz as seguintes propriedades:

1. d(x, y) > 0 se x 6= y e D(x, x) = 0;

2. d(x, y) = d(y, x);

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Definição 2.2 Uma métrica d sobre um espaço X é uma ultramétrica se

d(x, y) ≤ max{d(x, z),d(z, y)}, ∀x, y, z ∈ X.

Definição 2.3 Sejam x, y ∈ K então D : K×K −→ R+, onde

D(x, y) := ‖x− y‖ = exp(−V (x̂− ŷ)) ∈ R+,

em partivular, D(x, 0) := ||x||.

Os resultados da seção anterior mostram que D define uma ultra-métrica sobre K.

A topologia induzida por D é denominada a topologia cortante sobre K.

Definindo o elemento αr ∈ K, tem como representante α̂r(ε) := εr são unidade de

K. Pois, como se vê facilmente, αr · αs = αr+s. Também é claro que V (αr) = r. Logo

‖αr‖ = exp(−V (α̂r)) = exp(−r).
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Lema 2.1 Sejam αr ∈ K e x̂ ∈ EM(K). Então V (α̂rx̂) = r + V (x̂).

Prova.

Seja α̂r ∈ K. Então

τ < r + V (x̂) ⇔ V (x̂) > τ − r. Logo lim
ε→0

|(α̂rx̂)(ε)|
ετ

= lim
ε→0

|α̂r(ε)|
εr

. lim
ε→0

|x̂(ε)|
ετ−r

= 0.

Pois, lim
ε→0

|α̂r(ε)|
εr

= lim
ε→0

εr

εr
→ 1, como τ − r < V (x̂) segue-se que lim

ε→0

|x̂(ε)|
ετ−r

→ 0. Assim

τ ≤ sup A(α̂rx̂) = V (α̂rx̂) e portanto, τ ≤ V (α̂rx̂).

Vamos provar que r + V (x̂) ≥ V (α̂rx̂). Suponhamos que exista

V (αrx) < τ < r + V (x̂) ⇔ V (x̂) < τ − r. Logo

lim
ε→0

|(αrx̂)(ε)|
ετ

= lim
ε→0

|α̂r(ε)|
εr

. lim
ε→0

|x̂(ε)|
ετ−r

= 0 pois, lim
ε→0

|α̂r(ε)|
εr

= lim
ε→0

εr

εr
→ 1 e

lim
ε→0

|x̂(ε)|
ετ−r

→ 0 se τ−r ≤ V (x̂), o que é uma contradição. Portanto, V (α̂rx̂) = r+V (x̂).

Proposição 2.1 D é uma ultramétrica e satisfaz as seguintes propriedades.

1. Se ‖x‖ < ‖y‖ então, D(x, y) = ‖y‖;

2. ‖λx‖ = ‖x‖;

3. ‖x.y‖ ≤ ‖x‖ · ‖y‖;

4. ‖αr.x‖ = ‖αr‖ · ‖x‖;

5. ‖x + y‖ ≤ max{‖x‖, ‖y‖}.

Prova.

1. ‖x‖ < ‖y‖ ⇔ exp(−V (x̂)) < exp(−V (ŷ)) ⇔ V (x̂) > V (ŷ) ⇔ A(ŷ)  A(x̂).

D(x, y) = ‖y‖ ⇔ ‖y − x‖ = ‖y‖ ⇔ exp(−V (ŷ − x̂)) = exp(−V (ŷ)) ⇔ V (ŷ − x̂) =

= V (ŷ) ⇔ A(ŷ− x̂) = A(ŷ). Vamos provar que, A(ŷ− x̂) ⊂ A(ŷ) e A(ŷ) ⊂ A(ŷ− x̂).

Sejam x̂, ŷ ∈ EM(K) e seja r ∈ A(ŷ). Então como r ∈ A(x̂) temos que:

lim
ε→0

|(ŷ−x̂)(ε)|
εr ≤ lim

ε→0

|ŷ(ε)|
εr + lim

ε→0

|x̂(ε)|
εr = 0. Pelo fato de r ∈ A(ŷ) e r ∈ A(x̂). Logo

r ∈ A(ŷ − x̂) e portanto, A(ŷ) ⊂ A(ŷ − x̂).

Seja r ∈ A(ŷ − x̂). Afirmação: r ≤ V (ŷ). Caso contrário, existe δ > 0 tal que

r = V (ŷ) + δ < V (x̂).
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Logo

lim
ε→0

|ŷ(ε)|
εr = lim

ε→0

|(ŷ−x̂)(ε)+x̂|
εr ≤ lim

ε→0

|(ŷ−x̂)(ε)|
εr + lim

ε→0

|x̂(ε)|
εr = 0. Pois, r ∈ A(ŷ − x̂) e

r ∈ A(x̂). Assim, r ∈ A(ŷ) e r ≤ V (ŷ), absurdo.

Portanto, A(ŷ−x̂) ⊆ ]−∞, V (x̂)] ⇒ V (ŷ−x̂) ≤ V (ŷ), ou seja, A(ŷ−x̂) ⊂ A(ŷ) e com

isso, conclui-se que A(ŷ− x̂) = A(ŷ) ⇔ V (ŷ− x̂) = V (ŷ) e portanto, D(x, y) = ‖y‖.

2. Como V (λx̂) = V (x̂), segue-se que

‖λx̂‖ = exp(−V (λx̂)) = exp(−V (x̂)) = ‖x‖.

3. Foi visto também que, V (x̂ŷ) ≥ V (x̂) + V (ŷ). Logo

‖x.y‖ = exp(−V (x̂ŷ)) ≤ exp(−(V (x̂) + V (ŷ))) = exp(−V (x̂)). exp(−V (ŷ)) =

= ‖x‖.‖y‖.

4. Sabendo-se que, V (α̂r.x̂) = r + V (x̂) e ‖αr‖ = exp(−r) temos que

‖αr.x‖ = V (α̂r.x̂) = exp(−(r + V (x̂))) = exp(−r). exp(−V (x̂)) = ‖αr‖.‖x‖.

5. Sabendo-se que, (V (x + y)) ≥ min{V (x), V (y)} temos que ‖x + y‖ =

= exp(−V (x+y)) ≤ max{exp(−V (x)), exp(−V (y))} = max{‖x‖, ‖y‖} ≤ ‖x‖+‖y‖.

Lema 2.2 Seja x ∈ K − {0} e n ∈ N. Então ‖xn‖ = ‖x‖n. Em particular se ||x|| < 1,

então xn → 0, quando n →∞. Também existe r ∈ R tal que ‖αr.x‖ = 1.

Prova. É fácil ver que V (x̂n) = nV (x̂). Logo ‖xn‖ = ‖x‖n. Se ‖x‖ < 1 então é claro que

o referido limite é zero. Pois,

‖xn‖ = ‖x‖n ⇔ exp(−V (x̂n))) = exp[−V (x̂)]n = exp[−nV (x̂)] ⇔ V (x̂n) =

= [V (x̂)]n = nV (x̂) ⇔ A(xn) = (A(x))n.

Se a ∈ A(xn), então lim
ε→0

|x̂(ε)|n
εa = lim

ε→0

|x̂n(ε)|
εa = 0. Logo a ∈ [A(x)]n. Portanto,

A(xn) ⊂ (A(x))n.

Agora se a ∈ (A(x))n então, lim
ε→0

|x̂n(ε)|
εa = lim

ε→0

|x̂(ε)|n
εa = 0. Logo a ∈ A(x)n. Portanto,

(A(x))n(⊂ A(xn). Assim, conclui-se a igualdade.
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Para provar a segunda parte do lema, definimos, r := ln ‖x‖. Então

‖αr.x‖ = ‖αr‖.‖x‖

= exp(−r).‖x‖

= exp[− ln ‖x‖].‖x‖

= exp[ln(
1

‖x‖
)].‖x‖

=
1

‖x‖
.‖x‖

= 1.

Observação 2.1 A estrutura determinada por D (respectivamente,d ) sobre K (respectivamente

E(K) ) é chamada estrutura uniforme cortante sobre K ( respectivamente E(K) ). A

topologia uniforme determinada por essa estrutura sobre K será denominada topologia

cortante sobre K. Ver [8] e [9]

Teorema 2.1 K com a topologia cortante é uma álgebra completa.

Veja [8] e [9].

Definição 2.4 Seja a ∈ K e r ∈ R∗+. Então:

1. Chamaremos de bola aberta de centro a e raio r ao conjunto

B(a; r) = {x ∈ K : ‖x− a‖ < r}.

2. Chamaremos de bola fechada de centro a e raio r ao conjunto

B′(a; r) = {x ∈ K : ‖x− a‖ ≤ r}.

3. Chamremos de esfera de centro a e raio r ao conjunto,

S(a; r) = {x ∈ K : ‖x− a‖ = r}.

Notação: B1(x0) representa a bola aberta de centro x0 e raio 1.

Definição 2.5 Seja x ∈ K, dizemos que x é associado a zero, onde denotamos por x ≈ 0,

se para algum representante x̂ de x temos lim
ε→0

x̂(ε) = 0. Dois elementos x, y ∈ K são

associados, isto é, x ≈ y ⇔ x− y ≈ 0.
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Lema 2.3 Seja B1 a bola de centro zero e raio 1.

1. x ∈ B1 se, e somente se, V (x) > 0 para todo representante x̂ de x.

2. x ≈ 0;

3. D(1, x) = ‖1− x‖ = 1.

Prova.

1. Seja x ∈ K, então:

V (x) > 0 ⇔ −V (x) < 0 ⇔ exp(−V (x)) < exp(0) = 1 ⇔ ‖x‖ < 1 ⇔ x ∈ B1 .

2. Vamos mostrar que x ≈ 0.

De fato,

x ∈ B1 ⇒ V (x) > 0 ⇒ 0 ∈ A(x) ⇒ lim
ε→0

x(ε) = 0. Portanto, x ≈ 0.

3. Se ‖x‖ < 1, então ‖1− x‖ = 1, proposição 2.1.

Definição 2.6 O conjunto dos inversos de K é dado por:

Inv(K) = {x ∈ K| x é uma unidade}.

A função Ψ definida por,

Ψ : R −→ K

r 7−→ Ψ(r) = αr

é um monomorfismo de grupos. Pois: Ψ(r + s) = αr+s = εr+s = εr.εs = αr.αs =

Ψ(r)Ψ(s) e Ψ(r) = Ψ(s) ⇒ αr = αs ⇒ εr = εs ⇒ r = s. Como já observado, temos que a

imagem de Ψ está contido em Inv(K.

Lema 2.4 Seja x ∈ K, com ‖x‖ < 1 e seja yn =
n∑

k=o

xk = 1 + x + ... + xn → y uma série

convergente em K, então y(1− x) = 1, isto é, y e 1− x são invert́ıveis.

Prova.

Dados m, n, ε > 0, escolhendo n0 tal que ‖x‖n0 < ε.
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D(yn, ym) = ‖ym − yn‖ = ‖
m∑

k=0

xk −
n∑

j=0

xk‖ = ‖
m∑

k=n+1

xk‖ = ‖xn+1 + xn+2 + ... + xm‖.

Lembrando que se ‖u‖ 6= ‖v‖ ∈ K, temos que D(u, v) = max{‖u‖, ‖v‖}. Assim, se

‖x‖ < 1, então ‖xj‖ = ‖x‖j > ‖x‖j+t, ∀t > 0. Em particular, ‖xn+1‖ = ‖x‖n+1 >

‖x‖n+2 > ... > ‖x‖m. Logo ‖xn+1 + xn+2 + ... + xm‖ = ‖xn+1‖ = ‖x‖n+1. Portanto,

D(yn, ym) = ‖x‖n+1 < ‖x‖n0 < ε.

Portanto, a seqüência é de Cauchy e converge em K.

Agora, mostraremos que 1−x ∈ Inv(K). De fato yn(1−x) = 1−xn+1. Sendo ‖x‖ < 1

e tomando o limite em n obtemos que y(1− x) = 1.

Corolário 2.1 B1(1) ⊂ Inv(K).

Lema 2.5 Seja x ∈ K com ‖x‖ < 1. Então 1 + x ∈ Inv(K).

Prova.

Visto que, 1−x ∈ Inv(K) com ‖x‖ < 1. Então 1+x = 1− (−x) ∈ Inv(K). Portanto,

1 + x ∈ Inv(K).

Teorema 2.2 Inv(K) = {v ∈ K| ∃ u ∈ K , uv = 1} é aberto.

Prova.

Seja x0 ∈ Inv(K), então x0 6= 0 e ‖x‖ 6= 0. Seja z ∈ Br(x0) então |x0 − z‖ < r, ou

seja, z = x0 + (z − x0) = x0(1 + x−1
0 (z − x0)). Definindo x := x−1

0 (z − x0) temos que

z = x0(1 + x). Vamos mostrar que, Br(x0) ⊆ Inv(K). De fato, se tomarmos r < 1
‖x0‖

temos que

‖x‖ = ‖x−1
0 (z − x0)‖ ≤ ‖x−1

0 ‖‖z − x0‖ ≤ ‖x−1
0 ‖r < 1. Logo, pelo lema acima,

1 + x ∈ Inv(K) o que implica em z ∈ Inv(K). E portanto, Inv(K) é aberto.

2.1 ideais

Seja R um anel e x ∈ R. Então x é nilpotente se existir um número natural n tal que

xn = 0. Um ideal maximal M de R é um ideal próprio de R que não está propriamente

contido em nenhum outro ideal de R.

Proposição 2.2 Se a CK é um ideal próprio então a tem interior vazio.

12



Prova.

De fato, se a não tem interior vazio, então a contem uma vizinhança aberta de 0.

Como a seqüência de unidades (αn)n∈N converge para zero, temos que a partir de um

certo instante teriamos que αn ∈ a, um absurdo já que a é um ideal próprio.

Lema 2.6 K é um anel reduzido, isto é, não tem elementos nilpotentes.

Prova.

Seja x um elemento nilpotente. Então, existe n > 0 inteiro tal que xn = 0. Logo

0 = ‖xn‖ = ‖x‖n. Portanto, ‖x‖ = 0 e conclui-se que x = 0.

Lema 2.7 Seja b um ideal de K e I o fecho topológico de b em K. Então b C K é um

ideal.

Prova.

Vamos provar que x, y ∈ b e z ∈ Inv(K) tem-se que x + y ∈ b e xz ∈ b.

De fato, se x, y ∈ b então, existem xn, yn ⊆ b tais que xn → x e yn → y. Portanto,

xn + yn → x + y ⇒ x + y ∈ b e

z · xn → xz ⇒ xz ∈ b.

Lema 2.8 Seja J CK um ideal maximal. Então J é fechado.

Prova. Pelo Lema 2.7, o fecho J de J é um ideal e J ⊆ J ⊆ K. Se J  J então, sendo

J um ideal maximal, segue-se que J = K. Em particular 1 ∈ J e B1(z) ⊂ J = K. Como

1 ∈ J, temos que existe (xn)n≥1 ⊂ J tal que xn → 1, implica que existe n0 tal que

n > n0 ⇒ xn ∈ B1(1). Portanto,

xn ∈ J ∩ Inv(K) e dai 1 ∈ J o que implica em J = K, o que é absurdo. Sendo J um

ideal maximal, conclui-se que J = J.
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Caṕıtulo 3

Funções Caracteŕısticas

Nesse caṕıtulo veremos um tipo especial de funções caracteŕısticas e mostraremos

que eles são relacionados com os ideais primos e maximais de K. Algumas das principais

conseqüências dessa análise, são que, o conjunto das unidades de K é aberto e denso e K

não é um domı́nio de integridade. A referência básica para este caṕıtulo o artigo [1].

Definição 3.1 Seja S={A ⊂]0, 1] | 0 ∈ A ∩ Ac}, isto significa que zero é ponto de

acumulação de A e Ac.

Definição 3.2 Seja A ∈ S. A função caracteŕıstica de A é a função

χ̂
A
(ε) : I −→ {0, 1} definida por,

χ̂
A
(ε) =

 0 se ε ∈ Ac

1 se ε ∈ A

Denotamos por χA a classe de χ̂
A

em K.

Observação 3.1 Note que se A ∈ S, então Ac ∈ S e χ̂
A
∈ EM(K), mas χ̂

A
/∈ N (K).

Assim χ
A
6= 0 em K e χ

A
· χ

Ac = 0. Logo χ
A

e χ
Ac são idepotentes ortogonais e ambos

são divisores de zero.
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Lema 3.1 Seja A ∈ S. Então

1. χ2
A

= χ
A

2. χ
Ac + χ

A
= 1

3. χ
A
· χ

Ac = 0.

Prova.

Vamos provar apenas o item (1), pois As outras são óbvias.

χ2
A

= χ
A
.χ

A
= χ

A∩A
= χ

A
(idepotente em K).

Definição 3.3 O ideal b de um anel comutativo R diz-se primo se tem a seguinte pro-

priedade: se x · y ∈ b, então x ∈ b ou y ∈ b.

Definição 3.4 Denotaremos por P∗(S) o conjunto de todos os subcojuntos

F ∈ P(S), que satisfazem as seguintes condições:

1. Para todo A ∈ S, temos ou A ∈ F ou Ac ∈ F , nunca ambos.

2. Se A ∈ F e T ∈ F , então A ∪ T ∈ F .

Definição 3.5 Seja F ∈ P∗(S) e definimos por,

g(F) = 〈χ
A
| A ∈ F〉,

o ideal de K gerado pelo conjunto de todas as funções caracterist́ıcas de A tal que A ∈ F .

Lema 3.2 Se F ∈ P∗(S), então g(F) é um ideal próprio de K.

Prova. Suponha que g(F) = K, então existem a1 , a2 , ..., an ∈ K e

A1 ,A2 , ...,An ∈ F

tal que

1 =
k∑

i=1

aiχAi
.

Agora, definimos

A :=
n⋂

i=1

Ac
i
∈ F ,

15



então

A =
n⋃

i=1

A
i
∈ F .

Como A ∈ F segue-se que Ac ∈ S. Agora, Ai ⊂ A e logo ∀i A ∩Ai = ∅. Consequente-

mente χ
A
.χ

Ai
= 0.

Multiplicando por χ
A

a equação

1 =
k∑

i=1

aiχAi
,

temos:

χ
A

=
k∑

i=1

aiχA
χ

Ai
= 0.

Absurdo, pois A ∈ S ⇒ χ
A
6= 0. Portanto, g(F) é um ideal próprio de K.

Definição 3.6 Seja P um ideal primo de K. Definimos

FP := {A ∈ S | χ
A
∈ P}.

Lema 3.3 Seja P CK um ideal primo, então existe uma única famı́lia

FP ∈ P∗(S) tal que g(FP) ⊆ P.

Prova. Dado A ∈ S vamos provar que ou χ
A
∈ P ou χ

Ac ∈ P, isto é, ambos não podem

pertencer a P.

De fato como χ
A
· χ

Ac = 0. e χ
A

+ χ
Ac = 1 segue-se pela primalidade de P que ou χ

A

ou χ
Ac pertence a P. Segue-se que ou A ∈ FP ou Ac ∈ FP.

Agora, dados A,B ∈ F
P

então, χ
A
, χ

B
∈ P e portanto, χ

A∩B
= χ

A
· χ

B
∈ P. Logo

χ
A∪B

= χ
A

+ χ
B
− χ

A∩B
∈ P. Logo A ∩B ∈ FP. Portanto, FP ∈ P∗(S)

Definição 3.7 Sejam u ∈ EM e a ∈ R∗. Então

Na(u) := {ε ∈ I | |u(ε)| < εa}.

Definição 3.8 Sejam x ∈ K e x̂ um representante de x. Então

Z(x̂) := {ε ∈ I | x̂(ε) = 0}.

Denotaremos o fecho de Z(x̂) por Z(x̂).
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Teorema 3.1 Seja x ∈ K então:

a) x ∈ Inv(K) se, e somente se, 0 /∈ Z(x̂) para todo representante x̂ de x.

b) As seguintes afirmações são equivalentes:

i) x /∈ Inv(K);

ii) Existe um representante x̂ de x tal que 0 ∈ Z(x̂);

iii) x é um divisor de zero.

Prova.

a)

(=⇒)

Seja x ∈ Inv(K) e seja x̂ um representante de x tal que 0 ∈ Z(x̂). Então a classe

y := cl[ŷ] ∈ K da função caracteŕıstica de Z(x̂) satisfaz xy = 0 e y 6= 0, isto é uma

contradição, porque x = 0 /∈ Inv(K). Logo 0 /∈ Z(x̂).

(⇐=) Suponha que x /∈ Inv(K), então 1
x̂

/∈ EM(K). Logo, ∀τ ∈ K tem-se que ou

lim
ε→0

| 1
x̂
(ε)|
ετ 6= 0 ou este limite não existe.

Note também que se existir a tal que |x(ε)| > εa, então x seria inverśıvel. Concluimos

destes fatos que existe uma seqüência (εn
n) tal que |x(ε)| > εn

n,∀n. Seja A = {εn
n| n ∈ N}.

Agora define x̂∗ := x̂ − χA. Então x̂∗ é um representante de x com A ⊂ Z(x̂∗), uma

contradição.

b) i ⇒ii Segue do item a.

b) ii ⇒iii É claro que se x̂ é um representante de x tal que 0 ∈ Z(x̂), e ŷ é a função

caracteristica de Z(x̂), então y := cl(ŷ) ∈ K∗ e yx = 0. Portanto, x é um divisor de zero.

b) iii ⇒i Óbvio.

Proposição 3.1 O anel K não é nem local e nem é um domı́nio de integridade.

Prova. Consideremos as seguintes funções moderadas:

x̂(ε) := − sin(ε−1) e ŷ(ε) := 1− x̂(ε) com ε ∈ I. Como Z(x̂) e Z(ŷ) pertencem a P∗(S)

temos que x, y ∈ K\ Inv(K). Se K fosse um anel local e denotando por m seu único ideal

maximal, teriamos que x, y ∈ m. Logo x + y = − sin(ε−1) + 1 + sin(ε−1) = 1 ∈ m, uma

contradição assim, K não é um anel local.
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Mostraremos agora a segunda afirmação. Define A := {m−1 | m ∈ N∗} e sejam χ
A

e χ
Ac as funções caracteristicas de A e Ac respectivamente. Então χ

A
e χ

Ac são funções

moderadas não nulas tais que χ
A
· χ

Ac = 0. Portanto, K não é domı́nio de integridade.

Lema 3.4 Seja x ∈ K∗ uma não unidade. Então:

a) Z(x̂) ∈ S para cada representante x̂ tal que 0 ∈ Z(x̂).

b) para todo representante x̂ de x tal que 0 ∈ Z(x̂) existe a ∈ N∗ tal que Na(x̂) ∈ S.

Prova.

a) Fixe um representante x̂ de x tal que 0 ∈ A, onde A := Z(x̂). Suponhamos que

0 /∈ Ac então, existe η > 0 tal que ε /∈ Ac, ∀ε < η. Mas, x̂|]0,1[
≡ 0 o que implica em

x = 0, o que é uma contradição pois, x ∈ K∗. Portanto, o item (a) está provado.

b) Como A := Z(x̂) temos A ⊂ Tν := Nν (x̂) ∀ν ∈ N∗ assim, por (a) segue-se que

0 ∈ Tν , para cada ν ∈ N∗. Da suposição de que 0 /∈ Tν (x̂) ∀ν ∈ N∗ segue-se que existe

η(ν) ∈ I tal que x̂(ε)| < εnu,∀ε ∈ Iη(ν). Logo x = 0, outra contradição. Portanto, o item

(b) está provado.

Lema 3.5 Dados x ∈ K∗ e F ∈ P∗(S), as seguintes afirmação são equivalentes:

1. x ∈ g(F).

2. Existe um representante x̂ de x tal que Z(x̂)c ∈ F e assim, χ
Z(x̂)c

= 1−χ
Z(x̂)

∈ g(F).

Prova.

(i ⇒ ii) Como x ∈ g(F) pelo lema 3.2 segue que x /∈ InvK, logo pelo teorema 3.1

existe um representante x∗ de x tal que 0 ∈ Z(x∗). Pelo lema 3.4, A := Z(x∗) ∈ S e

portanto, está provado caso Ac ∈ F . Assim, podemos supor que Ac /∈ F o que implica

em A ∈ F . Por (i) podemos escrever

x =
k∑

i=1

aiχAi
,

onde Ai ∈ F e ai ∈ K para todo i = 1, 2, 3..., k. Como x /∈ InvK, vimos que x.χ
A

= 0.

Assim x = x(1− χ
A
) = x.χ

Ac . Portanto,

x = x.χ
Ac =

k∑
i=1

aiχA
.χ

Ac =
k∑

i=1

aiχAi
∩

Ac
.
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E evidentemente, podemos supor sem perda de generalidade que,

χ
Ai
∩Ac 6= 0 ∀i = 1, 2, 3, ..., k.

Agora definiremos, U :=
⋃k

i=1
Ai ∩Ac e T := Ac \U. Sendo Ai ∩Ac ∩ T = ∅ para

cada i = 1, 2, 3, ..., k temos que

xχ
T

=
k∑

i=1

aiχAi
∩Ac∩T

= 0.

Assim, x̂ = x−xχ
T

é um representante de x e definindo Z(x̂) = A∪T =: R. Logo, basta

mostrar que Rc ∈ F . Como

χ
Ai
∩Ac 6= 0, segue-se que 0 ∈ Ai ∩Ac (1 ≤ i ≤ K) e visto que

0 ∈ Ac ⊂ (Ai ∩Ac)c, obtemos que Ai ∩Ac ∈ S (1 ≤ i ≤ k). O fato de Ai ∈ F e

Ai ∩Ac ⊂ Ai (1 ≤ i ≤ k) nos dá que Ai ∩Ac ∈ F . Portanto, Rc = U ∈ F .

(i ⇒ ii) Seja x̂ um representante de x tal que Z(x̂)c ∈ F e A := Z(x̂). Como xχ
A

= 0

segue-se que x = x− xχ
A

= xχ
Ac ∈ g(F).

3.1 O Lema de Aproximação e algumas Conseqüências

O Lema que segue é essencial na demonstração dos resultados subseqüentes. Vamos

denominar-lo o Lema da Aproximação. A sua demonstração pode ser encontrada em [1].

Lema 3.6 (Lema da Aproximação) seja x ∈ K∗ uma não unidade. Então, se satisfaz

uma e somente uma das condições abaixo:

1. Existe um representante x̂ de x e a > 0 tal que A := Z(x̂) ∈ S e |x̂(ε)| ≥ εa para

cada ε ∈ Ac.

2. para todo representante x̂ de x tal que 0 ∈ Z(x̂) existe uma seqüência (An)n≥1 em

S e uma seqüência (an)n≥1 em N∗ tais que:

3. An+1 ⊂ An e An+1 > an para cada n ∈ N∗.

4. |x̂(ε)| ≤ εan ∀ε ∈ An e |x̂(ε)| ≥ εan ∀ε ∈ Ac
n sempre que n ∈ N∗.

5. xχAn
→ 0 quando n →∞.
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Prova. Ver- Tese de Antonio Ronaldo- IME-USP.

Dado u ∈ EM(K) definiremos �u = cl(θu) e �−1
u = cl(θ−1

u ). Visto que

�u. � −1
u = 1, temos que eles são unidades.

Podemos agora dar uma descrição completa dos ideais maximais de K.

Teorema 3.2 1. Para todo ideal maximal m de K temos m = g(Fm).

2. Para todo F ∈ P∗(S) o ideal m = g(Fm) é maximal e F = Fm.

Prova.

1. Seja m um ideal maximal de K. Pelo lema 3.3 existe uma única F = Fm tal que

g(F) ⊂ m. Seja x ∈ m\g(F). Construiremos uma seqüência (xm) tal que xm → x

em K.

Vamos mostrar primeiro que, x satisfaz a condição (b) do lema 3.6. De fato, supondo

que x satisfaz a condição (a) do lema 3.6, então existe um representante x̂ de x e

a > 0 tal que A := Z(x̂) ∈ S e |x̂(ε)| ≥ εa para cada ε ∈ Ac. Supondo que A ∈ F

segue-se que y := �
x̂
x + χA ∈ m e y claramente é uma unidade; uma contradição.

Se, por outro lado, Ac ∈ F , então temos que x = xχAc = 1− χ
A
∈ g(F).

Logo, podemos supor que x satisfaz a condição (b) do lema 3.6. Seja x̂ um represen-

tante de x tal que 0 ∈ Z(x̂) e considere as duas seqüências (An) e (an) associados a

(x̂) conforme a condição (b) do lema 3.6. Mostraremos que Ac
n ∈ F para cada n ≥ 1.

De fato, se não for o caso então existe ν ≥ 1 tal que y := �
x̂
x(1− χ

Aν
) + χ

Aν
∈ m

é uma unidade o que contradiz a hipótese.

Portanto, segue-se que (xχAc
n
)

n≥1
∈ g(F) e do lema 3.6 temos que xχ

Ac
n

= x −

xχ
An
→ x quando n →∞.

2. Pelo lema 3.2, g(F) é um ideal próprio de K e por isso está contido em um ideal

maximal m de K. Além disso, do lema 3.3, conclui-se que F = Fm. Portanto, pelo

item anterior obtemos m = g(Fm).
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Teorema 3.3 Dado x ∈ K as seguintes afirmações são equivalentes:

1. x ∈ Inv(K).

2. Para todo representante x̂ de x existe a ∈ R∗+ e α ∈ I tal que |x̂(ε)| ≥ εa, ∀ Iα.

3. 1
x̂
∈ EM(K) para cada representante x̂ de x.

Já foi provado que o grupo de unidades é um conjunto aberto na topologia cortante.

Agora vamos mostrar que de fato ele é um subconjunto denso.

Teorema 3.4 Inv(K) é um subconjunto aberto e denso de K.

Prova.

Lembre-se que já foi provado que este conjunto é aberto e portanto, falta provar a

densidade de Inv(K). Para isto, fixaremos

x ∈ K\Inv(K) e construiremos uma seqüência (xm)
m≥1

em Inv(K) que converge para

x. Suponha primeiro que x satisfaça a condição (a) do lema 3.6, então

xm := x(1− χ
A
) + αmχ

A
= x + αmχ

A
(m ≥ 1) ∈ K.

Do teorema 3.3, xm ∈ Inv(K) para cada m ≥ 1 e é claro que xm −→ x já que,

‖xm − x‖ = ‖αmχ
A
‖ = ‖αm‖ = exp(−m) −→ 0

quando m −→ ∞. Suponha agora que x satisfaça condição (b) do lema 3.6. Con-

siderando as seqüências (Am)m≥1 e (a)m≥1 associados a x̂ do lema 3.6 (b) temos

|x̂χ
Ac

m
(ε)| = |x̂(ε)| ≥ εam , ∀ ε ∈ Ac

m com m ≥ 1. (1.3.1)

Definindo xm := x(1− χ
A
) + αmχ

A
, temos que xm −→ x quando m −→∞. De fato:

‖xm − x‖ = ‖(αm − x)χ
Am
‖ ≤ max{‖αmχ

Am
‖, ‖xχ

Am
‖} = max{‖αm‖, ‖xχ

Am
‖} =

= max{exp(−m)‖, |xχ
Am
‖} −→ 0 quando, m −→ ∞. Além disso, a desigualdade

(1.3.1) junto com o teorema 3.3, conclui-se que xm ∈ Inv(K) para cada m ≥ 1. Portanto,

Inv(K) é denso em K.

Provaremos agora o último resultado importante deste caṕıtulo.

Teorema 3.5 K é algebricamente fechado em K/m para todo ideal maximal m de K.
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Prova.

Primeiramente assumiremos que K = C e fixe α ∈ C/m que é algébrico sobre C. Então

C(α) é uma extensão algébrico de C que é algebricamente fechado. Assim, C(α) = C e

portanto, α ∈ C.

Assumindo agora que K = R e seja α ∈ R/m algébrico sobre R. Se α /∈ R então

R(α) ∼= C. Assim i :=
√
−1 ∈ R/m e portanto existe x ∈ R tal que µ := x2 + 1 ∈ m.

Como µ ∈ m temos que µ é um divisor de zero. Logo pelo teorema 3.1, µ tem um

representante µ̂ tal que 0 ∈ Ẑ(µ̂). Assim, existe uma seqüência (εn)n≥1 em I tal que

µ̂(εn) = 0, para todo n ≥ 1.

Portanto, se x̂ é um representante de x então,

x̂2(ε) + 1 = µ̂(ε) + ŵ(ε)

ε ∈ I onde, ŵ ∈ N (R). Mas quando substituir ε = εn(n ≥ 1) na equação acima obtemos

x̂2(εn) + 1 = ŵ(εn) −→ 0, uma contradição.

Outra forma de obter uma contradição é notar que µ ≥ ε2, para ε suficientemente

pequeno. Logo pelo teorema 3.3, µ é uma unidade e portanto não pode pertencer a m.
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Caṕıtulo 4

Cálculo Diferencial de Colombeau

Neste caṕıtulo veremos as noções básica do cálculo diferencial de Colombeau e faremos

uma aplicação simples a equações diferenciais parciais. Os resultados deste caṕıtulo estão

baseados no trabalho de Aragona-Fernandes-Juriaans ([2]).

Definição 4.1 Seja U ⊂ K um conjunto aberto, x0 ∈ U e f : U → K, diremos que f é

diferenciável em x0 se existir z0 ∈ K tal que

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− z0(x− x0)

α− ln ‖x−x0‖
= 0.

Neste caso, f é dito diferenciável em x0, escrevemos D(f)(x0) = z0 e chamaremos z0 a

derivada de f no ponto x0.

O lema a seguir nos diz que esta definição faz sentido.

Lema 4.1 Seja U ⊂ K um conjunto aberto, x0 ∈ U e f : U → K. Então existe no

máximo um z0 ∈ K tal que

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− z0(x− x0)

α− ln ‖x−x0‖
= 0.

Prova.

Suponhamos que existem z0 , z1 ∈ K que satisfazem a definição acima. E vamos provar

que o limite é único. Então segue que

lim
x→x0

(z0 − z1)(x− x0)

α− ln ‖x−x0‖
= 0.
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Agora, se definirmos xn := x0 + αn , xn → x0 quando αn → 0. Logo

0 = lim
n→∞

(z0 − z1)(xn − x0)

α− ln ‖xn−x0‖
= lim

n→∞

(z0 − z1)αn

αn

= z0 − z1 ⇒ z0 = z1 .

Portanto, o limite é único.

Se f é diferenciável em x0 podemos escrever f(x)− f(x0) = D(f)(x0)(x− x0) + E(x)

com lim
x→x0

E(x)
α− ln ‖x−x0‖

= 0. Além disso,

D(f)(x0) = lim
n→∞

f(x0 + αn)− f(x0)

αn

.

Lema 4.2 Seja U ⊂ K um conjunto aberto e f : U → K diferenciável em x0. Então f é

cont́ınua em x0.

Prova.

f(x)− f(x0) = D(f)(x0)(x− x0) + E(x) com lim
x→x0

E(x)
α− ln ‖x−x0‖

= 0. Visto que,

‖α− ln ‖x−x0‖‖ = ‖x− x0‖ segue-se que lim
x→x0

E(x) = 0. Portanto, f é cont́ınua em x0.

Proposição 4.1 Seja U ⊂ K um conjunto aberto, se f, g : U → K são funções difer-

enciáveis, então:

1. f ± g é diferenciável e D(f ± g) = D(f)±D(g);

2. fg é diferenciável e D(fg) = gD(f) + fD(g);

3. Se f(U) está contido no domı́nio de g, então D(g ◦ f) = (D(g) ◦ f)D(f);

4. Se g(x) é inverśıvel para cada x ∈ U temos que D(f
g
) = gD(f)−fD(g)

g2 .

A proposição nos diz, que esta noção de derivação satisfaz as propriedades usual da

derivação do Cálculo Diferencial Ordinário.

Definição 4.2 Seja U ⊂ Rn um conjunto aberto, se f : U → K e x = (x1 , ..., xn),

x0 = (x01 , ..., x0n) ∈ U . Seja 1 ≤ i ≤ n e suponha que existe um elemento a
i
∈ K tal que,

lim
h→0

f(x01 , ..., x0i+h,...,x0n
)− f(x01 , ..., x0i,...,x0n

)− a
i
h

α− ln ‖h‖
= 0.
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Definimos ∂f
∂x

(x0) := αi e chamaremos a derivada parcial de f com xi a x0 respectiva-

mente. Dizemos que f é diferencial em x0 se existe a = (a1, ..., an) ∈ Kn tal que

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− Σ
1≤i≤nai (xi−x0i )

α− ln ‖x−x0‖
= 0.

Pode ser verificado que todos os resultados conhecidos do Cálculo Diferencial contin-

uem válidos neste contexto.

Por exemplo, se f é diferencial em x0 , então é cont́ınua em x0 e α′is na definição de f

sendo diferenciável são exatamente as derivadas parciais em x0 . Se K = R, o gradiente

de f em x0 é definido por,

∇f(x0) := (
∂

∂x1

(x0), ...,
∂

∂xn

(x0)).

Definição 4.3 Seja U ⊂ Rn um conjunto aberto e f : U → Rm. Escrevendo

f = (f1 , ..., fm), onde cada f
i
: U → R é uma função. Dizemos que f é diferenciável

em x0 ∈ U se cada f
i
é diferenciável em x0.

Observação 4.1 f é diferenciável em x0 se, e somente se, existe uma R-aplicação linear

T : Rn → Rm tal que

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− T (x− x0)

α− ln ‖x−x0‖
= 0.

A aplicação T é denotado por Df(x0).

4.1 Valores Pontuais Generalizados.

Consideremos Kn com a topologia produto e seja Ω ⊆ Kn um subconjunto aberto.

Definiremos:

xε : I× Ω −→ K

(ε, x) 7−→ (xε).

E

ΩM := {(xε) ∈ ΩI | ∃ p, η > 0 com ‖xε‖ ≤ ε−p para todo ε ∈ Iη}.

Dois elementos (xε), (yε) ∈ ΩM são ditos equivalentes, xε ∼ yε, dado η > 0 existe q > 0

tal que |xε − yε| ≤ εq para todo ε ∈ Iη =]0, η[.
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Seja Ω̃ := ΩM� ∼. Note que se Ω = K, então Ω̃ = K e K̃n = Kn.

Diremos que (xε) ∈ Ω
M

é compactamente suportado (tem suporte compacto). Se

existe K ⊂ Ω subconjunto compacto e η > 0 tal que xε ∈ K se ε < η. Define o

subconjunto Ω̃c por,

Ω̃c := {[xε ] | (xε) ∈ ΩM e (xε) tem suporte compacto}.

Ω pode ser imerso em Ω̃c pela aplicação canônica.

π : Ω ↪→ Ω̃c

x 7−→ x̃ = [(ε 7−→ x)].

É fácil ver que a image de Ω em Ω̃c é um subconjunto discreto.

Definição 4.4 Seja Ω um subconjunto aberto do Rn. Definiremos E (Ω) := [C∞(Rn)]I,

onde I :=]0, 1];

EM(Ω) := {(uε))ε∈I ∈ ε(Ω) : ∀ K ⊂⊂ Ω, ∀ α ∈ Nn
0 ∃ p ∈ N

tal que sup
x∈K

|∂αuε(x)| = O(ε−p) quando ε → 0};

N (Ω) := {(uε))ε∈I ∈ ε(Ω) : ∀ K ⊂⊂ Ω, ∀ α ∈ Nn
0 ∀ q ∈ N

temos sup
x∈K

|∂αuε(x)| = O(εq) quando ε → 0}.

Então, a álgebra de Colombeau G(Ω) é definida como sendo o espaço quociente

EM/N (Ω) (isto é, G(Ω)=EM/N (Ω)).

Observa-se que εM , o espaço de todas as seqüências moderadas, é uma álgebra dife-

rencial e claramente, a maior sub-álgebra de ε em que N (Ω) é um ideal diferencial (isto

é, estável por derivadas parciais). Portanto, G(Ω) é uma álgebra diferencial comutativa,

associativa e satisfaz a regra de Leibniz.

Sejam f ∈ G(Ω), x ∈ Ω̃c e (xε), f̂ representantes de x e f respectivamente. Definiremos

f(x) := cl(ε ∈ I 7−→ f̂(ε, xε)) ∈ K, como sendo o valor pontual generalizado de f em x, e

κ := κΩ : G(Ω) 7−→ F(Ω̃c,K)

por κ(f)(x) := f(x), x ∈ Ω̃c.
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Teorema 4.1 (Oberguggenberger) Seja f ∈ G(Ω) então, f ≡ 0 se, e somente se,

∀ x ∈ Ω̃c f(x) = 0, ∀ x ∈ Ω̃c.

O que o teorema nos diz é que o domı́nio de uma função generalizada é Ω̃c e não Ω.

O teorema a seguir mostra que de fato podemos tratar a teoria das funções generalizadas

como uma teoria de cálculo diferencial, em que todas as regras e propriedades da teoria

clássica continuam válidas.

Teorema 4.2 (Aragona-Fernandes-Juriaans) Seja κ : G(Ω) −→ F(Ω̃c ,K). Então:

1. κ : G(Ω) → F(Ω̃c ,K) é um monomorfismo injetivo de K-álgebras.

2. Im(κ) ⊆ C∞(Ω̃c ,K).

3. ∀ α multi-́ındice e ∀f ∈ G(Ω) tem-se que κ(∂αf) = Dα(κ(f)).

Seja J um intervalo aberto de R, f ∈ G(J) e a, b ∈ J̃c . Definiremos,∫ b

a

f := [ε 7−→
∫ bε

aε

fε(t)dt],

onde (aε),(bε) e fε são representantes de a, b e f respectivamente e a segunda integral é a

integral de Riemann. É fácil verificar que o elemento
∫ b

a
f de K está bem definido. Além

do mais temos:

1. Se g ∈ ξ(J), λ ∈ K e c ∈ J̃c , então
∫ b

a
κ(f + λg) =

∫ b

a
κ(f) + λ

∫ b

a
κ(g);

2. Se a, b ∈ J , então
∫ b

a
κ(f) = λ

∫ b

a
f , onde a segunda integral é a integral das funções

generalizadas.

Mostraremos agora que o Teorema Fundamental do Cálculo vale nessa estrutura, isto

é, se J é um intervalo aberto de R, a ∈ J̃c , f ∈ G(J) e F é a função definida em J̃c por

F (x) =
∫ x

a
f então F é uma função diferenciável e

F ′ = D (x 7−→
∫ x

a

f) = κ(f).

De fato, sejam d ∈ J e aε e fε representantes de a e f respectivamente, então

F = [ε 7−→
∫ d

a

fε(t)dt] + κ(G) =

∫ d

a

κ(f) + κ(G) =

∫ b

a

κ(f)−
∫ b

d

κ(f) + κ(G),
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onde G := [(ε, y) 7−→
∫ y

d
fε(t)dt]. Assim

F ′ = κ(f)− κ(f) + (κ(G))′ = (κ(G))′ = κ(G′) = κ(f).

Esses resultados mostram a consistência da proposta e permite usar as principais

técnicas do cálculo diferencial neste contexto.

Proposição 4.2 Seja Ω ⊆ Kn um subconjunto aberto, então vale as seguintes afirmações:

1. B1(x) ⊂ Ω̃c ⊂ B′
1(0), ∀ x ∈ Ω̃c.

2. Ω̃c é um subconjunto aberto de Kn.

Prova. Vamos provar apenas o item(1). Sejam x ∈ Ω̃c e y ∈ Kn tais que ‖x − y‖ < 1.

Então y − x ∈ B1(0). Tome y ∈ B1(x) ⇒ ‖x − y‖ < 1. Escrevendo y = (y1 , ..., yn) e

x = (x1 , ..., xn) temos, ‖x− y‖ = max{‖xi − yi‖}. Logo

‖x− y‖ < 1 ⇒ ‖xi − yi‖ < 1 ⇒ exp(−V (xi − yi)) < exp(0) ⇒ V (xi − yi) > 0

o que implica em 0 ∈ A(x̂i − ŷi). Portanto,

lim
ε→0

|x̂i − ŷi| = 0, ∀ i. Agora, x ∈ Ω̃c significa que, existe K ⊂⊂ Ω compacto de Ω

e η > 0 tal que xε ∈ K ∀ε < η. Portanto, a seqüência de (xε) é limitada e existe um

compacto L contendo K tal que yε ∈ L. Assim y ∈ Ω̃c.

O resto das afirmações seguem do fato provado acima.

Proposição 4.3 Seja f ∈ C∞(Ω) ⊂ G(Ω), U := κ(f)(Ω̃c), V := f(Ω) e

Ṽc := {x ∈ Ω̃c) |∃ K ⊂⊂ V, ∃η ∈ I e existe (xε) tal que xε ∈ K ∀ε ∈ In },

onde (xε) é um representante de x. Então:

1. U ⊂ Ṽc e κ(f) é uma função limitada;

2. Se f é uma aplicação aberta, então U = Ṽc e U é um subconjunto

aberto de K̃c.

A função complexa f : U → C diz-se holomorfa quando possui derivada f ′(z) em

todos os pontos do aberto U .
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Proposição 4.4 (Teorema da Aplicação Aberta) Se f ∈ H(Ω) ( espaço das funções

Holomorfas) é não constante, então (κ(f))(W̃c) é um subconjunto aberto, para todo aberto

W ⊂ Ω.

Proposição 4.5 Sejam Ω um conjunto aberto conexo, f ∈ G(Ω) e suponha que Im(κ(f))

é um conjunto discreto. Então f é constante.

Prova.

Visto que Im(κ(f)) é um conjunto discreto segue-se que 0 = (κ(f))′ = κ(f ′) e assim

f ′ = 0. Portanto, f é constante.

4.2 Aplicação

Daremos nesta seção uma aplicação simples da teoria desenvolvida até o presente mo-

mento. Veremos como os aspectos algébricos, topológios e anaĺıticos da propsição 4.3 são

usados para se obter resultados num contexto mais geral do que o contexto clássico.

Sejam a1, · · · , an ∈ K, não todos nulos, e considere o operador linear

L =
n∑

i=1

ai∂xi
.

Vamos considerar a equação

La(u) = f.

Denotaremos por C∗ := C \ {0}.

Teorema 4.3 Seja Ω um conjunto aberto conexo de Cn e f ∈ H(Ω) tal que f 6= 0. Se

a ∈ C∗\Inv(C), então

a
∂u

∂z1

= f

não tem solução em Ω.

Prova.

Suponhamos que a /∈ C∗\Inv(C). Então a é um divisor de zero. Logo, existe b ∈ C∗

tal que ab = 0. Agora suponhamos por absurdo, que exista u ∈ H(Ω) tal que

a
∂u

∂z1

= f em Ω.
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Então, multiplicando esta equação por b, obtemos

ab
∂u

∂z1

= bf ⇒ bf = 0 em Ω̃c.

Assim Im(κ(f)) ⊂ Ann(b), o anulador de b em K. Portanto, K não tem ideais

abertos, isto é, Im(κ(f)) tem interior vazio, o que é uma contradição já que f uma

função holomorfa.

A prova da não existência de soluções da equação diferencial parcial acima leva-nos a

seguinte pergunta: se este resultado pode ser generalizado para todo operador linear com

coeficientes constante. O próximo resultado é uma resposta a esta pergunta.

Proposição 4.6 Sejam Ω um subconjunto aberto conexo de Cn, f ∈ H(Ω) não constante,

L =
n∑
1

ak
∂

∂zk

um operador linear com coeficientes constante a1, ..., an ∈ K e J = 〈a1, ..., an〉 o ideal

gerado pelos ai’s. Se existir u ∈ G(Ω) tal que L(u) = f então J = K.

Prova.

Suponhamos que J seja um ideal próprio de K. Se existe u tal que L(u) = f , então

Im(κ(f)) ⊂ J . Mas sabemos que J não é um ideal aberto em K logo Im(κ(f)) não é

aberto. Pelo teorema 4.3, é uma contradição. Portanto, J = K.

Na teoria clássica, se

L =
∑

1≤k≤n

akD
k

um operador com coeficientes cons-tante, então existe uma solução de L(u) da forma

f(z) = exp(λz), onde ∑
1≤k≤n

akλ
k = 0.

Nosso próximo resultado mostra que este caminho clássico nem sempre da certo para

neste contexto.

Proposição 4.7 Sejam A ⊂ S e L o operador diferencial definido por L = χ
A
D2+χ

A
cId.

Então as soluções de L(u) = 0 são todas da forma χAf com D2f = 0 e χ
A
λ2 + χ

A
c 6= 0

para todo λ ∈ K.
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Prova.

Se D2f = 0, então

L(χAf) = (χ
A
D2 + χ

A
cId)(χAf) = χ

A
D2(χAf) + χ

A
cχ

A
f = χ2

A
D2f + 0f =

= 0 + 0 = 0. Como D2f = 0 e χ
A
χ

A
c = 0 temos que L(χAf) = 0.

Seja f tal que L(f) = 0. Então

χ
A
D2f + χ

Ac f = 0, assim χ
A
[χ

A
D2f + χ

Ac f ] = 0. Logo, χ
A
D2f = 0 e χ

Ac f = 0.

Como 1 = χ
A

+ χ
Ac temos que

f = χ
A
f + fχ

Ac = χ
A
f e D2f = 0. Se χ

A
λ2 + χ

Ac = 0, então

χ
A

c [χ
A
λ2 + χ

Ac ] = 0. Portanto, χ
Ac = 0, o que é uma contradição pois, χ

Ac 6= 0.

Vamos estudar agora a equação não homogênea: Sejam g ∈ G(Ω) e L = χ
A
D2+χ

A
cId.

Se u é tal que L(u) = g, então D2(u) = χ
A
g + χ

Ac D2(g). Portanto, usando o nosso

Teorema Fundamental do Cálculo segue-se que u = h + u0 , onde L(u) = 0 (D2(h) = 0),

u0 = χ
A
G + χ

Ac g e D2(G) = g. Logo, neste caso, a condição J = K no teorema acima é

também suficiente.

31



Referências Bibliográficas
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