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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar a teoria algébricas dos numeros
generalizados de Colombeau. A teoria das fungoes generalizadas de Colombeau foi desen-
volvida para viabilizar o produto de duas distribuigoes, que em geral nao é possivel na
teoria classica.

Estudaremos as propriedades algébricas e topoldgicas de K, e mostraremos que o
conjunto Inv(K) das unidades de K é aberto, denso e K nio é um dominio de integridade.
E caracterizamos os ideais maximais de K, e trataremos da nocao de Valor Pontual genera
-lizado, introduzido por Obberguggenberger-Kunzinger. O qual é usado para dar uma
nova abordagem das fungoes generalizados. E finalizaremos o nosso trabalho apresentando

duas aplicagoes a E.D.P.



Abstract

The currente work has as objective to present the Algebric theory of the Colombeau’s
generalized function was developed to make viable the producto from two distributions
that in general aren’t possible on the classic theory.

We'll study the algebricals and topologicals from K properties unities from K is open
and dense and K isn’t a Integrity Domain. Every maxima ideal from K is closed and any
z € K, or is a unity or a divisor from zero. Well’also give the complete description of
the maximals ideals from K. Finally, w’elltreat the notion from the Generilized Pontual
value introducted by Obberguggenberg-Kunzinger, that is to give a new approach of the

generilized functions, and we finish our work presenting two aplicatios to E.D.P.
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Introducao

O presente trabalho é baseado nos trabalhos de Aragona-Juriaans e D. Scarpalezos,
[8] e [9]. O objetivo é fazer uma breve apresentacao da teoria dos numeros e fungoes
generalizadas de Colomebeau.

Esta teoria possibilita a multiplicacao de duas distribuigoes, fato que nem sempre é
possivel na teoria das distribuicoes. A algebra de fungoes generalizadas de Colombeau
constitue de uma Algebra Diferencial G() contendo o espaco das funcoes suave C>(€2)
como uma sub-algebra.

A ideia bésica da teoria das fungoes generalizadas de Colombeau é a regulariza ¢ao
por uma familia de fungoes dependendo deum parametro €.

Faremos de inicio uma apresentacao dos “ntimeros generalizados” que tende a ser uma
ferramenta para o desenvolvimento do nosso Calculo diferencial. Para tanto, necessitare-
mos apenas de conhecimentos basicas de Calculo, Agebra e Topologia.

Denotaremos por K (R ou C) e K o anel comutativo com unidade dos niimeros gene-
ralizados. Para cada subconjunto 2 nao vazio aberto de R™, denotaremos por G(f2) a
K—4lgebra das funcdes generalizadas de Colombeau. A topologia introduzida sobre G()
sera chamada topologia cortante, a qual é compativel com a estrutura algebrica K.

Apresentaremos algumas propriedades das estruturas algébricas e topoldgicas de K.
Para tanto, vamos precisar de algumas notagoes bésicas como: I =]0,1], I =1[0,1], I, =
10,9, VnelekCCQéum subconjunto compacto de €.

Posteriormente, apresentaremos os primeiros resultados como: o conjunto Inv(K) das
unidades de K é aberto, denso e K nao é um dominio de integridade, o mesmo se mantém
para G(2). Todo ideal maximal de K é fechado e qualquer z € K ou é uma unidade ou um
divisor de zero. E daremos também uma visao mais exata da estrutura dos ideais maximais

de K. Esse estudo é baseado em duas ferramentas basicas: a andlise cuidadosa de zeros dos



elementos representantes de K, segundo um conjunto S consistindo de subconjuntos de
]0,1]. A cada A € S associamos um elemento x4 de K. Aqui x4 tem como representante
a funcdo caracteristica de A. E chamaremos atencdo para o seguinte fato: K néo é
noetheriano nem artiniano. E por outro lado, derivamos diversas caracterizacoes das
unidades de K e obtemos uma descricao completa dos ideais maximais de K.

Por 1ltimo apresentaremos um Célculo Diferencial nos moldes do Célculo

tradicional e faremos duas aplicagoes em Equacoes Diferenciais Parciais deste formalismo.



Capitulo 1

Os Numeros Generalizados de

Colombeau

Nessa secao, apresentaremos numeros generalizados de Colombeau. Iniciaremos
este capitulo com as defini¢coes basicas e fixaremos a terminologia. Os resultados neste

capitulo tém como base o artigo [1].

Definicao 1.1 Uma dlgebra W sobre o corpo K é um conjunto munido de operacoes de

adicao, multiplicacao e multiplicacao por escalar tal que:
1. (W, +,.) é um anel;
2. (W,x) é um espago vetorial sobre K;
3. SecekK, x,y € W, entao c(xy) = (cx)y = z(cy).

Definicao 1.2 Um subconjunto nao-vazio B de W é uma sub-dlgebra se ele com as

operacgoes herdadas de W € uma dlgebra.

Definigao 1.3 Seja E(K) = F(ILK) = {2 : I — K} o0 espago de fungoes de I em (K).
Note que o mesmo é uma K—dlgebra. Aqui I =]0,1] e K € {R, C}.
|2 ()|

EMEK):={z:IT—=R | daeR tal que lir%—:O}.
e— ca

Note &£y é uma (K) sub-dlgebra de £(K). Os elementos de E,(K) sdo chamados

fungoes moderadas.



Seja
NEK)={zt:T—-R | lim@:O‘v’aER}.

e—0 £
Seus elementos sao chamados fungoes nulas.

Veremos mais adiante que N (K) é um ideal de Ep(K).
Definicao 1.4 Se & € Ey(K), definimos

A(z) :={a e R| lin%|x€(—5>| = 0}.

E facil ver que, A(#) = R < & € N(K).
Definigao 1.5 Se = € Eu(K), definimos V(z) := sup A(z). (Valuagdo de &)
Lema 1.1 Seja & € Ey(K). Se hII(l) EEL — 0, entdo lnré Bl _0 vb<aeR.

Prova. Com efeito, hml (E‘ = hn%( g™ b"i_(—f)l) = lim e b hr% BEL— 0, vb < a.
Como conseqiiéncia desse mesmo lema, temos que existe a € R U {oo} tal que

A(2) =] — 00,a] ou A(#) =] — 00, al. E claro entdo que, a = V().

Observagao 1.1 V(%) = co & lim 222 EEl— 0, vr eR, & 7 € N(K).

E—

Proposicao 1.1 Sejam 2,y € Epm(K) e A € K. Entao:

1. Seja & € Epm(K). Pela observagao acima, 0 € N(K) <
<:>hrr(1)|( =0,Vr eR, & V(0) = 0.



2. Seja & € Epm(K). Suponhamos que exista ¢ < V() e § > 0. Entao
hH(l) PeE)l = |\ hrn )l =0&qg—90¢€ A(z), V6> 0com § — 0. Logo
q < sup A(Az) = V(Az). Portanto, ¢ < V(z) < V(AZ) com A # 0.
Vamos provar que V(&) > V(AZ) com A\ # 0.
Suponhamos que exista V() < ¢ < V(AZ), entao

lin% Wz# = |\ lin(l) ua(—j)l = 0 e portanto, ¢ € V(Z) ja que A # 0. Mas isso contraria
e— e—

a hipdtese. portanto, V(A\z) = V().

2 e—0¢g972

3. Sejam p = V(2),q = V(§) e § > 0, entdo 111%%—' - hn% (6)] i 1) — 0 pois,
E— e—U &

p— g € Az)eq— g € A(y). Segue-se que p+q—9 € A(z.y), V6 > 0 com § — 0.
Assim p + ¢ < supA(z.y) = V(2.9). Portanto, V(z.9) > V(z) + V().

4. Sejam 7 = min{V(z),V(9)}, e § > 0. Temos que

i D) B1C) | 160)

=0
e—0 e E—>0 I g e—0 57_5 ’

poisT—0 € A@)er—0d€ A(). LogoT —d € A(Z+79), V6 > 0. Portanto,

~

T <sup A(z+9) = V(2 +79) e conseqiientemente, V(z+¢) > 7 = min{V (), V(y)}.
]

Corolédrio 1.1 Se & € Ey(K) e 2 € N(K), entio A(z + 2) = A(Z). Em particular,
V(z)=V(z+2).

Prova.
Vamos mostrar que A(z + 2) C A(Z) e A(Z) C A(z + 2).
De fato, Se a € A(z + 2). Entao
hrnM = 0. Como 2 € N(K) temos que 1}3&@ =0,V beR. Logo

lim ZE _ y, 12E) +2() = 2C)] < lim B+ 2]y, BN _

e—0 g2 e—0 o e—0 o e—0 g@

Assim a € A(%) e portanto, A(Z + 2) C A(z) e V(& + z) < V(Z) e pela proposicao 1.1,
V(z 4 2) > V(&) e portanto, temos a igualdade.

Corolario 1.2 O conjunto das fungoes moderadas Eap(K) € um anel e N'(K) € um ideal



Prova.
Como Em(K) € F(I,K) é um anel, basta provar que Ey(K) é subanel de F(I, K).
Sejam z,,z, € Ep(K). Devemos provar que &, + &, e &,.2, € Epm(K).
De fato, existem a,,a, € R tais que lli% w =0, 7 = 1,2. Definindo

a := min{a,,a,} e suponhamos que a = a,. Entao

i O+ BO @ +BE RO, 8 E],
e—0 ca e—0 cal e—0" g™ e—0 gn
Como hr% |x1(€)| = 0, temos que

az

tim 2 _ gy &2 g, 1220

e—0 g™ e—0 % e—0 g%

=0.
Pois, llir(l] e = llil(l) e®2~m ¢ {(0,1}. Portanto, Z, + &, € Epm(K).
Vamos provar que, z, - &, € Ep(K). Suponhamos que a = a, + a,. Entdo

REO56 8056 [BEO56] 86, 156,
e—0 ca e—0 ga1taz e—0 £01 g2 e—0 M g0 g2

Portanto, z, - &, € Em(K).
Provaremos agora que N (K) é um ideal de E,4(K). Sejam i, 2, € N (K) e z € Em(K).
Vamos provar que &, + 2, e .2, € N(K).

Iw(a)

De fato, como & € Ep(K) segue-se que existe b € R tal que hm L =0 por outro

lado, &,, 2, € N(K) tem-se que Va € R lim |x; =0,i=1,2. Assnn
e—0 e e—0 o o
que implica liIr(l) \m(a)gw =0,VaeR. E
i BO2E) _ 15 O] _
e—0 ca e—0 gb ga—b

Va,b € R. Logo &, + &, e z,.2, € N(K). Portanto, N'(K) é um ideal de &x(K).

Definicao 1.6 O anel dos numeros generalizados de Colombeau € definido por
K := Eu(K) /N(K).

Dizer que, se v € K entdo, x = & + N(K).



Capitulo 2

Propriedades de K.

Nesse capitulo, apresentaremos algumas propriedades algébricas de K. As notagoes
estabelicidas na secao anterior serao usadas aqui espontaneamente. A referéncia basica

para este capitulo é o artigo [1].

Definicao 2.1 Uma métrica num espaco métrico X € uma funcao

d: X x X — R, tal que Vz,y, 2z € K, satisfaz as sequintes propriedades:
1. d(z,y) >0sez #yeD(z,z)=0;
2. d(z,y) = d(y,»);
3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Definicao 2.2 Uma métrica d sobre um espago X é uma ultramétrica se

d(z,y) < maz{d(z,2),d(z,y)}, Vz,y,z € X.
Definicao 2.3 Sejam x,y € K entdo D : K x K — R, onde
D(z,y) := ||z —yl| = exp(=V (2 — 9)) € R4,
em partivular, D(x,0) = ||z||.

Os resultados da secdo anterior mostram que D define uma ultra-métrica sobre K.
A topologia induzida por D é denominada a topologia cortante sobre K.
Definindo o elemento o, € K, tem como representante &, (g) := £" sdo unidade de

K. Pois, como se vé facilmente, o, - gy = a,45. Também é claro que V(a,.) = r. Logo

low|| = exp(=V (&) = exp(=r).



Lema 2.1 Sejam o, € K e & € Epq(K). Entdo V(a,2) =r + V().

Prova.

Seja d, € K. Entao

T<r+V(@) < V() >7—r. Logo lim l(@-2)(e)] = lim |ar<€>|.lim ()] =0
) ; e—0 eT e—0 er R e—0 7T
Pois, limM —lmZ — 1, como 7 — r < V(&) segue-se que lim M — 0. Assim
e—0 er e—0 " e—s0 g7

T <sup A(da,z) = V(a,z) e portanto, 7 < V(d,z).
Vamos provar que r + V(z) > V(a,z). Suponhamos que exista

V(wzr) <t <r+V(z) < V(z) <71—r. Logo

o @)@l e |8E) @) =

= 0 pois, lim — —1le
e—0 R eT e—0 er e—0 g7 T e—0 er e—0 g’
£
lim 2l — 0seT—r < V(&), o que é uma contradigao. Portanto, V' (a,z) = r+V (z).

e—0 g7~

Proposicao 2.1 D ¢ uma ultramétrica e satisfaz as sequintes propriedades.

1. Se ||lz|| < lly|l entdo, D(x,y) = lyl;
2. [ Azl = [l
. -yl < fll - Nl
4 Mozl = llowl - ll=[l;
5. |z 4+ yll < max{||=]], [lyll}-
Prova.

Lozl < llyll & exp(=V(2)) < exp(=V () & V(2) > V(§) & A(H) & A2).
D(z,y) = llyll & lly = =ll = lyll & exp(=V (5 — 7)) = exp(=V(9)) & V(§ - 7) =
=V(y) & A(g—12) = A(y). Vamos provar que, A(g—z) C A(y) e A(y) C A(g—2).
Sejam z,7 € Eu(K) e seja r € A(y). Entdo como r € A(Z) temos que:

lim 1= w)(f)l < hr% el hm 5)| = 0. Pelo fato de r € A(y) e r € A(z). Logo

e—0

r € A(y — z) e portanto, A( ) C A(y — z).
Seja r € A(y — ). Afirmacgao: r < V(g). Caso contrario, existe 6 > 0 tal que

r=V(@) +6 < V(&)



Logo

lim 2O — iy 0-DEH < th)(E‘—|—hn(1)|‘rg(E = 0. Pois, r € A(y — &) e

e—0 e—0 e—0

r € A(z). Assim, r € A(y) e r < V(y), absurdo.

Portanto, A(§—z) C |—o0, V()] = V(y—) < V(y), ouseja, A(y—z) C A(y) e com

isso, conclui-se que A(y— ) = A(y) < V(g —z) = V(y) e portanto, D(z,y) = ||y||.
2. Como V(Az) =V (z), segue-se que

[AZ]| = exp(=V(A)) = exp(=V (%)) = [|l].-

lz.yll = exp(=V(29)) < exp(=(V(2) + V(1)) = exp(=V (%)) exp(=V(9)) =
= [l lyll

4. Sabendo-se que, V(&,.2) =r+ V/( —r) temos que

=
3
3
|
@
o]
=

lov.zl| = V(Gr.) = exp(=(r + V(2))) = exp(=r). exp(=V(Z)) = [z [|.[|]]

5. Sabendo-se que, (V(z +y)) > min{V(z), V(y)} temos que ||z + y|| =

= exp(=V(z+y)) < max{exp(=V(z)),exp(=V(y))} = max{|[z|, [[yll} < [l=]l+]lyl

u

Lema 2.2 Seja z € K— {0} en € N. Entdo ||z"|| = ||z||". Em particular se ||z|| < 1,
entdo " — 0, quando n — oco. Também existe r € R tal que ||ca,..z|| = 1.
Prova. E ficil ver que V(&™) = nV(#). Logo ||z"| = |lz||*. Se ||z|| < 1 entdo é claro que
o referido limite é zero. Pois,

[ = [lz]|" < exp(=V(2"))) = exp[=V(&)]" = exp[—nV ()] & V(") =
= [V(@)]" = nV(2) & A@2") = (Az))".
Se a € A(z™), entdo hr% uiﬂ = lli% E2El — 0. Logo a € [A(z)]". Portanto,

A(z™) C (A(x))".

Agora se a € (A(z))" entao, hr% 6( = lli% (66” = 0. Logo a € A(z)". Portanto,

(A(z))"(C A(z™). Assim, conclui-se a igualdade.



Para provar a segunda parte do lema, definimos, r := In ||z||. Entao

log]| - = [la[|.[l]

= oxp(=r).[|lz]

= exp[—In [[z|]. ||z
1

= exp[ln(m)]-HxH
1
= el

Observagao 2.1 A estrutura determinada por D (respectivamente,d ) sobre K (respectivamente
E(K) ) ¢ chamada estrutura uniforme cortante sobre K ( respectivamente £(K) ). A

topologia uniforme determinada por essa estrutura sobre K serd denominada topologia

cortante sobre K. Ver [8] e [9]

Teorema 2.1 K com a topologia cortante é uma dlgebra completa.
Veja [8] e [9].

Definicao 2.4 Sejaa €K er € R% . Entdo:
1. Chamaremos de bola aberta de centro a e raio r ao conjunto

B(ajr) = {z €K: ||z —a| < r}.

2. Chamaremos de bola fechada de centro a e raio r ao conjunto

B'(ajr) ={r €K: |z —a|] <7}

3. Chamremos de esfera de centro a e raio r ao conjunto,

S(a;r) = {r € K: ||z —al =r}.
Notagao: B, (z¢) representa a bola aberta de centro z e raio 1.

Definicao 2.5 Seja x € K, dizemos que = é associado a zero, onde denotamos por x = 0,
se para algum representante T de x temos lir% #(e) = 0. Dois elementos z,y € K sdo
£—>

associados, isto €, x Ry v —y = 0.

10



Lema 2.3 Seja B, a bola de centro zero e raio 1.

1. x € B, se, e somente se, V(x) > 0 para todo representante & de x.
2. x~0;
3. D(l,z)=|1—z| =1.

Prova.

1. Seja r € K, entdo:

Vi) >0 —V(r) <0 exp(—V(z)) <exp(0) =1<||z]| <1<z €B,.

2. Vamos mostrar que = ~ 0.
De fato,

reB,=V(x)>0=0¢e A(z) = limz(e) = 0. Portanto, z ~ 0.

e—0

3. Se ||z|]| < 1, entdo |1 — z|| = 1, proposicao 2.1.

Definicao 2.6 O conjunto dos inversos de K é dado por:
Inv(K) = {z € K| z ¢ uma unidade}.

A funcgao V¥ definida por,
vV:R —K
r — Y(r)=a,

r4s

¢ um monomorfismo de grupos. Pois: U(r + s) = a5 = € =¢c"ef = ap.a =

U(r)¥(s) e U(r) =V(s) = a, =a;, =" =¢*=r =s. Como ja observado, temos que a

imagem de ¥ esta contido em Inv(K.

Lema 2.4 Sejax € K, com ||z|| < 1 e seja y, = Zxk =1+z+..4+2" — y uma série
k=o0
convergente em K, entdo y(1 —x) =1, isto €, y e 1 — x sao invertiveis.

Prova.

Dados m,n,e > 0, escolhendo ng tal que [|z]|™ < e.

11



Dy ) = [l — yn|—\|2:c Zw’“H—H St = e e

k=n+1
Lembrando que se ||u|| # ||v|| € K, temos que D(u,v) = max{||ul, ||v||}. Assim, se
|z|| < 1, entao ||27|| = ||z||Y > ||z|P™, Vt > 0. Em particular, |[z"| = |z|"™ >
lz||"*2 > ... > [Jz]|™ Logo [|z"™' + 2" + ..+ 2™ = [Ja" || = ||z||"*". Portanto,

D(yn, ym) = |lz]|"* < [lz]™ <.
Portanto, a seqiiéncia é de Cauchy e converge em K.
Agora, mostraremos que 1 —2 € Inv(K). De fato y,(1 —z) = 1 —2""'. Sendo ||z < 1

e tomando o limite em n obtemos que y(1 — x) = 1. n
Corolario 2.1 B, (1) C Inv(K).
Lema 2.5 Seja x € K com ||z|| < 1. Entdo 1+ z € Inv(K).

Prova.
Visto que, 1 — 2 € Inv(K) com ||z|| < 1. Entdo 1+ = 1 — (—z) € Inv(K). Portanto,
1+ € Inv(K).

Teorema 2.2 Inv(K) = {v € K| 3 u €K ,uv =1} € aberto.

Prova.
Seja 9 € Inv(K), entdo 29 # 0 e ||z|| # 0. Seja z € B,.(x) entdo |z¢ — 2| < r, ou

seja, z = 19 + (2 — m0) = 2o(1 + 25 (2 — 20)). Definindo x := x5 (2 — ) temos que

z = x9(1 + z). Vamos mostrar que, B, (7o) C Inv(K). De fato, se tomarmos r < Tao

temos que
lz|l = |lzot(z — 20)|| < llzgtlllz — zol| < |lzgt|lr < 1. Logo, pelo lema acima,
1+ € Inv(K) o que implica em z € Inv(K). E portanto, Inv(K) é aberto. [

2.1 ideais

Seja R um anel e x € R. Entao x € nilpotente se existir um nimero natural n tal que
2™ = 0. Um ideal maximal M de R é um ideal préprio de R que nao esta propriamente

contido em nenhum outro ideal de R.

Proposicao 2.2 Se a 1K € um ideal proprio entdo a tem interior vazio.
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Prova.
De fato, se a nao tem interior vazio, entao a contem uma vizinhanca aberta de 0.
Como a seqiiéncia de unidades (o, )neny converge para zero, temos que a partir de um

certo instante teriamos que «, € a, um absurdo ja que a é um ideal proprio.

Lema 2.6 K € um anel reduzido, isto é, nio tem elementos nilpotentes.

Prova.
Seja x um elemento nilpotente. Entao, existe n > 0 inteiro tal que ™ = 0. Logo

0 = ||z™|| = ||=||™. Portanto, ||z|| = 0 e conclui-se que x = 0. n

Lema 2.7 Seja b um ideal de K e I o fecho topoldgico de b em K. Entio b <K é um

1deal.

Prova.
Vamos provar que z,y € beze InV(K) tem-se que T +y € bezz€b.
De fato, se z,y € b entfo, existem z,,y, C b tais que z,, — = e y, — y. Portanto,
Tp+yp—T+y=z+ychb e

z-xn—>xz:>xz€5

Lema 2.8 Seja J <K um ideal mazimal. Entdo J é fechado.

Prova. Pelo Lema 2.7, o fecho JdeJéumideale JCJ CK. Se J G J entao, sendo
J um ideal maximal, segue-se que J = K. Em particular 1 € J e B;(z) ¢ J = K. Como
1 € J, temos que existe (n)n>1 C J tal que x,, — 1, implica que existe ny tal que
n > ny = x, € By(1). Portanto,

r, € JNInv(K) e dai 1 € J o que implica em J = K, o que é absurdo. Sendo J um

ideal maximal, conclui-se que J = J.
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Capitulo 3

Funcoes Caracteristicas

Nesse capitulo veremos um tipo especial de funcoes caracteristicas e mostraremos
que eles sao relacionados com os ideais primos e maximais de K. Algumas das principais
consequiéncias dessa analise, sao que, o conjunto das unidades de K ¢é aberto e denso e K

nao é um dominio de integridade. A referéncia basica para este capitulo o artigo [1].

Definicao 3.1 Seja S={A C]0,1] | 0 € A N A°}, isto significa que zero é ponto de

acumulacao de A e A°.

Definigcao 3.2 Seja A € S. A funcao caracteristica de A € a fungao
Xale) : I —{0,1} definida por,

0 se € A°
XA(g) =
1 se e€ A

Denotamos por x4 a classe de x, em K.

Observagao 3.1 Note que se A € S, entao A € S e x, € &, (K), mas x, ¢ N(K).
Assim x, # 0 em K e Xa - Xac = 0. Logo x, € X, sao idepotentes ortogonais e ambos

sao divisores de zero.
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Lema 3.1 Seja A € §. Entao

1. X2A:XA
2. Xpae + Xa =1
3. Xa Xae = 0.

Prova.

Vamos provar apenas o item (1), pois As outras sao ébvias.

X2 = Xa-Xa = Xana = X4 (idepotente em K). u

Definicao 3.3 O ideal b de um anel comutativo R diz-se primo se tem a sequinte pro-

priedade: se x -y € b, entao x € b ouy € b.

Definigao 3.4 Denotaremos por P,(S) o conjunto de todos os subcojuntos

F € P(S), que satisfazem as sequintes condigoes:

1. Para todo A € S, temos ou A € F ou A° € F, nunca ambos.

2. SeAeFeTlTelF, entao AUT € F.

Definigao 3.5 Seja F € P_(S) e definimos por,

9(F)=(xa | A€F),

0 ideal de K gerado pelo conjunto de todas as funcdes caracteristicas de A tal que A € F.

Lema 3.2 Se F € P.(S), entdo g(F) é um ideal préprio de K.

Prova. Suponha que g(F) = K, entao existem

a,a,,..,a €K e
ALA,, . A eF
tal que
k
1= ZaiXAi'
i=1
Agora, definimos
A:=(AceT,



entao
A=JA eF
i=1
Como A € F segue-se que A° € S. Agora, A; C A elogo Vi AN A; = (). Consequente-

mente x,.X,, = 0.

Multiplicando por x, a equagao

k
1= Z aiXAia
=1

temos:
k

Xa = ZaiXAXAi = 0.

i=1

Absurdo, pois A € § = x, # 0. Portanto, g(F) é um ideal préprio de K. |
Definicao 3.6 Seja P um ideal primo de K. Definimos
Fp ::{AGS | XAGP}.

Lema 3.3 Seja P <K wm ideal primo, entdo existe uma tunica familia

Fp € P.(S) tal que g(Fp) C P.

Prova. Dado A € § vamos provar que ou x, € P ou x,. € P, isto ¢, ambos nao podem
pertencer a P.

De fato como x, - X, = 0. € X, + X, = 1 segue-se pela primalidade de P que ou x,
ou x,. pertence a P. Segue-se que ou A € Fp ou A° € Fp.

Agora, dados A,B € F, entao, x,,xs € P e portanto, x,ng = X4 - Xz € P. Logo
XaUs = X4+ X5 — Xans € P. Logo AN B € Fp. Portanto, Fp € P_(S)

Definicao 3.7 Sejam v € £,, e a € R*. Entao
Na(u):={eel | |ule)] <e}.
Definicao 3.8 Sejam x € K e & um representante de x. Entdo
Z(z):={e€l | z(e) =0}.
Denotaremos o fecho de Z() por Z(z).
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Teorema 3.1 Seja x € K entdo:

a) x € Inv(K) se, e somente se, 0 ¢ Z(&) para todo representante & de x.
b) As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

i) v ¢ Inv(K);

ii) Ewiste um representante @ de x tal que 0 € Z(2);

iii) @ é um divisor de zero.

Prova.
a)
(=)

Seja # € Inv(K) e seja & um representante de z tal que 0 € Z(Z). Entdo a classe
y = cl[g] € K da funcio caracteristica de Z(#) satisfaz xy = 0 e y # 0, isto é uma
contradigdo, porque x = 0 ¢ Inv(K). Logo 0 ¢ Z(%).

(<=) Suponha que z ¢ Inv(K), entdo 1 ¢ Ey(K). Logo, V7 € K tem-se que ou
li_r)r(l) %a(—f)' # 0 ou este limite nao existe.

Note também que se existir a tal que |z(g)| > €%, entdo x seria inversivel. Concluimos
destes fatos que existe uma seqiiéncia (£7!) tal que |z(g)| > €', Vn. Seja A = {€!'| n € N}.
Agora define Z, := & — x4. Entdo %, é um representante de x com A C Z(z,), uma
contradicao.

b) i =ii Segue do item a.
b) ii =-iii E claro que se # é um representante de z tal que 0 € Z(2), e § é a funcdo
caracteristica de Z (%), entdo y := ¢l(j) € K e yx = 0. Portanto, = é um divisor de zero.

b) iii =i Obvio.

|
Proposicao 3.1 O anel K ndio € nem local e nem é um dominio de integridade.
Prova. Consideremos as seguintes fungoes moderadas:
#(e) == —sin(e ™) e g(e) ;= 1—2(¢) com ¢ € I. Como Z(z) e Z(§) pertencem a P,(S)

temos que z,y € K\ Inv(K). Se K fosse um anel local e denotando por m seu tinico ideal
maximal, teriamos que x,y € m. Logo x +y = —sin(e™!) + 1 + sin(e™!) = 1 € m, uma

contradicao assim, K nao é um anel local.
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Mostraremos agora a segunda afirmagao. Define A := {m~' | m € N*} e sejam x,
e X, as funcoes caracteristicas de A e A° respectivamente. Entao x, e x,. sao funcoes

moderadas nao nulas tais que x, - x,. = 0. Portanto, K n#o é dominio de integridade.

n
Lema 3.4 Seja x € K" uma ndo unidade. Entdo:
a) Z(%) € S para cada representante 3 tal que 0 € Z().
b) para todo representante @ de x tal que 0 € Z(%) existe a € N* tal que No(2) € S.
Prova.
a) Fixe um representante & de x tal que 0 € A, onde A := Z(Z). Suponhamos que

0 ¢ Ac entdo, existe n > 0 tal que ¢ ¢ A°, Ve < 7. Mas, T, = 0 0 que implica em
x =0, o que é uma contradicao pois, € K. Portanto, o item (a) estd provado.

b) Como A := Z(%) temos A C T, := N, (2) Vv € N* assim, por (a) segue-se que
0 € T,, para cada v € N*. Da suposicio de que 0 ¢ T, (%) Vv € N* segue-se que existe
n(v) € I tal que &(e)| < €™, Ve € L. Logo x = 0, outra contradicao. Portanto, o item

(b) esté provado.

Lema 3.5 Dadosz € K e F € P.(S), as sequintes afirmagdo sio equivalentes:
1. x € g(F).
2. Existe um representante & de x tal que Z(2)° € F e assim, X, = 1—X,,, € 9(F).

Prova.

(i = ii) Como z € g(F) pelo lema 3.2 segue que r ¢ InvK, logo pelo teorema 3.1
existe um representante x, de x tal que 0 € Z(z,). Pelo lema 3.4, A := Z(x,) € S e
portanto, estd provado caso A° € F. Assim, podemos supor que A° ¢ F o que implica

em A € F. Por (i) podemos escrever

k
T=) X,
=1

onde A; € F e a; € K para todo i = 1,2,3..., k. Como z ¢ InvK, vimos que z.x, = 0.
Assim © = z(1 — x,) = z.x,.. Portanto,

k k

T=1T.Xpe = ZaiXA‘XAC = ZaiXAi”Ac'

i=1 i=1
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E evidentemente, podemos supor sem perda de generalidade que,
Xa,Nac #0Vi=1,2,3,... k.
Agora definiremos, U := U:il A;NA°eT:=A°\U. Sendo A;NA°NT = () para

cada i =1,2,3, ...,k temos que

k
TXp = E @iX a,nacnr = 0.
i=1

Assim, & = x —xx, é um representante de x e definindo Z(z) = AUT =: R. Logo, basta
mostrar que R® € F. Como

Xa,nac 7 0, segue-se que 0 € AiNAc (1<i<K)evisto que
0 € A° C (A;NA°), obtemos que A;NA° € S (1 <i < k). O fato de A; € F e
A;NA°CA; (1 <i<k)nosdaque A;NA° € F. Portanto, R* =U € F.

(i = i) Seja & um representante de x tal que Z(2)° € F e A :=Z(z). Como xx, =0

segue-se que £ =& — xX, = X, € g(F).

3.1 O Lema de Aproximacao e algumas Conseqiiéncias

O Lema que segue é essencial na demonstracao dos resultados subseqiientes. Vamos

denominar-lo o Lema da Aproximagao. A sua demonstra¢ao pode ser encontrada em [1].

Lema 3.6 (Lema da Aproximagao) sejax € K wma ndo unidade. Entao, se satisfaz

uma e somente uma das condicoes abaixo:

1. Existe um representante & de x e a > 0 tal que A := Z(z) € S e |(e)| > € para

cada € € A€,

2. para todo representante @ de x tal que 0 € Z(Z) eviste uma seqiiéncia (Ap)n>1 em

S e uma seqiéncia (ay),>1 em N* tais que:
3. Api1 C AL e Ay > ay, para cada n € N¥.
4. |2(e)] < e™ Ve € Ay e |2(e)| > ™ Ve € Ag sempre que n € N*.

5. xxa, — 0 quando n — oo.
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Prova. Ver- Tese de Antonio Ronaldo- IME-USP.

Dado u € &v(K) definiremos ©, = cl(6,) e ©,* = cl(6,1). Visto que
Ou. O gt = 1, temos que eles sao unidades.

Podemos agora dar uma descricao completa dos ideais maximais de K.

Teorema 3.2 1. Para todo ideal maximal m de K temos m = g(Fp,).

2. Para todo F € P,(S) o ideal m = g(Fp,) € mazimal e F = F .
Prova.

1. Seja m um ideal maximal de K. Pelo lema 3.3 existe uma tnica F = F, tal que
g(F) C m. Seja z € m\g(F). Construiremos uma seqiiéncia (zy,) tal que x4, —
em K.

Vamos mostrar primeiro que, x satisfaz a condigao (b) do lema 3.6. De fato, supondo
que z satisfaz a condigao (a) do lema 3.6, entao existe um representante & de x e
a> 0 tal que A :=7Z(2) € S e ()| > €* para cada € € A°. Supondo que A € F
segue-se que ¥ := O. T + xa € m e y claramente ¢ uma unidade; uma contradicao.

Se, por outro lado, A® € F, entao temos que x = xxae = 1 — x, € g(F).

Logo, podemos supor que x satisfaz a condigao (b) do lema 3.6. Seja & um represen-
tante de  tal que 0 € Z(2) e considere as duas seqiiéncias (A ) e (a,) associados a
(Z) conforme a condicao (b) do lema 3.6. Mostraremos que A, € F paracadan > 1.
De fato, se nao for o caso entao existe v > 1 tal que y := O, z(1 — x,, ) +X,, €m

¢ uma unidade o que contradiz a hipétese.
Portanto, segue-se que (rxag),., € 9(F) e do lema 3.6 temos que xx,. = 7 —

TX,, — % quando n — oo,

2. Pelo lema 3.2, g(F) é um ideal préprio de K e por isso estd contido em um ideal

maximal m de K. Além disso, do lema 3.3, conclui-se que F = Fp,. Portanto, pelo

item anterior obtemos m = g(Fy,).
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Teorema 3.3 Dado z € K as sequintes afirmacies sio equivalentes:

1. z € Inv(K).
2. Para todo representante & de v existe a € R e o € I tal que |z(e)| > €%, V 1,.

3. 1 € Em(K) para cada representante & de w.

Ja foi provado que o grupo de unidades é um conjunto aberto na topologia cortante.

Agora vamos mostrar que de fato ele é um subconjunto denso.
Teorema 3.4 Inv(K) é um subconjunto aberto e denso de K.

Prova.
Lembre-se que ja foi provado que este conjunto é aberto e portanto, falta provar a

densidade de Inv(K). Para isto, fixaremos

r € K\Inv(K) e construiremos uma seqiiéncia (z,,), ., em Inv(K) que converge para

m>1

x. Suponha primeiro que x satisfaga a condi¢cdo (a) do lema 3.6, entao

T =21 — XA4) F OmXa =T+ amx,(m>1) e K.

Do teorema 3.3, z,,, € Inv(K) para cada m > 1 e é claro que z,,, — z ja que,
[2m — ]| = [lamxall = llom]| = exp(=m) — 0

quando m — oo. Suponha agora que x satisfaga condicdo (b) do lema 3.6. Con-

siderando as seqiiéncias (A, )m>1 € (a)m>1 associados a & do lema 3.6 (b) temos
12X e (€)= |2(e)] > ", Vee€ A, comm >1. (1.3.1)

Definindo z,, :== z(1 — x,) + QmX,, temos que z,,, — = quando m — oo. De fato:

[zm =2l = (am = 2)xa,, [| < max{[lamxa, [ [[2Xa,, |} = max{flan]l, l2x,,, [} =

= max{exp(—m)|, |zx, [} — 0 quando, m — oo. Além disso, a desigualdade

(1.3.1) junto com o teorema 3.3, conclui-se que z,,, € Inv(K) para cada m > 1. Portanto,
Inv(K) é denso em K.
Provaremos agora o ultimo resultado importante deste capitulo.

Teorema 3.5 K ¢ algebricamente fechado em K/m para todo ideal mazimal m de K.
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Prova.

Primeiramente assumiremos que K = C e fixe o € C/m que é algébrico sobre C. Entao
C(«) é uma extensao algébrico de C que é algebricamente fechado. Assim, C(a) = C e
portanto, a € C.

Assumindo agora que K = R e seja o € R/m algébrico sobre R. Se o ¢ R entdo
R(a) = C. Assim i := v/—1 € R/m e portanto existe # € R tal que p := 2% + 1 € m.
Como p € m temos que p é um divisor de zero. Logo pelo teorema 3.1, p tem um
representante /i tal que 0 € Z (ft). Assim, existe uma seqiiéncia (€,),>1 em I tal que
f(en) = 0, para todo n > 1.

Portanto, se  é um representante de x entao,

e € T onde, w € N(R). Mas quando substituir € = ,(n > 1) na equagao acima obtemos
i?(e,) + 1 = w(g,) — 0, uma contradicio.

Outra forma de obter uma contradicdo é notar que pu > €2, para ¢ suficientemente
pequeno. Logo pelo teorema 3.3, i ¢ uma unidade e portanto nao pode pertencer a m.
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Capitulo 4

Calculo Diferencial de Colombeau

Neste capitulo veremos as nocoes basica do céalculo diferencial de Colombeau e faremos
uma aplicacao simples a equagoes diferenciais parciais. Os resultados deste capitulo estao

baseados no trabalho de Aragona-Fernandes-Juriaans ([2]).

Definicao 4.1 Seja U C K um conjunto aberto, x, € U e f : U — K, diremos que f ¢
diferencidvel em x, se existir z, € K tal que

f(x) = f(x0) — 2, (7 — 20)

O _1n ||lz—wo||

= 0.

lim
T—T0

Neste caso, f € dito diferencidvel em z,, escrevemos D(f)(z,) = z, e chamaremos z, a

derivada de f no ponto x,.
O lema a seguir nos diz que esta definigao faz sentido.

Lema 4.1 Seja U C K um conjunto aberto, v, € U e f : U — K. FEntdo existe no

mdzimo um z, € K tal que

f(x) = f(x0) — 2,(x — 20)

Q_1n [lz—z0]|

= 0.

lim

Tr—T0

Prova.
Suponhamos que existem z,, z, € K que satisfazem a defini¢cao acima. E vamos provar
que o limite é Unico. Entao segue que

(Zo — 21)(x — xO)

Q_1n [lz—2z0]|

lim =0.

T—x0
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Agora, se definirmos z, := z, + «,, ©, — x, quando «, — 0. Logo

n

(20 B 21)a

(20 _ Zl)<xn - xO) — lim
n—oo o

O |z, —o .

0= lim

n—~o0

=2,— 2 => 2, = 2.

Portanto, o limite é tnico.
n
Se f ¢é diferencidvel em z, podemos escrever f(z)— f(z,) = D(f)(z,)(x — z,) + E(z)

com lim —Z2@  — 0. Além disso,

z—xg ¥—Inllz—=zq|

D(f)(a,) = lim o) = /(@)

n—oo
an

Lema 4.2 Seja U C K um conjunto aberto e f: U — K diferencidvel em xo. Entio f ¢

continua em xg.

Prova.
£(a) — £(z,) = D)) (@ — 2,) + Ela) com lim 5B~ 0. Visto que,
r—xg Y- Inllz—xzq
|- tn ja—a0) || = ||z — @o|| segue-se que lim E(x) = 0. Portanto, f é continua em z5. m
T—T0

Proposicao 4.1 Seja U C K um conjunto aberto, se f,qg : U — K sdo funcgoes difer-

encidveis, entao:
1. f+ g € diferencidvel e D(f £ g) = D(f) £ D(g);
2. fg € diferencidvel e D(fg) = gD(f) + fD(g);
3. Se f(U) estd contido no dominio de g, entao D(go f) = (D(g) o f)D(f);

4. Se g(x) € inversivel para cada x € U temos que D(ﬁ) = w.

A proposicao nos diz, que esta nocao de derivacao satisfaz as propriedades usual da

derivacao do Célculo Diferencial Ordinario.

Definicao 4.2 Seja U C R™ um conjunto aberto, se f : U — K e v = (z,,...,2,),

z, = (T4, ..,1,,) €U. Sejal <i<n e suponha que existe um elemento a, € K tal que,

lim f<x017 ey x0¢+h,-..,x0n) - f(xom s in,.--,IOn) o &ih‘ _

h—=0 O 1n|lh|

24



Definimos %(l‘o) = «; e chamaremos a derivada parcial de f com z; a x( respectiva-

mente. Dizemos que f é diferencial em z se existe a = (ay, ..., a,) € K" tal que

f(x) - f(xo) - E1gignai($i*%i) -0

[ 7Y ||x—acOH

lim

T—To

Pode ser verificado que todos os resultados conhecidos do Célculo Diferencial contin-
uem validos neste contexto.

Por exemplo, se f ¢é diferencial em x,, entao é continua em z, e a}s na definigao de f
sendo diferencidvel sao exatamente as derivadas parciais em z,. Se K = R, o gradiente

de f em z, é definido por,

Definicao 4.3 Seja U C R™ um conjunto aberto e f : U — R™. Escrevendo
f=(f,.f.), onde cada f, : U — R é uma funcdo. Dizemos que f € diferencidvel

em x, € U se cada f, € diferencidvel em x,.

Observagao 4.1 f € diferencidvel em x, se, e somente se, existe uma R-aplicacdo linear
T :R" — R™ tal que
f(l’) — f(xo) B T(]] — xo)

O_1n ||:vfx0H

lim =0.

T—xo

A aplicagao T € denotado por Df(x,).

4.1 Valores Pontuais Generalizados.

Consideremos K" com a topologia produto e seja {2 C K" um subconjunto aberto.

Definiremos:

. : IxQ —K

(e,2) +—— (z.).

Qur={(z.) €Q" |Ipn>0 com |z || <e® paratodo e €1 }.

Dois elementos (z.), (y.) € {2 sdo ditos equivalentes, z. ~ y., dado n > 0 existe ¢ > 0

tal que |z, — y.| < €? para todo € € I, =]0, 7|
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Seja Q= Qu/ ~. Note que se 2 = K, entao Q=KeK"=K"
Diremos que (z,) € Q,, é compactamente suportado (tem suporte compacto). Se
existe K C ) subconjunto compacto e n > 0 tal que z. € K se ¢ < 7. Define o

subconjunto Qe por,

Qc:=A{[z.] | (zc) € Qu e (z.) tem suporte compacto}.

2 pode ser imerso em (2, pela aplicacao canonica.

T:Q — Q.
r — T=][(e— 1)

E facil ver que a image de (2 em QC ¢ um subconjunto discreto.

Definigao 4.4 Seja Q um subconjunto aberto do R™. Definiremos € () := [C=(R")]!,
onde T :=]0,1];

Ev(Q) = {(w))eace(@):VEKCCQ YaeN 3peN
tal que sup |0%u.(z)| = O(e™?) quando € — 0};

TeK
N = {(uw)ace(Q):VKCCQ VaeN]VqgeN

temos sup |0%u.(z)| = O(e?) quando ¢ — 0}.
zeK

Entao, a algebra de Colombeau G(2) é definida como sendo o espago quociente
Em/N(Q) (isto é, G(Q)=Em/N()).

Observa-se que €7, 0 espaco de todas as seqiiéncias moderadas, é uma algebra dife-
rencial e claramente, a maior sub-dlgebra de ¢ em que N (Q) é um ideal diferencial (isto
é, estavel por derivadas parciais). Portanto, G(2) é uma algebra diferencial comutativa,
associativa e satisfaz a regra de Leibniz.

Sejam f € G(Q), z € Qe (xe), f representantes de z e f respectivamente. Definiremos
flz):=cl(e e I— f(e,z.)) € K, como sendo o valor pontual generalizado de f em z, e

K= kg : G(Q) — F(Q,K)

por 6(f)(x) := f(x), z € Q..
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Teorema 4.1 (Oberguggenberger) Seja [ € G(Q) entao, f = 0 se, e somente se,
VzeQ, f(z)=0,Vzeq,.

O que o teorema nos diz é que o dominio de uma funcao generalizada é 2. e nao 2.
O teorema a seguir mostra que de fato podemos tratar a teoria das fungoes generalizadas
como uma teoria de calculo diferencial, em que todas as regras e propriedades da teoria

classica continuam validas.
Teorema 4.2 (Aragona-Fernandes-Juriaans) Seja r: G(Q) — F(Q.,K). Entdo:

1. k:G(Q) — F(Q,,K) € um monomorfismo injetivo de K-dlgebras.

2. Im(r) C C>(Q,,K).

3. ¥ a multi-indice e Vf € G(Q) tem-se que k(0“f) = D*(k(f)).

Seja J um intervalo aberto de R, f € G(J) e a,b € j Definiremos,

/f e — fs()]

onde (a.),(b:) e f sdo representantes de a,b e f respectivamente e a segunda integral é a
integral de Riemann. E facil verificar que o elemento fab f de K esta bem definido. Além

do mais temos:

1.Segeé(J),\eKeceJ, entaof (f+Xg) = f +)\f

2. Se a,b € J, entao fab k(f)=A fab f, onde a segunda integral é a integral das funcoes

generalizadas.

Mostraremos agora que o Teorema Fundamental do Célculo vale nessa estrutura, isto
¢, se J é um intervalo aberto de R, a € :]2, feg(J)eF éa funcao definida em jL por

F(x) = [ f entdo F é uma funcao diferencidvel e

D [ =

De fato, sejam d € J e a_ e f. representantes de a e f respectivamente, entao

Ff— [ L (tydt] + 5(C) = / "k(1) + K(G) = / () - / () 4 R(),
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onde G := [(e,y) — [ f-(t)dt]. Assim
F'=k(f) = 6(f) + (6(G)) = (6(G)) = K(G') = K(f)-

Esses resultados mostram a consisténcia da proposta e permite usar as principais

técnicas do calculo diferencial neste contexto.
Proposicao 4.2 Seja Q C K™ um subconjunto aberto, entdo vale as sequintes afirmacies:

1. By(x) € Q. C B,(0), V z € Q..
2. Q. é um subconjunto aberto de K".

Prova. Vamos provar apenas o item(1). Sejam z € Q. e y € K" tais que ||z — y| < 1.
Entao y — z € B1(0). Tome y € B1(x) = ||z — y|| < 1. Escrevendo y = (y,,...,y,) €

T = (IU ""xn) temos, ||ZL‘ - y” = maX{Hxi - ?JzH} LOgO
le—yll <1=|z; —wl <1=exp(—=V(x; —y;)) < exp(0) = V(x; —y;) >0

o que implica em 0 € A(#; — ¢;). Portanto,

ll_r}%kﬁz — ;| =0, Vi Agora, z € Qe significa que, existe K CC €2 compacto de 2
en > 0 tal que z. € K Ve < n. Portanto, a seqiiéncia de (z.) é limitada e existe um
compacto L contendo K tal que y. € L. Assim y € QC.

O resto das afirmagoes seguem do fato provado acima.

Proposigao 4.3 Seja f € C°(Q2) C G(Q), U :=k(f)(Qe), V= f(Q) e
V.:={zeQ.) 3K ccV, Inel e eziste (z.) tal que z. € K Ve € I, },
onde (x.) € um representante de x. Entao:
1.UCV, e k(f) € uma fung¢ao limitada;

2. Se f € uma aplicacao aberta, entao U = ‘N/c e U é um subconjunto

aberto de ]IN{C.

A fungao complexa f : U — C diz-se holomorfa quando possui derivada f'(z) em

todos os pontos do aberto U.
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Proposigao 4.4 (Teorema da Aplicagao Aberta) Se f € H(QY) ( espago das fungies
Holomorfas) € nao constante, entao (/{(f))(wc) ¢ um subconjunto aberto, para todo aberto

W cCQ.

Proposicao 4.5 Sejam Q2 um conjunto aberto conexo, f € G(2) e suponha que Im(k(f))

€ um conjunto discreto. Entao f € constante.

Prova.
Visto que Im(x(f)) é um conjunto discreto segue-se que 0 = (k(f))" = x(f’) e assim

f"=0. Portanto, f é constante. [ |

4.2 Aplicacao

Daremos nesta se¢ao uma aplicacao simples da teoria desenvolvida até o presente mo-
mento. Veremos como os aspectos algébricos, topologios e analiticos da propsicao 4.3 sao
usados para se obter resultados num contexto mais geral do que o contexto classico.

Sejam aq, - - - ,a, € K, nao todos nulos, e considere o operador linear

i=1

Vamos considerar a equagao

Lo(u) = f.

Denotaremos por C* := C \ {0}.

Teorema 4.3 Seja Q2 um conjunto aberto conexo de C™ e f € H(Q) tal que f # 0. Se

a € C*\Inv(C), entdo
ou

a_
aZl

= f

nao tem solucao em §2.

Prova.
Suponhamos que a ¢ C*\Inv(C). Entdo a é um divisor de zero. Logo, existe b € C*

tal que ab = 0. Agora suponhamos por absurdo, que exista u € H(Q2) tal que

a%:femfl.

321
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Entao, multiplicando esta equagao por b, obtemos

abg—“:bf:bfzoemﬁc.

21
Assim Im(k(f)) C Ann(b), o anulador de b em K. Portanto, K ndo tem ideais

abertos, isto é, Im(k(f)) tem interior vazio, o que é uma contradigdo ja que f uma
funcao holomorfa.

|

A prova da nao existéncia de solugoes da equacao diferencial parcial acima leva-nos a

seguinte pergunta: se este resultado pode ser generalizado para todo operador linear com

coeficientes constante. O proximo resultado é uma resposta a esta pergunta.

Proposicao 4.6 Sejam ) um subconjunto aberto conexo de C", f € H(Q2) ndo constante,
- 0
L= ap—=—

um operador linear com coeficientes constante ay,...,a, € K e J = (ay,...,a,) o ideal

gerado pelos a;’s. Se existir u € G(Q) tal que L(u) = f entdo J = K.

Prova.
Suponhamos que .J seja um ideal préprio de K. Se existe u tal que L(u) = f, entdo
Im(k(f)) C J. Mas sabemos que J ndo é um ideal aberto em K logo Im(x(f)) ndo é

aberto. Pelo teorema 4.3, é uma contradicdo. Portanto, J = K.

Na teoria classica, se

L= Z a, D"

1<k<n

um operador com coeficientes cons-tante, entao existe uma solugao de L(u) da forma

f(z) = exp(Az), onde

Z ak)\k = 0.

1<k<n

Nosso préximo resultado mostra que este caminho classico nem sempre da certo para

neste contexto.

Proposigao 4.7 Sejam A C S e L o operador diferencial definido por L = x , D*+x ,cId.
Entio as solugoes de L(u) = 0 sao todas da forma xaf com D*f =0 e x,A? + X,c # 0
para todo A € K.
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Prova.

Se D*f =0, entdo

Lxaf) = XaD?* + xacld)(XAS) = XaD*(XAS) + XacXaf = X2D*f+0f =
=04+0=0. Como D*f =0 e x,Xac =0 temos que L(xaf)=0.

Seja f tal que L(f) = 0. Entao

XaD?f 4+ Xacf =0, assim X, [XaD*f + Xacf] = 0. Logo, x,D*f =0 € x,./ =0.
Como 1 = x, + X, temos que

F=XaS+ Xae =XaS e D*f =0. Se x, A2 + X, =0, entao

XaclXaA2 + Xae) = 0. Portanto, x,. =0, o que é uma contradi¢io pois, X ,. # 0.

Vamos estudar agora a equagao nao homogénea: Sejam g € G(Q) e L = x, D*+x,Id.
Se u é tal que L(u) = g, entdo D*(u) = x,9 + XaeD?*(g). Portanto, usando o nosso
Teorema Fundamental do Cdlculo segue-se que u = h + u,, onde L(u) = 0 (D?*(h) = 0),
Uy = XoG + Xaeg € D*(G) = g. Logo, neste caso, a condigao J = K no teorema acima ¢

também suficiente.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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