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Resumo

Neste trabalho estudamos resultados recentes envolvendo o conceito de lineabilidade
e espacabilidade e a teoria nao-linear de aplicacoes absolutamente somantes.

Palavras chave: lineabilidade, polinémios, aplicacoes absolutamente somantes.
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Abstract

In this work we investigate recent results involving lineability and spaceability and
the nonlinear theory of absolutely summing mappings.

Key-Words: lineability, polynomials, absolutely summing mappings.
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Introducao

Anélise Funcional, enquanto ramo da matemadtica surgiu nas primeiras décadas
do século XX, inspirada principalmente pelo estudo das equacgoes integrais. Desde
entao, é inegdvel o papel desempenhado pela Anilise Funcional na matemética moderna
bem como a quantidade e diversidade de conhecimentos que fazem parte de sua atual
estrutura.

A teoria dos operadores absolutamente somantes surgiu por volta da década de 1950
através das idéias semeadas por A. Grothendieck em seu conhecido Resumé. Mas foi
s6 na década seguinte, através das contribuigoes de Joram Lindenstrauss, Aleksander
Pelczynski e A. Pietsch que as idéias de A. Grothendieck foram lapidadas e tornadas
mais acessiveis, o que proporcionou uma maior consolidacao da teoria.

A partir da década de 1980, A. Pietsch e M. C. Matos sugerem abordagens nao
lineares a teoria dos operadores absolutamente somantes e, desde entao, muitos autores
tem se dedicado a essa linha de pesquisa.

O conceito de lineabilidade, teve seu surgimento nos trabalhos de Gurariy e Aron
e verificamos no presente trabalho o estreitamento entre essa teoria e a teoria dos
operadores absolutamente somantes, baseado, principalmente, no artigo Lineability of
summing sets of homogeneous polynomials de G. Botelho, M. C. Matos e D. Pellegrino.
Apés definirmos o conjunto (p; g)-somante de polinomios homogéneos, sao respondidas
algumas questoes como, por exemplo, em que condi¢oes o conjunto somante de um
polinémio homogéneo é nao-vazio e, no caso de ser nao-vazio, quando ele contém um
subespacgo nao trivial, quando este subespaco possui dimensao infinita e, quando além
de dimensao infinita, este subespaco é fechado.

X



Estrutura dos Tépicos Apresentados

O trabalho é divido em dois capitulos e um apéndice.

No primeiro capitulo, dissertamos um pouco sobre a teoria linear dos operadores
absolutamente somantes, definindo o que sao e expondo alguns resultados classicos
desta teoria. Neste capitulo, abordamos também a teoria nao-linear, evidenciando o
conceito de operador r-regular e sua relacao com a teoria dos operadores absolutamente
somantes. Sao entao desenvolvidas idéias de M.C. Matos.

O segundo capitulo trata do conceito de lineabilidade e sua relacao com os polindémios
m-homogéneos, estudando zeros de polindmios e o conceito de conjuntos somantes.
Com o intuito de tornar o texto o mais auto-suficiente possivel, primeiramente, serao
expostos alguns resultados da teoria multilinear e polinomial que nos serao tteis ao
desenvolvimento do assunto. Posteriormente, nos deteremos ao conceito de lineabilidade
e exporemos alguns resultados que caracterizam os conjuntos somantes de polinémios
homogéneos.

O apéndice traz uma discussao acerca da diferencial em espagos de Banach. Fez-se
isso necessdrio, devido a ampla utilizacao desse conceito tanto em exemplos quanto em
resultados referentes & teoria de lineabilidade.



Notacao e Terminologia

A seguir fazemos uma lista de notagoes e terminologias utilizadas no decorrer do
texto e damos os seus significados:

As letras maitsculas F, F' e X representarao sempre espacos de Banach genéricos;
O simbolo K representara o corpo R dos reais ou o corpo C dos complexos;
A letra P indicard sempre um polinomio m-homogéneo entre espagos de Banach;

O simbolo P representara a aplicacao multilinear simétrica associada ao polinémio
m-homogéneo P;

As notagoes B (a; ) e B(a;6) significardo, respectivamente, a bola aberta e
fechada de centro em a e raio ¢ contida no espago E. Quando nao houver perigo
de confusdo, omitiremos o espago e utilizaremos a notagao Bs (a) e Bs(a) para
significar, respectivamente as bolas aberta e fechada centradas em a e de raio 0;
o0
Diremos que a série Yz, é somével sempre que a sequéncia (5,) -, das somas
n pre q q n)p=1
i=1
parciais da série for convergente;

As expressoes sup e inf significarao supremo e infimo, respectivamente.

As demais notacOes e terminologias presentes no trabalho terao sua significacao
expressa no decorrer do mesmo.
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Capitulo 1

Aplicacoes Absolutamente
Somantes

E bem sabido que uma série numérica ¢ absolutamente somédvel se, e somente se, é
incondicionalmente somével. E sabido também que o resultado equivalente para séries
de elementos de um espaco de Banach de dimensao infinita nao é vilido. Por algum
tempo conjecturou-se que, em todo espago de Banach de dimensao infinita, deveria
existir uma série que fosse incondicionalmente somédvel, mas nao fosse absolutamente
somdavel. Em 1950, A. Dvoretzky e C. A. Rogers provaram esta conjectura:

Teorema 1.0.1 (Teorema de Dvoretzky-Rogers) Seja E um espago de Banach
de dimensao infinita. Entdo, para qualquer escolha de ()., em (s, existe uma
sequéncia incondicionalmente somdvel (x,) -, em E, com ||x,|| = |\,| para todo
n € N. Em particular, se escolhermos (X\,),—, em {y — {1, obtemos uma sequéncia
incondicionalmente somdvel que nao é absolutamente somdvel.

Em 1956, A. Grothendieck deu uma prova diferente daquela concebida por
Dvoretzky-Rogers e introduziu o conceito de operador linear absolutamente somante.
Um operador linear T' definido sobre um espaco de Banach E com valores em outro
espaco de Banach F' ¢ absolutamente somante se (T (z;));2, ¢ absolutamente
somédvel em [ sempre que (z;)°~, ¢ incondicionalmente somédvel em E.

Neste mesmo artigo, A. Grothendieck provou um teorema, habilmente reformulado
por J. Lindenstrauss e A. Pelczynski em 1968, mostrando que todo operador linear
continuo de ¢; em {5 é absolutamente somante. Os operadores absolutamente (p;q)-
somantes com p,q € |0,+oco[, foram desenvolvidos em meados dos anos 1960 por
A. Pietsch, B. S. Mitjagin e A. Pelczynski. Antes de recordarmos este conceito,
introduziremos alguma notacao.

Neste trabalho F e F' indicam espacgos de Banach sobre K e A é um subconjunto
nao vazio de E.



1.1. SEQUENCIAS INCONDICIONALMENTE SOMAVEIS

1.1 Sequéncias Incondicionalmente Somaveis

Definicao 1.1.1 Uma sequéncia (x,) em um espago vetorial mormado E ¢é dita
wncondicionalmente somavel se

o
2170(71)
n=1
converge, qualquer que seja a bijecao o: N — N. Neste caso, dizemos ainda que
oo
an
n=1
¢é incondicionalmente convergente.

Teorema 1.1.2 Para uma sequéncia (x,)°—, num espa¢o de Banach X, sdo

n=1
equivalentes:

. oo 4 A .. .
(i) (zn),—; € uma sequéncia incondicionalmente somdvel;

(17) Para cada € > 0, existe um n. € N tal que, quando M é um subconjunto finito de

el

neM

N com min M > n., temos <e;

(iit) (zn),-, € subsérie somdvel, isto é, para qualquer sequéncia estritamente crescente
o0

(kn),—, de inteiros positivos, Y xy, converge;
n=1

(iv) (x,),2, € sinal somavel, ou seja, para qualquer escolha de €, € {—1,1} temos que

o
> enx, converge.
n=1

Demonstragao: (i) = (i7) : Suponha que (ii) seja falso. Neste caso, existe § > 0 tal
que, para todo n € N existe um subconjunto finito M, C N, com

> 9.

> Tk

keMp

min M, >n e

Deste modo, podemos construir uma sequéncia (M,,) de subconjuntos finitos de N tal
que, para todo n € N,

> 9.

> Tk

keMy

max M,, < min M, e

Dado n € N, defina A,, C N como sendo

A, ={k €N; k € [min M,,, min M,, + |M,]|)},



1.1. SEQUENCIAS INCONDICIONALMENTE SOMAVEIS

onde, aqui, |M,,| representa a quantidade de elementos de M,,. Note que |A,| = |M,]| e
que

ﬂ M, =10

neN
e, portanto,

N A, = 0.

neN

Considere agora 0: N — N uma permutagao de modo que o (A,) = M,,. Mostraremos
agora que a sequéncia das somas parciais de (xg(k))zozl nao é de Cauchy. Com efeito,
suponhamos que fosse. Assim, para o ¢ acima, existiria ns € N tal que

T

> Toli) — ;%m

=1

r,s>ns = < 9.

Escolha agora n suficientemente grande de modo que min M, > ns e faca entao
r =min M, + |M,| e s = min M,, — 1. Assim, 7,5 > ns e

r s min My +|My| min M, —1
> To(i) = 2 To(i) Yo To)y— DL To(h)
=1 =1 =1 =1

min My +|My|

= Y. To()
i=min M,

= Zxk

keMy

>0,

o que é uma contradicao. Logo, a sequéncia das somas parciais de (xg(n))zozl nao ¢é de
Cauchy e (z,,),>, nao é, portanto, incondicionalmente somével.

(i1) = (i) : Seja 0 uma permutagao dos naturais e consideremos a sequéncia (S,,)
das somas parciais de (%(n))- Fixe € > 0 e escolha n. de modo que

<e€

> Tn

neM

sempre que M C N é finito e min M > n.. Nestas condi¢oes, podemos tomar m, € N
suficientemente grande de modo que {1,...,n.} C{o(1),...,0(m.)}. Sejam p,q € N
tais que ¢q,p > m.. Faca

Vio={c(1),...,0(q)} —{1,...,n}
V,={c(1),....,0(p)}—A{1,...,n.}.

Assim,
q Ne
Sq = ;xa(i) - Z Tp = zxn + Z Tn

nef{o(1),...,0(q)} 1 neVy

p Ne
Sp = ;:L‘U(Z-) = Z Ty = an + Z T

ne{o(1),...,0(p)} n=1 nevp
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Logo, sempre que ¢,p > m., temos

15 = Spll = || 22 = 20 2

neVy neVp
<UD || || D0 || < 2e
neVy neVp

e, portanto, (5,,) é de Cauchy e, por conseguinte, convergente.

(i1) = (i) : Fixe ¢ > 0 e escolha m. de modo que || Y x,

neM
subconjunto finito M C N tal que min M > m.. Agora, se (k,) é uma sequéncia

crescente de niimeros naturais, entao k, > n, para todo n. Assim, se ¢ > p > m., entao

< € para todo

<e,

q
> Tk,
n=p

Y. Tn

ne{kpr sk}

pois
min {k,, ..., k,} =k, > p>me,

o que nos diz que a sequéncia das somas parciais de (zy,) ¢ de Cauchy e, portanto,
convergente.

(1) = (iv) : Sejam ST e S~ dois subconjuntos disjuntos de N tais que N =S+ U S~
e seja (€,) uma sequéncia tal que

B 1, sene ST
Fn = -1, seneS™

Entdo, por hipétese, as séries > x, e Y, x, sao convergentes. Fixe ¢ > 0. Note
nesS+t nes—

que, se p e ¢ sdo numeros naturais, com p < ¢, fazendo Mt = {n € ST; p<n<gq} e

M- ={ne€ S7;p<n<gq}, entdo

q
YenTn= Y. Exlnt+ D Exlpn= Y. Tn— >, Tp.
n=p

neM+ neM-— neM+ neM—

Das convergéncias de > x, e > x, segue, para p suficientemente grande, que
neSt nes—

> T,

neM~+

> Ty,

< £
neM— 2

Y

Assim, para este p, temos

< + <e

> Ty

neM+

> T

neM—

q
> enty
=p




1.1. SEQUENCIAS INCONDICIONALMENTE SOMAVEIS

e (z,) é sinal somdvel.
(iv) = (i7) : Suponha que (i7) falha. Deste modo, existem um ¢ > 0 e uma sequéncia
(M) de subconjuntos finitos de N tais que

max M, < min My, e > 9.

Y Ty

neMj,

Tome
1, sen e UM

6":{ —1, sen ¢ |JM;

n

Considere agora a sequéncia S,, = > (1 +¢;) x; e seja m um natural qualquer. Tome
i=1

entao k suficientemente grande de modo que min My > m. Assim,

max My,
Yoo (T+en) || =2 D0 x| > 260
n=min M}, neMy,

0 que nos permite concluir que uma das séries

Yx, ou Y e,

nao é de Cauchy, pois se ambas fossem de Cauchy, existiria m € N de modo que, se
k > m, entao

max My max My
Yooomul| <o e Yoozl <9
n=min M, n=min M},
0 que nos daria
max M
> (+en) | =2 X n
n=min M}, neMy
max My max My
< oo x|+ Yo oenTy|| <26

n=min M, n=min M,

configurando, portanto, uma contradi¢ao. Isto nos permite concluir que (z,) nao é sinal
somével. [

O préximo resultado mostra que sequéncias incondicionalmente soméveis, além de
convergirem independentemente da ordem em que sao somadas, sempre convergem para
o mesmo limite.

Corolario 1.1.3 Se (z,).., € uma sequéncia incondicionalmente somdvel em um
espaco de Banach X, entao

o0 o)

§ Tp = E Lo(n),

n=1 n=1

para toda permutagao o : N — N.



1.2. TEORIA LINEAR

Demonstragao: Usando o teorema anterior, sabemos que dado ¢ > 0, existe n, € N
tal que, quando M C N é finito, com min M > n., entao

>,
Agora, escolhemos L suficientemente grande, de tal sorte que

{1,..on}Cc{o(),...,0(L)}.

Assim, se N > L, escolhendo

<eE.

My ={1,..,N}—{o(1),....0(N)}

e
My={c(1),..,0(N)} ={1,...,N},
temos
N N
D = D o = || 2w D
n=1 n=1 neMy neMa
< Zmn + an < 2¢,
neM neMs
pois min My, min M, > n.. Como
N N N N
len = ( lxn — leg(n)> + lea(n),

fazendo N tender a infinito, obtemos
Z Tpn = Z .Ig(n).
n=1 n=1
|

Observacao 1.1.4 Se usarmos que este resultado jd é conhecido para o caso escalar,

usando Hahn-Banach hd uma demonstracdo mais simples do resultado acima (para
detalhes, veja [51]).

1.2 Teoria Linear

Definicao 1.2.1 Se 0 < p <1, wma p-norma em um espago vetorial E é uma funcgao
||l : E — [0, +00) satisfazendo:



1.2. TEORIA LINEAR

(7)) |lz|| >0, para todo x € E e ||| =0 se, e somente se x = 0;
(i7) || Az|| = |A|||z]| para todo x € E e para todo A € K;
(#i1) [l +yl” < [l<]” + llyl".

Se E estd munido de uma p-norma, dizemos que E é um espago vetorial p-
normado.

Definigao 1.2.2 Se p € ]0,4+00[, a sequéncia (x,),., de elementos de E é dita

absolutamente p-somdvel (ou p-somdvel), e escrevemos (x,).., € €, (E), quando

|mm;m:(§ym@;<w (1)

Definicao 1.2.3 Uma sequéncia (x,,),., de elementos de E ¢é fracamente p-somdvel,
e escrevemos (r,),— € £ (E), quando (¢ (zn)),—, € £, (K) = ¢, para cada ¢ no dual

topoldgico E' de E.

Se (2n),—q € £y (E) e p > 1, uma aplicacdo do Teorema de Banach-Steinhaus (ou

do Teorema do Gréfico Fechado) mostra que

S D
|ma”m¢:wp(Jw%W)<w.

lell<1 \n=
Definigao 1.2.4 Uma sequéncia fracamente p-somavel ()., de elementos de
E ¢ dita incondicionalmente p-somdvel, e escrevemos (v,),_, € (1 (E), se

n=1
s =0.

lim,, o H ()2,

)

Observamos que ||-||w’q define uma norma se ¢ > 1, ou uma ¢g-norma, se 0 < g < 1,
sobre £y (E) e (g (E). Por outro lado, ||-||, define uma norma se p > 1, ou uma p-norma,
se 0 < p < 1, sobre ¢, (F). Em qualquer um dos casos, obtemos um espaco vetorial
topolégico completo metrizavel.

Com o propésito de justificar a terminologia usada para o espaco £, (E), como
o

veremos a seguir, no caso p = 1, esta definicao é equivalente a requerer que ) ()
n=1

seja convergente em F para qualquer bijecao m: N — N.

Lema 1.2.5 Se (\,),~, é uma sequéncia de escalares tal que

2

neM

<1

para todo conjunto finito M C N, entao

fjw <4.
n=1



1.2. TEORIA LINEAR

Demonstragao: Para todo k € N, considere

Mg, ={ne{l,....k};Re(\,) > 0},
Mg, ={ne{l,...,k};Re(\,) <0},
M- ={ne{l,... k};Im()\,) > 0},
Mg, ={ne{l,....k};Im(\,) <0}.

Entao, temos

Yol <D Re (M) + D [Tm (A,)]
= Y Re()+ > (Re(A))+ Y Im(A)+ > (=Im(\,)).

neM;, ne€Mg, neM;t neM;,

Como, por hipoétese,

<
neM
para qualquer M finito, se escolhermos M = Mg My, M;" e M, , obteremos
> Re(\)|=1Re| > M1 <] D A <1,
neMy, neMg, neMg,
Y. (—Re(M))| =|Re| > /\n> <| > M| <1,
neMpg, neMpg, neMpg,
o Im(A)|={Im [ > A< D M| <1,
neM;t neM;t neM;t
> (—Im()\n))‘ = Im( > )\n> g‘ > | <1,
neMy neMy neMy

\

e, daf segue que

f:w <4
n=1
[

Proposicao 1.2.6 Em um espagco de Banach X wma sequéncia (a:j)jil é

incondicionalmente somdvel se, e somente se, (xj)]ﬂ e (X).
Demonstracao: Suponha que (mj);il seja incondicionalmente somdvel em X. Entao,
pelo Teorema 1.1.2-(77), dado € > 0, existe n. € N tal que

>,

JEM

< ¢ para todo conjunto finito M C {n.,n. +1,...}.




1.2. TEORIA LINEAR

Portanto, para todo M C {n.,n.+ 1, ...} finito e ¢ € Bx/, temos

=2

JEM

<eg,

onde na 1ltima igualdade foi usado o Teorema de Hahn-Banach.
Pelo Lema 1.2.5 segue que
Dl ()] < 4e,

Jj=ne

e consequentemente

o0 oo

= sup o (x;)] < 4de.
L e
Portanto (z;)72; € £} (X).
Suponhamos agora que (xj) | €Y (X), isto ¢, dado € > 0, existe n. € N tal que

= sup Z|g@ z;)| < e.

nznes (@), = s
s (%) x/ j=n

Entao para todo conjunto finito M C {n.,n. + 1,...} , usando novamente o Teorema de
Hahn-Banach, temos

Zx] = sup Z(p:cj < sup Z|(,0£L‘j|< sup Z]gple<€
jeM pEBx/ jeEM peB X/JEM peB X’ .
Pelo Teorema 1.1.2-(i7) segue que (7;);2, ¢ incondicionalmente somével. |

Definigao 1.2.7 Se p,q € 10,400, com p > q, uma aplicagao linear T de E em F é
absolutamente (p; q)-somante, se (T (v,)),~, € £, (F) para cada (v,),~, € £} (E).
Se p = q dizemos que T ¢é absolutamente p-somante (absolutamente somante no
casop =1).

Observagao 1.2.8 O caso p < q nao é considerado pois, nessa situagdo, o Unico
operador linear continuo absolutamente somante seria o operador identicamente nulo.

A teoria de tais operadores teve grande desenvolvimento depois dos resultados
iniciais de Pietsch, Mitjagin e Pelczynski. Além do Teorema de Dvoretzky-Rogers,
enunciado na introducao, merecem destaque algumas contribuigoes de Grothendieck,
Pietsch e Lindenstrauss-Pelczynski:
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Teorema 1.2.9 (Desigualdade de Grothendieck) FEzxiste uma constante positiva
K¢ tal que, para todo espago de Hilbert H, todo n € N, toda matriz (a;;), .. e quaisquer
L1y -y Loy Y1, - - - Y na bola unitdria de H, vale a sequinte desigualdade:

>_aij (i, Yj)

]

Zaijsitj

]

< KGSUP{

s sl [t < 1} . (1.2)

onde (-,-) denota o produto interno.

Teorema 1.2.10 (Teorema de Grothendieck) Todo operador linear continuo
w: {1 — Uy é absolutamente somante.

As demonstracoes dos dois teoremas acima podem ser encontradas em [23].

Definicao 1.2.11 Seja E um espaco de Banach. Uma sequéncia (a:j)?il de elementos
de E ¢é dita uma base de Schauder de E se todo v € E puder ser representado de
maneira Unica como -
v = Yo, (13)
j=1
onde a; € K, para todo j. A base de Schauder serd dita incondicional se a convergéncia
em (1.4) for incondicional.

O resultado de Lindenstrauss e Pelczynski é uma espécie de reciproca do Teorema
de Grothendieck, com a hipétese adicional da existéncia de uma base de Schauder
incondicional no dominio.

Teorema 1.2.12 (Lindenstrauss-Pelczynski) Se FE tem base de Schauder
incondicional, dimE =dim F =00 e

Los1(E;F)=L(E;F),

onde L,s1 (E; F) é o conjunto das transformagoes linerares continuas definidas de E
em F' que sao absolutamente 1-somantes, entao E é isomorfo a {1 e F' é isomorfo a um
espaco de Hilbert.

Teorema 1.2.13 (Teorema da Dominagao de Pietsch) Sejam 1 < p < oo e
u : E — F um operador linear continuo. FEntao u é absolutamente p-somante se,
e somente se, existem uma constante C' > 0 e uma medida de probabilidade 1 nos
borelianos de Bg«, com a topologia fraca estrela, tais que

3 =

lu@l < | [ le@Pdute) (14)

E

para cada x € E.

10
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1.3 Teoria Nao-Linear

A teoria nao linear comeca com Pietsch em 1983, através de aplicagoes multilineares
a valores escalares e polindbmios definidos sobre espagos de Banach. Em 1996, M.
C. Matos iniciou a investigagdo no contexto de aplicacoes holomorfas entre espacos
de Banach e, em 1997, M. C. Matos anunciou novos resultados acerca de aplicagoes
absolutamente p-somantes, nao necessariamente holomorfas ou analiticas, entre espagos
de Banach. Atualmente, a teoria nao linear avancou em diferentes diregoes e tem aberto
linhas de pesquisa bastante promissoras (mencionamos, por exemplo, [3], [6], [7], [8],
9], [13), [14], [16], 18], [19], [22], [24), [26], [31], [32], [33], [35], [36], [40], [42], [43], [44],
[45], [46], [50]). Além disso, recentemente, aplicagoes da teoria nao linear aparecereram
nos artigos [20], [21] e [47].

Os resultados e defini¢oes dessa se¢ao sao devidos a M.C. Matos e aparecem em [34].

1.3.1 Aplicagoes Regularmente Somantes

Nesta secao E e I’ indicam espacgos de Banach sobre K e A é um subconjunto aberto
nao vazio de E.

Definigao 1.3.1 Sejam p,q € 10,4+00[. Uma aplicacao f definida de A em F é
denominada regularmente (p;q)-somante no ponto a € A se, para cada sequéncia
(7;)72, € 4y (E), com a+ x; € A para todo j € N, seque que

(f (a+z;) — f ()i, € 6 (F).

Se f ¢é reqularmente (p;q)-somante em cada ponto a € A, dizemos que f ¢
regularmente (p; q)-somante sobre A. No caso em que p = q, dizemos que [ ¢é

reqularmente p-somante sobre A e, quando p = q = 1, dizemos que f €é reqularmente
somante sobre A.

Definigao 1.3.2 Sejar € R, comr > 0. Uma aplicagdo f de A em F é dita r-regular
no ponto a € A, se existem M >0 e § > 0 tais que a bola fechada de centro a e raio
9, Bs(a), estd contida em A e

If (a+z) = f(a)]" < M|z]|,

para todo x € B (0). Dizemos que f ¢é r-regular sobre A se f é r-reqular em todo
ponto de A. No caso r = 1, dizemos apenas que [ ¢é reqular sobre A.

Proposicao 1.3.3 Se uma aplicacao f de A em F é r-regular no ponto a € A, entdo
f € regularmente (p; q)-somante em a, com p = qr para qualquer q > 0.

Demonstracao: Uma vez que f é r-regular no ponto a € A, existem M >0e d >0
tais que By (a) estd contida em A e

If (a+z) = f(a)]" < M ||z

11
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para todo z € B; (0). Logo
If (a+z) = f(a)]" < M ||

para todo x € Bs (0). Seja (7;);2, uma sequéncia de £, (£) e, deste modo, como z; — 0,
existe ng € N tal que, se j > ng entdo x; € B; (0) e assim

§||f<a+xj>—f<a>||q’“=§||f<a+xj>—f<a>||q’“+ S fatz) - f@)|”

j=no+1
no oS
<2 flata) = fl@)™ + M 3 [l < oo
j:l j:n0+1

(f (a+z;) — f ()i, € 6 (F).
|

Este resultado pode ser usado para dar varios exemplos de aplicacoes regularmente
somantes.

Exemplo 1.3.4 Todo operador linear continuo T: E — F é regular (portanto,
reqularmente p-somante para cada p € |0,4+00]) sobre E, uma vez que

1T (a+ ) =T (a)]| = T ()| < T/ \|=[|; para todo x € E, (1.5)

onde |T| = sup [T (z)|.

[l=]I<1

Exemplo 1.3.5 Todo polinémio n-homogéneo continuo de E em F' é reqular (portanto,
reqularmente p-somante para cada p € |0,4+00[) sobre E.

Sejam Fi, ..., E, e F espacos vetoriais normados. Uma aplicagao T: E; X --- X
E, — F é dita n-linear (multilinear) se é linear em cada uma de suas varidveis, isto
é, se dado x = (x1,...,x,) € By X -+ X Ey, a aplica¢ao T (T1, ..., Ti—1,Tig1,-- -, Tpy) :

E; — F dada por

T(xlv s L1 T 1y - - axn) (y) = T(xla sy Lim1, Yy it - - - 7xn)

é linear, para todot=1,...,n.

O espaco de todas as aplicagcoes n-lineares de E; X --- x E, em F é dado por
L(Ey,...,E,; F). O conjunto de todas as aplicagoes n-lineares de Ey X --- X E,, em F
que sao continuas constitui um subespago vetorial de L (F1,...,E,; F) e é denotado
por L(Ey,...,Ey; F). Em Ey x --- X E, consideraremos a norma do mdzimo ou

seja, se (r1,...,x,) € By X -+ X E,, entdo ||(z1,...,2,)| = 111<1?<>7(1{H5171HE} Quando

E, = .- = E, = E, escreveremos simplesmente L ("E;F) e L("FE;F) no lugar de
L(E,....,E;F)eL(E,...,E;F). Quando n =1 escreveremos L (E; F) e L (E;F) no

12



1.3. TEORIA NAO-LINEAR

lugar de L (*E; F) e L(*E; F). Quando F =K, escreveremos apenas L ("E) e L ("E)
no lugar de L ("E;K) e L ("E;K).

Uma aplicagio T € L(FE1,...,E,; F) é denominada multilinear simétrica se,
dado (x1,...,x,) € By X --- X E,, tem-se que

T(x1,...,2,) =T (33,,(1), . ,:L‘g(n))

para qualquer permutacao o: {1,...,n} — {1,...,n}. O subespaco formado por todas
as multilineares simétricas de Ey X - -+ x E, em F' serd denotado por Lg (Ey, ..., Ey,; F)
eLs(Eq, ..., E,; F) denotard o subespago formado por todas as multilineares simétricas
de B4 x --- x E, em F que sao continuas. Quando F1 = --- = E, = E, escreveremos
simplesmente Ly ("E; F) e Ls("E;F). Quando n = 1 escreveremos simplesmente
Ly (E;F) e Ly (E; F) e quando F =K apenas Ly ("E) e Ls("E).

Nos espacos acima, consideraremos a sequinte norma:

T = sup ||T(x1,...,2,)] .
Jlz;lI<1
i=1,...,n

Note que, dado (xq,...,x,) € E™, comz; #0, j=1,...,n,

I e
HT( )H <,
[l 2
15to €,
1
T T @) < T
[[a]] - - ]
donde extraimos
1T (@, )| ST 2l [l - (1.6)
Observe ainda que a desigualdade (1.6) ainda é vdlida quando x; = 0 para algum

j=1... n.

Uma aplicacao P: E — F é um polinémzio n-homogéneo se existe uma aplicacao
n-linear T: E™ — F, tal que, P(x) = T (x,...,x), para cada x € E. Neste caso
escrevemos P = T. O espago de todos os polindmios n-homogéneos de E em F serd
denotado por P("E;F). O conjunto de todos os polinémios P € P ("E;F) que sdo
continuos constiui um subespago vetorial, o qual serd denotado por P ("E; F).

Nestes espacos, consideraremos a sequinte norma:

|Pl = sup [P ()]

=<1

Para um dado polinémio n-homogéneo P: E — F', podemos considerar

. 1
P(zy,...,2,) = —ion Zﬂgl coeqP (a1 + - Feqmy), (1.7)
12n 2

13



1.3. TEORIA NAO-LINEAR

que define uma aplicacdo n-linear simétrica de E™ em F, tal que P = P. Podemos ver
que

Pla+1)—Pa) = é (Z) Par ok, (1.8)

onde Pa" *zk = P (a,...,a,z,...,x), coma se repetindo n—k vezes e x se repetindo k
vezes. A correspondéncia P «—— P estabelece um isomorfismo entre o espaco vetorial de
todos os polindmios n-homogéneos e o espaco vetorial de todas as aplicagoes n-lineares
simétricas. Além disso, P é continuo se, e somente se, P 0 é. Neste caso

IPI= s [P @< [P = sw [P, ol < SpIPL 09

[l ]l <1

A desigualdade (1.9) pode ser encontrada com maiores detalhes em [39]. Agora, podemos
escrever

P+ - P@l < 3 () 1P 1at* < ol (1) 121l (L10)

para todo x € E tal que ||z|| < 1. Isto mostra que P é regular em cada ponto a de E.

Quando n = 1, os espagos L (E,F) e P(E,F) coincidem. A férmula em (1.7) é
chamada de Férmula de Polarizagao.

Exemplo 1.3.6 Se f: A — F ¢ diferencidvel no sentido de Fréchet em cada ponto de
A, entao f é regular (portanto, reqularmente p-somante para cada p € |0, +00[) sobre
A.

A diferenciabilidade de f em a € A significa que existe uma aplicagao linear continua
df (a) de E em F tal que, para cada € > 0, podemos encontrar 6 > 0 satisfazendo

If (o +2) = f(a) = df (a) (x)

]

O<|z|| <6, a+rec A= | <e. (1.11)

Temos que
If (a+z) = f(a)l = lldf (a) (@)[| < || f (a+x) = f(a) = df (a) (z)]| < ell=],
pois se V' é um espago vetorial normado qualquer, vale
el =l = B+ Bl < llee = Bl + 181l = Nlall = 18] < [l = B[,

para todo o e B em V. Dai, considerando ¢ tao pequeno quanto necessdrio, temos que
se Bs(a) C A ex € Bs(0), entdo

1/ (a+2) = f(a)ll < [ldf (a) (2)]| + e [l«] (1.12)
= (lldf (a) [l + &) ||l

Isto mostra que f é reqular em a.
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Exemplo 1.3.7 Se r > 1, a funcao f (z) = zr é r-reqular (portanto, reqularmente

(gr, q)-somante, para cada q € |0,+00[) sobre |0,4+00[. De fato, para a > 0, podemos
considerar 0 < p < a, |z| < p e utilizar o Teorema do Valor Médio para escrever

T

;
e [

S =

1 19
;C(x)

3=

(a+ ) =

—(a)

onde ¢ (x) é um ponto no interior do intervalo cujas extremidades sio a + x e a. Uma
vez que

1 1_q ' r—1 1_q ' -1
_ T < | = — T T
—c(@) 7 el < = a—p) Y
podemos escrever
1 1|r 1 Y
(a+a) —(@F| < |- @a=p) ] o al,

para todo |x| < p.

1

Exemplo 1.3.8 A fun¢do f(x) = zsen (—), para x # 0, f(0) =0 é reqular em 0 e
x

nao é diferencidvel neste ponto. Com efeito,

1 1
xsen | — || = |z||sen | — || < |2/,
T T

o que nos ddi M =1 e § > 0 qualquer. Agora, notemos que

f (@)~ £(0) o <1>

lim ————~% = lim ———~% = limsen | —
x—0 x x—0 x x—0 x

e, uma vez que o limite acima nao existe temos que f nao é diferencidvel em 0.

[f (=) = f(0)] =

O teorema a seguir serd enunciado em ambientes mais gerais que espagos normados,
pois esse novo contexto serd ttil adiante; a demonstracao que apresentamos foi
ligeiramente modificada da original em [34].

Teorema 1.3.9 Sejam p,q € |0, +o0[. Entdao a aplicagao f de A C E em F, onde E é
um espago vetorial completo s-normado e F' é um espaco vetorial completo r-normado,
¢ reqularmente (p; q)-somante no ponto a de A se, e somente se, f é (p/q)-reqular em
a.

Demonstragao: (<) E a Proposicao 1.3.3. Note que, embora estejamos num contexto

mais geral, a demonstracao da Proposicao 1.3.3 pode ser repetida.
(=) Suponha que f é regularmente (p; ¢)-somante no ponto a.

15
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Se
g(z)=fla+z)—[(a),

para
re€A—a:={yeF,a+yec A},

vemos que 0 € A—a, g (0) = 0 e que g é regularmente (p; ¢)-somante em 0. Note ainda
que A —a é aberto em E. Suponha agora que g nao seja (p/q)—r_egular em 0, isto é, que
dados M >0 e 0 > 0 de modo que Bs (0) C A — a, existe x € B (0) tal que

lg (0 +=)—g(0)]= > M|jz, (1.13)

ou seja,
lg ()| > M [|]* (1.14)

Deste modo, seja 0 < p < 1 tal que B 1 (0) C A — a. Para cada j € N, podemos
p

1
q
encontrar x; € F de modo que

lz]|” < £ (1.15)
J
e
g (z)IP > j ||z, (1.16)

Observa-se que a sequéncia z;, assim obtida, pertence a /, (E) e, consequentemente,
temos que

o0

> |lg (z)[[” < oo (pois g é, por hipdtese, regularmente (p; q) -somante).  (1.17)

J=1

Assim, de (1.16) e (1.17), segue que

>l < 32 g (2)]IP < oo (1.18)
j=1 j=1
Seja (k:j);’il uma sequéncia de inteiros positivos tal que
lek:j |z;]|? < oc. (1.19)
j:

Note que (1.19) acima acarreta no fato de que a sequéncia

(I’l,...,.Tl,ll'g,...,xQ,...),

onde cada x; aparece exatamente jk; vezes, pertence a {, (E) e, por conseguinte, implica
que
lekj lg (z)[I" < oo, (1.20)

J]=

16
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pois como ¢ é regularmente (p; ¢)-somante, a sequéncia

(g(x1),...,9(x1),9(xa),...,q(x2),...),

onde cada g (x;) aparece jk; vezes, pertence a ¢, (F'). Multiplicando ambos os membros

de (1.16) por jk;, segue, de (1.20), que

ka lz51I* < ij lg ()" < o0

Jj= Jj=1

oo
sempre que »_ jk; ||z;||? < co. Para cada j natural, tomemos

j=1
! { ! } { EN:m < — 1 }
= |=——| i =supimeN;mM< —— 5.
T LR ) 73 [

Note que, de (1.15) segue que
1 1
g > —>1
7l e

e, portanto cada k; estd bem definido e

1
ki=|——|>1
’ {JSH%H(]}

Uma vez que

=0 L3P s = \J? [l =

devemos entao ter (usando (1.21)),

S | bl < .

= L% Ml

1 1<[ 1 ]< 1
Plall® = L2 ]~ 32 ]

e, multiplicando por j? |||,
L= Pl < || Pl <
72 Ml |

De (1.15), temos que

Pl <p= = llallt = —p= 1= 5 ] 21—

17
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e, assim, de (1.28) e (1.29), temos

1 .
[W} F* ]| > 1= p. (1.30)

Desta forma,

57 || bl = £3 || el

=0 LA )t =1 L2 Nl
(130) 20 1 — p % 1
D SRS LN (1.31)
=1 J j=1J

e isto contradiz (1.26). Logo g é (p/q)-regular em 0, isto é, existem M > 0 e § > 0 tais
que

lg (@)]* =g (0+2) =g (0)|l+ <M |z], Vo € B;(0) (1.32)

e, consequentemente,
If (a+2) = f(a)|* < M |||, Yo € Bs (0) (1.33)
e f é, portanto, (p/q)-regular em a. [ |

Como veremos na préxima secao, este resultado tem consequéncias na teoria das
aplicacoes absolutamente (p; ¢)-somantes.

Exemplo 1.3.10 Nao ¢é verdade que uma aplicacdo f reqular no ponto a é localmente
Lipschitziana neste ponto. Dizemos que f : A — F é localmente Lipschitziana em
a € A, se existirem M >0 e § > 0 tais que, Bs (a) C A e

lf () = f )| < Ml|lz—y|| quaisquer que sejam z,y € Bs (a) . (1.34)

FacaE = R e suponha f localmente Lipschitiziana em a. Podemos ver que, para todo
r € B;s (a) fizado, temos

If (=) = f W)l
|z —y|

< M para todo y € By (x), comy # x. (1.35)

Portanto, se também supusermos que f é diferencidvel em cada x # a, a desigualdade
acima mostra que || f' (z)|| < M, para todo x € B (a), z # a. A fun¢io f do Exemplo
1.3.8 ¢é reqular em zero, diferencidvel em cada ponto x # 0, mas nao podemos ter
lf" ()| < M para todo x € B, (0), x # 0, ndo importa que valor escolhamos para
r > 0. Portanto, essa fun¢ao nao é localmente Lipschitziana em 0.
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1.3.2 Aplicacoes Absolutamente Somantes

Nesta secao, F e F denotam espacos de Banach sobre K e A é um subconjunto
aberto e nao vazio de E.
Comegamos com o conceito de aplicagdes absolutamente (p; ¢)-somantes.

Definigao 1.3.11 Se p,q € |0, +oo[, uma aplicagio f de A em F é absolutamente
(p;q)-somante no ponto a € A, se (f(a+wx;)—f(a));2, € £ (F) sempre que
(z;)52, € 6y (E) ea+x; € A, para cada j € N.

Se f é absolutamente (p;q)-somante em cada ponto a € A, a aplicagao f é dita
absolutamente (p; q)-somante sobre A. Se p = q, a aplicagdo é dita absolutamente

p-somante sobre A e, no caso de p =1, dizemos apenas que f é absolutamente somante
sobre A.

Note que, para a € A, o conjunto
A—a:={b—a;be A}
¢ aberto em E e 0 € A — a. E facil verificar que, se

fal(x) = f(a+x) = f(a)

para © € A — a, entdo f é absolutamente (p;¢)-somante em a se, e somente se, f, é
absolutamente (p; q)-somante em 0. Se f é linear, temos f = f,, para todo a € E.
Neste caso, podemos dizer que f é absolutamente (p;q)-somante sobre E, quando é
absolutamente (p; ¢)-somante em algum ponto de E. Em geral, este resultado néo é
verdadeiro para aplicacoes nao lineares.

Exemplo 1.3.12 Sejam E um espa¢o de Banach de dimensdo infinita e 0 # ¢ € FE'.
Consideremos o polindmio continuo 2-homogéneo P de E em E, dado por

P(z)=¢(z)z,

para cada v € E. Para (xj);il € (y(E) ea € FE, existe M > 0 satisfazendo
la + z;|| < M para cada j € N. Se a € ker (), temos
2 llo(at o)) (at2)) = ¢ (a)af’
J:

> 1P (a+ ;) - Pla)|f =

lp (5) (a+ z;)|I”

o ()" lla+ ;"

o0
>
j=1

o0
>
j=1

IN

Mpzl lo (z)F < 0.
i=

19
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ABSOLUTAMENTE SOMANTES

Isto mostra que P é absolutamente p-somante em cada ponto do nicleo de p. Por outro
lado, se b ¢ ker (), temos, utilizando a notagao P, (z) = P (b+ x) — P (b), que

Py=¢(-)b+ ¢ (b)idg + P.

Uma vez que P e ¢ (-) b sao absolutamente p-somantes em 0, seque que P, é p-somante
em 0 se, e somente se, idg é absolutamente p-somante em 0. Mas, sendo E de dimensao
infinita, seque, do Teorema de Dvoretzky-Rogers, que idg nao pode ser absolutamente
p-somante em 0. Logo, P nao é absolutamente p-somante em b. Podemos entao dizer
que P ndo pode ser absolutamente p-somante em qualquer aberto nao-vazio de E (pois
todo subespago proprio de um espago vetorial tem interior vazio).

Exemplo 1.3.13 Um raciocinio andlogo mostra que a diferencial de Fréchet dP (b)
de P no ponto b ¢ ker (¢) nao pode ser absolutamente p-somante sobre um espago de
Banach E de dimensao infinita. Com efeito, mostrando que dP (b) = ¢ () b+ ¢ (b) idg,
a Versao Fraca do Teorema de Dwvoretzky-Rogers que afirma que se E é um espago de
Banach e 1 < p < 0o, entdo idg é p-somante se, e somente se, E tem dimensao finita
(para detalhes ver [5]), garante que se b ¢ ker (p) entao dP (b) ndo é absolutamente
p-somante sobre E. Deste modo,

Pb+v)—P((b)—pw)b—¢b)v=

Basta mostrar agora entao que

. v)v
s S0||(v|>y =0
Temos que
p(v)v v )
[|[v||—0 HUH - [lv]|—0 ¥ (m) UH < ||})1||IEO HQOH HUH =0

e o resultado estd provado.

1.4 Caracterizacao de Aplicagcoes Nao-Lineares
Absolutamente Somantes

Assim como na secao anterior, os resultados desta segao sao baseados em [34].

Definicao 1.4.1 Seja B wum subconjunto de um espagco vetorial normado E. A
fronteira do conjunto B, denotada por fr(B), é o conjunto dos pontos x € E tais
que, UN B # () e UN (E — B) # 0, simultaneamente, para todo aberto U de E que
contém x.
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Verificamos que, para cada a € A,

Viya(a) = {(x])]oil €ly(E);a+z;€AVjeE N}

o0

¢ um subconjunto aberto de £ (F). Com efeito, devemos mostrar que, dado (xj)jzl

o0

pertencente a V; 4 (a), existe 6 > 0 tal que B ((xj)jzl :

5) cV L
) 2.4 (@). Temos que

B <(l’j)§il ’6>zz;(E) N {(yj);'il €ty (E); H(xj a yj)jileq = 5}

o0

=3 (Yj);2, € 64 (E); sup ( 1|90(1fj—yj)lq> <9
J

L,DEBE/

Seja 7 > 0 tal que B (0;7); C A —a e seja (7;)72; € Vg (a). Entdo, existe jo € N tal
que
z; € B(0;7)5, sempre que j > Jjo.

Considerando agora a bola B (0; g) , segue que existe j; > jo € N, tal que,
E

r
| > ] = -EB(O;—) .
J>n T 2) &

Uma vez que A — a é aberto e x; € A — a para todo j, para cada j = 1,..., jo, existe
p; > 0 tal que

B (zj;p;)y CA—a.
Considerando agora j = jo + 1,...,j1, seja d; = d(xj, fr(B(0;r);)). Note que
d; > 0, para todo j = jo+ 1,...,J1, pois se d; = 0 para algum j € {jo +1,..../1},
entdao z; € f, (B (0;7)y), pois f, (B(0;7)) é um conjunto fechado no espaco métrico
E e, deste modo, terfamos z; ¢ B(0;7r)g, o que seria uma contradicdo. Seja

do= min {d;}. Defina entao
Jo+1<j<j1

Assim, para todo j > jg, temos

B (zj,p0); C B(0;7).

Tome agora p = min {po, p1, ..., pj, }. Assim, paratodo j € N, temos B (z;;p); C A—a.
Deste modo, tomando § = p, temos que, se (yj);il € B ((:1:]);';1 ;5)23(@, temos, pelo

Teorema de Hahn-Banach que

Q=

§ > sup ( Iw(frj—yj)|q> > sup |@(z; — ;)| = llz; =yl ,
peEBR \ j=1 pEBE
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o que significa que y; € B (z;;0), e, consequentemente, que y; € A — a. Logo,
B ((xj)]oil ; 5) - C V.4 (a) que é, portanto, aberto.
= (B
Deste modo, se f é uma aplicacdo de A em F' que é absolutamente (p;q)-somante
no ponto a, temos a seguinte aplicacao natural:

Vapg () 1 Voa (@) = 4, (F)
(@)1 = Yapa () (@)751) = (F (a+a5) = f (@),
O resultado a seguir mostra que essa aplicacao tem uma propriedade muito especial.

Teorema 1.4.2 Se f: A — F é uma aplica¢io absolutamente (p; q)-somante no ponto

a, entao Yo pq (f) € regularmente (p; q)-somante no ponto 0 € V, 4 (a).

Demonstragao: Seja (X;)2, € {, (tx(E)), com X; = (a:,&”) € V,a(a), para
k=1

cada 7 € N. Temos que

sup Z ‘QO (I,&”)
k=1

€B,
PEPE! k=

‘“_ sup ZZ )90 <x](€j))

I
NE
>
§:
/\'Q
3

<
Il
—

Isto mostra que a sequéncia (:E,(j )> pertence a {y’ (E), para todo j € N. Além disso,
k=1

temos que x,(j) +a € A, para todo j,k € N. Dado € > 0, existe jo € N tal que

) <||Xj||w,q>q < % (1.36)

Jj=Jjo+1

Por outro lado, uma vez que X, ..., X;, € (¢ (E), existe ky € N tal que,

(j)) >
<‘ <xk k=ko+1

Logo, de (1.36) e (1.37), obtemos

£ (L) £ (

Jj=jo+1

q
< i, para todo j =1,..., jo. (1.37)
w,q 2j0

q
e €
St —e 1.
w’q) <2+2 £ (1.38)

(j)) o
(xk k=ko+1
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Assim, fazendo J = {1,...,jo} x {1,...,ko} C N x N, temos que

q

. oo N 19
158 | = 0 5 [ot?)
URIE | wg  llel<1 (k)¢S
_ 2 & T, & & ONE
=sup | > X |e(p’)| +22 X |elxy”)
lgll<1 | 5=jo+1k=1 i=1k=ko+1

00 o] N 19
<sup | 30X e

lell<1 | j=jo+1k=1

< [ S sup > [p(?)

Jo 00

+ sup | > >
lell<1 | j=1k=ko+1

X e )
Sosup D o)

i1 Il <1 k=ko+1
00 A\ 0O q Jo L\ 00
_ (J)> H ( (J))
2 <H <$k k=1 w,q) +];1 (‘ ) ko
(4)

J=jo+1
o
e, por conseguinte, segue que <xk ) € (y (E). Note que
k=1

q

+

J=jo+1 el <1 k=1

VYapq (f)(0)=f(0+a)— f(a) =0

e, portanto,

Yapa (f) (24 0) = Yapq (f) (0) = thapq (f) (x) = [ (z +a) = f (a).

Uma vez que f é absolutamente (p; ¢)-somante no ponto a, temos

p p

> (Iapa (DON,) = X |f(a+a?) = f@) <00 (1:39)
j=1 (jk)ENXN
o que finaliza a demonstragao. |

Teorema 1.4.3 Se f é uma aplicacao de A em F ea € A, entao as sequintes condi¢oes
sao equivalentes:

(1) f é absolutamente (p;q)-somante no ponto a;

(i1) Ezistem M >0 e 0 > 0 tais que Bs (0) C V4 (a) e

2 (a+a)) = fla)l" < M sup 3 o ()], (1.40)
j=1 ¢E€By j=1
para todo n natural, x; € £, j =1,...,n, com ”(:Cj)?zl <6;
w?q
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(i7i) Existem M >0 e § > 0 tais que Bs (0) C V, 4 (a) e

S (atzy) = fa)l” < MY sup 3 | ()], (1.41)
j=1 pE€Bg j=1
para todo ()2, € £y (E), com H(:I:J);’il <34.
w?q

Demonstragao: (i) = (iii) : Se f é absolutamente (p; ¢)-somante em a € A, entdo o
Teorema 1.4.2 garante que a aplicagao

Yo (F) : Vaua (@) = 6 (F)
(20321 = Yo (F) (@)32) = (f (@t 25) = f (@),

¢ regularmente (p; g)-somante em 0. Do Teorema 1.3.9 segue que 14,4 (f) € (p/q)-
regular em 0, isto é, existem M > 0 e 0 > 0, tais que Bs (0) C V, 4 (a) e

|

sempre que (z;);7, € Bs (0), ou seja,

P
q

<M H(Ij)oo

j=1

Y (1) ()32,

w?q

q

| @+ a) = @),

p
< M* H(‘Tj)jozl :
p w,q

(49i) = (i) : Seja ()52, € £, (F). Entao, existe m natural tal que
||('Tj);'>ime’q <0
Logo, por (iii), temos
Yo lfa+az) = f@I" <Ol
j=m
Logo, segue que
D lfla+z) = fla)|” < oo
j=1
(49) = (i44) : Seja (z;)32, € £y (E) tal que
@)zl , <o

E claro que nesse caso temos
@)iall,,,, <4
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Logo
>_Ifa+z) = f@IF < C @i,

Fazendo m — oo, temos

m—00

D@t ) = f@If < € lim [|(@);],,, -

Como (z;)52, € ¢;(F), temos que, dado € > 0 existe ny € N tal que

sempre que m > ng. Nestas condigoes,

Izl - Nl

=@zl = e
— ||(I‘1, . ,l’m,o, .. ) + (0, . ,O,xm+1, .. .)Hw,q
||,

w,q w,q

w,q
m oo m
o N R
o0
— H(Ij)j:m_H wa <eg,
sempre que m > ng, mostrando que
Jim (| G)iall,,,, = @),
e, assim, o resultado segue.
(i13) = (ii) é imediata. |

Observagao 1.4.4 FEstas condigdes sao implicadas por (iv) e (v) abaizo e, se p < q,
(1v) e (v) sdo equivalentes as condi¢oes acima.

(iv) Existem D >0 e d € (0,1] tais que Bs(a) C A e

|(F@tap - @] <ol . (1.42)
para todo z; € E, j=1,...,m, tal que, a+x; € A e H(a:j);nzl » <4;
(v) Erzistem D >0 e § € (0,1] tais que Bs(a) C A e
|(r@rzy—r@z| <pfe], . (1.43)
para todo x; € E, j €N, tal que, a+z; € A e H(a:]);”:l » <.
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(iv) = (i) : Seja (z;);2, € l; (E), tal que a +x; € A, para todo j. Assim, eriste

no € N tal que, se n > no entdo H(xj);‘i ||, <. Deste modo, denotando por 1,1 o
conjunto {1,...,ng — 1}, temos
|0 @+ a) = @z
<||(f@tap = r@ym| + (@t~ F @)
= [ @ra) = r@y | +spnens, || @t 2) 1@
<|(f@tap = F@)| +sumes s, D@,
= || @+a) - s || + Dswwas, @,
<[ e - |+ ps < oo |

e [ ¢é, portanto, absolutamente (p; q)-somante em a.
(v) = (i) : Seja (2;))2, € € (E), tal que a+x; € A, para todo j. Assim, eriste

(25),

ng € N tal que, se n > ng entao < 0. Deste modo,
q

w,

| @+a) = ranz,

<[ r@ray—r@ym | + @) - F @),
<|r @ty - s | + 0] @) T

<\(fla+z;)— f(a)2,]| +Dd< 0.

=1
1= lp

p

w,q

No intuito de mostrar que (ii) = (iv) e (i) = (v), quando p < q, note que podemos
considerar sempre d < 1 e, deste modo:

(17) = (iv) :
i lf (et ;) = f (@) < M7 sup 32 [ (a;)]*
pEBE j=1
> @ - s, < (Joal.,)
< M7 ||(z)"
— M H(xj)j:]_‘ w7q7
PpoLs
q n
) >1e |(z)_, » <6< 1.

(131) = (v) : Andlogo ao caso acima.
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1.5 Uma Abordagem Diferente Para a
Demonstracao do Teorema 1.4.3

O ingrediente principal da demonstracao do Teorema 1.4.3 é a teoria de aplicagoes
regularmente somantes, e a demonstracao da parte (i) = (i77) usa vérios resultados
desenvolvidos em segOes anteriores sobre aplicagOes regularmente somantes. A
seguir, apresentamos uma demonstracao direta, sem fazer uso da teoria de aplicacoes
regularmente somantes. Usaremos uma adaptacdo de um argumento (devido a A.
Pietsch) usado em [15], que simplifica a ideia original de M. C. Matos:

Uma outra demonstracao do Teorema 1.4.3: (i) = (ii) : Suponha que (i) nao
(k) (k)

vale. Entao, dado k =1,2,..., podemos encontrar xy ", ..., Tm, tais que
SIS (a+:c§k)) —f(a)] >k sup > |p (xgk)> (1.44)
j=1 @EB j=1
© q
m mg q 1
‘ (x§k)) ' ’ = sup Y |¢ (:cgk)) < =k (1.45)
J=ly,g  #EBgs j=1
2
Seja ny a parte inteira de 7—- Desta forma,
k2 (g;(’ﬂ)mk
j .
I=Hlw.q
2
ne < 7T < N + 1, (146)
my
k? (x(»k))
7 i1
donde se extrai
2| oy || 2| oy |
ik (:cj ) | <2< (mp+1)k (g:j ) (1.47)
I=1w.q =1 w,q
De (1.45), obtemos
m q
2 (xg’ﬂ) o<1 (1.48)
=g
e, de (1.47) e (1.48), segue que
my |9 my |9 my |9
2 < (n+ 1)k <x§k)) - = nipk? <x§k)) . + k? (:cgk)> -
=1l yq 7=y g 7=1| 4
—
< ngk? (azg’“’)k 41 (1.49)
=l q
e, portanto, temos
k)\ ™ 7
ok <x§ ) > 1. (1.50)
I=1lw,q
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Note que, da desigualdade (1.50), concluimos também que nj; > 0. Agora, tomemos a
sequéncia

(x<>x<>xgn>x;gwwxggx;g)
(k)

que contém cada x; ", precisamente ny vezes. Entao, se ¢ € B, temos

S (k)
sup Y niy ¢ (T

loll<tk=1 j=1

;- S (k)
< Yomg sup Y (o (7

2
e 119
(=),
j=1

=1 el<t=1
w?q

q

q

o0
=D
k=1

(1.47) o0 9

< D= <.
=1k

Logo, a sequéncia construida é fracamente g-somavel e, portanto, por (i), devemos ter

00 My p
S Hf (a+x§k>) —f@)| <. (1.51)
k=1j=1
Mas
oo My, p (1.44) 0 mi [|9 (1.50) o0
S5 Hf (a+x§.’“>) —f@| S Sk (xg.k)) h S =00 (1.52)
k=1j=1 k=1 I=lw,q k=1
o que ¢ uma contradicao. n

O Teorema 1.4.3 implica no seguinte resultado, bastante conhecido na literatura:

Teorema 1.5.1 Se P: E — F ¢é um polinomio continuo m-homogéneo, entdo as
sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) P é absolutamente (p;q)-somante em 0;

(13) Eziste L > 0 tal que,

hSA
23

pEBE \ j=1

(z ||P<mj>||p) <L sup (iw(w) , (1.53)

para todo n € N;

(i7i) Existe L > 0 tal que,

3 =
=3

pEBR \ j=1

(i ||P<xj>up> <L (i’f qu) , (15
para todo (x;)72, € ly (E);
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(iv) Existe L > 0 tal que,

(f: HP(rcj>Hp>p <L sup (f: \so(xjw) R (1.55)

pEBR \ j=1
para todo (z;)72, € €7 (E);

Demonstragao:  Obviamente, temos que (i) = (i), (iit) = (i1), (iv) = (i),
(iv) = (i1). Temos que (iv) = (i44) pois £} (E) C £ (E).

(i) = (i27) : Observamos que se P é absolutamente (p; ¢)-somante na origem, entao,
pelo Teorema 1.4.3 ((i) = (i4i)) a aplicacdo

Yopq (P) : KZ (E) — p (F)
(20323 = Yo (P) (21)32,) = (P (@))%,

estd bem definida; além disso, note que p,,(P) ¢ um polindmio continuo m-
homogéneo. Desta forma

(i P wu”) = [ ) (@075, < e P i

= ¥ (P sup (“1|<,o<xj>|Q) .

pEBEy

Fazendo L = ||1g,,4 (P)]|, segue o resultado.
(i) = (iv) : Se ()72, é um sequéncia em £y (£) temos que

B =

(i HP(:c»up)p =sup | 32 np(:c]-)w)

n 0
<sup |L sup <Z lw(%‘)!q) ]
neN LPGBE/ 7j=1

=L sup [sw <Z |¢(f€j)|q>]
@pEBRr | neN \ j=1

oo 0
=L sup ( |90(5ffj)|q> :
$€Bpr \ j=1

o que conclui a demonstracao. [

Se P é um polindmio m-homogéneo absolutamente (p; ¢)-somante na origem, pode-
se estabelecer uma relagao entre o valor de L do Teorema 1.5.1 e os valores de M e ¢
do Teorema 1.4.3, como mostra o préximo resultado:
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Proposicao 1.5.2 Se P: E — F é um polinémio m-homogéneo, de modo que, existem
M >0 e d > 0 satisfazendo

2P ()l < M? sup 7 Jo ()], (1.56)
j=1 @EBE/ J=1
para todo (z;)72, € £y (E), com H(xj);il » <4, entdo

(f: \|P<yj)H”>p <L sup (f: |ga<yj>\q)q (L57)

pEBg

para todo (y;)22, € Uy (E), com L = M#dv~™. Isto implica que

Yo (P)]| < Moga™ (1.58)

Demonstragao: Observemos que a desigualdade da nossa hipétese pode ser escrita

sob a forma
“wO,p,q (P) ((xJ)JO;)

para todo (z;)72, € {; (E) tal que H(xj)jil

T< (o), (1.59)

w’q

p [e.e]
< M* H(xj)jzl

p

< 4. Assim, para todo (y;);2, € (; (E),
w’q
tal que (y;);2, # 0, temos

< (M6)r . (1.60)

p

Uma vez que vy, , (P) ¢ m-homogéneo, podemos reescrever a desigualdade acima como

000 (P) ()32,)

Sabendo que a desigualdade (1.61) é valida para todo (y]) € {, (E), obtemos, assim,
o resultado desejado. [

< (M4)» § H Yj)ie 1H (1.61)

p

A seguir, usaremos a notacao

fa(t) = flatt) = [la).

Definicao 1.5.3 Sejam f uma aplicagio de A em F, k>0 e a € A. Dizemos que f
¢ sub k-homogénea em a, se existe 6 > 0 tal que, Bs (a) C A e

FACH = TACIE

sempre que ||[Mt]| < e X € K.
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De posse desta informacao, pode-se entao provar o seguinte resultado:

Teorema 1.5.4 Seja f: A — F uma aplicagio sub k-homogénea em a € A. Entdo as
sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) f é absolutamente (p; q)-somante em a;

(it) Existem D >0 e ¢ > 0, tais que Bs (0) C V, 4 (a) e

|7 @+ - fa] < @] . (162
para todon €N, x; € E, j=1,...,n, com H(xj);;luw,q <9;
(i13) Ezistem D >0 e § > 0, tais que Bs (0) C V4 (a) e
|7 @+ - ran] < oz . (163
para todo (z;)72, € ly (E), com H(xj);ile <34.

Demonstracao: Obviamente, temos que (ii7) implica em (i) e também que (7i7)
implica em (7).

(11) = (2i1) : Supondo a validade de (i), temos, para (xj);il

€ (Y (F), com

H(xj);’ilH <4, que
w?q

|/ ta+e) - F @z,

p =00\ j=1

~ lim (z Hf(a+fvj)—f(a)!|”>p

< lim DH(:CJ-);;l *

n—oo

w?q

k
— D lim H(azj);;l

n—oo

)

k
=2,

e a implicacao estd provada.
(i) = (i) : Da condigao (ii7) do Teorema 1.4.3, extraimos que existem M > 0 e
d > 0 tais que Bs (0) C V4 (a) e

| @t xay) = g < 2oy = (M|)\| e w,q>q’ (1.64)
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;‘:1‘ < ¢. Utilizando o
w?q

paratodon e Ny A e Kex; € E, j =1,...,n, com H()\x])

fato de f ser sub k-homogénea em a, obtemos

D

|7 (@t aap = r @y = (z If (@ Aay) - f <a>||p)

B =

> (z AN (@ 2) - f(a)||p) (1.65)

= A"

(f (a+a)) = f @),

p

Entao, de (1.64) e (1.65), segue que
q
) . (1.66)
w?q

, obtemos que (i) implica em (i1) (aqui D = M?§97F). |

| @t a) = rap|| <ae e (H(xj);;l

Fazendo \ =

w?q
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Capitulo 2

Lineabilidade no Contexto de
Aplicacoes Absolutamente
Somantes

Neste capitulo, trataremos do tema lineabilidade e de como esse assunto aparece no
contexto das aplicacoes absolutamente somantes. Basicamente, definiremos o conjunto
somante de um polinémio e investigaremos algumas condigoes sob as quais este conjunto
abriga ou nao um subespaco vetorial, classificando-o de acordo com a dimensao de tal
subespaco.

2.1 Alguns Resultados Auxiliares

2.1.1 Aplicagoes Absolutamente Somantes

A seguir, desenvolvemos alguns resultados da teoria das aplicagoes multilineares
e da teoria polinomial que serao iteis ao nosso propédsito de tornar o texto o mais
auto-suficiente possivel.

Definicao 2.1.1 Sejam FE,,...,E, e F espacos de Banach. Uma aplicacao
T € L(Ey,...,E;;F) é dita absolutamente (p;q,...,q,)-somante em a =

(a1,...,a,) € By X -+ X E, se, dadas sequéncias (m§k)> X €ly, (By), k=1,...,n,
J:

tivermos o
(T <a1 +x§1)77an+$§'> —T(al,...,an)>j1 S ép(F) .
Denotamos por “
'CaS(p,q1,--~,qn) (Bry..os By F)
o conjunto de todas as aplicagoes n-lineares de E; x --- x E, em F continuas
que sdo (p;qi,--.,qp)-somantes em a. Quando F; = --- = E, = E, escrevemos
((l‘;(p’ql’m’qn) ("E; F) e, quando F' = K escrevemos 'C((Ji)(p,qh...,qn) (Ey,..., Ey).
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As préoximas duas proposigoes aparecem em [4].

Proposigao 2.1.2 Sejam a = (ay,...,a,) € F X -+ X E, e T €
L o an (B Byy F). Entéo
(¢) Ta,,....a;, € absolutamente (p,qr,, ..., qr,)-somante na origem sempre que

T S S R RAUR T A

com ky < oo < ke {ji,.. 00 N Rk = 00 Aqui Ty gt By X

- X By, — F ¢é a aplicagao s-linear definida por T,. . o (Tgy,..., %) =
s g1 %r 1 s
T (y1,---,Yn), onde (yi,...,yn) € o vetor que se obtém quando se ordena
Qjy sy Oy Thys - - -, Ty, Pela ordem crescente dos indices.
(17) T € Eg;)(p;ql,...,qn) (E1, ..., En; F) sempre que b pertence a

{(Mar,. ... \an) ;N €K j=1,...,n}.

Em particular, o conjunto de todos os pontos b tais que T é (p;q,. .., q,)-somante em
b contém um subespaco de Ey X -+ X Ey,; e, claramente, T é (p; q1, .. ., qn)-Somante na
origem. Aqui devemos ter a # 0.

Demonstracgao:
() : Para o operador linear T, ., , ¢ suficiente observar que

J J

Tor....am s (x(.”)> =T (a1 +0,a0+0,...,ap_1+0,a, + x(”)) —T (a1, az,...,a,),

o

n 2 A . ~

onde (335 )> . ¢ uma sequéncia em ¢, (E,). Os casos o, an sans---s Loy, a, S3O
J:

todos andlogos. Para a aplicacao bilinear T3, _,, ,, observe que

Tay,.an—s (:c§~”_1),x§”)) =

— [T <a1 +0,a3+0,...,00-2+0,a,1 —i—:vgn ,an+x§-n) —T(al,ag,...,an)]
-T (al, as, ... ,an_l,xén)> -T <a1, a2y« Qp_9, :Eg-n_l), an)

= [T <a1 +0,a9+0,...,0,-2+0,a,_1 + x("_l), ay + x(n)> — T (ay,as,... ,an)]

J J
(n) n—1
- Tal’"-van—l <xj - Ta17~~~7an—2:an (:Cj ) 9

onde <$§n1)>j_1 e <x§")>j_l sdo sequéncias em ¢, , (E,,_1) e {,, (E,), respectivamente.

Note que T' é (p;qi, - - ., q,)-somante em a por hipdtese e, pelo caso anterior, sabemos
que Ty, 4., ¢ (p;qn)-somante na origem e Ty, 4 54, ¢ (P;¢n_1)-somante. Entao,
segue que Ty, o , € (D;Gn-1,7n)-somante na origem. Os demais casos de aplicagoes
bilineares sao andlogos. Procedendo com este argumento, a demonstracao se completa.
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(i1) : Seja b = (Maq, ..., A\yay,). Se A; # 0 para todo j, é suficiente notar que

1
p)p

1

p)p

)\ )\n n
T <)\1a1 + —x , AnQy, + 2n o )> —T (Maq, ..., \pay)
p)zla

Agora, faremos uso de (i) para provar o caso em que \; = 0, para algum j. O caso
n = 3 é suficiente para ilustrar os argumentos utilizados: T & (p; g1, go, ¢3)-somante
em a = (a,as,a3) por hipétese e, de (i), segue que, na origem, T é (p;q1,qo,q3)-
somante, T,, ¢ (p; qa,qs3)-somante, T, & (p;qi,qs)-somante, T, & (p;q1,q2)-somante,
Ta1,a2 ¢ (p; qg)—somante, Ta1,a3 é (p; qg)—somante, Taz,as e (p; Q1>_Somante'

( HT <A1a1 +$(1 s Anln —|—SB( )> —T (Maq, ..., \pay)

e.0)
j=1

:Al...An<§

=1

I @«
T(a1+—x(1),...,an+)\—nm§ )> —T(ay,...,a,)

e Caso A\; # 0, \y # 0 e A\3 = 0: Segue de

T ()\1(11 + Zj, )\2612 + yj, Zj) - T ()\16L1, )\QCLQ, 0)
:)\1)\2 T CL1+_ GQ‘F& Zj —T(al,ag,O)
_ a2y

T
= A2 T(al,ag,zj)+T()\1 CLQ,Z]>+T(CL1,§2, )+T()\J iﬂ,z])]

€Z; : xr
= )\1)\2 Tal,ag (ZJ) +Ta2 (A—jl,Z]> +Ta1 (i—;?Zj) + 7T (AJ ZAJJ 7Zj>:| .

e Casos A\ #0, Ay =0, \3 #0 e A\; =0, Ay # 0, A3 # 0 sao andlogos.
e Caso A1 # 0, Ay = A3 = 0: Segue de

T()\lal + [Ej,yj, Zj) — T(/\lal,0,0) = )\1 T (a1 + ,y],Z]>:|

:)\1 T(alayj7zj ( 7y]72j):|

+T
:)\1 Ta1 yj7zj ( ay]azj):| .

e Casos Ay 0, Ay = A3 =0¢e A3 # 0, \; = Ay = 0 s@o analogos.

e Caso A\; = Ay = A3 = 0: ja sabemos que T" & (p; q1, G2, g3)-somante na origem.
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Observagao 2.1.3 Se P: E — F ¢é (p;q) -somante em a € E, com a # 0, entao P é

absolutamente (p; q)-somante em Aa, sempre que X\ # 0. De fato,

P(\a+z;)—P(X\a) =P ()\a+ %J) —P(ha) =\ {P (a+ %x]) —P(a)]

e P é (p;q)-somante em \a.

Fazendo analogia com a notacao introduzida no inicio dessa secao, denotaremos
por 77 . ("E5 F) o conjunto de todos os polinomios P € 73 ("E; F) que sao (p;q)-

somantes em a. Quando I = K escrevemos simplesmente 73 (p 2 ("E) e quando p = q,

escrevemos 73(587(1);])) ("E; F) = @ ("E; F).

Proposicao 2.1.4 Sejam P € P ("E; F) ea € E. Entao P é (p;q)-somante em a se,

e somente se, P é (p;q,...,q)-somante em (a,...,a) € E™.

Demonstracao: Usando a férmula de polarizacao, o caso a = 0 é imediato. Suponha

J

oo
que P é (p; q)-somante em a = 0, entdao para <x§1)) ey (x")]oil € (y (F), temos
j=1 -

[e.9]

5 (1) @\\>* _ (1 (1) n
(P (Ij yeey T ))j:l_ (lene'_Zﬂgl'”g”P (51xj +"'+€n$j)>

PO

n'2” i=*1

j=1

-+ e ))
j=1

(P (o)
! e (P 0+ (elx ten})) = PO)

nl2n .—:tl j=1

que pertence a ¢, (F'), pois (5195( -+ en E ly (E) e P ¢ (p; q)-somante em
. Jj=

a = 0. Logo, P ¢ (p;q,...,q)-somante em (0,..., ) Suponhamos entdo a # 0. Note

que se P é (p,q,...,q)-somante em (a,...,a) é claro que P é (p;¢)-somante em a. A

prova da implicacao contraria ¢ dividida em dois casos: n fmpar e n par.
e 1 é impar:
Neste caso, a Férmula de Polarizagao nos da
nl2" [P (a+x§~1),.. a+x(n) —P(a,...,a)] —
= > &--&/P ( <a+x() +te, <a+x§"))>

gi==%1

Z E1- (81(1 + - —|—€na)
=+1

= > e1--ep [P((€1a+~~—|—£na)—|—(51x(1)+'--+5nx§")>> —P(eja+---

g;==t1

= Y €1-€p [P(a(€1+---+€n)+<€1x§~1)+~--+5n:1:§-")>> —Pl(a(e;+---

Ei::l:].
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Uma vez que n é impar, temos (g1 + - - - + &,,) # 0. Por hipétese, P é (p; ¢)-somante em
a e, portanto, de acordo com a Observagao 2.1.3, segue que P é (p; ¢)-somante em cada
a(e1+ -+ +¢€,). Logo, a Proposigao 2.1.2 garante que P é (p; ¢)-somante em (a, . .., a).

e 1 é par:

Tome ¢ € E' de modo que ¢ (a) = 1 e defina Q € P ("™ E; F) dado por Q (z) =
¢ (x) P (x). Como P é (p; q)-somante em a, verifica-se que () é também (p; ¢)-somante
em a. Como, neste caso, n + 1 ¢ fmpar, pelo caso anterior conclufmos que ¢) ¢ (p; q)-
somante em (a, ...,a). Uma vez que (), e ¢ sdo (p; q)-somantes na origem, de

. y n—1) . 1

Qo (z,...,2) =Q(a,z,...,x) = ( )P(a,x,...,x)gp(a:)—i—ﬁP(x),

n

concluimos que P é (p;¢)-somante na origem. Agora, como na Proposi¢ao 2.1.2, a
féormula de polarizagdo nos dd que P é (p;q)-somante em (a,...,a), o que finaliza a
demonstracao. [ |

Denotamos por II,,(E,F) o conjunto formado pelos operadores lineares
absolutamente (p; ¢)-somantes (isto é, absolutamente (p; ¢)-somantes na origem) de F
em F'. Verifica-se facilmente que I, (E, F') ¢ um subespaco vetorial de £ (E, F').

Teorema 2.1.5 Seja T € L (E, F). Sao equivalentes:
(1) T é (p; q)-somante;

(i1) Eziste C > 0 tal que

Q|

(gnﬂmnf’)p < sup (gw(w) , (2.2)

para QUaISquer xi,...,T, € E e n natural;

(13i) Existe C' > 0 tal que

(i ||T<xj>||p>p < s (i’f |so<a:j>|Q) ,

para qualquer sequéncia (xj);il € lg (E).

Q|

Demonstracao: Tome m = 1 na Proposig¢ao 1.5.1. |

O infimo dos C' que verificam a desigualdade (2.2) define uma norma em I1,, (E£; F)
denotada por 7, (-) e além disso vale

1T = Sup 1T ()| < 7peq (T) -

Para maiores detalhes veja [5] e [51].
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2.1.2 Zeros de Polindbmios

O estudo dos zeros de um polindmio complexo tem uma longa histéria, tendo esta
teoria resultados que abrangem &reas da matemadtica tais como Andlise Complexa,
Geometria Algébrica e Anélise Funcional.

O teorema e o lema que seguem sao de autoria de Anatolij Plichko e Andriy
Zagorodnyuk e estao presentes em [49].

Teorema 2.1.6 Seja X um espago vetorial complexo de dimensao infinita e sejam
n € NeP: X — C um polinomio n-homogéneo. Entao existe um subespaco X, de
dimensao infinita tal que

Xo C ker P.

Lema 2.1.7 Suponha que o Teorema 2.1.6 seja wvdlido para todo polinémio m-
homogéneo com m < n. Entao, para quaisquer Py, ..., P, m-homogéneos, com m < n,
existe um subespaco Xy de dimensao infinita tal que

Xo CkerPLN---NkerP,.

Demonstragcao: Seja X; C ker P, um subespaco de dimensao infinita. Entao,
considerando a restrigdo de P, a X; (denotando por Ps;), existe um subespaco de
dimensao infinita X5 tal que

Xy Cker 1 = X Nker Ps.
Continuando este processo, obtemos o subespago Xy de modo que
Xo=X,CX,1C---CXq, XogCkerP N---NkerPy
e dim Xy = oo. [ |

Demonstracao do Teorema 2.1.6: Iremos construir X, utilizando inducao
matematica. O teorema é claramente vilido para funcionais lineares, pois como o
funcional estd definido em um espaco de dimensao infinita, entao seu nicleo também
possui dimensao infinita. Suponha, agora, a validade do teorema para todo polinémio
m-homogéneo tal que m < n. Seja z; € X tal que P (z1) # 0 (se tal z; ndo existir
a proposicao é automaticamente verdadeira). Pela hipétese de inducdo e pelo Lema
2.1.7 existe um subespaco X; C X de dimensao infinita no qual todos os polindomios
homogéneos

P, (z):= P (zy,z,...,1),
P (z) ::P(.Tl,xl,fﬂ,...,l'),...,Px?—l () := P (21,...,21,7)

se anulam, onde P & a multilinear simétrica associada a P. Escolhamos agora ra € X
de modo que P (z2) # 0 (se tal elemento ndo existir, entdo X; C ker P e o teorema
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estd demonstrado). Da hipétese de inducdo e do Lema 2.1.7 existe um subespaco de
dimensao infinita X, C X7 onde os polinémios

Pry 1 (2) ::P(xlfl,x§27$,...,x), 0<kika<neO<ki +ky<n

se anulam. Escolhamos agora z3 € X3 de modo que P (z3) # 0 (se tal elemento nao
existir, segue que Xo C ker P e o teorema estd demonstrado). Assim como antes, existe
um subespaco de dimensao infinita X3 C X5 no qual os polindmios

szfl’wgg’mgs (x) := P (x]fl,x§2,x§3,x, . ,SB) s 0<ky,kyks<neO<k+k+ks<n
se anulam. Continuando com este processo, se ao final do i-ésimo passo tivermos
P(z;) = 0, o teorema estd provado. Caso contrdrio, se o processo nao terminar,
teremos entdo uma sequéncia (z;)72, de elementos com P (z;) # 0 para todo j. O
conjunto {xy,...,%y,...}, assim obtido, € um conjunto LI de vetores. Com efeito,
seja {Tp,,...,&pn, }, com n; < --- < ny um subconjunto finito de {z1,..., 2y, ...}
Suponha que {z,,,...,Z,, } seja um conjunto LD de vetores e considere a combinagao
linear abaixo

T, + -+ agr,, =0,0; €K, j=1,... k.

Temos entao que nem todos os coeficientes «;, j = 1,...,k, se anulam. Seja
{@mys- -, m,.}, 0 conjunto formado por todos os coeficientes da combinacao acima
que sao nao-nulos, organizado pela ordem em que aparecem. Assim,

amlxn7n1 + e + O‘mrxnm,. - 0
e, consequentemente,

Qg Ty, = —Omy Ty, — 00— O, Ty, -

Mas, —aum,n,,, = — Qm,Tn,,, € Xn,,, -1 € perceba que, se ky < kg entao Xy, C Xy, e
T, ¢ Xk, e, consequentemente, xy, ¢ Xy,, pois se r € X, entdo P (xy,,..., x5, x) = 0.
Deste modo, concluimos que a,,, p,, € Xy, —1, 0 que € um absurdo. Logo, o conjunto
{Zn,, ..., 2y, } € LL. Temos ainda que se {aq,...,a;} é um conjunto finito de escalares,
entao

P (041131 + (OéngQ cee Oéjl’j))

= P(oum) + kznjl (Z) P ((alxl)”_k (omy + -+ + aja:j)'“>

n—1/n\ . _
=P (Oqu) + P (ozng + -+ ajxj) + Z (kj)P ((Oélftl)n k N (062132 + e+ Oéjél,’j)k)

n o a;
= P(oqxy) + P (ewa + - + ajz;) + D APk i+ L zj | .
=1 \k ! ay aq

3 >
I
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Como cada Py, k=1,...,n—1, se anula em X; e apzy + -+ - + x5, segue que
n=1/n o o )
af P o —Zo+ -+ —L x| =0.
I~§1<k) L <041 a7y !
Logo,

P (ozla:l + (0423:2 + -+ Oéjfl?j)) =P (&1(131) + P (0421’2 + -+ O{jl’j) .
Procedendo desta maneira, obtemos

P(ayry + -+ ;) = Ponmy) 4 - + P (o)

Faca
Lj

Y; = "—Ta:j)’

para todo j. Entao P se anula no espaco gerado pelos vetores

y1+ V—=1yz, y3 + V =1y, ys + V—1ys, . . .,

onde /—1 é uma raiz n-ésima fixada. De fato, se {ny < --- <mni} e ay,...,ap € K,
entao por (2.3)

k
—yar [P | - p |
= e /P (50)
k P (xn) P ($n+1)
S\ Plen)  Ploan)
o que conclui a demonstracao. |

Definicao 2.1.8 Dizemos que um polinémio n-homogéneo P: E — R é positivo
definido se P (x) > 0, para todo x # 0.

O teorema abaixo é de autoria de R. M. Aron, C. Boyd, R. A. Ryan e 1. Zalduendo
e pode ser encontrado em [1].

40



2.1. ALGUNS RESULTADOS AUXILIARES

Teorema 2.1.9 Seja E um espago de Banach real de dimensao infinita que ndo admite
um polinémio 2-homogéneo positivo definido. Entdo, para todo P € P (*E) existe um
subespaco E de dimensao infinita sobre o qual P é identicamente nulo.

Demonstracao: Sejam F um espago de Banach real que nao admite um polinémio
2-homogéneo positivo definido e P € P (*E). Seja

S ={U; U é subespaco de E e P|s =0}.

Observe que S # (), pois {0} € S. Defina em S a relagdo de ordem parcial dada pela
inclusao, isto é,

U <Uy, < U CUs.

Temos assim que, todo subconjunto totalmente ordenado de S possui uma cota superior.
Com efeito, se Z C S é totalmente ordenado, entao defina H7 como sendo

HIZ: UU

Note que Hz é realmente um subespaco de E, pois se x,y € Hrz, entao existem U; e Us
em 7 tais que x € Uy e y € Uy. Como Z é totalmente ordenado segue que ou U; C U,
ou U; C Uy, donde

.CE—{—/\yGUlCHI ou ac—l—)\yEUgCHI,

para todo A € R e Hz é, portanto, subespaco de E. Utilizando agora o Lema de Zorn
concluimos que S possui um elemento maximal que serd denotado por U. Suponha que
U tenha dimensao finita e seja {v1,...,v,} uma base para U. Seja também

V=) ker P, = ) ker P,,,
=1

zelU i=

onde P,: E — R ¢é o funcional linear que leva y € E em P (z,y). Para ver que

n
N ker P, = () ker P,
zeU i=1
basta notar que, como v1,...,v, € U, entao
n
N ker P, C () ker P,
zeU i=1

n
e, por outro lado, se y € (] ker P,, e x € U, entdo
i=1

T =AU+ -+ Ao,
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e assim,

Pﬂ?(y):P(xuy):P(Alvl'i_+)\nvn7y)
= MP (v, y) + -+ P (vy,9) = 0.

Deste modo, y € ker P,, para todo x € U e, portanto,

() ker P,, C () ker P,

=1 zeSs

e a igualdade segue. Observemos que U C V. De fato, tome y € U. Entao, para todo
s € U, s+ y também estd em U. Uma vez que

0="P(s+y)=P(s)+2P (y) + P(y) =2F (y),
para todo s € U, obtemos que y € T'. Tendo U dimensao finita, podemos entao escrever
V=U®Y,

para algum subespago Y de V. Note que todos os zeros de P|y estdao em U. De fato,
sea €V, temos que a =s+yonde s € Uey €Y. Una vez que y € V, temos (da
defini¢ao de V') que y € ker P, para todo = € U e, portanto, em particular, y € ker P;.
Deste modo, se P (a) = 0, temos

0=Pla)=P(s+y)=P(s)+ 2P (y)+ P(y) = P(y).

Se y # 0, uma vez que y ¢ U, tomando W como o espago gerado por vy, . . ., v,, y, temos
que P|y é identicamente nula e, além disso, U C W, fato que contradiz a maximalidade
de U. Logo, devemos ter y = 0 e a = s € S. Suponha agora que existam y;,y2 € Y
tais que P (y1) < 0 e P(y2) > 0. Entao y; e y, sdo LI, pois se fossem LD, terfamos
Yo = Ay1, para algum A\ € R e, portanto,

P(y2) = P (A1) = NP (1) <0,

o que seria um absurdo. Considere agora o segmento [y;,y2] C Y, isto é, o conjunto
dos pontos (1 — ) y; + ays, onde « € [0,1]. Uma vez que a restrigdo de P a [y, 1] €
continua (pois ¢ uma restri¢cao de uma aplica¢ao continua), [y 1, y2| é¢ conexoe P (y;) < 0
e P (y2) > 0, segue, do Teorema do Valor Intermediario, que existe § € (0,1) tal que

P((1=0)y +0y2) = 0.
Do que ja foi mostrado acima, segue que
(1—=0)y1+ 0y =0,

o que é um absurdo, pois y; e Y, sao LI e tanto 1 — 6 quanto 0 sao diferentes de zero.
Logo, devemos ter P (y) < 0, para todo y # 0 em Y ou P (y) > 0, para todo y # 0
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em Y. Assim ou P|y é positivo definido sobre Y ou —P|y que o é. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que P|y seja positivo definido sobre Y. Uma vez que U tem

dimensao finita, podemos encontrar funcionais ¢1,...,¢,: £ — R tais que P + Z%
¢ positivo definido sobre V. Para isto, tome {vy,...,v,} uma base de U e § uma base
de V' que contém {vy,...,v,} e faca
0, sex € f—A{v,...,u.}
#3 () % se xr = vk, para algum k=1,...,n
A funcao
2Bl E—R

é claramente continua e, sendo V' imagem inversa de zero por esta funcao, segue que V'
é fechado em E e portanto, é um espago de Banach. Seja 7y a projecao continua de
sobre V. Entao . .
(P+E6t)omr+ £r2
i=1 i=1
¢ um polindmio positivo definido sobre E, contradizendo o fato de que E nao admite
tal polinomio. Logo, U tem dimensao infinita. |

2.1.3 Derivadas

Seja P : E — F um polindomio m-homogéneo continuo. A derivada de P ¢ a
aplicacdo (m — 1)-linear simétrica associada a dP dado por

dP:E — L(E;F)
dP(a)(v) = lim Platt) =P (a).

t—0 t

Note que é fécil ver que dp (a) realmente ¢ linear continua e que dP ¢ um polinémio
(m — 1)-homogéneo. De fato,

- P - P " m
dP (a) (v) = lim Chs tvg (@) _ lim Plat wz Pa
. Pa™ + (M) P (am )+ -+ ()P (a, ()" ) + Pv™ — Pa
— ]11m =
t—0 t
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A continuidade segue do fato de que P é continuo se, e somente se P o é.
A derivada de P é denotada por dP. Entao

(m—1)

dP :Ex - x E— L(E;F)
dP(a™ ") (v) = dP(a)(v).

A segunda derivada de P é a derivada de cfP, denotada por d?P. Como dP é um
polindmio (m — 1)-homogéneo, o raciocinio anterior garante que d*P é (m — 2)-linear.
O polinémio associado a d?P ¢ denotado por d?P. Note que

d*P : E — L(E; L(E; F)) = L(2E; F)
@ P(a)(v)(w) = d(dP)(a"?)(v)(w)
Note que estamos usando a identificacao
L(E;L(E;F))=LCE;F).

Analogamente, a terceira derivada de P ¢ a aplicagao d(CZZP), denotada por d®P.
Como d?P ¢ um polinémio (m — 2)-homogeéneo, segue que d*P ¢ (m — 3)-linear. O seu
polindémio 3-homogéneo associado ¢ denotado por d3P. Temos

PP : E — L(E; L(E; L(E; F))) = L(E; L2E; F)) = L(*E; F)
d*P(a)(v)(w)(z) = d(d®P)(a™?)(v)(w)(2)
e assim por diante.

Teorema 2.1.10 Sejam E e F' espagos de Banach, m € N e P € P(™E; F). Entao a
deriwada de ordem k =1,...,m de P em a € FE aplicada em v € E é dada por

cikP(a)(v) = #'k;)vp (am_k, vk) ,

onde P é a aplicacao m-linear simétrica associada a P
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Demonstracao: O caso k =1 ja foi feito. Para k = 2, temos

EP(@)() - [d(cZP)(am_Q)(”)] (v) = (lim dP (a + tv) — dP (a>) (v)

t—0 t

dP (a + tv) (v) — dP (a) (v)

= lim
t—0 t
 im mP (v, (a + tv)™ 1) —mP (v,a™ ")
t—0 t
5 m—1\ _ D m—1
Pl (at )"~ Po,a)
t—0 t
~ m_l ~ ~
P(v,a™ 1)+ Y (mk 1)P (v, am™ 1k, (tv)k> — P (v,a™ 1)
= mlim =1
t—0 t
—1) .
_mm =) pe gmezy
(m —2)!
m! .
=" p m—2 2 ]
(m — 2)! (a Y )
Continuando com este processo, obtemos resultado desejado. [ |

2.2 Conjuntos Somantes

Esta secao foi baseada no artigo Lineability of summing sets of homogeneous
polynomials de autoria de Geraldo Botelho, Mario Matos e Daniel Pellegrino. Aqui,
introduziremos o conceito de conjunto somante de uma aplicagao bem como o conceito
de lineabilidade. Estabeleceremos ainda alguns resultados que caracterizam o conjunto
somante de polindmios homogéneos em termos da lineabilidade. O conceito de
lineabilidade teve seu surgimento nos trabalhos de Guraryi e Aron (veja [2, 30] e suas
referéncias).

Definigao 2.2.1 O conjunto (p; q)-somante de uma aplicagio f é dado por
Spq (f):={a € E; f é (p;q) -somante em a} .
Se p = q, escrevemos simplesmente S, (f).
Definicao 2.2.2 Um subconjunto A de um espago vetorial topoldgico E é denominado:
o n-lineqvel, se AU {0} contém um subespaco vetorial de E de dimensdo n;
e Linedvel, se AU{0} contém um subespaco vetorial de E de dimensao infinita.

o Espacdvel, se AU{0} contém um subespago vetorial de E fechado e de dimensao
infinita.
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Definicao 2.2.3 Um espaco de Banach E tem a propriedade de Orlicz se o operador
identidade, sobre E, é (2;1)-somante.

Exemplo 2.2.4 Os espacos {,, e L, com 1 < p < 2 tem essa propriedade. Para maiores
detalhes, consulte [23].

Proposicao 2.2.5 Sejam P € P ("E;F) en > 2. Se P é (p;q)-somante em a € E,
entao P é (p;q)-somante em Aa, para todo A € K.

Demonstracao: Ver Observagao 2.1.3. |
Segue diretamente da proposi¢ao acima o seguinte

Coroldrio 2.2.6 Se P € P ("E;F) en > 2, entao ocorre uma das possibilidades:
o Spg(P)=10

o Spq(P)={0}
o S,,(P) é1l-linedvel

Proposicao 2.2.7 Sejamn > 2, E um espago de Banach com a propriedade de Orlicz,
F um espago de Banach arbitrario e P € P ("E; F'). Entiao 0 € Sy (P).

Demonstracao: Sejam zq,...,7, € E. Deste modo

k k
2P (@)l < 20 (1Pl ™
j=1 j=1

r n

— 1P| (Z iju“>

S=

<P (z ||xj||2)

< 1Pl 7 (i) || )}

N

n

j=1

w,l

e o resultado estd provado. |

Proposicao 2.2.8 Seja P € P ("E; F) um polinémio de tipo finito, isto é, P(x) =
k

Y i (x)"bj, onde k €N, ¢p1,...,0p € E' eby,...,b, € F. Entao P é absolutamente

j=1

(p; q)-somante na origem, quaisquer que sejam 1 < q < p.
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Demonstragao: Sejam 1 < p < ge P € P("E,F) de tipo finito. Defina, para
j=1,...,k, ¥;: E" — F dada por

Ui (@1, 20) = @5 (21) - 05 (Tn) by

Observa-se facilmente que cada W¥; é n-linear.  Mostraremos, que as V¥; sao
oo
absolutamente (p; ¢)-somantes na origem, com 1 < j < k. Com efeito, sejam x(ym) ,

m=1,...,n, sequéncias em ¢y’ (E). Deste modo, lembrando que ¢;(E) C (o (E),

8

[ @0 a7 = 3 s (280) -5 (a8) b
z (651 2 1" =2 - - [[ 25D 5 () [)"

v=1

<O Jo; (@) <o

v=1

pois cada ¢; é sempre (p; ¢)-somante, quando ¢ < p, e as ¥; s@o absolutamente (p; q)-
somantes na origem. Agora, seja (:Cl,) | uma sequéncia em E“’( ). Assim,

p

SIP@IF = £ Lo @

[e's) k P
- Z Z\P] (ZEV, 7‘7:11)
=1 ||j=1
k o P
= ( Z\IJ]) (xy,...,a:,,)>
j=1
v=L1llp

e P é absolutamente (p; ¢)-somante na origem. [ |

Coroldrio 2.2.9 Se P € P("E;F) ¢é de tipo finito e 1 < ¢
absolutamente (p; q)-somante em todo ponto de E, isto é, Sy, (P) =
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Demonstracao: Seja a € E. Nessas condigoes,

Plata)—P()= 3 (g (a+ )" = o (")
:§NGWA®"Wﬂ@+~v+@1ﬁﬂ@¢@fl+wwfﬂj
=M@t e@n+ (" )e@eer sy

) ) cL(E;F) h cP("-1E;F) .
+ Z_) 2 (m)n b]
7=1

€P(™E;F)

isto é, P (a + x) — P (a) pode ser escrito como uma soma de polinémios de tipo finito e,
portanto, o fato de cada um deles ser absolutamente (p; ¢)-somante na origem garante
o resultado. |

O Teorema de Defant-Voigt afirma que se E é um espago de Banach e n > 2, entao,
para todo P € P ("E) segue que 0 € S, (P), isto ¢, P é absolutamente 1-somante na
origem. Um raciocinio similar ao utilizado na demonstragao do Corolario 2.2.9, mostra
que, como consequéncia do Teorema de Defant-Voigt, segue que se £ é um espago de
Banach e n > 2, entao S; (P) = E. Com efeito, sejam a € F e P € P ("E). Temos que

P(a+z)—P(a) =

1 - 1 N
=dP (a) (z) + =d*P(a) (z) +--- + d"'P(a) (z) + P (x)
2! (n—1Dh————
S eP(2E) eP("1E) eEP("E)

e o resultado segue.

Definigao 2.2.10 Um polinomio P € P ("E;F) é denominado mnuclear quando

existem uma sequéncia (/\j);il € 01 e sequéncias limitadas (goj);il de elementos de

E' e (bj)]?il de elementos de F', tais que

f%@=§&%@f@ (2.4)

J

para todo x € E.

Proposigao 2.2.11 Seja P € P ("E; F') um polinémio nuclear. Entdo 0 € Sy (P).
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Demonstracao:  Seja P(z) = > Ajp; (2)"bj, com (\)Z, € b1, [lgsll < K e
i=1

|b;]| < M, para todo j. Dado (zx),-, € ¢} (E), temos, para todo j, que

5 s @)l = e 35 \H:j—“ (20)

< K ()il -

Deste modo,

MS

f: 1P ()] =

Z:Aj%‘ (z)" b

B
Il

1

< ZZ 12505 ()" bill = ZZ il s ()™ 1165

=1j=1 =1j=1
< M5 (wr S o, <:vk>r“)
j=1 k=1
75> [w (z o w) }
j=1 k=1
< ME"™|[(w1) 21 1 Zl [Aj] < o0

o que comprova que 0 € S (P). [ |

Observe que foi provado que 0 pertence ao conjunto 1-somante de qualquer polinémio
homogéneo nuclear.

Coroldrio 2.2.12 Se P € P(("E;F) é um polinomio homogéneo nuclear, entao
S1(P)=EFE.

Demonstracio: Seja a € E. Deste modo,
P(a+z)—P(a) = ixjwj (a+2)"b; — ;flejgoj ()" b;
;A by ls (a+2)" = o, (a)")
i‘l (0o @ oy @) -+ (M) (@) gy (@) + gy (@)
()35 Py (@0 Ty () 4+ (1) 35 P (@) by ()"

+ (1) ;)\jbj% ()",

isto ¢, P (a+ x) — P (a) pode ser escrito como uma soma de polinémios homogéneos
nucleares e, portanto, o fato de cada um deles ser absolutamente 1-somante na origem
garante o resultado. |
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Exemplo 2.2.13 Considere o polinémio n-homogéneo (n > 2)
P:ly—K; P <(04j);i1) =Y aj.
j=1

Sejam 2 < g < p ee; € ly o vetor (0,...,0,1,0,...), onde o 1 aparece na j-ésima
entrada. Uma vez que (e;);2, € €5 (L2) C L7 ((2) e P (e;) =1, para todo j, temos

1
00 p
<Z IP(ej)|p> = +o0,
j=1
1sto é, nao existe para esta sequéncia L > 0 tal que

(GG A [

w,q

<L
p

e, portanto, do Teorema 1.5.1 seque que P ndo é absolutamente (p;q)-somante em
0. Logo, pelo Corolédrio 2.2.6, S, (P) = 0, sempre que 2 < q < p. Em particular,
Sy (P) =0, sempre que p > 2.

Exemplo 2.2.14 Considere o polindmio n-homogéneo (n > 2)
P:cy—cy; P ((aj);;) = (oz?);il

e sejal < q < p. Unmavez que (¢;);2, € £ (co) C €7 (co) e [[P(ey)ll = [lejll = 1,

para todo j, temos que P nao é absolutamente (p;q)-somante na origem. Logo, pelo
Coroldrio 2.2.6 seque que S, (P) = 0. Em particular, S, (P) = 0.

Teorema 2.2.15 Sejam P € P ("E;F) ea € E. Entao a € S, (P) se, e somente se
0€ Sy, (csz (a)> para todo k =1,...,n.

Demonstracao: Suponha que 0 € S, (cZkP(a)) para todo £ = 1,...,n. Deste
modo, dado (z;)72, € £ (E), segue que (cZkP (a) (acj))oo €l,(F),parak=1,...,n.
=1

Para todo 7, temos
(M Bk k SRS
Pla+a)=Pla) =Y ()P (" af) = X { | ) 5d"P (o) (),
k=1 k=1 :

e, portanto, uma vez que /(,(F) & espago vetorial, segue que a € S,,(P).
Reciprocamente, sejam a € Sy, (P) e k € {1,...,n}. Pela Proposicao 2.1.4, sabemos

que P & (p;q)-somante em (a,...,a). Deste modo, da Proposicdo 2.1.2 segue que a
aplicacao
panfk . Ek — F
(z1,...,25) — Ppr (21,...,23) = P (a”_k,xl, . ,xk)
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é (p; q)-somante na origem. Utilizando mais uma vez a Proposigdo 2.1.4 temos que
o polinomio gerado por esta aplicacao k-linear é (p; ¢)-somante na origem. Mas este
polindémio ¢ um miiltiplo de d*P (a), o que significa que d*P (a) é (p; q)-somante na
origem, isto ¢, 0 € Sy, (d’“P (a)). [ |

Proposicao 2.2.16 Seja E um espacgo de Banach com a propriedade de Orlicz. Entao,
Ss1 (P) = E para todo n, para todo F' e para todo P € P ("E; F).

Demonstragao: O cason =1 ¢ trivial. Suponhamos n > 2. Seja (z;)72, € £} (E).

Deste modo, como F tem a propriedade de Orlicz, segue que (xj)]_l € (5 (E). Assim,

(iHP(xj)HQ) < (iHP(%)Hi)
—|IP| (i ||:cj||2) <o

o n 2
< (Z(IIPII 2z )")
Isto mostra que 0 € Sy (P) para todo polinémio homogéneo P sobre E e, portanto, o
Teorema 2.2.15 assegura o resultado, pois dados P € P ("E; F) e a € E, teremos que

j=1
0 € Sy (JP (a)). m

2

[SIES

w3

Agora, veremos um exemplo de polindmio n-homogéneo, para cada n, que sé é
absolutamente 1-somante em 0 e, portanto, nao é nem ao menos 1-linedvel.

Exemplo 2.2.17 Considere o polinémio 2-homogéneo

P: Ly ([0,1];K) — Ly ([0,1] ; K)
f=P(f)=f
Vejamos que Sy (P) = {0}. Uma vez que Lo (]0,1];K) tem a propriedade de Orlicz
temos, pela Proposicao 2.2.7, que 0 € Sy. Escolha uma sequéncia (ozj);il ely—1V e
uma sequéncia ortonormal (h;)>~, € Lo ([0,1];K) tal que, para todo j € N, |h; ()] =1
quase sempre (no sentido de Lebesgue) como, por exemplo, as fungoes de Rademacher
que sao dadas por

rp: [0,1] - R, n €N

t +— sign (sen2"nt) .

Consideremos, agora, a sequéncia (a;h;)2,. Se g € Ly ([0,1];K), entdo a desigualdade
de Bessel nos fornece

> lig.0sh) = 55 |aj||<g,hj>|s(i|aj\2> (f |<g,hj>|> < [,

gl
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Isto mostra que (ajh;)2, € £ (Lo ([0,1];K)). Seja agora 0 # f € Ly ([0,1];K) Uma
vez que

dP (f)(g) = 2P (f.g) = 2fg,

temos

5= [P () (ahy)

=1

L _22fo |f ()] || | (2)] dt
_22|O‘J|fo |f ()] |h; (£)] dt
_22’0@|f0 |f(t)|dt

=25, 3 lay| = +oo.
]:

0 que mostra que dp (f) nao é 1-somante e, de acordo com o Teorema 2.2.15, seque

que [ ¢ S; (P).

Iremos agora lidar com o caso em que n > 3. Para cada = € [—m, 7|, consideremos
o conjunto

r—mm7, se0<zr<T
Jx;:{te[—W,W];x—té[—ﬁ,ﬂ]}:{ [_[ij”& se —1<zr<0

Sejam f,g € Ly ([—m, 7] ;K). A convolugao f * g é definida sobre [—m, 7| por
= [, f(z—1)g(t)dt

A desigualdade de Young para convolugoes afirma que, se [ € L e g €
L,, (1<p<o0), entdo f * g(x) existe para todo z, f*xg € L, e ||f>|<gHLp <

£z, gl Lp(para maiores detalhes, consulte [27]). Portanto, no nosso caso, temos
frge€ La([=ma];K)e | fgll, <Ifll, lgll,-

Proposicao 2.2.18 Assumindo que todas as integrais em questao existam, nos temos:

(i) frg=gxf
(@) (fxg)*xh=fx(g*h)

Demonstragao: A prova de (i) é feita utilizando-se a substituicdo s =z — ¢ :

fJ fz—1) (t)dt:szf(s)g(x—s)ds:g*f(x).
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A prova de (ii) segue de (i) acima e do Teorema de Fubini:

(x —s—t)h(s)dtds
(x —s—1t)h(s)dsdt
h

e a demonstragao estd concluida. [

Deste modo, de maneira indutiva, podemos definir

et fim fa(pe g,
Proposicao 2.2.19 Seja n > 2 e considere o polinémio (n + 1)-homogéneo
P: Ly ([-m,7];K) — Ly ([-7, 7] ; K)
froP(f)= ()t
Nestas condigédes, S (P) = {0}.

Demonstragao: Primeiro vejamos que P estd bem definida. Se f € Lo ([—m, 7] ; K),
pela Desigualdade de Young, segue que f x f € Ly ([-m, 7];K). Logo, o mesmo

procedimento repetidas vezes nos leva a concluir que (f * ) f) € Ly ([—m,7]; K).
Como f € Ly ([—7, 7] ;K), segue, pela Desigualdade de Holder, que

(f*-(T-L)-*f)-fELl([—w,w];K).

Uma vez que Ly ([—7, 7] ;K) tem a propriedade de Orlicz, a Proposigao 2.2.7 nos
garante que 0 € S1 (P). Seja f € Ly ([—m, 7] ;K), com f # 0. A aplicagdo multilinear

T: Ly ([-m, 7]; K)"™ — Ly ([-7, 7]; K)
(f1>"'7fn7fn+1) = T(fla"'afmfnJrl) = (fl koeeo *fn) ' fn+17

claramente, define P. Deste modo, a aplicacao multilinear simétrica associada a P é
dada por

P: Ly ([-m,7]; K)" — Ly ([-7, 7] ; K)

(fl; cee 7fn;fn+1) = moeszn+lT (fa(l)u e >f0(n)7fa(n+1)) ’
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onde S,;1 é o conjunto das permutacoes de {1,...,n,n+1}. Assim, para toda
g € Ly ([-m,7]; K), temos

dP (f)(g) = (n+1)P(f",9)
(n+1)

:m[n!T(g,f,...,f)+n!T(f,g,f...,f)+~~~+n!T(f,---,fag)]
=T(f,....fr9) +nT(f,....f.9, )
:(f*.(yf).*f)-g—i—n(f*(?-l-i-l)*f*g)-f (2.5)

ArmrmvacAo 1: O operador linear
w: Ly ([-m,7]; K) — Ly ([-7, 7] ; K)
gl =(F+" e feg)- s
é 1-somante.

Prova da Afirmagao 1: Para z € [—7, 7|, defina h, : [-7, 7] — K dada por

hx(t)_{ (F" Ve @-1), seted,
0, seté¢ J,

onde a barra representa a notagao usual para o complexo conjugado. Temos que
hy € Ly ([, 7] ; K) e
(n—1)
1hallp, = {|(f* "% )= f

f*(T.LT?)*f

(n—3)

Lo

IN

1712,
1

L

«f) = f

£,
1

L

(n—3) 2

froTs NS,
Ly

-3

s <L fll I
-2 -1

I LI, ™ < I,

IN

IA A
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Interpretando h, como um funcional linear sobre L, ([—m,n];K), para todo g €
Ly ([—m, 7] ; K), obtemos

ha (9) = (g, ha)

- szg (t) he <t>dt
(n—1)
@ ) - by
(n—1)
=(f* - "xfxg)(z).
Concluimos que u é 1-somante observando que, para g1, ..., gx € Lo ([—7, 7] ; K), temos
k (n-1)
2o llulgll =220 |[(f o % fxg) - f
j=1 j=1 Ly
k T (n—1)
= Zlf,,r (f* T frgy) (@) |f (2)] da
j:

= I <§3 o (95)] 1.f (w)!) dx

=1

. P he
= Wl (£ [ )
]:1 H I'HLQ

!f(sv)|> dx
<A I,

k
(gj)jlew 1

ArrMAcAo 2: Se f # 0, o operador linear
v: Ly ([—m, 7], K) — Ly ([—7, 7] ; K)
gv(g)=(f* %) g
nao é l-somante.

Prova da Afirmacao 2: Seja (h;);Z, uma sequéncia ortonormal em Ly ([—m, 7] ; K)

tal que, para cada j € N, |h;(z)] =

1
em quase toda parte. Escolha uma
N p

sequéncia (Oéj);il € ly — ¢1. O argumento utilizado no Exemplo 2.2.17 mostra que
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(ajhy)>2, € & (Lo ([—m,m];K)). Assim v ndo ¢ 1-somante pois

> v Caghy)ll = 22 ||(f %+~ = f) - sy
j=1 Jj=1 Ly
X e (n)
= Zlf‘” (f -2 ) (@) | lag] |hy ()| da
]:
=> —la x)|dx
]; \/— il S +f) (x)
=i]<f*-"?”)-*f> S
Qﬁ L1 Jj=1
R U
Das afirmagdes 1 e 2, juntamente com (2.5) concluimos que dP (f) no ¢ 1-somante e,
do Teorema 2.2.15, segue que f ¢ S; (P). |

Teorema 2.2.20 Sejam E e F espagos de Banach, P € P (?E; F) e1 < q < p. Entao,
uma das alternativas sequintes ocorre:

o Spq(P)=0;
o S, (P)= {a e E;dP(a) ¢ (p;q) —somante}.
Além disso, se Sy, (P) € nao vazio, entao Sy, (P) é um subespago vetorial de E.

Demonstracao: Suponha que S,, (P) seja nao vazio. Assim, a Proposicao 2.2.5
assegura que P é (p;q)-somante na origem e, neste caso, o Teorema 2.2.15 garante
que a € S,, (P) se, e somente se, dP (a) é (p; ¢)-somante, provando assim a primeira
afirmacao. Temos, portanto, que

Sy (P) = (4P) " (1L, (E. F)). (26)
Observe que

dP: E — L (E;F)
a— dP (a)

é linear. Com efeito, se u, v, w sao elementos quaisquer de F e \ € K, entao

dP (u+ ) (w)

2P (u+ v, w)
2P (u,w) + 2\P (v, w)
= dP (u) (w) + AP (v) (w).

Deste modo, de (2.6), do fato de II,, (E, F') ser subespago vetorial de £ (E, F') e do
fato de dP ser linear obtém-se a segunda afirmacao. [ |
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Coroldrio 2.2.21 Se P € P (*E), entdo ou Sy, (P) =0 ou S,, (P) = E.

Demonstragao: Para qualquer a € FE, dp (a) é um funcional linear continuo e,
portanto, (p;q)-somante. [ |

Proposigao 2.2.22 Sejam E um espago de Banach, P € P (®E) e1 < q < p. Entdo
uma das possibilidades ocorre:

o Spq (P)=10;
o S, (P) é um subespago vetorial de E.

Demonstracao: Suponha que S,, (P) # 0 e seja a € E. Pela Proposicao 2.2.5
sabemos que P ¢é absolutamente (p;q)-somante na origem. Por ser um funcional
linear, segue que dP (a) é absolutamente (p;q)-somante. Do Teorema 2.2.15 segue
que a € Sy, (P) se, e somente se, 2P (a) é absolutamente (p;¢)-somante na origem.
Denotamos o espago de todos os polindomios 2-homogéneos a valores escalares sobre E
que sdo absolutamente (p; ¢)-somantes na origem por Py(pq) (*E). Logo

Spg (P) = (CZ2P)_1 (PGS(p;q) (2E>)

e é, portanto, um subespaco vetorial de E, pois &P E — P (2E) ¢ um operador
linear. [

Teorema 2.2.23 Sejam F e F espagos de Banach, n € N, P € P("E) eg: E — F
uma aplicag@o continua. Se Sy, (P) = E, entdo Sy, (P - g) =ker PU S, (g).

Demonstragao: Dado (xj);il € ly (E), temos que g (z;) — ¢(0), pois x; — 0 e,

por hipétese, g é continua. Segue entao que (g (%));il ¢ uma sequéncia limitada e,

portanto, existe A/ > 0 tal que ||g (x;)|| < M, para todo j. Primeiramente, mostremos

que Sy (P-g) # 0. Uma vez que Sy, (P) = E temos que (P (x;));2,é p-somdvel e,

sendo assim,

> (P g) (zp)l]” = Zl 1P ()" llg (z)]I" < MPZI | P (25)]" < o0,
‘]: =

I
Jj=1 J

o que mostra que 0 € S, (P - g). Seja a € E. Para todo j,

(P-g)(a+a;)=(P-g)(a) =Platw;)g(atz;)—Pla)g(a)
= P(a+w;)(g(atw;)—g(a))+g(a)(Platz;)—Pa)).

Sabemos que (P (a+x;) — P (a))’Z, é p-somével, pois Sy, (P) = E. Portanto,
a € Spq (P g) se, e somente se, P (a+z;)(g9(a+ ;) —g(a));Z, é absolutamente p-

somdvel. Por hipétese, a € S, (P) e, deste modo, o Teorema 2.2.15 garante que dkp (a)
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é absolutamente (p; ¢)-somante na origem para todo k = 1,...,n. Agora, associando
isso ao fato de que a sequéncia (g (a + x;) — g (a))Z, ¢ limitada, pois a +z; —aegé
continua, segue de

\_/

Plata)(olata) -g@) = (£ (1)P ) oot a) - g @)

a))

(1)

=P(a)(g(atz;)—g

+ (g (

=P(a)(g(a+z;) —
(

—~

a+z;)—g(a))

o
m:

g(a))
n 1
+(g(a+x;)—g(a) > d"P(a) (z;),
j=1k!
para  todo  j, que a € Spq (P-g)  se, e somente  se,

(P (a)(g(a+z;) —g(a)));Z, ¢ absolutamente p-somével. Assim, se a € ker P entdo
P(a) = 0e (P(a)(g(a+z;)—g(a));Z, é trivialmente absolutamente p-somdvel e,
consequentemente, ker P C S, (P - g) e se a ¢ ker P, temos que a € S,, (P - g) se, e
somente se a € S, (g) € o resultado segue. |

Coroldrio 2.2.24 Sejam E e F espagos de Banach, n € N, P P("E) eg: E — F
uma aplicagio continua. Entao, Sy (P -g) =ker PU S (g).

Demonstracao: Do comentdrio acerca do Teorema de Defant-Voigt, sabemos que
S1(P) = E. Assim o Teorema 2.2.23 garante o resultado. [

Coroldrio 2.2.25 (i) (Caso Complexo) Sejam E e F espagos de Banach complexos
sendo E de dimensao infinita. Sejam P e g como no Teorema 2.2.23. FEntao
S1 (P - g) é espagdvel.

(17) (Caso Real) Sejam E e F' espagos de Banach reais sendo E de dimensao infinita.
Pelo menos uma das sequintes possibilidades ocorre:

(a) Eziste P € P(*E,E) tal que Sy (P) = {0};
(b) Para todo P e g como no Teorema 2.2.23 comn =2, Sy (P - g) é espagdvel.

Demonstracao: (i) : Do Teorema 2.2.23 sabemos que ker P C S; (P) e, do Teorema
2.1.6, sabemos que existe um subespago G' de dimensao infinita, tal que

G C ker P.

Mas ker P = P~1 (0) e, uma vez que P ¢é continua e {0} ¢ um conjunto fechado, temos
que ker P é fechado e, deste modo,

GCkerP=kerPC S (P-g).
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(i) : Suponha que E admita um polindmio 2-homogéneo positivo Q € P (2E).
Definindo P € P(3E;E) por P(z) = Q(x)z, temos, pelo Teorema 2.2.23, que
S1(P) = ker P = {0}, provando que (ii) ocorre neste caso. Se F nao admite um
polinémio 2-homogéneo positivo, do Teorema 2.1.6, sabemos que para todo P € P (?E),
ker P contém um subespaco de dimensao infinita de E. Repetindo a prova de (i),
observamos que ocorre entao (i). |

Exemplo 2.2.26 (O conjunto somante de um polindmio 3-homogéneo pode nao ser
um subespago vetorial) Seja E um espag¢o de Banach de dimensdo infinita. Firemos
01,00 € E' de modo que keryp; ¢ kerps e kerypy ¢ keryy. Para isto, basta
apenas tomar a,b € E wvetores linearmente independentes e definir o1 e py em E’
de modo ¢ (a) = @3 (b) = 0 e ¢y (a) = ¢1(b) = 1. Consideremos agora o polinémio
PeP(E,E) dado por
P(x) = ¢1(z) 2 (2) 2.

O Teorema de Dvoretzky-Rogers garante que se E é um espago de Banach de dimensao
infinita, entao o operador identidade nunca é absolutamente somante e, deste modo,
temos que Si (idg) = 0. Do Coroldrio 2.2.24 extraimos que

S1(P) =ker (1 - o) U Sy (idg) = ker (o1 - p2) = ker 1 U ker .

Logo, tanto a quanto b sao elementos de Sy (P). Suponha que (a +b) € Sy (P). Entdo
(a+0b) € kerpy ou (a+0b) € kerps o que significa que b = (a+b) —a € kerg,
oua = (a+b) —b € kerypy, o que é uma contradi¢do. Deste modo, provamos que
(a+0b) & S1(P), o qual ndo é, portanto, subespago vetorial de E. Note que, no entanto,
S1 (P) é espagdvel, pois ker p; C Sy (P).

Proposicao 2.2.27 Sejam n > 4 e 2 < q < p. FEntao, existe um polinomio P
n-homogéneo a valores escalares tal que Sy, (P) # 0, mas Sy, (P) nao é subespago
vetorial.

Demonstracao: Sejamn > 4e 2 < q < p. Seja também E um espago de Banach que
admite um polinomio @ € P ("2E) tal que S,,, (Q) = 0. Como exemplo, basta tomar
E=/ye@: V¢, — K dada por

Q <(%’);O:1> = Ji@?_2

(para maiores detalhes, conferir Exemplo 2.2.13). Sejam 1, g € E’ tais que ker p; €
ker 5 e ker o ¢ ker ¢;. Defina agora P € P ("E) dado por

P(x) = ¢1(2) @2 (2) Q (x).

A Proposicao 2.2.8 garante que Sy, (¢1 - p2) = E e, portanto, do Teorema 2.2.23 segue
que
Spiq (P) = ker (1 - 02) U Sy (Q) = ker (ip1 - 02) = ker 1 Uker ¢
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e, portanto, Sy, (P) nao é subespaco vetorial de E. [ |

Seja G um subespaco completo de um espaco de Banach E. Entao a projecao de F
em (G é p-somante se, e somente se, G tem dimensao finita. Com efeito, seja 7g: F — G
a projecao de E em (. Suponha que 7 seja p-somante; deste modo, a restrigao de mg
a (G é a identidade idg e, portanto, do Teorema de Dvoretzky-Rogers temos que G tem
dimensao infinita. Reciprocamente, se G tem dimensao finita, uma vez que g é linear
segue que, dado (z;)72, € £, (E), temos (7¢ (;)),2; € £, (G).

No entanto, observamos que, se ¢ < p, entao a projecao de F sobre um subespaco
G de dimensao infinita pode ser (p;q)-somante, pois se (mj);.il € (,(E) temos que
(me ()2, € ,(G) C £, (G).

O lema abaixo nos ajudard na demonstragao da proposicao seguinte.

Lema 2.2.28 Seja T': 2 — F' um operador linear continuo e seja ()22, € £y (E).
Entdo (T (x;));2, € 5 (F).
Demonstracao: De fato, se ¢ é um funcional linear continuo definido sobre F', entao
@ o1 é um funcional linear continuo definido sobre E e, portanto,

¢ (T () = 3 (o) (@) < o

J:

J=1

Definicao 2.2.29 Seja E um espago de Banach. Um operador P: E — FE, linear e
continuo, é uma projecao se Po P = P.

Definicao 2.2.30 Um subespaco G de um espaco de Banach E é dito complementado
se existe uma projecio P: E — F tal que P (E) =G.

Proposicao 2.2.31 Seja G um subespago complementado de E tal que a projecao de E
sobre G € (p; q)-somante. Se existe um polinomio P € P ("E; F) tal que S, (P) = {0}
en > 2, entdo existe um polinomio Q € P ("E; F) tal que Spq (Q) = G.

Demonstracao: Seja H o complementar topoldgico de G, isto é, £ = G & H.
Denotaremos por ny,7g: E — FE as projecoes de E sobre H e G, respectivamente.
Defina

Q:=PomygeP("E,F).

Dado (z;)72, € £ (E), o Lema 2.2.28 nos garante que (7 (z;))2; € (7 (£). Assim,

uma vez que 0 € Sy, (P), temos que (Q (25))72, = (P (7m (7;));2, € £, (F). Dado
a € G, temos que 7y (a) =0 e
(Q(a+j) = Q(a)Z, = (P(mu (a+ ;) = P(mu (a)));,
= (P (mu (z;)));2, = (Q(;));2, € 6 (F)
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o que mostra que a € Sy, (Q). Provamos entdao que G C S, (Q). Consideremos agora
a ¢ G. Neste caso, my (a) # 0 o que significa que 7y (a) ¢ S, (P). Logo, existe uma
sequéncia (7;)72, € £ (E) tal que
Py

(@) +25) = P (7 (a);2, & 6 (F).

Uma vez que
P (i (@) + ) = P (@) = (1) (@™ at).

1
existe k € {1,...,n} tal que (P ( (a)" " ,xf))oo ¢ (, (F). Como, para todo x € E,

7j=1
temos que x = 7y (z) + 7¢ (), segue que

P <7TH (a)n_lC ,xf) =P (7TH (a)n_k (7w (x5) + e (%))k>
- é(f)? <7TH (CL)THIC JTH (l‘j)kii TG (x])z> }

Logo, (]5 <7TH (a)" " 7y ()" 7 (ZL‘])Z>> ¢ 0, (F), para algum i € {0,...,k}.
j=1

Suponha que tenhamos i # 0. Por hipétese, m € (p;¢)-somante o que nos da

o lme (z5)]]P < 00. Seja K > 0 tal que ||z;]| < K, para todo j. Temos entdo que

j=1

x p

P (i (@)"* 7 ()" 7 (a,)')

] P (7TH (a)n_k y TH (xj)k_i TG (xj)i_l y TG (%))

—k i—1 k—1
<ZHPH Il (@)™ e (@) (lwa (@) 17 llww ()|
]:

p

I
18

|
81

8L

(n—i)p
" I

n—k i—1 i—1 i
al "™ Wm0 s |4 e ()7 s

<.
—_

<D n—i n—k i1 1)y
12PNl |2 al| 2 | P K 1>P_zl||m<asj>||p<oo
]:

N

mostrando assim que (]5 <7rH ()" 7y ()" ma (a:])l>> € (,(F), o que é uma
j=1

contradicao. Segue, portanto, que devemos ter ¢ = 0, ou seja,
(P (o @) o (2)")) ¢ £, (P,
J:
Mas

J2 (WH (@)™ 7 (xJ-)’f) = Q (a7, ) = L,k)!dkcg (a) (z;)

n.

o que mostra que 0 ¢ S, <a?k'@ (a)) e, portanto, do Teorema 2.2.15, obtemos que
a & Spq (Q)- L
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Apéndice A

Aplicacoes Diferenciaveis em
Espacos de Banach

Definicao A.0.32 Sejam E e F' espagos de Banach sobre um mesmo corpo K e U um
aberto em E. Dizemos que uma aplicacao f: U — F é diferencidvel sobre U se, para
cada ponto a € U, existe uma aplicagio A € L (E; F), satisfazendo

@) =T (@) = Al - o)

=—a I = all

~0. (A.1)

Uma aplicagao diferencidvel no sentido acima ¢ também denominada de aplicacao
Fréchet diferenciavel.

Observagao A.0.33 Seja U um subconjunto aberto de E. Entao:

(1) Toda aplicagao diferencidvel f: U — F é continua. Com efeito

If (=) = fla) =A@ —all | !\A(:v—a)”

tim () ~ £ o) <l o a |

[ — o [ — o
_ —A(r —
Siﬁ%”““”[wx) fuiza)_au s G)HH‘A”}:O'

(17) A aplicacao A que aparece na defini¢iao acima é determinada unicamente por f e
a. FE denominada a diferencial de f em a sendo denotada por D f (a). Portanto,
uma aplicagcao diferencidvel f: U — F induz uma aplica¢ao

Df:U— L(E;F). (A.2)

(1ii) Se E e F sao espagos de Banach, entio existe uwma distingdo entre a
diferenciabilidade complexa de f: U C E — F e a diferenciabilidade real de
f:U C Egr — Fgr. Obviamente, a diferenciabilidade complexa implica na
diferencibilidade real, mas a reciproca nao é verdadeira. Com efeito, a func¢ao
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f: C— C, dada por f (z) = z é R-diferencidvel, mas nao é C-diferencidvel, pois,
sobre R, a aplicagdo f é linear e, sobre C, nao. Além disso,

hmf(cH—tv)—f(a) . at+tv—a
t—0 t t—0

SIS N

(A.3)

e este limite nado existe para qualquer a,v € C, v # 0 e, como veremos adiante, a
existéncia desse limite era necessdaria para que f fosse C-diferencidvel. Para ver
que este limite nao existe, basta tomar os caminhos vy1,72: (—¢,e) — C dados
por 1 (A) = A e 2 (A) =i\ e ver que

. . 2 . —IA ,

lim—-=Ilm—-=1¢ lim — =lim — = —

A=0 A A=0 A A—0 A A—=0 A
pois, como se sabe, para que o limite em (A.3) existisse, seria necessdrio que os
limites acima fossem iguais.

Exemplo A.0.34 Se f: E — F é uma aplicagao constante, entao [ é diferencidvel e
Df (a) =0 para todo a € E. Se A € L(E;F), entio A é diferencidvel e DA (a) = A,
para todo a € E.

Teorema A.0.35 (Regra da Cadeia) Sejam E, F e G espagos de Banach sobre um
mesmo corpo K. Sejam U C E eV C F conjuntos abertos e sejam f: U — F e
g: V — G duas aplicagoes diferencidveis de modo que f (U) C V. Entao, a composi¢ao
go f: U — G é também uma aplicacao diferencidvel e

D(go f)(a)=Dg(f(a))oDf(a), (A.4)
para todo a € U.

Demonstracao: Tomea € U efacab= f(a) € V. Faga A= Df(a) € L(E;F) e
B = Dg(b) € L(F;G). Deste modo, para todo x € U e y € V, podemos escrever

¢ (x)=f(z) = f(a) = A(z —a) (A.5)
Y(y)=gy)—g(b) —B(y—0>), (A.6)
onde
Al @) @l
P eh (A7)
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Daf,

g9(f(a))+ B(f(z) = f(a)) + ¢ (f (2))
=9(f(a)+ BlA(x—a)+ ¢ (@) +¢(f (z))
9(f(a))+(BoA)(x—a)+p(z),

onde p(2) = B (o (2)) + (f (2)). Assim,

(@) @l . @l 1@ - @l
loe—al S BV e T T =@l el

e, uma vez que

If () = f (@)l _ Az —a) +e @] _ 1Al + e ()]

|z — all [ — all |z — al|’
temos que
lim 2@ _ (A.8)
a—a ||z —al
o que completa a demonstracao. [ |

Teorema A.0.36 (Desigualdade do Valor Médio) Seja U um subconjunto aberto
de E e seja f: U — F diferencidvel. Se o segmento [a,a + v] estd totalmente contido
em U, entao

If (@ tv) = f @)l < loll sup [|Df(a+ ). (A-9)

Demonstragao: Tendo em vista a Observacao A.0.33-(iii) podemos, sem perda de
generalidade, assumir que K = R pois aqui estamos nos restringindo ao segmento
l[a,a+v] e X & real. Entao, para cada i) € I”, consideremos a funcao g,: [0,1] — R
definida por g, (\) = ¢ o f (a + Av). Entao g, é continua sobre [0, 1], diferencidvel sobre
(0,1), sendo

gy (A\) =D o fo(a+ )
=Dy (f(a+N)oD[fo(a+ \v)]
=y [Df (a+ M) oD (a+ \v)
=¢[Df (a+ o) (v)],

para todo A € (0,1). Pelo Teorema do Valor Médio para fungdes de uma varidvel real,
temos

gy (1) — g4 (0)] < sup. 9 (V)]

isto é,

[V (fla+v) = f@) < swp [0[Df (a+ M) @]
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para todo ¥ € F’. Deste modo, utilizando o Teorema de Hahn-Banach, temos

If (a+1t) = f(a)] = sup [¢(f (a+v)—f(a))

lylI<1
s <sup 1 [DF (a + M) <v>u)
lpll<1 \0<A<1

= sup <sup [ [Df (a+ Av)] (U)H>

0<A<1 \ lgl<t

= sup [[Df (a+ Av) (v)|

0<A<1
< |[lvll sup [[Df (a+ o)
0<A<1
e o resultado desejado é obtido. [ |

Coroldrio A.0.37 Seja U um subconjunto aberto de E e seja f: U — F uma aplica¢ao
diferencidvel. Se o segmento [a,a + t] estd totalmente contido em U, entdo

If (a+1t) = f(a) = Df (a) @)|| < [[¢]] Sup IDf (a+ At) — Df (a)]|- (A.10)
Demonstracao: Seja g: U — F' a aplicacao dada por
g(z)=f(z) = Df(a) (x —a).
Logo, pelo Teorema A.0.36
lg (a+1t) =g (a)|l <[t} sup [[Dg(a+At)],
0<A<1

ou seja,
If(a+wv) = f(a) = Df (@) @) < lloll sup [|Df(a+ )= Df(a)l].
|

Definicao A.0.38 Seja U um subconjunto aberto de E. Dizemos que a aplica¢ao
f: U — F ¢é continuamente diferencidvel ou que é de classe C* se f é diferencidvel
e a aplicagao Df: U — L (E; F) é continua.

Definicao A.0.39 Seja f: U C Er — Fg e seja a € U. Dizemos que f possui uma
derivada na direcao dev € E em a se o limite

Ji L0 10) = / (@) (A.11)

t—0 t

existe. A este elemento de F, damos o nome de derivada direcional de [ em a na
direcao de v e denotamos por

of
0 (a). (A.12)

Se f é uma aplicacdo tal que todas as suas derivadas direcionais existem, dizemos que
f é Gateaux diferencidavel.
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Proposicao A.0.40 Se f: U C Er — FR é diferencidvel em a € U, entao a derivada
direcional de f em a na diregio de v existe, para todo v € E e é dada por

L (a) = Df (@) (). (A13)

Demonstragao: Sejaa: (—\, A\) — U o caminho diferencidvel dado por « (t) = a+tw.
Seja ainda g : (—A\,A\) — F a aplicacdo dada por ¢ (t) = (foa)(t). Deste modo,
fazendo uso da Regra da Cadeia, temos

OF () DO ) =1 (@) o) =9 (0
ov t—0 t t—0 t
= % (0) = Df («(0)) (o' (0)) = Df (a) (v),
o que conclui a demonstracao. [

Definicao A.0.41 Seja U um subconjunto aberto de E. A aplicacio f: U — F é dita
duas vezes diferencidvel se [ é diferencidvel e a diferencial Df: U — L(E;F) é
também diferencidvel.

Se U é um subconjunto aberto de £ e f: U — F é uma aplicacao duas vezes
diferencidvel, entao a diferencial da aplicagao Df em um ponto a € U é chamada a
diferencial de segunda ordem e serd denotada por D?f. Deste modo, D?f (a) pode ser
encarada como um elemento de £ (E; L (E; F')) que pode ser identificado com £ (*E; F').
Se a aplicagao induzida D?f: U — L (®E; F) é continua, entao f ¢ dita duas vezes
continuamente diferencidvel ou de classe C2.

Definicao A.0.42 Seja U um subconjunto aberto de E. Por indug¢do sobre k, dizemos
que f: U — F é k vezes diferencidavel se f é k— 1 vezes diferencidvel e a diferencial
de ordem k —1 D*1f .U — L (kflE; F) é diferencidvel. Se D*f ¢é continua entdo,
dizemos ainda que f é k vezes continuamente diferencidvel ou de classe C*. Uma
aplicacao f é dita infinitamente diferencidvel ou de classe C™, quando é k vezes
diferencidvel qualquer que seja k € N.

Observe que nesta definicao fizemos uso da identificacao £ (E;L (k_lE; F)) ~
L(*E;F).
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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