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Resumo

Neste trabalho demonstraremos a existéncia de solucao radial para o seguinte

problema de Dirichlet relativo a equagao de Hénon

—Au = |z|*uP"t  em Q;
u >0, em €; (1)
u =0, na 052,

2
onde Q) é a bola unitaria do RV e 2 < p < 2* + N—az. Também demonstraremos

existéncia de solu¢ao nao-radial para o problema (1) quando 2 < p < 2* e « é suficien-

temente grande. |

tPalavras-chave: Equacdo de Hénon, solugao radial, solucio nao-radial, expoente critico.



Abstract

In this work we are going to prove the existence of radial solution to the following

Dirichlet problem concerning the Hénon equation

—Au = |z|*uP~t,  in Q;
u >0, in (2)
u =0, on 051,

2
where ) is the unitary ball in RY and 2 < p < 2* 4+ N—aQ' We will also prove the

existence of non radial solution to problem (2) when 2 < p < 2* and « is big enough. |

tKeywords: Hénon equation, radial solution, non radial solution, critical exponent.
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Introducao

Ao longo desta dissertacao, salvo mensao em contrario, {2 denotaré a bola unitaria
do RY com N > 3. Em um trabalho publicado em 1973, M. Hénon [12] introduziu a

equacgao eliptica
Au = |z|*uP™t em (3)

onde o > 0 e p > 2, no contexto do grupo estelar de simetria esférica. A equacao (3)
¢ de grande interesse matemaético, especialmente no dominio da anélise nao-linear e
métodos variacionais.

Nessa dissertacao, estudaremos questoes relacionadas a existéncia de solucao ra-
dial e existéncia de solugao nao-radial para o seguinte problema de Dirichlet relativo a

equacao de Hénon

—Au = |z|*uP"t,  em Q;
u >0, em 0, (4)
u =0, na O0S2.

Julgamos conveniente dividir esta dissertagao da seguinte maneira:

No Capitulo 1, achamos interessante introduzirmos algumas defini¢oes e teore-
mas que facilitarao, para o leitor nao familiarizado, a leitura dos capitulos subsequentes.
Dentre as defini¢oes ressaltamos a definicao de A¢ao de um Grupo Topologico que
usaremos para introduzir o espaco H&rad(Q), e para enunciarmos o Principio de
Criticalidade Sitmétrica de Palais, a saber o

Teorema 0.1 Suponha que a acao de um grupo topoldgico G sobre um espacgo de Hil-
bert H seja isométrica. Se I € CY(H,R) € invariante, e u é um ponto critico de I

restrito ao Fiz,(G), entdo u € ponto critico de I em H.
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Este teorema sera tutil no Capitulo 3, para mostrarmos que uma determinada fungao
minimizante constitui-se, a menos de um maultiplo escalar, em uma solugao para o
problema (4). Além disso, apresentaremos um teorema muito utilizado no estudo de
nao-existéncia de solugao para problemas elipticos o qual é denominado Identidade
de Pohozaev com Peso, que é o

Teorema 0.2 Sejam Q0 um dominio limitado com fronteira suave e g : Q@ x R — R

uma fungdo continua. Se u € C*(Q) satisfaz:

{ ~Au(z) = g(x,u(x)), paratodo x € Q; (5)

u(z) = 0, para todo x € 0,

y € RY ¢ um vetor fizado e n(x) denota o vetor normal unitdrio exterior a 9Q no

ponto x, entao u satisfaz a sequinte identidade

/89 |Vu(x)|*[(z —y) - n(z)]dx = 2N/QG(x,u)dx — (N —=2) /Qg(:r;,u)u dx +

2y / (2 — 93)Go, (2, ) do, (6)

onde, G(z, s) :/ g(x,t)dt.
0

Em geral, nao ¢é dificil encontrar a Identidade de Pohozaev na literatura sem a pre-
senca de um peso multiplicando a nao-linearidade. Porém, como estamos trabalhando
com um problema com peso multiplicando a nao-linearidade, baseado em um trabalho
publicado em 1982 por Figueiredo, Lions e Nussbaum [8], apresentaremos tal identi-
dade com a possibilidade de um peso multiplicando a nao-linearidade. Aplicaremos a

Identidade de Pohozaev a fim de garantir nao-existéncia de solugao para o problema
N +2 2a

N 2 N_2
Dedicamos o Capitulo 2 para, baseados em um trabalho publicado em 1982,

(4) no caso em que p >

por Wei-Ming Ni [18], mostrarmos existéncia de solugao radial para o problema (4),

o
onde 2* =
N -2’ N -2
de Sobolev. O ponto mais relevante neste estudo consiste no fato de que o peso |z|*,

no caso em que 2 < p < 2* + é o expoente critico da imersao
que multiplica a nao-linearidade uP~!, permite encontrarmos solugao radial, (isto é,
solugao em H,,4(Q?)) para o problema (1) com p maior do que ou igual ao expoente
critico 2*. A demonstrac¢do da existéncia de solugao para o problema (1) consiste em

aplicar o Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti e Rabinowitz (1973),
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ao funcional energia associado ao problema (1) definido sobre o espago Hy ,,4(2). A
demonstracao foi dividida em trés etapas. Na primeira etapa estudamos um lema radial
devido a Wei-Ming Ni (1982). Na segunda etapa estudamos um lema de compacidade
também devido a Wei-Ming Ni (1982). Finalmente, na terceira etapa usamos o lema de
compacidade para demonstrar que o funcional energia satisfaz as hipoteses do Teorema
do Passo da Montanha, e a condicao de Palais-Smale.

No Capitulo 3, nos deteremos ao estudo de questoes relacionadas a existéncia de
solugdes de energia minima (Ground States) nao-radial para o problema (4) no caso em
que 2 < p < 2*. Uma fungao u € H}(2) é denominada Ground State para equagao

de Hénon se realiza o seguinte infimo

Sep = iInf fQ Vul*de .
P ueHé(Q) (f |x|a|u|1’dm)%
u#0 Q

Na Se¢ao 3.2 mostraremos a existéncia de Ground States para equagao (3), em seguida
aplicaremos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (ver Teorema C.2, apéndice

C) para mostrarmos que uma Ground State, a menos de um multiplo escalar, ¢ uma

ad

solugao do problema (4). Ainda na mesma se¢ao, mostraremos que Soip

¢ atingido por

uma funcao de Hj,,4(€2), onde

rad .__ inf fQ |V’LL‘2d.’E
ap = In T
et (Jo ol lulrdr)

e usaremos o Principio de Criticalidade Simétrica de Palais (ver Teorema 1.1, capitulo
1) para concluirmos que tal fungdo também é uma solu¢do do problema (2.1). Com
isto, surge a seguinte questao:

Existe solu¢ao Ground States nao-radial para a equacio de Hénon?

A fim de responder esta questdo, provaremos, na Se¢ao 3.3, uma condi¢ao ne-
cessaria para que uma Ground State seja radial. Na secao 3.4 provaremos o principal

resultado deste capitulo, a saber o

Teorema 0.3 Se N > 3 e 2 < p < 2*, entao existe ag > 0 tal que nao existe Ground

State radial para equagao de Hénon quando o > .

O qual garante existéncia de solugao (Ground States) nao-radial para para equagao de

Hénon quando « é suficientemente grande.
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No Capitulo 4, ainda baseados em Ni [18|, faremos uma generaliza¢ao do Pro-

blema (4), isto é, mostraremos existéncia de solugao radial positiva para o problema

—Au = b(lz])f(u) em €
u = 0 em OS2,

(7)

onde as fungoes b: R — R e f : R — R satisfazem as seguintes hipoteses:
(b1) b(r) é localmente Hélder continua, nao negativa, b(0) =0 e b # 0 em €2;
(by) b(r) = O(r*) quando r — 0, para algum « > 0;
(f1) f é uma funcao localmente Holder continua,

(fi1) f(2) >0, Vz >0,

(f12) f(2) = o(2) quando z — 0,

(f2) Existe My > 0 tal que |f(2)] < C(1 + |z])?, para todo z > M;, onde
- N +2 n 2a0

PEN2 TN

(f3) Existem constantes 6 € (0,1/2) e My > 0 tais que F'(z) < 0.z.f(z) para z > Mo,

onde F(z / f(t)dt.

O problema (7) foi estudado inicialmente por Ambrosetti e Rabinowitz (1973)

em [1] com uma nao-linearidade g(x,u) mais geral, definida em um dominio arbitrario
com fronteira suave. Entretanto, a nao-linearidade g(x,u) apresentava crescimento

subcritico em u. Ou seja, Ambrosetti e Rabinowitz haviam tratado o caso em que o

. , 2
crescimento de g em u é menor do que |ulP, com p < 5 O que torna o problema

(7) interessante é o fato de que f pode apresentar C]r\éscimento critico e até mesmo
supercritico.

No Apéndice A, apresentaremos algumas demonstracgoes alternativas para re-
sultados vistos no Capitulo 2.

No Apéndice B mostraremos que os funcionais energia I,J : Hj ,4(2) — R

,rad

dados por

I = lullt = [ biah Py do, e

1 1 1
) = 3l = = [ Jellulrude

onde F(z fo t)dt, sao de classe C'(Hj,,q(Q), R). E, além disso

v—/Vu Vvdx—/]x\ |u|"v dz,
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J'(u).v:/QVU-Vvdx—/Qb(|:p|)f(u).vdx,

para todo v € Hy ().

Ja no Apéndice C, provaremos algumas proposicoes que, se fossem provadas
no decorrer das demonstragoes as tornariam muito cansativas. Por isso julgamos con-
veniente deixa-las para o apéndice. Também, enunciaremos os principais resultados
utilizados ao longo de demonstracoes, e forneceremos referencias onde poderao ser en-

contradas as respectivas demonstragoes.
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Lista de Notacoes

Notagoes Gerais

| indica final de demonstracao.
B(z,0) bola aberta de centro x e raio 9,
E espaco vetorial real,
Fiz(Q) espago dos pontos p-invariantes
(ver p. 18),
X espaco de Banach real,
X' dual topologico de X,
q.t.p quase toda parte,
ula restricao da funcao u ao conjunto A,
1! denota a derivada de Gateaux
e derivada de Fréchet da funcao f,
suppf suporte da funcao f,

A7B7C7M7 KaAivBivchMi’Kia {

denotam constantes positivas,



D>y
ou Ou ou
Vu = (81’17 6@"”’8@\[
N
0%*u
Ay — e
b — oz?
ou
e ou=v-Vu
()
QCRY
Q
o0
limsup f
liminf f
p*

P =p/lp-1)

)

a-derivada fraca de u € L'(f2), onde

a=(aq,...

ordem |o| = a1+ ...+ a, =k,

gradiente de u,

laplaciano de wu,

derivada normal exterior,

denota produto interno

e aplicacao dualidade,

dominio no espaco RY,

fecho do conjunto (2,

fronteira de €2,

limite superior da funcao f

quando n — oo,

limite inferior da funcao f

quando n — o0,

expoente critico

definido por
Np

pr=q N-p

+00

de Sobolev

se 1<p<N;

se p>N

conjugado hoélderiano de p,

13

, ;) € um multiindice de
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f =o0(g) quando x — x se lim M =0
=0 ()]
_ | f(@)]
f =0(g) quando z — x se lim <M<+ o0
z—zo |g(x)]
T, = o,(1) se lim z, =0
n—-4o00
R* = [0, 4+00) semi-eixo real ndo negativo,
Vu|*dx
Sap = inf Jo IV :
: 2
I (J ol )’
Vul|*dzx
Sead .= inf Jo IV .
: . N z
EHE;Z%d(Q) ([, |z|*|ulpdz) >
WN = / dx
B(0,1)
Espagos de Funcgoes
Co(2) funcoes continuas que se anulam na fronteira de €2,
C(Q) funcdes continuas sobre €2,
Ck(Q) fungdes k vezes continuamente diferenciaveis

sobre 0, k € N|

C=(Q) = [ C* Q)

CH(Q) = CH(Q) N Co(©)

Coo () = C=(2) N Co(Q)



Lr(Q)

L=(9)

Whe(Q)

Wi2(Q) = H'(Q)

Wmr(Q)

Wm2(Q) = H™(Q)

Wi ()

Hy(Q) = Wy (Q)
Hé,rad(Q)

/

W1 (Q)

15

fungoes mensuraveis u sobre €2 tais que

/]u\pdx<oo,1§p<oo,
Q

fungoes mensuraveis u sobre () tais que
existe C satisfazendo |u(z)| < C

q. t. p. sobre 2,

fungoes u € LP()) tais que existem g1, go, ..., gn

€ LP(Q) satisfazendo / u 0 de = — / gipdz,
o O Q

VoelCX(Q),Vi=1,....,ncom 1 <p<oo

fungoes u € LP(Q) tais que ¥V a > 0 com |a| < m,

3 g, € LP(Q) satisfazendo / uD%pdx =
Q

= (=1 / Gatpdz ¥ @ € C2() com 1 < p < o0,
Q

o completamento de C!(£2), na norma

de WhP(Q), 1 < p < o0,

espagos das fungdes radiais de H}(Q) (ver p. 19),

dual topologico do espaco W, ()



Normas

1/p
lll oy = ( / ruwpdsc)
Q

[ullope = llull@)

0

U
8ZEZ‘

N
[ullwrr@) = (IIUII% >
i=1

lullip0 = lullwie)

1/p
1Vl ey = (/ ‘Vu‘Pd:E)
Q

[ull = [Vl o)

p p
p
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norma do espago de Lebesgue LP(2)

norma do espago de Sobolev W1P((2)

norma do espaco W, (Q), equivalente

a HUHWLP(Q)

norma do espago H'({2), equivalente

a |lullg



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados e defini¢oes que serao utilizados
em capitulos posteriores. Mais precisamente, definiremos o espago H(}?rad(Q), enuncia-
remos e demonstraremos o Principio de Criticalidade Simétrica de Palais, o qual seré
utilizado no Capitulo 3, e a Identidade de Pohozaev com Peso que seréd utilizada no
Capitulo 2. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram o livro do Willem

[22] e um trabalho publicado por Figueiredo, Lions e Nussbaum |§].

1.1 Principio de Criticalidade Simétrica de Palais

Iniciaremos esta secao com algumas defini¢oes que serao importantes para enun-

ciarmos o Principio de Criticalidade Simétrica de Palais.

1.1.1 Acao de um Grupo Topolégico

Defini¢ao 1.1 Um grupo topoldgico é um espago topoldgico (G,T,4+), munido de
uma operag¢ao "+ "que torna G um grupo ("t "denota a topologia de G), tal que:

i) A aplicagao + : G X G — G definida por +(g,h) = g+ h é continua;

i) A funcio I7': G — G definida por [7'(g) = g~ € continua.

Exemplo 1.1 Denotaremos o conjunto dos operadores lineares A : RY — RY que

preservam produto interno por:

O(N) = {A € L(RY,RY); (Az, Ay) = (z,y)}.
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E possivel verificar que O(N) munido com a operagio produto de matrizes é um grupo
topoldgico, o qual é designado na literatura por grupo de rotacées em RY. Seque da
Proposi¢ao C.11 (ver apéndice C) que, se A € O(N) entao det A = £1. Com isto, o

conjunto:
SO(N) = {A € L(RY,R™): (Az, Ay) = (z,y) e det A =1}
é um subgrupo topoldgico de O(N).

Definicao 1.2 Uma ag¢ao de um grupo topologico G sobre um espago vetorial E € uma

aplicacao continua

p: GxFE —F
(g,u) +—plg,u) =g-u

que satisfaz:
i) 1-u=u para todo u € E;
ii) (g+h)-u=g-(h-u) para todos g,h € G eu € E;

iii) u — g - u € linear, para todo g € G.

Exemplo 1.2 A aplicacao

p: SO(N)x H}(Q) — H}(Q)
(g’u) — ﬁ(g,u) = g-u: Q2 — R
v — g-uz) = ulg(r))

¢ uma ag¢do. De agora em diante, quando falarmos em agao de SO(N) sobre o H} (),

estaremos nos referindo a a¢@o p.

Estabeleceremos a seguir algumas defini¢oes:

O espago dos pontos p-invariantes é o seguinte subconjunto de F
Fiz(G) ={u € E; g-u = upara todo g € G}.
W C E é um conjunto p-invariante se
g-u=u, paratodo par (g,u) € G x W.
Dizemos que ¢ : E — R é um funcional p-invariante se

©(g-u) = p(u), paratodo par (g,u) € G x E.
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Denominaremos p de a¢ao isométrica se
|p-u| = |u|, paratodo par (g,u) € G x E. (1.1)

A seguir exemplificaremos alguns dos conceitos anteriores, apresentaremos um
subespaco de Hi(€2) o qual serd de fundamental importancia nos capitulos subsequen-

tes.

1.1.2 O Espago H;,,.(Q)

Denotaremos por Hg,4(Q2) ao seguinte conjunto
H&,rad(Q) = Fiz(SO(N)) = {u € Hy(Q) ; u(z) =u(g(x)), Vg€ SO(N)eV x € Q} )

Chamaremos as fungoes de Hj,,4(Q) de funcées radiais.
A seguir, demonstraremos uma proposi¢ao que sera de grande utilidade nos pro-

ximos capitulos desta dissertacao.

Proposicao 1.1 u € Hj,.4(Q) se, e somente se, u(x) = u(|z]), para todo x € Q.
Demonstragao. Suponha, inicialmente, que

u(z) = u(]z|) paratodo x € Q. (1.2)
Seja g € SO(N), entao

l9(@)* = {g(2), 9(2)) = (z, ) = |

O que implica em,

lg(x)| = |z|, para todo z € . (1.3)
As igualdades (1.2) e (1.3) acarretam em

u(x) = u(|z]) = u(lg(x)]) = u(g(x)), paratodo z € Q.

Reciprocamente, se

u(g(z)) = u(z), paratodo g€ SO(N) e paratodo x € Q, (1.4)
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mostraremos que é possivel definir uma fun¢ao @ de modo que, @(r) = u(z) para todo
x € Q com |z| = r. Com efeito, seja x¢ € S[0,r], com 0 < r < 1, entao dado y € S[0,r],

considere uma rotagao g, € SO(N) tal que

9y(y) = Zo. (1.5)

Usando as igualdades (1.4) e (1.5), obtemos

u(y) = u(gy(y)) = u(zo).

O que implica em, u(y) = u(zy) para todo y € S[0,7]. Ou seja, u ¢ constante em cada
esfera de raio r € (0,1). Portanto, podemos definir u(r) := u(z), onde r = |z|. Com
isto a afirmacao esté provada.

Observacao 1.1 O espaco Fix(G) dos pontos invariantes de G € um subespago fe-
chado. De fato, sejam u,v € Fix(G), e A € R. Dado g € G, entao usando o item iii)
da Definicao 1.2 deduzimos

g-(u+)=g-u+g-Iv=u+v. (1.6)

De onde concluimos que Fix(G) é um subespago de G. Agora, mostremos que Fiz(G)
¢ fechado. Para tanto, considere uma sequéncia {u,} C Fiz(G) e u € E, tais que
u, — u em E. Entao, firado g € G, temos (g,u,) — (g,u) em G x E. Visto que, por

definicao, a a¢ao € continua, entao
Up =g Uy —> g -u para todo g € G.

Dai, pela unicidade do limite, seque que g - u = wu para todo g € G, e portanto
u € Fiz(G). Logo, Fix(G) é um subespago fechado de G.

Segue da Observagao 1.1, que Hj ,4(2) é um subespaco fechado de Hy(€2).

rad

1.1.3 Principio de Criticalidade Simétrica de Palais

Nesta se¢ao demonstraremos um resultado que sera utilizado posteriormente no Capi-

tulo 3.

Teorema 1.1 Suponha que a agao de um grupo topologico G sobre um espaco de
Hilbert H seja isométrica. Se I € C'(H,R) € invariante, e u é um ponto critico

de I restrito ao Fix(G), entao u é ponto critico de I em H.
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Demonstragao. Desde que, I € C'(H,R), para cada g € G e u € H, tem-se

[(g-u—l—tv)—[(g-u)‘

/ T
I'(g-u)-v= lg% ; (1.7)
Sendo I um funcional invariante, entao
I(g-u+tv) = I(g' (g-u+tv))
= I(u+tg™t-v), (1.8)
e
I(g-u) = I(u). (1.9)
Das igualdades (1.7), (1.8) e (1.9), resulta
I tg~tv) =1
I'(g-u)-v = lim (uttg” -v) = I{u)
t—0 t
= I'(u)- (97" v).
De onde segue que
(VI(g-u),v) = (VI(u),g""-v), para todo v € H. (1.10)
Afirmagao 1.1 VI(g-u)=g-VI(u) para todo g € G.
De fato, desde que a a¢do é uma isometria, ou seja, |g - ulg = |uly, e a aplicagdo
u+— g - u ¢ linear, entao
1 2 2 2
(wv) = 5 (lwtof = Juf* = [of)
1
= S (lg-@w+v)P =lg-uf*—lg-v[’)
1
= (g utgoP—lg-uf —lg-oP)
= (g u,9-v) (1.11)

Usando as igualdades (1.10) e (1.11), obtemos

(VI(g-u)v) = (VI(u).g™" v)

= (9-VI(g-u),g- (97" -v))
= (¢9-VI(u),v), Yve H.



22

O implica em
VIi(g-u)=g-VI(u), Yue H.

E assim, a afirmacao esta provada.

Por outro lado, como u € Fiz(G), entao
g-u=u, paratodo ge€ G. (1.12)
Pela Afirmacao 1.1, juntamente com a igualdade (1.12), deduzimos

VI(u) = VI(g-u)
= g-VI(u), VgeaG.

Com isto,
Vi(u) € Fiz(G). (1.13)
Como, por hipotese, u é ponto critico de I restrito ao Fiz(G), seque que
(VI(u),v) =I'(u) -v =0, paratodo v e Fiz(G).
Logo,
VI(u) € Fiz(G)*. (1.14)

Visto que, Fiz(G) é um subespago fechado de H, (ver Observagao 1.1), entdo
Fiz(G) N Fiz(G)* = {0}. Assim, das expressoes (1.13) e (1.14), concluimos:

VI(u) € Fiz(G) N Fiz(G)* = {0}.
Com isto, VI(u) = 0. Consequentemente,
I'(u) -v=(VI(u),v) =0, paratodov € H.

Portanto, u é ponto critico de I.
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1.2 Identidade de Pohozaev com Peso

Nesta secao apresentaremos uma identidade muito utilizada no estudo de nao-
existéncia de solucoes positivas para problemas elipticos. E que, conforme veremos
na proxima secao, sera aplicada a fim de garantir nao-existéncia de solucao para o
problema de Dirichlet relativo a equagao de Hénon. Em geral, nao é dificil encontrar a
identidade de Pohozaev na literatura sem a presenga de um peso multiplicando a nao-
linearidade. Porém, baseado em um trabalho publicado em 1982 por Figueiredo, Lions e
Nussbaum [8|, apresentaremos tal identidade com a presenga de um peso multiplicando

a nao-linearidade.

Teorema 1.2 Sejam Q um dominio limitado com fronteira suave e g : Q@ x R — R

uma fungdo continua. Se u € C(Q) satisfaz:

{ —Au(z) = g(z,u(z)), paratodo x€; (1.15)

u(z) = 0, para todo x € 0f),

y € RY ¢ um vetor fizado e n(x) denota o vetor normal unitdrio exterior a 9Q no

ponto x, entao u satisfaz a sequinte identidade

/aQ |Vu(z)|*[(z —y) - n(x)]de = QN/ G(z,u)dr — (N — 2)/99(m,u)udx +
+22/ (z,u)dx, (1.16)

onde, G(z, s) :/ g(x, t)dt.
0

Demonstracao. Sendo u uma solu¢ao do problema (1.15), deduzimos

_/QAU[(UC—y)-Vu]dx = /Qg(:c,u(x))[(g;_y).vu]dx

N

:/[M Z yza%]x
- Z/{ (x))gﬂ de.  (L.17)

Observe que:

x]+1 ))axz

= ¢(z, &L_z Z:: 2 ( (1.18)
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E, do Corolario C.2 (ver Apéndice C), segue que

/Q(xZ — yl)g—z(x,u(x)) dr = — /Q G(z,u(x))dx (1.19)

As igualdades (1.17) , (1.18) e (1.19) acarretam em

5 Z(x,u(:c)) =) Ga(z,u(x))| do

[ =5 @) = [ 5= 3 G loule) | do

divl(x —y) - Vul]Vu = div ([(a: —y) - Vu]7, e[z =y) - VU]T)

— e Vgt 4 -0 Vg +
...+{%[(x—y> VU]i—NH(w—y) Vu]gx—%}

— {aixl[(x—y) Vu]g—;—k...ﬁL%[(x—y) Vu]aax—zjv}
+[(x —y) - V] (gng Giz;)
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8u 0%u
(%k 0x,0%;

= [(z—y)- vu]Au+|w|2+Z

i,k=1

N y = Py 2 0x; \ Oxp
1 )

_ 2

= [(z —vy)  Vu]Au+ |Vu|* + 3 Z(mZ — yi)axZ

i=1

(1.21)

Usando o Teorema do Divergente (ver Teorema C.19) juntamente com a igualdade

(1.21), concluimos que

/m[( y) - Vu]Vu - n(z)dx /Au z—1y)- VU]dx—i-/]Vu]Qda: n

/z

1
Agora, calculemos o divergente do campo 5 |Vul*(z — y).

(1.22)

div B]Vu(x)ﬁ(x—y)} — div (%my?,...,@mﬁ)

o 0 1 — 2 0 IN — YN 2
= 3 < |Vul > + ...+ . ( 5 |Vul

_ 1 2 531—?411 2 1 2 TN — YN 0 2
= (2|Vu| + 5 aIl\Vul + ...+ 2|Vu] +—2 —8IN]Vu]

N

N 1 5,
- g\vumﬁZ(% —yi)%\Vu\z. (1.23)

i=1

Usando o Teorema do divergente juntamente com a identidade (1.23), acarreta

—/\Vu\ dr + - /Z yz

Das igualdades dadas em (1.22) e (1.24), segue

]Vu| de = - / (Vul*(z —y) - n(z) dz. (1.24)

1
/ [(z —y) - VulVu-n(z)de = = |Vul*(z — y) dm——/ |Vul*dz +
20 2 Joa

+/QAu[(x—y)-Vu]da:—l—/Q|Vu| .

O que implica em

L (g — T+ — ul? dx
AQ[(x—y)-Vu][Vu-n(a:)]dx = 3 BQ|VU| (x —y) -n(x)d + /|V |*dx +

+/QAu[(:U —y) - Vu| dz. (1.25)
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Por outro lado, visto que Vu(x) é paralelo a n(z) para todo x € , existe A € R tal

que:

Vu = An(z) = Vu-n(z) = An(x) -n(x) = Vu-n(x) = An(z)|
= Vu-n(z) =A1= A=Vu-nz) = Vu= (Vu-n(z))n(z) (1.26)

= [Vu|* = |[(Vu - n(z)) n(z)|* = |Vul* = (Vu-n(z))*. (1.27)
Das expressoes (1.26) e (1.27), resulta:

[(z —y)- Vu](Vu-n(z)) = (z—y)- [(Vu-n))n@)](Vu-n(z))
= [z —y) - n@)](Vu-n(x))’
= [(@—y) n@)][Vul”. (1.28)

Fazendo uso das igualdades (1.25) e (1.28), segue que
/ (2 —y) - n(@)][Vu2de = / Vull(z — y) - n()] d + —/ Vuldr +
o9
+/ Aul(z —y) - Vu] dz, (1.29)
Q

ou equivalentemente,
/ (2 —y) - n(@)][Vul? dx = 2/ Aul(z — y) - V] dz + (2 — N)/ Vuldz. (1.30)
20 Q 0
Tendo em vista as sentengas (1.20) e (1.30), concluimos
N N
/ [(z —y) - n)]|Vu|?de = 2N/ Gz, u(z)) dr + 2 Z/(x,- —4:) Y Ga,(x,u(x)) du
o9 0 — Ja
—(N — 2)/ |Vul? dz. (1.31)
Q

Por outro lado, da Formula de Integracao por Partes (ver Corolario C.2), deduzimos

/Q(ilfi —4i)Go,(z,u(x)) dr =0

para todo i # j. De onde segue que

ZV;/Q( —Yi ZGm] z,u(x)) dr = Z/ Y:)Gy (z,u(x)) dz. (1.32)

E desde que u é solugao do problema (1.15), entéao

/]Vu]Qda:—/g(fc,u)u dx.
Q Q
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A identidade anterior, juntamente com as identidades (1.31) e (1.32), acarretam em
/ |Vu(z)[(z —y) -n(x)]dz = 2N/ G(z,u)dx — (N — 2) / g(x,u)udr +
00 Q Q

N
—1—22/(@ — ;) Gy, (z,u) de.
i=1 79

Portanto, o Teorema 1.2 esta demonstrado.

1.2.1 Aplicacao

Nesta se¢ao aplicaremos o Teorema 1.2 para provar um resultado de nao-existéncia de

solugao para o problema de Dirichlet relativo a equagao de Hénon, a saber

—Au = |z|wP™t, em
u > 0, em S (1.33)
u = 0, na 0f,

onde ¢ a bola unitaria do espaco euclidiano RV, com N > 2, a > 0 e

p > 2.

2a
N -2

Teorema 1.3 O problema (1.33) ndo tem solugio u € C*(Q) para p > 2* +

Demonstragao. Suponha que u € C?(Q) é solucio do problema (1.33). Entdo, pelo

Teorema 1.2, temos a seguinte identidade:
/ |Vu(2))?[z - n(x)]de = 2N/ G(z,u)dr — (N — 2)/g(x,u)udx+
o0 Q Q
N
+22/ Gy, (z,u) dz, (1.34)
i=1 /@

2|57

onde, g(x,s) = |z|*s"" e G(z,s) = / g(x,t)dt =
0 p

Afirmacgao 1.2
/ |Vu(z) [z - n(x)] dz > 0.
o9
De fato, para cada x € 0f, temos n(z) = z, assim

z-n(z) =|z|* =1, paratodo z € 99,
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o que implica em

/m \Vu(z)|?[z - n(x)] dz :/ Vu(z)|? de > 0.

o0

Suponha, por absurdo, que

/ Vu(@)Ple - ()] de = 0.
o0

A igualdade anterior aliada ao fato de que o Vu é continuo, acarreta em Vu = 0 na
0f). Assim, usando o Teorema do Divergente e a hipotese de que u uma solugao do

problema (1.33), obtemos

0= Vu(x) -n(z)de = —/ Audr = / |z|*uP ™t da.
0 Q

o0
o que é um absurdo, visto que u > 0 em 2. Portanto a afirmacao esta provada.

Agora, note que
1 a—2
Ga,(z,u) = —|x|* = z; uP. (1.35)

p

Por outro lado, sendo v uma solu¢ao do Problema 1.33, entao

/ Vu-Vvdr = / |z|*uP v dz, para todo v € Hy(Q).
Q Q
Em particular, fazendo v = u, temos

/|Vu|2dm:/|x|aupdx.
Q Q

A igualdade anterior juntamente com as expressoes (1.34), (1.35) e a Afirmagao 1.2,

acarretam em
2N 20
0 < —/ ]x\aupdx—(N—Q)/ ]x|aupdx+—2/|x|a2:c?updx
P Ja Q b = Ja

2N 2
— (——(N—Q))/|m|aupdx+—a/|x|a_2 |x|2updx
p Q P Ja
2N +2
— (J—(N—z))/maupdx.
b Q

De onde segue que

2N + 2«

N —2) >0,
) ( )
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ou equivalentemente,

<2N+204_2*+ 2a
P="N_o9 = N _2

Portanto, o teorema esta demonstrado.
|
Na proxima segao estudaremos uma importante classe de operadores. Tal estudo
sera tutil para garantir a continuidade de alguns operadores que surgirao no Capitulo 1

e no Capitulo 2.

1.3 Operador de Nemytskii

Denotemos o conjunto das fung¢oes mensuraveis por M. Seja 2 um subconjunto
aberto do espaco euclidiano RY, onde N > 1. Uma funcao f : @ xR — R é denominada
funcao de Carathéodory quando goza das propriedades:

i) para cada s € R fixado, a fungao x — f(z,s) é (Lebesgue) mensuravel em €;

ii) para quase todo =z € R, a fungao s — f(z,s) é continua em R.

Proposicao 1.2 Se f: QO x R — R ¢ uma funcao de Carathéodory e u :  — R é

(Lebesgue) mensurdvel, entio a fungao x — f(x,u(zx)) é (Lebesgue) mensurdvel.

Demonstragao. Seja v uma fungao mensuravel, entao pelo Teorema C.16 existe uma

sequéncia {u,} de fungoes simples tal que
up(z) — u(z), qtp em Q. (1.36)

Como cada fungao u,, é simples, podemos escrever

Kn

fx,un(x)) =Y f(x,0;) xa,(2), (1.37)

j=1
onde A; = {x € Q; u,(x) = a;}. Desde que f é uma fun¢ao de Carathéodory,
entdao f(-,a;) é mensurdvel para cada j € {1,... Ky}, e visto que as fungdes x4,
sao ménsuraveis, entao f(-,a;) x4, ¢ mensuravel. Logo, da igualdade (1.37), segue
que f(x,u,(z)) é mensuravel. Por outro lado, usando o item ii) juntamente com a

convergéncia dada em (1.36), obtemos

flz,uy () — f(z,u(x)), gt.p em K.
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Desde que limite de func¢oes mesuraveis ainda é uma funcao mensuravel, concluimos
que f é mensuravel.

|

Deste modo, para cada funcao de Carathéodory f, a Proposicao 1.2 nos permite

definir o operador

Nfl M — M
v — Npu: Q—R
v — Wyu)(e) = f(z, u(x)),

o qual denominamos de Operador de Nemuytskii.

Teorema 1.4 Suponha que existam c,r > 0, e uma fungio b € LI(2), com

1 < g < 400, tais que
|f(z,s)| < c|s|"+ b(x), para todo par (z,s) € Q xR. (1.38)

Entao vale as sequintes assertivas:
i) o operador Ny : LI (Q) — L9(Q) estd bem definido;

i) Ny é continuo e leva conjunto limitado em conjunto limitado.

Demonstracao. Usando a estimativa (1.38), obtemos

/|f(x,u(m))|qu < /|C|u(z)|r+b(x)|qdm

Q Q

< (20 / jua)|0d + 21 / b(a)|1dx
“+00.

< (1.39)

Deste modo concluimos que Nyu € L(Q) para todo u € L™(2), com isto o item i) esta
demonstrado. Agora demonstraremos que Ny é continuo. Para tanto, consideremos

{u,} C L™(Q2) e u € L™(Q) tais que
U, — u em L"(Q).

Considere uma subsequéncia {u,; } C {u,}. Pelo Teorema C.17, existe uma subsequén-

cia {un; } C {un,} e h € L7(Q) tais que

unjk(x) — u(z) qt.p em Q, quando k — +oo; (1.40)

tun;, (¥)] < h(x) q.t.p em €, paratodo k€ Q. (1.41)
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Usando as estimativas (1.38) e (1.41), resulta em
(@, uny, (2))] < clh(2)]" + b(2). (1.42)

Desde que h € L™(Q) e b € L1(Q), entdo c|h(x)|" 4+ b(z) € L1(Q). Por outro lado,

como, por hipotese, f é uma funcao de Carathéodory, segue da convergéncia (1.40) que
f(@,un;, (2)) — f(z,u(z)) qt.p em Q, quando k — +ooc. (1.43)

O Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, juntamente com a estimativa

(1.42) e a convergéncia (1.43) acarretam em

k——+o00

i [ 1ft, (@) e = [ [ u()7de

Da Proposi¢ao C.6 (ver apéndice C), concluimos que

i [ 1@ un@)lde = [ |fa,u(o)ds

n——4oo

ou equivalentemente,
N (un) — Ny(u).

Portanto, o operador de Nemytskii Ny é continuo. Além disso, se ||u||pra(q) < M, entao

pela estimativa (1.38), obtemos

NG @l = [ 1Fle (o)
< (20)‘1/9|u(x)]’”qda:+2‘1/ﬂlb(x)\qu
< (2c)quq—|—2q/Q|b(:L‘)\qdac

—

= M.

Com isto, N} leva conjunto limitado em conjunto limitado. Com isto, o teorema esta
demonstrado.



Capitulo 2

O Problema de Dirichlet para

Equacao de Hénon

2.1 Introducao

Neste capitulo, baseados em um trabalho publicado em 1982, por Wei-Ming Ni
[18], demonstraremos a existéncia de solugao radial para o problema de Dirichlet rela-

tivo a Equacao de Hénon, a saber

—Au = |z|*u"!, em
u > 0, em (2.1)
u = 0, na 0f2,

onde € é a bola unitéria do espaco euclidiando RY, com N > 2, a > 0, 2 < p <

2a0 .
, e 2% =
N —2 N -2
neste estudo consiste no fato de que o peso |z|% que multiplica a nao-linearidade

2" 4

é o expoente critico de Sobolev. O ponto mais relevante

uP~!, permite encontrarmos solugao radial (isto é, solugao no espago Hé,rad(Q) ) para

o problema (2.1) com p maior do que ou igual ao expoente critico de Sobolev.
Quando consideramos o = 0 a identidade de Pohozaev nos permite concluir

que nao ha solugao em HJ(f2) para o Problema (2.1) se p > 2*. Além disso, como

podemos ver no Teorema 1.3, o problema (2.1) ndo possui solugdo para p > 2* +
2a

N -2
aplicar o Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti e Rabinowitz (1973)

A demonstragao da existéncia de solugao para o problema (2.1) consiste em
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ao funcional energia associado ao problema (2.1), definido sobre o espago Hy ,,4(9).
Dividimos a demonstracao em trés etapas. Na primeira etapa estudamos um lema radial
devido a Wei-Ming Ni (1982). Na segunda etapa estudamos um lema de compacidade
também devido a Wei-Ming Ni (1982). Finalmente, na terceira etapa usamos o lema
de compacidade para demonstrar que o funcional energia associado ao problema (2.1)

satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha e a condi¢ao de Palais-Smale.

2.2 Lema Radial

Nesta secao demonstraremos um lema que sera tutil no decorrer de algumas de-

monstragoes tanto neste capitulo, como no Capitulo 4.
Lema 2.1 Seja u € Hy,,4(Q) com u(1) = 0. Entao

: N-—2
wy(N—=2) |z] =

Y

u(z)] <
onde wy € a drea da superficie da bola unitdria em RY, N > 3.
Demonstragao. Desde que u é radial, segue que
u(z) = u(|z|), para todo x € Q.
Como, para cada x € SV~ temos |z| = 1, entdo
u(z) = u(1) = 0, para todo z € SV 1.
Assim, dado z € 2, com |z| = r, temos
1
~ula) = ~ullal) = u(V) - ur) = [ w(O)t

isto, juntamente com a desigualdade de Holder (ver Teorema C.6, apéndice C), implica

em

()| < /yu J|dt = /yu )25 5
X .
< (/ ' ()2t~ 1dt) </ thdt)
1eN |2 1 N—1 : 1 r N :
< t)|ct T dt
< (fworeea) (2 5)
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< ( /0 1 yu’(t)\%N—ldt) ( ]QQ_NQY. (2.2)

Por outro lado, pela Proposigao C.2 (ver apéndice C), temos:
1
IVulfaey = wn [ (0P & (23)
0
Relacionando a desigualdade (2.2) com a igualdade (2.3), obtemos

1 32N N
< [— 2,
ol < (19l ) (=)

wn(N=2) |22

2.3 Lema de Compacidade

Nesta secao provaremos um lema que sera 1til para justificar a compacidade de
um operador T, a ser definido na proxima se¢ao, com o propoésito de mostrar que o
funcional energia associado ao problema (2.1) satisfaz a condicao (P.S).

Lema 2.2 O operador T : Hj,,4(Q) — LP(Q) definido por T(u) = |x|™u é compacto,
desde que p € [1,m*) com

2N N—2.
m*=<{ N—-2—-2m  SEM < 75

+00 , Caso contrdrio.

Demonstragao. Pelo Lema 2.1, temos

1 IV "
2
/ 2" ufPds < / 2™ IVl ) g,
Q wn (N —2) ||z
Vu )
< Il [ HL /H .

= HquL2 <wN/ r(mNQQ)P.erdx)
( wN(N—Q))” 0

P 1
= wNHvu”LQ(Q) / P (=5 pEN=1 g0 (2.4)
(Vwn (N =2)) Jo
Por hipotese, vale um dos itens seguintes:

—2 1< <—2N
. .
O SPS N Ty o)

i) m<
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i) m > el <p<oo.
Note que, em qualquer um dos casos referidos anteriormente, apds uma manipulagao
algébrica, verifica-se que (m — %)p—i— N —1 > —1. Deste modo, a desigualdade (2.4),

acarreta em

wn || Vul? 1
1T (u LP(Q)_/||$| ufPde - < IVl N—2
(VoxN —2)p \(m— 2)p+ N

= cl\|VuH’£2(Q). (2.5)

(o)

WN WN -

onde ¢; = I, N - De onde Segue que T'(u) € LP(Q) e ||T(u)||zr) <
2

¢ P |lu||. Portanto, T' é um operador continuo.

Agora mostraremos que 7' é compacto. Para tanto, considere a € (0,1). Usando

a desigualdade de Holder, deduzimos

/ e upde < / 2l ]
Q QO
a p a 1—a
Q 0

De agora em diante dividiremos a demonstragao em dois caso.

IN

N-2 . _ N
5 P EPSN T om

Primeiro Caso: m <

Inicialmente provemos a seguinte afirmacao:

- ) _ _ p—a 2N
Afi 2.1 FEuist 0,1) tal = < d
rmagao ziste a € (0,1) tal que, D 1=z N o o Onde
_ . N-=2
= mp/(p—7) < 2.
De fato, note que
lm T2 < 2
a—0p—a 2
Assim, existe 0 < 6 < 1 tal que
N —2
pﬂipa < —5— para todo a € (0,9). (2.7)

Suponha, por absurdo, que

p—a 2N
>
l—a~ N—2-2m

p—a
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para todo a € (0,0). Entao, fazendo a — 0, obtemos
2N
P2
N —2-2m
o que é um absurdo. Logo, existe @ € (0,9) tal que
—a 2N
P2« =
l—-a N-2-2m

m N -2
onde m = p_ < 5 Portanto, a afirmacao esta provada.
p—a

Usando a afirmagao anterior juntamente com a estimativa (2.5), obtemos

/Q el do < || VulE ) (2.8)

Isto é,

/|x|1 ] do < |Vl S (2.9)

Relacionando as desigualdades (2.6) e (2.9), concluimos

1T (w7, Q)—/||$|m Pdr < </ |u\dm) (/ |x|1 a]u|1 adx)
< ( ]u\dm) (clHVuH g)

= collullfaqllullP, (2.10)

onde ¢y = ¢}~ *. Usando o Teorema de Rellich-Kondrachov (ver Teorema C.13, apéndice

C), temos a imersao compacta
H g () — L'(). (2.11)

Assim, se (u,) uma sequéncia limitada em M ,,4(€2). Pelo Teorema C.17 existem uma

subsequéncia (uy;) C (un) € u € Hy,4(€), tal que
Up, — u, em L'(Q) quando j — +oc. (2.12)

Usando a desigualdade (2.10) e convergéncia (2.12), deduzimos

[T, — Tul|r() 1T (tn; — u)l|Le(e)

: : =
< CQH'LLn —UHL1(Q)HunJ _uH P
a
< (i, )+ ) 7 Y, = lls
v = b
< 62 (M + [Jul]) 7 Jlun, — ull7q

— 0, (2.13)
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onde M ¢ uma constante positiva que limita a sequéncia (u,) em Hj ,4(). Portanto,

T é um operador compacto.

N -2

Segundo Caso: m > e 1<p<+4o0.

Considere pazllﬂ, e m, = ﬂ, onde a € (0,1). Observe que,
—a —a
mp mp N —2 N —2
& Mm, = > —=m2> — my, > ;e
p—a P 2 2
° pa:p_a21
1—a

Como m, > e p, > 1, entdo usando a desigualdade (2.5), acarreta:

/Q e ufrde < o] Vulls g,

o que implica em

/\x! @ u|Tede < clHVuHLQ(Q) (2.14)

Das desigualdades (2.6) e (2.14), resulta

l1—-a
| T (u) /||m|m Pdr < </ |u|dx> (cl||Vu||L2(Q))

= "l llul”

Usando a imersao compacta dada em (2.11) e procedendo de modo anélogo ao primeiro
caso, concluimos que o operador T' é compacto. Portanto o lema esta demonstrado.

u
2.4 Existéncia de Solucao Radial para Equacao de
Hénon

O objetivo desta se¢ao é provar a existéncia de solugao para o problema (2.1).

Para tanto, inicialmente mostraremos que o problema

—Au = |z|/Yulf~t, em Q;
(2.15)
T 0, na 0f,
2N 2
onde a >0e2 < p< N3 + N a 5 possui uma solug¢ao u no espago H&’md(Q).

Usaremos a teoria de regularizagao (conforme veremos na Secao 2.5) para garantirmos
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que u € C?*(Q), em seguida aplicaremos o Principio do Méaximo Cléssico a fim de
concluir que u é positiva em 2. Com isto, teremos provado que u é uma solucao para

o problema (2.1).

Teorema 2.1 O problema (2.1), possui solu¢ao no espago H&rad(Q).

Demonstragao. Inicialmente, a fim de facilitar as contas, consideremos 7 = p — 1.
A demonstracao deste teorema consiste em aplicar o Teorema do Passo da Montanha

(ver Teorema C.1, Apéndice C) ao funcional

I: H(%,rad(Q) — R

1, 1 . (2.16)
w o= ) =gl = = [ |2[*|ul"u de.
2 T+ 1 Q
Este funcional estd bem definido em virtude do Lema 2.1 com [ € C*(H;,4(Q),R)
(ver Proposi¢ao B.1, apéndice B) e
I'(u)w = / Vu - Voudz —/ |z|%|u| ™ dx, (2.17)
Q Q

para todo v € Hy ().
Inicialmente, mostremos que I tem a Geometria do Passo da Montanha.
Isto &, I satisfaz as hipoteses i) e ii) do Teorema C.1 (ver apéndice C). Com efeito,

usando o Lema 2.1 (ver estimava (B.1), apéndice B), deduzimos

[leturuds| < e,
Q
ou equivalentemente,
x|%u|"u dx
e
[

De onde segue que

Jo lz|*ul"u dz|

lim
[Jull?

[[ul|—0

Assim, pela definicao de limite, existe o > 0, tal que

Jo lz|*|u|™u da
]2

T+ 1
4

, Ve B(0,0)\{0} C Hy,aa().

O que implica em

Jo 12| |u|™u da o T +1
J[ul? 4

, Vue B(0,0)\{0} C Hyaa().
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2 1
Multiplicando a desigualdade anterior por HZ_H 7 eem seguida somando 3 |/|?, obtemos
T
1, ., 1 1 1
- - « T d > - 2 _ - 2
sl = — [ fal“lulru do > Sl = el

para todo u € B(0,6)\{0} C Hj,,q(Q2). O que & equivalente a

1
I(u) > ZHUH2’ Vu € B(0,0)\{0} C Hyaq (). (2.18)
. § p? 5
Considere p = 5 >0ef= 16 > (0. Entao pela sentencga (2.18), temos
I(u) > >0, paratodo u€ Hj,q(Q) com |[u]] =p. (2.19)

Agora, fixe uma fungao positiva ug € Hj,,4(Q). Seja r > 0, entao

T2 2 TT+1 o T7+1
I(rug) = EHUOH E— Q|9U| [uo|™" dx
= Ar* - Br (2.20)

1 1

onde A = —|lug||* e B = —/ |2|*|uo) " dx. Desde que T+ 1 > 2, segue, da
2 T+1 /g

igualdade (2.20), que

I(rup) — —oo quando r — o0,
assim, existe r > 0 tal que, fazendo e = rug, tem-se
I(e) <0 e |e] >2p. (2.21)

Das sentencas (2.19) e (2.21), concluimos que o funcional I tem a Geometria do Passo
da Montanha.

Agora, mostraremos que [ satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale, (ver Defini¢ao C.1,
Apéndice C). Para isto, seja {u,} C Hj,,q(Q2) tal que

i) [I(uy)| < M para algum M > 0;

ii)!’(u,) — 0 quando n — oo.

Pelo item ii), existe ng € N tal que

, /
’ ﬁrn)ﬂu"‘ < sup W = [[I'(un)[| < 1, Vn = no.
un Hé 7'ad<ﬂ) v
v£0

o que implica em

< |un|l, ¥Yn > ny. (2.22)

Jun — / 2] un | und
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Por outro lado, pelo item i), temos

1
‘ < M para todo n € N.

1
Sl = —— / 2]t

Donde segue que

laal? = 2 (Sl = —— [ ol funlun dz) + —— [ ol |an] un de
2 7—+1 Q T+1 Q

2
< 2M + —/ ||| uy, do. (2.23)
T+1 Jq

As estimativas (2.22) e (2.23) acarretam em
Junll? < 2 4+ (s + ),
- T+1

ou equivalentemente,

2
(1 - —) I < 2M +

|| wn . (2.24)

T+ 1 T+ 1

2
Portanto, visto que 7 > 1, segue que 1 — —— > 0, dai {u,} é limitada, pois caso
T
contrério existiria uma subsequéncia {u,;} C {u,} tal que [ju,,|| — o0, 0 que contra-

diria a estimativa (2.24).

Agora, mostraremos que {u, } possui uma subsequéncia convergente em H&md(Q).

Seja H~'(Q2) o espago dual de Hj,,4(€) e considere o operador

(=A)7: HH(Q) = Hja(®)
p = (FA)THe) =w,

onde (w,v) = /Vw - Vudz = ¢(v) para todo v € Hj,,4(€). O operador (—A)~!
estd bem deﬁnidé2 em virtude do Teorema de Lax-Milgran, (ver Teorema C.9, apéndice
C), aplicado a forma bilinear a : Hj,4(Q) x Hj ,q(Q) — R dada por a(u,v) = (u,v).
Observe que, se (—A)~!(p) = w, entao

loll = sup > S L) i ) o

v;éb

de onde segue que

I(=2)" Py, 0 < el



Assim, (—=A)~! é um operador continuo.
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Agora, para cada u € Hy,4(€), seja @, : Hj ,q(Q2) — R definido por

gpu(v)—/]x\o‘]u\Tvdx.
Q

@ € claramente linear, além disso, pelo Lema 2.1, deduzimos

pulv)| < / j2lul" Jo] dx
o [ | Jul I ol
~ Je Von(N =2) |2z Von(N =2) |z|"z
<

Cllall ol | Jol~ 57 da,
Q

(2.25)

T4+1
N —2
onde C' = (+> . Desde que o — (T) (t+1)4+ N —1> —1, segue que

Von v )
/ | g — /17‘0‘_(%_2)(”1) rNldr < oo.
Q 0
De (2.25) e (2.26), obtemos
[pu(v)] < Cllul[|o]l, para todo v € Hy1uq(Q).

Dai, ¢, € H71(Q2). Definamos o operador

T: H&,rad(Q) - H&,rad(Q)
u = T) = (=A) ().

Com isto,

(T(u),v) = ((=8)"(pu),v) = pu(v)

= /Q]:c|a]u\7vda:, para todo v € H,q(Q).

Usando as igualdades (2.17) e (2.27), obtemos

I'(uy)v = (un,v>—/g|x|o‘|un|%da:
= (un, v) = (T(un),v)

= <un - T(“ﬂ)? U>

(2.26)

(2.27)

para todo v € H&rad(Q) e para todo n € N. Em particular, para v = u, — Y (u,), temos

(n =Y (un), un = Y (un)) = I'(tn) - (Un — T(un)).
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O que acarreta
= (un) 1* < I () 1t — T () |- (2.28)

Visto que, pelo item ii) anterior, temos que |[I'(u,)|| — 0 quando n — oo, segue, da

estimativa (2.28), que:
|, — Y(u,)|| — 0, se n — oo. (2.29)

Afirmacgao 2.2 T é um operador compacto.

De fato, podemos decompor T; da seguinte forma:

T 2NT Ts 2NT T3

T: H&,rad — Lve2 — LN - L% i Hil(Q) i é,rad
u o oty o= ol ) o ()T = e = (FA) ()

Assim, temos T = T50T,0T350T507T7. Deste modo, a fim de provar que T é compacto,
provaremos que 1] é compacto e que 15 , 13, Ty e Ty sao continuos. Entao vejamos:

e T} é compacto

De fato, temos que Ty : Hj,4(Q) — L¥(Q) é definido por Ty(v) = |z[%v. Se

N —2
g > 5 desde que N+T2

do Lema 2.2. Por outro lado, se ¢ <
T

> 1, entao a compacidade de 77 segue imediatamente

N -2 o N +2+ 2«
, como, por hipotese, 1 < 7 < N _3

entao

N+2 2 2 N+2
(N=2)T<N+24+2a=N-2< i + 2 s N-2-c *
T T T T

1 T 2NT 2N

> = < :
N-2-2"N42 'N42 N-2-2

—

assim, aplicando o Lema 2.2 obtemos a compacidade do operador T7.
e 75 é continuo

De fato, temos que T : L%(Q) — L%(Q) ¢ definido por T5(v) = |v|. Dai,

ITo(0)ll 22 = 0]l 25 -

Portanto, T5 é continuo.
e I3 é continuo

Note que o operador T : L%(Q) — L%(Q) definido por

T(v)=1", (2.30)
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¢ um operador de Nemytskii (ver Capitulo 1, Segao 1.3), cuja continuidade segue

imediatamente do Teorema 1.4 quando fazemos r = 7.

e 7, é continuo

De fato, o operador T} : L%(Q) — H1(Q) ¢ definido por (Ty(w),v) = /wvdm.

Sejam w € L%(Q), e v € Hj,,q(Q). Pela desigualdade de Holder, com e;poentes
2N 2N

conjugados N12°N_2° pela imersdo continua H~1(Q) — L (Q), deduzimos

(Tu(w)v)| < / o] Jo] de

< () ()

= Ml 2, g 0 l22 @)

< Ollwll 2y, o 100

2(Q)

O que implica em

’<T4((4)),U>’ < C'||w||
o]

De onde segue que
2N
1Tl < Clloll, gy, o Paratodo w e LF(@),

Portanto, o operador T} é continuo.
e 75 é continuo

A continuidade do operador Ty : H~'(Q) — Hj,q(Q) definido por

segue imediatamente da continuidade do operador (—A)~! a qual foi provada na p. 41.

Portanto, a afirmacao esta demonstrada.

Desde que {u,} é uma sequéncia limitada e, pela Afirmagao 2.2, T é um operador

compacto, existe uma subsequéncia {un,} C {u,} e w € Hj,4(€) tal que
Ttn,) — w em Hla(®) quando j— oo. (231)
Assim, as convergéncias dadas em (2.29) e (2.31), acarretam em

[n; —wl - <y =T ()l + T (un;) = wl]

— 0, quando j — oo.
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Portanto, o funcional [ satisfaz a condicao de Palais-Smale.

Com isto, o funcional I satisfaz as hipdteses do Teorema do Passo da Montanha.
Logo, existe uma fungao u € Hg,,4(€2) que ¢ ponto critico nao trivial de I. Assim, u ¢
uma solugao para o problema (2.32). Usando a teoria de regularizagao, ( ver Teorema
2.1 da proxima secdo), concluimos que u € C%(Q). Assim, pelo Principio do Maximo
Classico ( ver Teorema C.3, apéndice C), concluimos que u > 0 em ). Portanto, u é

uma solugado para o problema (2.1).

2.5 Regularidade da solugao

Nesta segdo mostraremos que as solugoes do problema (2.1) obtidas na ultima

secao sao de classe C?(£2). Este serd o contetido do teorema a seguir.

Teorema 2.1 Seu € Hy,,4() € solugdo do problema

—Au = |z|[YulP7t, em (2.32)
u = 0, na OS2, '
N+2 2
onde Q ¢ a bola unitdria do RV, N <3, a>0el<p—1< N+2+Na2 entao
u € C*Q).
Demonstragao. Seja 7 = p — 1. Definamos a funcao g : 2 x R — R, por
g(x,s) = |z|*|u|™. Entdo, g ¢ uma fungao de Carathéodory e, além disso,
9@ w)] = Je|*lul” = |e|*fu ¥ fu] 72
= A(x)|ul ¥, (2.33)
onde A(z) = |x|a|u|77%. Usando o Lema 2.1, deduzimos
ol
N u -
A@)] = [alul” % < J2]*C— v
|$’[T* ,2](7)
= Cy|z|* AR,
N+2 2 N+2 N —2
Como, por hipétese, 1 < 7 < Ni—Q + NTQ entao o — |:7'— Ni_Q} ( 5 ) > 0,

NA21/ N-2
N l(F 52

dai |z|* 321527 € 120(Q) e portanto existe M > 0 tal que |A(z)] < M q.t.p em
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2. Com isto, a desigualdade (2.33) implica em

lg(z,u)| < Mlu|™ = Mlu|~=2|y|

onde a(z) = M|u(m)|ﬁ para todo Q. Mostremos que a € L=, com efeito,

/|a|év do = /(M|u(a;)|w4—z)’¥ do = M];/ u(z)|¥2 d
Q Q Q
N N-2
= M= |ul| 2 < +oo. (2.35)
As estimativas (2.34) e (2.35) acarretam em
l9(z,u)| < a(2)(1 + u(x)), com a€ L*(Q).
Usando o Teorema C.21 (ver apéndice C), obtemos

u € L'(2) paratodo 1 <7 < o0,

Portanto, segue do argumento bootstrap que u € C%(Q).



Capitulo 3

Solucao Nao-Radial para a Equacao

de Hénon

3.1 Introducao

Considere o problema de Dirichlet relativo a equagao de Hénon, a seguir

—Au = |z|*uP™!, em Q;
u >0, em (; (3.1)
u =0, na 0,
2N . . N
onde a > 0,2<p<?2"= N3 e {2 é a bola unitaria do R com N > 3.

No Capitulo 2, mostramos que o problema (3.1) possui solugao radial. Deste
modo, surge a seguinte indagacao:

Serd que existe solu¢ao nao-radial para o problema (3.1)%

Baseados em um trabalho de Smets, Su & Willem publicado em 2002 [19], mostra-
remos que, apesar do dominio €2 ser radial, existe Solugao nao-radial para o problema
(3.1) quando « ¢ suficientemente grande.

Uma fungao u € H} () é denominada Ground State para equagiao de Hénon se

realiza o seguinte infimo

Vul*d
Sap = inf Jo [Vulda

e ([ lalelufpdz)

(3.2)
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Nesse capitulo estudaremos questoes relacionadas a existéncia de solucao de energia
minima (Ground states) radial para equagao (3.1). Na Segao 3.2 mostraremos a exis-
téncia de Ground States para equacao (3.1), em seguida aplicaremos o Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange (ver Teorema C.2, apéndice C) para mostrarmos que uma
Ground State, a menos de um multiplo escalar, é uma solugao do problema (2.1). Ainda

na mesma secao, mostraremos que Sa“;fj é atingido por uma fungao de Hy ,,4(€2), onde

Vul?dz
ap = inf Jo |V . (3.3)
et ® ([, olelupdz)

e usaremos o Principio de Criticalidade Simétrica de Palais (ver Teorema 1.1, capitulo
1) para concluirmos que tal fungdo também é uma solu¢do do problema (2.1). Com
isto, surge a seguinte questao:

Existem Ground States nao-radiais para a equacdao de Hénon?

Nesta dissertacao daremos a sequinte resposta a questao anterior: Eriste ag > 0
tal que para todo o > vy as solugoes Ground States para problema (3.1) sao nao-radiais.

Para tanto, provaremos, na Secao 3.3, uma condi¢ao necessaria para que uma
Ground State seja radial. Na secao 3.4 provaremos o principal resultado deste capitulo,
o qual garante existécia de solugdo (Ground State) nao-radial para para o problema

(3.1) quando « é suficientemente grande.

3.2 Existéncia de Ground States para Equacao de

Hénon

Nesta se¢ao mostraremos a existéncia Ground States para equacao de Hénon e
que as mesmas constituem-se, a menos de um miultiplo escalar, em solucoes para o
problema (3.1). Além disso, provaremos que S;i? é atingido por uma funcao radial,
a qual também serd, a menos de um multiplo escalar, uma solucao para o problema

(3.1).
Proposicao 3.1 S, , € atingido para todos o > 0 e 2 < p < 2*.

Demonstragao. Sejam

J: H}(Q) — R

uo o J(w) = ul?
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M = {u e Hy(Q) ;/ |z |*|ul? dx = 1}.
Q

Desde que J > 0 em H}(Q), em particular, J > 0 em M. Assim, pelo Postulado de

Dedekind da analise real na reta, existe I, € R, tal que

I = inf J(u).

ucM
Pela definigao de infimo, existe {u,} C M tal que
J(u,) — I, quando n — +o0. (3.4)
A convergéncia anterior acarreta

|lunll = VI quando n — +o0. (3.5)

De onde segue que {u,} é limitada em Hj (). Desde que H}(€2) é um espago refle-
xivo, entao, pelo Teorema de Kakutani (ver Teorema C.15), existem {u,,} C {un}

ug € HY(Q), tal que

Up, = g em Hy(Q). (3.6)
Além disso,
lim inf [, [1* = Jluol|*. (3.7)

Das expressoes (3.3) e (3.7), obtemos
I < (o) = [Juol]® < limminf | = L.

Logo, J(ug) = .

Afirmacgao 3.1 I > 0.

De fato, suponha, por absurdo, I, = 0. De (3.4), temos
J(u,) — 0 quando n — +oc.
O que implica em

u, — 0 em Hy(S).
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Usando a convergéncia anterior, juntamente com a imersdo continua (ver Teorema

C.13)
Hy(Q) — LP(Q), 1<p<2%, (3.8)
obtemos,
u, — 0 em LP(Q).
Dai,

]/um%wm
Q

para todo a > 0 e 2 < p < 2*. Com isto, existe ng € N, tal que

/ || *|tn, |P do < 1.
Q

Todavia, a desigualdade anterior contradiz o fato de u,, pertencer a M. Deste modo,

< [lwlde— 0= [ jaf*fulds —o.
Q Q

concluimos que I, > 0.

Portanto, visto que I, > 0 e J(ug) = I, segue que ugy # 0.

Afirmacgao 3.2 uy € M.

De fato, tendo em vista a convergéncia dada em (3.6) e usando a imersao compacta
dada pelo item i) do Teorema de Rellich-Kondrachov (ver Teorema C.13, apéndice C),

concluimos que
Uy, — uyg em LF(Q), paratodo 2 <p < 2"

Com isto, o Teorema C.17 nos fornece uma subsequéncia {unjk} C {un, } e uma fungao
h € LP(Q) tal que
i) ol (2) = [2u0(z) qt.p. em O

< |z|*h(z) q.t.p. em

i) | 2] n, (2)
onde |z|*h € LP(2). Assim, pelo Teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue (ver

Teorema C.18, apéndice C),

Jim [ ol P de = [ faf*luop do.
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Tendo em vista que, / |2|*|un,, [P dz = 1, para todo k € N, entdo [, |2|*|uol? dv = 1.
Q

Portanto, ug € M. O que implica em,

J(up) = inf J(u). (3.9)

ueM

Por outro lado, pela Proposicao C.7, temos

Vul|*d
inf Jo [Vul’ da 5 = in]\f/[ J(u). (3.10)
i (fo el lule ds)
Assim, as igualdades (3.9) e (3.10) acarretam
Vu|* dx
J(UQ) = inf fﬂ | | 5 -
n p)
e (Jo 2o uol d)
Portanto, S, € atingido.
|

A seguir, mostraremos que uma Ground State, a menos de um miltiplo escalar,

¢ uma solugao para o problema de Dirichlet relativo a equagao de Hénon

Teorema 3.1 Uma Ground- State é, a menos de um mailtiplo escalar, uma solugcao do
problema (3.1).

Demonstracao. Consideremos as fungoes J, F' : H&(Q) — R, definidas por
J(u)=[ul]* e F(u)= / |2 |*|ul? dz — 1.
Q

O Funcional F estd bem definido em virtude das imersoes continuas dadas em (3.8).

Além disso, J, F € C*'(H}(R2),R), com
J(u)-v= 2/9Vu -Voudw, paratodo ve€ Hy(f), e (3.11)
F'(u)-v= p/Q |z|*|u|P~?uv dw, paratodo v € HE(S). (3.12)
Considere
M = P70} = {u € H(@)s [ fal"ful?do = 1.
Assim, J'(u) - u = 2 ||u||* # 0 para todo u € M, o implica em

J'(u) #0, paratodo u € M. (3.13)
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Por outro lado, usando a Afirmacao 3.2 e as Proposi¢oes (3.1) e (C.7), obtemos

J(up) = min J(u). (3.14)

ueM

Além disso, temos (ver Proposigao C.10, apéndice C)

/]Vu0|2dx:/|V|uo||2dx, c
Q Q

/ 2] uol? dir = / 2l o |” d.
Q Q

Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, ug > 0.
As expressoes (3.13) e (3.14) nos permite aplicar o Teorema dos Multiplicadores
de Lagrange (ver Teorema C.2), o qual nos fornece um ntimero A € R tal que: J'(ug) =

A - F'(up). Ou equivalentemente,
2/ Vuy - Vodr = )\p/ |z|*uf v d. (3.15)
Q Q

1
Em particular, fazendo v = wg, obtemos: A\ = —/ |Vuol*dx > 0. Sejam 3 > 0 e
PJa

u = Pug. Entao,

/Vu-Vvda: = é/Vuo-Vvdx
Q 2 Ja

A
= %/Mauglvd:@
0

A
= oo [ Jel(Guy v,

2—p)\
= g 5 p/ﬂ|x|a|u|p_2uvdx, Vv e H(Q).

2—p

Agora, escolhendo § de modo que = 1, concluimos que u é solucao do problema

(2.1). Temos ainda,

JolVulPde B [ [VuelPde [ [Vuel’de s
— — = Sop -

(o leleluldz)® (8 f, leleluolpdz)? — (f, lz]oluoprdz)

Logo, u ¢ uma Ground State, e portanto o teorema esta demonstrado.

Desde que ) é invariante por rotagoes, é razoavel considerar

rad . Jo |Vul?dz
Saop = inf &

Mg ([, [o]ofulrda)

(3.16)
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Dizemos que u é uma fun¢ao minimizante para S;ff, se

Jo IVul?dz
5
(Jo lzl*lulpdz)>
A proposi¢ao seguinte garante a existéncia de fungbes minimizantes para Sofff em

H&,rad<Q) .

rad __

a?p

Proposicao 3.2 S;4' ¢ atingido em Hj ,,4(Q).

Demonstracao. A demonstracao é analoga a que foi feita na Proposicao 3.1. Pois,

como o espago Hj () é um subespaco fechado de Hj(Q), entdo o mesmo herda a

rad

reflexividade e as imersoes continuas e compactas do espago H} ().
|
Agora, aplicaremos o Principio de Criticalidade Simétrica de Palais, conforme
Teorema 1.1, a fim de mostrar que uma fun¢ao minimizante para S;i? é, a menos de

rescaling, uma solugao para o Problema de Dirichlet relativo a equagao de Hénon.

Teorema 3.2 Se u € Hj,.4(Q) ¢ uma fungio minimizante para Sead | ewiste § > 0

tal que Bu € solugao do problema (5.1).

Demonstracao. Usando a Proposicao 3.2, e procedendo de modo anéalogo ao que
foi feito na demonstragao do Teorema 3.1, garantimos a existéncia de § > 0 tal que
w = [uy é uma solucdo positiva, em H&vrad(Q), para o problema (2.1). Considere o

funcional
I: Hg(Q) — R
1

, 1 - (3.17)
v I =gl =2 f el de

e a agao do grupo SO(N) sobre H{ (), a saber
p: SON) x HY(Q) — HMQ)
(9,u) — plg;u) = gru: Q@ — R
v o— (g-u)(x) = ulg(x)).
Como Hy,,4() = Fiz,(SO(N)), entao w € ponto critico de I restrito ao Fiz,(SO(N)).
Por outro lado, desde que,
1. Hj(Q2) é um espago de Hilbert;

2. p é uma acao isométrica;
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3. I é p-invariante.
Entao, pelo Principio de Criticalidade de Palais (ver Teorema 1.1), concluimos que w

é ponto critico de I em HJ ().

3.3 Uma Condicao Necessaria para Ground State Ra-
dial

O objetivo desta secao consiste em estabelecer um resultado que fornece uma
condigao necessaria para que uma Ground State seja radial. Tal condicao esta expressa

no proximo teorema.

2*
Sejam 2 < p < 2%, p € L), com q = 5 e p positiva em 2. Definamos as
fungoes: W, X, Z : H}(2) — R por
2
v Z(u)

X = ([oohrac)”. 2= [[1vuas o wea = 55

Teorema 3.3 Se p € uma funcao radial e u € uma funcao minimizante para W, entao

N —1 u?
2da < /—d. 1
/Q|Vu| R AT (3.18)

Demonstragao. Suponha, sem perda de generalidade, que

/ p(x)|u(z)Pdx = 1. (3.19)
Q
Para cada h € Hj,,4(Q) fixado, defina
t
g(t) =W(u+th) = ;ﬂ

onde 7(t) := Z(u + th) e s(t) := X(u + th). Desde que u é¢ uma fun¢do minimizante

para W, segue que
gd0)=0 e ¢"(0) > 0.
Note que

¢t) = St thyh=2 [ Tt th)- Vhds =2+ thb)
— 2({u, h) +t|h]?), (3.20)
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" (t) = 2||h|* = 2/ |Vh|*dz. (3.21)
Q

Por outro lado, temos
5 2-p
s(t) = X'(u+th).h=~=- (/ plu+ th|pdx> (p/ plu 4 th|P~2(u + th).hdx)
P \Ja Q

2—p

= 2</ p|u—|—th\pd:€) ’ /p|u+th\p2(u+th).hdx (3.22)
0 0

D

2p — 2 N
s"(t) = [M </Qp|u+th|pdx) p/ﬂp|u+th|p_2(u—|—th).hda:] :

2—2p

./p|u+th|p_2(u+th).hdx—|—2(/ p|u+th\pdx) " -1,
Q Q

./p|u+ th|P~2h%dx
Q

2p

= 2(p—2) (/ p|u+th|pdx> ’
Q
+2 (/ plu+ th\pdx) ’ [(p -1) / plu + th|P~2h? dm} : (3.23)
Q Q

Das expressoes (3.20), (3.21) , (3.22) e (3.23) obtemos

2
(/ plu 4 th|P~2(u + th).h dx) +
0

(+0) = Z(u)
r(0) = 2(u,h)
) = ol o
s(0) =1
s'(0) = 2[,plulP?u.h dx

| s"(0) = 2 [(2—p) (Joy plulP=2uh dz)* + (p = 1) [, p\uyp—%?da:].

Agora, note que
Sy = 00 =050 .

implica em (por questoes de estética omitiremos o "t"no segundo membro da igualdade
a seguir)

" (r"s+1's' —r's' —rs")s* — (r's — rs')2ss’
g'(t) = e '
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ou ainda,

s —rs")s? —2(r's — rs')ss’
g'(1) = | - Jss' (3.26)

Visto que ¢'(0) = 0, segue da igualdade (3.25) que
r'(0)s(0) — r(0)s'(0) = 0. (3.27)

As igualdades (3.26) e (3.27) acarretam

_ "(0)s(0) = r(0)s"(0)

¢'(0) = =0 (3.28)

Tendo em vista as expressoes dadas em (3.24) e (3.28), e sendo ¢”(0) > 0, deduzimos

2| h|J2.1 — (/ﬂ |Vu|2dx> §1(0)

1
2
= 2||hl* -2 [(2 - D) </Qp|u|p2u.h d:c) +(p—1) /Qp|u]p2h2dx

/ |Vuldz,
0
ou equivalentemente,

2
/ |Vul*dz [(2 —p) (/ plulP~2u.h dx) +(p—1) / p|u|p_2h2d$] < / |Vh|*dz.
Q 0 0 e

(3.29)

Seja h € H}(2) uma funcio da seguinte forma

onde, r = |z| e f é uma funcao suave definida na esfera S¥~!, com média igual a zero,

(isto é, / f(o)do =0). Usando a Proposi¢ao C.3, obtemos
SN*I

[ otairunde = [ paprs as= - ([ st as) ([ st ao)

= wi .1-0
- O’N (3.30)
/Q p(@)|uf?hde = /Q p(@)|ul’ f(0) do = i ( /Q p()|ul? dx) ( /S ) da)
= i.l./sjvljﬂ(g)da
- L f*(0) do. (3.31)
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Por outro lado, pela Proposi¢ao C.5, temos

o = (%) 52+ Zalieasp 3.3

Com isto, as estimativas, (3.29), (3.30), (3.31) e (3.32), acarretam

1 ou\” 1
/WW@ 90+ P72 f%w_/-ﬂ ﬂ@m+/7ﬁWwa
SN—1 Q or ol
/|Vu|2dx/ f2da—|—L %qux/ IV, f|*do.
SN-1 WN |$| SN-—1

O que implica em

1
(p—2)/ |Vu|2dx/ fido < —u2dx/ |V, f|*do,
Q SN—1 |z? SN-1

ou equivalentemente,

Jo[VuPde _ Jous IVafPdo
fQ #zﬁdx . fstl f2do

Mas, pela Proposicao C.5, temos

(p—2) (3.33)

inf fstl |v0f|2d0

feH1(SN-1) fSN—1 frdo
fstl fZO

=N-1

Assim, a igualdade anterior, juntamente com a desigualdade (3.33), implicam em

N -1 2
/ |Vul?dz < / u—zd:p
Q p—2 Jq ||

Portanto o teorema estd demonstrado.

3.4 Solucao nao-radial para Equacao de Hénon

Nesta secao, provaremos a existéncia de solucao Ground State nao-radial para
equagao de Hénon quando « é suficientemente grande. Antes de enunciamos o prin-
cipal resultado desta secao, o qual também é o principal resultado deste capitulo,
necessitaremos de um resultado auxiliar que serd dado em forma de proposigao.

A seguir provaremos um lema que sera de grande utilidade na demonstracao da
proxima proposicao. A demonstracao deste lema é um tanto longa, e portanto exigiréa
do leitor um pouco de paciéncia.

Para cada a > 0 seja u, € Hpraa(§2) uma fungdo minimizante positiva para S;f;d.
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Lema 3.1 Para todo 0 < R < 1,

/ |Vue|*dr — 0, quando o — oo.
B(0,R)

Demonstragao. Desde que u, é uma fun¢ao minimizante positiva para o quociente

fB(o,l) \Vu|*dx

Sofa;i = inf
’ weHl  (Q)
O,rad 07
u0 <f3(0,1) || updx)

entao, pelo Teorema 3.2, existe A > 0 tal que:

SIS

—Au, = Mz|*u2™!, em B(0,1);
Uy > 0, em B(0,1); (3.34)
Uy = 0, na 0B(0,1).

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

/ |Vug|?dz = 1. (3.35)
B(0,1)

Desde que u, ¢é solu¢ao do problema (3.34), entao

/ Vu, - Vodr = )\/ |lz|*ul " odx, Vv € Hy(Q).
B(0,1) B(0,1)

Em particular, para v = u,, temos

/ Vo 2dz = A / 2| da. (3.36)
B(OJ)

B(0,1)

Das igualdades (3.35) e (3.36), resulta

-1
A\ = (/ |x|°‘updm) . (3.37)
B(0,1)

Seja 0 < r < 1, segue de (3.34) e (3.37) que

-1
—Au, = (/ |;1:]O‘updx> lz|*u?~t, em B(0,7). (3.38)
B(0,1)

Multiplicando a equacgao (3.38) por u, e, em seguida, integrando sobre a B(0,7), acar-

-1
/ —Aug - ugdr = (/ |:L'|aupdx) / |z|*uP da. (3.39)
B(O,r) B(0,1) B(O,r)

reta
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Usando a Identidade de Green e (3.39), deduzimos

Mty -
/ |Vug|*dz :/ uaidx + (/ |x|augdx> / |z|*ubdx. (3.40)
B(0,r) oB(0,r) on B(0,1) B(0,r)

Sendo u, decrescente com respeito a |x|, segue que

Ouq
Desde que, u, > 0 na bola B(0,7) e ai < 0 na bola B(0,r), segue que
Ui

Qg
/ g 2 d < 0, (3.41)
dB(0,r) on

Relacionando a igualdade (3.40) com a desigualdade (3.41), obtemos

o || ub dr
/ Vg |2dz < Jaon — (3.42)
B(0,r) Js0n) |7 ubdz

Dado € > 0, seja k € N tal que 2R*"1 < . Definamos v,(|z]) := ua(|]z]?), onde
B=1+k/(a+ N —k).

Afirmacao 3.3

fB(0,1) |2]* Fug [Pdx

k(N —2)

(fB(O,l) |z |Vua|2dx>

[N4S]

W) 2 =571

D
2

onde, W foi definido na p. 53.

De fato, note que

Vo, |?dx
W (va) = Jaon [V . (3.43)

(fB(0,1) |x|alva’pd$> ’

[V

Por outro lado

1
/ |z|*vPde = wN/ v (r)PrN " dr
B(0,1) 0
1
= wN/ g (r®)PrN tdr.
0

1 .
Fazendo a mudanca de variavel » = s#, usando do Teorema de Mudanga de Variaveis,

1

a -1 (1
/ |z|*vPde = wN/ sﬁua(s)ps% <—sé_1) ds
B(0,1) 0 5}

obtemos

= —/ |x|#7Nugdx. (3.44)
0,1)



Observe que

a+ N a+ N oa+ N
= — = N -k =
b= TNk g —of 3

As igualdades (3.44) e (3.45), acarretam

1
/ |z|*vhdx = |2 uP da.
B(0,1) B B(0,1)

Por outro lado,

1
/3(01) |VolPde = wN/O N )2 (r)dr
1
= wN/ rN Y Bl (7)) 2dr
0
1
— ﬁ2wN/ pN=IR26=D (4 V2 () dr
0
1 1 1 1
= ﬁQWN/O s )(u;)2(s) (Esé_1> ds
1 1
— ﬁwN/ s )_NSN’I(U;V(S)CZS
_ 5/ M N |9y, .
B(0,1)

Note que
5= a+ N :>1_04—|—N—k:>1_1 k N
a4+ N-—k 8 a+N g a+ N
N —2 k(N —2) N —2 k(N —2)
- - N-2- = 2=N— ———=
3 a1 N 5 a1 N

N-2+26 . KN-2  N-242 o kN-2

I} B a+ N I} a4+ N

Por (3.47) e (3.48), concluimos que

/ Vol dx—ﬁ/ ].7:\_ SN ]Vu |*da.
B(0,1)
Tendo em vista as igualdades (3.43), (3.46) e (3.49), obtemos

B(N—2)
B o 127 | Vg Pde
W<Ua) = (0.1) 2

(% fB(O,l) |I|°‘_kugd$> ’

o que implica em

fB(O,l) |z|*FuP dx

I
<

T
S

2)

_k(N—
(Jogo a5

|Vua|2dx> :

—N=o—k.

99

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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Com isto, a Afirmagao 3.3 esté provada.

Aplicando a desigualdade de Holder com expoentes g e P 7 deduzimos

k(N-2) 5 _k(N-2) 4 g_4
2| ™ e N | Vg |*de = |z|” "o N |V |? [Vue|“ " rdz
B(0,1) B(0,1)

p—2

_k(N-2) 1\ 5 » 9_ 4\ 723 v
< / (o]~ |V ) d / (1Vuaf>#)7 d
B(O,l) B(O,l)

2

_ K(N—2) p

- (/ 2] 2<Q+Nf|wa|2d‘”>
B(0,1)

De onde segue que

P

_ k(N-2) 9 2
|z|” etV |Vug |*dx
B(0,1)

A Afirmagao 3.3 juntamente com a estimativa (3.50) acarreta em

_ k(N—-2)p
< / 2| 2@FN) |V, [*da. (3.50)
B(0,1)

’ fB(O,l) 2| | ug|Pdz

_p —1—
W(vy) 2 >0 1 — T (3.51)
Jpn 1220 [V *de
Agora, definamos a seguinte fungao
1, se s <1;
g9(s) == 1
s v, se s>1,
k(N —2
onde 7y := —H. Com isto, temos vélida a seguinte afirmacao:
Afirmacao 3.4
1 o g(s)
/ =l (r)?rN e = / / ul, (r)2rNdr | ds
0 0 0
De fato,
_1
) g(s) 1 1 00 s 7
/ / ul, (r)*rN " dr | ds :/ {/ u'a(r)2rN_1dr] ds+/ / ul (r)*rN " tdr| ds.
0 0 o LJo 1 0

(3.52)

Fazendo a mudanca de variavel s =¢~7, e usando o Teorema de Mudanca de Variavel,

acarreta

/loo /08 %u’a(r)er_ldr ds = /01 {/Ot U/a(r)%N_ldr] (vt (3:53)



61

Pela formula de integragao por partes, seque que
1 gt t
/ {/ u'a(r)QrN_ldr} (vt Hdt = lim (/ u’a(r)%N_ldr) (—t)
o LJo =0 \Jo
1
—/ (=t ()2 dt
0

1
= —/ u;(r)er_ldr%—/ 2| ™| Ve 2de +
0 B(0,1)

. ¢ ! 2 _N—-1 -y
+£1£% (/0 u, (r)"r dr) (=&77).

t=1

t=¢

Note que, para & > 0, temos

13 3
‘—5_7/ ul (r)2 N dr| < 5_7/ ul, (r)2rN " dr
0 0

§
< ¢ [Cu e ar
0
§
= fN_l_V/ ul (r)2dr.
0
Portanto,

3
‘—5_7 / ul, (r)2rN dr
0

— 0, quando & — 0%,

o que implica em

1 pt 1
/ {/ ufx(r)QrN_ldr} (vt N)dt = —/ u;(r)QrN_ldr—i—/ 2| Y| Vg |*da.
0 0 0 B(0,1)
(3.54)

Das expressoes (3.52), (3.53) e (3.54), obtemos

o0 9(s) 1
/ [/ u;(T)%"N_ld] ds = / r Tl (r)?rN .
0 0 0

Assim, a Afirmagao 3.4 estd provada. Por outro lado, da estimativa (3.42) segue

imediatamente que

-1
/ |Vug*de < (/ |x|“u§das) / |z|*u? dx
B(0,9(s)) B(0,1) B(0,9(s))
ou ainda,

g9(s) =1 rg(s)
/ ul (r)2 N dr < (/ ]m\auﬁdx) / ruq (r)Pr " dr,
0 B(0,1) 0
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o que implica em

oo [ rg(s) —1opoe oro(s)
/ / ul (r)2rN " dr | ds < (/ |x|augdx) / / g (r)Pr"tdr | ds.
0 0 B(0,1) 0 0

(3.55)
A Afirmagao 3.4 juntamente com (3.55), acarreta

1

-1 poo g(s)
|27 Vg [de < (/ \x|auI;dx) / / ruq (r)Pr dr | ds.
WN JBO.) B(0,1) o |Jo

(3.56)

Por outro lado, de modo analogo ao que foi feito na demonstragao da Afirmacao 3.4,
prova-se que

0o g(s) 1
/ [/ ro‘ua(r)prN_ldr] ds = / Vg (r)PrN "dr,
0 0 0

(3.57)

Dessa forma, as expressoes dadas em (3.56) e (3.57), nos fornece

[ i< ([ i) (o [ o).
B(0,1) BO.1) .

ou equivalentemente,

-1
/ 2| Y| Vg |*dr < (/ |x|augdx) / |z|* Ul da. (3.58)
B(0,1) B(0,1) B(0,1)

Sendo u, uma fun¢do minimizante para SiA' entao W (v,)
W(va)™2 < Wiug) 2.

mos

> Wi(u,), dai
Com isto, de posse das estimativas (3.51) e (3.58) , deduzi-

5g fB(O,l) || Fug [Pda fB(O,l) (Vg |*dz
1 5
a,,P oa—y,,P
(.[B(O,l) |z Uad$> fB(O,l) |z|* T uadz (fB(o,l) |:E|au§dx) g
1

1>
<f3(0,1) |$|°‘U€vd$>

[N]4S)

que é equivalente a

fB(O,l) 2|2 F ug [Pdz

< pits, (3.59)
Jso 12]* T ubde
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Agora, note

fB(0,1) |x‘a_k|uoe|pdx fB(O,R) |5(‘1|a_k|ua|pd‘r
Jn |71 uade Js0n) |21° T ubdx

2|7 a7 fug |Pda

fB(o,R)
fB(O,l) x| rubdx
fB(O,R) |2|* YR |ug |Pda

fB(o,l) x| rubdx

Y

= Rk Jp0.m) 141" ol dz (3.60)
N fB(O,l) || rubdre '
De (3.59) e (3.60), resulta em
x| Vuge|Pdx .
Joom 1™ < RFBMHE, (3.61)

fB(O,l) |z Tubdx

Considere o conjunto onde A(R,1) = {z € RY; R < |z| < 1}. A conclusao da demons-

tracao do Lema 3.1 segue das seguintes assertivas

i) 2/ ]x\“”uﬁdx/ \x!augd:v—/ ]x\o‘Vugdx/ |z|*ubdx >
B(0,R) B(0,1) B(0,1) B(0,R)

> [ et ([ (ol = el de)
B(0,R) A(R,1)

i1) / |x|au£dx/ (|x]* = |z|*"ulde = o </ |x|°‘u§dm/ |x|o‘_7u§dm‘) :
B(0,R) A(R1) B(0,1) B(0,1)

quando o — 0.
Inicialmente demonstraremos a assertiva i). Para tanto, observemos que o — v < «
implica em |z|*™7 > |z|* para todo x € B(0,1). Dai,

[ e ([ (ol = bt o) =
B(0,R) A(

)

:/ |x|augdx/ |x|au§dm—/ |x|augdx/ |z|* Tl dx
B(O,R) A(R,1) B(O,R) A(R,1)
:/ |1:|°‘u§da:/ |z|*uf dx —
B(0,R) A(R,1)
—/ |z|“uP dx (/ |x|"‘_7ugdx—/ |x|°‘_7ugdae)
B(0,R) B(0,1) B(0,R)
:/ |x|"‘ugdx/ |x|°‘u§da:—/ |:1:|°‘u£dx/ |2|* 7Tl dx +
B(O,R) A(R,1) B(O,R) B(0,1)

+/ |x|augdx/ |z]* Y ub dx
B(0,R) B(0,R)
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< 2/ |x|a_7ugdx/ |m|o‘ugdx—/ |x|°‘u’;d:v/ |z|* Tl da.
B(0,R) B(0,1) B(0,R) B(0,1)

Portanto i) estd demonstrado. Agora provemos ii). Com efeito, note que

fB(O,R) |x|auﬁdw fA(R,l)(|x|a - |x|°"7)ugd:p fA(RJ) ||x|a - |m|°‘*'y|ugdx

fB(o,1) x| uade fB(O,l) x| uade

(3.62)

fB(O,l) |z ubdx

Agora, para cada = € A(R, 1), defina f : (0,00) — R, por f(t) = |z|**. Com isto,
f'(t) = —|z|**In|x|. Usando o Teorema do Valor Médio da anéalise real, asseguramos

a existéncia de 6 € (0,7) tal que

o que implica em
[f () = FO)] =~1(0)],
ou seja

[l2]*™ = [a]*] = |=|2]*"In ]|
= l2[*7" |In ||

< lz|*7|In|R]|. (3.63)

Desde que v — 0 quando a@ — +00 e vale as estimativas (3.62) e (3.63) entao

J0m |21MGdT [y (I2]” — |2[*)upda VIR [y |2 b da
fB(O,l) |z *uade fB(o,l) || Tuade - fB(O,l) |z~ Yugdx
< vln|R]
— 0 quando o — 0. (3.64)

Dessa forma a assertiva ii) esta provada. De posse das assertivas i) e ii), deduzimos

2 [po.m [21* b [0 2] ubde =[50 121" uRd [p o g L] ugde

fB(0,1) |z|*ubdx fB(O,l) |z|e—rubdx

o(1),

ou, equivalentemente,

2 fB(O,R) 2|l dx fB(O,R) |z |“uP dx:

fB(O,l) |z Tubdx fB(O,l) |z|eubdr —

o(1),
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ou ainda,

fB(O,R) |z|*ul, dx ZIB(O’R) |z|*Tul dx

+o0 .
fB(o,l) |z|*ubdx fB(O,l) 2| rubdx

(3.65)

Usando as estimativas (3.61), (3.65) e o fato de que 2R*™7 < 2RF~! < ¢, obtemos

fB(()’R) |z|*uP, dx

+0(1) < 2RFBS
fB(O,l) |z|ubdx

< ﬁl-i-% CEe.

Passando ao limite quando o — 0, temos 515 — 1. Donde segue que

|z|*uP, dx
lim fB(o,R)

a—0 fB(O,l) |x|0‘u§dx -

Desde que € > 0 é arbitrario, concluimos que

fB(O,R) || “uP dx

T 1"

Portanto, da desigualdade (3.42) e da convergéncia anterior segue a demonstragao do

lema.
[ |

Agora, utilizaremos o lema que acabamos de demonstrar para provarmos uma

proposicao que serd fundamental na demonstragao do principal resultado deste capitulo.

Proposicao 3.3

2
/ u—°‘2 dr — 0, se a — +oo. (3.66)
B(0,1) ||

Demonstragao. Seja ¢ > 0. Pela Proposigao C.9 (ver apéndice C), existe 0 < R < 1

independente de « tal que u,(R) < €. Note que

2 2 2
/ u—”;dx:/ u—o‘de—l—/ u—anx,
B(0,1) |z B(0,R) |z A(R,1) 2]

onde A(R,1) = {x € RY;R < |z|] < 1}. Seja Uy := uy — us(R). Desde que

u? < 2u% + 2u,(R)?, entao

2 ~9 2(R 2
/ U—O‘de§2/ u—O‘QdaH—Q/ Mg)dcwf Lo dr. (3.67)
B(0,1) || B(0,R) |z B(0,R) || A(R,1) 7]
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Usando a Desigualdade de Hardy (ver Teorema C.6, Apéndice C), com f = —2ep =2,

obtemos

u? 4 /
—2dr < ——— |z - Vg |*|z| % dx. (3.68)
/B(O,R) |z [? (N =2)% Jpo,r)

Pela Desigualdade de Cauchy Schwartz, temos |z - Vu,| < |z]|Vu,|, de onde segue que

|z Vua!|z| 72 < |[Vug|*. Dai,

/ |z - Vue|?*|z| 2 dr < / |Vug|? dx. (3.69)
B(0,R)

B(0,R)

As desigualdades (3.68) e (3.69), resulta em

/ o g o 4 / Va2 d
——dx < U xZ.
B(0,R) ]2 (N —2)? B(0,R)

A desigualdade anterior juntamente com o Lema 3.1, acarreta

~
/ % dr — 0, quando a — oo. (3.70)
B(0,R) |T

Por outro lado, desde que u,(R) < € para todo a > 0, segue que

/ uq(R)? RN-2 WN o
B(0,R)

dr < & < .
o NN SN2

Como ¢ > 0 foi fixado de modo arbitrario, entao a desigualdade anterior nos permite

concluir que

a(R)?
/ Ua 2) dr — 0, quando a — oo. (3.71)
B(0,R) ||
Afirmacgao 3.5
a(R)?
/ tal 2) dr — 0, quando a — oo. (3.72)
ARy |7l

De fato, seja {uq,} C {us}. Visto que ||u,, || = 1. para todo n € N, entdo, pelo
Teorema de Kakutani (ver Teorema C.15, Apéndice C), existe uma subsequéncia de

{uq, }, a qual ainda sera denotada por {u,, }, e ug € Hg () tal que

U, — up em Hy(Q) quando a, — +oo.

n

Usando as imersoes compactas do Teorema de Rellich-Kondrachov, temos

Huan - UOHL2(0,1) — 0 quando «, — 4o00.
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Usando a convergéncia anterior e o Lema 3.1

IA

[[woll 2(B(0,R)) [0 = ta, || z2(B0,R) + Uan | L2(B(0,R)

< luo — a, lz2B0.0) + clltan |l 5 B0.R)

— 0 quando n — +o0,
com isto, ug = 0 q.t.p. na bola B(0, R). Dai,

HUOH%Q(B(OJ)) = / ug da +/ ug do = / ug dr. (3.73)
B(0,R) A(R1) A(R)

Por outro lado, desde que u,, — ug em L%(§), segue que ug,, () — uo(z) q.t.p em Q.
Com isto, visto que u,, (R) < ¢ para todo n € N e u,,, é decrescente para todo n € N,
entdo, por passagem ao limite, concluimos que ug(x) < € q.t.p em A(R,1). Assim,

segue da desigualdade (3.73) que
||“0||%2(B(0,1)) < Me, (3.74)
onde M = fA(R ;) dz. Portanto, u =0 q.t.p. na B(0,1). Assim,
Uy, — 0 em L*(B(0,1)).

De onde obtemos

2
U 1
/ a’; dv < — uin dx
A(R,1) || R* Jar)

— 0 quando a, — +o0.

Com isto, a Afirmagao 3.5 esté provada.
Usando (3.67), (3.70), (3.72) e a Afirmagao 3.5, concluimos que
U2
/ —odr — 0, se a— +oo.
B(0,1) ||
Portanto a proposicao esta demonstrada.
]
Agora, usaremos a proposicao anterior juntamente com o Teorema 3.3 para pro-

varmos o préoximo teorema, o qual é o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.4 Se N >3 e 2 < p < 2%, entao existe ag > 0 tal que nao existe Ground
State radial para equagao de Hénon quando o > ay.
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Demonstragao. Mostraremos que existe o > 0 tal que para todo o > g existe uma

funcao u, nao radial que minimiza S, ,. De fato, caso contrario, existe o, — +oo tal

que para cada n € N existe uma fun¢ao minimizante u,,, € Hol,rad(Q> para

Vu 2 dx
SO(, — 111f ‘]"S)| | 5 -
1 2
ueuH;g(()Q) (f |I.|a|u|p dl-)p

Sem perda de generalidade, podemos supor
/ Vg, |*dz =1, paratodo n € N.
Q

Pela Proposicao 3.3, temos

2

u

/ “tdr — 0, se a, — +o0.
B(0,1) |z

Assim, existe ng € N, tal que

u? p—2
“ndr < , para todo m > ng.
/B(O,l) |z ]2 N -1

Por outro lado, o Teorema 3.3 nos fornece a seguinte desigualdade

U2

N -1
/ Vg, |* dz < 1 —2 dx, para todo «, > 0.
Q p—

o |z[?
As desigualdades (3.76) e (3.77), acarretam

N—-1p-2

/|Vuan|2dx < SN 1= 1, paratodo n > ng.
9) pb— -

(3.75)

(3.76)

(3.77)

O que contradiz a igualdade (3.75). Portanto, ndo existe Ground State radial para

equagao de Hénon, quando a > «.

O teorema que acabamos de demonstrar, juntamente com o Teorema 3.1, garan-

tem que, quando « é suficientemente grande, existe solugao nao radial para o problema

(3.1).



Capitulo 4

Existéncia de Solucao para um

Problema Generalizado

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solugao radial para o seguinte pro-

blema eliptico

—Au = b([z[)f(u) em
u > 0 em 2 (4.1)
0 em OS2,

u

onde ) é a bola unitaria em RV, as funcdes b : R — R e f : R — R satisfazem as
seguintes hipoteses:
(b1) b(r) é localmente Holder continua, nao negativa, b(0) =0 e b #Z 0 em €,
(by) b(r) = O(r*) quando r — 0, para algum « > 0;
(f1) f é uma funcao localmente Hélder continua,
(fi1) f(2) >0,Vz >0,
(f1.2) f(2) = o(z) quando z — 0,
(f2) Existe M; > 0 tal que |f(2)] < C(1 + |z|)P, para todo z > M;, onde
N+2 2a

1< < :
P<N 3T N2

(f3) Existem constantes 6 € (0,1/2) e My > 0 tais que F(z) < 6.z.f(z) para z > Mo,
onde F(z) = / F(t) dt.
0
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4.1 Comentarios Sobre o Problema

O problema (4.1) foi estudado por Ambrosetti e Rabinowitz (1973) [1] com uma
nao-linearidade g(x,u) mais geral, definida em um dominio arbitrario com fronteira
suave. Entretanto, a nao-linearidade g(x,u) apresentava crescimento subcritico em .

Ou seja, Ambrosetti e Rabinowitz haviam tratado o caso em que o crescimento de g

2
em u é menor do que |ul?, com p < 5 O que torna o problema (4.1) interessante

N —

é o fato de que f pode apresentar crescimento critico e até mesmo supercritico.

4.2 Algumas Estimativas

Nesta segao, deduziremos, a partir das hipoteses (b1), (b2), (f1), (f2) e (f3),
algumas estimativas que serao tteis em demonstracoes que serao feitas no decorrer
deste capitulo. a fim de simplificar a notacao, sempre que nao houver ambiguidade,
usaremos as letras A , B, C' e M, para denotar constantes positivas.

Pela hipotese (b), existe §; > 0 e C' > 0, tais que
lb(r)| < C|r|*, paratodo r € (—dy,01).

Por outro lado, segue da hipotese (b1), que b é continua, assim, existe C >0 tal que

b(r)

] gé’, para todo r € [dy, 1],
TOZ

além disso, por (by), b é ndo negativa, donde segue que
b(r) < C|r|*, para todo r € [0y,1],
0 que acarreta
b(|z]) < C|x|*, para todo z € . (4.2)

Agora, usando a hipotese (f;), mais precisamente (fis), para cada ¢ > 0, existe

0 < dy <1 tal que
|f(2)| <el|z|], paratodo z € (—da,0s). (4.3)
Da hipotese, (f2), existe M > max{M, 1} tal que

lf(2)] < C(1+]z])?, paratodo z> M >1,
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o que implica em
lf(2)] < C(|z] + |z|)P = 2PC|z|P, paratodo z > M. (4.4)
Segue de (f1) que f é continua. Assim, existe C. > 0, tal que
|f(2)] < C., paratodo z € [§y, M],

de onde obtemos

P C
lf(2)] < C-- % < 5—;\z|p, para todo z € [0y, M], (4.5)

As estimativas (4.3), (4.4) e (4.5) acarretam em
C.
[F < elal +27ClzfP + <[]

= ¢|z| +d.|z|°, paratodo z >0, (4.6)

Ce
onde d. = (2°C + 5)

Pela desigualdade de Young (Ver Teorema C.4, apéndice C), obtemos
1, 1
glz] < —eP 4 —|z|P. 4.7
2] p, p| | (4.7)
Das estimativas (4.6) e (4.7), deduzimos
|f(2)] < A+ B|z|’, paratodo z >0, (4.8)
1 1 . . :
onde A=—¢e" >0e B=-+d.>0. Seja z > 0, da desigualdade (4.6) deduzimos
p p

F(z) = /Ozf(t)dtg/oz|f(t)|dt§/Oz(et—kdetp)dt

d
= 222 + 2?512”1, para todo z > 0. (4.9)

Agora, usando a hipotese (f3), obtemos
F(z) <0.z.f(z), paratodo z> My,

ou equivalentemente,

f(z)
F(z)

1
> —, paratodo z > My,
0z
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o que implica em,
t °1
0} dt > / — dt, paratodo z > My,
Mo F(t) M2 ot

de onde segue que

1
In F(t)[3, > 7 Int|;,, paratodo z> My,

ou ainda,
F (M.
F(z) > ( lz)z%, para todo z > M,
ou ainda,
F(z) > Azv, paratodo z > M. (4.10)

Por outro lado, desde que F' é continua, existe B; > 0, tal que
|F(2)| < B, para todo z € [0, My],
dai,
F(z) > —B; para todo z € [0, Ms]. (4.11)
A desigualdade (4.10) implica em
F(z) > Azv — B. paratodo z> M, e paratodo B > 0. (4.12)

1
Seja B > 0 tal que B > AMJ + B;. Entao, se z € [0, Ms], a desigualdade (4.11)

implica em
F(2)> —B, > AMj — B> Az% — B para todo z € [0, My)]. (4.13)
As desigualdades (4.12) e (4.13), acarretam
F(z) > Az? — B. para todo z > 0. (4.14)

Em resumo, temos validas as seguintes estimativas
(Ey) b(|z|) < Clx|*, paratodo z €
(Ey) Dado e > 0, existe d. > 0 tal que |f(z)| < ¢|z| + d.|z|P, para todo z > 0;
(E3) |f(2)| < A+ BJz|P, paratodo z > 0;
d.
E,) Dado € > 0, existe d. > 0 tal que F'(z —z +——2P"1 para todo z > 0;
— 2 p+1
(Es)

Es) F(z) > Az — B. para todo z > 0.
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4.3 Existéncia de Solucao Radial para um Problema

(GGeneralizado

Teorema 4.1 Com as hipdteses (b1), (b2), (f1), (f2) € (f3) o problema (4.1), possui

solugao em Hj .4(Q).

Demonstragao. Definamos f: R — R por

f(t), se t>0;
0, se t<0.

ft) =

A demonstragao que faremos consiste em aplicar o Teorema do Passo da Montanha

(ver Teorema C.1) ao seguinte funcional
Ji Hya(®) — R

1 —~ 4.15
u e T = Sl - / b)) B (u) di. (419)

onde F / f t)dt.
Pela Proposi¢ao B.2 (ver apéndice B) temos que J € C'(Hj,4(Q),R), e além

disso

J'(u) v = (u,v)—/gb(|a:|)f(u)vd:c. (4.16)

Mostremos agora que J tem a Geometria do Passo da Montanha, isto é, J satisfaz
as condicoes 1) e ii) do Teorema C.1 (ver apéndice C). Com efeito, dado £ > 0, pela
estimativa (Ey) da p. 72, existe d. > 0, tal que

€ d.
Slal® + —— |zt

ﬁz<
()_ p+1

Usando a tltima desigualdade, o Lema 2.1 e a estimativa (F;) da p. 72, deduzimos

/b(|x|)ﬁ(u)df€ < E/b(|x|)|u|2dff d b(|z]) Pt da
Q 2 p+1Jjg

IA

d.
;/leﬂ |u|2dx e | Clallul o

H H2 /| ’a ”qu—i-l
2>\1 ‘x,N 2( p+1)
- || 12+ u 1 / 2] P g

C’d
= ol / PSRN gy (4.17)

IA
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N + 2+ 2« N =2

Por outro lado, desde que 1 < p < N3 segue que av—

(p+1)+N—-1> —1,

0 que acarreta em
1 N-—-2
/ ro= " CEDIN=L g oo,
0

com isto, segue da desigualdade (4.17), que

Ce C.d
b(lz)Fuw)de < ——lu|*+ —=]u|/PH,
[bahPadr < Sl + =l
de onde obtemos
Lo Ce o Cdey o0
I = Gl = el = = e,

1 C.
Considerando € > 0 tal que 5~ 2—; > (, obtemos
1

Jw) > Alul* = Bju|"",

Ce C.d.

onde A = >0e B = 1 > 0. Sejar >0ewue Hy Q) tal que |Jul| =,
p I

1
2 2\

entao
J(u) > Ar®— BrPth

Desde que p + 1 > 2, podemos escolher 7 € (0,1) de modo que Ar* — BrP™! > 0.

Considerando p =7 > 0 e 3 = A7? — BrP*!, concluimos que
J(u) >3 >0, paratodo u€ Hj,4(Q), com [ul =p.

Com isto, J satisfaz a hipotese i) do Teorema do Passo da Montanha.
Agora mostremos que J satisfaz a hipotese ii) do Teorema do Passo da Montanha.

De fato, pela estimativa Es5 temos
ﬁ(z) > Az¢ — B, para todo z > 0,

dai,

1 9 ~

Jw) = Fllull® = | |z F(u)dz
Q
1 ~
= g [ e Peds
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Assim, fixando u € Hj,,q(Q)\{0} e 7 > 0, obtemos

rad
Jru) < Cir? — 027“% — (s,

1 1
onde C; = —|jul]?, Cy = A/ b(|a:\)|u|%da: e C3 = B/ b(|z|)dx. Sendo — > 2,

2 [u>0] [u>0] 0
entdo J(ru) — —oo quando r — +o00. Deste modo, é possivel escolher ry > 0 tal que

[roul] > p e J(rou) < 0. Considerando e = rou € H ,,4(€2), temos
el >p e J(e) <O.
Portanto, J satisfaz a hipotese ii) do Teorema do Passo da Montanha.

Afirmacgao 4.1 J satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.

De fato, seja u,, uma sequéncia de Palais-Smale, isto é:
i) |J(u,)| < K, para algum K > 0 e para todo n € N;
ii) J'(u,) — 0 quando n — +o0.

Pelo item ii), existe ng € N tal que

|‘],(un) Uy

TN <1, para todon > ng.

O que implica em

< ||un|| para todo n € N. (4.18)

||un||2—/Qbuxnﬂun).undx

Por outro lado, o item i) é equivalente a

< K, paratodo n e N.

sl = [ sa) P do

Usando a desigualdade anterior, a estimativa (F1) da p. 72, e a continuidade de F ,

deduzimos

ol = 2(Ghonl? = [ seDF)ao) +2 [ ol Fu,) do

< 2K+2/ b(|z|)F () dx+2/ b(|z|)F (uy) dx
[0<up <Ma]

[un >M2]

< f<+2/ b(|z|) F(u,,) da. (4.19)
[wn > M2]
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Usando a hipotese f5 (condigdo de Ambrosetti & Rabinowitz) e a desigualdade (4.18),

deduzimos

/ b(|lz)) Fu,) dz < 9/ b(|2]) f (). un da
[un>M2] [un>M2]

= Q/Qb(|x|)f(un).un dx_Qe/[ogungMQ] b(|2)) f ().t da

IN

e/gb(|x|)f(un).un dz
0 (/Q b(|]) f (tn) -ty dv — Hun|l2) +0|un?

< Oflunll + 0wl

IN

As desigualdades (4.19) e (4.20) acarretam
lwal® < K + 26| | + 26|,
ou ainda,

(1= 20)||unl® < K + 26]|uy]|.

(4.20)

1
Sendo 0 < 0 < 30 8 desigualdade anterior nos permite concluir que a sequéncia {u,}

¢ limitada. Assim, pelo Teorema de Kakutani (ver Teorema C.15, apéndice C), existe

u € H&rad(Q) tal que, a menos de subsequéncia,
u, = u em Hj ().

Por outro lado, de ii) segue que

~

ol = [ Wlal) F) wn o +0,(1), ¢
() = [ W) Flw) o +0,(1),
dai,
un —ull* = (up — u,u, —u)

= unll® = (un, 1) = (w0 — w)

= [ bl ) e~ [ bjel) Flan) udo -+ 0,(1)
Q Q
= [ B Fwn) (0, = 0y o +0,(1),
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A igualdade anterior juntamente com o Lema 2.1 e as estimativas (E;) e (E3) dadas

na p. 72 acarretam em
lun —ul|* = /C’|x|0‘(A+B|un|p)|un—u|dx—|—0n(1)
Q
= AC/\un—u|da:—|—BC/\x|a|un]p\un—u|dx+0n(1)
0 0
- Bé||un||z’/|x|a—<Nz‘2>P|un—u|dx+on(1). (4.21)
Q

Desde que u,, = u em Hy,,4(Q?) entdo, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov(ver Teo-

rema C.13, apéndice C), u,, — u em L4(Q) para 1 < ¢ < 2*, de onde segue que
up(z) — u(z), qt.pem €
o que implica em
|a:|°‘_(¥)p(un(x) —u(x)) — 0, q.t.pem Q. (4.22)

Além disso, segue do Lema 2.1 que

2|2, () — u(x))| < Cla|*= T |y, —
< Cla[*= T (|fuy || + [Jull)
< Oz~

Ch(z), (4.23)

onde h(z) = |z[*~ "2 @) ¢ L}Q). A convergécia (4.22) e a desigualdade (4.23),
juntamente com o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema

C.18, apéndice C), acarretam em
/Q ]x\a’(¥)p(un —u)dx = o,(1).
Da igualdade anterior e da desigualdade (4.21), concluimos que
Uy — u em Hy,q(Q).

Portanto, o funcional J satisfaz a condigao de Palais-Smale.
Com isto, o funcional J satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha.
Logo, existe uma fungao u € H&rad(Q) que ¢ ponto critico nao trivial de J. Portanto,

u é uma solucao para o problema

~

—Au = b(a))fw) em ©;
u = 0 em O0f),
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~

com as mesmas hipoteses do problema (4.1). Tendo em vista que b(|z|)f(u) > 0 em
2, pelo Teorema C.3 ( ver apéndice C), concluimos que v > 0 em €2, o que implica em
J?: f em Q, onde f é a nao-linearidade do problema (2.1). Portanto, u é uma solugao

para o problema (2.1).



Apéndice A
Demonstracoes Alternativas

Neste apéndice faremos algumas demonstragoes alternativas para resultados vis-
tos no Capitulos 2.

A seguir, faremos uma outra demonstragao para o Lema 2.2 do Capitulo 2.

Lema A.1 O operador T : Hj,4(Q) — LP(Q) definido por T'(u) = |z|™u ¢é compacto,
desde que p € [1,m*) com
2N N-2.
m*={ N—2—am M=

+00 , caso contrdrio.

Demonstragao. Para justificarmos que 7' é continuo procedemos de modo analogo
ao que foi feito na demonstracao feita no Capitulo 2 p. 34.
Agora, considere uma sequéncia limitada {u,} C Hj,4(€). Pelo teorema de

Kakutani, existe u € Hy,4(€2) tal que, a menos de subsequéncia,
u, = u em Hg,4(9),
de onde segue que
up(r) — u(z) qt.pem €,
o que implica em,

|2|™ (up () —u(z)) = 0 qt.pem Q. (A1)
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Por outro lado, usando o Lema 2.1 e a limitagdo da sequéncia {u,}, deduzidos

[[un — ul]”

|| (5P

< M|x|(m—¥)p

|2 (un(2) = u(@))[" < ||™

< Mh(z) qt.pem £

onde h(z) = |z|™= "2 Da Proposicao C.1 (ver apéndice C), obtemos

1
/Q h(@)| de = w, /0 PO TN g (A2)

e que a desigualdade (m — %)p%— N —1 > —1 é valida para todo p € [1,m*). Assim,

a integral do lado direito da igualdade dada em (A.2) é finita, de onde segue que
2™ (up () — uw(z))|P < Mh(z) € L'(Q) qt.pem €.

A ultima desigualdade, juntamente com a convergéncia (A.1) e o Teorema da Conver-

géncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema C.18, apéndice C), acarretam em
||2|™ (un () = u(z))]” dz — 0 quando n — +o0.

Portanto, 17" é compacto.
|
A proposicao a seguir fornece uma demonstracgao alternativa para a justificativa
de que o funcional I do Capitulo 2 tem a Geometria do Passo da Montanha.

Proposicao A.1 O funcional energia I associado ao problema (2.32) satisfaz a con-

dicao de Palais-Smale.

Demonstragao. Seja {u,} C Hj,,4(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, isto é:

i) [I(uy,)| < M para algum M > 0 e para todo n € N;

ii) I'(u,) — 0 quando n — +o0.

Procedendo de modo analogo ao que foi feito no Capitulo 1, pp. 39 - 40, con-
cluimos que {u,} é uma sequéncia limitada. Assim, pelo Teorema de Kakutane, existe

u € Hj,,q(Q) tal que, a menos de subsequéncia,

u, = u em Hj ().
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Por outro lado, de ii) segue que
fanl? = [ fol"lunun o+ 0,1, ¢
(U, 1) = /Q 2]°un | d + On(1).
De onde segue que

||un—u||2 = (U, — u,u, —u)
= |lun|l® = (tn, u) — (u,up, —u
[ = (i, 1) — | )

= /|x|a|un|7und$—/|$|°‘|un|Tud:E+On(1)
0 0

_ / 1219 | (1t — ) dz + O (1),
Q
Da igualdade anterior e do Lema 2.1, segue que
lu —u]® = C||un||T/ 2] 77 (uy — ) dr + Op(1). (A.3)
Q

Desde que u, — u em Hj,,(Q) entdo, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov (ver

Teorema C.13),
u, — u para 1<gq <2,
de onde segue que
un(z) — u(z), qt.pem €
o que implica em
2

|x|a_NT_T(un(x) —u(z)) — 0, q.t.pem . (A.4)

Além disso, segue do Lema 2.1

20 T (wn(2) — u(2))| < Claf™ T T, — uf
a—N=2(r
< Cla[* 77 T ([fun | + Jul)
< 5‘x|a7¥(r+l)

Ch(z), (A.5)
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onde h(x) = |$|O‘_¥(T+1) € L'(Q). A convergécia (A.4) e a desigualdade (A.5),
juntamente com o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema

C.18, apéndice C) , acarretam em
/ 12|75 (w, — ) d = Op(1).
Q
Da igualdade anterior e da desigualdade (A.3), concluimos que
U, — u em Hy,q(€).

Portanto, o funcional [ satisfaz a condicao de Palais-Smale.



Apéndice B

Diferenciabilidade do Funcional

Energia

Nesta sec@o estudaremos a diferenciabilidade do funcional I dado em (2.16). Ini-

cialmente mostremos que I estd bem definido. Para isto, é suficiente mostrar que

‘/ || |u|"u dx
Q

Com efeito, usando o Lema Radial(2.1), deduzimos

‘/ 2|l de| < /yxmur“ da
Q Q

< +o0, paratodo wue Hj .4().

T+1
< Il /|$‘a+22N(r+1)dm
UJN(N — 2) 9]
T+1 1
< [[ull WN/ pot 3SR (T N=1 g,
wN(N — 2) 0
T+1 1
< _ el wN/ ridr, (B.1)
wN(N — 2) 0

N +2 4+ 2a

onde s = oz—i—%(T—l—l)%—N—l. Observe que s > —1 se, e somente se 7 < N 3

N + 2+ 2«

, entao
N -2

Como, por hipotese, 7 <

1
/ ridr < 400. (B.2)
0
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Das estimativas (B.1) e (B.2), concluimos que o Funcional energia I esta bem definido.
Proposicao B.1 O funcional I € C'(H;,,4(),R) e, além disso,
I'(u)w = / Vu-Vodr — / |z|*|u| ™ dx, (B.3)
Q Q
para todo v € Hj ,4(Q).
Demonstragao. Defina

1/): H&,rad(Q) — R

1
u — (u) = ] /Q |z|*u|"u d.
e
Qb : H&,rad(Q) — R
u o ) = gl
Note que
¢ (u).v = (u,v) = / Vu-Vudz, para quais quer u,v € Hg,q(Q). (B.4)
Q
Por outro lado,
Y(u+ hv) — P (u) _ 1 / 2] lu+ hv|"(u + hv) — u"u dr.  (B5)
h T+ 1 O h

Seja g : R — R definida por ¢(s) = |s|™s, entao
g (s) = (7]s|"2s) s+ |s|"1 = (r + 1)|s|.
Pelo Teorema do Valor Médio na Reta, existe o € (u,u + hv) tal que
g(u+hv) = g(u) = g'(o)hv,

o que implica em

lu + ho|"(u+ hv) —uTu
h

2] — (r+ Dlallol o] — (v + DlelJul o] (B.6)

q.t.p em €2, quando h — 0. Por outro lado, para cada h < 1 temos

o] < ul + [u+ ho| < 2[uf + [h][o] < 2[uf + [v],
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de onde segue que
o™ < 2ful + [v))" < 47(Jul" + |v]").

Assim,

lu+ hv|"(u + hv) — uTu
h

ke

< 47(m+ D(Ja]fulv] + J2]* o). (B.7)

Pela desigualdade (B.1), deduzimos que |z|*|v|™" € L'(Q). De modo analogo, ¢ pos-
stvel provar que |z|*|u|"|v| € L*(2). Visto que vale a convergéncia (B.6) a igualdade
(B.5) e a estimativa (B.7), aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebes-
gue, concluimos que

o

(%( u) = /Q|:B|a|u|711, para todo vEH&rad(Q).

Além disso, usando o Lema Radial (2.1), obtemos

S| < [ lapelds
||U ||U||

< @ dz

- /| | (x/wN N —2) |x| Vwn(N —2) ]J:|

= ( ||u|| ||U|| +1/‘ |a+ N(r+1) g

_ : ||1(4]|17||U!)) _HWN/ pot i (T AN -1 g,
WN T 0

= Cy|lv|l, paratodo ve Hj,q4(9), (B.8)
g Lot ——(T+1)+N -1

onde C, = lu wN/ P2 r+) dr. Desde que a—¢(u)
(Vwn(N — 2))7+ 0 o -

0
é linear para todo u € Hj,,4(Q), seque da desigualdade (B.8), que —¢(u) é continuo

0 -
para todo u € Hj ,4(Q). Portanto, ¢ € C'(Hy ,,4(2),R) e, além disso, tem-se:

W U_/|a;| lul"v, para todo v € HY,y(9). (B.9)

Portanto, pelas identidades (B.4) e (B.9), a Proposi¢ao B.1 estd demonstrada.

Proposicao B.2 Considere o funcional J : Hy () — R, dado por

Iw) = lullt = [ bl Pl o, (5.10)
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onde F(z) :/ f(t)dt. Entio J € C'(Hj,04(Q),R) e, além disso,
0

J'(u).v:/QVU-Vvdx—/ﬂb(|:p|)f(u).vdx, (B.11)

para todo v € Hj ,4(Q).

Demonstragao. Seja ¢ : Hy,q4(?2) — R dado por

blu) = / b(J|) F(w) de.
Entao

Y(u+ hv) = P(u)
h

_ /b(|x|)F(“+h"‘;L)_F(“) dz
Q ~

_ /b(|x|)F(u+h;:3)_F(u) v dz. (B.12)
Q

-~

Pelo Teorema fundamental do Célculo, F' é derivavel, e F” (z) = f(2) para todo z € R.

Assim, pelo Teorema do valor Médio, existe ¢ € [u,u + hv] tal que

F(u+ h;:l)) — F(u) Fe) = fle). (B.13)

Desde que ¢ € [u,u + hv|, entdao h — 0 implica em ¢ — u q.t.p em Q. Além disso,

le| < 2|ul + |v| para 0 < h < 1. Assim, usando a continuidade de F, obtemos

F(u+ hv) — F(u) ~

b(|z]) o v —=b(z)f(c)v qtpemQ quando h— 0. (B.14)

Por outro lado, usando a igualdade (B.13) e a estimativa F3 da p. 72, resulta

b(|$|)F(u + h;;)} — F(u) Y

IN

b(le]) (A + Blef?).v

< Alz|*[v] + 22 Blz|®[ul|v] + Blz|*|v|P*. (B.15)

Usando o Lema 2.1 (Radial) é possivel demonstrar que |z|*|ul’|v] € L'(2) e que
|z|*|v|PT™ € LY(Q). Além disso, claramente |z|*|v| € L'(€). Assim, as expressoes
(B.14) e (B.15) juntamente com o Teorema da Convergéncia Dominada (ver Teorema

C.18, apéndice C), implicam em

o .
2 ) = /Q b(@) f(u).v da.
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Usando igualdade anterior juntamente com a estimativa Fy e Fy da p. 72, acarretam

oY
N (u)

< /b(a:)(5|u| + d.|ul?).vdx
0

< 5/ b(z)|u|.vdx + ds/ b(x)|ulP.vdx

0 Q
< 5/ lu|.vde + Cd. | |z|*|ulP.vdz. (B.16)

0 0
Pela estimativa (B.8), temos

/ |z|*|ulP.vde < Cyl|v||, paratodo v € H&rad(Q). (B.17)
Q0

Por outro lado, usando as desigualdades de Holder (ver Teorema C.6) e de Poincaré

(ver Teorema C.14), deduzimos
/Q lul.vde < K,|jv||, paratodo v € Hj,q(). (B.18)

Das estimativas (B.16), (B.17) e (B.18), obtemos

9y

50 (u)-v < M,.|v|], paratodo wve H&rad(Q),

onde M, = eC, + Cd.K,. Com isto, ¢ € C'(Hj,,q(Q),R), e além disso,

U'(u)-v= /Qb(x)f(c).v dx  para todos u,v € Hy,.4().

Portanto, a proposicao estd demonstrada.



Apéndice C

Resultados Utilizados em

Demonstracoes

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados que foram utilizados no decorrer

dos capitulos anteriores. Usaremos a letra £ para denotar um espaco vetorial normado.

Definigao C.1 Dizemos que um funcional J € CY(E,R) satisfaz a condi¢io de Palais-
Smale se qualquer sequéncia {u,} C E que satisfaz:

i) J(uy,) € limitada;

ii)J (u,) — 0 quando n — oo,

possui uma subsequéncia convergente.

Teorema C.1 (Teorema do Passo da Montanha)

Sejam X um espago de Hilbert e J € C*(X,R) um funcional tal que:

i) J(0) = J(e) =0 para algum e € X\{0};

i) Existe p € (0, |le]]) e @ > 0 tais que J >« em S, = {u € X; ||u]| = p}.
Se J satisfaz a condicao de Palais-Smale, entdo J tem um valor critico

— inf max J(y(t)) > a >0
¢ = Inf max (v(t)) = o >0,

onde I' ={vy € C([0,1], X);7(0) =0 e (1) = e}.

Demonstragao. Ver [22], p. 13, Teorema 1. 17.

Teorema C.2 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange)
Sejam E um espago de Banach e J, F € C*(E,R). Se J ¢ limitado inferiormente no
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conjunto M = {u € E; F(u) =0}, e valem as propriedades:
i) F'(u) # 0, para todo w € M;

ii) Existe ug € M tal que J(up) = 1121}\21 J(u).

Entao, existe A € R tal que

J'(ug) = A F'(up).

O nimero X é chamado Multiplicador de Lagrange.

Demonstragao. Ver [13], p. 55.

|
Teorema C.3 (Principio do Mdximo Forte)
Considere o sequinte problema
—Av = Q;
v f, em € (1)
v =0, na 0,

onde Q0 é um dominio limitado do RY. Entao, se u € Hi(Q)\{0} € uma solugio para

o problema (C.1), entdo u > 0 em .

Demonstracao. Basta aplicar o Teorema 10.2 de [13| p. 43, considerando a(-) como

sendo a matriz identidade de ordem N, b(-) = 5(-) =0 e ¢ = 0.

|
Teorema C.4 (Desigualdade de You1'17,g)1
Sejam 1l <p<+4oo el <qg<+4oo com—+—=1. Sea,beR, entao
p g
P |ple
la.b] < Jal? + Jel*,
p q
Demonstragao. Ver [4], p. 56.
|

Teorema C.5 (Desigualdade de Hélder)
1 1
Sejam Q um dominio em RV, 1 < p < 400 el < q < 400 com —+ ~— = 1. Se
p g
feLP(Q) ege LIQ), entdo

fogeINQ) e / £+ gldz < || Fllor@llgl oo,

Demonstragao. Ver [4], p. 56.



90

Teorema C.6 (Desigualdade de Hardy)
SeN>1,eR, N+3>0¢el<p< o0, entao

P de < —2 / - VulP|z|° dx.
[ apialde < =2 [ o uplalda

Demonstragao. Ver [13], p. 308.

|
Teorema C.7 (Teorema de Fubini)
Se F € LY(Qy x Q). Entao, para cada x € 2,
Fee o) o ([ Flad) e o,
Qo
De modo andlogo, para cada y € (o,
F(x,y) € LL(Q) e (/ F(z,y) dm) € L;(QZ).
Q1
Além disso,
// F(x,y)dxdy:/ dx/ F(:L’,y)dy:/ dy/ F(z,y)dx.
Q1% Q1 Qg Qo Q1
Demonstragao. Ver [20], p. 58.
[

Teorema C.8 (Teorema de mudancga de Varidveis)
Sejam A um subconjunto aberto do RN e g: A — RN uma funcdo injetiva e continua-
mente diferencidvel, tal que det g’ # 0 para todo x € A. Se f: g(A) — R € integrdvel,

entao

fdx:A(fog)|detg'| dz.

g(A)

Demonstragao. ver [20], p. 67.

Teorema C.9 (Teorema de Lax-Milgram)
Sejam H é um espaco de Hilbert e a : H x H — R uma forma bilinear, continua e

coerciva. Se p € H', existe um tunico u € H tal que

o(v) = a(u,v), para todo v € H.
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Demonstragao. Ver [4] p. 84.
|

Teorema C.10 Seja f € LP(Q) com 1 < p < +oo. Entio existe uma unica
u e WP(Q) N\ W,P(Q) tal que

—Au = f em
u = 0 na 09,
Demonstragao. Ver [11], pp. 241-242.

Teorema C.11 Seja L um operador estritamente eliptico em um dominio limitado €2,

com ¢ <0, f e os coeficientes de L pertencentes C*(S2). Suponha que 2 é um dominio
de classe C** e que p € C**()). Entdo o problema de Dirichlet

Lu = f em €
u = ¢ na 08,

possui uma unica solugio em C*H(Q).

Demonstragao. Ver [11] p.107.

Teorema C.12 (Imersao de Sobolev)
Sejam Q um dominio suave em RN, m <0 el < p < +oo. Entdo, para qualquer j > 0

as imersoes abaizo sao continuas:

i) Sem < X Wit (Q) o WI(Q), p< g < pt= b
" « , n—mp
ii) Sem = 5, WHmP(Q) — Wii(Q), p < q < +00;
iii) Se m < ., WIHmP(Q) — CY;
i) Sem—1<%<m,
» ' N
p

Demonstracao. Ver [6] p. 102.

Teorema C.13 (Rellich-Kondrachov)

Se Q € um dominio limitado de classe C'. Entdo as imersoes sequintes
i) Se p < N, entio WIP(Q) — L1(Q), Vq € [1,p*) onde i* . %;
i) Se p= N, entio WHP(Q) — L1(Q), Vq € [1,+00); nr

iii) Se p > N, entdo W'P(Q) — C(Q), Vq € [1,+00).

sao compactas.
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Demonstragao. Ver [6], p. 103.

Teorema C.14 (Desigualdade de Poincaré)
Se Q C RN ¢ um dominio com medida finita, entio existe uma constante K = K(p)

tal que
[ellope < Kllelipe;

para toda funcgdao ¢ € C§°(£2).

Demonstracgao.

Ver [2], p. 183.

Proposicao C.1 Seja Q a bola unitiria do espago euclidiano RN, N > 3.
Se u € Hy (), entdo:

1
T p— / fu(r)Prdr,
0

onde wy € a drea da esfera unitdria em RY.

Demonstracao. Seja v : U ¢ RV~! — SN~! yma parametrizacao da esfera unitaria
¢ J G

do RY, onde U ¢ um subconjunto aberto do R". Defina

¢: (0,1)xU — Q
(r,x) — rU(z).

Note que
(G (G
P20 o
|J¢| = det Or |l =pNTldet | M (C.2)
oy oY
OrN_1 OxN_1
e

|6(r, )| = |ro ()] = rl(e)] = r1 =7 (C.3)
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Usando as expressoes (C.2) e (C.3), juntamente com o Teorema de Mudanca de Varia-

veis (ver Teorema C.8, apéndice C) e o Teorema de Fubine (ver Teorema C.7, apéndice

C), deduzimos

(G
oY
/(;s((o o |u(z)[Pdx = /(0 | U|u(¢(r,x))\p7’N—1 det di” dz
,1)x ,1)x :
oY
Oxn_1
(G
oY
= / lu(r)[PrN "t det o dx
(0,1)xU :
(o)
Orn_1
(G
1 9
= / /\u(r)|prN_1det 8?” dx | dr
0 U :
oY
OrN_1
(G
1 i)
= / |u(r)|p7“N_1dr/det Om dx
0 U :
oY
O _1

1
- wN/ lu(r)[PrYN L dr.
0
Desde que ¢((0,1) x U) = Q\{0}, segue que
1
/ |u(x)|Pde = wN/ lu(r)[Pr™~tdr.
Q 0

Portanto, a proposicao esta demonstrada.

Proposicao C.2 Seja Q a bola wunitdria do espaco euclidiano RN, N > 3.
Se u € Hy,,4(), entdo

1
Jull® = ww / ()N dr,
0

onde wy € a drea da superficie SN1.
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Demonstragao. Desde de que u € Hy,,4(92), entdo, u(z) = u(r), para todo z € Q

com |z| =r. Assim,
ou 8_u or @_u £
or; Or Ox; Or x|’

ou\’ _ (0Ou a2
(93(:2- n or |l’|2 .
De onde segue que,

i=1 i=1

o que implica em

Com isto, obtemos |Vu(x)| = |u/(r)| para todo x €  com |z| = r. Assim, usando a

Proposigao C.1, deduzimos
1
L A R
0

Portanto, a proposicao esta demonstrada.
|
Proposicao C.3 Seja v uma funcao radial, definida sobre a bola unitdria do RN, e f

¢ uma funcdo definida na esfera SN71, entdo vale a sequinte iqualdade

/ w@) fo)dr = — [ u(@)de / f(o)do.
B(0,1) B(0,1) SN-1

WN

onde wy € a drea da esfera SN1.
Demonstracao. Sejam 1) e ¢ as funcoes definidas na demonstragao da proposicao

C.1. Entao, usando o Teorema de Mudanga de Variaves (ver Teorema C.8, apéndice

C) e o Teorema de Fubini (ver Teorema C.7, apéndice C), deduzimos

u(x)flo)dr = u(x) flo(x))dz.
/(071) ( )f( ) /qb((O,l)xU) ( )f( ( ))
1/1

9

B /«n) w0 y) f(e (o) det | ay

O

Orn_1

Oy

:/ [u(r)[Pr L f (o (o(ryy))) det | P | da
(0,1)xU :

oy

Orn_1
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oy

:/0 / () P ooy det | P [ [ ar

= /0|u(r)|prN_1dr/Uf(a(gb(r,y)))det 8:'“ dx

= /0 1 [u(r)[Pr¥—tdr /S (o) do. (C4)

Por outro lado, pela Proposi¢ao C.1, temos

! 1
/ lu(r)|PrN—tdr = —/ |ul? dz. (C.5)
0 WN Ja

Das igualdades (C.4) e (C.5) segue o resultado.

Proposicao C.4 Seja u uma fungao radial, definida sobre a bola unitdria do RY, e
seja f € uma funcao suave definida na esfera SN=t. Se h € uma funcdo definida por

h(z) =u(r)f(o) entao

2 ou\? 2 L, 2
[Vh[" = o / +gu Vo fI".

Demonstracao. Como, por hipétese, f é uma funcao definida na esfera S™V~!, entdo
podemos redefinir f : R¥\{0} — R, de modo que f(x) = f(rz), para todo r > 0, (isto

é, f é constante em cada semi-reta partindo da origem). Como, pela Regra da Cadeia,

temos
9 0 Y9 0 0
aa‘]; (x) = 31]: (ra) = 2 a—;](rx)a—xz(rxj) =r. 8:1{1- (rz) (C.6)
O que implica em
O (ray = 191 ()

9. = 15 (@),

de onde segue que

Vf - ;Vaf.
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Desde que, h = uf, segue que

Vi = Vuf+uVf
- vu.f+§.v(,f.

Tendo em vista a igualdade anterior e sabendo que Vu é ortogonal aV, f, obtemos

u
VAP = Vuf+ =V, fP

2 u 2
— Vuf]+ ‘;.Vc,f

ul2
— [Vl |2 Ve
ou\> ,, u? 9
- (E) f +T_2|vaf‘ :

Portanto, a proposicao esta demonstrada.

Proposicao C.5

inf fstl |v0'f|2dg

remisN-1)  [on_y f2do
Jsn—1f=0

=N-1

Demonstracao. A demonstracao segue da caracterizacao variacional do primeiro

autovalor (nao nulo) e da Proposicao 1 da p. 35 de [5].

|
Teorema C.15 (Teorema de Kakutani)
Seja & um espaco de Banach. Entao E € reflexivo se, e somente se o conjunto
Bp={z € E;|z[| =1}
é compactor na topologia fraca o(E, E').
Demonstragao. Ver [4], p. 44.
|

Teorema C.16 Se f € M(X, X) é uma fun¢ao nao-negativa, entao existe uma sequén-
cia {pn} C M(X, X) de fungoes tais que

i) 0 < @p(x) < ppri(x) parax € X, n € N;

i) f(x) =limy,— o0 on(x) para cada x € X;

iii) Cada @, assume apenas um numero finito de valores reais.
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Demonstragao. Ver [3], p. 13.
|

Teorema C.17 Sejam {u,} uma sequéncia em L¥(Q) e u € LP(Q), tal que u, — u
em LP(S2). Entdo, eviste uma subsequéncia {un,} C {un} e h € LP(Q), satisfazendo:
i) Un, (z) — u(x) ¢.t.p. em Q;

i) un,(z) < h(r) para todo j € N.

Demonstragao. Ver [4], p. 58.

Teorema C.18 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)

Seja { f,} uma sequéncia de fun¢oes em L'(Q). Suponha que

i) fu(z) — f(z) ¢.t.p. em Q

i) Existe uma fungao h € L*(Q), tal que, para todo n € N, verifica-se: |fn(x)| < h(x)
q.t.p. em Q.

Entao,
FeLl' () e |Ifa— fllie — 0.

Demonstracao. Ver [4], p. 54.
|

Proposicao C.6 Seja E um espago vetorial normado. Considere (u,) C E eu € E,
entio u, — u em E se, e somente se, para toda subsequéncia (unj) C (uy) existe

(tn;, ) C (un;) tal que up;, — u.

Demonstragao. Se u, — u em E, entdao u,, — u em E para qualquer subsequén-
cia {un,} C {un}. De onde segue que Un;, — u em E para qualquer sequéncia

{unjk} C {un, -
Agora, suponha que {u,} ndo converge para u em E. Entao, existe uma sub-

sequéncia (uy,) C (u,) tal que
|tn;, —u|g — 400 quando j — +-o0.
Assim, existe jo € N tal que

|Un; —ulp >1 para todo j > jo. (C.8)



98

Por outro lado, se {uy,, } ¢ uma subsequéncia de {uy,} tal que

Up, —u em F| (C.9)

Tk
entao, existe Ky € N tal que
|[un;, —ulp <1 para todo k > jo,

o que contradiz (C.8). Logo, ndo existe existe uma subsequeéncia {u,, } C {uy,} tal

que
Up;, — u quando k — +00.
Portanto, se para toda subsequéncia {u,,; } C {u,} existe {u,; } C {un,} tal que

Uy, — u quando k — 400,

Ik

entao u, — uem FE.

[
Proposigao C.7 Seja M = {u € Hj(Q); [, |z|*|u’ dz = 1}. Entao,
Vul*d
g o Vullde in&/\Vu\zdx.
1 D u
w0 (el d)F <
Demonstragao. Sejam u € Hj(Q) e w = “ 5+ Entéo,
(o lelolul da)’
/ |z|%|w|P dz = 1.
Q
Assim, w € M, dai
Vul*d
inj\fJ/|Vu|2dx§/|Vw\2d:z:: Jo [Vul da T
uetJo Q (Jq [z]*|ulp dz)»
Com isto,
Vul*d
inj@/ Vu?dz < inf Jo VP dz (C.10)
w ueH} fe? P
¥ Jo n ([ alelul da)

Por outro lado, se v € M, entao

Vul|*d Vol2d
inf Jo [Vul® du < Jo Vol da = / Vol? d.
uef;gém (fsz || |ul? dff) (fQ |x|«|v|P dm)?’ Q

i EIN
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O que implica em

Vul?d
inf Jo [Vul do 5 < in]‘fd/ |Vul? dr. (C.11)
o) ([ laloluprdz)?  “M o

As desigualdades (C.10) e (C.11) acarretam

Vul|*d
inf Jo [Vul’ da > = in{/{/|Vu|2da:.
e (Jo falefuprdz)? U

Portanto, a proposigao estda demonstrada.

Proposicao C.8 Seja N > 2. Seu € Hj,(RY), entio

-1 —(N-1)
u(@)] < wy?lo| =7 ullmey) gtpem RY,

Além disso, na classe de equivaléncia de u, existe uma func¢ao Hélder continua em
torno da origem, tal que

—(N-1)

1 _1
u(@) —u()] < |z —yl>lyl" > wy® [lullmey)  em A4, +00),

onde, § >0 e A(J,+00) = {z € RY; |z| > §}.

Demonstragao. Ver [13]| p. 250.

[
Proposicao C.9 Seja ¢ > 0. Se u, uma sequéncia minimizante para
S Vul|*dzx
rad ,__ : B(0,1) ’
Pon = uEHlélgd<ﬂ> o o
uz0 (fB(O,l) |z |u|pd$>
com |Vue|*dz = 1 para todo o > 0. Entéo existe 0 < R < 1 independente de o
B(0,1)

tal que u,(R) < ¢.
Demonstragao. Seja {u,, } uma subsequéncia de {u,}. Entao, ||u,, | = 1 para todo
n € N, assim, pela Proposicao C.8, temos

_1 —(N-1)

|ta, ()| S wp?|z|” 2 paratodo z € Q e paratodo n € N. (C.12)

Seja d; > 0, a desigualdade (C.12) acarreta

|ta, ()| < C para todo = € A[dy,1] e para todo n € N. (C.13)
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Por outro lado, da Proposicao C.8 segue que

1 —(N-1) _1

[t (€) = e, (Y)| < [z —yl2[yl ™2 wy®  em Afdy, 1],

o que implica em
[ta, () = U, ()] < Clz —y|z em A6, 1]. (C.14)

Das desigualdades (C.13) e (C.14), concluimos que {u,, } ¢ uniformemente equicon-
tinua e uniformemente equilimitada. Assim, pelo Teorema de Ascoli-Arzeld, existe

u € C([01,1]) tal que, a menos de subsequéncia,
Uy, — u uniformemente em [07, 1],
dai, existe ng € N tal que

[ta,, (T) — Ua, (¥)| < e para todo n >mny e para todos x,y € A[d,1]. (C.15)

DN ™

Além disso, desde que u € continua, existe 0 < § < 1 — §; tal que
lu(z)| < g, para todo z € A(1 —94,1). (C.16)
As desigualdades (C.15) e (C.16), acarretam em

|ta, ()] < [t (2) = e, ()] + [u()]

< €+8
2 2
:5’

para todo n > ng e para todo x € A(1 — 4,1). Portanto, é suficiente escolhermos

5
=1--.
R 2

Proposicao C.10 |ju|| = |||ul||-

Demonstracao. Sejam v = max{u,0} e v~ = —min{u, 0}; Entao,
u=u"—u", Jul=u"+u", Vu"=xpusq Vu e Vu = Xuc- Vu.

De onde segue que

lul = (u —u™ u —u7) = [lu ]+ o[ e

Mulll = (u* +u”u® +um) = [lu]* + o[
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Portanto, |Jul] = | ull|

Teorema C.19 (Teorema do Divergente)
Sejam Q um dominio limitado cuja O € uma hiperficie de classe C' e n o wvetor

normal unitdrio exterior a fronteira de 0S). Para qualquer funcao W : Q — RN, com

W e C'(Q) N CHQ), temos
/dz’vW = W -nds.
0 20

Demonstragao. Ver [9], p. 6.

Teorema C.20 (1* Férmula de Green)
Consider €0 um dominio no qual seja vdlido o teorema do divergente. Se as fungoes
u,v € C1(Q) N C2(Q), entdo

/vAudx+/Vu-Vvdx:/ vgda.
Q Q n VvV

Demonstragao. Ver [7] p. 47.

Corolario C.2 (Férmula de Integragcao por Partes)
Sejam Q um dominio limitado cuja OQ € uma hiperficie de classe C' e G uma funcao

de classe C°(Q) (N C*(Q), entio vale a seguinte formula:

[ = [ G

para toda func¢ao u € C1(Q).

Demonstragao. Basta aplicar o Teorema do Divergente ao campo W = (0, ..., uG, . ..

onde uG ocupa a i-ésima coordenada de W.

Proposigao C.11 Se A € L(RN,RY), entdo as afirmagoes
i) |Au| = |u|, para todo u € RY;
i) Au - Av = u - v, para todos u,v € RY;
i) A- AT = Iy,

sao equivalentes. (do item iii, obtemos det A = £1).
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Demonstragao. ver [14] p. 184.
|

Teorema C.21 Seja Q um dominio em RY e seja g : Q x R — R uma funcgdo de

Carathéodory tal que
lg(z,u)| < a(z)(1+|u|) gtpem Q.

N
onde a € L2, (Q) e u satisfaz a equagio —Au = g(-,u). Seu € Hi(Q) ea € L%(Q),
entao u € L1($2) para todo 1 < q < +o0.

Demonstracao. Ver [21] P. 218.
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