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Resumo

Nesta dissertação estudamos os conceitos de Conexão, Transporte Paralelo e Grupo

de Holonomia. As conexões são de�nidas de forma algébrica. Um exemplo importante é

a conexão de Levi-Civita. Demonstramos que o módulo das seções de um �brado veto-

rial, admite uma conexão. A Conexão, determina o Transporte Paralelo ao longo de um

caminho c. Se c é um caminho fechado, obtemos o grupo de Holonomia. Neste trabalho,

há uma preocupação com os aspectos computacionais, assim, comentários sobre a imple-

mentação do cálculo dos conceitos apresentados em softwares de computação algébrica

estão presentes em todo o texto.

Palavras-chave: Conexões; Fibrados Vetoriais; Transporte Paralelo; Grupos de Holono-

mia.



Abstract

In this Masters Thesis we study some important topics in the �eld of di�erential

geometry: Connections, Parallel Transport and Holonomy Group. We give a purely

algebraic de�nition of connection and afterwards we use this de�nition to study concrete

geometric problems. We present examples of important geometric constructions, such as

the Levi-Civita connection. We also give a proof of the existence of connections in vector

bundles. A connection de�ned in a vector bundle determines a notion of parallelism

that allow us to de�ne the Parallel Transportation of vectors along a given curve c. We

also study the holonomy group of a connection de�ned in a vector bundle: the set of

Parallel Transportation Operators along closed curves. In this thesis, we are concerned

with computational aspects of the previously de�ned concepts, thus throughout the text

we will present comments on implementation of procedures to compute Connections and

Parallel Transportation using computer algebra systems.

Key words: Connetions; Vector Bundles; Parallel Transport; Holonomy Group.



Introdução

A teoria das conexões teve suas raízes nos trabalhos do matemático e físico Elwin

Bruno Christo�el, mas teve como seu início o desenvolvimento das idéias de Christo�el

feito nos estudos de Gregorio Ricci-Curbastro e Tullio Levi-Civita, dentre os quais pode-

se citar o famoso artigo [22] de 1900. Eles notaram que o conceito de conexão poderia

ser utilizado para dar sentido à derivada direcional de um campo de vetores ao longo de

uma curva (independente de coordenadas). Esta abordagem se mostrou muito poderosa,

sendo usada para de�nir a noção de paralelismo de um campo de vetores sobre uma

curva, o que permitiu a criação do transporte paralelo, que é um dos focos deste trabalho.

Além disso, conexões permitem, por exemplo, considerar aceleração de curvas o que, por

sua vez, possibilita de�nir geodésicas em variedades diferenciáveis. O primeiro capítulo

deste trabalho trata sobre conexões. Inicialmente, apresentamos as de�nições básicas

para o desenvolvimento da teoria. Posteriormente, de�nimos conexão de uma maneira

puramente algébrica e, �nalmente, em termos mais geométricos, estudamos o problema

de existência de conexões em �brados vetoriais. Damos vários exemplos, dentre eles a

importante construção da conexão de Levi-Civita. O capítulo termina com uma descrição

da implementação feita em [13] para o cálculo de conexões e um breve resumo histórico

do desenvolvimento da teoria de conexões.

Como dito anteriormente, o transporte paralelo foi uma das primeiras aplicações da

teoria de conexões (e é uma das mais importantes). Informalmente, o transporte paralelo

8



é uma maneira de deslocar a geometria local de uma variedade ao longo de uma curva,

isto é, uma maneira de "conectar"as geometrias de pontos que podem ser ligados por

uma curva diferenciável. Sua construção será dada, no capítulo tema do capítulo 2, e,

também neste capitulo, demonstramos as suas propriedades básicas. No �nal do capítulo

2, apresentamos rotinas implementadas, no MAPLE, para calcular o transporte paralelo.

No capítulo 3, de�nimos o grupo de holonomia de uma conexão. Este conceito

foi introduzidos por Élie Cartan, em 1923, para variedades Riemannianas, na teoria da

Relatividade Geral. Também no capítulo 3, demonstramos algumas propriedades impor-

tantes do grupo de holonomia e apontamos a relação entre este e o grupo fundamental.

O capítulo termina com um pequeno resumo histórico da teoria dos grupos de holonomia.

As teorias de conexões, transporte paralelo e grupos de holonomia, além de serem

importantes para a matemática pura, também são bastante aplicadas como, por exemplo,

em Computação Grá�ca ([14]), Computação Quântica ([4]) e sobretudo em física como,

por exemplo, nas áreas de mecânica quântica, relatividade geral e teoria das cordas ([2] e

[9]).
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Capítulo 1

Conexões

Neste capítulo, introduzimos o conceito de conexão. Utilizaremos aqui as notações,

de�nições e resultados apresentados no capítulo 1 de [26] e em [20]. A seção 1.1 contém

mais de�nições e fatos básicos que serão utilizados ao longo deste trabalho. Na seção 1.2,

apresentamos a de�nição de conexão e descrevemos algumas de suas propriedades básicas,

além disso, na subseção 1.2.2, demonstramos um teorema de existência de conexões em

�brados vetoriais. Na seção 1.2.3, damos um resumo da implementação do cálculo de

conexões feita em [13]. Finalmente, na seção 1.2.4, apresentamos um resumo histórico do

desenvolvimento da teoria das conexões.

1.1 Preliminares

Doravante, A denotará uma k-álgebra, onde k denota um corpo, que usalmente

será R. Reservamos as letrasM,N,E, F para denotar variedades diferenciáveis segundo a

de�nição de [27]. Os termos variedade, variedade diferenciável são usados como sinônimos.

Assumiremos conhecimento da terminologia usual da teoria de variedades diferenciáveis

(como, por exemplo, as usadas em [11], [20] e [27]).

Uma função entre duas diferenciáveis é dita diferenciável, se for in�nitamente di-
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ferenciável. Uma aplicação diferenciável f : M → N entre duas variedades de�ne duas

aplicações f? e f ? chamadas pushforward e pullback, respectivamente, ver [20].

Um �brado vetorial π : E → M será sempre denotado por E, quando a aplicação

projeção e a base do �brado estiverem claros pelo contexto.

Se A é uma matriz, para denotar a entrada da i-ésima linha e j-ésima coluna de

A usamos a seguinte notação Aij, salvo menção contrária. Quando não houver risco de

confusão, faremos uso da convenção de Einstein, i.e., omitiremos sinais de somatório.

De�nição 1.1. Seja D ∈ L(A) (onde, L(A) denota operadores k-lineares de A), diz-se
que D é uma derivação, se D satisfaz:

D(ab) = aD(b) +D(a)b,∀a, b ∈ A,

O conjunto das derivações de A será denotado por Der(A).

Exemplo 1.1. A função identicamente nula é sempre uma derivação. Observa-se facil-

mente que o conjunto das derivações é fechado para as operações de soma, multiplicação

por escalar e multiplicação por um elemento da álgebra dada, de�nidas naturalmente.

Logo Der(A) é um espaço vetorial sobre k e um A-módulo.

Exemplo 1.2. Sabemos que o conjunto C∞(Rn) é uma R-álgebra, com as operações de

soma e multiplicação usuais. Veri�ca-se, facilmente usando a de�nição, que as derivadas

parciais {∂1, ..., ∂n} são derivações em C∞(Rn). De fato, as derivadas parciais formam uma

base para o C∞(Rn)-módulo das derivações de C∞(Rn). Com efeito, por [16], podemos

entender derivações como campos de vetores (nesta referência é demonstrado que estes

dois conjuntos são isomorfos como C∞(Rn)-módulos e como álgebras de Lie). Como

sabemos da teoria de variedades diferenciáveis, o conjunto dos campos de vetores em Rn,
ΓTRn , é um C∞(Rn)-módulo de posto �nito igual a n e tem como uma base as derivadas

parciais.

Exemplo 1.3. Agora será apresentado um exemplo de uma R−álgebra que não possui

derivações não nulas. Seja C(R) a R-álgebra das funções contínuas de�nidas na reta e

tomando valores reais. Funções constantes, com valor c, serão denotadas por ĉ. Seja

∂ ∈ Der(C(R)). Vamos mostrar que ∂(f) = 0, ∀f ∈ C(R). Veri�ca-se facilmente que
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para todo c ∈ R, tem-se ∂(ĉ) = 0. Além disso, veri�ca-se que se p ∈ R é tal que

f(p) = 0, então ∂(f)(p) = 0. De fato, seja g ∈ C(R) tal que f(x) = (g(x))3 (obviamente

f(p) = 0↔ g(p) = 0). Tem-se ainda:

∂(f) = ∂(g3) = 3g2∂(g).

Logo, se f(p) = 0, então ∂(f)(p) = 3(g(p))2∂(g)(p) = 0. Com as observações feitas,

concluímos que:

∂(f)(p) = ∂(f − f̂(p))(p) = 0,∀p ∈ R.

Concluí-se que ∂ = 0.

Observação 1.1. Esta de�nição de derivação não é a mais geral possível. Para conside-

rações mais gerais ver o capítulo 16 de [12]. No entanto, a de�nição que apresentamos é

mais simples e será su�ciente para o que se segue.

O conjunto Der(A), é bastante rico em estrutura, no sentido de que, quando A
é uma álgebra comutativa (o que suporemos daqui em diante), além de ser um espaço

vetorial e um A-módulo, também é uma álgebra de Lie, segundo a seguinte de�nição.

De�nição 1.2. Seja k um corpo. Um conjunto L é uma k-álgebra de Lie, se é um k-

espaço vetorial no qual está de�nido um operador bilinear [·, ·] : L × L → L (chamado

colchete de Lie) que satisfaz:

(i) [X, Y ] = −[Y,X],∀ X, Y ∈ L (anti-simetria)

(ii) [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0,∀ X, Y, Z ∈ L (identidade de Jacobi)

Exemplo 1.4. Em qualquer espaço vetorial V pode ser de�nido um colchete de Lie,

basta de�nir [v, w] = 0, ∀ v, w ∈ V e, assim, V se torna uma álgebra de Lie. Além

disso, para qualquer k-espaço vetorial V , o conjunto L(V ) (operadores lineares de V )

também pode ser munido de o colchete de Lie de�nido por [L1, L2] = L1 ◦ L2 − L2 ◦ L1.

Com esse colchete, L(V ) é uma k-álgebra de Lie. Observa-se que para uma k-álgebra A,
Der(A) é um subespaço vetorial de L(A) de�nindo como colchete de Lie a restrição a

Der(A)×Der(A) do colchete de�nido acima, temos que Der(A) é também uma k-álgebra

de Lie, desde que [D1, D2] ∈ Der(A).
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Há uma maneira natural de associar a um grupo de Lie uma álgebra de Lie de

acordo com as seguintes de�nições:

De�nição 1.3. Seja G um grupo de Lie e denote por Lg : G → G a aplicação de

multiplicação a esquerda de G, i.e., Lg(g̃) = gg̃. Um campo de vetores X de�nido em

G é dito invariante a esquerda, se (Lg)∗X = X, ∀ g ∈ G. A igualdade anterior deve ser

entendida da seguinte maneira

(Lg)∗Xg̃ = Xgg̃,∀ g, g̃ ∈ G.

Denotaremos por g o conjunto dos campos de vetores de um grupo de Lie G

invariantes a esquerda. Note que g forma um espaço vetorial.

De�nição 1.4. Seja G um grupo de Lie. Pode-se de�nir em g um colchete de Lie dado

por:

[X, Y ]p(f) = Xp(Y f)− Yp(Xf)

onde p ∈ G e f ∈ C∞(G). Veri�ca-se que esta aplicação está bem de�nida e que satisfaz

as propriedades do colchete de Lie. A álgebra de Lie g é chamada a álgebra de Lie do

grupo de Lie G e é denotada por Lie(G).

Para mais propriedades, exemplos e consequências, recomenda-se a leitura do capí-

tulo 15 de [20].

De�nição 1.5. SejaM uma variedade diferenciável. Um �brado vetorial real N-dimensional

sobre M é uma variedade diferenciável E, juntamente com uma aplicação sobrejetiva

π : E →M , tais que:

(i) Para cada p ∈ M , o conjunto Ep := π−1(p), chamado de �bra sobre o ponto p, está

munido de uma estrutura de espaço vetorial real.

(ii) Para cada p ∈M , existe uma vizinhança U de p em M e um difeomor�smo

Φ : π−1(U)→ U×RN tal que, se π1 : U×RN → U é a projeção na primeira variável,

temos π1 ◦ Φ = π|π−1(U). Além disso, a restrição de Φ a Ep é um isomor�smo de

espaços vetoriais entre Ep e {p} × RN .
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A variedade E é chamada de espaço total do �brado, M é a base do �brado e π é a

projeção do �brado. Cada difeomor�smo Φ é chamado uma trivialização local do �brado.

Se existir uma trivialização local sobre toda a variedade M , então o �brado é dito trivial.

De�nição 1.6. Uma seção de um �brado π : E → M é uma função s : M → E tal que

s ∈ C∞(M,E) e π ◦ s = 1B. Denotamos o conjunto de todas as seções de E por ΓE.

Há uma maneira de induzir novos �brados vetorias, a partir de um já existente e

de uma função diferenciável. Para tanto, sejam πE : E → M um �brado vetorial sobre

M e f : N → M uma aplicação diferenciável. Considere o conjunto f ?E = {(n, e) ∈
N×E|f(n) = πE(e)}. De�nimos as aplicações f̂ e πf?E da seguinte maneira: f̂ : f ?E → E

por f̂(n, e) = e, πf?E é a restrição da projeção na primeira variável, de�nida em N × E,
para f ?E. Desta forma, obtemos o seguinte diagrama comutativo:

f ?(E)
f̂ //

πf?E

��

E

πE

��
N

f
// M

Seja {(Uα,Φα)} uma coleção de trivializações do �brado E tal que Uα cobrem M .

Construímos uma coleção (Vα,Ψα) de trivializações do �brado f ?E da seguinte maneira:

Vα = f−1(Uα) e Ψα : (πf?E)−1(Vα) → Vα × RN tal que Ψα(n, e) = (n,Φα(e)). Com essas

trivializações, f ?E é um �brado vetorial sobre N , chamado pullback de E pela aplicação

f , ou ainda, o �brado vetorial induzido por f . Se s é uma seção do �brado E, a aplicação

(f ?s)(n) = (n, s(f(n))) é uma seção do �brado f ?E. Mais ainda, se {Eα|α = 1, ..., N} é
um referencial do �brado E, podemos obter um referencial {f ?Eα|α = 1, ..., N} do �brado
f ?E da seguinte forma: (f ?Eα)(n) = (n,Eα(f(n))).

1.2 Conexões

Nesta seção, introduziremos o importante conceito de conexão. Inicialmente,

seguiremos uma abordagem algébrica e depois utilizaremos a maquinária desenvolvida

para estudar problemas geométricos.
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De�nição 1.7. Seja A uma R-álgebra eM um A-módulo. Uma aplicação

∇ : Der(A)×M −→ M

(X, s) 7→ ∇(X, s) ≡ ∇Xs

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ∇ é A-linear, na primeira variável, i.e., ∇X+fY s = ∇Xs+ f∇Y s

(ii) ∇ é R-linear na segunda variável, i.e., ∇X(s1 + λs2) = ∇X(s1) + λ∇X(s2)

(iii) ∇X(fs) = X(f)s+f∇Xs (Regra de Leibniz generalizada)

∀ f ∈ A, ∀ X, Y ∈ Der(A), ∀ s, s1, s2 ∈M e ∀ λ ∈ R, será dita uma conexão emM.

Observação 1.2. Do ponto de vista algébrico, existe uma de�nição mais geral de conexão

do que a apresentada acima. De fato, podemos de�nir uma conexão da seguinte forma:

De�nição 1.8. Seja A uma R-álgebra eM um A-módulo. Uma conexão é uma aplicação

∇ :M→ Ω1
A ⊗M (1.1)

onde Ω1
A denota o módulo de diferenciais de Kälher de A e ∇ satisfaz

∇(αs) = dα⊗ s+ α∇s (1.2)

onde d é a derivada universal.

1.2.1 Exemplos de Conexões

Como primeiro, observamos a existência de conexões em módulos livres.

Proposição 1.1. SejaM um A-módulo livre. EntãoM admite uma conexão.

Demonstração. Seja {Eφ|φ ∈ I} uma base de M, onde I é um conjunto de índices.

De�nimos ∇ : Der(A)×M→M da seguinte forma: Se s ∈ M é tal que s =
n∑
i=1

siEφi ,
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então ∇X(s) =
n∑
i=1

X(si)Eφi . A veri�cação de que ∇ é uma conexão é imediata. De

fato, no exemplo 2.1 de [26] é feita a demonstração para o caso deM ser livre de posto

�nito. Para o caso de dimensão in�nita procede-se da mesma forma, tendo o cuidado

de �completar com zeros as coordenadas distintas� de dois elementos do módulo M.

Também é possível generalizar a A�rmação 1 de [26] no caso em queM é livre, ou seja,

se ωφ ∈ Hom(Der(A),M), com φ ∈ I, são escolhidos arbitrariamente, então pode-se

obter uma conexão de�nindo ∇X(Eφ) = ωφ(X). Neste caso, se s =
n∑
i=1

sφiEφi , então

∇X(s) =
n∑
i=1

X(sφi)Eφi + sφiωφi(X) de�ne uma conexão emM.

No caso de uma conexão∇ de�nida em ummódulo livre de posto �nitoN , podemos

associar à ∇ uma matriz de formas diferenciais (elementos de (Der(A))?) ω, chamada

forma conexão, de�nida da seguinte forma: Seja {E1, ..., EN} uma base de M, então

∇XEα =
∑

β ω
β
α(X)Eβ (ver, por exemplo, capítulo 2 de [26]).

Se ∇i, com i = 1, ..., k, são conexões de�nidas em um A-módulo M e λi são

números reais tais que
∑

i λi = 1, então segue facilmente, da de�nição de conexão, que a

aplicação ∇ : Der(A)×M→M dada por ∇Xs =
∑

i λi∇i
Xs é também uma conexão.

Além disso, se a imagem de uma conexão∇ : Der(A)×M→M estiver contida em

um submóduloM′, então a aplicação ∇′ : Der(A)×M′ →M′ dada por ∇′X(s) = ∇X(s)

de�ne uma conexão emM′.

Se Λ é um conjunto de índices e {Mi}i∈Λ é uma coleção de A-módulos tal que em

cadaMi está de�nida uma conexão ∇i : Der(A)×Mi →Mi, então podemos de�nir, de

maneira natual, uma conexão ∇ no produto direto desses módulos,
∏

i∈ΛMi (ver capítulo

2 de [3]), da seguinte forma:

(∇Xs)i = ∇i
Xsi.

A mesma construção anterior pode ser empregada para construir uma conexão na

soma direta de uma coleção de módulos.

No seguinte exemplo veri�camos a existência de módulos que não admitem conexões.
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Exemplo 1.5. SejaA a R-álgebra
R[x, y]

〈xy〉
, onde 〈xy〉 denota o ideal gerado pelo polinômio

p(x, y) = xy. Em A cada classe de equivalência [p] admite um único representante da

forma ppr(x, y) = p0 + xp1(x) + yp2(y), onde p0 ∈ R. Tal representante será chamado

de protótipo da classe. Doravante, cada classe de equivalência será representada pelo seu

protótipo, ou seja, escreveremos ppr para denotar [p]. De�nimos as aplicações D1, D2 :

A → A por D1(p) = x∂x(p) e D2(p) = y∂y(p). Obviamente, D1 e D2 são derivações

em A não trivais já que D1(x) = x e D2(y) = y. Além disso, yD1 e xD2 são ambas a

derivação trivial. Seja Ω o A-módulo
A×A
((y, x))

. Neste módulo as operações são de�nidas

naturalmente, componente a componente. É imediato que Ω admite como geradores

{δ1, δ2}, onde δ1 = [(1, 0)] e δ2 = [(0, 1)] e que este conjunto não é uma base já que

[y]δ1 + [x]δ2 = [(0, 0)] (†)

. Vamos mostrar que Ω não admite conexões. Suponha por absurdo, que exista uma

conexão ∇ : Der(A)× Ω→ Ω. Temos que existem c, d, C,D ∈ A tais que

(∗)∇D2(δ
1) = cδ1 + dδ2 e (∗∗)∇D2(δ

2) = Cδ1 +Dδ2.

De (*), temos que:

0 = ∇xD2(δ
1) = x∇D2(δ

1) = x(cδ1 + dδ2) = xcδ1 + xdδ2.

Do fato do termo mais à direita da sequência de igualdades acima ser nulo, con-

cluímos que existe µ ∈ A tal que

(i) xc = yµ

(ii) xd = xµ

De (i) e (ii), concluímos que c0 = 0, c1(x) = 0 e d0 = 0.

Similarmente, usando (∗∗), concluímos que:

0 = ∇xD2(δ
2) = x∇D2(δ

2) = x(Cδ1 +Dδ2) = xCδ1 + xDδ2.

Como feito acima, concluímos que C0 = 0, C1(x) = 0 e D0 = 0.
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Agora usemos a relação (†). Temos:

0 = ∇D2(yδ
1 + xδ2) = yδ1 + y∇D2(δ

1) + x∇D2(δ
2) = (y + yc+ xC)δ1 + (yd+ xD)δ2

Novamente, concluímos que existe µ ∈ A tal que

(i) yd+ xD = xµ

(ii) y + yc+ xC = yµ

De (i), concluímos que µ0 = 0. Usando este fato, de (ii), concluímos que c0 = −1,

o que nos dá uma contradição. Logo, o módulo Ω não admite conexões.

�

Uma construção importante na geometria Riemanniana é a conexão de Levi-Civita.

Daremos uma generalização algébrica desta construção, que será apresentada brevemente

aqui, com o objetivo de dar exemplos importantes de conexões em Der(A), associadas à

métricas. Não faremos demonstrações, por serem estas bastante conhecidas. Elas podem

ser encontradas em [26], [11] e [21].

De�nição 1.9. Seja A uma R-álgebra. Uma métrica g é uma aplicação bilinear

g : Der(A)×Der(A) −→ A

que satisfaz a seguinte propriedade: A função

ψ : Der(A) −→ (Der(A))∗

X −→ ψ(X) = g(∗, X)

é um isomor�smo.

Deve ser notado que esta de�nição inclui as métricas Riemannianas e as métricas

Lorentzianas.
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De�nição 1.10. Seja ∇ uma conexão de�nida em um A-móduloM, a aplicação

τ∇ : Der(A)×Der(A) −→ Der(A)

(X, Y ) −→ τ∇(X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

é chamada a torção da conexão ∇.

Dizemos que a conexão ∇ é simétrica se ∀ X, Y ∈ Der(A) tivermos que a torção

τ∇ ≡ 0, ou seja,

∇XY −∇YX = [X, Y ] . (1.3)

De�nição 1.11. Dizemos que a conexão em Der(A), ∇, é compatível com a métrica g

se ∀ X, Y, Z ∈ Der(A) tivermos

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y, ∇XZ). (1.4)

Teorema 1.1. (Levi-Civita) Dada uma métrica g, existe uma única conexão denotada

por ∇g ∈ Con(Der(A)) que possui as seguintes propriedades:

(i) ∇g é simétrica

(ii) X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y, ∇XZ), ∀ X, Y, Z ∈ Der(A).

Dessa forma, em uma R-álgebra A, onde está de�nida uma métrica, de acordo com

a de�nição 1.9, é sempre possível falar na conexão de Levi-Civita no sentido do teorema

1.1. Em particular, em uma variedade Riemanniana sempre é possível falar da conexão

de Levi-Civita de�nida nos campos de vetores daquela variedade.

De�nição 1.12. SejaM um A-módulo, no qual está de�nido uma métrica g (de acordo

com a de�nição 1.9). Um subconjunto {xα|α ∈ Λ} deM, com Λ um conjunto de índices,

é dito ortonormal, se g(xα, xβ) = δαβ , onde δ denota o delta de Kronecker.

Proposição 1.2. Seja M um A-módulo livre de posto �nito N , no qual está de�nido

uma métrica g. Suponha que existe uma base ortonormal {E1, ..., EN} de M . Se ∇
é uma conexão em M compatível com g, então a forma conexão de ∇ referente a base

{E1, ..., EN} é anti-simétrica.
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Demonstração. Como ∇ é compatível com g, substituindo Y = Ej e Z = Ek na de�nição

de compatibilidade, temos:

0 = X(g(Ej, Ek)) = g(∇XEj,Ek) + g(Ej,∇XEk) =∑
l

ωlj(X)g(El, Ek) +
∑
l

ωlk(X)g(El, Ej) = ωkj (X) + ωjk(X)

Nossa gama de exemplos de conexões será aumentada nas próximas seções, nas

quais demonstraremos que conexões existem em �brados vetoriais e que no caso em que

os A-módulos Der(A) e M são livres de posto �nito, o conjunto das conexões está em

bijeção com o conjunto das matrizes de 1-formas diferenciais. Como última observação

citamos a proposição 2.2 de [26], na qual é provado o fato de que o conjunto das conexões

em um A-móduloM é um espaço a�m sobre o R-espaço vetorial das formas A-bilineares,
Bil(Der(A) ×M,M). Portanto, uma vez demonstrada a existência de uma conexão,

obtêm-se muitas outras de forma natural.

1.2.2 Existência de Conexões em Fibrados Vetoriais

Nesta seção, demonstraremos um teorema de existência de conexões em �brados

vetoriais. Conexões podem ser estudadas em �brados mais gerais, mas estes não serão

considerados aqui. Para um estudo aprofundado de conexões em �brados mais gerais,

recomendamos a leitura do capítulo 2 de [19].

O lema seguinte é um resultado de grande importância que será usado na demons-

tração da proposição 1.3.

Lema 1.1. (Existência de Partições da Unidade) Seja M uma variedade diferenciável e

{Uα|α ∈ A} uma cobertura aberta deM . Existe uma partição da unidade enumerável, i.e.,

um conjunto {φi|i ∈ N} subordinada à cobertura {Uα} com suppφi compacto para cada i.

Caso não se exija suportes compactos, pode-se concluir que existe uma partição da unidade

{φi|i ∈ N} subordinada à cobertura {Uα} (i.e., suppφα ⊂ Uα) com uma quantidade no

máximo enumerável de φα não identicamente nulos.
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Demonstração. Ver página 11 de [27].

O conjunto C∞(M) das funções diferenciáveis em uma variedade M é uma R-
álgebra com as operações de soma, produto e multiplicação por escalar usuais. O conjunto

Der(C∞(M)) (que é isomorfo como álgebra de Lie e como C∞(M)-módulo ao conjunto

dos campos de vetores de M , por [16]) é um C∞(M)-módulo, também com as operações

usuais ([20]). Além disso, se π : E → M é um �brado vetorial de�nimos uma estrutura

de C∞(M)-módulo no conjunto ΓE, de maneira semelhante à estrutura do conjunto dos

campos de vetores. Assim, faz sentido o seguinte resultado:

Proposição 1.3. Seja π : E → U um �brado vetorial. Existe uma conexão

∇ : ΓTU × ΓE → ΓE.

Em primeiro lugar, fazemos a hipótese de que o �brado é trivial, i.e., ele é da forma

E = U ×V , onde V é um espaço vetorial de dimensão �nita N. Seja {v1, ..., vN} uma base

de V . Para α, de�nimos Eα ∈ ΓE por Eα(p) = (p, vα).

A�rmação 1. θ = {E1, ..., EN} é uma base do C∞U -módulo livre ΓE de posto N .

Demonstração. De fato, seja s ∈ ΓE. Temos s(p) = (p,~s(p)), com ~s ∈ C∞(U, V ). Além

disso, ~s(p) =
∑N

λ=1 s
λ(p)Eλ(p),∀p ∈ U , com sλ ∈ C∞U . Assim, θ gera ΓE. Este conjunto

é obviamente linearmente independende.

Deste modo, podemos utilizar a proposição 1.1, para de�nir uma conexão

∇ : Der(C∞U )× ΓE → ΓE. Com efeito, basta de�nir ∇ do seguinte modo

∇X(
N∑
λ=1

sλEλ) =
N∑
λ=1

X(sλ)Eλ.

No caso geral, escolhemos um atlas {(Uα, cα)}α tal que as vizinhanças coordenadas

satisfazem a de�nição de �brado (no sentido de que {(Uα, cα)}α é uma trivialiazação de

E) e que exista uma partição da unidade subordinada a essa cobertura. Isto é possível,

pela maximalidade do atlas tomado na variedade (basta tomar interseções sempre que

necessário). Para cada uma das vizinhanças coordenadas Uα, existe uma conexão ∇α :
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Der(C∞Uα) × ΓUα → ΓUα , pela primeira parte da demonstração. Usando as aplicações

partições da unidade φα, estendemos cada ∇α para φα∇α : Der(C∞Uα) × ΓUα → ΓE.

De�ne-se então uma aplicação ∇ : Der(C∞U )× ΓE → ΓE, dada por

(∇X(s))(p) =
∑
α

φα(p)(∇α
X|Uα (s|Uα))(p)

Uma observação importante é que, pela de�nição de partição da unidade, para cada ponto

p, esta soma é �nita, portanto não há problemas de convergência. Essa aplicação é uma

candidata natural para conexão. Para veri�car que ela realmente satisfaz a de�nição 1.7

procede-se da seguinte maneira:

(i)

(∇X+Y (s))(p) =
∑
α

φα(p)(∇α
(X+Y )|Uα (s|Uα))(p) =

∑
α

φα(p)(∇α
X|Uα+Y |Uα (s|Uα))(p) =

∑
α

φα(p)(∇α
X|Uα (s|Uα))(p) +

∑
α

φα(p)(∇α
Y |Uα (s|Uα))(p) = (∇X(s) +∇Y (s))(p).

(ii)

(∇fX(s))(p) =
∑
α

φα(p)(∇α
(fX)|Uα (s|Uα))(p) =

∑
α

φα(p)(∇α
f |UαX|Uα (s|Uα))(p) =

∑
α

φα(p)(f |Uα∇α
X|Uα (s|Uα))(p) = f(p)

∑
α

φα(p)(∇α
X|Uα (s|Uα))(p) = (f∇X(s))(p).

(iii)

(∇X(s1+s2))(p) =
∑
α

φα(p)(∇α
X|Uα (s1+s2)|Uα)(p) =

∑
α

φα(p)(∇α
X|Uα (s1|Uα+s2|Uα))(p)

=
∑
α

φα(p)(∇α
X|Uα (s1|Uα))(p) +

∑
α

φα(p)(∇α
X|Uα (s2|Uα))(p) = (∇Xs1 +∇Xs2)(p).

(iv)

(∇X(fs))(p) =
∑
α

φα(p)(∇α
X|Uα ((fs)|Uα))(p) =

∑
α

φα(p)(∇α
X|Uα (f |Uαs|Uα))(p)

=
∑
α

φα(p)(X|Uα(f |Uα)s|Uα + f |Uα∇α
X|Uα (s|Uα))(p)

=
∑
α

φα(p)(X(f)s|Uα)(p) +
∑
α

(f |Uα∇α
X|Uα (s|Uα))(p) = (X(f)s+ f∇X(s))(p).
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A demonstração anterior faz uso de uma técnica bastante utilizada em variedades

diferenciáveis: realizar construções localmente e estendê-las por meio do uso de partições

da unidade. Esta abordagem também pode ser utilizada para demonstrar que qualquer

variedade diferenciável admite uma métrica Riemanniana (ver capítulo 1 de [11]).

Exemplo 1.6. Considerando o �brado tangente de Rn, a proposição anterior (e a proposição
1.1) nos dá uma maneira de construir uma conexão explicitamente, pois esse �brado é triv-

ial. De fato, seguindo a construção dada na demonstração da proposição 1.3, conseguimos

um exemplo de uma conexão de�nida no �brado tangente de Rn. Tomando como base do

C∞(Rn)-módulo das seções do �brado tangente de Rn, os campos coordenados derivadas

parciais {∂1, ...∂n}, onde ∂i(p) = (p, ei) com ei sendo o i-ésimo vetor da base canônica de

Rn, uma seção desse �brado, torna-se uma função s : Rn → R2n tal que as n primeiras

funções formam a identidade de Rn. De�nimos:

∇X(s1, ..., sn) = (X(s1), ..., X(sn))

Esta conexão é chamada de a conexão Euclidiana, pois, como veremos na seção 1.2.3, está

é a conexão de Levi-Civita associada à métrica euclidiana em Rn.

No caso de conexões de�nidas em �brados vetoriais, como também é comum em

construções de�nidas em variedades diferenciáveis, pode-se notar que conexões têm um

carácter local, no sentido de que o valor de ∇X(s) em um ponto p ∈M depende somente

do valor de X e de s em uma vizinhança (arbitráriamente pequena) de p (ver lemas 4.1

e 4.2 de [21]). Pode-se tornar essa observação mais precisa, de acordo com a seguinte

proposição:

Proposição 1.4. Sejam M uma variedade diferenciável, π : E →M um �brado vetorial

sobre M e uma conexão ∇ de�nida no �brado E. São válidas as seguintes a�rmações:

(i) Sejam X, X̃ campos de vetores tais que Xp = X̃p, então ∇X(s)|p = ∇X̃(s)|p, ∀ p ∈M .

(ii) Sejam s e s̃ seções de E, tais que sp = s̃p, para algum p ∈M . Além disso, suponha

que existe um sistema de coordenadas (x1, ..., xn) ao redor de p tal que, se

s =
∑

α s
αEα e s̃ =

∑
α s̃

αEα tem-se ∂i(s
α)|p =

∂sα

∂xi
(p) =

∂s̃α

∂xi
(p) = ∂i(s̃

α)|p, com
i = 1, .., n, então ∇X(s)|p = ∇X(s̃)|p.
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Demonstração. (i) Pela linearidade de ∇ na primeira variável, é su�cience provar que

∇X(s)|p = 0, se Xp = 0. Utilizamos o lema 4.1 de [21], que a�rma que o valor

∇X(s)|p depende do valor de X em uma vizinhança do ponto p. Assim, tomando

uma vizinhança coordenada (U, φ) de p podemos, localmente, escrever X = X i∂i,

onde {∂i|i = 1, ..., n} são os campos de vetores coordenados associados à carta φ.

Como Xp = 0, concluimos que X i
p = 0. Temos:

∇X(s)|p = ∇Xi∂i(s)|p = X i(p)∇∂i(s)|p = 0

(ii) Novamente, pelo lema de 4.1 [21], temos que o valor de ∇X(s)|p depende do valor

de s em uma vizinhança do ponto p. Temos:

∇X(s)|p = ∇X(sαEα)|p = Xp(s
α)Eα|p+sαp∇X(Eα)|p = Xp(s̃

α)Eα|p+s̃αp∇X(Eα)|p = ∇X(s̃)|p

a terceira igualdade é válida, pois

Xp(s
α) = X i(p)∂p(s

α) = X i(p)∂p(s̃
α) = Xp(s̃

α)

Pela proposição anterior, o valor de ∇X(s) em um ponto p, depende do valor de

Xp. Assim, como é usual escreveremos ∇Xp(s) para denotar ∇X(s)|p.

Concluímos esta seção com um breve comentário sobre a construção do pullback

de uma conexão. Esta construção permite de�nir o transporte paralelo como veremos

no próximo capítulo. Sejam π : E → M um �brado vetorial, no qual está de�nida uma

conexão ∇, e uma aplicação diferenciável f : N →M . Localmente, conseguimos de�nir a

forma conexão ω da conexão ∇, �xando um referencial local do �brado E, isto é, em um

aberto U deM �xamos uma base {E1, ..., EN} do �brado ΓU . Como explicado no �nal do

capítulo anterior, {γ?E1, ..., γ
?EN} forma uma base de Γγ?f−1(U). De�nimos em f−1(U)

uma conexão da seguinte maneira

(f ?∇)X(s) = (f ?∇)X(sα(f ?Eα)) = X(sα)(f ?Eα) + sα(f ?ωβα)(X).

Veri�ca-se que, escolhendo um outro aberto Ũ (que intercepta U), no qual está de�nido

um referencial {Ẽ1, ..., ẼN} e a forma conexão de∇ é ω̃, existe uma única conexão de�nida

em U ∪ Ũ , cuja restrição para U (resp. Ũ) tem forma conexão ω (resp. ω̃). Dessa forma,

podemos de�nir uma conexão em todo o �brado f ?E, para mais detalhes ver [5].
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1.2.3 Implementação

Nesta seção daremos uma descrição da implementação do cálculo de conexões feita

em [13]. Esta implementação foi feita utilizando o Maple 12. Para �m de implementação,

consideraremos uma conexão ∇ de�nida em um �brado vetorial N -dimensional

π : E →M , tal que exista um sistema de coordenadas global em M . Deste modo pode-se

calcular conexões localmente. A proposição 1.4 nos permite concluir que esta hipótese

não restringe a utilidade desta implementação, já que sempre pode-se tomar coordenadas

em torno do ponto de interesse e calcular utilizando-se as propriedades usuais de conexão.

Com a hipótese de existência de um referencial global, é possível �xar bases

∂ = {∂1, ..., ∂n} e ∆ = {E1, ..., EN} para os C∞(M)-móduloS, Der(C∞(M)) e ΓE, re-

spectivamente. Assim, cada X ∈ Der(C∞(M)) pode ser composto com o inverso do

sistema de coordenadas e, desse modo, representado por n funções em C∞(Rm), onde m

é a dimensão da variedade M . De forma análoga, compondo com o inverso do sistema

de coordenadas e usando as trivializações do �brado, pode-se representar cada seção de

E por N funções em C∞(Rm). Dessa forma, podemos restringir nosso tratamento ao Rn

e considerar ∂i como a i-ésima derivada parcial. Temos agora todas os requisitos para

implementar o cálculo de conexões. Nas bases �xadas, se D é uma derivação e s é uma

seção do �brado E tal que s = sαEα, o cálculo de conexões é dado pela seguinte expressão:

[∇D(s)]α =


D(s1)

D(s2)
...

D(sN)

+


ω1

1(D) ω1
2(D) ω1

3(D) ... ω1
N(D)

ω2
1(D) ω2

2(D) ω2
3(D) ... ω2

N(D)
...

...
...

. . .
...

ωN1 (D) ωN2 (D) ωN3 (D) ... ωNN (D)

 .


s1

s2

...

sN



O procedimento que realiza o cálculo de uma conexão ∇ dada em uma derivação

D e um elemento s do módulo ΓE é calcularConexao. Ele toma como entradas a matriz

de 1-formas diferenciais que representa a conexão nas bases �xadas, o vetor coordenadas

de uma derivação D na base dada pelas derivadas parciais e o vetor coordenadas de uma

seção s. O uso desse procedimento é exempli�cado a seguir:
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> zeta:= Matrix([x1*x2, x1*x1]):

> t:=calcularConexao(([ [[x1 + x2, x1],[x1*3, x1+ x2]], [[x1,

> sin(x2)],[x1, x2]] ]),[x2*2 + x1,x2],zeta):

> map(simplify,t); 2 x2 2 + 2 x1 x2 + 5 x1 2 x2 2 + 8 x1 3 x2 + 2 x1 x2 3 + 3 x1 4

x1 (4 x2 + 2 x1 + 3 x1 x2 2 + 3 x1 2 x2 + x2 2 sin(x2 ) + x1 3)


Nesta implementação há o procedimento LeviCivitaMatriz, utilizado para calcular

a matriz de 1-formas da conexão de Levi-Civita, a partir de uma métrica g dada. Com

as hipóteses sobre o sistema de coordenadas global, é possível associar uma matriz G à

métrica da seguinte forma: Gij = g(∂i, ∂j). Os próximos exemplos demonstram o uso

deste procedimento.

Exemplo 1.7. No exemplo 1.6, citamos que a conexão lá de�nida era conhecida como

conexão Euclidiana devido ao fato de esta ser a conexão de Levi-Civita da métrica Eu-

clidiana. Veri�caremos esse fato para R2 utilizando o procedimento LeviCivitaMatriz. A

matriz associada à métrica Euclidiana é a matriz identidade em todo ponto do R2, desse

modo:

> b:=leviCivitaMatriz([[1,0],[0,1]]);

b :=

 [ 0 0
] [

0 0
]

[
0 0

] [
0 0

]


Exemplo 1.8. Resolveremos o item (a) do exercício 8 do segundo capítulo de [11].

O exercício consiste em encontrar a matriz da conexão de Levi-Civita da métrica de

Lobatchevski em R2+ = {(x, y) ∈ R; y > 0}. Tal métrica é dada pela matriz g2×2 tal

que g11 = g22 =
1

y2
e g12 = g21 = 0. Utilizando a rotina leviCivitaMatriz, obtemos:

> b:= leviCivitaMatriz([[1/x2^2,0],[0,1/x2^2]]);

b :=


[

0 − 1

x2

] [
− 1

x2
0

]
[

1

x2
0

] [
0 − 1

x2

]
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1.2.4 Histórico

Os primórdios da geometria diferencial surgiram com Gauss (30 de Abril de 1777

- 23 de Fevereiro de 1855). O príncipe dos matemáticos introduziu diversos conceitos

geométricos importantes (como, por exemplo, a curvatura de Gauss), quando tentava

solucionar o problema de medir a extensão territorial de um reino, que lhe foi proposto

pelo rei de seu país. Os conceitos introduzidos por Gauss, foram generalizados por muitos

matemáticos, destacando-se entre eles Georg Friedrich Bernhard Riemann (17 de Setem-

bro de 1826 - 20 de Junho de 1866). Este grande matemático foi o fundador da chamada

Geometria Riemanniana, de onde surgiram os objetos matemáticos que são o foco deste

trabalho: Conexões e Curvatura. O conceito de conexão surgiu dos trabalhos de El-

win Bruno Christo�el (10 de novembro de 1829 - 15 de março de 1900) com a criação

da chamada conexão de Christo�el. Posteriormente, as conexões foram estudadas por

Gregorio Ricci-Curbastro (12 de janeiro 1853 - 6 de agosto 1925) e seu estudante Tullio

Levi-Civita (29 de março de 1873 - 29 de dezembro de 1941). Este último foi de funda-

mental importância para o desenvolvimento de conexões, demonstrando a existência da

conexão de Levi-Civita e o importante processo de transporte paralelo (que consiste em

uma generalização de translações paralelas no plano). Além disso, Levi-Civita explorou

a relação entre o transporte paralelo e a curvatura para desenvolver a noção moderna de

holonomia. Contribuições mais recentes são devidas a Élie Cartan (9 de abril 1869 − 6 de

maio 1951), Jean- Louis Koszul (nascido em 3 de janeiro 1921) e Charles Ehresmann (19

de abril de 1905 − 22 de setembro de 1979). Cartan generalizou as idéias de conexões,

criando a conexão de Cartan, para estudar problemas geométricos do programa Erlangen

de Felix Klein. Além disso, ele aplicou as idéias de dinâmica de Gaston Darboux para

generalizar a noção de transporte paralelo para a sua classe de conexões. Em 1950, Koszul

publicou o seu trabalho intitulado Homologie et cohomologie des algebres de Lie, no qual

dá a de�nição do que viria a ser chamado a conexão de Koszul, uma linguagem algébrica

para falar de conexões que traduzia as noções de derivada covariante e transporte para-

lelo para o mundo algébrico. Por esta razão, esta de�nição foi amplamente adotada pela

comunidade de geometria diferencial.

Em [28], os autores fazem um retrospécto histórico do conceito de conexão sob o

ponto de vista da física, com raízes históricas bem mais antigas do que às matemáticas

citadas acima.



Capítulo 2

Transporte Paralelo

Este capítulo aborda o tema principal desta dissertação: o Transporte Paralelo.

Este constitui uma aplicação muito importante do conceito de conexões, apresentado

no capítulo anterior. Seguiremos aqui a �loso�a até agora empregada: generalizar os

conceitos clássicos de forma algébrica e desenvolver métodos para fazer computações com

os mesmos e depois instanciar tais modelos em situações concretas. O transporte paralelo

generaliza para variedades arbitrárias a noção intuitiva de deslocamento com velocidade

uniforme. A noção intuitiva de tal movimento pode ser obtida considerando o caso do Rn,
no qual (por motivos que devem �car claros mais adiante) mover-se de um ponto a outro

é simplesmente manter o mesmo vetor velocidade. O fato deste movimento ser simples de

descrever no caso do Rn deve-se a relativa simplicidade da métrica Euclidiana.

O presente capítulo está organizado da seguinte maneira: na seção 2.1 damos a

construção do operador de transporte paralelo para �brados vetoriais. Já na seção 2.2,

fazemos comentários sobre suas principais propriedades. Na última seção do capítulo, a

seção 2.3, apresentamos uma implementação no MAPLE do cálculo do transporte paralelo.

2.1 Construção do Transporte Paralelo

Nesta seção vamos contruir o operador de transporte paralelo. Para tanto, sejam

M uma variedade diferenciável e γ : [0, 1] → M uma curva diferenciável com γ(0) = p.



30

Sejam ainda π : E → M uma �brado vetorial sobre M e ∇ : Der(C∞(M)) × ΓE → ΓE

uma conexão. Inicialmente, faremos ainda as hipóteses de que existe um sistema global de

coordenadas em M , dado pela carta c e esta determina os campos de vetores {∂1, ..., ∂n},
e que E é um �brado vetorial trivial, i.e., é da forma M × Rn e, portanto, pode-se

escolher uma base θ = {E1, ..., EN} para o C∞(M)-módulo ΓE, como na demonstração

da proposição 1.3.

De�nição 2.1. Dizemos que uma seção s do �brado γ?E é paralela à curva γ : [0, 1]→M

em t ∈ [0, 1], se ((γ?∇)∂s)(t) = (t, 0), onde ∂ denota a derivação usual da reta. A seção

s é dita paralela à curva γ, se é paralela à γ em t, ∀t ∈ [0, 1].

Queremos mostrar o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Dada a curva γ e um vetor v ∈ Eγ(0), existe uma única seção, s do �brado

γ?E, paralela à curva γ tal que s(0) = (0, v).

Procuramos então uma seção s ∈ Γγ?E tal que ((γ?∇)∂s)(γ(t)) = (t, 0) e que

s(0) = (0, v). Fixado t, temos:

(γ?∇)∂s = (γ?∇)∂(
∑
α

sα(γ?Eα)) =
∑
α

∂(sα)(γ?Eα) +
∑
β

sβ(γ?∇)∂(γ
?Eβ) =

∑
α

∂(sα)(γ?Eα) +
∑
α

∑
β

sβ(γ?ωαβ )(∂)(γ?Eα) (†)

Temos que a primeira parte do somatório (�) avaliada em t resulta em:

(
∑
α

∂(sα)(γ?Eα))(t) = (t,
∑
α

∂t(s
α)Eα|γ(t))

Temos que a segunda parte do somatório (�) avaliada em t é:

(
∑
α

∑
β

sβ(γ?ωαβ )(∂)(γ?Eα))(t) =
∑
α

∑
β

sβ(t)ωαβ |γ(t)(γ̇(t))(t, Eα|γ(t)) =

(t,
∑
α

∑
β

sβ(t)ωαβ |γ(t)(γ̇(t))Eα|γ(t))
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Utilizando os dois resultados anteriores, obtem-se que o somatório (�) avaliado no

ponto t é:

((γ?∇)∂s)(t) = (t,
∑
α

∂t(s
α)Eα|γ(t) +

∑
α

∑
β

sβ(t)ωαβ |γ(t)(γ̇(t))Eα|γ(t))

Denotando c◦γ(t) = (γ1(t), ..., γn(t)), obtemos que γ̇(t) =
∑

i γ
i′(t)∂i|t e, portanto,

((γ?∇)∂s)(t) = (t,
∑
α

[∂t(s
α) +

∑
β

∑
i

γi′(t)sβ(t)ωαβ (∂i)|γ(t)]Eα|γ(t))

Escrevendo ainda ψ = (s1, ..., sN) e a função Aγ, que toma valores nas matrizes

quadradas de ordem N com entradas reais (Aγ)
α
β(t) =

∑
i γ

i′(t)ωαβ (∂i)|γ(t), obtemos o

seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias:

ψ′(t) + Aγ(t)ψ(t) = 0. (‡)

Como o objetivo é transportar paralelamente o vetor v, procura-se a solução do

sistema acima com o dado inicial ψ(0) = v ∈ RN . Esse sistema pode ser sempre resolvido

e de forma única, portanto, obtemos uma (única) solução ψ : [0, 1] → RN que satisfaz a

equação anterior.

De�nição 2.2. O operador de transporte paralelo associado a uma curva γ e a uma

conexão ∇ é de�nido por:

P∇γ (v, t) =
∑
α

ψα(t)Eα(γ(t)).

Usualmente, estaremos interessados no transporte paralelo de um vetor v ∈ Eγ(0)

para a �bra Eγ(1).

Deve ser notado que na construção do pullback de um �brado vetorial, esboçada

no �nal da seção 1.1, o pullback é realizado através de uma função f : N →M , onde N é

uma variedade diferenciável. No caso do transporte paralelo, devemos fazer o pullback do

�brado E através de uma extensão da curva γ a um intervalo aberto ligeiramente maior

que I, e restringir a solução para I posteriormente.
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2.2 Propriedades do Transporte Paralelo

Nesta seção, apresentaremos algumas propriedades importantes do transporte pa-

ralelo. Se γ e σ são duas curvas de�nidas no intervalo I = [0, 1] tais que γ(0) = σ(1), usa-

mos a notação γ•σ para denotar a curva γ•σ(t) = σ(2t), se t ∈ [0, 1
2
] e γ•σ(t) = γ(2t−1),

se t ∈ [1
2
, 1].

Proposição 2.1. Utilizando a mesma notação da seção 2.1, temos:

(a) P∇γ : Eγ(0) → Eγ(1) é linear. De fato, P
∇
γ é um isomor�smo entre os espaços vetorias

Eγ(0) e Eγ(1).

(b) Se σ é uma outra curva tal que σ(0) = γ(1) e a curva composta γ•σ ∈ C∞([0, 1],M),

tem-se que P∇γ•φ = P∇γ ◦ P∇σ .

(c) P∇γ independe da parametrização da curva γ, isto é, se φ : [0, 1] → [0, 1] é uma

bijeção diferenciável estritamente crescente tal que φ(0) = 0 e φ(1) = 1, tem-se

P∇γ◦φ = P∇γ .

Demonstração. (a) Basta observar que o sistema (�) é linear e homogêneo, logo o con-

junto de soluções forma um espaço vetorial. Pela unicidade da solução para cada

dado inicial, tem-se P∇γ é linear. Para demonstrar que ele é um isomor�smo, basta

veri�car a injetividade (já que os espaços vetorias têm a mesma dimensão �nita).

Assim, seja e ∈ Ker(P∇γ ). Veri�ca-se facilmente que a solução do sistema (‡) com

dado inicial e, também é solução do sistema

ψ′(t) + Aγ(1−t)(t)ψ(t) = 0

com dado inicial 0 ∈ Eγ(1). Por unicidade, tal solução deve ser constante igual a 0.

Logo, e = 0.

(b) Veri�ca-se diretamente das equações e utilizando unicidade.

(c) Basta observar que se ψ é solução do sistema (�) com dado inicial e, então ψ ◦ φ é

solução do sistema:

ψ′(t) + Aγ◦φ(t)ψ(t) = 0

com o mesmo dado inicial.
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Faz-se a observação de que se γ é uma curva em M , não necessariamente contida

em uma vizinhança coordenada Uα de M , pode-se realizar o transporte paralelo entre os

extremos de γ utilizando repetidamente a construção anterior, já que é possível cobrir

γ([0, 1]) com um número �nito de vizinhanças coordenadas. Explicitamente, as vizinhan-

ças coordenadas de um atlas de M , induzem uma cobertura aberta do intervalo [0, 1].

Se λ é o número de Lebesgue dessa cobertura, divide-se o intervalo [0, 1] em um número

�nito de subintervalos de comprimento menor do que λ. Pela de�nição do número de

Lebesgue, tem-se que cada um dos intervalos da subdivisão de [0, 1], logo sua imagem

está contida em alguma vizinhança coordenada e, portanto, pode-se realizar em cada

intervalo da subdivisão o transporte paralelo como descrito anteriormente. Além disso,

veri�ca-se facilmente que as propriedades apresentadas na proposição 2.1 permanecem

válidas neste caso. Observa-se também que é possível estender ainda mais a noção de

transporte paralelo, no sentido de que é possível de�nir a operação de transporte paralelo

em curvas que não são diferenciáveis, toma-se a restrição mais fraca de que a curva tem

que ser contínua e diferenciável por partes, segundo a seguinte de�nição:

De�nição 2.3. Uma aplicação contínua γ : [a, b]→M é dita diferenciável por partes, se

existe uma partição {t0, ..., tn} do intervalo [a, b], tal que t0 = a e tn = b e γi = γ|[ti,ti+1] é

diferenciável.

No caso de uma curva diferenciável por partes, procede-se de maneira natural

de�nindo

P∇γ = P∇γn−1
◦ ... ◦ P∇γ0

Há, em um certo sentido, uma equivalência entre as noções de conexão e transporte

paralelo, isto é, munir um �brado vetorial de uma conexão é equivalente a muni-lo com

uma correspondência entre curvas e operadores de transporte paralelo. A construção

anterior demonstra como realizar um caminho desta equivalência: Conexão⇒ Transporte

Paralelo. Para o caminho inverso, recomenda-se a leitura de [18].

Exemplo 2.1. Vamos calcular o transporte paralelo no caso do �brado tangente da reta

real. Para tanto, usamos uma conexão ∇ : Der(C∞(R))×Der(C∞(R))→ Der(C∞(R)).

Fixemos como base α = {∂} de Der(C∞(R)), onde ∂ representa a derivada usual de R.
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Seja δ = {∂∗} a base dual de α. Seja [∇]α = [Γ] a matriz da conexão ∇ na base α. Seja

ainda γ : [0, 1] → R uma curva diferenciável. Procuramos então um campo de vetores

V = Ṽ ∂, cuja derivada covariante seja nula. Temos:

Ṽ ′(t) + γ′(t)(Γ ◦ γ)(t)Ṽ (t) = 0.

Que tem como solução:

ψ(t) = Ṽ (0)e−
∫ t
0 γ
′(k)(Γ◦γ)(k)dk.

Exemplo 2.2. Com a conexão do exemplo 1.6, o processo de transportar paralelamente

um vetor de Rn é, simplesmente, o que usualmente se entende por mover um vetor. Para

ver isso, nota-se que para esta conexão, as 1-formas diferenciais ωαβ são nulas e, portanto,

as soluções do sistema (‡) devem ser constantes. Assim, por exemplo, o transporte paralelo

de um vetor v = (v1, v2) ∈ R2 com ponto base em (1, 1) para o ponto (1, 2) ao longo da

curva γ : [0, 1] → R2, com γ(t) = (1, 1 + t) tem como resultado o vetor v = (v1, v2) com

ponto base em (1, 2).

Exemplo 2.3. Considere agora o subconjunto aberto de R2 H+ = {(x, y) ∈ R2|y > 0}.
No exemplo 3.1 de [26], o autor demonstra que Der(C∞(H+)) é um C∞(H+)-módulo livre

de posto 2 e que os campos derivadas parciais {∂x, ∂y} formam uma base desse módulo.

Ainda neste exemplo, uma conexão∇ : Der(C∞(H+))×Der(C∞(H+))→ Der(C∞(H+))

foi de�nida. Com relação a base de�nida pelos campos derivadas parciais a matriz dessa

conexão é:  2dx dx

0 dy

 .

Para constatar em um exemplo como a conexão in�uencia no transporte paralelo, calcule-

mos o transporte paralelo de um vetor v = (v1, v2) com ponto base (1, 1) em H+ com essa

conexão. Neste caso, o sistema (�) é simplesmente: ψ1′(t)

ψ2′(t)

+

 0 0

0 1

 ψ1

ψ2

 =

 0

0
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com dado inicial (ψ1(0), ψ2(0)) = (v1, v2). Neste caso, P∇γ (e) = (v1,
v2

e
), onde e denota o

número de Euler.

Uma demonstração visual do transporte paralelo na esfera S2 pode ser encontrada

em [25].

O exemplo 2.1 sugere uma importante propriedade do transporte paralelo. Nota-se

nesse exemplo que o transporte paralelo preserva a orientação do vetor, no sentido que,

se o vetor inicial for positivo, o �nal também será. Esse fato pode ser generalizado para

variedades de dimensões arbitrárias, segundo a

Proposição 2.2. Sejam E,M e ∇ como na construção do transporte paralelo, feita an-

teriormente. Sejam U um aberto de M e E = {E1, ..., En} base de ΓU . Para cada p ∈ U ,
�xamos em Ep a orientação dada pela base {E1(p), ..., En(p)}. Então, para qualquer curva

γ : I → U , o operador de transporte paralelo P∇γ : Eγ(0) → Eγ(1) preserva a orientação,

ou seja, a matriz de mudança de base, da base dada por P∇γ (Ei|γ(0)) para a base Ei|γ(1),

tem determinante positivo.

Demonstração. Para cada i = 1, ..., n, de�nimos ψi = (ψ1
i , ..., ψ

N
i ) a solução do sistema

(�) com dado inicial Eα
i |γ(0) = ei (base canônica de RN). De�nimos a aplicação

P : [0, 1]→MN×N(R) dada por

P (t) = det


ψ1

1(t) ψ1
2(t) ψ1

3(t) ... ψ1
N(t)

ψ2
1(t) ψ2

2(t) ψ2
3(t) ... ψ2

N(t)
...

...
...

. . .
...

ψN1 (t) ψN2 (t) ψN3 (t) ... ψNN (t)


A aplicação P é contínua, já que cada ψij é contínua e a função determinante também é

contínua. Além disso, P (0) = 1 e P (t) 6= 0, pois o transporte paralelo é um isomor�smo.

Logo, pelo teorema do valor intermediário, P (1) > 0. Note que P (1) é o determinante da

matriz de mudança de base, o que implica o resultado.
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2.3 Implementação

O foco desta seção são os aspectos computacionais do transporte paralelo. Uti-

lizamos a implementação feita em [13], discutida brevemente nas seções anteriores. Para

efeito de programação, nos restringiremos ao caso de que a curva está inteiramente con-

tida em uma vizinhança coordenada da variedade. Isto não limita em nada o uso, como

sugere claramente a extenção do transporte paralelo para curvas que não satisfazem esta

condição, feita na seção anterior. A seção 2.1 deixa de forma bastante explícita um pro-

cedimento para calcular o transporte paralelo. Assim, dada uma conexão ∇ = [ωαβ ] e uma

curva γ, devemos resolver o seguinte sistema de EDO's


ψ̇1(t)

ψ̇2(t)

...

ψ̇N(t)

+


(Aγ)

1
1(t) (Aγ)

1
2(t) (Aγ)

1
3(t) ... (Aγ)

1
N(t)

(Aγ)
2
1(t) (Aγ)

2
2(t) (Aγ)

2
3(t) ... (Aγ)

2
N(t)

... ... ... ... ...

(Aγ)
N
1 (t) (Aγ)

N
2 (t) (Aγ)

N
3 (t) ... (Aγ)

N
N(t)

 .


ψ1(t)

ψ2(t)

...

ψN(t)

 =


0

0

...

0


onde (Aγ)

α
β(t) =

∑
i γ

i′(t)ωαβ (∂i|γ(t)). Primeiramente, implementamos um algoritmo

para o cálculo de uma posição da matriz Aγ, este será chamado de calcularMatrizTP.

Ele tem como entradas a curva γ, linha e coluna da entrada a ser calculada, a forma

conexão e a variável da parametrização. Sua implementação é dada a seguir:

> calcularMatrizTPEntrada := proc(curva, linha, coluna, conexao,

> variavelP)

> local result,temp,i, con;

> result := 0;

> for i from 1 to dimDer do

> con := subs( variaveis[i]=curva[i], b );

> od;

> for i from 1 to dimSec do

> temp:= calcular1FormaDerivacao(conexao[linha,coluna],

> transpose(Matrix(Vector(dimDer,shape=unit[i]))));
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> result := result + temp*diff(curva[i],variavelP);

> od;

> return result;

A seguir usaremos esse procedimento como subrotina do procedimento calcularMa-

trizTP que toma como entrada a curva γ, a forma conexão e a variável da parametrização

e retorna toda a matriz Aγ. Sua implementação consiste apenas em calcular cada entrada

da matriz e é dada a seguir:

> calcularMatrizTP := proc(curvaSigma, conexao, variavelP)
> local i,j,k,matriz,temp;

> matriz := Array(1..dimDer,1..dimDer);
> for i from 1 to dimDer do

> for j from 1 to dimDer do
> matriz[i,j] :=

> calcularMatrizTPEntrada(curvaSigma,i,j,conexao,variavelP);

> od;

> od;

> return matriz;

> end:

Para montar o sistema de EDO's criamos o procedimento montarSistema que toma

como entrada a curva γ, a forma conexão e a variável da parametrização e retorna um

conjunto, cujos elementos são as equações que fazem parte do sistema. A implementação

deste procedimento é a seguinte:
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> montarSistemaTP := proc(curvaSigma, conexao, variavelP)

> local unknownVec,unknownVecD,i,alpha, system,temp,retorno;

> unknownVec := Matrix(dimSec,1);

> unknownVecD := Matrix(dimSec,1);

> system := {};

> for i from 1 to dimDer do
> unknownVec[i,1] := funcoes[i](s);

> unknownVecD[i,1] := diff(funcoes[i](s),s);

> od;

> temp:= MatrixAdd(unknownVecD,

> MatrixMatrixMultiply(Matrix(calcularMatrizTP([sin(s), cos(s)], b,

> s)),unknownVec));

> for i from 1 to dimSec do

> temp[i,1] := temp[i,1] = 0;

> od;

> for i from 1 to dimSec do

> system := system union {temp[i,1]};

> od;

Exempli�camos o uso deste último procedimento construindo o sistema para a

transporte paralelo no plano de Poincaré, com a conexão de Levi-Civita da métrica de

Lobachevsky (ver exemplo 1.8) através da curva s 7→ (2 + sen(s), 2 + cos(s)). Obtemos o

seguinte sistema:

> sistema:=montarSistemaTP([2+sin(s), 2+cos(s)], b, s);

sistema := {f2 ′ + f1 +
sin(s) f2

cos(s)
= 0, f1 ′ +

sin(s) f1

cos(s)
− f2 = 0}

Finalmente, utilizamos o mecanismo de solução de sistemas de EDO's do MAPLE

para calcular a solução do sistema. Para tanto, precisamos apenas do seguinte co-



39

mando:

> sol := dsolve(sistema,s);

Obtemos a seguinte solução:

sol := {f1 =
1

2
C1 +

1

2
C1cos(2s) +

1

2
C2sin(2s),

f2 = −1

2
C1sin(2s) +

1

2
C2 +

1

2
C2cos(2s)}

onde C1 e C2 são constantes arbitrárias.



Capítulo 3

Grupos de Holonomia

Neste capítulo de�niremos o grupo de holonomia associado a uma conexão. Este

grupo é de�nido através do transporte paralelo de vetores em curvas fechadas. Novamente,

nos restringiremos a conexões de�nidas em �brados vetoriais, embora qualquer tipo de

conexão de�nida em outros tipos de �brados gera uma aplicação de transporte paralelo e

este, por sua vez, gera uma noção de holonomia. Para considerações sobre holonomia em

outros tipos de �brados, ver [19].

Todas as curvas γ, utilizadas neste capítulo, estão de�nidas no intervalo I = [0, 1].

Além disso, usaremos a notação γ−1 para denotar a curva t ∈ I 7→ γ(1− t).

3.1 Grupo de Holonomia de uma Conexão

Pode-se de�nir uma estrutura de grupo no conjunto dos operadores de transporte

paralelo de uma conexão associados à curvas fechadas em um ponto �xo. Isto é de que

trata a

Proposição 3.1. Seja ∇ uma conexão, como na proposição 2.1. São válidas:

(a) Para cada p ∈M , o conjunto Hp(∇,M) = {P∇γ |γ(0) = γ(1) = p} é um grupo com a

operação de composição de funções. Este grupo é chamado de grupo de holonomia

40
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da conexão ∇. Quando não houver possibilidade de confusão, omite-se a variedade

da notação, ou seja, escreve-se Hp(∇), ao invés de Hp(∇,M).

(b) Se γ é uma curva diferenciável tal que γ(0) = p e γ(1) = q, tem-se:

Hq(∇) = P∇γ Hp(∇)(P∇γ )−1 = {P∇γ ◦ P∇ψ ◦ (P∇γ )−1|ψ é um laço com ponto base p}.

(c) Para cada p ∈ M , o conjunto H0
p (∇) = {P∇γ ∈ Hp(∇)|γ é contrátil} é um subgrupo

normal do grupo de holonomia, chamado grupo de holonomia restrita da conexão

∇.

Demonstração. (a) Da proposição 2.1, conclui-se ainda que, para cada p ∈M , o conjunto

Hp(∇) = {P∇γ |γ(0) = γ(1) = p} é um grupo com a operação de composição de

funções. De fato, se γ(t) = p, ∀ t ∈ [0, 1], tem-se que P∇γ (e) = IdEp , pois neste

caso a função Aγ é identicamente nula e, portanto, a solução do sistema (�) deve ser

constante, ou alternativamente, P∇γ = P∇γ•γ = P∇γ ◦ P∇γ , pela parte (c) da proposição

2.1. Além disso, vê-se facilmente da de�nição do transporte paralelo que

P∇γ−1 = (P∇γ )−1.

(b) Temos P∇γ Hp(∇)(P∇γ )−1 j Hq(∇), já que para todo laço ψ com ponto base em p,

tem-se

P∇γ ◦ P
γ
ψ ◦ (P∇γ )−1 = P∇(γ•ψ)•γ−1

e (γ • ψ) • γ−1 é um laço de ponto base q. Similarmente, se P∇σ , onde σ é um laço

com base em q, conclui-se que γ−1 • σ • γ é um laço em p e, portanto,

(P∇γ )−1 ◦ P∇σ ◦ P∇γ = P∇γ−1•σ•γ ∈ Hp(∇), de onde segue o resultado.

(c) A�rmamos que H0
p (∇) é não vazio. Com efeito, se γ0 é o laço constante em p ∈ M ,

tem-se P∇γ0 = IdEγ(0) ∈ H0
p (∇). Além disso, se γ e ψ são dois laços contráteis

com ponto base p, tem-se P∇γ ◦ (P∇ψ )−1 = P∇γ•ψ(1−t). Como cada um dos laços

γ e ψ é contrátil γ • ψ(1 − t) também o é (para leitura sobre a teoria sobre o

grupo fundamental utilizada aqui, recomendamos a leitura de seção 1.1 de [15]).

Aqui deve-se notar que admite-se o transporte paralelo em curvas diferenciáveis por

partes, como comentado na seção anterior. Seja agora γ um laço contrátil com base

no ponto p e ψ um outro laço também com ponto base em p. Para concluir que

H0
p (∇) é um subgrupo normal, basta observar que:

P∇ψ P
∇
γ (P∇ψ )−1 = P∇ψ P

∇
γ P

∇
ψ−1 = P∇ψ•γ•ψ−1
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Como γ é contrátil, ψ • γ • ψ−1, também o é, o que concluí a demonstração.

Da parte (a) da proposição anterior, conclui-se que Hp(∇,M) é um subgrupo de

GL(Ep), de fato, �xando uma base em Ep, Hp(∇,M) pode ser considerado um subgrupo

de GL(N,R), onde N é o posto do �brado. Note que desta forma, o grupo de holonomia

�ca de�nido, como um subgrupo de GL(N,R), a menos de conjugação (mudança de base).

Além disso, é imediato que, em geral Hp(∇,M)  GL(Ep), pois em Rn com a conexão

Euclidiana o grupo de holonomia é trivial. O cálculo do grupo de holonomia de uma

variedade munida de uma conexão é, em geral, um problema não trivial.

Da parte (b) da proposição anterior, conclui-se que, em uma variedade diferenciável

conexa M , pode-se de�nir o grupo de holonomia da variedade HM(∇) como o grupo de

holonomia em qualquer ponto. Com efeito, pela parte (b), todos os grupos de holonomias

são isomorfos e assim, o grupo de holonomia de M �ca de�nido a menos de isomor�smo.

Proposição 3.2. Sejam N uma variedade diferenciável, e π′ : F → N um �brado vetorial

sobre N e ∇̃ uma conexão de�nida no �brado vetorial F . Seja ainda f : M → N

uma função diferenciável. Para cada p ∈ M , de�nimos a aplicação f] : Hp(∇,M) →
Hf(p)(∇̃, N) como f](P

∇
γ ) = P ∇̃f◦γ. De�nida desse modo, f] é um homomor�smo de grupos.

Além disso, se f e um difeomor�smo, f] é um isomor�smo.

Demonstração.

f](P
∇
γ ◦ P∇σ ) = f](P

∇
γ•σ) = P ∇̃f◦(γ•σ) = P ∇̃(f◦γ)•(f◦σ) = f](P

∇
γ ) ◦ f](P∇σ ).

Obviamente, (f−1)] = (f])
−1. Com efeito, seO for uma variedade diferenciável, g : N → O

for uma aplicação diferenciável e π′′ : G → O for um �brado vetorial sobre O, no qual

está de�nida uma conexão ∇′, temos que:

(g ◦ f)](P
∇
γ ) = P∇

′

(g◦f)◦γ = P∇
′

g◦(f◦γ) = g](P
∇̃
f◦γ) = (g] ◦ f])(P∇γ ).

Deve-se notar a semelhança entre as propriedades do grupo fundamental e as pro-

priedades do grupo de holonomia apresentadas na proposição 3.1. Para tentar tornar
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mais clara a relação entre o grupo fundamental e a holonomia, notamos que há um

homomor�smo sobrejetor φ : π1(M, p) → Hp(∇)

H0
p (∇)

, de�nida, de maneira natural, como

φ([γ]) = P∇γ H
0
p (∇). De fato, φ é um homomor�smo já que

φ([γ] · [σ]) = φ([γ • σ]) = [P∇γ•σ] = [P∇γ ◦ P∇σ ] = [P∇γ ] · [P∇σ ].

Na de�nição desta aplicação, está sendo usado o fato de que para qualquer curva γ

contínua de�nida em um intervalo compacto da reta e tomando valores em uma variedade

diferenciável M , existe uma curva diferenciável por partes σ homotópica a curva dada,

tal que γ(0) = σ(0) e γ(1) = σ(1). Isto implica, em particular, o fato de que se M for

simplesmente conexo, então Hp(∇) = H0
p (∇) é trivial.

3.2 Histórico

A primeira de�nição de Grupo de Holonomia foi dada por Élie Cartan, na esperança

de que, pelo menos em alguns casos especiais, ele pudesse servir para classi�car variedades

Riemannianas, semelhante ao que é feito com o grupo fundamental em espaços topológicos.

Os grupos de holonomia foram bastante importantes nas descobertas de Cartan, que os

utilizou para classi�car espaços simétricos (conceito também introduzido por Cartan),

em 1925. Para mais detalhes sobre este trabalho de Cartan, ver seção 10.70 de [6]. Os

grupos de holonomia não receberam muita atenção da comunidade cientí�ca no início de

sua história, de fato eles foram quase praticamente esquecidos entre a de�nição dada por

Cartan e a década de 1950. Nesta década apareceram alguns resultados importantes nos

trabalhos de Ambrose (ver nota biográ�ca em [24]) e Singer ([1]) e Berger ([8]). Ambrose

e Singer relacionaram a holonomia de uma conexão em um �brado principal e a forma

curvatura ([26]) da mesma conexão. Recentemente, o seu estudo foi impulsionado por

aplicações à física teórica (ver, por exemplo, [2], [4] e [9]).
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