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Resumo

Nesta dissertacao estudamos os conceitos de Conexao, Transporte Paralelo e Grupo
de Holonomia. As conexdes sao definidas de forma algébrica. Um exemplo importante é
a conexao de Levi-Civita. Demonstramos que o modulo das segoes de um fibrado veto-
rial, admite uma conexdo. A Conexao, determina o Transporte Paralelo ao longo de um
caminho c¢. Se ¢ é um caminho fechado, obtemos o grupo de Holonomia. Neste trabalho,
h& uma preocupacao com os aspectos computacionais, assim, comentarios sobre a imple-
mentacao do calculo dos conceitos apresentados em softwares de computacao algébrica

estao presentes em todo o texto.

Palavras-chave: Conexoes; Fibrados Vetoriais; Transporte Paralelo; Grupos de Holono-

mia.



Abstract

In this Masters Thesis we study some important topics in the field of differential
geometry: Connections, Parallel Transport and Holonomy Group. We give a purely
algebraic definition of connection and afterwards we use this definition to study concrete
geometric problems. We present examples of important geometric constructions, such as
the Levi-Civita connection. We also give a proof of the existence of connections in vector
bundles. A connection defined in a vector bundle determines a notion of parallelism
that allow us to define the Parallel Transportation of vectors along a given curve c¢. We
also study the holonomy group of a connection defined in a vector bundle: the set of
Parallel Transportation Operators along closed curves. In this thesis, we are concerned
with computational aspects of the previously defined concepts, thus throughout the text
we will present comments on implementation of procedures to compute Connections and

Parallel Transportation using computer algebra systems.

Key words: Connetions; Vector Bundles; Parallel Transport; Holonomy Group.



Introducao

A teoria das conexoes teve suas raizes nos trabalhos do matematico e fisico Elwin
Bruno Christoffel, mas teve como seu inicio o desenvolvimento das idéias de Christoffel
feito nos estudos de Gregorio Ricci-Curbastro e Tullio Levi-Civita, dentre os quais pode-
se citar o famoso artigo [22] de 1900. Eles notaram que o conceito de conexao poderia
ser utilizado para dar sentido a derivada direcional de um campo de vetores ao longo de
uma curva (independente de coordenadas). Esta abordagem se mostrou muito poderosa,
sendo usada para definir a nocao de paralelismo de um campo de vetores sobre uma
curva, o que permitiu a criagao do transporte paralelo, que é um dos focos deste trabalho.
Além disso, conexdes permitem, por exemplo, considerar aceleracao de curvas o que, por
sua vez, possibilita definir geodésicas em variedades diferenciaveis. O primeiro capitulo
deste trabalho trata sobre conexoes. Inicialmente, apresentamos as definicoes béasicas
para o desenvolvimento da teoria. Posteriormente, definimos conexao de uma maneira
puramente algébrica e, finalmente, em termos mais geométricos, estudamos o problema
de existéncia de conexodes em fibrados vetoriais. Damos varios exemplos, dentre eles a
importante construcao da conexao de Levi-Civita. O capitulo termina com uma descrigao
da implementacao feita em [13| para o célculo de conexdes e um breve resumo historico

do desenvolvimento da teoria de conexoes.

Como dito anteriormente, o transporte paralelo foi uma das primeiras aplicacoes da

teoria de conexoes (e é uma das mais importantes). Informalmente, o transporte paralelo



¢ uma maneira de deslocar a geometria local de uma variedade ao longo de uma curva,
isto é, uma maneira de "conectar"as geometrias de pontos que podem ser ligados por
uma curva diferenciavel. Sua construgao serd dada, no capitulo tema do capitulo 2, e,
também neste capitulo, demonstramos as suas propriedades basicas. No final do capitulo

2, apresentamos rotinas implementadas, no MAPLE, para calcular o transporte paralelo.

No capitulo 3, definimos o grupo de holonomia de uma conexao. Este conceito
foi introduzidos por Elie Cartan, em 1923, para variedades Riemannianas, na teoria da
Relatividade Geral. Também no capitulo 3, demonstramos algumas propriedades impor-
tantes do grupo de holonomia e apontamos a relacao entre este e o grupo fundamental.

O capitulo termina com um pequeno resumo histérico da teoria dos grupos de holonomia.

As teorias de conexoes, transporte paralelo e grupos de holonomia, além de serem
importantes para a matematica pura, também sao bastante aplicadas como, por exemplo,
em Computagao Grafica ([14]), Computacao Quantica ([4]) e sobretudo em fisica como,

por exemplo, nas areas de mecanica quantica, relatividade geral e teoria das cordas (|2] e

19)-
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Capitulo 1

Conexoes

Neste capitulo, introduzimos o conceito de conexao. Utilizaremos aqui as notagoes,
defini¢oes e resultados apresentados no capitulo 1 de [26] e em [20]. A se¢ao 1.1 contém
mais defini¢oes e fatos basicos que serao utilizados ao longo deste trabalho. Na secao 1.2,
apresentamos a definicao de conexao e descrevemos algumas de suas propriedades basicas,
além disso, na subsecao 1.2.2, demonstramos um teorema de existéncia de conexoes em
fibrados vetoriais. Na secao 1.2.3, damos um resumo da implementacao do calculo de
conexdes feita em [13]|. Finalmente, na se¢do 1.2.4, apresentamos um resumo historico do

desenvolvimento da teoria das conexoes.

1.1 Preliminares

Doravante, A denotard uma k-algebra, onde k£ denota um corpo, que usalmente
serd R. Reservamos as letras M, N, E, I’ para denotar variedades diferenciaveis segundo a
defini¢ao de [27]. Os termos variedade, variedade diferenciavel sao usados como sinénimos.
Assumiremos conhecimento da terminologia usual da teoria de variedades diferenciaveis

(como, por exemplo, as usadas em [11], [20] e [27]).

Uma funcao entre duas diferenciaveis é dita diferenciavel, se for infinitamente di-
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ferenciavel. Uma aplicacao diferenciavel f : M — N entre duas variedades define duas

aplicacoes f, e f* chamadas pushforward e pullback, respectivamente, ver [20].

Um fibrado vetorial 7 : E — M serd sempre denotado por E, quando a aplicacao

projecao e a base do fibrado estiverem claros pelo contexto.

Se A é uma matriz, para denotar a entrada da i-ésima linha e j-ésima coluna de
A usamos a seguinte notacao A;, salvo mencao contraria. Quando nao houver risco de

confusao, faremos uso da convencao de Einstein, i.e., omitiremos sinais de somatorio.

Definicao 1.1. Seja D € L(A) (onde, L(A) denota operadores k-lineares de A), diz-se

que D € uma derivacao, se D satisfaz:
D(ab) = aD(b) + D(a)b,Va,b € A,
O conjunto das derivacoes de A serd denotado por Der(A).

Exemplo 1.1. A funcao identicamente nula é sempre uma derivagdo. Observa-se facil-
mente que o conjunto das derivacoes é fechado para as operagoes de soma, multiplicacao
por escalar e multiplicagao por um elemento da algebra dada, definidas naturalmente.

Logo Der(A) é um espago vetorial sobre k£ e um A-modulo.

Exemplo 1.2. Sabemos que o conjunto C*°(R™) é uma R-algebra, com as operagoes de
soma e multiplicagao usuais. Verifica-se, facilmente usando a definicao, que as derivadas
parciais {0, ..., 0, } sdo derivacoes em C°(R™). De fato, as derivadas parciais formam uma
base para o C*°(R")-mddulo das derivagoes de C*°(R"). Com efeito, por |16], podemos
entender derivagoes como campos de vetores (nesta referéncia é demonstrado que estes
dois conjuntos sao isomorfos como C*°(R")-mddulos e como algebras de Lie). Como
sabemos da teoria de variedades diferenciaveis, o conjunto dos campos de vetores em R",
Lrgre, ¢ um C*°(R™)-mo6dulo de posto finito igual a n e tem como uma base as derivadas

parciais.

Exemplo 1.3. Agora serd apresentado um exemplo de uma R—algebra que nao possui
derivagoes nao nulas. Seja C(R) a R-algebra das fungoes continuas definidas na reta e

tomando valores reais. Funcoes constantes, com valor ¢, serao denotadas por ¢. Seja
0 € Der(C(R)). Vamos mostrar que 9(f) = 0, Vf € C(R). Verifica-se facilmente que
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para todo ¢ € R, tem-se J(¢) = 0. Além disso, verifica-se que se p € R é tal que
f(p) = 0, entao 9(f)(p) = 0. De fato, seja g € C(R) tal que f(z) = (g9(x))* (obviamente
f(p) =0+ g(p) =0). Tem-se ainda:

a(f) =0(g°) = 34%0(g).

Logo, se f(p) = 0, entao O(f)(p) = 3(g(p))*d(g)(p) = 0. Com as observagoes feitas,

concluimos que:

—

A f)p)=0(f — f(p)(p) =0,Vp e R.

Conclui-se que 9 = 0.

Observacao 1.1. Esta definicdo de derivacao nao é a mais geral possivel. Para conside-
ragoes mais gerais ver o capitulo 16 de |[12]. No entanto, a definicdo que apresentamos ¢é

mais simples e serd suficiente para o que se segue.

O conjunto Der(A), é bastante rico em estrutura, no sentido de que, quando A
é uma algebra comutativa (o que suporemos daqui em diante), além de ser um espago

vetorial e um A-moédulo, também é uma algebra de Lie, segundo a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.2. Seja k um corpo. Um conjunto L é uma k-dlgebra de Lie, se é um k-
espago vetorial no qual estd definido um operador bilinear [-,-| : L x L — L (chamado

colchete de Lie) que satisfaz:

(1) [X,Y]=—-[Y,X],V X,Y € L (anti-simetria)

(1) [ X, Y], Z]+ [[Y, Z], X]+ [[Z, X],Y] =0,V X,Y, Z € L (identidade de Jacobi)

Exemplo 1.4. Em qualquer espaco vetorial V' pode ser definido um colchete de Lie,
basta definir [v,w] = 0,V v,w € V e, assim, V se torna uma algebra de Lie. Além
disso, para qualquer k-espaco vetorial V', o conjunto L(V') (operadores lineares de V)
também pode ser munido de o colchete de Lie definido por [Ly, Ls] = Ly o Ly — Ly o L.
Com esse colchete, L(V') é uma k-algebra de Lie. Observa-se que para uma k-algebra A,
Der(A) é um subespago vetorial de £(A) definindo como colchete de Lie a restricdo a
Der(A) x Der(A) do colchete definido acima, temos que Der(A) é também uma k-algebra
de Lie, desde que [Dy, Ds] € Der(A).
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H& uma maneira natural de associar a um grupo de Lie uma &lgebra de Lie de

acordo com as seguintes definicoes:

Definicao 1.3. Seja G um grupo de Lie e denote por L, : G — G a aplicagao de
multiplicagao a esquerda de G, i.e., Ly(g) = gg. Um campo de vetores X definido em
G € dito invariante a esquerda, se (Ly),. X = X,V g € G. A igualdade anterior deve ser

entendida da sequinte maneira

(Lg)*Xg = ng,v g,§] S G

Denotaremos por g o conjunto dos campos de vetores de um grupo de Lie G

invariantes a esquerda. Note que g forma um espaco vetorial.

Definicao 1.4. Seja G um grupo de Lie. Pode-se definir em g um colchete de Lie dado
por:
(X, V() = Xp(Y ) = V(X )

ondep € G e f € C®(G). Verifica-se que esta aplicagdo estd bem definida e que satisfaz
as propriedades do colchete de Lie. A dlgebra de Lie g é chamada a dlgebra de Lie do
grupo de Lie G e é denotada por Lie(G).

Para mais propriedades, exemplos e consequéncias, recomenda-se a leitura do capi-
tulo 15 de [20].

Definicao 1.5. Seja M uma variedade diferencidvel. Um fibrado vetorial real N -dimensional
sobre M ¢ uma variedade diferencidvel E, juntamente com wma aplicacao sobrejetiva

. E — M, tais que:

(i) Para cada p € M, o conjunto E, := 7~ *(p), chamado de fibra sobre o ponto p, estd

munido de uma estrutura de espaco vetorial real.

(ii) Para cada p € M, existe uma vizinhanga U de p em M e um difeomorfismo
O Y U) — UxRY tal que, se m : UXRY — U € a projecao na primeira varidvel,
temos m o ® = |11y Além disso, a restrigio de ® a E, € um isomorfismo de

espagos veloriais entre E, e {p} x RY.
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A wvariedade E é chamada de espaco total do fibrado, M € a base do fibrado e ™ € a
projecao do fibrado. Cada difeomorfismo ® é chamado uma trivializacao local do fibrado.

Se existir uma trivializacao local sobre toda a variedade M, entao o fibrado € dito trivial.

Definicao 1.6. Uma secao de um fibrado m : E — M ¢é uma funcao s : M — E tal que

s € C®(M,E) emos=1pg. Denotamos o conjunto de todas as se¢ées de E por I'g.

H4a uma maneira de induzir novos fibrados vetorias, a partir de um ja existente e
de uma funcao diferenciavel. Para tanto, sejam ng : E — M um fibrado vetorial sobre
M e f: N — M uma aplicacao diferenciavel. Considere o conjunto f*E = {(n,e) €
NxE|f(n) = ng(e)}. Definimos as aplicagoes f e 7w« da seguinte maneira: f : f*E — E
por f(n, e) = e, mpp ¢ a restricdo da projecdo na primeira variavel, definida em N x E,
para f*E. Desta forma, obtemos o seguinte diagrama comutativo:

fo(E) L~

E
-
M

Seja {(U,, ®,)} uma colecao de trivializagoes do fibrado E tal que U, cobrem M.

7Tf*E
N —

f

Construimos uma cole¢ao (V,, ¥, ) de trivializagoes do fibrado f*E da seguinte maneira:
Vo= YU, e Uy : (mpep)-1(Va) = Vo x RY tal que U, (n,e) = (n,®,(e)). Com essas
trivializacoes, f*E é um fibrado vetorial sobre N, chamado pullback de E pela aplicacao
f, ou ainda, o fibrado vetorial induzido por f. Se s é uma se¢ao do fibrado F, a aplicagao
(f*s)(n) = (n,s(f(n))) é uma secdo do fibrado f*E. Mais ainda, se {E,|a =1,...., N} é
um referencial do fibrado E, podemos obter um referencial { f*F,|a = 1, ..., N} do fibrado
f*E da seguinte forma: (f*E,)(n) = (n, E,(f(n))).

1.2 Conexoes

Nesta secao, introduziremos o importante conceito de conexao. Inicialmente,
seguiremos uma abordagem algébrica e depois utilizaremos a maquinaria desenvolvida

para estudar problemas geométricos.
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Definicao 1.7. Seja A uma R-dlgebra e M um A-mddulo. Uma aplicacao

V:Der(A)x M — M
(X,s) — V(X,s)=Vxs

que satisfaz as sequintes propriedades:

(i) V € A-linear, na primeira varidvel, i.e., Vxirys =Vxs+ fVys
(ii) V € R-linear na sequnda varidvel, i.e., Vx(s1 + Asg) = Vx(s1) + AVx(s2)

(iii) Vx(fs) = X(f)s+fVxs (Regra de Leibniz generalizada)

VieA VXY € Der(A),Vs, s1,s0€ M eV \€ER, serd dita uma conexio em M.

Observacao 1.2. Do ponto de vista algébrico, existe uma definicao mais geral de conexao

do que a apresentada acima. De fato, podemos definir uma conexao da seguinte forma:

Definigao 1.8. Seja A uma R-dlgebra e M um A-mddulo. Uma conexao € uma aplica¢ao
VM- QYoM (1.1)

onde QY denota o mddulo de diferenciais de Kilher de A e V satisfaz
V(as) =da® s+ aVs (1.2)

onde d é a derivada universal.

1.2.1 Exemplos de Conexoes
Como primeiro, observamos a existéncia de conexoes em modulos livres.
Proposicao 1.1. Seja M um A-mddulo livre. Entao M admite uma conexao.

Demonstracao. Seja {E4|l¢p € I} uma base de M, onde I é um conjunto de indices.

Definimos V : Der(A) x M — M da seguinte forma: Se s € M é tal que s = Z s'Ey,,

i=1
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n
entdo Vx(s) = ZX(si)E(bi. A verificacao de que V é uma conexao ¢ imediata. De

fato, no exemplog.ll de [26] é feita a demonstracao para o caso de M ser livre de posto

finito. Para o caso de dimensao infinita procede-se da mesma forma, tendo o cuidado

de “completar com zeros as coordenadas distintas” de dois elementos do modulo M.

Também é possivel generalizar a Afirmagao 1 de [26] no caso em que M é livre, ou seja,

se wy € Hom(Der(A), M), com ¢ € I, sdo escolhidos arbitrariamente, entdao pode-se
n

obter uma conexdo definindo Vx(E;) = ws(X). Neste caso, se s = Zs‘z’iE@, entao
. i=1

Vx(s) = Z X(s"”‘)Ed,i + sd’iwd,i (X) define uma conexao em M. O

i=1
No caso de uma conexao V definida em um modulo livre de posto finito N, podemos
associar & V uma matriz de formas diferenciais (elementos de (Der(A))*) w, chamada

forma conexdo, definida da seguinte forma: Seja {Fi,..., Ey} uma base de M, entdo
VxEq = 4wh(X)Es (ver, por exemplo, capitulo 2 de [26]).

Se V¢ com i = 1,...,k, sao conexoes definidas em um A-médulo M e \; sdo
nimeros reais tais que ) . \; = 1, entdo segue facilmente, da definicao de conexao, que a

aplicagdo V : Der(A) x M — M dada por Vxs =Y. \;Vis é também uma conexao.

Além disso, se a imagem de uma conexao V : Der(A)x M — M estiver contida em
um submodulo M’ entdo a aplicacao V' : Der(A) x M’ — M’ dada por Vx(s) = Vx(s)

define uma conexao em M’.

Se A é um conjunto de indices e {M;};cp € uma colegdo de A-modulos tal que em
cada M; esta definida uma conexao V' : Der(A) x M; — M, entdo podemos definir, de
maneira natual, uma conexao V no produto direto desses modulos, [],., M; (ver capitulo
2 de [3]), da seguinte forma:

(Vxs)i = Vis;.

A mesma construcao anterior pode ser empregada para construir uma conexao na

soma direta de uma colecao de modulos.

No seguinte exemplo verificamos a existéncia de moédulos que nao admitem conexoes.
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Rz, y]

(zy)

p(z,y) = zy. Em A cada classe de equivaléncia [p] admite um unico representante da

Exemplo 1.5. Seja A a R-dlgebra , onde (zy) denota o ideal gerado pelo polinémio

forma py,(z,y) = po + zp1(z) + yp2(y), onde py € R. Tal representante sera chamado
de protétipo da classe. Doravante, cada classe de equivaléncia serd representada pelo seu
prototipo, ou seja, escreveremos p,, para denotar [p|. Definimos as aplicacoes Dy, D; :
A — A por Di(p) = z0,(p) e D2(p) = y0,(p). Obviamente, D; e D, sao derivacoes
em A nao trivais ja que Di(x) = x e ig(y) = y. Além disso, yD; e xDy sdo ambas a
X
((y, @)

naturalmente, componente a componente. E imediato que 2 admite como geradores

derivacao trivial. Seja Q o A-moédulo

. Neste modulo as operacoes sao definidas

{6,862}, onde 6! = [(1,0)] e % = [(0,1)] e que este conjunto nao é uma base ja que

[y]o" + [x]6% = [(0,0)] (%)

Vamos mostrar que {2 nao admite conexodes. Suponha por absurdo, que exista uma

conexao V : Der(A) x Q — €. Temos que existem ¢, d, C, D € A tais que
(¥)Vp,(6Y) = ' +dé* e (x%)Vp,(0%) = C6" + D&%
De (*), temos que:
0= V.p,(6") = 2Vp,(0") = 2(cs* + d6?) = xcd" + 2ds”.

Do fato do termo mais a direita da sequéncia de igualdades acima ser nulo, con-

cluimos que existe u € A tal que

(i) ze =yp

(ii) zd = zp

De (i) e (ii), concluimos que ¢ = 0, ¢;(z) =0 e dy = 0.

Similarmente, usando (xx), concluimos que:

0 = Vap,(0%) = 2V p,(6%) = 2(Co' + D?) = 2O + 2D

Como feito acima, concluimos que Cy =0, Cy(x) =0e Dy = 0.
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Agora usemos a relagao (). Temos:

0= Vp,(yd' +26%) = y' +yVp,(8") +2Vp,(8%) = (y + yc + 2C)d" + (yd + xD)s*
Novamente, concluimos que existe u € A tal que

(i) yd+ 2D =zxp

(i) y + yc + 2C = yu

De (i), concluimos que py = 0. Usando este fato, de (ii), concluimos que ¢y = —1,

o que nos da uma contradicao. Logo, o médulo 2 nao admite conexoes.

O

Uma construcao importante na geometria Riemanniana ¢ a conexao de Levi-Civita.
Daremos uma generalizacao algébrica desta construcao, que seré apresentada brevemente
aqui, com o objetivo de dar exemplos importantes de conexdes em Der(A), associadas a
métricas. Nao faremos demonstracoes, por serem estas bastante conhecidas. Elas podem
ser encontradas em [26], [11] e [21].

Definicao 1.9. Seja A uma R-dlgebra. Uma métrica g € uma aplicacao bilinear
g: Der(A) x Der(A) — A
que satisfaz a sequinte propriedade: A funcado

Y : Der(A) — (Der(A))*
X — (X) =g(x X)

€ um tsomorfismo.

Deve ser notado que esta definicao inclui as métricas Riemannianas e as métricas

Lorentzianas.
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Definig¢ao 1.10. Seja V uma conezxao definida em um A-mddulo M, a aplicacao
7V Der(A) x Der(A) — Der(A)
(X,Y) — 7V(X,Y)=VyY -VyX - [X,Y]
€ chamada a tor¢cao da conexao V.

Dizemos que a conexdao V ¢é simétrica se ¥ X,Y € Der(A) tivermos que a tor¢ao

™V =0, ou seja,

ViV - VyX = [X, Y]. (1.3)

Definicao 1.11. Dizemos que a conexdo em Der(A), V, é compativel com a métrica g

seV X,Y,Z € Der(A) tivermos
X(g(Y, 2)) = 9(VxY, Z) + g(Y, VxZ). (1.4)

Teorema 1.1. (Levi-Civita) Dada uma métrica g, existe uma tunica conexdo denotada

por V9 € Con(Der(A)) que possui as sequintes propriedades:
(i) VY € simétrica

(H) X(g(Y, 2)) = g(VxY, Z) + g(Y, VxZ), ¥V XY, Z € Der(A).

Dessa forma, em uma R-algebra A, onde esta definida uma métrica, de acordo com
a definicao 1.9, é sempre possivel falar na conexao de Levi-Civita no sentido do teorema
1.1. Em particular, em uma variedade Riemanniana sempre é possivel falar da conexao

de Levi-Civita definida nos campos de vetores daquela variedade.

Definig¢ao 1.12. Seja M um A-mddulo, no qual estd definido uma métrica g (de acordo
com a defini¢ao 1.9). Um subconjunto {x,|a € A} de M, com A um conjunto de indices,

é dito ortonormal, se g(x,,xp) = 3, onde 0 denota o delta de Kronecker.

Proposicao 1.2. Seja M um A-mddulo livre de posto finito N, no qual estd definido
uma métrica g. Suponha que existe uma base ortonormal {Ey,...,Ex} de M . Se V
é uma conexao em M compativel com g, entao a forma conexao de V referente a base

{FE1, ..., Ex} € anti-simétrica.
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Demonstragao. Como V é compativel com g, substituindo Y = E; e Z = Ej; na definicao

de compatibilidade, temos:
0= X(9(Ej, Ev)) = g(Vx Ej, Ey,) + 9(E;, Vx Ey) =

> W(X)g(E, By + Y wh(X)g(Er, Ey) = wl(X) + wl(X)

Nossa gama de exemplos de conexoes serd aumentada nas préoximas secoes, nas
quais demonstraremos que conexoes existem em fibrados vetoriais e que no caso em que
os A-modulos Der(A) e M sédo livres de posto finito, o conjunto das conexdes esta em
bijecao com o conjunto das matrizes de 1-formas diferenciais. Como ultima observagao
citamos a proposi¢ao 2.2 de [26], na qual é provado o fato de que o conjunto das conexoes
em um A-mddulo M é um espaco afim sobre o R-espago vetorial das formas A-bilineares,
Bil(Der(A) x M, M). Portanto, uma vez demonstrada a existéncia de uma conexao,

obtém-se muitas outras de forma natural.

1.2.2 Existéncia de Conexoes em Fibrados Vetoriais

Nesta secao, demonstraremos um teorema de existéncia de conexoes em fibrados
vetoriais. Conexoes podem ser estudadas em fibrados mais gerais, mas estes nao serao
considerados aqui. Para um estudo aprofundado de conexdes em fibrados mais gerais,

recomendamos a leitura do capitulo 2 de [19].

O lema seguinte é um resultado de grande importancia que sera usado na demons-

tracao da proposicao 1.3.

Lema 1.1. (Ezisténcia de Parti¢ées da Unidade) Seja M uma variedade diferencidvel e
{Uu|a € A} uma cobertura aberta de M. Existe uma particao da unidade enumerdvel, i.e.,
um conjunto {¢;|i € N} subordinada & cobertura {U,} com suppp; compacto para cada i.
Caso nao se exija suportes compactos, pode-se concluir que existe uma particdo da unidade
{¢ili € N} subordinada & cobertura {U,} (i.e., suppp, C U,) com uma quantidade no

mdadzimo enumerdvel de ¢, nao identicamente nulos.
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Demonstragao. Ver pagina 11 de [27]. O

O conjunto C*°(M) das fungoes diferenciaveis em uma variedade M é uma R-
algebra com as operacoes de soma, produto e multiplicacao por escalar usuais. O conjunto
Der(C>(M)) (que é isomorfo como algebra de Lie e como C'*(M)-modulo ao conjunto
dos campos de vetores de M | por [16]) é um C°°(M)-mbdulo, também com as operagoes
usuais ([20]). Além disso, se 7 : E — M é um fibrado vetorial definimos uma estrutura
de C*°(M)-moédulo no conjunto I'g, de maneira semelhante a estrutura do conjunto dos

campos de vetores. Assim, faz sentido o seguinte resultado:

Proposicao 1.3. Seja 7 : E — U um fibrado vetorial. Eriste uma conexao
V:FTUXFE—)FE.

Em primeiro lugar, fazemos a hipotese de que o fibrado é trivial, i.e., ele é da forma
E =U xV, onde V é um espaco vetorial de dimensdo finita N. Seja {vy, ..., vy} uma base

de V. Para «, definimos E, € I'g por E,(p) = (p, va)-

Afirmagao 1. § = {FEy, ..., Ex} € uma base do C3P-mddulo livre 'y de posto N.

Demonstragao. De fato, seja s € I'g. Temos s(p) = (p, §(p)), com § € C*(U,V). Além
disso, 5(p) = Zf\vzl sMp)Ex(p),Vp € U, com s* € CF. Assim, 0 gera ['p. Este conjunto

é obviamente linearmente independende. O

Deste modo, podemos utilizar a proposicao 1.1, para definir uma conexao
V : Der(Cg?) x I'g — I'g. Com efeito, basta definir V do seguinte modo

Vx() $*E\) =) X(s")Es.

N
A=1 A=1

No caso geral, escolhemos um atlas {(Us,, ¢4)}o tal que as vizinhancas coordenadas
satisfazem a defini¢ao de fibrado (no sentido de que {(U,, ¢s)}a € uma trivialiazacio de
E) e que exista uma parti¢do da unidade subordinada a essa cobertura. Isto é possivel,
pela maximalidade do atlas tomado na variedade (basta tomar interse¢oes sempre que

necessario). Para cada uma das vizinhangas coordenadas U,, existe uma conexao V¢ :
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Der(Cg) x T'y, — Ty, pela primeira parte da demonstracdo. Usando as aplicagoes
particoes da unidade ¢,, estendemos cada V¢ para ¢,V* : Der(Cg) x I'y, — TI'g.
Define-se entao uma aplicagdo V : Der(Cg?) x 'y — I'g, dada por

Z% (Vo (5l0.)) (P)

Uma observacao importante é que, pela definicao de particao da unidade, para cada ponto
p, esta soma é finita, portanto nao ha problemas de convergéncia. Essa aplicagao é uma
candidata natural para conexao. Para verificar que ela realmente satisfaz a definicao 1.7

procede-se da seguinte maneira:
(i)
(Vv (s) Z% )V (x4, (510 Z% )(V Xl 71, (5]0)) () =
Ea;(ba(p)(vaxw ) +Z¢a V¥, (510.))(0) = (Ve (s) + Yy (5)) ():
(ii)

(Vix(s) Z% ) (V3010 (5l0))( Z% VO o Xl (810.)) () =

Z% (1o V' x, (sl ) Z¢a (Vo (sl0.)) () = (FVx()(p).
(iii)

(Vx(s1+s2)) Z% VX, (s1+52)[0) (p Z% (VX (s1]vat52/0.)) (P)

= Ga(D) (Vo x|y, (51],))( +Z¢a VX (52[0.)) () = (Vxs1+ Vixs) (p):
(iv)
VX fS Z¢a X|U fS ‘Ua Z¢a X|U f’UQS\Ua))(p)
= Z% (Xlv. (floa)slv. + flo. Vxp, (slv.)) (p)

= Z% )sloa) @) + D (Flo. Vi, (s10.))(0) = (X (f)s + [V () (D).
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A demonstragao anterior faz uso de uma técnica bastante utilizada em variedades
diferencidveis: realizar construcoes localmente e estendé-las por meio do uso de particoes
da unidade. Esta abordagem também pode ser utilizada para demonstrar que qualquer

variedade diferenciavel admite uma métrica Riemanniana (ver capitulo 1 de [11]).

Exemplo 1.6. Considerando o fibrado tangente de R™, a proposi¢ao anterior (e a proposigao
1.1) nos d4 uma maneira de construir uma conexao explicitamente, pois esse fibrado é triv-
ial. De fato, seguindo a construcao dada na demonstragao da proposi¢ao 1.3, conseguimos
um exemplo de uma conexao definida no fibrado tangente de R". Tomando como base do
C*(R™)-modulo das segoes do fibrado tangente de R™, os campos coordenados derivadas
parciais {0y, ...0,}, onde 0;(p) = (p, €;) com e; sendo o i-ésimo vetor da base candnica de
R"™, uma secao desse fibrado, torna-se uma funcio s : R* — R?" tal que as n primeiras

funcoes formam a identidade de R"™. Definimos:

Esta conexao é chamada de a conexao Euclidiana, pois, como veremos na secao 1.2.3, esta

é a conexao de Levi-Civita associada & métrica euclidiana em R".

No caso de conexoes definidas em fibrados vetoriais, como também é comum em
construcoes definidas em variedades diferencidveis, pode-se notar que conexoes tém um
caracter local, no sentido de que o valor de Vx(s) em um ponto p € M depende somente
do valor de X e de s em uma vizinhanca (arbitrariamente pequena) de p (ver lemas 4.1
e 4.2 de [21]). Pode-se tornar essa observagdo mais precisa, de acordo com a seguinte

Proposicao:

Proposicao 1.4. Sejam M uma variedade diferencidvel, 7 : E — M um fibrado vetorial

sobre M e uma conexao V definida no fibrado E. Sao vdlidas as sequintes afirmacoes:

(i) Sejam X, X campos de vetores tais que X, = X,, entio Vx(s)|, = Vg (s)|,, Vp € M.

(ii) Sejam s e § segoes de E, tais que s, = §,, para algum p € M. Além disso, suponha
que eziste um sistema de coordenadas (x1, ..., T,) ao redor de~p tal que, se
s=3 ,5Ey es=>5E, tem-se 0;(s*)|, = gij (p) = gj: (p) = 0;(8%)|p, com
i=1,..,n, entdo Vx(s)|, = Vx(5)],.
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Demonstracgao. (i) Pela linearidade de V na primeira variavel, é suficience provar que
Vx(s)|, = 0, se X, = 0. Utilizamos o lema 4.1 de [21], que afirma que o valor
Vx(s)|, depende do valor de X em uma vizinhanca do ponto p. Assim, tomando
uma vizinhanga coordenada (U, ¢) de p podemos, localmente, escrever X = X0,
onde {0;|i = 1,...,n} sdo os campos de vetores coordenados associados a carta ¢.

Como X, = 0, concluimos que X! = 0. Temos:
Vx(s)lp = Vxia,(s)]p = Xi(p)v&(sﬂp =0

(i7) Novamente, pelo lema de 4.1 [21], temos que o valor de Vx(s)|, depende do valor

de s em uma vizinhanca do ponto p. Temos:
Vx(s)l, = Vx(s"Ea)lp = Xp(sa)Ea|p+3$vX(Ea)|p = Xp(ga)Ea|p+§gvX(Ea)|p = Vx(3)lp
a terceira igualdade é vélida, pois

Xp(s%) = Xi(p)ap(sa) = Xi(p>8p(§a) = Xp(5%)
O

Pela proposi¢do anterior, o valor de Vx(s) em um ponto p, depende do valor de

Xp. Assim, como ¢é usual escreveremos Vi, (s) para denotar Vx(s)|,.

Concluimos esta secao com um breve comentario sobre a construcao do pullback
de uma conexao. Esta construcao permite definir o transporte paralelo como veremos
no proximo capitulo. Sejam 7 : E — M um fibrado vetorial, no qual esta definida uma
conexao V, e uma aplicacao diferenciavel f : N — M. Localmente, conseguimos definir a
forma conexao w da conexao V, fixando um referencial local do fibrado FE, isto é, em um
aberto U de M fixamos uma base {E, ..., Ex} do fibrado I';. Como explicado no final do
capitulo anterior, {y*E1,...,7*Ex} forma uma base de I',.p-1(yy. Definimos em f~(U)

uma conexao da seguinte maneira

(fV)x(s) = (FV)x(s*(fEa)) = X(s*)(f*Ea) + s*(frwi) (X).

Verifica-se que, escolhendo um outro aberto U (que intercepta U), no qual esta definido
um referencial {E}, ..., Ex} e a forma conexiio de V é &, existe uma tinica conexdo definida
em U U U, cuja restricao para U (resp. U) tem forma conexio w (resp. @). Dessa forma,

podemos definir uma conexao em todo o fibrado f*FE, para mais detalhes ver [5].
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1.2.3 Implementacgao

Nesta secao daremos uma descri¢ao da implementacao do célculo de conexoes feita
em [13]. Esta implementacao foi feita utilizando o Maple 12. Para fim de implementacdo,
consideraremos uma conexao V definida em um fibrado vetorial N-dimensional
m: F — M, tal que exista um sistema de coordenadas global em M. Deste modo pode-se
calcular conexoes localmente. A proposicao 1.4 nos permite concluir que esta hipdtese
nao restringe a utilidade desta implementacao, ja que sempre pode-se tomar coordenadas

em torno do ponto de interesse e calcular utilizando-se as propriedades usuais de conexao.

Com a hipotese de existéncia de um referencial global, é possivel fixar bases
0 ={01,..,0,} e A = {FEy, ..., Ex} para os C®°(M)-moéduloS, Der(C*(M)) e I'g, re-
spectivamente. Assim, cada X € Der(C*(M)) pode ser composto com o inverso do
sistema de coordenadas e, desse modo, representado por n fun¢oes em C*°(R™), onde m
¢ a dimensao da variedade M. De forma analoga, compondo com o inverso do sistema
de coordenadas e usando as trivializacoes do fibrado, pode-se representar cada secao de
E por N fungdes em C*°(R™). Dessa forma, podemos restringir nosso tratamento ao R™
e considerar 0; como a i-ésima derivada parcial. Temos agora todas os requisitos para
implementar o calculo de conexdes. Nas bases fixadas, se D é uma derivacao e s ¢ uma

secao do fibrado E tal que s = s“FE,, o calculo de conexoes é dado pela seguinte expressao:

D(s") wi(D)  wy(D)  w3(D) wy(D) s'

D(s? wi(D) w3(D) wi(D w3 (D s
V()] = 5 (D) w3(D)  wy(D) (D)

D(s") w'(D) wy(D) wi'(D) wy (D) 5"

O procedimento que realiza o calculo de uma conexao V dada em uma derivagao
D e um elemento s do médulo I'g é calcularConexao. Ele toma como entradas a matriz
de 1-formas diferenciais que representa a conexao nas bases fixadas, o vetor coordenadas
de uma derivacao D na base dada pelas derivadas parciais e o vetor coordenadas de uma

secao s. O uso desse procedimento é exemplificado a seguir:
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> zeta:= Matrix([x1*x2, x1x*x1]):
> t:=calcularConexao(([ [[x1 + x2, x1],[x1*3, x1+ x2]1]1, [[x1,
> sin(x2)]1,[x1, x2]1] 1), [x2*2 + x1,x2],zeta):
> map(simplify,t);
222% +2x1 12 + 5217 x2° + 8u1® 2 + 221 x2° + 3x1*
z1 (422 + 221 + 32l 12% + 321?22 + 12%sin(22) + x1)

Nesta implementacao ha o procedimento LeviCivitaMatriz, utilizado para calcular
a matriz de 1-formas da conexao de Levi-Civita, a partir de uma métrica g dada. Com
as hipoteses sobre o sistema de coordenadas global, é possivel associar uma matriz G a
métrica da seguinte forma: G;; = ¢(0;,0;). Os proximos exemplos demonstram o uso

deste procedimento.

Exemplo 1.7. No exemplo 1.6, citamos que a conexao 1a definida era conhecida como
conexao Euclidiana devido ao fato de esta ser a conexao de Levi-Civita da métrica Eu-
clidiana. Verificaremos esse fato para R? utilizando o procedimento LeviCivitaMatriz. A
matriz associada & métrica Euclidiana é a matriz identidade em todo ponto do R?, desse

modo:

> b:=leviCivitaMatriz([[1,0],[0,111);

| loo] ool
oo [oo]

Exemplo 1.8. Resolveremos o item (a) do exercicio 8 do segundo capitulo de [11].
O exercicio consiste em encontrar a matriz da conexao de Levi-Civita da métrica de

Lobatchevski em R** = {(z,y) € R;y > 0}. Tal métrica ¢ dada pela matriz gaxo tal
1

que gi1 = g2 = —5 € gi2 = go1 = 0. Utilizando a rotina leviCivitaMatriz, obtemos:
Y

> b:= leviCivitaMatriz([[1/x2~2,0],[0,1/x2~2]1]1);

5] |
bo— z2 x2
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1.2.4 Histoérico

Os primordios da geometria diferencial surgiram com Gauss (30 de Abril de 1777
- 23 de Fevereiro de 1855). O principe dos mateméticos introduziu diversos conceitos
geométricos importantes (como, por exemplo, a curvatura de Gauss), quando tentava
solucionar o problema de medir a extensao territorial de um reino, que lhe foi proposto
pelo rei de seu pais. Os conceitos introduzidos por Gauss, foram generalizados por muitos
matematicos, destacando-se entre eles Georg Friedrich Bernhard Riemann (17 de Setem-
bro de 1826 - 20 de Junho de 1866). Este grande matematico foi o fundador da chamada
Geometria Riemanniana, de onde surgiram os objetos matematicos que sao o foco deste
trabalho: Conexoes e Curvatura. O conceito de conexao surgiu dos trabalhos de El-
win Bruno Christoffel (10 de novembro de 1829 - 15 de margo de 1900) com a criagdo
da chamada conexao de Christoffel. Posteriormente, as conexoes foram estudadas por
Gregorio Ricci-Curbastro (12 de janeiro 1853 - 6 de agosto 1925) e seu estudante Tullio
Levi-Civita (29 de marco de 1873 - 29 de dezembro de 1941). Este tltimo foi de funda-
mental importancia para o desenvolvimento de conexoes, demonstrando a existéncia da
conexao de Levi-Civita e o importante processo de transporte paralelo (que consiste em
uma generalizacdo de translagoes paralelas no plano). Além disso, Levi-Civita explorou
a relacao entre o transporte paralelo e a curvatura para desenvolver a nocao moderna de
holonomia. Contribui¢des mais recentes sdo devidas a Elie Cartan (9 de abril 1869 — 6 de
maio 1951), Jean- Louis Koszul (nascido em 3 de janeiro 1921) e Charles Ehresmann (19
de abril de 1905 — 22 de setembro de 1979). Cartan generalizou as idéias de conexoes,
criando a conexao de Cartan, para estudar problemas geométricos do programa Erlangen
de Felix Klein. Além disso, ele aplicou as idéias de dindmica de Gaston Darboux para
generalizar a nogao de transporte paralelo para a sua classe de conexoes. Em 1950, Koszul
publicou o seu trabalho intitulado Homologie et cohomologie des algebres de Lie, no qual
d4 a definicao do que viria a ser chamado a conexao de Koszul, uma linguagem algébrica
para falar de conexoes que traduzia as nogoes de derivada covariante e transporte para-
lelo para o mundo algébrico. Por esta razao, esta definicao foi amplamente adotada pela

comunidade de geometria diferencial.

Em [28], os autores fazem um retrospécto histoérico do conceito de conexdo sob o
ponto de vista da fisica, com raizes historicas bem mais antigas do que as matematicas

citadas acima.



Capitulo 2

Transporte Paralelo

Este capitulo aborda o tema principal desta dissertacao: o Transporte Paralelo.
Este constitui uma aplicacao muito importante do conceito de conexoes, apresentado
no capftulo anterior. Seguiremos aqui a filosofia até agora empregada: generalizar os
conceitos classicos de forma algébrica e desenvolver métodos para fazer computacoes com
os mesmos e depois instanciar tais modelos em situagoes concretas. O transporte paralelo
generaliza para variedades arbitrarias a nocao intuitiva de deslocamento com velocidade
uniforme. A nocao intuitiva de tal movimento pode ser obtida considerando o caso do R",
no qual (por motivos que devem ficar claros mais adiante) mover-se de um ponto a outro
¢ simplesmente manter o mesmo vetor velocidade. O fato deste movimento ser simples de

descrever no caso do R" deve-se a relativa simplicidade da métrica Euclidiana.

O presente capitulo estd organizado da seguinte maneira: na secao 2.1 damos a
construcao do operador de transporte paralelo para fibrados vetoriais. Ja na secao 2.2,
fazemos comentarios sobre suas principais propriedades. Na tltima secao do capitulo, a

secao 2.3, apresentamos uma implementacao no MAPLE do calculo do transporte paralelo.

2.1 Construcao do Transporte Paralelo

Nesta secao vamos contruir o operador de transporte paralelo. Para tanto, sejam

M uma variedade diferenciavel e « : [0,1] — M uma curva diferenciavel com ~(0) = p.
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Sejam ainda 7 : E — M uma fibrado vetorial sobre M e V : Der(C*(M)) x ' — I'g
uma conexao. Inicialmente, faremos ainda as hipoteses de que existe um sistema global de
coordenadas em M, dado pela carta c e esta determina os campos de vetores {1, ..., O, },
e que E é um fibrado vetorial trivial, i.e., é da forma M x R" e, portanto, pode-se
escolher uma base § = {E}, ..., Ex} para o C*°(M)-mo6dulo I'g, como na demonstragao

da proposicao 1.3.

Definigao 2.1. Dizemos que uma segao s do fibrado v*E € paralela & curva vy : [0,1] — M
emt € [0,1], se (v*V)as)(t) = (¢,0), onde O denota a derivagio usual da reta. A se¢do

s € dita paralela o curva vy, se é paralela 6 v em t, ¥Vt € [0, 1].

Queremos mostrar o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Dada a curva y e um vetor v € E, ), eriste uma unica se¢ao, s do fibrado

v E, paralela o curva v tal que s(0) = (0,v).

Procuramos entdo uma secao s € I',+ g tal que ((7*V)ss)(y(t)) = (¢,0) e que
s(0) = (0,v). Fixado ¢, temos:

(7" V)as = (7"V)a()_ s*(v'Ea)) = ) 0(s*) (v Ea) + Z 5 o(7" Ep) =
S0 (v Ea) + ZZ WO Bl (F)

Temos que a primeira parte do somatoério () avaliada em ¢ resulta em:
() 0(s*)(v*Ea Zat ) Ealyw)

Temos que a segunda parte do somatorio (f) avaliada em ¢ é:

(Z Zsﬁ(’y*wg)( ZZS w5|7 ( ))(ta Ea|'y(t)) =
o B
ZZ (O)wg |y (V1) Ealye)
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Utilizando os dois resultados anteriores, obtem-se que o somatorio (f) avaliado no

ponto t é:

(V*V)as)(t Zat )Ealy) +ZZS Hwilyo (Y(8) Ealy)

Denotando coy(t) = (v!(t), ..., 7" (t)), obtemos que §(t) = >, 7" (t)d;|; e, portanto,

(7" W)as)(t) = (£, > _[0e(s*) + D> Y A" (0)s” (0)w§ (9) |y Ealye)
B i

«

Escrevendo ainda ¢ = (s',...,s") e a fungao A,, que toma valores nas matrizes
quadradas de ordem N com entradas reais (A,)5(t) = >, 7"(t)w§(0i)lyw), obtemos o

seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinérias:
U(t) + Ay ()Y (t) = 0. (1)

Como o objetivo é transportar paralelamente o vetor v, procura-se a solucao do
sistema acima com o dado inicial ¢(0) = v € RY. Esse sistema pode ser sempre resolvido
e de forma tinica, portanto, obtemos uma (tinica) solugao 1 : [0, 1] — RY que satisfaz a

equacao anterior.

Definicao 2.2. O operador de transporte paralelo associado a uma curva v e a uma

conexao V € definido por:
=D W () Ea(r(1))-

Usualmente, estaremos interessados no transporte paralelo de um vetor v € E, )

para a fibra E, ).

Deve ser notado que na construcao do pullback de um fibrado vetorial, esbogada
no final da secao 1.1, o pullback é realizado através de uma funcao f: N — M, onde N é
uma variedade diferenciavel. No caso do transporte paralelo, devemos fazer o pullback do
fibrado E através de uma extensao da curva v a um intervalo aberto ligeiramente maior

que I, e restringir a solucao para [ posteriormente.
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2.2 Propriedades do Transporte Paralelo

Nesta secao, apresentaremos algumas propriedades importantes do transporte pa-
ralelo. Se v e 0 sao duas curvas definidas no intervalo I = [0, 1] tais que (0) = (1), usa-
mos a nota¢ao yeo para denotar a curva yeo(t) = o(2t), set € [0, 3] e yoo(t) = v(2t—1),
se t € [3,1].

Proposicao 2.1. Utilizando a mesma notacao da secao 2.1, temos:

a : E0) = E, € linear. De fato, é um isomorfismo entre 0s espagos vetorias
PY : By — Eyq €li De fato, PY ¢ um i t tori
Eyo) € Erqy-

(b) Se o é uma outra curva tal que o(0) = v(1) e a curva composta yeo € C*([0, 1], M),

V _ pVg,pv
tem-se que P, = P} o PY.

(c) va independe da parametrizacio da curva vy, isto é, se ¢ : [0,1] — [0,1] € uma

bijecao diferencidvel estritamente crescente tal que ¢(0) = 0 e ¢(1) = 1, tem-se
vV _ pv
Py, = PY.

Demonstragao. (a) Basta observar que o sistema (f) é linear e homogéneo, logo o con-
junto de solucoes forma um espaco vetorial. Pela unicidade da solugao para cada
dado inicial, tem-se Py é linear. Para demonstrar que ele é um isomorfismo, basta
verificar a injetividade (j4 que os espagos vetorias tém a mesma dimensdo finita).
Assim, seja e € Ker(P)). Verifica-se facilmente que a solucao do sistema (f) com

dado inicial e, também é solucao do sistema

V() + Ay (O9(t) = 0

com dado inicial 0 € E,(;). Por unicidade, tal solucao deve ser constante igual a 0.

Logo, e = 0.
(b) Verifica-se diretamente das equagoes e utilizando unicidade.

(c) Basta observar que se 1) é solucao do sistema () com dado inicial e, entao 1) o ¢ é

solucao do sistema:
W) + Agos()10(t) = 0

com o mesmo dado inicial.
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Faz-se a observacao de que se v é uma curva em M, nao necessariamente contida
em uma vizinhanca coordenada U, de M, pode-se realizar o transporte paralelo entre os
extremos de ~ utilizando repetidamente a construcao anterior, ji que é possivel cobrir
v([0,1]) com um niamero finito de vizinhangas coordenadas. Explicitamente, as vizinhan-
cas coordenadas de um atlas de M, induzem uma cobertura aberta do intervalo [0, 1].
Se A ¢ o numero de Lebesgue dessa cobertura, divide-se o intervalo [0, 1] em um nimero
finito de subintervalos de comprimento menor do que A. Pela definicao do niimero de
Lebesgue, tem-se que cada um dos intervalos da subdivisdo de [0, 1], logo sua imagem
estd contida em alguma vizinhanca coordenada e, portanto, pode-se realizar em cada
intervalo da subdivisao o transporte paralelo como descrito anteriormente. Além disso,
verifica-se facilmente que as propriedades apresentadas na proposicao 2.1 permanecem
validas neste caso. Observa-se também que é possivel estender ainda mais a nogao de
transporte paralelo, no sentido de que é possivel definir a operacao de transporte paralelo
em curvas que nao sao diferenciaveis, toma-se a restricao mais fraca de que a curva tem

que ser continua e diferenciavel por partes, segundo a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3. Uma aplicag¢io continua 7y : [a,b] — M € dita diferencidvel por partes, se

é

existe uma parti¢ao {to, ..., t,} do intervalo [a,b], tal que to = a e t, =b €y, = V| ti1]

diferencidvel.

No caso de uma curva diferenciavel por partes, procede-se de maneira natural
definindo
PY =Py o..oP}

Y Tn—1

Ha, em um certo sentido, uma equivaléncia entre as nocoes de conexao e transporte
paralelo, isto é, munir um fibrado vetorial de uma conexao é equivalente a muni-lo com
uma correspondéncia entre curvas e operadores de transporte paralelo. A construcao
anterior demonstra como realizar um caminho desta equivaléncia: Conexao = Transporte

Paralelo. Para o caminho inverso, recomenda-se a leitura de [18].

Exemplo 2.1. Vamos calcular o transporte paralelo no caso do fibrado tangente da reta
real. Para tanto, usamos uma conexao V : Der(C™(R)) x Der(C*(R)) — Der(C>(R)).

Fixemos como base a = {0} de Der(C>(R)), onde O representa a derivada usual de R.
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Seja § = {0"} a base dual de a. Seja [V], = [I'] a matriz da conexdo V na base a. Seja
ainda v : [0,1] — R uma curva diferencidvel. Procuramos entao um campo de vetores

V =V, cuja derivada covariante seja nula. Temos:

VI(t) ++/ ()T o))V (1) = 0.

Que tem como solucao:
b(t) = V(0)e Jo ¥ ®YTon(k)dk

Exemplo 2.2. Com a conexao do exemplo 1.6, o processo de transportar paralelamente
um vetor de R™ é, simplesmente, o que usualmente se entende por mover um vetor. Para
ver isso, nota-se que para esta conexao, as 1-formas diferenciais wj sao nulas e, portanto,
as solugoes do sistema (1) devem ser constantes. Assim, por exemplo, o transporte paralelo
de um vetor v = (v, v9) € R? com ponto base em (1,1) para o ponto (1,2) ao longo da
curva 7 : [0,1] — R? com ~v(¢) = (1,1 +t) tem como resultado o vetor v = (v, v;) com

ponto base em (1,2).

Exemplo 2.3. Considere agora o subconjunto aberto de R? H™ = {(z,y) € R?|y > 0}.
No exemplo 3.1 de [26], o autor demonstra que Der(C*(H™)) é um C*°(H™)-modulo livre
de posto 2 e que os campos derivadas parciais {0,,0,} formam uma base desse modulo.
Ainda neste exemplo, uma conexao V : Der(C®(H™))x Der(C>*°(H™)) — Der(C*(H™))
foi definida. Com relagao a base definida pelos campos derivadas parciais a matriz dessa

conexao é:

2dz  dz
0 dy

Para constatar em um exemplo como a conexao influencia no transporte paralelo, calcule-
mos o transporte paralelo de um vetor v = (v, v3) com ponto base (1,1) em H com essa

conexao. Neste caso, o sistema () é simplesmente:

P (t) [0 vt [0

P2 (t) 01 »? 0
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com dado inicial (¥'(0),%?(0)) = (v1,vs). Neste caso, Py (e) = (v, —UQ), onde e denota o
e
ntmero de Euler.

Uma demonstracao visual do transporte paralelo na esfera S? pode ser encontrada
em [25].

O exemplo 2.1 sugere uma importante propriedade do transporte paralelo. Nota-se
nesse exemplo que o transporte paralelo preserva a orientacao do vetor, no sentido que,
se o vetor inicial for positivo, o final também sera. Esse fato pode ser generalizado para

variedades de dimensoes arbitrarias, segundo a

Proposicao 2.2. Sejam E, M eV como na construcao do transporte paralelo, feita an-
teriormente. Sejam U um aberto de M e E = {F, ..., E,} base de I'y. Para cada p € U,
fizamos em E, a orientagdo dada pela base { E1(p), ..., E.(p)}. Entdo, para qualquer curva
v : I — U, o operador de transporte paralelo Py : Ey0) — E,) preserva a orientagao,
ou seja, a matriz de mudanca de base, da base dada por Py(Ez‘H(o)) para a base Ej|y 1),
tem determinante positivo.

Demonstragdo. Para cada i = 1,...,n, definimos ¢; = (¥}, ...,9") a solucdo do sistema
(1) com dado inicial E®|,) = ¢; (base canonica de RY). Definimos a aplica¢o

P:[0,1] = Myxn(R) dada por

U)W (t) W (t) .. YR ()

A aplicacao P é continua, ja que cada @D;'- é continua e a funcao determinante também é
continua. Além disso, P(0) = 1 e P(t) # 0, pois o transporte paralelo é um isomorfismo.
Logo, pelo teorema do valor intermediario, P(1) > 0. Note que P(1) é o determinante da

matriz de mudanca de base, o que implica o resultado.

]
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lizamos a implementacao feita em [13], discutida brevemente nas se¢oes anteriores. Para
efeito de programacao, nos restringiremos ao caso de que a curva estd inteiramente con-
tida em uma vizinhanca coordenada da variedade. Isto nao limita em nada o uso, como
sugere claramente a extencao do transporte paralelo para curvas que nao satisfazem esta
condicao, feita na secao anterior. A secao 2.1 deixa de forma bastante explicita um pro-

cedimento para calcular o transporte paralelo. Assim, dada uma conexao V = [wg‘] e uma

Implementacao

O foco desta secao sao os aspectos computacionais do transporte paralelo. Uti-

curva 7y, devemos resolver o seguinte sistema de EDO’s

() (A1) (Aa(t)  (Ay)s(t) - (Ay)n (D)
V(1) N (A1) (A9)5(0)  (Ay)3(0) (Ay)% (1)
PN () (AT (A)37(1) (A5 (1) o (AN ()
onde (A,)5(t) = >, 7" (t)w§(Dily(). Primeiramente, implementamos um algoritmo

para o

Ele tem como entradas a curva -, linha e coluna da entrada a ser calculada, a forma

conexao e a variavel da parametrizacao. Sua implementacao é dada a seguir:

>

>

célculo de uma posi¢ao da matriz A,, este serd chamado de calcularMatrizTP.

calcularMatrizTPEntrada := proc(curva, linha, coluna, conexao,

variavelP)

local result,temp,i, con;

result := 0;

for i from 1 to dimDer do

con := subs( variaveis[il=curvalil, b );

od;

for i from 1 to dimSec do

temp:= calcularlFormaDerivacao(conexao[linha,coluna],

transpose (Matrix(Vector (dimDer,shape=unit[i]))));
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result := result + temp*diff(curvalil],variavelP);
od;

return result;

A seguir usaremos esse procedimento como subrotina do procedimento calcularMa-

trizTP que toma como entrada a curva 7, a forma conexao e a varidvel da parametrizacao

e retorna toda a matriz A,. Sua implementagao consiste apenas em calcular cada entrada

da matriz e é dada a seguir:

\

calcularMatrizTP := proc(curvaSigma, conexao, variavelP)
local i,j,k,matriz,temp;

matriz := Array(l..dimDer,1..dimDer);
for i from 1 to dimDer do

for j from 1 to dimDer do
matriz[i,j] :=

calcularMatrizTPEntrada(curvaSigma,i, j,conexao,variavelP);
od;

od;

return matriz;

end:

Para montar o sistema de EDO’s criamos o procedimento montarSistema que toma

como entrada a curva -, a forma conexao e a varidvel da parametrizacao e retorna um

conjunto, cujos elementos sao as equacgoes que fazem parte do sistema. A implementacao

deste procedimento é a seguinte:
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> montarSistemaTP := proc(curvaSigma, conexao, variavelP)

> local unknownVec,unknownVecD,i,alpha, system,temp,retorno;
> unknownVec := Matrix(dimSec,1);

> unknownVecD := Matrix(dimSec,1);

> system := {};

> for i from 1 to dimDer do

> unknownVec[i,1] := funcoes[i](s);
> unknownVecD[i,1] := diff(funcoes[i](s),s);
> od;

> temp:= MatrixAdd(unknownVecD,

> MatrixMatrixMultiply(Matrix(calcularMatrizTP([sin(s), cos(s)], D,
> 8)) ,unknownVec)) ;

> for i from 1 to dimSec do

> templ[i,1] := templ[i,1] = 0;

> od;

> for i from 1 to dimSec do

> system := system union {templ[i,1]};

> od;

Exemplificamos o uso deste ultimo procedimento construindo o sistema para a
transporte paralelo no plano de Poincaré, com a conexao de Levi-Civita da métrica de
Lobachevsky (ver exemplo 1.8) através da curva s — (2 4 sen(s), 2 + cos(s)). Obtemos o

seguinte sistema:

> sistema:=montarSistemaTP([2+sin(s), 2+cos(s)], b, s);

3] 2 3] _Z
sistema = {f2' + f1 + M =0, f1'+ M —f2 =0}
cos(s) cos(s)
Finalmente, utilizamos o mecanismo de solucao de sistemas de EDO’s do MAPLE

para calcular a solucao do sistema. Para tanto, precisamos apenas do seguinte co-



mando:

> 8ol := dsolve(sistema,s);
Obtemos a seguinte solugao:

1 1 1
sol :=={f1= 501 + 501003(23) + 5658@'71(23),

1
f2= —§Clsin(28) + %Cg + 302005(23)}

onde C; e (5 sao constantes arbitrarias.

39



Capitulo 3

Grupos de Holonomia

Neste capitulo definiremos o grupo de holonomia associado a uma conexao. Este
grupo ¢ definido através do transporte paralelo de vetores em curvas fechadas. Novamente,
nos restringiremos a conexoes definidas em fibrados vetoriais, embora qualquer tipo de
conexao definida em outros tipos de fibrados gera uma aplicacao de transporte paralelo e
este, por sua vez, gera uma noc¢ao de holonomia. Para consideracoes sobre holonomia em

outros tipos de fibrados, ver [19].

Todas as curvas ~, utilizadas neste capitulo, estdo definidas no intervalo I = [0, 1].

Além disso, usaremos a notagao v~ ' para denotar a curva t € I — (1 —t).

3.1 Grupo de Holonomia de uma Conexao

Pode-se definir uma estrutura de grupo no conjunto dos operadores de transporte
paralelo de uma conexao associados a curvas fechadas em um ponto fixo. Isto é de que

trata a

Proposicao 3.1. Seja V uma conexao, como na proposicao 2.1. Sao vdlidas:

(a) Para cada p € M, o conjunto Hy,(V, M) = {PY|y(0) = ~(1) = p} € um grupo com a

operacao de composicao de funcoes. Este grupo é chamado de grupo de holonomia

40
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da conexao V. Quando nao houver possibilidade de confusao, omite-se a variedade

da notagdo, ou seja, escreve-se Hy(V), ao invés de H,(V, M).

(b) Se ~ € uma curva diferencidvel tal que v(0) = p e (1) = q, tem-se:
Hy(V) = PYH,(V)(PY)™' ={PY o P o (PY)"!|¢) é um lago com ponto base p}.

(¢) Para cada p € M, o conjunto H)(V) = {PY € H,(V)|y é contratil} é um subgrupo
normal do grupo de holonomia, chamado grupo de holonomia restrita da conexao

V.

Demonstracao. (a) Da proposicdo 2.1, conclui-se ainda que, para cada p € M, o conjunto
H,(V) = {PY]7(0) = (1) = p} é um grupo com a operacao de composi¢ao de
fungdes. De fato, se v(t) = p,V t € [0,1], tem-se que Py(e) = Idg,, pois neste
caso a fungao A, é identicamente nula e, portanto, a solugao do sistema (f) deve ser
constante, ou alternativamente, va = PWVW = PX o PVv , pela parte (c¢) da proposigao
2.1. Além disso, vé-se facilmente da definicdo do transporte paralelo que

PY, = (PY).

(b) Temos PY H,(V)(PY)™" S Hy(V), ja que para todo lago 1) com ponto base em p,

'y =
tem-ge
v . pY Vy-1 _ pV
Py OPiﬁO(PW) = Plevyer-
e (yeo1) ey~ éum lago de ponto base ¢. Similarmente, se P, onde o é um lago

com base em ¢, conclui-se que v~ ! @ o @y é um laco em p e, portanto,
(PY) "o PYoPy = va € H,(V), de onde segue o resultado.

~legey

c¢) Afirmamos que H%(V) é nao vazio. Com efeito, se 7y é o laco constante em p € M,
p 8

v o_
tem-se P70 = IdE%

com ponto base p, tem-se Py o (PY)™' = P«Zw(l—t)' Como cada um dos lacos

o € H)(V). Além disso, se 7 e 9 sdo dois lagos contrateis
v e 1 é contratil v e ¢»(1 — t) também o é (para leitura sobre a teoria sobre o
grupo fundamental utilizada aqui, recomendamos a leitura de segdo 1.1 de [15]).
Aqui deve-se notar que admite-se o transporte paralelo em curvas diferenciaveis por
partes, como comentado na secao anterior. Seja agora 7 um laco contratil com base
no ponto p e 1 um outro laco também com ponto base em p. Para concluir que
HZ?(V) ¢ um subgrupo normal, basta observar que:

PYPY(P))™" = PyPYP),=P),

eyey)—1
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Como « é contratil, 1 e v @ )~ também o &, o que conclui a demonstracao.

Da parte (a) da proposicao anterior, conclui-se que H,(V, M) é um subgrupo de
GL(E,), de fato, fixando uma base em E,, H,(V, M) pode ser considerado um subgrupo
de GL(N,R), onde N ¢é o posto do fibrado. Note que desta forma, o grupo de holonomia
fica definido, como um subgrupo de GL(N,R), a menos de conjugagao (mudanga de base).
Além disso, é imediato que, em geral H,(V,M) ¢ GL(E,), pois em R" com a conexao
Euclidiana o grupo de holonomia é trivial. O calculo do grupo de holonomia de uma

variedade munida de uma conexao ¢, em geral, um problema nao trivial.

Da parte () da proposi¢ao anterior, conclui-se que, em uma variedade diferenciavel
conexa M, pode-se definir o grupo de holonomia da variedade Hj;(V) como o grupo de
holonomia em qualquer ponto. Com efeito, pela parte (b), todos os grupos de holonomias

sao isomorfos e assim, o grupo de holonomia de M fica definido a menos de isomorfismo.

Proposicao 3.2. Sejam N uma variedade diferencidvel, e 7' : F'— N um fibrado vetorial
sobre N e V wma conezio definida no fibrado vetorial F. Seja ainda f : M — N
uma funcao diferencidvel. Pafa cada p € M, definimos a aplicagao fz : Hy(V,M) —
Hy, (V N) como fﬁ(PV) PXW. Definida desse modo, fy € um homomorfismo de grupos.

Além disso, se f e um difeomorfismo, fy € um isomorfismo.

Demonstracao.

F(PY 0 BY) = i(PY,) = PYirer) = Eloyyetony = Ji(PY) 0 fi(PY).

Obviamente, (f~1); = (fy)~'. Com efeito, se O for uma variedade diferenciavel, g : N — O
for uma aplicacao diferencidvel e 7 : G — O for um fibrado vetorial sobre O, no qual

esta definida uma conexao V', temos que:

(90 Pe(PY) = P gyoy = Poitrony = 6:(PR,) = (g5 0 f)(PY).

Deve-se notar a semelhanca entre as propriedades do grupo fundamental e as pro-

priedades do grupo de holonomia apresentadas na proposicao 3.1. Para tentar tornar
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mais clara a relacao entre o grupo fundamental e a holonomia, notamos que ha um
H,(V)
HY(V)
¢([]) = PYHJ(V). De fato, ¢ € um homomorfismo ja que

homomorfismo sobrejetor ¢ : m (M,p) — , definida, de maneira natural, como

o([y] - [o]) = é(ly e o)) = [P, = [P} o PY] = [PY] - [P)].

Na definicao desta aplicacao, estd sendo usado o fato de que para qualquer curva -~
continua definida em um intervalo compacto da reta e tomando valores em uma variedade
diferenciavel M, existe uma curva diferenciavel por partes o homotdpica a curva dada,
tal que ¥(0) = 0(0) e v(1) = o(1). Isto implica, em particular, o fato de que se M for

simplesmente conexo, entdao H,(V) = H)(V) ¢ trivial.

3.2 Historico

A primeira definicdo de Grupo de Holonomia foi dada por Elie Cartan, na esperanca
de que, pelo menos em alguns casos especiais, ele pudesse servir para classificar variedades
Riemannianas, semelhante ao que é feito com o grupo fundamental em espagos topologicos.
Os grupos de holonomia foram bastante importantes nas descobertas de Cartan, que os
utilizou para classificar espagos simétricos (conceito também introduzido por Cartan),
em 1925. Para mais detalhes sobre este trabalho de Cartan, ver secao 10.70 de [6]. Os
grupos de holonomia nao receberam muita aten¢ao da comunidade cientifica no inicio de
sua historia, de fato eles foram quase praticamente esquecidos entre a definicao dada por
Cartan e a década de 1950. Nesta década apareceram alguns resultados importantes nos
trabalhos de Ambrose (ver nota biografica em [24]) e Singer ([1]) e Berger ([8]). Ambrose
e Singer relacionaram a holonomia de uma conexao em um fibrado principal e a forma
curvatura ([26]) da mesma conexao. Recentemente, o seu estudo foi impulsionado por

aplicagoes a fisica tedrica (ver, por exemplo, [2], [4] e [9]).
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