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Resumo

Nesta tese utilizamos o método analitico nao perturbativo, conhecido por teoria de
perturbagao otimizada junto com o principio de minima sensitividade, para estudar
os diagramas de fases associados aos modelo de Gross-Neveu, em 2 4+ 1 dimensoes, e
ao modelo de Nambu-Jona-Lasinio, na versdao SU (2), em 3 + 1 dimensdes. Nossas
abordagens sao feitas através do calculo da densidade de energia livre de Landau (ou
potencial efetivo) em temperaturas e densidades finitas. Uma atencao especial é dedi-
cada a revisao destes modelos calculados na chamada aproximagao de N- grande tendo
como principal motivacao o fato de que nossos resultados introduzem corre¢ées de N
finito. Os principais resultados apresentados, associados ao modelo de Gross-Neveu,
sao a localizacao precisa do ponto tri critico e de uma fase mista “liquido-gas”. Com
relacao ao modelo de Nambu-Jona-Lasinio mostramos que nossas primeiras correcoes
contribuem nos caso em que a densidade é diferente de zero produzindo resultados que,
na aproximacao de N- grande, apenas sao obtidos ao custo da introducao de um termo
extra.
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Abstract

In this thesis we use the nonperturbative analytical method, known as optimized
perturbation theory with the principle of minimal sensitivity, to study the phases dia-
grams concerning to the Gross-Neveu model, in 2 + 1 dimensions, and to the Nambu-
Jona-Lasinio model, in a SU (2) version, in 3 + 1 dimensions. Our approaches are
accomplished through the calculation of the Landau free energy density (or effective
potential) at finite temperatures and densities. A special attention is dedicated to
the revision of these models calculated in the Large N approximation having the aim
motivation in the fact that our results introduce corrections of finite N. The princi-
pal results presented, associated to the Gross-Neveu model, are the precise location
of the tricritical point and of a mixed “ liquid-gas ” phase. Related to the Nambu-
Jona-Lasinio model we showed that our first corrections contribute in the case when
the density is different from zero, producing results that, in the approach of Large N
approximation, are just obtained at the cost of the introduction of an extra term.
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Capitulo 1

Introducao

O elevado grau de precisao alcangado com as previsoes tedricas da eletrodinamica
quantica (QED - Quantum Electrodynamics), o maior ji alcangada por uma teoria,
deu o suporte necessario para que a teoria quantica de campos (QFT - Quantum Field
Theory) passasse a ser considerada a melhor ferramenta matemaética a disposi¢ao para a
descricao da dinamica das interagoes fundamentais. O estabelecimento da QED, como
a teoria fundamental, que descreve a dinamica de interagoes de particulas com carga
elétrica, nao foi uma tarefa simples do ponto de vista mateméatico mas talvez o fato mais
impressione ¢ o de que uma teoria solucionada de uma maneira aproximada, através
da teoria de perturbacao, consiga fornecer resultados com tanta precisao, confirmados
pelos resultados experimentais [1].

A boa descricao obtida com a QED dentro do formalismo da QFT e a evolugao
natural das ideias a cerca da descri¢ao da interacao fundamental de cor entre os quarks
e glions fez com que naturalmente surgisse uma teoria que descrevesse tais interacoes,
ou seja, a cromodinamica quantica (QCD - Quantum Chromodynamics). A exemplo
da QED, a solugao da QCD também nao é uma tarefa trivial, mesmo com o conheci-
mento adquirido (e organizado) no tratamento da QED. Um dos principais obstaculos
¢ o carater nao perturbativo da QCD em baixas energias (relevantes para a fisica de
hadrons) o qual ndo permite teoria de perturbacdo na constante de acoplamento. As-
sociado a este regime temos o confinamento dos quarks e gliions e a quebra dinamica
da simetria quiral. O cenario também nao é muito diferente nos casos em que a cons-
tante de acoplamento é pequena (devido a chamada liberdade assintética) associado
ao plasma de quarks e glions e a restauracao da simetria quiral. Neste regime nem
sempre podemos utilizar teoria de perturbacao, visto que, nos casos que envolvem in-
vestigagos sobre mudancas de fases relacionadas a altas temperaturas, ocorre a quebra
da teoria de perturbagdo devido as divergéncias infra-vermelhas (presentes em teo-
rias nao massivas como a QCD)[2]. Além disso, nas proximidades dos pontos criticos,
grandes flutuagoes podem aparecer no sistema, devido as divergéncias infra-vermelhas,
em transi¢oes de segunda ordem ou mesmo, em transigdes fracas de primeira ordem|3].
Na tentativa de contornar tais problemas surgem os denominados métodos nao pertur-
bativos como: a expansado 1/N[4], técnicas de ressoma de diagramas, como esquemas
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daisy e super-daisy|[2],[5], método de operadores compostos[6],[7], métodos de propa-
gadores vestidos[8],[9], métodos numéricos[10] e a teoria da perturbac¢do otimizada
(OPT - Optimized Perturbation Theory)[11], a qual serd utilizada nesta tese.

Outro aspecto importante que dever ser considerado é o de que, atualmente, ainda
nao temos acesso a uma formalismo matemdtico (ou mesmo de célculos numéricos)
capaz de fornecer uma descricdo completa do diagrama de fases da QCD (envol-
vendo tanto as transigoes de confinamento/plasma como quebra/restauracao da sime-
tria quiral) e muitas perguntas ainda estdo em aberto como, por exemplo, se as duas
transicoes ocorrem simultaneamente. Podemos afirmar que o estudo das transicoes de
fases quiral da QCD, na qual os quarks inicialmente (aproximadamente) nao massivos
acabam por adquirir massa, em temperaturas e densidades finitas é de grande interesse
dentro da area da fisica. Acredita-se que tais transicoes estao relacionadas a processos
que ocorrem a altas temperaturas e densidades como nos experimentos de colisoes de
ions pesados além de estarem presentes em estagios primordiais do universo.

A auséncia de calculos da dinamica de sistemas realistas é muitas vezes suplemen-
tado por modelos mais simples. Neste cenario, tornam-se importantes os modelos
efetivos que, devido a sua simplicidade, podem ser utilizados como laboratérios para
testes das nossas técnicas matematicas permitindo uma melhor compreensao das car-
acteristicas relacionadas aos modelos mais realistas. Varios modelos efetivos tem sido
utilizados para estudar caracteristicas relacionadas a QCD apresentamos aqui um es-
tudo referente a dois deles: O modelo de Gross-Neveu em d = 2+ 1 dimensoes (GN3d)
e o modelo de Nambu-Jona-Lasionio, na versao SU (2), e d = 3 + 1 dimensoes (NJL
SU (2)). Por outro lado, os modelos efetivos ndo sdo apenas meros exemplos formais
ilustrativos mas possuem aplicagoes na fisica de uma maneira geral. O modelo de
Gross-Neveu em d = 14 1 dimensoes (GN2d), por exemplo, estd associado a polimeros
incluindo moléculas de poliacetileno[12]. Os modelos efetivos formulados na dimensao
d = 2 + 1 geralmente estao associados a supercondutividade a alta temperatura e ao
efeito Hall quéntico [13], mais precisamente, o modelo (GN3d) é associado com super-
condutores planares[15]. O modelo GN também pode ser considerado como protétipo
da QCD tendo em comum caracteristicas importantes como, quebra de simetria quiral
(CSB - Chiral Symmetry Breaking) e liberdade assintética. Em particular, o mo-
delo GN tem sido extensivamente estudado com a expansao 1/N, onde N representa
o numero de espécies fermionicas, em primeira ordem, que também é conhecida como
aproximacao de N grande. Esta aproximacao é equivalente a denominada aproximacao
de campo médio (MFA - Mean Field Approximation). E sabido que o modelo de GN3d
nao ¢é renormalizavel na usual expansao perturbativa, mas é renormalizavel na aprox-
imacao de N grande. No caso da OPT, em primeira ordem, todas as quantidades
sao finitas quando calculadas utilizando regularizagao dimensional (uma discussao de-
talhada sobre o processo de renormalizacao, em ordem 6%, podem ser encontradas na
referéncia [29]). O diagrama de fases obtido para o modelo GN3d, na MFA apresenta
uma transi¢ao de fase de segunda ordem em todo o plano do potencial quimico (u)
versus temperatura (7'), exceto em T' = 0, onde a transi¢do é de primeira ordem [15].
Posteriormente, em 1990, simulagoes numéricas de Monte Carlo (MC) indicaram a
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possibilidade de haver uma linha de transicao de primeira ordem também para valores
nao nulos de 7" e p[17]. Contudo, devido a precisao destas simulagoes, ndo foi possivel
determinar a localizagdo do ponto tri critico (o qual localiza encontro das linhas de
transicoes de segunda e primeira ordem). Além disso, os autores da Ref.[17] nao en-
contraram nenhuma evidéncia da possivel existéncia da transicao nuclear “liquido-gas”
e cogitaram que: (7) ela pode ser extremamente fraca; (i7) muito proxima da transi¢ao
quiral ou (4i7) nao existe neste modelo.

O modelo de NJL foi originalmente construido num periodo anterior ao advento
da QCD, ou seja, os constituintes fundamentais da interagao forte ainda nao eram
conhecidos, como uma teoria efetiva de interagoes entre os nucleons[14]. Este modelo
foi introduzido com a intencao de descrever a quebra espontanea da simetria quiral,
no vacuo, em analogia ao mecanismo de Barden, Cooper e Schrieffer (BCS) da super-
condutividade. Posteriormente, com desenvolvimento da QCD este modelo passa a ser
reinterpretado como um modelo para quarks[53]. Um esforgo consideravel tem sido feito
para entender as consequéncias fisicas nesta nova interpretacao.Um conjunto de trabal-
hos relacionados ao modelo de NJL nesse sentido pode ser encontrada nas Refs. [51].
Existe ainda a possibilidade de aplicacoes do modelo em questoes da astrofisica nuclear
onde, matéria nuclear estd sujeita a campos magnéticos[52]. Nas formulagoes usuais
do modelo de NJL nao se inclui graus de liberdade associados aos glions, excluindo-se
assim, a possibilidade de descrever propriedades associados ao confinamento. Refina-
mentos do modelo, nesse sentido sao possiveis considerando-se, por exemplo o modelo
de NJL SU (3) estendido com “loop” de Polyakov (PNJL)[58]. O modelo de PNJL
tem sido estudado em diferentes contextos com resultados além da MFA [59] e na pre-
senga de campos magnéticos[62]. Como serd visto mais adiante, o modelo de NJL, em
d = 3+ 1 dimensoes, nao ¢ renormalizavel, sendo que, para o processo de regularizacao,
necessario para manipular as divergéncias que eventualmente aparecem, adotaremos o
método conhecido por “sharp cut-off”. Como o nome sugere, este método é carac-
terizado pelo “corte” do limite superior das integrais nos momentos através de uma
quantidade, usualmente A, que passa a ser considerado como um parametro da teoria.
Uma maneira alternativa de lidar com as divergéncias que aparecem neste modelo pode
ser encontrada na Ref.[54]. Com a intengao de investigar estes problemas e, motivados
pelos recentes bons resultados obtidos no estudo do modelo GN2d [18] (onde o resul-
tado para a temperatura critica converge ordem a ordem em direcao ao resultado exato
determinado pelo teorema de Landau), utilizamos no presente trabalho o método da
OPT (ou expansao § linear, LDE) para investigar os aspectos, acima mencionados,
referentes ao modelo GN3d. Posteriormente, uma consequéncia natural, estendemos
estas investigacoes ao modeloNJLSU (2) 4d, um modelo mais sofisticado e préximo da
QCD. Mais precisamente investigamos quais as contribuicoes de N finito no diagrama
de fases, na equacao de estado (EOS - Equation Of State) e finalmente uma aplicagao na
astrofisica nuclear com a consideracao das equacoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(TOV) . A maior vantagem do método da OPT é que todos os célculos sao feitos
exatamente como em teoria de perturbacao. Resultados nao perturbativos sao posteri-
ormente gerados através de um critério variacional como, por exemplo, o principio de
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minima sensitividade (PMS - Principle of Minimal Sensitivity)[19] e, a convergéncia
aparentemente rapida (FAC - Fastest Apparent Convergence)[19]. A OPT é conhecida
pelo fato de introduzir, j4 em ordens mais baixas, corre¢oes de N finito no célculo
das quantidades fisicas relevantes[18], [20]. Além do mais, a OPT juntamente com o
PMS ou a FAC, tem sido aplicada com sucesso a varios modelos de diferentes areas
como: matéria condensada [21]; fisica nuclear [22]; teoria de particulas e campos [23];
mecanica quantica[25], fisica estatistica[26]; super simetria[61]. Em varias situagoes, a
OPT reproduz exatamente os resultados da aproximacao de N grande. No que diz
respeito aos calculos numéricos, temos que o modelo GN3d apresenta sutilezas prin-
cipalmente pelo fato das grandezas envolvidas serem muito pequenas. Isso requer
calculos computacionais demasiadamente longos para a determinacao de quantidades
criticas e tri criticas ocasionando também uma perda na precisao desejada. Seria 1til,
neste caso, a utilizagao de algum método auxiliar, como por exemplo, a expansao de
Landau, juntamente com a técnica OPT-PMS. Para o modelo de NJL temos sutilezas
associadas a escolha correta dos parametros de massa introduzidos no momento da in-
terpolacao de maneira com que seja possivel a manutencao da estrutura de Goldstone
da teoria.Levando em conta as discussoes acima, organizamos o presente trabalho da
seguinte maneira: No proximo capitulo faremos, por questoes de comparacao, uma
breve revisao dos resultados da aproximacao de N grande para o modelo GN3d. No
capitulo 3 descrevemos o método da OPT em linhas gerais, consideramos a densidade
Lagrangiana para o modelo de GN3d interpolada e a densidade de energia livre de
Landau associada. No capitulo 4 apresentamos os resultados, para varias situacoes
fisicas de interesse, no estudo de problemas de quebra e restauracao de simetria quiral.
Efetuamos também o cédlculo de quantidades termodinamicas mostrando uma analise
completa do diagrama de fase no plano (7, ), bem como, no plano P — 1/p (P é
a pressao e p a densidade). Dentre os resultados mais importantes destacamos a lo-
calizacao dos pontos tri criticos e a descoberta da fase “liquido-gas”. Além disso,
mostramos a compatibilidade da OPT-PMS com a expansao de Landau. No capitulo 5
é feita uma revisao do modelo de NJL SU (2) calculado na aproximagao de N.- grande
para, no capitulo seguinte, considerar o modelo de NJL SU (2) interpolado. No capitulo
7 consideramos a otimizacao e os resultados numericos, para diferentes temperaturas
e densidades finitas, associados ao diagrama de fases do modelo de NJL SU (2). Neste
capitulos apresentamos comparacoes dos resultados da OPT e da MFA para os casos
em que i # 0 envolvendo diferentes valores da constante de acoplamento do canal
vetorial - isoescalar. No capitulo 8 apresentamos as conclusoes e algumas perspectivas.
Ao final, apresentamos 13 apéndices nos quais mostramos alguns resultados utilizados
nos diferentes capitulos deste trabalho. Enfatizamos ainda que os resultados contidos
no presente trabalho foram originalmente obtidos pelos autor e colaboradores (veja
Refs. [27], [28] e [29]) sendo que os resultados para o NJL estao sendo preparados para
serem submetidos para publicacao.



Capitulo 2

Resultados da aproximacao de
campo médio para o modelo de
Gross-Neveu tridimensional.

2.1 O Modelo de Gross-Neveu

A ideia central deste capitulo é fazer uma revisao dos resultados, ja estabelecidos
na literatura relacionados ao modelo de GN3d para, nos proximos capitulos, calcular
quantidades fisicas através de uma teoria interpolada seguindo a sequéncia apresentada
aqui. Essa revisao é importante pelo fato de que nossos resultados introduzem correcoes
de N finito e, comparagoes, no limite de N— grande serao sempre realizadas.

O modelo GN foi originalmente proposto, em 1974, como sendo uma TQC fermionica
em 1+ 1 dimensoes, admitindo uma expansao do tipo 1/N [30]. Este modelo, além
de permitir o estudo de interagoes fermionicas, apresenta uma série de caracteristicas
de interesse relacionadas principalmente com a QCD como, por exemplo, liberdade
assintética, quebra dinamica de simetria quiral e transmutacao dimensional.

Vamos considerar agora uma breve revisao sobre os resultados do modelo de GN no
regime de N grande. A teoria é descrita por uma densidade Lagrangiana para campos
fermionicos ¥y (k = 1, ..., V) dada por:

L= ?Zk(l') [i7"(9,)] Yr(z) — mF&k(w)%(%) - % Wk(x)i/}k(ﬂf)f ) (2.1)

onde estd implicita o somatério sobre o ntimero de espécies, isto é, ¥y (z)Yr(z) =
N _

> (z)g(x). As componentes do espinor de Dirac ¢ (x) estdo associadas a repre-
k=1

sentacao da algebra das matrizes de Dirac como, por exemplo, em dimensao d =1+ 1
espago-temporal, ¥ (x) representard um espinor de Dirac de duas componentes para
cada valor de k e, para d = 3 + 1, ¥x(z) serd um espinor de Dirac de quatro com-
ponentes para cada valor de k (tomando a algebra das matrizes na sua representagao
fundamental).

10
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Do ponto de vista mais geral, quando construimos uma densidade Lagrangiana para
uma determinada teoria, estamos interessados em descrever a dinamica de interacoes
das particulas presentes na mesma, além disso, a dinamica é construida de modo a
respeitar um certo conjunto de simetrias que julgamos relevantes, ou seja, estamos
interessados em investigar consequéncias dinamicas de um certo grupo de simetrias.
Levando em consideragao esses fatos, vamos entao implementar o conjunto de simetria
discreta identificada pela transformacao

U — U =~ (2.2)

que representa uma simetria quiral discreta. E necessario lembrar que, na dimensao d =
241, quando consideramos a algebra das matrizes v na sua representagao fundamental,
nao ¢ possivel estabelecer a matriz 5 que ante-comute com as demais matrizes 7,. Para
que seja possivel implementar a transformacao (2.2), vamos utilizar uma representacao
4 x 4 (discussoes mais detalhadas sobre a algebra das matrizes de Dirac em d =2 + 1
podem ser encontradas no Apéndice E). Percebe-se, através de uma &lgebra simples
(confira apéndice A), que a transformacao, eq. (2.2), ndo mantém a eq. (2.1) invariante,
mais precisamente o termo de quebra da invariancia esta associado ao termo de massa,
mp, pois

U = —0v, (2.3)

Portanto, para que tenhamos uma expressao invariante, precisamos considerar a eq.
(2.1) com o termo mp = 0. Dessa maneira, a teoria inicial descreve a dinamica de
particulas sem massa mas, através de correcoes quanticas, esta simetria quiral pode
ser, eventualmente, quebrada vindo a gerar termos associados a dinamica de particulas
massivas. O estudo da quebra e restauragao de simetria quiral sao fundamentais para
a QCD e tem implicagoes também na cosmologia. Por exemplo, a massa efetiva dos
quarks “up” (u) e “down” (d) em hadrons é da ordem de m,/3 ~ 330 MeV (onde
my, = 1GeV ¢é a massa do préton). J4 a massa “nua”destes quarks é desprezivel
(da ordem de 5MeV) devido ao fenomeno de liberdade assintética onde a constante
de acoplamento diminui com o aumento da energia. Acredita-se também que, nos
estagios iniciais do universo, quando este era quente e denso, os quarks tinham val-
ores de massa despreziveis (simetria quiral aproximada) dentro do chamado plasma
de quarks e glions. Posteriormente, com o resfriamento do universo e o aumento da
constante de acoplamento, os quarks passaram ao estado de confinamento formando os
hédrons e adquirindo massa (quebra da simetria quiral). Um dos temas mais atuais de
pesquisa diz respeito aos detalhes (valores criticos, tipo de transicao, etc.) relacionados
a transigao plasma de quarks-glions (CSR) para a fase hadronica (CSB). Experimen-

talmente, tenta-se reconstruir as condicoes para esta transicao em colisores tais como
o Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC) [31], Large Hadron Colider (LHC)[?].

2.1.1 A expansao 1/N
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Nos estudos envolvendo quebra de simetrias em QFT’s, um objeto matematico impor-
tante é o potencial efetivo (V). E esta grandeza, que pode ser obtida através de uma
expansao funcional em termos das funcoes de Green irredutiveis de uma particula, que
leva em conta as correcoes radiativas ao potencial classico permitindo, desta maneira,
entender as relagoes entre quebra de simetria e correcoes radiativas. Além disso, o
Ve, que s6 depende das constantes de acoplamento e dos parametros de ordem, pode
ser entendido como a densidade de energia livre de Landau na linguagem de mecanica
estatistica, através da qual, podemos calcular todas as quantidades termodinamicas
necessarias para o estudo do diagrama de fase. Para a descrigao dos processos fisicos,
utiliza-se uma expansao funcional do potencial efetivo em poténcias da constante de
acoplamento da teoria (séries perturbativas construidas com as Regras de Feynman).
Quando a constante de acoplamento é de pequena intensidade (caso da QED, por exem-
plo), nos é permitido truncar a série em determinada ordem e assim realizar calculos
envolvendo um nimero reduzido (e finito) de diagramas de Feynman mas quando isso
nao ocorre precisamos utilizar alguma técnica nao perturbativa de modo a calcular
contribui¢oes de um nimero infinito de diagramas. Uma das técnicas nao perturbativa
largamente utilizada é a chamada expansado 1/N [4] onde N representa o nimero de
espécies fermionicas, sendo que esta técnica é muito utilizada na aproximacao N — oo,
que fornece resultados andlogos aos da MFA. Vamos implementar a Expansao 1/N
partindo da seguinte expressao para a densidade Lagrangiana

2

- . g - 2
L = (@) [iy" (9] n(2) = T [Vn(@)dn()]” (2.4)
Torna-se conveniente introduzir a interacao quartica dos férmions como
A
== 2.5
9= (2.5)

o que torna possivel o estudo da teoria no limite de N — oo com A fixo, visto que
g*> — 0 com 1/N para N — oco. Ao final dos calculos coloca-se o valor finito de
N. Por exemplo, para a QCD N = 3, para condensados de Bose-Einstein N = 2,
para moléculas de poliacetileno N = 2. Como veremos a seguir, os calculos envolvi-
dos para que possamos identificar os diagramas pertinentes podem ser consideravel-
mente simplificados introduzindo um campo auxiliar de modo a alterar a densidade
Lagrangiana. Este campo auxiliar, o, pode ser introduzido através de uma trans-
formacdo de Hubbard-Stratonovich. O valor esperado no vécuo de o, (o), = o., fun-
ciona entao como parametro de ordem que possibilita o estudo de quebra ( (o), # 0) e
restauracao ( (o), = 0) de simetrias e transicoes de fases associadas. Definimos entao

2
L, = %% {U — %@kwk] ) (2.6)

e com isso obtemos uma densidade Lagrangiana “bosonizada’
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L = L+L,
1N

= (@) [17"(9,)] V() + §XU2 — oY, (2.7)

ou seja, a densidade Lagrangiana acaba adquirindo uma dependéncia do campo auxil-
iar.

Para o calculo da densidade de energia livre de Landau vamos assumir a teoria
descrita pela eq. (2.7). Tendo em vista a descrigdo da dinamica de interagoes sob o
ponto de vista da formulacao Lagrangiana, uma pergunta que emerge naturalmente
é quais sao as modificagoes sofridas pelas equacoes de movimento com a introducao
do campo auxiliar ¢ ou, de um modo reverso, qual a equagao de movimento para
o campo auxiliar o7 Esta pergunta pode ser respondidas tomando as equacgoes de
Euler-Lagrange para o campo auxiliar ¢ definidas por

tn: (581) 50} =" 28)

o= %%@/}k (2.9)

esta expressao nao envolve componentes temporais, por isso ela nao caracteriza uma
equacao de movimento propriamente dita, isto é, apenas representa uma equagao de
vinculo. Note também, a partir da eq. (2.9), que o campo escalar o é formado por
um par férmion-anti-férmion e que (o), # 0 ndo quebra a invariancia rotacional do
espaco. QOutras caracteristicas devem ainda ser apontadas, pois serao importantes
nas discussoes futuras. O fato mais importante a ser notado apds as manipulacoes
matematicas feitas com a inclusao de um campo auxiliar é o de que a nova Lagrangiana
L' descreve a mesma dinamica daquela descrita por £, sendo que o mesmo nao ocorre
com as regras de Feynman. Teremos agora um propagador para o campo o que “car-
regard” todos os fatores proporcionais a 1/N. Com a nova formulagao da Lagrangiana
percebemos ainda que existe uma interacao, do tipo “Yukawa”, entre os campos o e
Vg, 0 que permitird, eventualmente, um termo de massa para o campo ¥,. Isso pode
ser notado se implementarmos novamente a transformacao de simetria quiral dada por
(2.2), mais a transformagao do campo o que, devido a eq. (2.9), serd dada por

e assim obtemos

oc—o =—0c (2.10)

o que mantém a equagao (2.7) invariante. Por questoes de renormalizagao, podemos
escrever a equagao (2.7) adicionando a densidade Lagrangiana dos contra-termos que,
de uma maneira geral, pode ser expressa por

L= L'+Le (2.11)

E sabido que o modelo de GN em 2 + 1 nao é renormalizavel na usual expansao
perturbativa, mas é renormalizdvel na expansao 1/N, a qual tem a propriedade de
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modificar nao perturbativamente a contagem de poténcias. No caso que tratamos neste
trabalho, ou seja, na MFA e na primeira ordem da OPT, todas as quantidades sao finitas
quando calculadas utilizando regularizac¢ao dimensional (uma discussao detalhada sobre
o processo de renormalizagdo, em ordem ¢%, podem ser encontradas na referéncia [29]
veja também o apéndice C).

Com a teoria construida, deseja-se resolver as equacoes de movimento e obter a
descrigao completa e detalhada relacionada com a dinamica de interagoes das particulas
nas quais estamos interessados. Tal descricao, de maneira exata, nao estd a nossa
disposicao, o que exige a adogao de algum método alternativo. Podemos utilizar a
formulacao de integral de trajetéria para encontrar o gerador funcional das funcoes
de Green que descrevem os processos fisicos de interesse. Um tratamento mais direto
pode ser alcancado se realizarmos a descricao em termos dos diagramas de Feynman.

2.2 A densidade de energia livre de Landau no lim-
ite de N — oo

O aparecimento de uma valor esperado no vécuo, nao nulo, para o, isto é, (o), # 0 =
0. # 0, também conhecido como parametro de ordem da teoria, pode ser associado a
um termo de massa para o campo fermionico. Tal aspecto pode ser melhor entendido
em termos do potencial efetivo para o, Ve (0.). Diferentes maneiras de obter o poten-
cial efetivo para teorias fermionicas podem ser encontradas na literatura e em livros
texto[41, 40, 42]. Mais precisamente, o potencial efetivo, para o modelo de GN, foi cal-
culado e pode ser encontrado por exemplo em [43, 44] Utilizando as regras de Feynman

podemos obter a seguinte expressao para o Vs (o.) do modelo GN em 3 dimensoes
[15, 4]

‘/ef (Uc) = U (Jc> + AU (Uc)

2

o d3p
= —C—i—iZ/—ln > —0?), 2.12

onde U (o) é a densidade de energia cléssica e AU (o) representa as corregoes quanticas.
O célculo da equacao acima acima esta feita com detalhes no apéndice C' e o seu
resultado é dado na eq. (C.19) como

VY (0T o2 o |odT? s
ef cy Ly c c c
onde
Il ((I,b) = Lig [—6_(a_b)] + LiQ [—6_(a+b)} s (213)
[2 (Cl,b) = Lig [—6_(a_b):| + ng [—6_(a+b)} s (214)
ea = |o|/T, b= |ul/T. A funcao polilogaritmica, L;, (), que aparece acima é

definida como o .
x
Li, (z) = Zp (2.15)
k=1
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A expressao, dada pela eq. (2.2) é geral permitindo uma descrigdo completa em termos
de densidades e temperaturas finitas. Vamos agora apresentar os resultados para casos
especificos envolvendo diferentes consideracoes sobre os valores de T' e p.

2.2.1 Casoemque Tl = =0

Este é o caso mais simples e teremos para a eq. (2.2) o resultado

VN (0,,0,0 2 3
ef ( ) _ o lod” (2.16)
N o\ 3n

Pela fig. 2.1 percebemos que a solugao acima exibe quebra de simetria apenas se
A < 0. Note que, o segundo termo representa a correcao quantica ao potencial
classico (ver eq. (2.12)) podendo quebrar (dinamicamente) a simetria que existe no
nivel classico. Percebemos ainda que (2.16) possui simetria com relagao a origem, ou
seja, Vej}f (—0.,0,0) = Ve]]\f (0¢,0,0) portanto, podemos nos concentrar apenas no caso

0. > 0. Fazendo A — — |\| e definindo a escala A = 7/ |\| podemos escrever para a
eq. (2.16)
Ves
2>0 2<0
ia O¢

Figura 2.1: Potencial efetivo, V¢, na aproximacao de N grande, em funcao de o, para
A>0e\<0. V. estd em unidades de A® enquanto que o, estd em unidades de A.

vy (O‘ 0 0) oA o

ef (] c c
— —. 2.1

N 2m +37T (2.17)

A condicao de minimizacao da densidade de energia livre de Landau, transcrita pela
expressao matematica

vy (o.,0,0)

— 2.1
do, 0, (2.18)
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a qual também é chamada de equagio do “gap”, resulta em[15]
N =A (2.19)

Onde 7Y representa o parametro de ordem em T = u = 0. Note, a partir da fig.
2.1, que o verdadeiro vdcuo (estado fundamental) estd em 62 = a e assim podemos

reescrever a densidade Lagrangiana em termos de ¢’ = o — a obtendo

1N N

L' = () [iv"(9,)] Yr(x) + 5;0’2 + XUIG
— o' he — athpp + %%CZQ- (2.20)

Mostrando desta maneira a quebra dinamica da simetria quiral discreta, visto que,
agora temos um termo (de massa) associado a ¥ty.

2.2.2 Casoemquel #0e =0

Considerando a eq. (2.2), com p = 0, obtemos

VN 007T70 2A 3 2 T2 oc
= )

2T3 9c

o (%)) =

onde as fungoes polilogaritmicas Lis sdo definidas na eq. (2.15). Utilizando a eq. (2.18)
teremos a equacao do “gap”

7. = A — 2T [hl (1 + e’%ﬂ . (2.22)

Percebemos que tomando o limite 7" — 0 na expressao acima conseguimos reobter
o resultado da eq. (2.19). A temperatura critica, para a qual a simetria quiral é
restaurada, é definida como &, (T =TN ) = 0, impondo esta condi¢do na eq. (2.22)
obtemos|[15]

N A

¢ 2In2’
A fig. 2.2 mostra a restauracao da simetria quiral com o aumento da temperatura, isto
é,Th > Ty > T3, onde em T = T} estamos na condicao de CSR.

A fig. 2.3 mostra o parametro de ordem, 7., em funcao da temperatura. A temper-

atura critica é dada por (7. = 0,721A). Note como &.(T) varia de maneira continua
até a. (T') = 0 caracterizando uma transi¢ao de segunda ordem.

(2.23)
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Figura 2.2: Potencial efetivo, V., na aproximacao de N grande, em fungao de o, para
diferentes T' (com p = 0). O V., estd em unidades de A® e o, estd em unidades de A.

2.2.3 CasoemquelT =0e u+#0

Tomando o limite 7" — 0 na eq. (2.2)(veja as egs. (B.13) e (B.14) no apéndice B)
obtemos

Va0 oA Jo e
e e [ Llo e )
N 27T 37T 2 T (|lu| |Uc|) @<|,U,‘ |0'c|>
1
- (loel = )0 (|ul = |oe]) - (2.24)
Y

Onde, O (|u| — |oc]) ¢é a fungao degrau de Heaviside. O potencial quimico critico, u,
pode ser determinado comparando-se o minimo do potencial efetivo V. ¢(a.,T = 0) com
o valor do minimo para u # 0 e ¢ =0, ou seja

VEiGE=0T=0,pu=p))=VJE.T=0pu=0). (2.25)
Da eq. (2.24) obtemos
Tt g, 26)
Substituindo a eq. (2.19) na eq. (2.17) teremos
VA (0.,0,0 A3
Yef 0:0.0) _ (2.27)

N 6r
Portanto, através da eq. (2.25) juntamente com as eqs. (2.26) e (2.27) determina-se

[15]
p = A (2.28)
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Figura 2.3: Parametro de ordem, 7., na aproximacao de N grande, em funcao da T’
para p = 0. A temperatura critica, 7., é dada por (7, = 0,721A), e a transigao é de
segunda ordem. Todas as quantidades estao em unidades de A

A fig. 2.4 mostra, de maneira ilustrativa, como a simetria quiral é restaurada, através
de uma transicao de fase de primeria ordem, com o aumento do potencial quimico (com
p1 > ps > pg), sendo que, em p = py, a simetria quiral ja esta restaurada. A fig. 2.5
mostra o parametro de ordem, 7., em funcao do potencial quimico, p, com T' = 0 na
aproximacao de N grande. Neste caso, a variacao do parametro de ordem, ., nao
acontece de maneira continua até . (7') = 0, caracterizando uma transicao de fases de
primeira ordem.

224 CasoemqueT #0e pu#0

Este é o caso mais geral o qual determina o tipo da transicao de fase do modelo. Neste
caso, a equagao do “gap”, eq. (2.18), para a eq. (2.2) resulta em

loe| =A—T1I;5(a,b), (2.29)
onde (veja apéndice B)
Ii(a,b) =In[l+e @] +In[1+e @], (2.30)

A linha de transicao de fases pode ser obtida de maneira analitica impondo o. = 0 na
equagao acima, resultando em [15]

A=TIn[2+2cosh(u/T)]. (2.31)

O grafico tridimensional, fig.2.6, mostra o comportamento do parametro de ordem em
fungao da temperatura T e . A fig. 2.7 mostra a linha de transigao de segunda ordem
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Figura 2.4: Potencial efetivo (com 7'=0), Vs, na aproximacao de N grande, em funcao
de o, para diferentes p (com py > po > pz). O V.; estd em unidades de A3 e o, estd
em unidades de A.

no plano p — T, que nada mais é do que a projecao da fig. 2.6 no plano yu — 7. O
diagrama de fase obtido com a aproximacao de N— grande (ou campo médio) mostra
uma regiao de CSB em baixas T' e u, que corresponde a fase hadronica na QCD e a
fase supercondutora na matéria condensada enquanto que, a fase de CSR em alta T
e i, corresponde ao plasma de quarks e glions na QCD e a fase normal na matéria
condensada. Conforme enfatizado na introdugao, um de nossos objetivos ¢é investigar a
possibilidade, levantada na Ref.[17], de que uma linha de transi¢ao de primeira ordem
aparega no plano u — 7T, em T # 0, gerando um ponto tri critico.
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Figura 2.5: Parametro de ordem, &., na aproximacao de N grande, em funcao do
Neste caso temos

potencial quimico.

de T e p na aproximagao de N grande. Todas as quantidades estao em unidades de A.

Figura 2.6: Grafico tridimensional mostrando o parametro de ordem, 7., como fun
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Figura 2.7: Diagrama de fase no plano 7" — u na aproximacao de N grande. A linha
tracejada representa a linha de transicao de segunda ordem. O ponto escuro representa
o ponto tri critico. T e pu estao em unidade de A.



Capitulo 3

A teoria de perturbacao otimizada
aplicada ao modelo de Gross-Neveu

3.1 A densidade Lagrangiana para o modelo de Gross-
Neveu tridimensional interpolado

No capitulo 2 consideramos algumas caracteristicas relacionadas ao modelo de GN3d
considerado na expansao 1/N no limite N — oo mas, no entanto, poderiamos nos
perguntar sobre qual a importancia das contribuigoes, que estamos negligenciando,
para os valores finitos de N ou, de modo reverso, quais seriam as contribuicoes de N
finito (como por exemplo, na QCD onde N = 3)7 Neste contexto surgem, por exemplo,
simulagoes de Monte Carlo apontando uma possivel existéncia de um ponto tri critico
associado a transicao de fases quiral. Ainda no mesmo contexto citamos a existéncia
de um método analitico, a expansao ¢ linear (LDE), também denominada como teoria
de perturbacdo otimizada (OPT), a qual é conhecida por introduzir corre¢oes de N
finito ja em primeira ordem. Como comentamos na introducao, a técnica da OPT ja
foi aplicada a varios modelos com bastante sucesso. Por exemplo, os valores analiticos
mais precisos para a temperatura critica, T,, em gases de Bose homogéneos fracamente
interagentes foram recentemente obtidos com este método[32]. Além disso, os bons
resultados obtidos nos estudos do GN2d [18] motivaram as investiga¢oes do presente
trabalho. Seguiremos uma abordagem usual para a implementacao da OPT onde, a
idéia central reside na definicao da interpolacao da teoria original em termos de um
parametro de expansao ficticio 9. Isso pode ser representado matematicamente pela
equacao

Ls= 0L+ (1—0) Lo, (3.1)

onde L ¢é a densidade Lagrangiana da teoria original e L, corresponde a densidade
Lagrangiana para a teoria livre que, por razoes de dimensionalidade, conterd uma
dependéncia com relacao a um parametro arbitrario com dimensoes de massa. Com
isso teremos para o modelo original (fermiénico) de Gross-Neveu a seguinte densidade

22
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Lagrangiana interpolada
_ _ _ N
Ls (Y, Vi) = tn (i4"0) Y + 1 (1 — 8) thaby + 5W (%%)2 , (3.2)

onde 1 é um parametro arbitrario. E interessante notar que, quando § = 1 reobtemos a
teoria original e para 0 = 0 teremos uma teoria para férmions livres (que possui solugao
exata). Assim como no caso considerado no capitulo 2, o campo auxiliar o pode ser
introduzido, de uma maneira andloga, através da definicao

N Ao\
Ly = —55 <U + kawk) ) (3.3)

e assim obteremos a densidade Lagrangiana para a teoria interpolada. O ltimo passo
acima ¢ crucial para a interpolacao correta da teoria. Poderiamos, em principio, in-
troduzir a interpolacao diretamente na teoria que ja contivesse o campo auxiliar mas
terfamos que tomar cuidado para mantermos as condi¢oes da interpolacao, isto é, para
0 = 1 manter a teoria original e para 0 = 0 ter uma teoria para férmions livres. Salien-
tamos essa importancia pelo fato de que na ref. [65] o autor ja havia implementado (de
maneira incorreta) a OPT ao modelo de GN3d sendo que, a diferenca das interpolagoes
estd associado a eq. (3.3). Seguindo a prescri¢ao correta [18] para a interpolacao, es-
crevemos a densidade Lagrangiana

L5 = u(a) (0 b(x) = Iy — (1= 0) 8] uw)ila) +0350% (30

Definindo nn = n — (n — 0.) 6 podemos escrever a eq. (3.4) como

L5 = Gale) (70, — ) tal) + 050" (3.5)

Voltando a nossa atengao para as regras de Feynman (maneiras formais de encontrar

as regras de Feynman podem ser encontradas nos usuais livros de TQC, como [39, 40,

41]) percebemos que os vértices da interacdo do tipo “Yukawa” carregardo o fator

—19. O propagador o serd agora dado por —i\/(Nd) enquanto que, o propagador

“vestido” para o férmion serd dado por Sr (p) =i/ (p — 7 +ic) 3.1. Para o célculo de

quantidades fisicas de interesse a filosofia a ser seguida se resume em escrever a série

perturbativa (em poténcias de §) utilizando as novas regras de Feynman. No final dos
célculos fixa-se § = 1 e impoe-se o PMS [33] que se traduz na relagdo matematica

dd*
il =0 3.6
dT] ) ( )

n=,0=1

onde ®* é a quantidade fisica, calculada perturbativamente em poténcias de & até a
ordem &%, e  é o parametro arbitrario introduzido na interpolacdao. A expressao rela-
cionada ao 7] que satisfaz a eq. (3.6) deve necessariamente depender dos parametros da
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Figura 3.1: Representacao diagramatica das regras de Feynman. O diagrama (a) repre-
senta o propagador “vestido”para o férmion 7, (b) representa o propagador fermionico 7,
(¢) representa o propagador para o campo escalar o, (d) representa a inser¢ao 6(c.—n)
enquanto que o diagrama (e) representa o vértice da interagao do tipo “Yukawa”.

teoria original para gerar resultados nao perturbativos (isso serd explicado com mais
detalhes adiante). Ainda podemos utilizar um procedimento de otimizagao alterna-
tivo conhecido como o FAC [33]. Neste critério exige-se que o k-ésimo coeficiente da
expansao perturbativa

Pk =F ;0 (3.7)

satisfaca
[@k . @(k—l)}

0 que equivale a tomar o k-ésimo coeficiente (com 6 = 1) na eq. (3.7) igual a zero.
Aplicagoes do FAC podem ser encontradas na Ref. [61] sendo que, no presente trabalho,
utilizaremos somente o PMS. No caso especifico do calculo do potencial efetivo ou
densidade de energia livre de Landau do modelo GN3d, em temperatura e densidade
finitas, precisamos escrever os diagramas de Feynman até ordem §* desejada, escrever
as respectivas expressoes matematicas e, no final, impor o PMS. A compatibilidade da
OPT com o programa de renormalizagao esta discutida na Ref. [34] enquanto que a
convergéncia do método em teorias criticas estd provada na Ref.[35].

‘5:1 =0

3.2 A densidade de energia livre para o modelo
Gross-Neveu tridimensional interpolado

QOO O

Figura 3.2: Diagramas de Feynman que contribuem para V,; até ordem §2. O primeiro
e o segundo diagrama (contribuem com 1/N°® e 1/N respectivamente), contém a de-
pendéncia com 7, e precisam ser expandidos até a ordem 0™ desejada, o terceiro dia-
grama ¢ da ordem 6% e contribui com 1/N, a medida que, o terceiro e quarto sao ambos
da ordem ¢? contribuindo com 1/NZ.
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Na figura, fig. 3.2 apresentamos os diagramas que contribuem para o potencial
efetivo até ordem 2. As linhas tracejadas representam o propagador associado ao
campo auxiliar o, as linhas continuas e finas representam o propagador fermionico
1 enquanto que, as linhas continuas e grossas representam o propagador fermionico
f que precisa ser expandido até a ordem 6% desejada, como mostra a fig. 3.3. O
primeiro e o segundo diagrama da série ( que contém a dependéncia com 7)) precisam
ser expandidos até a ordem &% desejada, contribuindo, respectivamente, com 1/N° e
1/N para V,;. O terceiro diagrama é da ordem &' e 6% e contribui com 1/N, a medida
que, o quarto e quinto sao ambos da ordem §* contribuindo com 1/N?. Os célculos
até 6% foram realizados [29] em T = pu = 0, mas neste trabalho nos limitaremos a
discutir os resultados até a ordem 9. As expressoes matematicas para cada diagrama da
série podem ser obtidas através das regras de Feynman estabelecidas na secao acima.
Em ordem ¢ todos estes diagramas sao finitos quando calculados com o método de
Regularizacado Dimensional (RD), adotado neste trabalho (no esquema de subtragao
minima modificada, MS, veja apéndice B). Divergéncias aparecem na préxima ordem
e podem ser eliminadas de maneira similar ao procedimento adotado em teoria de
perturbagao. A fig. 3.3(a) mostra a expansao até ordem § do primeiro e segundo
diagrama, com dependéncia em 7, da fig. 3.2. A linha continua representa o propagador
fermionico 7, a linha tracejada corresponde ao propagador do campo auxiliar o e, o
ponto escuro representa insercao do vértice dn. O primeiro diagrama é de ordem ¢°
enquanto que o segundo e terceiro sao de ordem 9.

SIOSCACTH

Figura 3.3: (a) Diagramas de Feynman que contribuem para o potencial efetivo, V.,
até ordem O(9). As linhas continuas representam o propagador fermionico 7, as linhas
tracejadas representam o propagador do campo escalar o, enquanto que, o pontos
escuros representam insergoes de 6(o.—n). Os diagramas de (b) representam as infinitas
contribuicoes para V.; otimizado.

Considerando as regras de Feynman para a teoria interpolada obtemos a seguinte
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expressao para a densidade de energia livre de Landau em ordem ¢

Vet.s (0c, 1)) o? / dép .
L S L U g 1 —
N 52>\+z e )dtr n(p—n)

A e ()
2/(27?)dt —n+io (3:8)

onde Y ere (1) é 0 primeiro termo para a auto energia do férmion dado por

St ==3(5) 1 [ S o] 3.9)

Note que esta contribuicao O (1/N) é do tipo de troca (ou termo de Fock). O segundo
termo da eq. (3.8) pode ser obtido diretamente da série contendo todos os termos per-
turbativos, eq. (2.12), simplesmente fazendo o, — 7. Podemos na sequéncia expandir
este termo até ordem 0 obtendo para a eq. (3.8)

Vers (0, 1) o? / d?p
— 27V = §=£ — trl —
N ox ! (2m)? rin(p=m)

d _
o [y 1o
(2m)? (P — 0 +ie)

—2'1 dp . > exc (0)
2 / (27r)dt (p —n + ie) (310)

Vamos agora considerar cada um dos termos da eq. (3.10) separadamente. Por
questoes de notagao vamos introduzir a definicao

[~ [ -

e assim podemos escrever o primeiro termo da eq. (3.10)como

AV s (0e,m) = 2i /ln W —7?). (3.12)

p

Lembramos que essa expressao é semelhante aquela que encontramos nas revisoes do
capitulo 2, mais especificamente a eq. (2.2) além disso precisamos aqui apenas tomar o
resultado que é dado pela eq. (2.2), fazer a substituicao o. — 7 e expandir o resultado
até ordem 0. Procedendo dessa maneira obtemos

2 3

a5 o) =0 T 0 o) oy ), (3.13)

3T T

onde
]1 (a, b) = Lig (—ei(aib)) + LiQ (—67(a+b)) 3 (314)
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12 ((I, b) = Lig (—6_(a_b)> -+ Li3 (—6_(a+b)) y (315)

ea=|n| /T, b=|u|/T.
Tomando agora o segundo termo da eq. (3.10) dado pela expressao

AV 5 (0, ):—% /p tr [%} (3.16)

a qual foi calculada no apéndice D e seu resultado dado pela eq. (?7)

AV (o) = 6 (3) Il + T1 0, b

N
T
I 1
6o (). (317
onde
Ii(a,b) =In[l+e @] +In[1+e @], (3.18)
1+ elatd) u u

I4 (CL, b) = sgn (/L) |:CL In {m} + Lig (—e( +b)) — Lig (e( b)) , (319)

ea=|n/T, b= |p/T. Colecionando os resultados das expressoes (3.17), (3.13) e
substituindo em (2.2) obtemos o resultado para o potencial efetivo

Vet.s (0¢,) [l ol T* e
L E WL AL VA C AL — —
N 62)\ 3 + T 1(aab)+ T 2<a7b)
——577( —0c) [In| +T1s (a,0)]
A AT
o Il + Th (@ b)) + 05— [l (@b (3:20)

Note explicitamente a dependéncia dos ultimos dois termos da equacao acima com
relagdo a N a qual, introduz corre¢oes de N finito. De posse da eq. (3.20) podemos
implementar o PMS e estudar os aspectos relacionados ao diagrama de fases do modelo
e as transicoes de fases associadas.



Capitulo 4

Otimizacao e resultados numeéricos

4.1 O Principio de Minima Sensitividade

Podemos utilizar os resultados do capitulo anterior e mostrar de que maneira obte-
mos resultados nao perturbativos através da OPT para, na sequéncia, obtermos os
resultados analiticos e numéricos das quantidades relacionadas ao diagrama de fases
do modelo GN3d, que serd mapeado em detalhes. Voltaremos inicialmente a nossa
atencdo para a expressao (3.20) para mostrar como o PMS gera resultados nao pertur-
bativos. Primeiramente, expandindo a eq. (3.12) até ordem § e com o auxilio das eqs.
(3.16), (D.7), percebemos que podemos reorganizar a eq. (3.10) e escrevé-la como

V:afél 02 . ddp 2 ) / ddp TI(TI—UC)
: = 0—<+2 1 — 4
N (0cym) 52)\+ 2/(47T)dn(p n?) + 04i r)ip? — i+ ic
2

2\ dp 1 22 dip  po
e/l 32 |i 4.1
* N {l/ (2m)d p? —n? + ie} + N {1/ (2m)d p2 —n? + 261( )

Fazendo 6 = 1 e aplicando a condigao dada pela eq. (3.6) teremos

" {[T’_”C“’% <i/(gi];dp2—;2+ie)] (H"d%> [i/<§i];dp2—;2+z’e}

A ([ d% Po d ([ d Po
LA ) 4 _ ) , (4.2)
N (2m)dp? —n? +ie ) dn 2m)dp? —n? +ie) | ln=n

Note que, quando N — oo obtemos 77 = 7. e que corresponde exatamente ao resultado
de N grande, conforme previsto em [20]. Pelo resultado da eq. (B.6) podemos perceber
que o ultimo termo da expressao acima somente contribui quando i # 0. No caso em
que 1 = 0 a equagao acima se fatora em

o s =07 (1e1z) | | g =0 69

onde
A

d
Ya((0,p=0,T)) = AL {Z/ (;Zﬁz))d (P2 — ;2 + ie)} ' (4.4)
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E importante salientar que, o resultado, eq. (M.2), é valido para qualquer 7' e para
qualquer dimensao. Uma solu¢do matematicamente possivel para a eq. (M.2) é

i / (ddp L =0 (4.5)

2m)* (p* — n? + ie)

mas fisicamente nao aceitavel, visto que, independe dos parametros fisicos da teoria.
Para a solucao fisicamente aceitavel teremos a relacao auto-consistente

N =0c+ Xa(f,u=0,T). (4.6)

A fig.4.1 mostra uma representacao diagramadtica para a equacao acima bem como,
a fig.3.3(b) representa as quantidades otimizadas. Para o caso especifico em d = 3

Figura 4.1: Representacao diagramatica da eq. (4.6). O diagrama a esquerda da
igualdade representa 1. O primeiro diagrama a direita representa o. enquanto que, o
segundo, representa o termo de troca (ou de Fock).

obtemos

A7)
N=0ct [|n] 4+ T13(a,b)] (4.7)

Notemos que, fazendo N — oo reobtemos o resultado 7 =o.. Neste caso temos Ve]}’ =
Ve‘}. Este resultado é véalido em qualquer ordem em § quando nos restringimos ao
limite N — 00[20]. A eq. (4.6) pode ser entendida como uma série com a contribuigao
de infinitos diagramas do tipo ¥X,(7, u = 0,7") (auto-energia) mostrando assim como
o “loop”fermionico adquire contribuicao contendo o. e termos de auto-energia como
também mostra a fig. 3.3b. Podemos agora passar para o estudo dos diversos casos
envolvendo imposicoes sobre os valores da temperatura 7' e do potencial quimico pu.

4.2 Resultados numéricos

Para a obtencao dos resultados numéricos consideraremos imposicoes sobre 7" e y na
eq. (3.20) para calcular as quantidades fisicas relevantes.
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4.2.1 Casoemque T =pu=0

Na expressao para o potencial efetivo (equagao (3.20)) podemos perceber que o limite
T — 0 pode ser tomado utilizando as fungoes egs. (B.13)- (B.16) e, associado ao limite
1 — 0 podemos escrever

AVigp (1o0) _co?  [nf* o —oc)lnl , o Ml
N 2\ 37w T ON (27)2'

(4.8)

A expressao acima contém a simetria traduzida pelo fato de que V;‘}fl (n,00) = Ve‘g (—n, —0o.)
0 que nos permite investigar a evolugao de 7(o.) apenas para o. > 0 visto que,
ii(o,) = —7j(—0.). Revela-se assim que V&' (n,0,) é simétrico com relaciio a origem.
Lembramos ainda que, no capitulo 2 concluimos que a quebra de simetria ocorre apenas
para A < 0 sendo que, utilizando A\ — —X e A = 7/|\| podemos reescrever a densidade
de energia livre de Landau como

‘/:3(21(?7700):_50—3_‘/\_’_77_3_5(77_0—0)772_5 774
N 27 37 T STNA’

(4.9)
A partir deste ponto iremos considerar apenas a regiao o. > 0 e consequentemente
n > 0. A condi¢do do PMS aplicada a eq. (4.9) resulta em

,,7/2

N=0,— 4.10
1= 0c= Ik (4.10)
Calculando também a equagao do “gap”[29]
d Vveiclf(TL Uc)
el =0 4.11
do, N B ’ (4.11)
obtemos
0 7 4.12
O, = K ( . )
Combinando a equagoes do “gap”(4.12) e do PMS (4.10) obtemos
n=a.F(N) (4.13)
‘ A
Oc = ) 4.14
onde definimos .
N)y=1-——. 4.1
FIN) =1- 1 (1.15)

A relagao analitica dada na eq. (4.13) é o nosso primeiro resultado importante. Repare
que, este resultado permite determinar o valor do parametro de ordem, 7., em T =
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Figura 4.2: Parametro de ordem adimensional, ., em funcao de A para T =y =0. A
linha continua representa o resultado da OPT. A linha tracejada corresponde ao caso
N — 00. Os ntmeros correspondem os respectivos valores de N.

1 = 0, para qualquer valor finito de N, além disso, tomando o limite N — oo teremos
F(N) =1 reobtendo assim, o resultado de N grande (eq. (2.19)).

Na fig. 4.2 mostramos o resultado da OPT, &, (A) (para diferentes valores de N),
juntamente com o resultado de N grande. A linha tracejada corresponde ao caso
N — oo enquanto que as linhas continuas representam os resultados da OPT (os
nimeros que acompanham as linhas indicam o valor de N). Antes de considerarmos o
proximo caso vamos calcular o potencial efetivo otimizado no minimo, isto é, o. = a7,
en=r

A3
Vepor(n,00,T =0,u=0) = TG (V) (4.16)
Esta equacao serd necessaria quando considerarmos quantidades relacionadas ao po-
tencial termodinamico (segao 4.4).

4.2.2 Casoemque T'#0e u=0

Neste caso podemos escrever a eq. (3.20)) como

Vepsr(n,00,T) oo 02 _ _
IR = OAGE e~ [T L (e ) 4 T L ()]
1
—;77 (n — o) [77 + 2T 1n (1 + e_”/T)]
2
ot [+ 2T (1 + e ")]? (4.17)
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Da condi¢ao do PMS, eq. (4.6), temos

_.n
ANA

Aplicando dV.g/do. = 0 em 0. = &. na eq. (4.17) obtemos a equacao do “gap”

[+ 2T In(1 + e 7). (4.18)

n=0c

Bl

Go =~ [0+ 2T In(1+e 7). (4.19)

-

Com as equagoes (4.19) e (4.18) encontramos 77 = d.F(NN) que, inserido em (4.19)

resulta em 1
6.(T)F(N) = —— — 2T In [1 4 e oDFN/T] 4.20
PATVF(N) = g — 2T 1 4e ] (4.20)
Podemos notar na equagio acima que 6.(T = 0) = AF(N)~? reproduz o mesmo resul-
tado obtido na secao anterior. A temperatura critica para a restauracao da simetria

quiral é definida como ¢.(T = T.) = 0 que, aplicada a eq. (4.20) resulta em[29]
s A
¢ 2In2F(N)

Este resultado é mostrado na fig. 4.3. Novamente a linha tracejada corresponde ao

resultado de N grande, enquanto que, as linhas continuas representam os resultados
da OPT (o nimeros que acompanham as linhas indicam o valor de N).

(4.21)
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Figura 4.3: T, (em unidades de A), para yp = 0, em funcdo de A. A linha continua
representa o resultado da OPT. A linha tracejada corresponde ao caso N — oo. Os
ndmeros correspondem os respectivos valores de V.

Na fig. 4.4 podemos ver que a transicao é de segunda ordem sendo que a previsao da
temperatura critica, para valores finitos de IV, é maior do que a previsao da aproximagcao
de N grande. Notemos ainda que no limite N — oo reobtemos exatamente a previsao
de N grande, eq. (2.23). Na tabela (4.1) mostramos os valores de 79" para diferentes
valores de N finitos.
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Figura 4.4: Os resultados de N grande e da OPT para 6, em funcao de T' (para p = 0).
A linha tracejada corresponde ao resultado da aproximacao de N grande e a continua
ao resultado da OPT para N = 3. As temperaturas criticas correspondentes sao dadas
por: TN = 0.721A ¢ T?" = 0.787A. Todas as quantidades estdo em unidades de A.

4.2.3 Casoemque T'=0e u#0

Da expressao eq. (3.20) podemos obter o limite 7" — 0 utilizando novamente o conjunto
de definigoes egs. (B.13)- (B.16) obtendo assim

Vi (00 ) _5A_<7§+77_3_5(n—00)n2_ on’
N 2 3w ™ STAN
L( 25 o 1\ _onn—o) o (o 2
+ {%( R — (Il =n) = 5 W =)
0 2 2)2
- — S} — . 4.22
v GOl CUTRIT 122)
Onde O(|u| — |n|) é a funcdo degrau de Heaviside. Para encontrarmos o valor do

potencial quimico critico i, para a restauragao da simetria quiral precisamos comparar
os valores do potencial efetivo no minimo V,¢(G.,7 = 0) com o valor do minimo para
p# 0 com g = 0 [18][29], ou seja

‘/veil(a-:O’M:MC7T:O):‘/ve(z‘l(a-C’/‘L:O’TZO) . (423)
A partir da eq. (4.22) encontramos

V3 (0 =0, 1, T =0) 1, 3
° A = —— 14+ — . 4.24
g o (1 Tyl ) (424)

Substituindo (4.13) em (4.9) obtemos
Vi (0ep=0.T=0) _ |7/ ( L2 7 ) Uik

(4.25)

2F(N) 3 8AN

N T
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na ultima passagem utilizamos também o fato de que 7 = A/F(N) e a eq. (4.15). Da
igualdade entre (4.24) e (4.25) resulta

_ A 3 |me\

Podemos perceber novamente que, no limite N — oo, reobtemos o resultado da aprox-
imagao de N grande. A eq. (4.26) é de quarta ordem em % e pode ser facilmente
resolvida por iteracdo numeérica, resultando, para N = 3, em pu, = 1.06767A. Como
podera ser visto na proxima secao, este resultado estd de acordo com os calculos
numéricos para expressao geral dada na eq. 3.20.

4.2.4 Casoemque T #0e u#0

Nesta situacao, temos a seguinte expressao para a densidade livre de energia de Landau,
dada pela eq..3.20 do capitulo 3.

‘/ef5<0-87n7:u7T) ’77| |77’T2 TS
: — =< L —1
N 52>\ 31 + 1(&,b)+ 2((1 b)

60 (n— ) ln] + TI3 (0, )

/\77 AT
STl + Ty () + 6 |

Iy (a, b)] (4.27)
O estudo deste caso, o mais geral possivel, permite obter o diagrama de fases completo
para o modelo GN3d. Neste caso, calculamos a equacao do PMS e a equacao do “gap”
através de rotinas numéricas implementadas no programa mathematical60]. A fig.4.5
mostra o grafico tridimensional de &, em funcao de e T'. Notemos que, uma diferenca
consideravel aparece para baixas temperaturas se comparada a fig. 2.6. Como pode ser
visto, temos agora uma transi¢ao de primeira ordem para T # 0. A fig. 4.6 mostra como
o diagrama de fases, projetado no plano u—T, é afetado com a inclusao de correcoes de
N (N =1, 3) finito. A linha tracejada representa a linha de transi¢ao de segunda ordem
enquanto que a linha continua estd associada a linha de transicao de primeira ordem.
Os pontos escuros indicam a localizagao dos pontos tri criticos (cujos valores podem
ser encontrados na tabela (4.2)). A figura também mostra que a regiao onde a simetria
quiral estd quebrada é maior quanto menor for o nimero de N, o que ja pode ser
visto nos resultados obtidos para as quantidades T, u. € .. Em termos quantitativos,
nossos resultados prevéem um aumento da regiao em torno de 5% para N = 3 e um
aumento de aproximadamente 2% com N = 12, sendo que, os autores da referéncia
[37] previram um decréscimo de 10%. Essa diferenca ¢é devido a utilizagao de diferentes
fatores de normalizacdo. Na Ref.[37] quantidades fisicas foram normalizadas através
do parametro de ordem obtido com as simulagoes numéricas de MC. Se mapearmos
nossos resultados com o mesmo fator de normalizagao utilizado naquela referéncia
isto é, utilizando as eqs. (4.14), (4.21) e (4.26) nés podemos escrever para N = 3:
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Figura 4.5: Grafico tridimensional mostrando o parametro de ordem, 7., em funcao de
p e T, obtido pela OPT (com N = 3).

T./6. ~ 0.661 e p./c. ~ 0.897; e para N = 12: T./5. ~ 0.707 e p./5. ~ 0.976;
mostrando assim, que os resultados concordam levando em consideragao o nivel de
precisao alcancado nas simulagoes. Um dos resultados mais importantes que deve ser
notado é o aparecimento do ponto tri critico para valores finitos de N. Lembramos que
a transicao de fase obtida com a aproximacao de N grande (2.7) é de segunda ordem
em todo o plano y — T, exceto em T' = 0, onde ela passa a ser de primeira ordem.
Investigando o diagrama de fase do modelo GN3d através de simulagoes de MC, os
autores da Ref. [17] concluiram que, para N = 4, poderia haver um ponto tri critico
no diagrama de fase na regiao definida por T/TY < 0.230 e p/plY > 0.930. Com os
nossos resultados somos capazes de localizar o ponto tri critico para qualquer valor de
N, sendo que, para N = 4 encontramos fi, ~ 1.024A e Ti, ~ 0.222 A, enquanto
que, que a previsao de [17] estd 10% abaixo de nossa previsao para p. Ao mesmo
tempo, a previsao da regiao da temperatura estd 25% abaixo de nossos valores. Na
fig. 4.7 apresentamos também um conjunto de curvas mostrando a evolugao de . (i)
para diferentes temperaturas. As linhas continuas representam o resultado da OPT
para N = 3 sendo que as letras representam as diferentes temperaturas: T, = 0.050A,
T, = 0.100A, T, = 0.150A,T; = 0.200A e T, = 0.250. A linha tracejada corresponde
ao resultado de N grande. Nas figs. 4.8 e 4.9 mostramos a ocorréncia das linhas de
metaestabilidade relacionadas as linhas de transicao de primeira ordem para os valores
de N = 3,4 respectivamente. As linhas tracejadas correspondem as linhas de meta
estabilidade enquanto que a linha continua corresponde a transicao de primeira ordem.
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Figura 4.6: Diagrama de fase no plano u — T obtido pela OPT (todas as quantidades
em unidades de A). A linha tracejada representa a linha de transi¢ao de segunda ordem
enquanto que, a linha continua estd associada a linha de transicao de primeira ordem.
Os pontos escuros indicam a localizagao dos pontos tri criticos (cujos valores podem
ser encontrados na tabela (4.2))

Vale a pena ressaltar aqui a proximidade entre os pontos A, B e C. Com N = 3 o ponto
A ocorre para um valor de i que é apenas 2% < ., enquanto que, C ocorre num ponto
em torno de 3% > p.. Para N = 4 as diferencas sao ainda menores, ou seja, de p4
para s a diferenca é de aproximadamente 1,7% e de u¢ para ji. aproximadamente de
2%. Estes valores associada a normalizacao escolhida, explicam o fato da dificuldade
encontrada na localizacao do ponto tri critico através das simulagoes numeéricas.

A fig. 4.10 mostra a forma do potencial na regiao correspondente a transi¢ao de
primeira ordem. O gréfico da esquerda corresponde a linha P, — A enquanto que o
central e o direito correspondem as linhas P, — B e P, — C' respectivamente.

4.3 A expansao de Landau para a densidade de
energia livre

Nas secoes que se antecederam pudemos ver que todas as quantidades fisicas de interesse
podem, de alguma maneira, ser obtidas a partir do potencial efetivo o qual, também
corresponde a densidade de energia livre de Landau do sistema. Os célculos numéricos
envolvidos na determinacao de certas quantidades sao simples porém sutis, como é o
caso da determinacao do ponto tri critico além disso, a obtencao das linhas de transicao
de fases pode despender tempos de calculos numéricos demorados. Neste caso, podemos
tentar utilizar a expansao de Landau aplicando-a ingenuamente ao potencial efetivo
para obter os resultados de interesse. A idéia central da expansao de Landau é postular
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Figura 4.7: Parametro de ordem, 7., em funcao de pu, para diferentes temperaturas:
T, = 0.050A, T, = 0.100A, T. = 0.150A,T; = 0.200A e T, = 0.250A, mostrando como
a transicao de primeira para segunda ordem ocorre de maneira suave, ao contrario das
previsoes de MFA. Todas as quantidades estao em unidades de A.

uma funcao do tipo

V(o i, T) = Vo + Sa(u, T)o? + 3b(s, T)od + celw, Tho? , (428)
como valida para pequenos valores do parametro de ordem o.. Nesta relacao Vj rep-
resenta um termo constante, independente de o.. Os coeficientes a, b e ¢ podem ser
obtidos através de derivadas (em o. = 0) da mesma ordem da poténcia de o, ao qual
estao associados. As transicoes de fases sao regidas por diferentes combinagoes dos
coeficientes da expansao. Como exercicio podemos tomar qualquer fungao (idéntica
a (4.28)) e impor condigoes sobre os coeficientes. O resultado é que obtemos uma
transicao de segunda ordem se inicialmente a < 0 e b > 0 e ¢ > 0; uma transicao
de primeira ordem se inicialmente a > 0, b < 0 e ¢ > 0. O ponto tri critico pode
ser encontrado impondo a = 0 = b e ¢ > 0. Vale lembrar que a condicao ¢ > 0 é
necessaria para que tenhamos uma funcao ligada inferiormente. Em geral, a utilizagao
da expansao de Landau esté baseada em argumentos simples como o de que a energia
livre V¢ deve conter apenas a dependéncia com relagao ao parametro de ordem, o, e
das constantes de acoplamento, bem como, as simetrias do modelo original que devem
estar presentes na fungao postulada. Mas percebemos na eq. (4.27) que Vet 5(n, 0c, 1, T)
é funcao do parametro n (o qual ndo aparece na teoria original, visto que ele é fruto
da interpolagao) precisamos portanto, utilizar a condigdo de PMS para gerar 7 (o.) e
entao reescrever Ve s(o., , T'). Para elucidar estas sutilezas vamos iniciar considerando
o caso mais simples, isto é, o resultado de N grande para T,.. Neste caso precisamos

considerar apenas até a ordem o7 na eq. (4.28) com b > 0 e calcular a(0,7.) = 0.
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Figura 4.8: Parte do diagrama de fase correspondente a regiao da transi¢ao de primeira
ordem para N = 3. As linhas correspondem a configuracao na densidade de energia
livre da fig. 4.10 sendo que as linhas tracejadas correspondem a regiao de metaestabil-
idade a0 mesmo tempo em que a continua representa a transicao de primeira ordem.

Considerando o limite N — oo na eq. (4.17) obtemos

T 2,2
—Veﬂ‘s(%ac’ ) _ —(5/\;—; +- [NT%Liz (—e™"T) 4+ T°Lig (—eT)] (4.29)

enquanto que a condigdo do PMS, eq. (4.18), resulta em 0. = 77 (para N — o0).
Substituindo na equacao acima

2
Vo0 l) _ 50% 42 [T L (—e/T) + T (/)] (430)

. Calculando agora a derivada segunda (associada ao termo a(0,7,)) da seguinte maneira

2
2
0o?

%f,é(o—caT) = Oa

oc.=0

obtemos o resultado 7. = A/2In2 desejado (correspondendo ao resultado da eq.
(2.23)). No entanto, pela eq. (4.18) notamos que, para N finito, a dependéncia entre
n e 0. nao é linear fazendo com que, em principio, a utilizacao da expansao de Landau
conjuntamente com a OPT-PMS nao possa ser realizada de maneira direta. Para ten-
tar contornar este problema vamos comecar considerando a primeira ordem da iteracao
da solugao do PMS (PMS1) em (4.18) de modo que

'~ o, — L [7+ 2T In(1 + e*ﬁ/T)}

(4.31)

N=0c
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Figura 4.9: Parte do diagrama de fase correspondente a regiao da transi¢ao de primeira
ordem para N = 4. As linhas correspondem a configuracao na densidade de energia
livre da fig. 4.10 sendo que, as linhas tracejadas correspondem a regiao de metaesta-
bilidade a medida que a continua representa a transicao de primeira ordem.

V eff V eif Vst

Figura 4.10: Forma da densidade de energia livre de Landau correspondente a regiao
metaestavel.

e também a segunda ordem (PMS2) fazendo 77 — 7' na eq. (4.18). Os resultados
numéricos obtidos pelas aproximagdes PMS1 e PMS2 sao mostradas na tabela (4.1)
juntamente com o valor obtido na solugao analitica dada na eq. (4.21). Estes valores
revelam que os resultados fornecidos pelas aproximacoes estao em boa concordancia
com os analiticos. Para o caso da determinagao do ponto tri critico precisamos inserir
n' em V,z, posteriormente calcular

2

2
do?

Vets(0e, T) =0, (4.32)

oc.=0
para determinar a (p,T') e

4

1
ot

Ver,s(0c, T) =0, (4.33)

o.=0

para determinar b (u, T'), ao final impor, simultaneamente, a(tiyc, Tire) = 0 = b(tire, Tire)-
Na tabela (4.2) mostramos os resultados para diferentes quantidades fisicas utilizando a
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expansao de Landau e a aproximacao PMS1, seguindo o procedimento descrito acima.
Percebemos ainda que, estes valores concordam com aqueles obtidos através de calculos
numéricos na Ref.[28]. Recentemente, a compatibilidade da OPT-PMS com a expansao
de Landau foi estabelecida na Ref.[27].

N T.(eq. (4.21)) Tf’MSZ TfMSl
1 0.961797 0.963087 0.979106
2 0.824397 0.824398 0.824792

3 0.786925 0.786926  0.786926
6 0.752710 0.752711 0.752713
10 0.739844 0.739844 0.739844

Tabela 4.1: Temperatura critica, 7., em unidades de A, em p = 0, para diferentes
valores de N obtida com a OPT-PMS aplicada em conjunto com a expansao de Landau.

N TC7M =0 T = 07 He T;fcr Hter 5-(:

1 0.979 1.243 0.640 0.903 1.778
3 0.787 1.067 0.252 1.029 1.190
4 0.769 1.050 0.222 1.024 1.138.
0 0.740 1.019 0.168 1.011 1.058
oo 0.721 1.000 0.000 1.000 1.000

—_

Tabela 4.2: Grandezas fisicas relevantes (em unidades de A) para diferentes valores de
N.

4.4 O potencial termodinamico e a fase “liquido-
géS”

A descricao do comportamento termodinamico do modelo de GN3d sera feito em termos
do uma densidade de potencial termodinamico € (T, i) otimizado, relacionando-o com
a densidade de energia livre de Landau, otimizada em seu minimo, através da defini¢ao

Q(u, T) = Vg (1, T, 0c,1) (4.34)

permitindo calcular as grandezas termodinamicas (otimizadas) através deste. Uma
maneira alternativa seria definir o potencial termodinamico nao otimizado, definindo-o
com relacdo a Vrs (1, T, 0c,1m), isso implicaria em otimizar as grandezas fisicas, cal-
culadas a partir deste, separadamente. Ainda é usual normalizar o potencial ter-
modinamico de modo que ele se anule a "=y = 0 . Neste caso, da eq. (4.16), temos
que
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A3
©(0,0) = —m7
e consequentemente o potencial termodinamico normalizado serd dado por
A3

QwT) :Q(M,T)er

(4.35)

. Através daeq. (4.35) podemos obter todas as quantidades termodindmicas otimizadas
e normalizadas como, por exemplo, a pressao que é definida por

Com a equacao acima obtemos a densidade pela relacao
_ 9 P (u,T) (4.37)
p - a'u ,LL, ) .
e a densidade de entropia através da equacao

)
S = 2=P (1), (4.38)

Devido a equagao, P/, = 0, e da condigao do PMS, 0P/dn = 0, podemos reescrever
as duas ultimas equagdes como [29]

i T (n—0c)7 . AT
=1, ——1I - T, — ———T TI3) 15, — ———141
P T 1p T 2,0 T 3,1 (27T)2N (77 + 3) 3,1 (27T)2N 444,
(4.39)
e
nT nT? T T3 N—0.) 0 N—0.) N
s = oMy oy T Ty e o) ng,
T T T T T
A AT )
— ————(n+TIL) (Is+TI37) — ———(2I; + T1. 4.40

onde [;, = 01;/0p, Iir = 01;/0T. e I;, i = 1,...,4, sao dadas pelas egqs. (B.7) -
(B.10). As grandezas acima estao relacionadas entre si através da densidade de energia
que é dada por

E=—-P+TS+up (4.41)

Estamos agora em condigao de estudar o diagrama de fases em diferentes planos fisi-
camente mais acessiveis.

As figuras 4.11 e 4.12 mostram o diagrama de fase no plano P—1/p. para os valores
N = 3,4 respectivamente. Em cada um dos gréaficos sao mostradas duas isotermas: a
linha continua e grossa corresponde a isoterma para 7" = 0 a qual delimita a regiao
fisicamente acessivel ( a regiao N/A nao é acessivel). A linha tracejada corresponde
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Figura 4.11: Diagrama de fase no plano P — 1/p para N = 3. A linha continua e
grossa corresponde a isoterma para 7' = 0. A linha tracejada corresponde a isoterma
para a temperatura tri critica Tj,.. = 0.251A. A linha pontilhada esta relacionada ao
mapeamento do da linha de transicao de segunda ordem enquanto que, a linha continua
representa o mapeamento da linha de transicao de primeira ordem. A regiao N/A nao é
acessivel ao sistema sendo que, a regiao de simetria quiral quebrada (CSB) corresponde
a fase “gasosa” enquanto a fase simétrica (CSR) relaciona a fase “liquida”.

P
0.2 |

0.15
01+t

0.05 ¢

sendo que, LG estd associada a fase “liquido-gés”.)

a isoterma para a temperatura tri critica, Ty.. = 0.251A para N = 3 e T}, = 0.222A
para N = 4. A linha pontilhada estd relacionada ao mapeamento da linha de transigao
de segunda ordem. A regiao de simetria quiral quebrada (CSB) corresponde a fase
“gasosa” enquanto a fase simétrica (CSR) relaciona a fase “liquida”. Mas o resultado
mais importante € a presenca da fase “liquido-gas” associada a regiao das figs. 4.11 e
4.12 denominada LG. A linha continua que delimita tal regiao representa o mapeamento
da linha de transicao de primeira ordem. Nas figuras percebemos que a linha de
transicao de primeira ordem é marcada pela presenca de dois minimos degenerados
(para 0. > 0) que produzem a mesma pressao mas que necessariamente nao produzem
a mesma densidade, fazendo com que a linha se divida em duas partes (isso pode ser
visualizado melhor na fig. 4.13). Na Ref. [17] os autores argumentaram que a fase
mista deveria ser (i) extremamente fraca, (i7) muito préxima da transi¢cdo quiral ou
(73i) nao existente neste modelo. A fig. 4.12 (que correspondente a N = 4 0 mesmo
utilizado em [17]) mostra que a fase de transicao “liquido-gas” realmente é muito fraca,
com P ~ 0.023A3, dando grande suporte a hipétese (7).

As fig. 4.11 e 4.12 ainda indicam que se escolhermos uma temperatura menor do
que temperatura Ty, a isoterma gerada ira cruzar a linha de coexisténcia. Isso pode ser
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Figura 4.12: Diagrama de fase no plano P — 1/p para N = 4. A linha continua e
grossa corresponde a isoterma para 7' = 0. A linha tracejada corresponde a isoterma
para a temperatura tri critica Tj,.. = 0.222A. A linha pontilhada esta relacionada ao
mapeamento do da linha de transicao de segunda ordem enquanto que, a linha continua
representa o mapeamento da linha de transicao de primeira ordem. A regiao N/A nao é
acessivel ao sistema sendo que, a regiao de simetria quiral quebrada (CSB) corresponde
a fase “gasosa” enquanto a fase simétrica (CSR) relaciona a fase “liquida”.
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sendo que, LG estd associada a fase “liquido-gés”)

visto na fig. 4.13 onde, a linha horizontal mostrada foi construida conectando o valor
da pressao nas fronteiras. A linha tracejada corresponde a isoterma para a T = 0.194A
(menor do que a temperatura tri critica, T3.. = 0.251A). Os pontos estao unidos por
uma linha numa constru¢do de Maxwell (contida no formalismo da teoria) a qual é
obtida pela condicao de igualdade do potencial quimico nas fronteiras das duas fases.

A fig. 4.14 mostra £/T3 e P/T? em funcao da temperatura para yu = 0. Para altas
temperaturas temos £/T° — —3((3)/m ~ 1.14, enquanto que P/T? — —3((3)/(2m) ~
0.57 (onde ((3) ~ 1.202). Nestes regimes temos (7" > T.) 6. = 0 e — 0. A
presenca de uma transicao de primeira ordem imprime uma assinatura na densidade de
energia associada a presenca do calor latente. Isso pode ser verificado na fig. 4.15 onde
mostramos, para N = 3, a £ em funcao de T para o valor ;1 = 1.040A < g = 1.029A.
A linha tracejada corresponde ao resultado de N grande, enquanto que, a linha continua
representa o resultado da OPT. A assinatura da presenca do calor latente estd associada
a descontinuidade correspondente ao ponto T' = T,(u = 0.140A) = 0.194A.
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Figura 4.13: Detalhe da fase mista no plano P — 1/p para N = 3. A linha pontilhada
esta relacionada ao mapeamento do da linha de transi¢do de segunda ordem. A linha
continua representa o mapeamento da linha de transicao de primeira ordem enquanto
que, a linha tracejada corresponde a isoterma para a T = 0.194A (menor do que a
temperatura tri-critica, T;. = 0.251A). Os pontos estao unidos por uma linha numa
construgao de Maxwell (presente no formalismo da teoria). A pressdo P estd em
unidades A3 enquanto que a densidade p est4 em unidades de A2
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Figura 4.14: £/T% e P/T? em funcao da temperatura para p = 0. A linha tracejada
corresponde ao resultado para N — oo e a linha continua representa o resultado da
OPT para N=3. T esta em unidades de A.



45

04

03

0.2 —

0.1;

| | | T
0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 4.15: Densidade de energia £ em fungao da temperatura (ambas em unidades
de A). A linha tracejada corresponde ao resultado de N grande e a linha continua
representa o resultado da OPT para N = 3. A descontinuidade ocorre em 7' = T, (u =
0.140A) = 0.194A.



Capitulo 5

O modelo de Nambu-Jona-Lasinio
na aproximacao de campo médio

5.1 O modelo de Nambu-Jona-Lasinio

Como foi mencionado da introducao, o modelo de NJL foi originalmente construido,
num periodo anterior ao advento da QCD, ou seja, os constituintes fundamentais da
interacao forte ainda nao eram conhecidos, como uma teoria efetiva de interagoes entre
os nucleons[14]. Este modelo foi introduzido com a intencao de descrever a quebra
espontanea da simetria quiral, no vacuo, em analogia ao mecanismo BCS da super-
condutividade. Posteriormente, com desenvolvimento da QCD este modelo passa a ser
reinterpretado como um modelo para quarks[53]. Um esfor¢o considerdvel tem sido
feito para entender as consequéncias fisicas nesta nova interpretacdo. Um conjunto de
trabalhos relacionados ao modelo de NJL nesse sentido pode ser encontrada nas Refs.
[51]. Existe ainda a possibilidade de aplicagoes do modelo em questoes de astrofisica
nuclear onde, a matéria nuclear estd sujeita a campos magnéticos [52] o que ocorre,
por exemplo, em estrelas de néutrons.
A versao SU (2) para o modelo de NJL é dada pela densidade Lagrangiana

£ =W (i, 0" = me) U=G | (D0)° — (Tins70)*] . (5.1)

onde ¥ representam os operadores de campo dos quarks (com os indices de cor e sabor
suprimidos, ou seja, W representa um isodubleto de sabor “up” e “down” e um N, “plet”
de cor), m. é a matriz de massa de corrente dos quarks (esta implicito que My, = Maown)
e T sao as matrizes de Pauli associadas ao isospin. A densidade Lagrangiana acima é
invariante frente as transformacoes globais do grupo U (2) x SU (Ny) e no limite quiral,
em que m, = 0, também ¢é invariante frente as transformacdes do grupo U (2), x U (2)

dada pela transformacao continua ¥ — W/ = exp [(—i? . 575) / 2} U. Pelo teorema de

Goldstone temos o fato de que toda vez que uma simetria continua é quebrada existe
um béson (chamado de béson de Goldstone) nao massivo associado e, no presente caso,
este boson é o pion. O modelo de NJL, na versao acima considerada, nao possui em
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sua formulagao graus de liberdade associados aos glions, sendo incapaz de descrever
transicoes ligadas ao confinamento. De maneira andloga a descrita acima, é possivel
considerar o modelo NJL na representacao SU (3) o qual é mais realista estando préximo
da formulacao da QCD. Sendo que, a inclusao de quarks estranhos inclui dificuldades
extras como, por exemplo, o fato de que a massa do quark estranho nao pode ser
escolhida como sendo igual a massa dos nao estranhos. Isso nos leva, ao nivel da
Lagrangiana, considerar uma quebra explicita da simetria SU (3)[16, ?]. Espera-se
que um modelo efetivo realista para a QCD tenha incluido também a possibilidade
de descrever satisfatoriamente o mecanismo do confinamento. O modelo de NJL, nas
versoes acima consideradas, é incapaz de descrever as propriedades relacionadas a este
fenomeno. Tal cenario pode ser modificado tomando-se o modelo de NJL estendido com
“loop” de Polyakov (PNJL) ou seja, para incluir, no modelo de NJL SU (3), aspectos
relacionados ao confinamento introduz-se um campo de fundo temporal homogéneo
com um acoplamento SU (3) invariante de calibre [58]. No limite de quarks estéticos
o “loop” de Polyakov serve como parametro de ordem da transicao de confinamento.

Devido ao termo de interagdo (quartica nos campos) da eq. (5.2), a teoria nao
¢ renormalizdvel em 3 + 1 dimensoes (uma inspegao dimensional revela que G pos-
sui dimensées de eV~?), isso quer dizer que, as eventuais divergéncias nao podem ser
eliminadas através de uma redefinicao consistente dos parametros originais da teoria
(campos, massas e constantes de acoplamento). A necessidade da renormalizac¢ao surge
no calculo das integrais nos momentos que representam “loops” de Feynman e, neste
processo, somos levados a adotar algum método de regularizagdo (como por exem-
plo regularizagdo dimensional, Pauli-Villars, implicita, “sharp cut-off”, etc.) os quais
sao maneiras formais de lidar com as divergéncias. No entanto, estes procedimentos
introduzem parametros arbitrarios com dimensoes de energia que nao aparecem na
densidade Lagrangiana da teoria original. Posteriormente (o que nao é o caso do 3+ 1
NJL), quando o modelo estiver renormalizado, podemos escolher qualquer valor para
as escalas de energia arbitrarias, sendo que, os parametros originais passam a variar,
com tais escalas, de uma maneira ditada pelo grupo de renormalizacao. Para o mo-
delo de NJL é comum a escolha de um “sharp cut-off” (A) e, tendo em vista o fato
de que o modelo nao é renormalizavel, abre-se mao da parte correspondente a altas
energias (ou momentos) fixando A para um valor relacionado ao espectro fisico em con-
sideracao. Esta estratégia torna o modelo de NJL. 3 4+ 1 um modelo efetivo enquanto
que A é tratado como um parametro. Os valores de quantidade medidas experimen-
talmente como, a massa do pion (m, = 140MeV) e a sua constante de decaimento
(f, = 99MeV) sao utilizadas para fixar ambos, A e G.

Com o objetivo de obter a densidade de energia livre de Landau F, para os quarks
é conveniente considerar a versao bosonizada do modelo NJL a qual pode ser obtida
através da introdugao de campos auxiliares (o, 7) por meio de uma transformagcao
de Hubbard-Stratonovich. A saber, F é calculada utilizando a aproximacao de N,.—
grande a qual é equivalente a MFA. Com a intencao de introduzir os campos auxiliares,
tornando a teoria mais palpavel na consideracao da aproximacao de N. grande é
conveniente definir G = A/2N, tratando N, como um nimero grande sendo fixado ao
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valor N, = 3 no final dos calculos. Portanto, na versao bosonizada escrevemos

- - N,

Ly =V (i7,0") U=V (o + ivs7 - T) U — 5 (0% +7%). (5.2)
onde definimos o/ = o + m,. Por simplicidade consideraremos nossas analises inici-
ais no limite quiral, isto é, limite em que m, — 0, sendo que futuramente m, serd
reintroduzida, quando for conveniente, por meio de uma definicao apropriada.

5.1.1 A Densidade de Energia Livre de Landau

Como pode ser visto na Ref. [64], por exemplo, que utilizando técnicas de integracao
funcional podemos, para a densidade Lagrangiana eq. (5.2), escrever a seguinte ex-
pressao para a densidade de energia livre de Landau no limite de N.- grande

4

N, d*p
Fx) = ==v*+2iN.N / —
(x) X ' n)

onde definimos x = /0?2 + 72.
Considerando agora a formulagao de tempo imagindrio, dado pela eq. (B.1) pode-

mos reescrever a integral no momento p da eq. (5.3), a temperatura e potencial quimico
finitos, como

d -
2@/ Dol (—pP)=—27 /
(27) =

nee

In (—p°+x?) . (5.3)

;lj:))g In [(w, — ip)? +a’], (5.4)

onde definimos w, = /p?+x? e p é o usual vetor momento em 3 dimensdes espaciais.
Efetuando as somas sobre as frequéncias de Matsubara e com algumas manipulacoes
algébricas podemos escrever para a eq. (5.3)

N, d*p wy, +
Fx,T,p) = §X2—2N0Nf/w{wp+Tln [1+exp (—pTM)]

+TIn {1+exp (—”pT_ “)H (5.5)

A passagem da eq. (5.4) para eq. (5.5) pode ser acompanhada no apéndice(5.5). O se-
gundo termo da equagao acima representa a contribuigao divergente (divergéncia ultra
violeta) que serd regularizada através de um “cut-off” nao covariante A. A eq. (C.7
é geral e nos permite analisar diferentes possibilidades, envolvendo imposi¢oes sobre
os valores da temperatura T" e do potencial quimico u, o que serd feito na sequéncia.
Vale a pena ressaltar que existe uma grande variedade de escolhas possiveis para os
parametros da teoria, sendo que, aqui adotaremos os da referéncia [16] sendo eles:
me = 5.6MeV; A = 587.9MeV; GA? = 2.44MeV.
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5.1.2 Casoemque T =0e =0

Neste caso mais simples, tomando o limite 7" — 0 e u — 0 na eq. (5.5) obtemos

N, e
F(x,0,0) = S chNf/ (27:;3\/p2—|—)<2. (5.6)

A integral nos momentos é altamente divergente o que nos leva a necessidade da adogao
de algum método de regularizacao, adotaremos aqui a regularizacao introduzindo um
“cut-off” nao covariante A, de modo que podemos escrever (ap6s a integragao da parte
angular)

Ne p“dp
F 0.0 = 3o - vy am) [ B e 1)

Esta integral esta resolvida no apéndice e seu resultado é dado por (eq. (G.1))

2
A 2 1 4 <A+\/A2+X2)
/ p d]; p2+X2 — \ /A2+X2 <2A3+AX2> _ X?ln

%
(5.8)
Com isso podemos escrever a eq. (5.7) como
2
N N.N <A+\/A2+X2>
F(x,0,0) = =532 + L 0 2 /A22 (2034+Ax2) + x*1
(X7 ) ) 2)\X+16772 +X( + X)+X Il X?
(5.9)
A equagao do “gap” é definida através da relagéo% = 0e, aplicada a eq.
X=X
(5.9) nos fornece
2
N, N.N - — - (A—i-\/ A2+)_(2>
0 = TX-|— 167r2f —8AYVAZ+2 + 4% In =

2
2 A++/A2+x?
T = Nfoy( AREE - 2 ( = )

Considerando o caso em que 7 = 0 e o caso em que m, # 0 obtemos

(A—l—\/ A2—i—al2)

2

ol

2
0= N, GNf % {A\/A2+<7/2 — 1ln

} (5.10)
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Definindo a massa efetiva dos quarks através de My = m.+a obtemos para a eq. (5.10)
a relacao auto consistente

2
2 A++/ A2+ M2
GNcNfMO Ay A2+ DME — Mo, ( 0> . (5.11)

Mo = me+ 2 2 M

Com a nossa escolha para os valores dos parametros e, com N, = 3 e Ny = 2, obtemos
My = 400MeV, enquanto que, no limite quiral (m, = 0) este valor passa a ser My =

387.4MeV.

5.1.3 O potencial termodinamico

Para as consideragoes futuras, relativas a normalizacao da pressao ¢ interessante definir
a pressao no caso em que 7' = 0 = p. Como ja foi visto anteriormente (cap. 4 segao
4.1), a densidade de potencial termodinamico esta relacionado a energia livre de Landau
através da definicao

2(0,0) = F(x,0,0). (5.12)

Este, por sua vez, estd relacionado a pressao através
P(0,0) =-0(0,0) = =F (x,0,0). (5.13)

Teremos portanto, para a eq. (5.9), a expressao corresponde a pressao

1 N.N
P(0,0) = —E[Mo—mcf— 16W2f {—2\/A2+M§ (2A°+ADMG)
2
| (A/ATR)

onde M é solugao da eq. (5.11).

5.1.4 Casoemque T =0e pu#0

Tomando o limite 7" — 0 na eq. (5.5) obtemos (por etapas). Considerando w, + >0

obtemos
. Wy +u B
%111[1)0 {Tln {1—|—exp( —7 )]} =0 (5.15)

o (a1 e (22} 610

Realizando também
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percebemos duas possibilidades: w, > p e w, < p. No caso em que w, > p recaimos no
mesmo caso da eq. (5.15), sendo que, para o caso em que w, < f teremos r = (4 — w,)

%ii%{Tln [1+exp (%)]} = %ii%{ﬂn %”

= g {rmfr v ()] [ (-5)])

= %1% (x) ==

— (—w). (5.17)

O que permite concluir que o limite acima pode ser escrito em termos das propriedades
da funcao degrau de Heaviside, isto é

1, sex >0 (5.18)

@(x):{o, sex<0]‘

Com as eqgs. (?7),(5.17) juntamente com a propriedade da na eq. (5.18) podemos
reescrever a eq. (5.5) como

N, d’p d’p
F (x,0, 1) ﬁf — 2N Ny {/ Wwp + / —— 0O (n—wy) (1 — wp)}

(2n)’
LN, / (;l;; [0 (u= Vi) (- Vo) (5.19)

A tarefa que ainda resta é o calculo da integrais que aparecem acima. A primeira
integral, a qual é independente da temperatura, ja foi considerada na secao anterior
e aqui apenas utilizaremos o seu resultado enquanto que, a ultima é calculada no
apéndice, sendo seu resultado dado pela eq. (H.2). Podemos assim, com as egs. (G.1),
(H.2) escrever a eq. (5.19) como

2
N, 2 NcNf 4 <A+ ! A2+X2>
2

Fx,0,p) = ﬁx + 62 X' In "y — 24/ A2+x2 (2A3+AX2)
2
N,N (uﬂ/ p? — x2) 1 s
—Tﬂzf X' In v o (I =X°) =2Vt =

onde estd implicita a dependéncia com O (u* — x?) de todos os termos associados a
i (esta dependéncia serd omitida daqui em diante, sendo que ela deve ser levada em
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consideracdo na realizacao de calculos numéricos, por exemplo). Aos dois ultimos
termos da equacgao acima, associados ao potencial quimico, podemos somar e subtrair

o termo 2u®+/p? — x? de modo que podemos escrever

2
N. N.N (A"i‘\/ A2+X2)
F(x,0,p) = 5;(2 + Tﬂ'; Y'n = — 2v/A22 (20%4+A)2)

2
N.N pt < w = XQ) 10
_Tw; x'In v +on (=) -

(5.20)

Através da eq. (5.20) podemos minimizar a densidade de energia livre de Landau
calculando

OF (x,0, )

=0
9x X=X
2
N._ NN (a+vA0)
0 = v+ -0 20/ A2+ + ¢°In —
A 4T X
2
+4—7T2 2ux\/ 12—x% — x’In = . (5.21)

O que resulta na relacao

- =2
AN X A\/W—X?ln <

272

A+ /A)
X?

(5.22)

2
72 (uﬂ/ u2—>22>
X2

— M?_XQ + 711,1
Como é usual, podemos escolher o ponto Y = ¢ com @ = 0 e para levar em consideragao

massa de corrente nao nula nés definimos a massa efetiva dos quarks através M, =
me + 7 (1, 0), assim sendo, podemos escrever a eq. (5.22) como

<A+W> ]

} (5.23)

2

B )\NfM 5 > My
M, = m.+—=+ 52 {Aw/A +M7 — 5 Eln
(u+\/ ’ MQ)

2

+ —py /= M7 + 21
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Essa equacgao auto-consistente pode ser resolvida por iteracao numeérica e seu resultado
sera apresentado futuramente juntamente com as comparagcoes dos resultados da OPT.

5.1.5 Potencial Termodinamico

Levando em consideracao as discussoes da tltima se¢ao acima, relativas ao potencial
termodinamico e a pressao temos, pela eq. (5.20), a seguinte expressao para a pressao

(A++ /A2+M3)2]
Mg

1672

2, /A M2 (20%+AM2) }

it {0 e

(/H\/lj\;— M3)2] } (5.24)
;

N.N
P(p,0) = —— (M, —m.)* - —=L {M,ﬁln

4
Muln

Finalmente em T = 0 e u # 0 a equagao de estado para os quarks é dada por £ =
— Pt (1,0) + pp (11,0) onde p (u,0) = dP (11,0) /dp é a densidade na MFA dada por

NcNf 3/2 . i
3m? 372
A pressao efetiva, Pu (1,0) = P (p,0) — P (0,0), com P (0,0) dada pela eq. (5.14) é
definida de modo que ambos, a pressao e a densidade de energia, se anulem quando

@ = 0. Também podemos definir uma constante de “bag”, em analogia como modelo
de “MIT Bag”, por

p (1, 0) = [ =M jug

B =P (0,m.) — P (0, M)

onde My é a solucao da eq. (5.23) com g = 0. Assim como é enfatizado na Ref. [16].é
importante observar que, como no modelo de Bag, B, representa a diferenca de pressao
entre o vacuo trivial e o nao trivial sendo que isso nao é uma imposicao do modelo
mas uma consequéncia da dinamica das interagoes levando My # m.. Com as nossas
escolhas dos parametros obtemos B = 141.4MeV/ fm®. Os graficos das quantidades
de interesse serao apresentados no proximo capitulo, visto que sao importantes para
efeitos de comparacao com os resultados da OPT.

5.1.6 Casoem que T#0e u=0

Tomando o limite em que pr — 0 na eq. (5.20) (este limite é imediato) ficamos com

F(x,T,0) = %XQ—QNCNf /p {wp + T'In [1 ~+ exp (—%)] +Tln [1 + exp (—%)} }
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onde definimos [ P — i (;jrl))g . Utilizando o resultado das se¢oes anteriores para a integral

que independe da temperatura podemos escrever

2
N. , NN (a+vAT)
F(x,T,0) = =—=x*+ B B ) A2+ 2 (2A3—|—AX2) +x*In 5

2\ 1672 X
} (5.25)

o [ gt oo () ()7)

A integral que ainda resta nao possui uma expressao analitica requerendo, portanto, al-
gum método alternativo. Se tivermos o objetivo de obter a temperatura critica podemos
contornar esse inconveniente (da nao existéncia da solugao analitica) implementando
a chamada expansao de altas temperaturas, tendo em vista que, quando T" — T, o
parametro de ordem y— 0. Como abordagem alternativa, para descrever num grafico
o parametro de ordem em funcao da 7', podemos resolver o problema através de inte-
gragao numérica a qual também permite obter 7. Neste trabalho consideraremos estas
duas abordagens. Iniciando com a expansao de altas temperaturas podemos obter o
resultado (como pode ser visto no apéndice, eq. (?7))

2
N NN <A+\/A2+x2>
T,0) = —x2+ —F 4 9y /A2 (20%+Ay2) + ']
FOT,0) = 25+ 763 X7 (20°4AY7) + X' In 2z
N.N; 3 X\?] |, NV 2 TT
9~ — 9] 25\, 4 41 (_) T — .
togm |27 —2In(m) — o+ (5 ) |+ 5 [(TX) 15
Assim a equacao do “gap”
OF (x.T,0)

ox

sera dada por

2
21152
Nf)\ - — >—<3 (A“F\/A +X )
= I oag /AT - X

12 X Xy 2z

72 X*+2x* (=3 42y —2In(7)) +2¢%n <;£—§>
+Nf)\)_( F + ) (526)
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Consequentemente, a massa efetiva dos quarks, M (0,7) = m.+ a(T'), é dada por

M (T,0) = mc+%§T’m{2A\/AQ+M(T,O)2
(a+ VAR T0)2)

M(T,0)%)
2 M (T,0)2
T? )
+NAM (T,0) § = + M (T,0)

+2M (T',0) (—g + 2y —2n (w))

JMor (M (r. 0>2> } | (5.27)

472 T2

Utilizando os valores para os parametros escolhidos para este trabalho obtemos
uma 7T, ~ 185MeV com m, = 0, enquanto que, para o caso em que m,. # 0 obtemos
apenas um comportamento de “cross-over”. Utilizando integracao numérica podemos
obter dois resultados diferentes, dependendo da implementagao da regularizagao: se
regularizarmos apenas a parte divergente reobtemos o resultado da expansao de altas
temperaturas enquanto que, se regularizarmos também a parte finita obtemos, no caso
em que m. = 0, o resultado T, ~ 222MeV que é o mesmo resultado obtido na Ref.
[16]. Este resultado estd acima daquele obtido por simulagoes na rede, que fornece o
resultado 7. ~ 170MeV. Na mesma referéncia o autor justifica que a diferenca no valor
encontrado através da MFA e da simulacdo na rede se deve ao fato da transicao de
fases ser gerada pelos graus de liberdade incorretos mas, pelo que concluimos aqui, isso
acontece devido a uma implementacao matematica do processo de regularizacao. Na
fig.(5.1) mostramos os graficos da massa efetiva em fungao da temperatura onde pode-
mos perceber as implicagoes das diferentes maneiras de implementar a regularizacao.
Na fig.(5.2) apresentamos a massa efetiva em funcao da temperatura para 4 casos difer-
entes. O painel superior corresponde a figura obtida na Ref. [16] e foi gerada tomado
todas as integrais regularizadas a A, independentemente de serem divergentes ou nao.
No painel inferior implementamos a regularizacao apenas nas integrais divergentes, o
que nos leva a obter uma temperatura critica, T, ~ 185MeV, a qual esta proxima da
obtida na simulacao de rede e da expansao de altas temperaturas.

5.1.7 Casoemque T #0e u#0

Para finalizar as revisdes concernentes ao modelo NJL SU (2) na aproximagao de N.—
grande vamos considerar o caso em que ambas, a temperatura e a densidade, sao finitas.
A aplicacao de integracao numérica e posteriormente o célculo da equagao do “gap” nos
permite uma completa descricao do diagrama de fases. Os resultados numéricos para
as quantidades tri criticas sao dados por pi.. ~ 272.8MeV e T} ~ 108.0MeV, sendo
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Figura 5.1: Massa efetiva dos quarks em func¢ao da temperatura com m. = 0. A linha
continua corresponde ao resultado com todas as integrais com “cut-off” enquanto que,
a linha tracejada corresponde ao limite original das integrais finitas.

que, o grafico do diagrama de fase sera apresentando no préximo capitulo juntamente
com as comparacoes dos resultados da OPT.
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Figura 5.2: Massa efetiva em funcao da temperatura. No painel superior somente
as integrais divergentes foram regularizadas: linha tracejada corresponde ao limite
quiral enquanto que a continua representa m, = 5.6MeV. No painel inferior todas as
integrais foram regularizadas: linha tracejada corresponde ao limite quiral enquanto
que a continua representa m, = 5.6MeV.



Capitulo 6

A teoria de perturbacao otimizada
aplicada ao modelo de
Nambu-Jona-Lasinio

6.1 A densidade Lagrangiana para a teoria interpo-
lada

No capitulo 3 ressaltamos a importancia da correta implementacao da OPT ao mo-
delo fisico do qual se estd interessado em descrever a dinamica de interacoes. Com o
intuito de implementar a OPT ao modelo de NJL SU (2) poderiamos ser guiados, in-
genuamente, pelas mesmas ideias descritas naquele capitulo, no entanto, os autores da
Ref.[11] mostraram que algumas abordagens alternativas precisam ser adotadas. Com
a intencao de ressaltar alguns aspectos da OPT vamos apresentar resumidamente os
resultados daquele trabalho no apéndice. Seguindo a filosofia correta de implementagao
da OPT podemos escrever a seguinte densidade Lagrangiana interpolada

Ls= 6L+ (1= 6) Lo, (6.1)
aplicando tal filosofia a eq. (5.2) teremos

Ne

El:\I/{mu@”—[6(0—1—2%?-7?)%—7%—1—77(1—5)]}\11—52)\

(o® +7) (6.2)
Trabalhando um pouco a expressao acima podemos escrever

nN=Q—=08[n—(0+ivyT- 7] (6.3)
onde definimos {2 = m. + 7 e ainda com

n=a+iyf (6.4)

o8
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onde o e # sdao parametros de massa arbitrarios. Agora nds temos 4 parametros de
massa, o mais trés componentes de 3, e consequentemente quatro condigoes de PMS
sao necessarias. Apos o célculo de F em determinada ordem-k nés impomos

dF® dF® :
ol =0 (i=1,2,3) (6.5)
&,0;,0=1 v la,B;,0=1

Teremos assim, para a expressao eq. (6.2), uma forma reduzida dada por

L=V (iy,0" — 7))V — 5§ (0% +7%). (6.6)

6.2 A densidade de energia livre de Landau para o
modelo de NJL SU (2) interpolado

Neste caso, para obtermos a expressao para a densidade de energia livre de Landau
podemos seguir o mesmo procedimento efetuado na consideragao do modelo de GN3d.
Com a série de diagramas apresentados na fig.(6.1) e as regras de Feynman associadas
temos seguinte expressao matematica para a densidade de energia livre de Landau

QOO

Figura 6.1: Diagramas de Feynman que contribuem para F (77) até ordem §. As linhas
fermionicas continuas e grossas representam os termos dependentes de 7 (que precisam
ser expandidos); as linhas tracejadas representam o propagador associado ao campo o
e o propagador do campo 7 é representado pela linha pontilhada-tracejada. O primeiro
contribui com 1/N?, o segundo e terceiro (§) contribuem com 1/N...

Figura 6.2: As linhas continuas (fermionicas) representam termos dependentes de 7
0s quais precisam ser expandidos, enquanto que, a linha continua e fina representa
propagadores fermionicos dependentes de 7; as linhas tracejadas representam o propa-
gador associado ao campo ¢ e o propagador do campo 7 ¢é representado pela linha
pontilhada-tracejada.
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Flui) = Nx +i NNf/(d4) trn (-1

2\ 2
/ i i
_%5/\Nf/ (;lﬂ {p n+26] Lé—ﬁlJrie]’ (6.7)

onde x? = 02 + 72
Tomando o segundo termo da expressao acima e expandindo 77 até ordem § obtemos

/ (jjf;ﬂﬂn (P=n) = / (jjf;mn () + / (;i;?;m [Q—(acﬁ—_ gyg,?-ﬁc)],

e dessa maneira

~ . Nc 2 NcNf d4p
F(x,n) = 2)\ +1 5 /<2W)4trln (p—)
NNy / d*p [Q — (0, — iy57 - 7?0)]
-+ t
" (2m)* g p—

w50 | éﬁ;/ éﬁt {(ﬁ—; +z‘e>} M—ﬁl Hﬂs}
o [ o e [l ) 09

Ou de outra forma, podemos tomar o resultado obtido na aproximacgao de N.— grande
dado na eq. (7.8), isto é,

/ (;iﬂz;4trln (h—X)=i2N; N, / (;iTp;Llln (™). (6.9)

Realizando a mudanca xy — 7 e expandindo até ordem 9§ obtemos

4 4
[ i - [ St
_2/ d'p (a+m)(a—oc)+ Bi (B — mei)
(2m)* (—p? +9?)
Com isso percebemos que, assim como no caso do modelo de GN, podemos pegar o
resultado da eq. (6.9) da integral que em termos de o e 3 pode ser escrita na forma

/ <Z£4m<_p ) = (sﬂ {in[# + (e +-mo? + 57

. (6.10)

a+me) (a—o.) + Bi (B — Tei)

ol
[—p2+ (@t m)” + 5]

(6.11)
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Assim, com a (6.10) a eq. (J.6) fica da forma (sendo que, para os dois ultimos
termos consideramos 7 = {2 visto que estes termos ja estdo em ordem 0)

N, ) d*
F(x,Q) = §X2+22N0Nf/ (27:;41n [—p2+§22}

d4p (a + mc) (Oé - UC) + B’L (ﬁz - 71-ci)
5/ (277)4 (—p? + Q?)

3N, / éﬁi / élﬂq)t {@ — >] M —r ”}
-5 | (%4 / (%4“ {@ o z‘eJ [q o z‘e] B

e em termos da eq. (6.11) temos

Fx,o,fB) = ]2\;X2+z2NNf/ngp;41n [_p2+(a+m6)2+52}
d4p (OZ + mc) (CY - UC) + ﬁz (ﬁz - 7rci)

(2m)* [—pQ + +(a+m)’ + 52}

+idN N0 /

+(D\%/q " [[15—(04+7izc+i755)]] [754_(a+;0+m5ﬁ)%]

—M%/qp“ [(ﬁ—(a—i-;c‘i‘i’%ﬁ))} [ﬂi—(O‘JF;C”%ﬂJ’
(6.13)

onde f P= [ (d4p 2—)4 Podemos ainda definir por questoes de notacao

n = ol +iys0e
al = a-+m,

e reescrever eq. (6.13) como

4

N, d*p
Flead) = 5ot +i2Nd; [ Gn [

d4p al (Oé - Uc) + ﬁz (ﬁz 7Tci)
+’Z4N Nfé/ [_p n |n/| }

+5>\2Nf/ . {[Iﬁ 771/+ZE]] {%ﬂ—nl’*ie%}
—%/ |G =)

(6.14)
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O célculo dos tracos podem ser vistos no apéndice, com o resultado para a equagao
acima, dado pela eq. (K.9)

4

N, , d
F(a,p) = —x2+@2NcNf/(—pln(—p2+ln/|2)

2\ 27?)4
_iAN Nfé/ d'p ot (a—o.) + Bi (B — 7ei)
(27)* (—p2+ )
4 4 .
_45ANf/ dp4/dq4 . o .
(2m) (2m) (p — |n/| —1—2(—:) (q — n/| —I—ZE)

(6.15)

Uma caracteristica importante a ser notada é o fato de que, devido ao cancelamentos
entre fatores vindos dos dois canais, contribuicoes além de N, serao notadas quando
i # 0, como serd visto mais adiante. No apéndice mostramos ainda que o tltimo termo
da expressao acima pode ser escrito numa forma compacta, utilizando o resultado da
eq. (K.9) escrevemos

Nc 2 . d4p 2 9 9
Foof) = S +2NeNy [ —Z5in (=p*+ar® + %)
(2)
AN, N 5/ d'p ot (a—0o) + B (B — 7ei)
N e (P +ar+ )

d'p Do 2
Y V G R TP T (6.16)

O passo seguinte as ser tomado é introduzir o formalismo de temperatura finita,
efetuar as somas sobre as frequéncias de Matsubara e realizar as integragoes dos mo-
mentos, para obter uma expressao analitica, em temperaturas e densidades finitas, para
a eq. (6.16). Antes disso, para facilitar as consideragoes futuras, vamos considerar as
implicagoes das condi¢oes de PMS.



Capitulo 7

Otimizacao e resultados numeéricos

Antes de prosseguirmos os estudos é conveniente analisar, neste nivel (antes de efet-
uar as somas sobre as frequéncias de Matsubara e integrais nos momentos), as con-
sequéncias das condi¢oes de PMS. Comecaremos considerando

ar
da

= —4 d4p (d - Uc)
= 4NNy {/ (27r)4 (—p2 + a2 + 32)

a=x

+ar(a— o)+ B (6; — ™)) % / (;er};“ <_p2 - cly/2 + ﬁ2>

- (AT]?) [/ (jjr];‘l (—p? +];?/2 + 62)} *

d {/ d'p Po
dav 2m)* (—p* + ar® + 3?)

e posteriormente

a=a

)

a=a

AF o d*p (i — mei)
Bi |5 s = NNy {/ (27?)4 (-pQ +ar? + 62)
o o d d'p 1
+lar(@ =)+ 5 (B - m)] 77 [/ (2m)" (=p? + ol + 32 a,-ﬁi}

(%) l/ CEi e )

d { / d'p Po
dp; (2m)* (—p? + a? + ?)

Onde omitimos temporariamente, por questoes de notacgao, o argumento (x, «, 3) que
aparece na funcao JF. Percebemos que obtivemos quatro equacoes de PMS e que a

(7.1)

Bi=PBi

63
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implementacao disso é uma tarefa bastante complicada do ponto de vista de calculos
numéricos ou mesmo de expressoes analiticas. Vamos tentar outra possibilidade que
vem acompanhada da pergunta: Se 7 = 0 = ; = 0 é uma solucdo? Se isso for
verdade recaimos em apenas uma equagao de PMS. Tomando a eq. (7.1) e fazendo
7 = 0 obtemos

o d*p Bi
0 = Z4NcNf/ 2m)* (—p* + ar? + 3?)
S d'p !
+ lar (& — o.) + 57 ] dg; { Z4N0Nf/ (2m)* (—p* + ar? 4 ?) Bi=B;

_8 ()‘Nf) / d'p Do

N. (2m)" (=p* +ar + 32) )
=) d*p 1
= A { Z4N6Nf/ (2m)* (—p? + a2 + 32)

. o = d* 2
+i4 N Ny [Oz/ (a — Uc) + 612} / (27:;4 (_p2 AP 62)2

o (AN d'p Po d'p 2po
i < Ne ) [/ (2m)* (=p* +ar + ) / (2m)" (—p* + o2 + B2)2}

Ou seja, uma das solugoes é 3; = 0. A outra é dada por

i{/ d*p Do
dp; 2m)* (—p? + a? + 3?)

dp 1
0= —idN,N _
e / @2m)* (=p? + ar + 3?)

. (o g1 [P 2
NN [t (@ = o) + ] / @) [-p2 + (a2 + 7))

- (Azjvvﬁ [/ (;ljf; Ty

Sob este ponto de vista, e devido a simetria entre o e 3 consideraremos apenas o caso
em que 3 = 0.

/ d'p 2po
(2m)" (—p* + (2 + 2))?
(7.2)

7.1 Resultados numéricos

Para considerar a solucdo formal da eq. (6.15) terfamos que utilizar a substituigao eq.
(B.1), efetuar a soma sobre as frequéncias de Matsubara para, posteriormente, efetuar
as integrais nos momentos. Nosso trabalho pode ser facilitado tomando o resultado
obtido na consideracao do modelo de NJL na aproximacao de N.—grande, dado pela
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eq. (5.5) x — 7 e expandir até ordem § (exceto o primeiro termo que nao deve ser
expandido). Fazendo isso e com auxilio da eq. (L.5) obtemos

Flx.af) = é\;x —zNNf/%{wp(mHTm {Hexp GW)}

T {Hexp( w)”

sinh i, () /]
+2Ne Nyt (1 6/ 21) wp (nt) {cosh (/T 4 cosh [w, (n/) /T]}
d®p sinh (u/T) ?
e [ 5 o) ool 1771 =

Pelo fato de tomarmos a solu¢ao 3, = 0 e m,; = 0 como valida podemos reescrever a
equacao acima como

Flo,a) = %US—WCNJC/% {% (af) + T'n {Hexp (_%WT#)]

+Tln [1 + exp (—“”’(O‘Tﬂ)} }

d®p sinh [w, () /T
F2NeNpat{a = o¢) 9 / (27 wp (a7) {cosh (/T + cosh [w, (a7) /T]}
d®p sinh (u/T) 2
o [ 5 |t s oo L 1) Y

Onde
wf) () = p* + ]a/|2

Expressoes analiticas, para a eq. (7.4), ndo estdo disponiveis no caso em que 7" # 0
e i # 0, o que torna conveniente investigar as diferentes condi¢oes impostas sobre a
temperatura e o potencial quimico caso a caso. Como ja foi mencionado anteriormente,
o ambos os canais induzem cancelamentos cujo o resultado é o de que os termos de
ordem 1/N, sdo relevantes no caso em que pu # 0, isso pode ser agora facilmente
visualizado tomando o tltimo termo da eq. (7.4) (o qual se anula com p = 0). Para
elucidar alguns aspectos relacionados a OPT aplicada ao modelo de NJL SU (2) e a
sua relacao com a MFA, vamos considerar, na sequéncia, o caso mais simples em que

T =0 e pu = 0 para, posteriormente, considerar os casos T'=0 e u # 0 e finalmente o
caso T #0epu#0

7.1.1 Casoemque T =0e u=0

Neste caso, o resultado para a densidade de energia livre de Landau (eq. (7.3)) pode ser
obtida através do resultado, dado pela a eq. (5.9), fazendo a substituigdo conveniente,
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isto é, x — 7 e posteriormente expandir 7 até ordem ¢ (com ; = 0 e m,; = 0). Fazendo
isso obtemos

2
A+ VA2+ar?
Floa) = %03 + Rl —2AVA2+ar (20% + o) + o' In (A+ +or’)
2\ 1672 al?
(A + VA Far)

2

472 af

N.N
(e —-o0.) {—2A\/A2+a/2 +aIn

} (7.5)

Aplicando a condigao do PMS a eq. (7.5) teremos

2
N.N A+ VA2 +ar?
0= ——F (a—0.){2A (A% +3ar%) — 3a/In ( — ) (7.6)
A2/ N2+ar? ar
Sendo que a condi¢ao de minimizagao, isto ¢, %'i’a) ~ resulta em

2
N, N.N A+ VA2+ar?
0 = 75c+ 1 Qfa/{—QA\/A2+a/2—|—oz/21n ( a ) ]}
/I

al?

Definindo a massa constituinte dos quarks como M = m.+a&. e levando em consideracao
a solugao da eq. (7.6) temos portanto

(A+ VAZFar)®

aul?

T2

N
0., = —%@/ {—QA\/A2 + a2+ arln

M

2 A N2+ 02)
= 23 o A [ ]
T

O que corresponde ao mesmo resultado da MFA dado pela eq. (5.11).

7.1.2 CasoemqueT =0e u#0

Percebemos anteriormente que, exceto o ultimo termo, todos os termos da eq. (7.4)
podem ser obtidos através do resultado de campo médio fazendo y — 7 e posterior-
mente expandir 7 até ordem ¢ (com 3; = 0 e m,; = 0). Executando esse procedimento
na na eq. (5.20) obtemos
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2
_ Ne 5 NeNy o | (AHVA+er) 572 (9A3 2
Flo,o,u) = NG + Tor2 {a/ In o — 2V A%4ar? (20°4+Aar?)
2
A+V A2 +ar?
+4at (o — a.) § | 20V A2+ar? — aIn ( "z o) ) }
- 2
NNy )y <M+ VI - a/Q) 10 o 2\3 3. /2 2
T | o gl = o)t =2 =
/ 2
<u+\/ uQ—oﬂ)
+at (o — 0.) 0 | 2u/ p2—ar? — arln 2
«

FOAN; {/ (ij [h T e /T]] } | ()

Continuando pelo ultimo termo da eq. (7.7) podemos, utilizando as propriedades
da fungao sinal e da fungao degrau de Heaviside, escrever
sinh (/T 1

lim [ k*dk = —sgn (p) (u* — af? 70 p? —ar?) (7.8)
=0 cosh (uu/T) 4 cosh [—”“2;""1 3 ( ) ( )

Incorporando o resultado da eq. (7.8) na eq. (5.20) temos

2
AV A +ar?
Floya,p) = %O’z %{a/‘lln (A+ /2+a) — 2V A2+ar? (2A%+Aar?)
T a
2
A+VA2+ar?
+4at (o — 0.) § |2AVA2+ar? — alPln (A+ /;—a ) ]}
a

- 2
NcNf 4 (lH_ - alZ) 10 2 2\ 5 3 2 2

Ty al”In o +?,u(u —a/) —2u7\ p* — o

- 2

1 (/ﬁr\//ﬂ—a/?)
+4ar (a —0.) 6 |2p (p*—ar*)® — ar’In 2
o
1 ) 3

—f-(SANf%? (,u2 — O[/2) @ (/J,2 — 06/2) . (79)

Fica claro, a partir da eq. (7.9) que, na condigdo de u = 0, o resultado da OPT ¢é
igual ao resultado da MFA. Neste contexto podemos nos perguntar se as corre¢oes de
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N finito em pu # 0 sao do tipo que geram um potencial quimico efetivo? E sabido
que, na formulacao Lagrangiana de uma TQC podemos escrever uma infinidade de
termos dependendo das caracteristicas que estamos interessados em descrever. E per-
mitido e conveniente considerar um termo vetorial isoescalar do tipo Gy (\I/%\I/)Z . Na
MFA, como pode ser visto no apéndice eq. (I.16), a introducao deste canal extra efe-
tua um deslocamento no potencial quimico gerando um potencial quimico efetivo. O
efeito liquido disto é induzir o mecanismo de saturacao tornando a matéria de quarks
mais estavel e, além disso, permite gerar, através das EOS, estrelas com massas mais
realistas[56, 56, 16]. Para estudar as corregoes da OPT, em primeira ordem, e comparar
com os resultados da MFA, iremos considerar na sequéncia, 6 = 1 e impor a condigao

de PMS dada por

dF (o, a, )
—_— =0
d& a=a,
o que resulta em
2
NN A+ VA +ar
0= —=1 _ _(a—o.) 2A (A* 4 3ar*) — 3arIn (A+ — +ar)
42/ N2+ar? ar
2
2 2
N.N; i s ) @*V“_m>
om2 | @ ”3< 2V H a/)+3a/m r?
al o 22
HOAN; o (1* = ar’) (7.10)

onde utilizamos A = 2N.G. Também minimizando F (o, o, ;1) com relac¢do a o, obte-

mos

<u+\//m>2

af?

(A+vA2+ar)’

al?

2

AN
e = / a/{ZA\/A2+a/2—a/2ln

(7.11)

Definindo a massa efetiva dos quarks como M, = m. + 0. nés podemos escrever a eq.
(7.11) como

AN
M,u = M.+ 4—2fO_é/ {2A VA +ar? — 6{/211'1
m

2 3
(;H—\/u?—d/?)

af?

(A+vA%+a?)"] }

al?

AN,

Lo 2un/ 2 —ar? — arfln

472

(7.12)
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O potencial termodinamico para os quarks, 2, que esta relacionado a pressao, P, através
) = —P é definido com o a densidade de energia de Landau otimizada calculada em
seu minimo P(u) = —F(0,a, u). Usando A = 2N.G podemos escrever a equagao para
a pressao como

(A+vA%+ar)”
ar?
(A+VAZ+ar)’

al?

2
(M‘i‘\/ﬂ/z—@/z) N 10 %

P(p) = — — 2V A2+ar? (20%+Aar?)

}

(M, —m.)?> NNy | _,
— /
iG o2 |

2AVA2+ar2 — ar’ln

+dar (a—M,) o

N.N¢ ) _ _ -

+T7T2f artln =2 T H (/f — 04/2) 203/ 2 — ar?
2
(/H—\//ﬂ—o?/?)
+dar (ar—M,) § | 2ur/p2—ar? — arln —3
a

N:N.G o3

) 1f87r4 (1% —ar)”. (7.13)

A densidade pode ser obtida através p(yu,0) = dPy(u,0)/dp resultando em

_ GN.N;

34

pw(p® — 54/2)2 - NNy pr—ar? [P +ar (2ar — 3M,,)) .

p(p) = 32

(7.14)

Finalmente, em T'= 0 e u # 0, a equacao de estado para os quarks é dada por

E(pn) = —Per(p) + pp(p), (7.15)

onde Py(p) = P(u) — P(0) e

—m.)? A/ A24ar?)?
P(0) = _A 4Gmc) —]fgjif {a/4ln (A a/;a ) — 2VA2+ar? (20 +Aar?)
2
A4V A2 Har?
+4at (ar—M) | 2AV A2 +ar? — ar’ln (A+ /2+a ) }, (7.16)
o

de modo que, ambos, a pressao e a densidade de energia, se anulem em p = 0. Agora,
com a intengao de calcular a eq. (7.16) precisamos resolver as eq. (7.10) e eq. (7.12)
com p = 0. A Fig.7.1 mostra a densidade de béarions (em unidades da densidade da
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Figura 7.1: Densidade de barions (em unidades da densidade nuclear) em fungao do
potencial quimico com m, = 5.6MeV. A linha continua indica o resultado da OPT;
o resultado N.— grande com Gy = 0 (linhas tracejadas) enquanto que, as linhas
pontilhadas se referem ao N.— grande com Gy = 0.5G painel superior e Gy = G
painel inferior.

matéria nuclear) em fungao do potencial quimico mostrando que, o resultado da OPT
corresponde, aproximadamente, ao valor da MFA com G, = 0.5G. Na fig 7.2 nés
mostramos as transicoes de fases de primeira ordem comparando os resultados obtidos
com aqueles fornecidos pela MFA nos diversos casos envolvendo imposigoes sobre os
valores de Gy (Gy ¢é a constate de acoplamento para o termo vetorial isoescalar).
Nesta figura fica claro que os resultados da OPT correspondem aos resultados da
MFA com termo Gy ~ 0.5G. A Fig.(7.3) mostra algumas propriedades da equacao
de estado importantes para a nossa analise: a variacao da pressao com o potencial
quimico mostra que o nosso resultado (linha continua) torna a equagao de estado mais
“dura” assim como o termo vetorial isoescalar o faz (linha pontilhada) sem no entanto,
introduzir novos parametros na teoria. Um resultado que também aponta nesta diregao
¢ mostrado na fig.7.4. Para encerrar, finalmente podemos estender as consideracoes
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Figura 7.2: Massa constituinte dos quarks em funcao de pu com m, = 5.6MeV .
Transi¢oes de primeira ordem correspondentes aos resultados: OPT (linha continua),
N.— grande com Gy = 0 (linha tracejada) enquanto que a linha pontilhada corre-
sponde ao resultado de N.— grande com Gy = 0.5G (painel superior ) e Gy = G
(painel inferior ).

acima ao caso das estrelas de néutrons, cujo objetivo reside na tentativa de obter
as relacoes entre massas e o raios das mesmas. Para tanto, precisamos considerar
a solucao das equacoes de TOV, as quais carregam corregoes vindas da relatividade
geral enquanto que, as equacoes de estado, servem como “input” nesta solugao. Esta
etapa do trabalho foi realizada recentemente em colaboracao com o aluno de iniciacao
cientifica, André Felipe Garcia, o qual elaborou um cdédigo numérico na linguagem
do programa mathematica[60] que, utilizando a solucao das eqs. (7.13) e .(7.15), e
integrando numericamente as equacoes de TOV obtém o grafico da massa como fungao
do raio. No que se refere as equagoes de TOV adotamos a Ref.[57] a qual considera um
fluido ideal, geral relativistico, isotrépico, com simetria esférica, estatico e em equilibrio
hidrostatico para derivar a equacao

1P _GEn [ BN b ] [, 2]

dr c2r? c2m (r) c2r
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Figura 7.3: Pressao como funcao do potencial quimico e com m,. = 5.6MeV. Resulta-
dos: OPT (linha continua), N.— grande com Gy = 0 (linha tracejada) enquanto que
a linha pontilhada corresponde ao resultado de N.— grande com Gy = 0.5G (painel
superior ) e Gy = G (painel inferior ).

onde, r é o raio da estrela, m (1) representa a massa da estrela (dependente do raio),
E (r) é a densidade de energia em fun¢ao do raio, P é a pressao, G é a constante
gravitacional enquanto que, ¢ é a velocidade da luz no vacuo. O resultado da integragao
da equacao acima pode ser conferido na fig.7.5. Este resultado novamente corrobora
os demais ja apresentados relacionados ao modelo de NJL SU (2), tendo em vista que
as relagoes entre massa e raio sdo mais realistas no caso da OPT (a média dos raios
das estrelas de néutrons esta entre 12 — 15 km, sendo que, a massa é de ~ 1.4 massas
solares).

7.1.3 CasoemqueT #0e u#0

Para finalizar as consideracoes referentes aos calculos efetuados com a OPT aplicada
ao modelo de NJL SU (2) nés analisaremos o diagrama de fases em temperatura e
densidade finitas no limite quiral (m. = 0). Na auséncia de resultados analiticos
nos adotamos rotinas numéricas para obter o completo diagrama de fases descrito em
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Figura 7.4: Equacao de estado para a matéria de quarks com m, = 5.6MeV. OPT
(linha continua), N.— grande com Gy = 0 (linha tracejada) enquanto que a linha
pontilhada corresponde ao resultado de N.— grande com Gy = 0.5G (painel superior
) e Gy = G (painel inferior ).

termos das linhas de transicao de primeira e segunda ordem. Na Fig7.6 apresentamos
a comparacao dos diagramas de fases, no plano pu— 7', obtidos através da aproximacao
de N.— grande e da OPT. No limite quiral os pontos tri criticos podem ser localizados
identificados pelos pontos: i, = 272,8MeV e Ti.. = 108,0MeV, na aproximagao de
N.— grande, enquanto que, na OPT, o ponto tri critico esta localizado em i, =
309MeV, Ti.. = 98MeV sendo que, a linha tracejada representa a linha de transicao
de segunda ordem enquanto e a linha continua esta associada a linha de transicao de
primeira ordem.
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Figura 7.5: Curvas da massa em funcao do raio para o conjunto de estrelas correspon-
dentes a EOS mostradas na fig.7.2. Resultado da OPT (linha continua), N.— grande
com Gy = 0 (linha pontilhada ) e N.— grande com Gy = 0.5G (linha pontilhada preta
) e Gy = G ( linha pontilhada vermelha).
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Figura 7.6: Diagrama de fases no plano pu x T (com m, = 0) no limite quiral. A linha
tracejada representa a linha de transicao de segunda ordem enquanto que, a linha
continua esta associada a linha de transicao de primeira ordem. Os pontos escuros
indicam a localizacao dos pontos tri criticos (. = 287TMeV, T, = 110MeV)(MFA)
e, (tter = 309MeV, Ti.. = 98MeV) (OPT). A curva interna é o resultado da OPT en-
quanto que a externa é o resultado da aproximacgao de N.— grande.



Capitulo 8

Conclusao e perspectivas futuras

A aplicacao da OPT ao modelo de GN3d e ao modelo de NJL mostrou que essa técnica
fornece resultados com varias vantagens em relagao aos resultados encontrados na lit-
eratura, obtidos através de outros métodos nao perturbativos como a expansao de N
grande (ou MFA) e simulagoes numéricas de MC. Uma destas vantagens apresentadas
e, para a qual, chamamos atencao é o de que as quantidades fisicas podem ser calcu-
ladas para qualquer nimero de espécies de fermionicas, N, o que nao é alcangado pela
expansao de N grande (largamente utilizada) sendo que, em todos os casos, o resultado
de N grande pode ser reobtido através de um limite adequado.

Dentre todos os resultados encontrados podemos destacar como os mais impor-
tantes, relacionados ao modelo de GN3d: a determinagao do ponto tri critico no plano
(11, T) (sendo que podemos determing-lo para qualquer valor finito de N) e a descoberta
da fase “liquido-gas”. A existéncia de um ponto tricritico ja havia sido cogitada na
Ref. [17] mas, devido a precisao utilizada naquelas simulagoes a localizagdo precisa
nao pode ser alcancada. Enquanto isso, a fase “liquido-gas” era desconhecida havendo
apenas evasivas expeculagoes a respeito. Estes fatos exaltam a robustez com o qual
conseguimos determinar os valores para as grandezas de interesse, mesmo para regioes
extremamente pequenas, como é o caso da regiao de coexisténcia “liquido-gas”. Além
disso, com o formalismo mostrado neste trabalho demonstramos uma mudanca drastica
na configuracao do diagrama de fases obtido com a expansao de N grande associando
apenas uma fase supercondutora e normal. Mostramos ainda que é possivel aplicar,
na densidade de energia livre, a OPT-PMS juntamente com a expansao de Landau
de modo a obter quantidades criticas e tri criticas. Sendo que, isso se torna possivel
se considerarmos aproximacoes nas equagoes otimizadas. No entanto, os resultados
numéricos mostraram que tais aproximacoes podem ser negligenciadas ja na primeira
ordem. Para o modelo de NJL mostramos que, através de uma adequada escolha
para a forma do parametro de massa da interpolacao, o resultado da aproximacao de
N.— grande pode ser exatamente reobtido e a estrutura de Goldstone preservada. As
contribuigoes, na ordem mais baixa da OPT, além de N.— grande, do canal escalar
e vetorial se anulam sempre que p© = 0. No entanto, as contribuigoes N, finito sao
importantes em situagoes como 7' = 0 e u # 0 (matéria nuclear densa e fria que é caso
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das estrelas de néutrons) e 7" # 0 e p # 0 (matéria nuclear densa e quente associado
aos estagio inicial do universo ou a colisores de fons pesados). Nés comparamos os re-
sultados obtidos pela MFA aplicada ao NJL na presenca/auséncia de um canal vetorial
extra (proporcional ao acoplamento Gy ). Usualmente, este termo é incluido quando
se estd interessado em descrever propriedades em densidades nao nulas, obtendo assim
equacoes de estado que gerem estrelas de neutrons mais proximas da realidade. No que
se refere as equacoes de estado, nossas comparagoes mostram que, com a OPT, obtemos
equacoes mais “duras” o que implica, por exemplo, no contexto da astrofisica nuclear,
a obtencao de relacoes entre massa e raio de estrelas de neutrons mais préximas da
realidade. Nossos estudos mostram também que o resultado da OPT, obtidos com um
parametro a menos, estao na mesma direcao daqueles fornecidos pela MFA aplicada ao
NJL com Gy # 0 sendo que, varias quantidades, como a densidade e a massa efetiva
dos quarks, concordam quando Gy ~ 0.5G.

No decorrer deste estudo mencionamos que o tratamento do modelo de NJL SU (2)
por meio da OPT ainda nao esta completo. Tendo em vista as contribuig¢oes do termo
Gy pretendemos implementar, a OPT juntamente com o PMS, diretamente no modelo
na presenca deste canal. Neste caso, o que exige uma analise mais cuidadosa ¢ o modo
correto de escolher os parametros de massa da teoria interpolada, visto que isso é de
suma importancia para manter as estruturas das simetrias originais do modelo. Outro
aspecto relevante é a inclusao do campo magnético, cuja a contribuicao é tornar a
matéria de quarks mais estavel. Acreditamos que, com a consideracao do modelo de
NJL SU (2) com termo do campo magnético através da OPT obteremos como resultado
uma matéria ainda mais estavel. Espera-se que um modelo efetivo realista para a QCD
tenha incluido também a possibilidade de descrever satisfatoriamente o mecanismo
do confinamento. O modelo de NJL, nas versoes acima consideradas é incapaz de
descrever tal fenomeno. Tal cenario pode ser modificado tomando-se o modelo de NJL
estendido com “loop” de Polyakov (PNJL). Pretendemos considerar o PNJL junto com
a OPT e verificar quais as contribuicoes além da MFA neste cendrio para, na sequéncia,
também considerar a presenca de um campo magnético. Uma extensao natural deste
trabalho, relativo ao GN3d é o calculo dos expoentes criticos e a sua comparacao com
os valores encontrados na literatura [63], além disso, com a localizagdo do ponto tri
critico, podemos estudar os expoentes tri criticos associados. Sabemos também que
uma versao nao relativistica do modelo GN3d pode ser utilizada para o estudo de
propriedades de supercondutores planares e sistemas fermionicos em baixas dimensoes
como, por exemplo, gases fermionicos na fisica atomica, o que justifica uma eventual
aplicagao da OPT neste caso.



Apeéendice A

A.1 Transformagao da equacao (2.1) frente a uma
transformacao de simetria quiral discreta.

Neste apéndice iremos mostrar de que maneira a eq. (2.1) se transforma frente a uma
transformacao de simetria quiral discreta. Partimos entao da expressao

92

L = p(@) [(7"(9)] Yn(x) = mptpi(x)i(x) = 5 [Gr(@)en()]”, (A1)

sendo que a transformagao quiral é dada por
U — U =0, (A.2)

Na élgebra envolvida para colocar a equagao de Dirac na forma invariante de Lorentz
somos obrigados a definir ¥ como[45]

U= (40)". (A.3)
Com isso, a transformacao quiral para U fica
U — 0 = (1750)" = Ul (A.4)

Visto que, pela realizacao da algebra das matrizes v temos 7§ =€ 78 = 7. Utilizando
a propriedade de anti-comutacao (eq. (E.3))

{15} =0 (A.5)
temos para a eq. (A.4) )
U= Uy = — (309) " s, (A.6)
e dessa maneira B B B
U — U = —Uns. (A7)
Pelas eqgs. (A.2) e (A.3) teremos
U — VU = — Uy, 0. (A.8)
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Pelas propriedades das matrizes v de Dirac (eq. (E.3)) temos ainda que

V575 = 1, (A.9)
portanto B B
T = —0U. (A.10)
Consequentemente
— N\ 2 =
(v'w) = (vw)*. (A.11)
Considerando agora o termo
Uy, 0" W —>\I//7M3“\I/I = —Uy57,0", 0, (A.12)
que pode ser reescrito como
\Il,yua“\l/ = —WU57,730" V. (A.13)

Utilizando a eq. (A.5)) e, avaliando apenas o termo que envolve as matrizes v de Dirac,
podemos escrever

VsV Vs = —Vus (A.14)

com isso obtemos B B B
Uy, M0 = —W (=) 7, 0" = Uny, 0", (A.15)

Colecionando os resultados das eqgs. (A.10), (A.11) e (A.15) obtemos a seguinte ex-
pressao

L # L' = y(x) [i7"(9)] r (@) + mpy(x) e (a) — g; [n(@)vn()] (A.16)

Percebendo, desta maneira que, o termo associado a mp quebra a invariancia da eq.
(A.1) frente a transformacao quiral discreta visto que W' U’ # U,



Apeéendice B

B.1 Somas de Matsubara e integrais relevantes

Nos capitulos 2, 3 e 4 percebemos que, apds a construcao dos diagramas de Feynman
e do céalculo do trago das matrizes v de Dirac, recaimos num conjunto reduzido de
expressoes matematicas em termos das quais podemos descrever os processos fisicos de
interesse relacionados ao modelo de GN3d. Neste apéndice mostraremos os resultados
para as somas Matsubara e do célculo das integrais sobre os momentos. Seguindo
os procedimentos usuais [38] podemos realizar a soma de Matsubara realizando as
associacoes e substitui¢des comumente encontradas na literatura[38]:

/( )df Po. P) —>2TZ/f ),p] = zTZ/ ddl wn — ipt) , )

(B.1)
onde w, = 2n+1)7T, n = 0,£1,£2, ..., sdo as frequéncias de Matsubara para
férmions. Na expressao (B.1) percebemos que eventualmente podemos obter integrais
que apresentem contribuigdes divergentes ultra-violetas (quando p — o). Para con-
tornar tal problema se faz necessario adotar algum método de regularizagao que, como
mencionamos anteriormente, para o presente trabalho, serda o método da Regularizacao
Dimensional(RD) num espago arbitrario, isto é, para d — 1 — 2w = 2 — e. Posteri-
ormente para levarmos em conta a renormalizacao adotamos o método de subtracao
minima modificada [39]. Isso nos permite escrever as integrais no espago dos momentos

como / Z/ a1y /T’ B2)

ed—1—2w=2—¢, M é uma escala de massa arbitraria e vg ~ 0.5772 é a constante
de Euler-Mascheroni. Para os casos em que 1" # 0 e p # 0, obtemos os resultados para

onde
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as expressoes relevantes para o modelo de GN3d

e 2 2, - ’77|3 ul 2 T
i In(p® — n° +ie) = —— + —T° I (a,b)] + — [I3(a,b)], (B.4)
» 3T T T
g 1 T [|n]
) — = | =+ b B.5
s w7 ). (B5)
S 2
——1 b B.6
Z/p p2—’)’]2—|—26 Z47T4(a’)’ ( )
onde definimos
I (a,b) = Lip (—e™@™) + Lip (—e~*™)) | (B.7)
Iy (a,b) = Liz (—e~ ™) 4 Lig (—e~*?) , (B.8)
I3(a,b) =In[1+ e_(“_b)] +In[1+4 e_(“+b)} :
1 +e(a+b) B
I, (a,b) = sgn (p) [a In [m} + Ly (_€(a+b)) —Lipp (e(a b)) (B.10)

ea = |n| /T, b= |u|/T. As fungoes sinal, sgn (x), e polilogaritmica, L;, (z), que
aparecem acima, sao definidas como [46]

—1lsex <0
sgn (x) = Osex=0 (B.11)
lsexz >0
e .
L (z) = i— (B.12)
k=1

Para as fungoes encontradas acima é interessante estabelecer o limite 7' — 0, o que
resulta em

B T2 (a,0) =~ (il — al)? © (Jul — Inl) (B.13)
BT (a,8) = ¢ (ol ~ 61)* © (1l ~ ). (B.14)

i Fy (a,6) = (1 — 1)) © (Ju] — ). (B.15)

B T2 (a,0) = Ssgn (1) (7 12) © (1] ~ [nl), (B.16)

onde O (Ju] —|n|) é a funcao degrau de Heaviside.



Apendice C

C.1 Calculo da equacao (2.12)

Quando estudamos a densidade de energia livre de Landau para o modelo GN3d, na
secao 2.2, recaimos na seguinte expressao matematica

Vep (o) o2 d’p 2 2
fT 2>\+2 /(27r>3 In (p* —07) . (C.1)

Para estudarmos o diagrama de fases precisamos introduzir a dependéncia da tem-
peratura e do potencial quimico. Isto pode ser feito através da eq. (B.1). Portanto,
podemos escrever para eq. (C.1) a expressao

VA (0., T, 1) al
_ef \Te o) S \2 2 2
N g / —ip)° +p*+o7]. (C.2)

Introduzindo a seguinte notagao
W (0:) =p* + 7, (C3)

e utilizando defini¢ao, eq. (B.2), podemos escrever a eq. (C.2) como

VY (0 Tn) o ! -
p

Utilizando a propriedade In (z%) = 2In (x) podemos reescrever a parte que depende do
In da equacao acima como

2T/ In {(w, —ip)* +a’} = T/ In [(w, — ip1)* +wr (%)]2

= T/p In{[(w, — i) +w? (00)] [(wn — ip)? +w? (0.)] } -
(C.5)
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Utilizando a identidade

e.¢] e}

S [(wn — i 4 (0] = 30 I [(~wn— i 4 (0] (C6)

n=—0oo n=—oo

Esta identidade é vélida tendo em vista que w, = (2n+ 1)7T e a soma sobre n é
realizada sobre valores positivos e negativos. Substituindo a eq. (C.6) na eq. (C.5)
obtemos

o7 / n{(wn — i) +®} = T / I { [(wn — i) 42 (00)] [(wn + ip2)? 12 ()] }
(C.7)

O argumento do In pode agora ser convenientemente fatorado percebendo-se que

[(wn - i”>2 +W;2: (UC)] [(Wn + iﬂ)2 +w;2) (UC)} = {w721+ [wp (o) — M]Q} {wi-i- [wp (o) + N]z} .

Dessa maneira eq. (C.7) fica
T/ In {(w, — i)’ +a°} = T/ In {w?+ [w, (0c) — u]z}
. / I {w4 [y (o) + 12y, (C8)

Para realizar a soma eq. (C.8) utilizamos o seguinte truque

o) = D Infwi+a’] (C9)
onde & = [wy, (0.) — p] e
0 > 2x 1 T
b (@) = Zoom — - tanh (o). (C.10)

Utilizando agora
exp () — exp(—x)

e R )
obtemos para a eq. (C.10)
ﬁw (ZE) _ leXp (%) — eXp(_%)
Oz T exp (5%) + exp(—5%)
2 |1 1
-7 §_exp(%)+1
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Integrando ambos os lados em relacao a x

0@ = g{5-[-1m[1ren (7]}

_23:
T2

< e rufiee(-5)

Com isso a eq. (C.8) pode ser escrita na forma

2T/pTln{(wn—iu)2+w§ (00)} = /p{pr (0c) +2T'In {HeXp (‘W)H

+/2Tln [1+exp (—MH . (C.11)
» T
Com isso a eq. (C.4) fica na forma

V(oo Top) o /p{pr(ac)—i—ZTln [1+exp (—LT)JFM)H

N 2\

- /pZTln {1 + exp (—W” . (C.12)

Resolvendo a primeira integral separadamente

[ovtoa = (Z22)' [ ot

A integral é divergente (como pode ser verificado por uma contagem de poténcias).
Podemos utilizar o método da Regularizagao Dimensional para encontrar a solucao da
mesma. Para tanto, faremos uso da seguinte expressao,

=

(C.13)

d"p 1
1 = C.14
@ = [ Gy (19
que, calculada com a regularizacao dimensional resulta em

[Na—w)

1@ = T e — (€19)

Comparando a eq. (C.13) com a eq. (C.14) podemos identificar as seguintes relagoes

o = —=

w = 1-=

Q —_= 0 e H2 _= —0'2‘ (C].6)
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Com as relagoes, eq. (C.16), e o resultado da eq. (C.15) obtemos a seguinte expressao
para a eq. (C.13)

/ ( ) ( evE M2
w, (0,) =
o AT

Iy

(C.17)

Realizando a expansao em torno de e = 0 obtemos

/wp (0c) = —‘Zi . (C.18)

Percebendo, dessa maneira, como os resultados da integracao das partes divergentes,
no modelo de GN3d, nao dependem da escala introduzida no processo de regularizacao.
A integral da eq. (C.13) que ainda resta pode ser integrada analiticamente (ou mesmo
calculada com a ajuda de um computador ) resultando em

VE@aT) o2 o | o T
ef cy L c c c
— = <4+ —+——1(a,b
N ox 3 T 1(a.b)
TS
+—1I(a,b), (C.19)
T
onde
I (a,b) = L (—e’(“’b)) + Ljs (—e’(‘”b)) , (C.20)
]2 (a, b) = Lig (—Gi(aib)) + Li3 (—67(a+b)) y (C21)
ea = |o|/T, b= |ul/T. A funcao polilogaritmica, L;, (), que aparece acima é

definida na eq (B.12).



Apeéendice D

D.1 Calculo da equagao (3.16)

Para o cédlculo do potencial efetivo para o modelo GN3d através da teoria de per-
turbacao otimizada (OPT) obtemos a expressao

AV, 5 (00m) = —i%/ptr [H} | (D.1)

Utilizando a eq. (3.9) obtemos

W o =39 (5) [ [ [ L) 2

Na sequeéncia precisamos calcular os tracos, para tal, podemos utilizar a identidade

L p+n
G- =) (D-3)

que também ¢ valida para o momento ¢ de modo que

AVt = 30 (5 )// | s o

Utilizando as propriedades da dlgebra das matrizes 4 x4 de Dirac (apéndice E) obtemos,
para a eq. (D.4) a expressao

AV, 1 (00r) = —26 < ) // Poqo — (11q1 + P2g2) +1°] . (D5)

p3) — 2 (@5 — 4t — &) — 1]

Utilizando o formalismo de temperatura finita através da relacao eq. (B.1), juntamente
com as defini¢oes (B.4) e (B.5), teremos para a eq. (D.5)

AV g1 (00m) = 2 <5A) T2/ / wn —ip) (Wi — i) — (P11 + paga) + 7]

1)+ P2+ P24 n?] (W —ip)* + @+ @+ 2]
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Tanto as integrais quanto as somatérios sao feitas num intervalo simétrico, resta assim
apenas o termo

AV 51 (0c,) = (6)\> TQ/(T /(T — (wn —ip) <wm—w>.+n2]

— i) + w2 ()] [(wm = ip)* + w2 ()]

onde utilizamos também as definigao, eq. (C.3). Podemos ainda reescrever a equagao
acima como

AV 1 (0em) = 27725( )T2 / / o —in) +w2 ()] [(wm—z'u)l2+w3 ()]

()7 e e T
(D.6)

As somatérios que aparecem (bem como as integrais) sdo independentes e sobre o
mesmo intervalo, podemos entao escrever

AV g (0e,m) = 2% (%) {T/pm [(wn _w; +wp ()] }2
‘25(%>{?1£H6anfjxgﬁizwn} B

Utilizando as egs. (B.5) e (B.6) teremos a seguinte expressao final para a eq (D.7)

AT

o [T,

A\ 7P
AV (0nan) =5 (5 ) g I + T (0,0 4

onde I3 e I sao dadas nas eqgs. (B.9) e (B.10), e a = |n| /T, b= |u| /T.



Apeéendice E

E.1 Algebra das Matrizes de Dirac

Toda vez que desejamos descrever a dinamica fundamental de particulas relativisticas
de spin % somos remetidos a equacao de Dirac. Em tal equacao aparecem as chamadas
matrizes 7 de Dirac que obedecem a uma &algebra nao comutativa. Em razao disto na
definicao e no decorrer dos calculos das amplitudes fisicas que consideramos no contexto
do GN3d, somos obrigados a fazer uso de propriedades que envolvem manipulagoes com
as matrizes . Se tomarmos a comparagao da algebra das matrizes v da dimensao fisica
d = 3+1 (ou qualquer dimensao par) com o da dimensao d = 3 (ou qualquer dimensao
fmpar), em suas representagoes fundamentais, perceberemos diferengas importantes.
Neste trabalho consideramos as matrizes e suas propriedades para o caso especifico
d = 241 numa representacao 4 x 4 nao fundamental andloga, portanto, com a algebra
efetuados em d = 3 + 1. Comecaremos entao por definir uma representacao para as
matrizes v = (7°,7,~?). Adotaremos[47]

3
0 __ g O
co(7 )
1 0 0'1
R P
0 o2
72 = ( 52 0 ) . (E.1)

As matrizes o', sdo as usuais matrizes de Pauli. Nesta representacao teremos duas
matrizes que anticomutam com as matrizes v definidas acima, sendo elas dadas por

(0 1
3 _
Tz ’(1 0,)
S 0 1
5
Y —2(_10>. (E.2)
O conjunto das matrizes satisfaz a relacao de anticomutacao

{7/17 711} = YuVv + YV = 29uu17 (E?))
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onde I é a matriz identidade, e

1 0 0 0
w=lo 0 2o | (B
0 0 0 -1
e a relacao de comutacgao
s Wl = Y00 = 1V = 28007 (E.5)

Na equacao acima, €,,, ¢ 0 tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita normal-
izado a 1 para pura = 012 e as correspondentes permutacgoes pares e a —1, para as
permutagoes impares . Das relagoes, eqs. (E.3) e (E.5) decorre que

TV = g;w] - ig,uua’Ya- (E6)

Com isso podemos estabelecer relagoes tteis para as manipulacoes pretendidas nas
amplitudes. Como tal teremos
%" =4 (E.7)

E.8)

—

YV = =29,

A contracao de matrizes 7 com quadrivetores é representada por
k= kA" (E.9)

Podemos facilmente estabelecer as identidades

kp + pk = 2k - p, (E.10)
’7/1% + k’yu = 2kua (E.ll)
V'kpy, = pk + 2k - p, (E.12)
Yy, = —k, (E.13)
(§]
Y EDgy, = 24Pk + kpg. (E.14)
Consideremos agora os tracos envolvendo as matrizes . Teremos
Tr{I} =4, (E.15)
Tr {3} =0, (E.16)
Tr v
% = Guv, (E17)
Tr{vu st

5 = —Z'€l,,g'u,



89

Tr {’Yﬂfyafyufyﬁ}
2 = YuafvB — EanuCvpn,
Tr oYy . . '
{IVI/72’7 75/%1)} = —198¢Cavu — Jual€Ber t 1€BpwEvwnErwn; (EIS)
€
Ir YuYa Yo VB Yo V0
{ 14 5 B¢ } = 9909ua9vB — Gp0EvBs€adu — EIBE avp

— 910 p0o€ Bov T €€ BowE vwnE anyu- (E.19)

A construgao das matrizes que obedecem a algebra definida em (E.3) e (E.5) pode
ser feita em qualquer dimensao previamente escolhida. Diferencas significativas ex-
istem quando as dimensdes sdo pares ou impares[48]. Como tal, podemos ver que
nao é possivel estabelecer uma matriz v*™! (andloga a matriz 4°> na dimensao d = 4)
que anticomute com todas as matrizes " estabelecidas no conjunto acima. O que se
materializa no fato de nao ser possivel definir transformacoes quirais (e consequente-
mente simetria quiral), em seu sentido mais fundamental, na dimenséo d = 3 (e demais
dimensdes impares).



Apeéendice F

F.1 O modelode NJL com o termo vetorial-isoescalar

Vamos revisar agora o comportamento do modelo de NJL SU (2) na presenca deste
termo. Para tanto, pegamos a densidade Lagrangiana dada na eq. (5.1) acrescido do
termo correspondente ao canal vetorial-isoescalar. Assim podemos escrever

£ =0 (i,0") U+G | (W9)" + (BiF0)°| = Gy (97,0)°

Para implementar a aproximacao de N.— grande podemos seguir o mesmo roteiro
como no caso discutido nas tltimas se¢oes definindo G = A\/(2N,), Gy = Ay/(2N,).
Podemos, na sequéncia bosonizar o modelo adicionando um campo vetorial , V},, como

— = Nc NC
Ly =V (i7,0") U=V (o' +iT - Tys + V) ¥ — 7 (0% +7%) — el (F.1)
14

a qual é semelhante a eq. (5.2). Posteriormente, podemos integrar sobre os campos
fermionicos e obter a densidade de energia livre de Landau na aproximacao de N.—
grande como

f:

NCUQ Nc NcN d4p
i / il (0 Vi),

EREACRVAVIIY
o o T T e

onde, por simplicidade, fixamos 7@ = 0 e consideramos o limite quiral. Com a intengao
de obter o potencial termodinamico precisamos extremizar a densidade de energia livre
de Landau com respeito aos campos vetoriais e escalares. Considerando apenas o canal
vetorial isoescalar nés obtemos

_ d4 0
Vo = Ay Nyi / Potr SAE— (F.2)
@2m)" [y — o+ VO]
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onde eliminamos as componentes espaciais com a intencao de preservar a invariancia
translacional do vacuo. O traco pode ser tomado com o auxilio da identidade

o _ Y’ (%p“ +o.+ VO%)
Yup* — 0+ VO YuP* — 0 + VO \ yup* + 0.+ VO
Yup* 4 0+ Vo
= 575 0,0 4172 ) (F.3)
p? — 024+ 2p0V0 + Vj

que, substituida na eq. (F.2) resulta em

/ (2w + 0 + V00
A p?—o2+2pV0+VE )

Fazendo uso das propriedades das matrizes de Dirac em d = 3 4 1[48]

{7u> 7u} = 29uu

tr (V) = 49w
obtemos g g 1 4 AT
VOZANf/ Wod'p (A . (F.4)
(27) g+ 2po VO + Vi — p? — o2

Utilizando o formalismo de tempo imagindrio dado pela eq. (B.1) podemos escrever a
eq. (F.4) na forma

_ . 3 o0 4 . 4_
Ne ) (2n)” = L(iwn 4 )" + 2 (iw, + p) Vo + Vi — p? — 02
4Ni 3 - n — i Vi
AN XSS on =1 (n+ o)) (F.5)

Ne J (2m)* [(wn—i(ﬂ+‘_/()))2+l)2+0§]

Prestando atencao nesta equagao podemos perceber que V; atua como um deslocamento
em (i, para verificar isso explicitamente utilizando o somatério sobre as frequéncias de
Matsubara dada pela relagao

i sinh(p/T)
g Z (wn — —I—w2 ~ 2cosh(u/T) + cosh(w,/T)’ (F.6)

n=—oo

escrevemos a eq. (F.5) como

0 _2)\ (47) Bp sinh [5 (M + ‘70)}
e ot [ o2 e e v

onde = 1/T. Levando em consideragao o caso em que 7' =0 e pu # 0 (tomando o
limite 7' — 0 na eq. (F.7) e integrando no momento p) obtemos
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> AvNy o9 913/2
onde ji = (u + 1_/0) Este é o resultado mais importante desta revisao e sera considerado,
em questoes de comparagao. Vale a pena ressaltar que a introducao do termo vetorial-
isoescalar corresponde a introduzir mais um parametro na teoria o que nao é muito

desejavel, tendo em mente que a teoria é nao renormalizével.




Apendice G

G.1 Calculo da integral da eq. (5.7)

Tomando somente a integral que aparece na eq. (5.7)

1(0,0) = / p <p2+x2>%
| @) |
Introduzindo o limite de integracao e resolvendo a parte angular escrevemos

1 A L
1(0,0) = 2—7T2/ p’dp <p2+X )2
0

Procedendo a integracao normalmente

1 1 2
1(0,0) = 5 {g {10\/102+><2 <2p2+x ) —x'In (p+\/ p2+x2)}

substituindo os limites de integracao

1 1
1(0,0) = 75— {A\/ A2y (2A2+><2) —x'In (A+\/A2+X2)] + 35X I (x%)

e, por final

2
A/ A2+
1(0,0) . 24/ A2+? (2A%+Ax%) — ' In < - > . (G.)

T 27216 Y

A

Y

0
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Apeéendice H

H.1 Calculo da integral da eq. (5.19)

Na eq. (5.19) nos deparamos com o calculo da integral dada por

1(0,p) = /éj:;g@(u— (p2+x2)%> [u— (p2+x2)%]

1 A 1
= 2—7T2/0 p’dp (u—(p2+><2)2>, (H.1)

onde integramos a parte angular e, devido as propriedades da eq. (5.18), A = pp =
\/ 11?2 — X2, ou seja, o momento de Fermi, pp, serve como um “cut-off” natural. Sepa-
rando as duas integrais acima temos

1 A I
1(0,p) = ﬁu/ p’dp— 55 [ PdpV/piHx*.
m 0 ™ Jo

Podemos notar agora que a primeira integral é trivial, sendo que a segunda ja ¢ bem
conhecida nossa portanto (com o resultado dado pela eq. (G.1), podemos escrever

2
A+y/ATC)
Iz 1 (
I (O,/.L) = @AB — % 2 A2+X2 (2A3+AX2) — X4 In X2

Substituindo A pelo momento de Fermi obtemos

3 2 3
10.0) = 25 (2= = 555 202 =) 03 Vie =

672 3272
2
A <u+ Vi = X2>
In
32?2 X2
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Com mais algumas manipulagoes algébricas temos

20x*\/ 2 — x2 — x'In

(0, p) =

3272

<u+m




Apeéendice 1

[.1 Cé&lculo da integral da eq. (5.25) utilizando a
expansao de altas temperaturas

Da discussao referente a quebra e restauracao da simetria quiral, no modelo de NJL
SU (2), no caso em que T'# 0 e ;1 = 0 nos deparamos com a seguinte equagao

2
N. , NN (a+vA7)
F(x,0,T) = 5)(2 Tw?f —2¢/A% X2 (2A°+A°) + x' In 2

onde definimos convenientemente
2

) 2 2

p-dp P X

I(p,x)= —— Tl |l+exp|—\/= +
(p, X) /0(27_()3{ p( T2 T)

Tendo em vista que uma das intencoes é obter a temperatura critica

[(p,X):[(x,y):/oow{ln 1+ exp (Va2 y?) |} (1.2)

0 (27T)3

com x =p/T e y = x/T. Tomando a relagdo dada por [38]

1 1

hy, = —— /OO " tdx .
T T e (VT )

(1.3)
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Derivando a eq. (I.2) com relagdo a y obtemos

I'(z,y) = / °° T4d§ - Yy
T W (RO W
* T4dx e+\/x2—+926_\/mx2y
- /0 217 | /o <1 +e-¢m> N

B /°° Tdx %y
o (2r)° Vvt +y? (e*v Yy 1)

Fazendo n = 3 na eq. (1.3)

2

1 o T
) = @ e (V)

1 /°° x
— dx
2 Jo /22 + 42 exp ( /22 + y2>

Sendo assim

I (2, y) Ty [ ld x?
x, = —— —dzx
4 43 J, 2 /22 1 2 <e+\/a:2+y2 + 1)
T4y
= ——hs.
A3

As integrais ainda obedecem

Tt = -
d% fout = _yf;1
RETENAESS
= T ()]
- g mre]
fs = —%+%y'2+%y21n<%>+c+...
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Utilizando a eq. (1.7) a eq. (1.6) fica

T4 2 2 1
y[ Y —l—ﬂ—l——len

Play) = 168 8

drd

(%)-+c+”}

_ Ty {—1 +y+In (g) + i—f + ]

3273 2 T

Para determinar a constante utilizamos o fato de que

%I (x,y) _ _T_4 > dp
2T 813 J, (e* 4+ 1)
T4

Derivando eq. (I1.8) com relacao a y temos

I (x,y)
oy?

y>=0

Portanto a eq. (I1.8) fica

I’(x,y) - _47T3

l‘y{f L (2)

4

THy? 1 Y T
- - 1 (—) — gt
327r3{ p T w} 9677 "

Integrando em y

Ipx) = C F(—3+4V)y4+y4ln <%>]

12873 |4

A ultima constante pode ser determinada visto que

T4

1927

Tyl = / T exp (<))

(27)°
TrT*

=c
2880 ’

com isso a eq. (1.12) fica
Ly E P SI IER Y (y>
12877 WYY G

I(p,x) = 1

™

Yy +c

7T

" 19277

2880

98

(1.10)

(L11)

(1.12)

(1.13)
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Substituindo y = x /T

T 1 X\* X\ 4 X T /x\2 T7=T*
0 = s [fs e () () )] e (4
(P x) 12873 {4( 3H40(7) 1) (7)) | ~ 102 \T) T 30
B 1 1 4 4 ( X > ™ , 1Tt
T 1288 {4( SHAN X (7o)~ 02X a0 (114)

Dessa maneira a eq. (I.1) fica

(A+vETR)
2

X

N, N.N
./T(X, 0, T) = ﬁXZ + Tf/rzf —2 A2—|—X2 <2A3+AX2) + X4 In

1 |1 X T2 T
NoNj—— | =(=3 + 49)y* + 11 (-) N.N; =2 — N.NA2 =
+ fng[ (=3+47)x"+x"In + NeNp 15X T

4 Tr
(1.15)
Trabalhando o termo
1 |1 X
NNp—— | = (=3 + 47)v* + 1 (-)
+NeNp o [4( 344X+ x In (-
_ 1 3 4 1y <X>2 4
= ]\QNf&T2 [( 4+7)X + X In i X" In ()
o 1 3 4 4 (X>2 4
= NCNflGWQ {( 5 +29)x"+x"In T 2x* In ()
1 3 X\ 2
— NN %y — 21In (1) — )t + vl (—) .
o | (F21 =2 () = xt i (X
Dessa maneira a eq. (1.15) fica
2
N N.N <A—|—\/A2—|—X2>
0,7) = —S\ 24+ 0 9 /A21\2 (2A3 4+ A2 4
F(x,0,T) TR +x2 (2A°+AX?) + x* In v
+NCNf (+2 91 () 3) e <X)2 —|—NNT2 ) NN77r2T4
—2In - = n(= —\ = .
1672 R X XA N T TR



Apeéendice J

J.1 A OPT aplicada ao NJL - Revisao

Com a intencao de ressaltar alguns aspectos da OPT vamos apresentar resumidamente
os resultados do trabalho [11]. Seguindo uma filosofia ingénua de implementagao da
OPT podemos escrever a seguinte densidade Lagrangiana interpolada (no limite quiral)

L1 =0 (i — b (0 +ins7 - 7) — 5 (1 = 5)) W — 5% (+7). (L1

Trabalhando um pouco a expressao acima podemos definir
n=n—=20[n—(0+iy7 7], (J.2)
e assim obter numa notacao mais compacta escrevendo

N L
Lr=(iy,0" —7) ¥ — 5% (o® +7) (J.3)

Neste caso fixamos o parametro, 7, através da condicao do PMS dada por

dF®
dn

7,6=1
Com isso a equagao para o potencial efetivo (eq. (5.3)) fica da forma

4

Nc 2 . dp 2 ~12
F = — 2iN.N ——In(—
(x) o X+ 2 f/(zﬁ)w( PP+ 10l%)

%Wf/ (jﬁ / éﬁt {@ - ﬁ)] {”ﬁ”]
(5 [ o [ ot lomal lama) - 0

Para obter uma expressao em ordem 0 podemos expandir o segundo termo até essa
ordem e no terceiro termo considerar 77 = 7 (visto que este termo j& é proporcional a §
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). Sendo assim obtemos

4

Ne o d*p d4p n(n—ffc)
F - %NN; | — 1n _ 4iN.N;§
() = G’ +2 f/(%) (=p*+n") — 4iNNy / )

+§‘”Nf/ (jﬂ]; / 5;4“ [(yﬁ - 17)] {”5 (d - n)”B]

(%) / (if; / éﬁt =l lama) (15)

Vale a pena notar que a expansao do termo In (—p2+ \f]|2) nao gerou nenhuma con-
tribuicao para o termo 7 pelo fato simples fato de que

[i[* =1 —28n (1 — o).
Tomando os tragos da eq. (J.5) obtemos a seguinte forma

4

N

d d4p 77( _Uc>5
F = 2iN.N 1 — 41N Ny
() = F3x° +2i f/<27r> n (—p*+n?) — i / sy

()| st a2 (O (32)4(_19571,72) )
(J.6)

Pela eq. (J.6) fica claro de que, a condi¢ao de PMS nao trard contribuigao na diregao
de 7 o que nos leva a concluir que a maneira de implementar a OPT da maneira como
foi feita até aqui nao esta correta.



Apeéendice K

K.1 Calculo dos tragos da eq. (6.14)

Para a obtencao da densidade de energia livre de Landau para o modelo de NJL SU (2)
encontramos a equagao

N. . d'p
Fon) = §X2+22NcNf/W1ﬂ [—p?+ )]

d'p af(a—o.)+ 3 (6; — mes)
(2m)* [—p2+ /]
d*p 1 1

+§5Wf/ <21T>4/ (;l;“tr{(ﬁn/)} {W—m%]
5% [ o |t [ =) <

Vamos agora efetuar o calculo dos tracos. Comecaremos inicialmente com o termo

AN N6 /

1 1
1= G2 =) (2
Utilizando a identidade
1 _ 1L (p+n)
G=nr) =) (P+nr)
) | [P+ (a1 — i) K3

[P — (o +ivs8)] [P+ (o — iys8)]

onde nr* = (af — iy53). Trabalhando somente com o denominador da equagao acima

D = [p—(ar+ivB)] [P+ (o7 — i753)]

= PV =l =" = il (K.4)
Com isso a eq. (K.3)fica
L [ — i) )
(p— 0 + i) 2 —|f?
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Substituindo a eq. (K.5) em eq. (K.2)

(P +n) (4 +n)
I=tr Vs Y51 - (K.6)
(P> ) (4= )
Agora, A = At~
F N 1 7l L O el i e 8
(= ) | | (¢ = )
o | e = v (0 = i58) ¥ + pun” (o — i) + (07°)
i (02— |/°) (¢ — /)
—pugutr (7*9") N tr (1/*?)
(p* = Il +ie) (= [l*) (> — [?) (¢ — )
—4puq g™’

(2 — |n|* +ie) (a2 — [n]?)
_tr (o + 2insa0 B — 57)
(02— *) (¢ — n[)
dp-q—4(a” = 37
(2 = /?) (a2 = %)

Tratamento semelhante pode ser dado ao termo

I =tr [(p—n1/+z'e)] {4—771’“6}’

que, com a identidade dada na eq. (K.5), pode ser colocada na forma

Lt { [P+ (or = isB)] [ + (o = i) }
=) (@ =)

Com um pouco de dlgebra obtemos

Ap-q+4(ar® — 3?)
(p2— /%) (¢2— )

(K.8)

9 =
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Com as egs. (K.5), (K.8) escrevemos a eqs. (K.1) como

Fx,o,08) =

Nc 2 . / d4p 2 2
—x~ + 2NN ——In (—p“+ |0/
53 X 1] Gy (=p*+ )

. d'p af(a—a.) + B (B; — 7ei)
+Z4N0Nf5/ (2m)* (=p>+ [r[)

1 d'p [ d'q —4dp-q+4(ar®— 3%
50 (2r)’ / 20 (% — o) (& — o)
1 d'p [ d'q 4p-q+4(a*—p?)

6N
2 f/ (2m)" / @2m)* (> ) (= )

N, 2 - / d4p 2 2
—x“ + 12NN ——1In (—p°+ |1
53 X 1] Gy (=p°+ ")

. d4p af (Oé - Uc) + 52 (ﬁz - 7Tci>
Z4N0Nf5/ (27?)4 (—p2+ |77’|2)
d'p d'q p-p
_4SAN K.9
f/ (2r)* / @m)* (0 — ) (2 — Inr|?) (19)

Nas manipulacoes algébricas acima salientamos um cancelamento importante na
ultima passagem, resultado no fato de que contribuigoes além de N, serao notadas

quando pu # 0.



Apeéendice L

L.1 Calculo da integral que aparece na eq. (6.15)

Quando consideramos o modelo de NJL utilizando a OPT nos deparamos com a
seguinte integral

AV (1) = —46AN / ' / g b4
"] et ] o) (02— [l +ie) (& — )

que ainda pode ser escrita na forma

(L.1)

4 4 o . 3
AV? () = —45ANf/ (dp /(d ¢ [Podo — (Piq1 + P2go — p3¢°)]

2m)t ) 2m)t (02— wr)* + i) (¢ — [wr]?)

Utilizando o formalismo de temperatura finita eq. (B.1) podemos escrever a eq. (L.1)
como

4 4 .
AV, () = _45ANf/ dp4/ dq4 [zooqo2 (plq;rquz +p;,q:a)]
@em)t S et (=) (¢ = )

40Ny [(wn — Zu (Wi — i) + P1q1 + P2q2 + P3gs]
AV 1 - T
e (1) ( ) Z/ n— i)+ w2 ()] [(wn —ip)* + w2 (1)]
(L.2)

onde utilizamos a notacao
2
wp () = p* + e,

/ "~ / (j:?’ / é:;?’

Podemos observar que os denominadores da expressao acima sao pares (tanto para
o momento p quanto para o momento g) e no numerador temos os termos fmpares
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associados aos momentos p e ¢, sendo que, as duas integrais sao feitas num intervalo
simétrico, portanto estes termos serao nulos. Restando assim apenas o termo

TZ / — [(wn —ip) (W — w)l

—ip)* + w2 ()] [(wm — i)

TZ / jruczQ ()]
¥ / )

—ip)” + w2 (11)]

+ w2 ()]

— 46NN

Os somatérios que aparecem (bem como as integrais) sdo independentes e sobre o
mesmo intervalo, podemos entao, escrever a expressao acima como

/ TZ (W, — i) }2. (L.3)

—ip)? + wi ()]

AVZ 51 (1) = —45AN; {

Os somatorios ) | sobre as frequéncias de Matsubara podem ser realizadas utilizando
«

w i sinh (/)
TZ —ip)? + w? 2 ()] 2 lcosh (/T 4 cosh [wy (1) /T]] ' (L4)

Substituindo na equacao acima obtemos

AVjia () = —40AN; {/ (;l:;«%% {Cosh (u/TS)irflC(gS/lleLk (/) /T]] }2

A éw]; T T /T]Hz' (L.5)

A integral cima, para o caso em que T # 0 e u # 0, nao possui solucao analitica
portanto, quando este for o caso, faz-se necessario uso de céalculos numéricos.




Apéendice M

M.1 Verificando o limite N, — oo

Neste caso teremos para a eq. (6.15), no limite quiral, a expressao

4
<;l7:;4 In (—p*+[nl°)

d'p a(a—o,)+B(5—)
(2m)* (=p* + nl) ‘
Aplicando agora o procedimento de otimizacao, para o qual obtemos quatro equacgoes
de PMS, ou seja,

N, .
Fx,a,3) = §X2+z2NCNf/

(M.1)

—i4N N0 /

d
a7 = 0e (M.2)
da &,Bi,(S:l
d
> =0 (M.3)
dﬂl d,,éi,(5:1
Aplicando a eq. (M.2) na eq. (M.1) obtemos

dF (X7 a, /6) . d4p 20 (652 + 62 — Q0. — 61'7(01') B (O_Z—O'C)
e = z4NCNf/ . e P
a a,f;,6=1 (2m) (—p*+a? + 3%

Com isso temos que

a = o.¢

Bi = T (M.4)
Para a segunda equacao do PMS, eq. (M.3), teremos a mesma solugdo. Substituindo
aeq. (M.4) na eq. (M.1) obtemos

Ne 5 . d*p 2, .2
Fx, o, 08) = ==x* + 2NNy [ ——In (—=p*+x?), (M.5)
onde x* = 02 + 2. O que corresponde ao resultado da MFA.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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