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Resumo

Generalizamos o conceito de quaserregularidade da seguinte forma: um elemento
x de um anel A é k-quaserregular se existir y em A tal que x + y + kxy = 0 e um anel
¢ k-quaserregular se todos os seus elementos sao k-quaserregulares. Pode-se provar que a
classe J; de todos os anéis k-quaserregulares é também uma classe radical. Em nosso tra-
balho, estabelecemos uma catalogacao do radical Ji(A) de um anel A arbitrario através
de conjuntos equivalentes, tal como Szész fez para o radical de Jacobson J(A). Como
radical, J; é muito parecido com J: ele é hereditario a direita e a esquerda, forte a direita
e a esquerda, especial, matricialmente extensivel e fechado para somas diretas completas.
Estabelecemos um teorema de estrutura com respeito ao anel quociente A/Jx(A) e prova-
mos que os anéis k-primitivos desse teorema de estrututa sao isomorfos a anéis k-densos
de tranformacoes lineares sobre espacos vetoriais sobre anéis de divisao. A k-densidade,
por outro lado, determina que esses anéis de divisao nao podem ter caracteristica k. Es-
tudamos a colecao J de todos os radicais J;, com k variando em Z, bem como o reticulado
radical por ela determinado, e provamos que os reticulados J (a ordem usada é contigéncia
de classes) e N (a ordem é a divisao) sao isomorfos. Por fim, o radical J.., o supremo dos
radicais Jj, é um radical matricialmente extensivel, hereditario, mas nao é fechado para

somas diretas completas.

Palavras-chave: Anel associativo; Radical; k-Quaserregularidade.



Abstract

We have generalized the concept of quasi-regularity as follow: an element x of a
ring A is k-quasi-regular if there exists a y in A such that z +y + kxy = 0 and a ring is k-
quasi-regular if all elements are k-quasi-regular. In [And09] and [MCSt98], it was proved
the class Jj of all k-quasi-regular rings is a radical. In this work, we have established a
catalogation of the radical Jx(A), A is an arbitrary ring, through alternative definitions,
such as Szész, in [Sza81], has built for the Jacobson radical J(A). The radicals J; and J are
similars: they are left and right hereditary, left and right strong, special, matric-extensible
and closed for complete direct sums. Also, we have established a structure theorem to
respect to the quociente ring A/Jix(A) and we have proved the k-primitive rings are
isomorphic to k-dense rings of linear transformations on vector spaces over division rings.
In other hand, the k-density determines that these division rings haven’t characteristic k.
We have described the lattice of the collection J = {dx; k € Z,k # 0}, by proving the
lattices (J, <) and (N, |) are isomorphic. Finally, the radical do. = \/{dx; k € Z,k # 0}

is matric-extensible, hereditary, but it isn’t closed for complete direct sums.

Keywords: Associative ring; Radical; k-Quasi-regularity.
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Introducao

Uma pratica comum entre os matematicos é tentar imitar um resultado de uma
estrutura mais “forte” (no sentido de ter algumas particularidades) dentro de uma es-
trutura mais geral, de forma que para a estrutura mais “forte” tal resultado acabe se
tornando um caso particular do que foi provado para o caso geral. Num espaco vetorial
V' (estrutura matemaética bastante conhecida e “forte”) de dimensao finita n sabe-se que
V =@, (v), em que {vy,...,v,} é uma base de V. Surge a seguinte questao: é possivel
que um anel A seja escrito como soma direta de ideais adequados?

Wedderburn, Artin e Koethe obtiveram os primeiros resultados para o que hoje
chamamos de Teoria de Radicais. Os resultados de Wedderburn e Artin foram obtidos em
algebras de dimensao finita e anéis com condi¢do de cadeia ascendente (A.C.C.), a partir
de seus elementos nilpotentes. Eles perceberam que se, num anel, a soma de ideais nilpo-
tentes fosse também nilpotente (em anéis com A.C.C., por exemplo, isso acontece), era
possivel obter um ideal maximal W que contivesse todos os demais. Nessa situacao, para
um anel A, o quociente A/W poderia ser escrito como soma direta de anéis de matrizes
sobre anéis de divisao. O ideal maximal W acima descrito é conhecido na literatura como
o radical de Wedderburn-Artin ou o radical cldssico. Todavia, tais resultados sao muito
particulares, pois nem todos os anéis ou dlgebras possuem condicoes de finitude. Algum
tempo depois, Jacobson procurou obter o mesmo resultado, retirando a hipétese de o anel
possuir A.C.C.: ele considerou a intersecgao J (que mais tarde ficou conhecida como radi-
cal de Jacobson) de todos os anuladores de A-mddulos irredutiveis a esquerda e concluiu
que A/J poderia ser escrito como uma soma subdireta de anéis densos de transformagoes
lineares sobre anéis de divisao. Na pratica, Jacobson “retirou” os quaserrequlares de A
(degenerou os quaserregulares a classe 0 através do anel quociente A/.J).

Ora, Wedderburn e Artin “retiraram” os nilpotentes. Jacobson “retirou” os qua-
serregulares. O que ha de comum nas ferramentas usadas por tais matematicos? E
possivel que se encontre outros ideais com caracteristicas semelhantes as dos radicais de
Jacobson e Wedderburn-Artin? Em busca dessa resposta, tedricos como Amitsur, Baer e
Kurosh propuseram o conceito de propriedade radical, apontando para o estudo de classes

de anéis com certas propriedades, as quais serao chamadas de classes radicais.



Seja P uma propriedade (qualquer) que um anel possui. Diremos que A é um
P-anel caso ele possua a propriedade P. Um ideal I de A é um P-ideal se I é um P-anel.
Um anel A serd chamado de P-semissimples se ele nao contiver nenhum P-ideal.

Diremos que R é uma propriedade radical se satisfizer trés condicoes:
A) A imagem homomorfa de um R-anel é um R-anel.
B) Qualquer anel A deve conter um R-ideal S, o qual é maximal com respeito a R.
C') O anel quociente A/S é R-semi-simples.

O R-ideal maximal de um anel A, cuja existéncia é imposta pela condigdo B), é
chamado de R-radical de A.

Com essa definicao, as propriedades para anéis “todos os elementos sao nilpoten-
tes” e “todos os elementos sao quaserregulares” sao exemplos de propriedades radicais.
Ainda de acordo com a mesma, pode-se provar que a propriedade “o anel é nilpotente”
nao é uma propriedade radical.

Seguindo esse tipo de construgao, outros radicais surgem na literatura, com uma

proposta diferente dos radicais de Jacobson e de Koethe. Alguns deles sao:

e £: [Levitzki] classe radical inferior determinada por todos os anéis localmente nil-

potentes.
e J: [Jacobson]| classe dos anéis quaserregulares.

e G: [Brown-McCoy]| classe radical superior determinada por todos os anéis simples

com unidade.

e T: classe radical superior determinada por todos os anéis de matrizes sobre anéis

de divisao.

Um elemento = € A é dito k-quaserregular se existem y = y(x) € A e k € Z tais
que x +y + kxy = 0 = x + y + kyxr e um anel é dito k-quaserreqular se todos os seus
elementos sao k-quaserregulares.

Em um estudo recente, o orientador deste projeto provou que a quaserregularidade
generalizada (indexada por um inteiro k) também determina uma propriedade radical e,
por conseguinte, o k-radical de Jacobson generalizado, denominado J;. Em se tratando

dos radicais acima expostos, obtemos a seguinte relagao:
£<7d<§5<7T,

em que “<” é a ordem usual de classes. Além disso, prova-se que J < Ji, para todo k

inteiro.



Esta dissertacao é composta de cinco capitulos. No capitulo 1, abordamos al-
guns aspectos da Teoria Geral de Anéis, de maneira sucinta, no sentido de tornar esse
capitulo um “banco de preliminares” para um leitor nao acostumado as notacoes ou a
linguagem da Algebra. Nele, introduzimos a nogao de anel, ideal, homomorfismo de anéis
e modulos. Listamos também alguns teoremas classicos da Teoria de Anéis, os teoremas
de isomorfismo, por exemplo, e alguns resultados basicos sobre niimeros ordinais.

No capitulo 2, introduzimos o conceito de classe radical, radical superior, radi-
cal inferior e fazemos algumas construgoes basicas para a Teoria de Radicais. Depois,
comegamos o estudo de radicais concretos: o radical nil (Koethe), o radical localmente
nilpotentes (Levitzki), o radical quaserregular (Jacobson) e o radical G-regular (Brown-
McCoy). Nessa mesma linha, destacamos o radical de Wedderburn-Artin, que foi um
dos principais fomentadores para a nocao atual de radical de um anel. Apresentamos
também alguns conceitos radicais, como hereditariedade, forca, extensibilidade matricial
e especialidade.

Com os resultados e definicoes apresentados nos capitulos 1 e 2, partimos para
0 nosso objeto de estudo: o k-radical de Jacobson generalizado. O capitulo 3 comeca
tratando da operacao de Perlis generalizada, a qual sugere a definicao de “elemento
k-quaserregular”. Nesse sentido, mostramos que, tal como a quaserregularidade, a k-
quaserregularidade determina uma classe radical, denotada por J,. Tendo por inspiracao
a catalogagao por Szész de algumas equivaléncias para o radical quaserregular J(A) de
um anel A qualquer, obtivemos um resultado que estabelece algumas formulacoes equiva-
lentes do radical k-quaserregular Ji(A) de um anel A qualquer, além de verificarmos que
muitas caracterizagoes do radical J continuam preservadas no radical Jy.

O capitulo 4 apresenta uma versao melhorada do teorema da densidade de Ja-
cobson, através da k-densidade. Nele é feita a construcao usual de espacgos vetoriais
sobre anéis de divisao por intermédio dos anéis k-primitivos — esses ultimos podem ser
entendidos como uma generalizagao dos anéis primitivos.

No capitulo 5, investigamos o reticulado da familia {Jx; k € Z, k # 0}, compa-
rando cada um dos radicais J; entre si, tendo por ponto de partida as propostas feitas
por Leavitt e Snider. O reticulado da familia {Jx; k € Z, k # 0} tem a mesma estrutura
de (N, |), um dos reticulados mais conhecidos da literatura, em que “|” denota a divisao.
Estudamos também o radical o, = \/{dx; k € Z,k # 0}. Em quais aspectos o radical

Joo difere dos demais k-radicais de Jacobson generalizados?



Capitulo 1

Conceitos e resultados basicos em

Teoria de Anéis

Neste capitulo serao listados alguns resultados béasicos da teoria de anéis. Para um

leitor nao familiarizado com o assunto, recomendamos a leitura de [Hung74] e [Lang02].

1.1 Definicoes

Definigao 1.1.1 (Operagao). Seja X um conjunto nao vazio. Uma operag¢ao bindria
fechada ou, simplesmente, uma operacdo sobre X é uma aplicagao cujo dominio é X x X

e cujo contradominio é X.

43 b

Sejam uma operacao definida sobre um conjunto nao vazio X e x,y € X.

Ora, -(z,y) = z € X e utilizaremos a seguinte notagao (que é o padrao usual):

x-y:=-(zr,y) = 2.

13 7

Diremos que a operagao é associativa se -(-(x,y),z) = -(z,-(y,2)), ou,
mudando a notagao, (x-y) -z =z (y-2), e que ela é comutativa se -(x,y) = -(y,x), ou

x -y =1y -x, para quaisquer x,y,z € X.
Defini¢ao 1.1.2 (Grupo). A dupla (G,-), em que G é um conjunto nao vazio e “ - ”

43 b

¢ uma operacao sobre G, é dita ser um grupo se a operagao satisfizer as seguintes

condicoes, quaisquer que sejam z,y, 2z € G-
G1) (Associatividade) x - (y - 2) = (z - y) - 2;

G2) (Ezisténcia do elemento neutro) Existe 1 € Gtalque 1 -z =x =1z 1;

G3) (Emisténcia de inversos) Existe z7' € Gtalque -z ' =1=z""1 2.

4



Defini¢ao 1.1.3 (Grupo abeliano). Um grupo (G, -) é dito ser abeliano ou comutativo se

“.7” é uma operacao comutativa sobre G.

Denotaremos grupos abelianos com a notagao “aditiva”, isto é, (G, +) é um grupo
cuja operacao “ 4 7 é comutativa e seu elemento neutro é graficamente representado por
(40’7

Defini¢ao 1.1.4 (Anel). A tripla (A4, +,:), em que A é um conjunto nao vazio e “ + ”

[13 7

e “ -7 sao operagoes sobre A, é dita ser um anel se (A,+) é um grupo abeliano e

13 7

[©N

distribui “ 4 7 a direita e a esquerda, isto

r(y+z)=z-y+x-z

(y+z2)z=y-x+2z2-x,

quaisquer que sejam x,y, z € A.

As operacoes “ 4+ 7 e ¢ - 7 sao comumente chamadas de “adicao” e “multi-
plicacao”, respectivamente. O elemento neutro da adi¢ao serd chamado de zero do anel
e denotado por “0”. Quando as operacoes “ + 7 e “ -7 ja estiverem claras no contexto
corrente, o anel (A, +, ) serd denotado apenas por anel A, para simplificar a nota¢ao. O
elemento 0 também é chamado de elemento absorvente do anel A, pois 0-x =0=z -0,
qualquer que seja x € A.

O conjunto dos inteiros Z, munido da adi¢ao e da multiplicagao usuais dos inteiros,
¢ um exemplo de anel (um dos exemplos mais famosos na literatura). Os conjuntos @,
R e C, munidos das suas respectivas somas e produtos usuais, também sao exemplos de
anéis.

Defini¢ao 1.1.5 (Anel associativo). Um anel A é dito ser associativo se a multiplicagao

[43 7

é uma operacao associativa sobre A.

Defini¢ao 1.1.6 (Anel comutativo). Um anel A é dito ser comutativo se a multiplicagao

[43 7

é uma operacao comutativa sobre A.

Definicao 1.1.7 (Anel unitdrio). Um anel A é dito ser unitdrio caso exista o elemento

neutro para a multiplicacao.

De acordo com as defini¢oes anteriores, é importante que sejam feitas algumas
observagoes. O neutro (ou elemento neutro ou, simplesmente, o zero) da adi¢do, da
maneira como é definido, é inico em A. Da mesma forma, —x é o Unico simétrico do

elemento x. Nao é necessario que a adicao distribua a multiplicacao, isto é, a equacao



r+(y-z)=(x+y)- (z+ 2), para quaisquer x,y, z € A, nao é, obrigatoriamente, vélida.

Também, é comum empregar as palavras “soma” para se referir a adi¢ao e “produto” para

43 ki

se referir a multiplicagao. Para a multiplicagao, o simbolo é, normalmente supresso,

isto é, xy := x -y. Tal como para a adi¢ao, o elemento neutro da multiplicacao, se existir,
é Unico e, usualmente, é chamado de “um” ou “identidade” do anel. A identidade do anel
sera denotada por “1” ou “14” e valerd, em analogia a adicao, 1-x = x = x -1, para todo

x € A.

Definigao 1.1.8 (Anel de divisdo). Um anel A é dito ser um anel de divisao se ( Ay, +)

¢ um grupo, em que A, = A\{0}.

Definigao 1.1.9 (Corpo). Um anel A é dito ser um corpo se (A, ) é um grupo abeliano,
em que A, = A\{0}.

Os anéis Q, R e C sao exemplos de corpos.

Definicao 1.1.10 (Caracteristica de um anel). Um anel A é dito de caracteristica m se
mA = {mx;x € A} = {0}.

Definigao 1.1.11 (Subanel). Sejam A um anel e B um subconjunto nao vazio de A.

Dizemos que B é um subanel de A, se:
1. 0 € B;
2. Para quaisquer z,y € B, tem-se v — y € B;
3. Para quaisquer x,y € B, tem-se xy € B.

De forma resumida, um subanel B de A é um subconjunto nao vazio que também

tem estrutura de anel e cujas operacoes sao as restrigoes

+|B><BIB><B—>A

"BXBZBXBHA.

Daremos mais importancia a uma familia mais especifica de subanéis: os ideais.

Definigao 1.1.12 (Ideal a direita). Sejam A um anel e I um subconjunto ndo vazio de

A. Dizemos que I é um ideal a direita de A, se:
1. 0el;

2. Para quaisquer z,y € I, tem-se v —y € [;



3. Para quaisquer 7 € I e x € A temos que ix € I.
Notacao: I <, A.
Analogamente, podemos definir ideal a esquerda.

Defini¢ao 1.1.13 (Ideal & esquerda). Sejam A um anel e I um subconjunto nao vazio de

A. Dizemos que I é um ideal a esquerda de A, se:

1. 0 e [

2. Para quaisquer x,y € I, tem-se x — y € [;

3. Para quaisquer i € [ e x € A temos que zi € 1.
Notacgao: I <; A.

Definigao 1.1.14 (Ideal). Sejam A um anel e I um subconjunto nao vazio de A. Dizemos
que I é um ideal bilateral ou, simplesmente, um ideal de A, se I é ideal a esquerda e ideal
a direita de A. Notagao: [ < A.

Note, pela defini¢ao acima, que {0} e A sao ideais do anel A e esses sao denomi-
nados ideais triviais de um anel. Se {0} G I S A é um ideal de A, entao ele sera chamado

ideal proprio ou ideal nao trivial de A.

Definigao 1.1.15 (Anel simples). Um anel A é dito ser simples se o seu unico ideal nao

nulo é ele préprio, ou seja, se ele nao admite ideais nao triviais.

Corpos e anéis de divisao sao exemplos de anéis simples.
E facil verificar que a intersecao de uma familia de ideais de um anel A é também

um ideal do anel A. Baseado nisso, a seguinte definicao nos sera tutil.

Definicao 1.1.16 (Ideal gerado). Sejam A um anel e B um subconjunto de A. O ideal
a direita (respec. a esquerda) gerado por B é o menor ideal a direita (& esquerda) que
contém B, isto é, a intersecao de todos os ideais a direita (a esquerda) contendo B. De
maneira analoga, o ideal gerado por B é a intersecao de todos os ideais contendo B.
Notagao: (B), ou (B), denota o ideal a direita gerado por B; (B), ou (B); denota o ideal

a esquerda gerado por B; (B) ou (B) denota o ideal gerado por B. Convenciona-se que

(0) = {0},

O anel nulo (o anel cujo tnico elemento é o “0”) serd denotado por (0) ou {0}.
A mesma notacao indicard o ideal nulo.

Definiremos, agora, algumas operacoes no conjunto de ideais de um anel A.



Definigao 1.1.17. Seja {I)}rea um conjunto qualquer de ideais de um anel A. Defi-
niremos a soma desses ideais, denotada por »_ I, como o conjunto de todas as somas
i, +in, + - iy, em que iy, estd em Iy, , para k € {1,...,n}, isto é, todas as possiveis

combinacoes de elementos iy € I, A € A, através da soma.
E facil ver que a soma de ideais de um anel é também um ideal desse anel.

Definicao 1.1.18. Sejam [, J ideais de um anel R. Definiremos o produto desses ideais
como o conjunto de todas as combinacoes finitas de produtos através da soma; em outras

palavras, ]J = Z?:l Z;n:l irjs; com ir € I € js S J

Definigao 1.1.19 (Ideal primo). Um ideal I de um anel A é dito ser primo se CD C [
implicaem C' C I ou D C I, em que C' e D sao ideais do anel A.

Defini¢ao 1.1.20 (Anel primo). Um anel A é dito ser primo se (0) é um de seus ideais
primos, isto é, se C' e D sao ideais de A e CD = (0), entao C' = (0) ou D = (0).

Note que a nocao de primalidade de um anel equivale ao seguinte fato: um anel
A é dito ser primo se dados C' e D ideais nao nulos de A, entao C'D # (0).
Seja A um anel e consideremos o conjunto A,, como a seguir:

( 3\

aix Az - Qip
Q21 Qg2 -+ Aoy . .

A, = ) ) ) ;a; €A, 1<i<n, 1<j5<n
Ap1 Gp2 - App

\ 7

O conjunto A,, serda chamado de anel de matrizes quadradas de ordem n sobre o

anel A ou, simplesmente, anel de matrizes de ordem n sobre o anel A.

Definicao 1.1.21. Seja X um conjunto. Uma relagao de equivaléncia E sobre X é um

subconjunto de X x X satisfazendo:
E1) (Reflexividade) (x,z) € E, qualquer que seja x € X;
E2) (Simetria) (z,y) € E se, e somente se, (y,zr) € E, em que z,y € X;

E3) (Transitividade) Se (x,y) e (y,z) estdo em FE, entdo (z,z) estd em E, em que
x,y,z € X.

="

E comum denotar relagoes de equivaléncia através do simbolo . Dessa forma,

uma maneira de se reescrever a definicao de relagao de equivaléncia é a seguinte:

I —

Definigao 1.1.22. Seja X um conjunto. Uma relagdo “=" sobre X ¢ dita ser de equi-

valéncia se ela satisfizer:



E1) (Reflexividade) x = x, qualquer que seja x € X;
E2) (Simetria) x = y se, e somente se, y = x, em que =,y € X;
E3) (Transitividade) Se © =y e y = z, entdo x = z, em que x,y,z € X.

Definigao 1.1.23 (Classe de equivaléncia). Sejam I um ideal de um anel A e x, y elemen-
tos de A. Dizemos que x é equivalente a y se, e somente se, x —y € [. Notagao: = = y.
Isso define uma relacao de equivaléncia em A e denotaremos a classe de equivaléncia a
qual x faz parte por

r+I=z={x+a; acl}.

O conjunto de todas essas classes serd chamado de A/I.

Podemos definir operagoes (induzidas) no conjunto das classes a partir das operagoes

do anel A, como a seguir:
L@+D)+w+I)=(+y +1
2. (e+D(y+1)=ay+1

Fica a cargo do leitor verificar que as operagoes acima estao bem definidas. Isso

significa que A/I tem estrutura de anel, o qual serd chamado anel quociente A mddulo I.

Definigao 1.1.24 (Homomorfismos de anéis). Sejam (A, +, -) e (B, B, [J) anéis. Um

homomorfismo de anéis é uma aplicacao ¢ : A — B tal que

o(x +y) = ¢(z) B o(y)

o(x-y) = o(x) D o(y),

para quaisquer z,y € A.

Se o homomorfismo ¢é injetor, o chamaremos monomorfismo. Caso seja sobrejetor,
serd chamado de epimorfismo. Se o homomorfismo é, ao mesmo tempo, monomorfismo
e epimorfismo, entao sera chamado isomorfismo. Se ¢ : A — A é um homomorfismo,
entao ele é dito um endomorfismo e se, além disso, ele é isomorfismo, ele serd chamado

de automorfismo.

Defini¢ao 1.1.25 (Nucleo de um homomorfismo). Sejam A e B anéis e ¢ : A — B um
homomorfismo de anéis. O conjunto ker(¢) := {z € A; ¢(x) = 0} é chamado de nicleo

do homomorfismo ¢ e é um ideal do anel A.

Fica a cargo do leitor verificar que ker(¢) é um ideal de A.
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Definigao 1.1.26 (Soma direta). Seja A um anel e sejam Iy, I, ..., I,, ideais de A. Se

A=37Ijel;N 1 =(0),sej#l, entdo diremos que A é uma soma direta dos ideais

I, Io,..., I,. Notagio: A=L& LI, =1
j=1

A intencao agora é generalizar a no¢ao de soma direta, trabalhando com a nogao
de soma para uma familia de anéis que pode ser infinita. Seja {A,}rea uma colegao de
anéis indexados pelo conjunto A. Consideremos o conjunto S = [],., Ax (“[[” denota o
produto cartesiano) munido das operagoes adigao e multiplicacao definidas coordenada a

coordenada, isto é,

(ax)x + (ba)x = (ax + ba)a

(a,\)A : (b,\)A = (@/\ : b,\)/\-

Definido dessa forma (as operagoes em questao estao bem definidas), S é dito ser a soma
direta completa dos anéis Ay, A € A, e pode ser considerada como uma extensao da soma

direta pois o conjunto dos elementos da forma

Goy SEA=0 , . o~
:= (0—0, as,0—0), na a-ésima posigao,
0, se A # «

¢ um ideal A, de S que é isomorfo a A, e a aplicagao

S = H)\EA Ax - A/CM

a-ésima, posigao
(CL)\))\ = (070, Qe O*O) ( )

¢ um epimorfismo de S em A/.

O subanel S, de S que consiste de todos os elementos que possuem uma quanti-
dade finita de entradas nao nulas é chamado de soma direta fraca ou soma direta discreta
da colegao {A}rea- Note que o homomorfismo natural definido acima, quando restrito
a Sy, € uma sobrejecao de S, em Al . qualquer que seja a € A. Diremos que um subanel
S* de S é uma soma subdireta da colegdo {Ax}rea se 0 homomorfismo natural de S* em
A,

(ax)x + (00, a4,0—0),

é sobrejetivo, para todo @ € A. Em particular, estamos dizendo que toda soma direta
completa é uma soma subdireta.

Agora, faremos duas defini¢oes importantes para o desenvolvimento desse traba-
lho e se referem ao que chamamos de condi¢oes de cadeia. Sejam A um anel e {I,},en

uma familia enumerdvel (arbitraria) de ideais de A.
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Defini¢ao 1.1.27 (Anel artiniano). Um anel A é dito ser artiniano a direita (a esquerda)
caso ele possua condigdo de cadeia descendente sobre ideais a direita (a esquerda), ou
D.C.C. sobre ideais a direita (a esquerda) — se qualquer sequéncia descendente de ideais
a direita (a esquerda) AD 4 DI, D --- D [, DO --- estaciona apds um numero finito de
passos, isto é, existe N € N tal que Iy = In4;, 7 > 1. Um anel é dito ser artiniano se

ele é artiniano a direita e a esquerda.

Definicao 1.1.28 (Anel noetheriano). Um anel A é dito ser noetheriano a direita (a
esquerda) caso ele possua condicao de cadeia ascendente sobre ideais a direita (a esquerda),
ou A.C.C. sobre ideais a direita (& esquerda) — se qualquer sequéncia ascendente de ideais
a direita (a esquerda) {0} C I} C I, C--- C I, C --- estaciona apés um nimero finito
de passos, isto ¢, existe N € N tal que Iy = Iny;, 7 > 1. Um anel é dito ser noetheriano

se ele é noetheriano a direita e a esquerda.

Defini¢ao 1.1.29 (A-médulo). Sejam (A, H, [J) um anel e M um conjunto. Consideremos

«

a operacao “+ 7 sobre M e a aplicacao “ -7 de A x M em M, tendo em mente a mesma

notacao ja usada para grupos: a-m :=-(a,m), a € A, m € M. A tripla (M, +,-) é dita

43 7

ser um A-mddulo a esquerda se (M,+) é um grupo abeliano e satisfaz as seguintes

condicoes:

M1) (a1 Bas) - m = ay-m+ ay - m, para quaisquer aj,ay € A e m € M;
M2) (a1 EHas)-m = ay - (ag - m), para quaisquer aj,as € A e m € M;
M3) a-(my+mgy) =a-my + a-msy, para quaisquer my,mqg € M e a € A;

M4) 1-m = m, para qualquer m € M, caso o anel A seja unitario.

(13

Considerando-se agora a aplicacao “ -7 de M x A em M, define-se, analogamente, um
A-maodulo a direita. Quando as operacoes do anel A e do A-moédulo a esquerda M ja
estiverem claras no contexto, escreveremos apenas s M, para indicar que M é um A-
médulo a esquerda. Analogamente, M, indicard um A-modulo a direita. Caso M seja
um A-moédulo a esquerda e um B-modulo a direita, ele serd dito um bimddulo e denotado
por sMp. Se os anéis A e B forem isomorfos, M serd, simplesmente, denominado A-

maodulo.

7

As operacoes “ 4+ 7 e ¢ - 7 sao comumente chamadas de “adicao” e “multi-

plicagao por escalar”, respectivamente. O elemento neutro da adi¢ao serd chamado de
13 2

zero do modulo e denotado por “0”. Para a multiplicacao por escalar, o simbolo “ -7 é,

normalmente supresso, isto é, am :=a-m, a € A, m € M.



12

Definigao 1.1.30 (A-submdédulo). Seja (M, +,-) um A-moédulo a esquerda. Um sub-
conjunto nao vazio N de M ¢é dito ser um A-submddulo de M ou, simplesmente, um
submodulo de M, se ele é um A-mddulo a esquerda com as operagoes induzidas de M,

7 sobre N x N e A x N, respectivamente, sao fechadas

isto é, se as restricoes “ + 7 e -
em N; em outras palavras: n; + (—ny) € N, para quaisquer ni,ny € N, e an € N,
para quaisquer a € A e n € N. Analogamente, definimos submédulos para A-médulos a

direita.

E facil ver que o conjunto unitério cujo elemento é 0 € M se constitui um
submédulo de um A-mdédulo a esquerda (a direita) M e sera denotado por (0) ou {0}.
Também note que o préprio M é um submodulo de si mesmo. Tais conjuntos sao chamados

de submddulos triviais do A-médulo a esquerda (a direita) M.

Defini¢ao 1.1.31 (A-mdédulo simples). Um A-mddulo M a esquerda (a direita) é dito
ser simples se os seus unicos submdédulos sao ele mesmo e o (0), ou seja, se ele admite

apenas os submodulos triviais.

Definicao 1.1.32 (A-mdédulo ciclico). Um A-mdédulo a esquerda M ¢ dito ser ciclico se
M = Am = {am;a € A}, para algum m € M. Analogamente, N é dito ser A-mddulo a
direita ciclico se N = nA = {na;a € A}, para algum n € N.

Definicao 1.1.33 (A-mdédulo irredutivel). Um A-mdédulo M a esquerda é dito ser ir-
redutivel se ele é simples e, além disso, AM = |J{Am; m € M} # {0}. Analoga-
mente, um A-médulo M a direita é dito ser irredutivel se ele é simples e, além disso,

MA =J{mA; m € M} # {0}.

Definicao 1.1.34. Seja X um conjunto. Uma relacdo de ordem O sobre X é um sub-

conjunto de X x X satisfazendo:
O1) (Reflexividade) (x,z) € O, qualquer que seja x € X;
02) (Antissimetria) Se (z,y) e (y,x) estdo em O, entdao z =y, em que z,y € X;

03) (Transitividade) Se (x,y) e (y,z) estdao em O, entdo (z,z) estd em O, em que
x,y,z € X.

Um exemplo de relagao ordem é a ordem usual sobre os reais, isto é, a < b se

sobre os

b — a é um real nao negativo, a,b € R. Outro exemplo de ordem é a divisao “|”
numeros naturais, da seguinte forma: n < m se n|m (“n|m” significa “n divide m”, isto
é, existe um natural r tal que m = rn).

E comum denotar relagoes de ordem através do simbolo “<”. Dessa forma, uma

maneira de se reescrever a definicao de relacao de ordem é a seguinte:
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Definicao 1.1.35. Seja X um conjunto. Uma relacao “<” sobre X ¢ dita ser de ordem

se ela satisfizer:

O1) (Reflexividade) x < x, qualquer que seja = € X;

02) (Antissimetria) Se v <y ey < z, entdo r =y, em que z,y € X;
03) (Transitividade) Se © <y ey < z, entdo x < z, em que x,y,z € X.

A relacao “<” sobre um conjunto X é comumente chamada de ordem parcial
(porque nem todos os elementos sdo compardveis) ou, simplesmente, ordem. Dessa forma,
(X, <) é dito ser um conjunto parcialmente ordenado e se x e y em X sdo comparaveis,
usaremos a notagao usual dos numeros. Por exemplo, se x < y, entao escreveremos “x é

menor ou igual a y” ou “y é maior ou igual a x” para representar esse fato.

Defini¢ao 1.1.36 (Supremos e infimos). Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado
esejaY C X. O supremo de Y, se existir, é o menor elemento de X que é maior ou igual
a cada elemento de Y. De maneira analoga, o infimo de Y, se existir, é o maior elemento
de X que ¢é menor ou igual a cada elemento de Y. Notacao: VY denota o supremo de Y

e A\Y denota o infimo de Y.

Definigao 1.1.37 (Reticulado). Um conjunto parcialmente ordenado (X, <) em que
quaisquer dois elementos (ou, equivalentemente, qualquer subconjunto binério) possuirem

supremo e infimo ¢ dito ser um reticulado. Notagao: (X, V,A).
O menor elemento de um reticulado (X, <) sera denotado por L.

Definicao 1.1.38 (Reticulado completo). Um reticulado (X, V, A) é dito ser completo se

qualquer subconjunto de X admite supremo e infimo.

1.2 Resultados preliminares

Lema 1.2.1. A soma de um conjunto qualquer de ideais (a esquerda, a direita, bilateral)

de um anel A € ainda um ideal (a esquerda, a direita, bilateral) do anel A.

Teorema 1.2.2 (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Se ¢ : A — B € um homomorfismo
de anéis, entiao kerp = {x € A; p(x) = 0} € um ideal de A e, além disso, A/ ker p =
p(A).

Teorema 1.2.3 (Segundo Teorema do Isomorfismo). Se B é um subanel e I é um ideal

do anel do anel A, entao BN 1 é um ideal em B e

B/(BNI)=(B+1)/I.
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Teorema 1.2.4 (Terceiro Teorema do Isomorfismo). Seja ¢ : A — B um homomorfismo
de anéis. Sejam K um ideal de p(A) e I a pré-imagem ¢ '(K) de K em A pelo homo-
morfismo . O conjunto I € um ideal de A, ker @ € um ideal de I e, além disso, vale a

sequinte relagao:

AT = o(A)JK = (Af ker o)/ (I/ ker ).

Teorema 1.2.5. Se A é um anel e I um ideal de A, entao existe uma correspondéncia
biunivoca entre os ideais de A/l e os ideais de A que contém I. Ademais, a imagem de

A por um homomorfismo € isomorfa ao anel quociente A/L, para um ideal (adequado) L
de A.

Teorema 1.2.6. Um anel A € isomorfo a uma soma subdireta de anéis A; se, e somente

se, A contiver um conjunto de ideais B; tais que NB; = (0) e A/B; = A;.
Teorema 1.2.7. Se M ¢ um A-mddulo irredutivel, entao M € ciclico.

Lema 1.2.8 (Andrunakievic). Sejam A um anel e C I B < A. Se C4 o ideal de A
gerado por C, entio C% C C.

1.3 Alguns fatos sobre nimeros ordinais e cardinais

Esta secao exibira uma lista de alguns resultados acerca dos ntimeros ordinais e

cardinais. Um leitor interessado poderd consultar [Jec03] para maiores informagoes.

Proposicao 1.3.1. Para todo conjunto X, o cardinal do conjunto de todos os subconjuntos

de X € mator que o cardinal do proprio X.

Proposicao 1.3.2. Para todo conjunto de cardinais W existe um cardinal que é maior

que todos os cardinais em W.

Proposicao 1.3.3. Se um conjunto ordenado é similar a um conjunto bem-ordenado,

entdo esse conjunto € bem-ordenado.

Proposicao 1.3.4. Para quaisquer dois numeros ordinais u e v, apenas uma dessas trés

condicoes deve ocorrer: u < v, U=V, U > V.

Proposicao 1.3.5. Se C, € o conjunto de todos os ordinais menores que o ordinal u e

se Cy, € ordenado de acordo com a “pertinéncia”, entdo C, € bem-ordenado.

Proposicao 1.3.6. Todo conjunto de ordinais, se ordenado de acordo com a pertinéncia,

¢ um conjunto bem-ordenado.
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Proposicao 1.3.7. Para todo ordinal u, existe um ordinal sucessor u+1, tal que u < u+1

e, além disso, nao existe um ordinal v com u < v < u+ 1.

Proposicao 1.3.8. Para todo conjunto W de ordinais existe um ordinal que € maior que

todos os ordinais em W.

Proposicao 1.3.9 (Indugao transfinita). Se uma afirmacdo é verdadeira para o ordinal
1 e se tal afirmagao também € verdadeira para o ordinal u sempre que € verdadeira para
todos os ordinais menores (estritamente) que u, entdo essa afirmacao € verdadeira para

todos os ordinais.



Capitulo 2
Classes Radicais

Nesse capitulo, introduziremos o conceito de radical. A nocao de radical usada
aqui deriva dos conceitos “classe radical”, “propriedade radical” e “radical de um anel”.

As principais referéncias utilizadas nesse trabalho sao [Div64] e [GWO04].

2.1 Definicoes

Seja C uma classe! nao vazia qualquer de anéis. Diremos que A é um C-anel caso

ele seja um elemento de C. Um ideal I de um anel A é um C-ideal de A se I estiver em C.

Definicao 2.1.1 (Anel semissimples). Um anel A é dito C-semissimples se ele nao contiver

nenhum C-ideal nao nulo, em que C é uma classe nao vazia de anéis.

Se C é uma classe nao vazia de anéis, a classe de todos os anéis C-semissimples
serda denotada por §(C) ou 8¢.

Note que, até agora, classes de anéis, que sao a priori objetos meramente formais,
sao colecoes bastante abstratas e inclusive nao estao obrigatoriamente relacionadas com as
propriedades algébricas dos seus elementos. Poderiamos ter, por exemplo, anéis isomorfos
em classes de anéis distintas. Entretanto, nos interessarda um determinado tipo de classe

de anéis muito especifico: as classes radicais.

Definigao 2.1.2 (Classe radical). Uma classe nao vazia R de anéis associativos é dita ser

radical se ela satisfizer as seguintes condigoes:
R1) R é homorficamente fechada;
R2) R(A)=>{J;JdAeJeR}eR, Aéum anel associativo;

R3) R(A/R(A)) = (0), para qualquer anel A.

'E importante nos lembrarmos de que a coleciio de todos os anéis nio é um conjunto (consulte [Jec03]).

16
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A condigao R1) é clara: se ¢ é um homomorfismo (de anéis) qualquer definido
sobre A € R, entao p(A) € R. Tendo em mente a correspondéncia entre ideais e imagens
homomorfas de um anel, isso é o mesmo que dizer que se I I Ae A € R, entao A/I € R.
Em particular, se A € R e A é isomorfo ao anel B, entdo B € R. O ideal R(A), que
existe para qualquer anel A, é chamado de radical do anel A. Uma classe radical sera
chamada simplesmente de radical e, em virtude da observacao anterior, note que “radical”
e “radical de um anel” sao conceitos bastante distintos, pois “radical” é uma classe de anéis
satisfazendo certas propriedades, ao passo que o “radical de um anel” (anel associativo) é
um ideal do anel que pertence a uma certa classe radical (quando esse mesmo ideal passa
a ser visto como um anel). A menos que se especifique o contrario, uma classe de anéis,
nesse trabalho, é uma classe nao vazia de anéis associativos — um radical é uma classe de
anéis associativos satisfazendo R1), R2) e R3) — e um anel é um anel associativo.

Se R é um radical, o anel A é dito ser R-radical ou R-anel se R(A) = A, ou, equi-
valentemente, se A € R. Um ideal I de A é um R-ideal se R(I) = I, ou, equivalentemente,
se I € R. Por sua vez, retomando a definicao 2.1.1, o anel A é dito ser R-semissimples se
R(A) = (0). De igual forma, a classe de todos os anéis R-semissimples serda denotada por
S(R) ou Sx.

A soma de uma familia ideais {/)} ca serd aqui denotada pelo conjunto de todas
as somas » ., %y, com iy € Iy, nas quais apenas uma quantidade finita dos iy sao
diferentes de zero (veja a defini¢ao 1.1.17).

Feita esta observacao, o lema 1.2.1, da teoria basica de anéis, nos sera 1til.

A soma de um conjunto qualquer de ideais a direita (a esquerda, bilaterais) é também um

ideal a direita (a esquerda, bilateral).

[ |

Esse lema nos diz, em particular, que uma familia de ideais de um anel A admite
um maximal e esse maximal é, exatamente, a soma desses ideais. A condi¢do R2) afirma
que qualquer anel A deve conter um R-ideal, o qual é maximal entre R-ideais do anel A
e esse ideal é, exatamente, a soma dos R-ideais do anel. A condigao R3) diz que A/R(A)
¢ um anel R-semissimples.

A propriedade R2) também determina que o anel nulo é um R-anel. A defini¢ao
de anel R-radical ja estava implicita na definicao 2.1.2, mas aqui consideraremos que
R-ideais de um anel A sao ideais diferentes do préprio anel A, a menos que se diga o
contrdrio. E ébvio que o anel nulo é o Unico anel que é, ao mesmo tempo, um anel
R-radical e R-semissimples.

Note também que um radical R atua como um operador definido na classe A de
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todos os anéis da seguinte forma:
R: A R(A),

em que A € A é um anel arbitrario.
O préximo teorema é uma maneira menos intuitiva de se definir uma classe ra-
dical. Entretanto, é uma forma equivalente da definicao 2.1.2 e bastante util na prova de

alguns resultados sobre radicais.
Teorema 2.1.3. A classe de anéis R € radical se, e somente se, ela satisfizer:

R1) R é homorficamente fechada;

R4) Se toda imagem homomorfa nao nula de um anel A contém um R-ideal ndo nulo,

entao A estd em R.

Demonstracao: Suponha que R seja um radical. Vejamos que R2) e R3) im-
plicam R4): facamos por contraposigao. Seja A um anel nao nulo que nao estd em R.
Por R2), existe um R-ideal maximal R(A) # A contido em A. Ademais, A/R(A) é uma
imagem epimorfa ndo nula de A. Por R3), A/R(A) nao deve conter um R-ideal nao nulo.
Concluimos, portanto, que existe uma imagem homomorfa nao nula de A que nao contém
nenhum R-ideal.

Assuma agora que R cumpre as condigoes R1) e R4). Observemos que (0) é um
R-ideal, por argumento de vacuidade com respeito a condi¢ao R4). Para estabelecer R2),
seja J a soma de todos os R-ideais de um anel A. Mostraremos que J é um R-ideal de
A. Se J = (0), segue-se o fato trivialmente. Se J # (0), seja J/K um anel quociente
nao nulo qualquer. Como K C J, deve existir em A um R-ideal W tal que W nao esta
contido em K (pois se assim nao fosse, K seria o maximal dos R-ideais). Pelo segundo

teorema do isomorfismo

(W + K)/K = W/(W N K).

O lado esquerdo desse isomorfismo é um ideal nao nulo de J/K, enquanto o lado direito é
uma imagem homomorfa do R-anel W e, por R1), é também um R-anel. Portanto, toda
imagem homomorfa ndo nula de J contém um R-ideal nao nulo. Por R4), J é um R-anel.
Isso estabelece R2).

Finalmente, devemos estabelecer R3). Seja A um anel qualquer. Sabemos que
A tem um R-radical R(A), pois R2) ja é estabelecido. Suponha que A/R(A) nao seja
um anel R-semissimples e seja R(A/R(A)) = M/R(A) # (0). Ora, M é um ideal de A
e M contém propriamente R(A). Seja M/N um anel quociente (arbitrario) de M. Se

N D R(A), entao R(A) é um ideal de N e, pelo terceiro teorema do isomorfismo,

M/N = (M/R(A)) | (N/R(A))
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e, por R1), M/N é um R-anel. Entretanto, se N 2 R(A), entdao R(A)NN C R(A) e, pelo

segundo teorema do isomorfismo,
(N +R(A))/N ZR(A)/(R(A)NN).

O lado esquerdo desse isomorfismo é um ideal nao nulo de M /N, enquanto o lado direito

é uma imagem homomorfa de R(A) e, por R1), é também estd em R. Portanto, toda

imagem homomorfa nao nula de M contém um R-ideal ndo nulo e, por R4), M é um

R-anel, pela qual concluimos que M deve estar contido em R(A): contradi¢ao! Isso
estabelece R3) e encerra a prova.

[ |

Exibiremos outra forma equivalente de se definirem classes radicais, usando aquilo

que chamamos de fecho por extensao.

Teorema 2.1.4. A classe de anéis R € radical se, e somente se, ela satisfizer as condicoes

abaizo:

R1) R é homomorfamente fechada;

R2) R(A)=>{J;J <A eJeR}eR, para qualquer anel A;
R5) (Fecho por extensoes) Se I I A el , A/l € R, entao A € R.

Demonstragao: Assuma que R é radical. Sejam A um anel arbitrario e I um
ideal de A tais que I e A/T estejam em R, isto é, R(I) = I ¢ R(A/I) = A/I. E claro que
R(I) C R(A), para qualquer anel A e, nesse caso, como I é um R-ideal de A, isso significa

que I éideal de R(A). Ademais,

AT
RO = AR,

logo

R (A/T) AJT
M@H:R(MMH):RMMM»:@
)

R(A)/I. Portanto,

e significa que R (A/I
AT =R(A/T) =R(A)/I,

implicando que A = R(A) ou, equivalentemente, A € R, pela qual concluimos que R
satisfaz a condigdo R5). Reciprocamente, suponha que R satisfaca as condigoes R1), R2)
e R5). Se A € R, entdo é 6bvio que A/R(A) = A/A = (0). Seja entdo um anel A ¢ R.
Pela contraposigao da condi¢ao R5), A/R(A) ¢ R. Suponha agora que R(A/R(A)) # (0),
digamos R(A/R(A)) = M/R(A). Logo, M é um R-ideal préprio de A, pois R satisfaz
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R5), contendo propriamente R(A), contradizendo a maximalidade de R(A) e, portanto,
a condi¢ao R2). Logo, R(A/R(A)) = (0), para um anel A arbitrario, implicando no fato
de que R cumpre as condi¢oes R1), R2) e R3); portanto R é radical.

n

Outra caracterizacao para classes radicais é a seguinte:

Teorema 2.1.5. A classe de anéis R € radical se, e somente se, ela satisfizer as condi¢ies

abaizo:
R1) R € homomorfamente fechada;

R6) (Propriedade indutiva) R contém todas as unides de cadeias de R-ideais de um anel

A arbitrdrio;
R5) (Fecho por extensoes) Se I I A el , A/l € R, entao A € R.

Demonstracao: Consulte [GW04].
|

Observagao 2.1.6. Note que teorema 2.1.5 sugere a definicao de radical em outros tipos

de estruturas matematicas, possivelmente nao algébricas.

O préximo lema nos permite afirmar quando um anel é R-radical ou nao usando

a R-semissimplicidade.

Lema Técnico 2.1.7. Seja R um radical. A é um anel R-radical se, e somente se, A

nao pode ser sobrejetado homomorfamente num anel R-semissimples nao nulo.

Demonstragao: Se A é um anel R-radical, entdao, por R1), toda imagem ho-
momorfa nao nula de A é também um anel R-radical e, portanto, nao é R-semissimples.
Para provar a reciproca, suponha que A nao seja um anel R-radical. Por R2), existe o
R-radical R(A) # A. Logo, A pode ser sobrejetado homorficamente no anel A/R(A), o
qual, por R3), é R-semissimples .

[ |

Esse lema afirma que anéis R-radicais e R-semissimples sao bastante distintos com
respeito as suas propriedades algébricas. Mais adiante, entenderemos com mais clareza

essa “distingao radical” entre os anéis de R e §(R).

2.2 Construcao dos radicais superior e inferior

No decorrer desse capitulo, obteremos radicais a partir de quaisquer classes nao

radicais de anéis associativos. Interessara-nos construir dois tipos de radicais importantes
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para essa teoria: os radicais superior e inferior. Gardner, em [GWO04], propoe a construgao
dos mesmos através de infimos e supremos de classes radicais. As técnicas apresentadas

aqui podem ser vistas em [Div64] e [GW04].

Teorema 2.2.1. A classe M € a classe de todos os anéis R-semissimples nao nulos com

respeito a um certo radical R se, e somente se, M satisfizer as sequintes condigoes:

S1) Todo ideal nao nulo de um anel pertencente a M pode ser sobrejetado homomorfa-

mente nalgum anel de M.

S2) Se todo ideal nao nulo de um anel A pode ser sobrejetado homomorfamente nalgum

anel nao nulo de M, entdo o anel A pertence a M.

Demonstragao: Suponha que tenhamos um radical R fixado e que M ¢é classe
de todos os anéis R-semissimples. Sejam A € M e I um ideal de A. Como A estd em
8(R), I ndo estd em R. Pelo lema técnico 2.1.7, I pode ser sobrejetado homomorfamente
num anel R-semissimples, isto é, um anel de M. Logo, M satisfaz a propriedade S1).
Seja A um anel que nao é R-semissimples. Logo, A tem um R-radical ndao nulo R(A).
O ideal R(A) nao pode ser sobrejetado homomorfamente num anel R-semissimples, por
causa do lema técnico 2.1.7. Isso estabelece S2).

Reciprocamente, suponha que M tenha as propriedades S1) e S2). Tendo por

inspiragao o lema técnico 2.1.7, definamos a classe Uy, como a seguir:

Unr € a classe de todos os anéis que nao podem ser sobrejetados homomorfamente em

algum anel nao nulo de M.

Mostraremos que a classe Uy, cumpre as condigdes R1) e R4): portanto é um
radical. A condigao R1) é imediata, porque se uma imagem homomorfa de A pode ser
sobrejetada homomorfamente num anel de M, entao A pode sobrejetado homomorfamente
num anel de M. Nesse caso, A nao é um Uy-anel e isso valida R1). Para mostrar que
Up tem a propriedade R4), seja A um anel tal que toda imagem homomorfa nao nula de
A tem um U,-ideal ndao nulo. Se A nao é um U,s-anel, entdao ele pode ser sobrejetado
homorficamente num anel nao nulo A’ de M e A’ deve ter um U s-ideal nao nulo I. Por
S1), I pode ser sobrejetado homomorfamente num anel nao nulo de M, contradizendo o
fato de I ser um Upq-anel. Portanto, A tem de ser um Uy -anel e R4) é valida. Logo,
Unq é um radical.

Resta provar que M é exatamente a classe de todos os anéis U s-semissimples.
Se A € M, entao A nao pode ser Up-anel, por S1). Em contrapartida, seja A um

anel U -semissimples. Consequentemente, todo ideal nao nulo de A nao é um U -anel,
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portanto pode ser sobrejetado homomorfamente em um anel nao nulo de M. Por S2),
A € M. Logo, M é precisamente a classe de todos os anéis U rs-semissimples.

[ |

Pela forma como foi demonstrado o teorema 2.2.1, a classe de anéis M precisa

apenas da propriedade S1) para que todos os seus elementos sejam U, -semissimples e

que U seja um radical. Com essa observacao, podemos exigir menos da classe M para

construir o radical U .

Lema 2.2.2. Se uma classe de anéis M satisfaz a propriedade S1) e se a classe M
¢ definida por todos os anéis A tais que todo ideal ndo nulo de A pode ser sobrejetado

homomorfamente nalgum anel de M, entio a classe M tem as propriedades S1) e S2).

Demonstracao: Observe que M < M (“<” denotara a ordem usual de classes:
a contingéncia), pois M satisfaz a propriedade S1). Se A € M, entdo todo ideal ndo nulo
de A pode ser levado homomorfamente sobre um anel nao nulo de M, portanto sobre um
anel ndo nulo de M. Logo, M tem a propriedade S1). Seja A um anel tal que cada ideal
nao nulo possa ser sobrejetado homomorfamente num anel de M. Pela definicio de M,
esse anel pode ser sobrejetado homomorfamente num anel nao nulo de M, logo A esta
em M. Portanto, M tem S2).
[ |
O que podemos perceber nesse teorema ¢é que todas as classes que satisfazem a
propriedade S1) determinam um radical, o qual denotamos por Uy, ou U(M). Dessa
forma, para a colegao de classes {M; M satisfaz a propriedade S1)}, podemos definir o
operador radical U, de forma que M +— U,. O radical Up, é chamado de radical superior
determinado por M. Os anéis em M sdo (exatamente) todos os anéis U -semissimples
e, como M < M, isso torna todos os elementos de M anéis U s-semissimples.
Sejam Ry e Ry dois radicais. Dizer que R; < Ry (todo anel R;-radical é Ry-radical)
é 0 mesmo que dizer que todo anel Ry-semissimples é R;-semissimples; §(Ry) < §(Ry),
em virtude do lema 2.1.7. Isso também equivale a dizer que num anel A arbitrario tem-se

R1(A) € Re(A). A justificativa da palavra “superior” é o préximo resultado:

Lema 2.2.3. Se M ¢ uma classe de anéis que tem S1) e se R é um radical para o qual
todos os anéis em M sao R-semissimples, entdo R € menor ou igual ao radical superior

determinado por M.

Demonstragao: Como a classe $(R) satisfaz a propriedade S2), pelo teorema

2.2.1, ela contém todos os anéis de M implicando em 8§(R) > §(U(M)), o que equivale a
dizer R < U(M).

[
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Agora construiremos um radical que contenha uma classe NV, ou seja, um radical
R para o qual todos os anéis em N sejam anéis R-radicais. Essa construcao é trans-
finita e requererd do leitor algum conhecimento sobre nimeros ordinais (um leitor nao
familiarizado com esse assunto pode recorrer a segao 1.3 do capitulo 1).

Seja N uma classe qualquer de anéis associativos. Um anel A é dito ser de
primeiro grau (ou de grau 1) sobre N se ele é o anel nulo ou imagem homomorfa de
algum anel em N. E ébvio que os préprios anéis de N sio de grau 1 sobre A e que todo
anel quociente obtido a partir de anel qualquer em N também estd em A/. Um anel A é
dito ser de segundo grau (ou de grau 2) sobre N se toda imagem homomorfa nao nula de
A contém um ideal nao nulo que é de primeiro grau sobre A/. Para um ordinal 5 > 1, se
(3 nao é limite, um anel A é dito de grau 3 sobre N se toda imagem homomorfa nao nula
de A contém um ideal nao nulo de grau 3 — 1 sobre N. Se 3 é um ordinal limite, entao
A é de grau 8 sobre N se ele é de grau o sobre N para algum o < 3. Caso nao exista
um ordinal a # 0 tal que um anel A seja de grau « sobre N, A serd dito um anel de grau

zero sobre N.

Afirmacao 2.2.4. As sequintes assertivas sao verdadeiras, nas quais A € um anel ar-

bitrdrio e o e 3 sao ordinais:

1) Toda imagem homomorfa de um anel de grau 0 # a sobre N € também de grau o
sobre N

2) Se um anel € de grau « sobre N, com 0 # a < (3, entdo ele é também de grau 3
sobre N

Demonstragao: Provemos 1). Primeiro, note que tal afirmacao é verdadeira
para o = 1. Tome o > 1 um ordinal que nao é limite. Se A é de grau a sobre N e se A’ é
uma imagem homomorfa qualquer de A, entao toda imagem homomorfa nao nula A” de
A’ é também imagem homomorfa de A, portanto A” contém um ideal nao nulo de grau
a — 1 sobre N. Logo, A’ é de grau « sobre N. Suponha agora que o é um ordinal limite.
Dessa forma, A é de algum grau o’ sobre N, com o’ < a. Seja o’ o ordinal minimal tal
que A é de grau o” sobre N (pois o infimo de ordinais é um ordinal). E claro que o’ no
¢ um ordinal limite. Aplicando o resultado anterior, toda imagem homomorfa de A é de
grau «” sobre NV, portanto de grau a sobre N. Isso prova 1).

Para estabelecer 2), note que ndo ha o que provar se § = 1. Analogamente ao
primeiro caso, assuma que 3 nao é um ordinal limite. Se A é de grau 3 — 1 sobre N,
entao toda imagem homomorfa de A é também de grau 3 — 1 sobre N, por 1). Portanto,
A satisfaz a condicao de ser de grau [ sobre N e, por recursao, 2) é védlida sempre que
tenhamos o < 3 — 1 < 3. Finalmente, se  é um ordinal limite e A é de grau « sobre N,

com «a < 3, entao segue-se da definicao que A é de grau (3 sobre N.
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O
Seja L(N) a classe de todos os anéis que sao de algum grau sobre N. Claramente,
N < L(N). Mostraremos que L(N) satisfaz R1) e R4).

Teorema 2.2.5. A classe L(N) € radical.

Demonstragao: De imediato R1) é vélida, por causa da afirmagao 2.2.4. Para
estabelecer R4), seja A um anel tal que toda imagem homomorfa ¢(A) tenha um ideal
nao nulo 1, € L(N), isto é, I, é um anel de grau o, sobre N/. Ora, sabemos que sup{a,,}
¢ também um ordinal, digamos 3. Usando novamente a afirmacao 2.2.4, todos os ideais
I, também sao de grau [ sobre N. Logo, A é de grau  + 1 sobre N, consequentemente
A e L(N). L(N) satisfaz as propriedades e R1) e R4), portanto L(N) é um radical.

|

O radical L(N) (também podendo ser denotado por L) construido a partir da
classe N' é chamado de radical inferior determinado por N'. Todos os anéis em N sio
L(N)-radicais. Observe também, tal qual U, que L funciona como um operador radical
de classes de anéis, isto é, se B é uma classe qualquer de anéis, B — L(B) e L(B) é um

radical. O préximo lema justifica o uso da palavra “inferior”.

Lema 2.2.6. Se T é um radical e todo anel em N é T-radical, entao o radical inferior

determinado por N € menor ou igual a 7.

Demonstracao: A classe dos anéis T-radicais tem as propriedades R1) e R4).
Por R1), todos os anéis de primeiro grau sobre N sao T-radicais. Usaremos a inducao
transfinita. Assuma que todos os anéis de grau a <  sao J-radicais. Seja A um anel
de grau 5. Se (8 é um ordinal limite, entao A é de grau a para algum o < [, logo A é
J-radical. Se 8 nao é um ordinal limite, entao § — 1 existe e toda imagem homomorfa nao
nula de A possui um ideal de grau 3 — 1 e, portanto, é T-radical. Por R4), A é um anel
T-radical. Logo, a classe de todos os anéis T-radicais contém todos os anéis L (N )-radicais
e isso significa que L(N) < 7.
|

2.3 Particoes dos anéis simples

Aqui serao usadas as duas construgoes radicais da secao anterior. Considere a
classe de todos os anéis simples. Se R é um radical e A é um anel simples nao nulo,
entdo s6 existem duas possibilidades para A: ou R(A) = A ou R(A) = (0). Portanto,
um radical R particiona a classe dos anéis simples em duas classes disjuntas: a classe

dos anéis que sao R-semissimples, chamada de classe superior, e a classe dos anéis que
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sao R-radicais, chamada de classe inferior. Nos dizemos que o radical R corresponde a
essa particao. Logo, se tivermos um radical R obtemos uma particao na classe dos anéis
simples. Em contrapartida, uma particao na classe dos simples determina um radical? O

proximo teorema diz que a resposta a essa pergunta é afirmativa.

Teorema 2.3.1. Se uma dada parti¢ao dos anéis simples em duas classes disjuntas (com
anéis isomorfos na mesma classe) € tal que uma delas é chamada de classe superior e a
outra € chamada de classe inferior, entao existe ao menos uma propriedade radical que

corresponde a esta particao.

Demonstragao: Nos usaremos as duas construgoes e exibiremos dois radicais
que correspondem a particao dada.

Seja P; a classe superior. Como os elementos de P; sao anéis simples, ela satisfaz
a condigdo S1), portanto determina o radical superior Up,. Além disso, todos os anéis
em P, sao Up,-semissimples. Se A é simples e Up,-semissimples, entao, pela definicao
de propriedade radical superior Up, determinada por P;, A pode ser sobrejetado homo-
morfamente em algum anel de P;; portanto, A deve ser levado homomorfamente sobre
algum anel em P;. Entretanto, como A é simples, A deve ser isomorfo a algum anel em
P, e portanto A estd em P;. Logo, todos os anéis nao nulos que nao estdao em P; sao
Up,-radicais, isto é, estao na classe inferior P, e Up, corresponde a esta partigao. Isso
encerra a prova, mas sera exibido outro radical que corresponde a esta particao.

Seja P, a classe inferior da particao dada e seja L p, a propriedade radical inferior
determinada por P,. Dessa forma, todos os anéis em P, sao Lp,-radicais. Se A é um anel
simples nao nulo e L p,-radical, entdo A é de um grau « sobre P,. Seja 3 o menor ordinal
tal que A é de grau [ sobre P,. Claramente, $ nao um ordinal limite. Se § > 1, entao
A deve possuir um ideal nao nulo de grau 3 — 1 sobre P,. Como A é simples, A deve
ser também de grau 8 — 1 sobre P, contradizendo minimalidade de 3, ao menos que se
tenha § = 1. Entretanto, se § = 1, A é imagem homomorfa de algum A’ em P,. Como
A’ é simples, A’ é isomorfo a A e, portanto, A € P,. Isso significa que todos os anéis
nao nulos na classe superior P; nao sao L p,-radicais, logo sao L p,-semissimples, pelo qual
concluimos que L p, corresponde a esta particao.

[ |

Por causa dos lemas 2.2.3 e 2.2.6, tem-se Lp, < Up,. Esta claro também que R
é um radical correspondente a parti¢ao [P;|P,] na classe dos anéis simples se, e somente
se, £)p2 S R S uPl.

O que desejamos saber é se esse resultado nao trivializa, isto é, se Lp, # Up,,
ou quando se tem Lp, = Up, (se o ultimo caso ocorre, entao existe apenas um radical
associado a partigao [P;|P,]). Outro caso “patolégico” é quando a classe inferior Py é

a vazia; nesse caso, o unico anel Lp,-radical é o anel nulo e todos os demais anéis sao
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L p,-semissimples. Isso, obviamente, se constitui num problema, ja que a classe de todos
os anéis é uma classe radical, a menos que os radicais superior e inferior associados a
partigdo [P;|P,] estejam bem definidos. Mostraremos que o radical superior Up, é nao
trivial, isto é, ainda que todos os anéis simples sejam Up,-semissimples, existem anéis
Up,-radicais nao nulos. Os proximos dois exemplos ajudarao a mostrar que os radicais
superior e inferior associados a uma partigao [P;|P,] na classe dos anéis simples nao sao

triviais, isto é, tem-se sempre Lp, # Up,.
Exemplo 2.3.2. O anel-zero sobre o grupo aditivo p*.

Seja p um primo fixado e considere o conjunto W de todos os niimeros racionais
que sdo da forma a/p™, em que a é um inteiro e n é um inteiro ndo negativo qualquer.
Definido dessa forma, W é um grupo aditivo e W contém todos os inteiros — denotemos
o conjunto dos inteiros por Z. O grupo aditivo p> é definido como o grupo W/Z.

Defina agora em p> um produto trivial, isto é, a-b = 0 para quaisquer a,b € p™.
O anel (p>, +, -) assim definido serd chamado de anel-zero? sobre p>. Um ideal do
anel-zero p™ é meramente um subgrupo do grupo p> e note que P> nao é um grupo
simples. Um detalhe: nao ha muitos subgrupos do grupo p*>. Se H é um ideal proprio
nao nulo do anel-zero p>, isto é, um subgrupo préprio nao nulo do grupo p*, entao
existe ao menos um elemento de p>* que nao estd em H. Considere o conjunto dos
elementos de p>* que nao estao em H. Cada um deles tem certa poténcia positiva de p
no seu denominador. Considere o conjunto dessas poténcias inteiras positivas e seja m o
minimal de tais poténcias. Logo, existe um numero ¢/p™, com (¢,p) = 1, que nao esté
em H, mas todos os nimeros da forma d/p”, com r < m, estdo em H. Portanto, todos

0S numeros
1 2 pmt—1

o pm—l

estdo em H, e mostraremos que nao ha outros nimeros em H. Como ¢/p™ nao estd em

T 1
H, é claro que 1/p™ néo estd em H. Agora, suponha que s/p' esteja em H, para algum
t > m, e que mdc(s,p) = 1. Logo,

Pt pm

pMs S

estd em H. Como mdc(s,p) = 1, existem inteiros a, b tais que as + bp = 1. Ademais,

as b _b_p

(§]
pm pm -1 pm

estao em H, logo
as+bp 1

" p"

2Um anel A é dito anel-zero se todos os produtos em A sdo zero, mas o préprio A é nao nulo.
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estd em H, uma contradigao. Isso significa que s/p’, para t > m, nao pode estar em H,

pelo qual concluimos que H é descrito exatamente da seguinte forma:

D P prt -1
o 7])’fn—].’Z)’I”I'L—].’'..7 pm—l :

Esse subgrupo sera denotado por H,,_i. Logo, os ideais do anel-zero p™ sao,

exatamente, os da seguinte cadeia
O=H,CH,C---CH,C---Cp>.

Cada H;, i € N, é um ideal préprio contendo apenas um numero finito de ele-
mentos, mas o proprio anel-zero p> tem uma quantidade infinita de elementos. Portanto,
o anel p*> nao possui nenhum ideal maximal proéprio.

O anel-zero p™> serd usado no proximo teorema e consideraremos as imagens
homomorfas nao nulas de p>*. Cada uma delas é da forma p*>/H,, para algum n. Um
resultado interessante desta construcao é que p> é isomorfo a cada uma de suas imagens

n+1

homomorfas ndo nulas. Basta fazer 1/p — 1/p"*!, preservando as operagoes de ambos os

anéis, e isso nos fornece uma correspondéncia biunivoca entre p™ e p>/H,,.
Exemplo 2.3.3. O anel-zero sobre o grupo aditivo ciclico infinito.

Seja C* o grupo aditivo ciclico infinito {0, +a, +2a, ..., £na, ...}. Tal como na
construcao anterior, definimos esse anel admitindo todos os produtos iguais a zero. Seja
I um ideal nao nulo de C*°. Seja m o menor inteiro positivo tal que ma esta em I e [
é um subgrupo de C'* cujos elementos sao {0, £ma, +2ma, ..., nma, ...}. Ademais,
I ¢é isomorfo a C'*°. Portanto, o anel-zero sobre C*° tem a propriedade de ser isomorfo a
todos os seus ideais proprios.

Agora, podemos demonstrar a nao trivialidade entre os radicais superior e inferior

de uma dada particao.
Teorema 2.3.4. Para toda parti¢ao [Py|Py] na classe dos anéis simples tem-se Lp, < Up, .

Demonstragao: Sejam P, e P,, respectivamente, as classes superior e inferior
de uma dada particdo. Assuma que P; nao contenha um anel no qual todos os produtos
sao zero. Um anel-zero simples deve ser necessariamente um grupo aditivo ciclico de
ordem prima, para que ele nao contenha subgrupos préprios. Nesse caso mostraremos
que o anel-zero sobre C* é um anel Up,-radical e um anel L p,-semissimples, pelo qual
estabeleceremos Lp, < Up,.

Para vermos que C* ¢é Up,-radical, mostraremos que ele nao pode ser sobrejetado
homomorfamente num anel ndo nulo de P;. Se tal fato acontecesse, entao ele poderia ser

sobrejetado homomorfamente num anel nao nulo de P;, pois todo anel em P, tem a
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propriedade que todo ideal ndo nulo (em particular, o préprio anel) pode ser sobrejetado
homomorfamente num anel nao nulo de P;. Entretanto, C*° nao pode ser sobrejetado
homomorfamente sobre um anel de P;, pois as tinicas imagens homomorfas simples de C*°
sao anéis simples nos quais todos os produtos sao zero e assumimos que P, nao contém
nenhum desses. Logo, C*° é Up,-radical. Suponha que C'*° nao seja L p,-semissimples.
Com essa assuncao, ele contém um Lp,-ideal nao nulo. Como C* ¢é isomorfo a cada
um de seus ideais nao nulos, C*° tem de ser um anel L p,-radical. Portanto, ele deve ser
de algum grau sobre P,. Seja a o ordinal minimal tal que C*° é de grau « sobre P.
Claramente, « nao é um ordinal limite. Se a > 1, entao C'™ deve ter um ideal nao nulo
de grau oo — 1 sobre P,. Mas C'™ é isomorfo a esse ideal, logo C'*™° deve ter grau a— 1 sobre
P, contradizendo a minimalidade de a. Portanto, se @ > 1, C° nao é de grau « sobre
Ps, logo C'*° é de grau 1 sobre P,. Mas isso significa que C* é simples, uma contradigao.
Portanto, C'*° é L p,-semissimples.

Agora assuma que P; contenha um anel simples no qual todos os produtos sao
zero, um anel de ordem prima p. Mostraremos que o anel-zero sobre p>* é um anel
Up,-radical e um anel L p,-semissimples.

Para vermos que p™ ¢ Up,-radical, mostraremos que ele nao pode ser sobrejetado
homomorfamente um anel ndo nulo de P;. Tal como para C, isso acontece apenas se p™
nao pode ser sobrejetado num anel nao nulo de P;. Mas isso é 6bvio, pois toda imagem
homomorfa de p> é isomorfa a p>°. Como p*> nao é simples, ele nao pode ser isomorfo a
um anel em Pj.

Finalmente, mostraremos que p> ¢é um anel L p,-semissimples. Seja H, um dos
ideais préprios nao nulos de p>. Perceba que H, /H, 1 é um anel de ordem prima p no
qual todos os produtos sao zero, isto é, tal anel estd em P;. Logo, H,, pode ser sobrejetado
homomorfamente num anel nao nulo de P, ou seja, ele ¢ um anel £ p,-semissimples. Logo,
pelo lema técnico 2.1.7, H,, nao pode ser um anel L p,-radical e, dessa forma, qualquer ideal
H, # (0) pode ser sobrejetado homomorfamente num anel £ p,-semissimples, portanto H,,
é sobrejetado homomorfamente em algum anel nao nulo de P,. Ademais, se p> tiver um
L p,-ideal nao nulo, tal ideal deve ser o préprio p>°. Se p> é Lp,-radical, entao p> é de
algum grau sobre P, e considere av o ordinal minimal tal que p*> ¢ de grau « sobre Ps.
De igual forma, a nao é um ordinal limite. Se a@ > 1, entao p> tem um ideal nao nulo de
grau o — 1 sobre P,. Entretanto, cada um dos ideais proprios de p*™ sao L p,-semissimples,
logo, eles nao possuem nenhum grau sobre P, e, portanto, p> deve ter grau a — 1 sobre
Ps, contradizendo a minimalidade de «, a menos que se tenha o = 1. Mas também nao se
pode ter o = 1, pois p™ nao é simples, logo nao pode ser imagem homomorfa de um anel
simples. Logo, p> nao é um anel Lp,-radical e, repetindo o mesmo raciocinio anterior,

qualquer ideal nao nulo de p* pode ser sobrejetado num anel nao nulo de P, portanto
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(o)

p™ estd em P, (que satisfaz S2)), pelo qual inferimos que p™® é L p,-semissimples e isso

encerra a prova.
|
Esse iltimo teorema é um “gerador de radicais”, pois para cada particao na classe

dos anéis simples nds obtemos ao menos dois radicais distintos.

2.4 Os conceitos radicais de hereditariedade, forca e

extensibilidade matricial

Alguns radicais tém a propriedade de abarcar todos os ideais dos anéis que os
compoem. Essa ideia aponta para o conceito de hereditariedade no sentido geral: se um
determinado tipo de objeto matemaético tem certa propriedade, entao essa propriedade
também é satisfeita por todos os seus sub-objetos. A hereditariedade de classes de anéis

¢ descrita da seguinte forma:

Definicao 2.4.1 (Hereditariedade). Uma classe de anéis C ¢é dita hereditdria o direita
(a esquerda) se para qualquer A € C e para qualquer [ ideal a direita (& esquerda) de
A tem-se I € C. Uma classe é hereditaria se ela for hereditdaria com respeito aos ideais

bilaterais.

O préximo resultado nos dard uma condigao equivalente de hereditariedade para

classes radicais.

Teorema 2.4.2. Um radical R € hereditdrio se, e somente se, para qualquer ideal I de
um anel A arbitrdrio tem-se R(I) = I N R(A).

Demonstragao: Suponha que para qualquer ideal I de um anel A arbitrario
tem-se R(I) = I NR(A). Se A € R, entao R(A) = A, logo,

RUI)=INRA) =INA=1,

portanto I € R e isso significa que R é hereditario.
Reciprocamente, suponha que R seja hereditério a direita. Se R(A) = A, entao

R(I) = I, qualquer que seja [ ideal de A, logo

R(I)=I=1NA=InNRA.

Defini¢ao 2.4.3 (Forga). Um radical R é dito ser forte a direita (4 esquerda) se

[e€R=1CRA),
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qualquer que seja I ideal a direita (a esquerda) de A € R. Um radical é forte se ele é

forte a direita e a esquerda.

Observe que, em virtude do teorema 2.4.2, se um anel A é comutativo, entao a
hereditariedade implica na for¢a. Se I = R(I) ¢ um ideal unilateral (mas ndo bilateral),
nao necessariamente I C R(A), pois R(A) contém todos os R-ideais (redundantemente,
todos os R-ideais bilaterais) de A, mas nada se pode dizer a respeito dos R-ideais a direita
ou a esquerda. A forca e a hereditariedade servirao, mais adiante, na caracterizacao radical
para o que chamamos de normalidade.

A extensibilidade matricial, conforme o proprio nome sugere, ocorre quando um
radical contém os anéis de matrizes determinados sobre seus elementos. Para um anel
A arbitrario, A, denotard o anel de todas as matrizes quadradas de ordem n, n € N,
com entradas no anel A. A proxima definicao deixara claro o conceito de extensibilidade

matricial.

Definicao 2.4.4 (Extensibilidade matricial). Uma classe de anéis C é dita ser matricial-

mente extensivel se ela satisfizer a condicao
AelC & A, €(C, para qualquer natural n.

Podemos obter um resultado do mesmo tipo do teorema 2.4.2 para classes radicais

matricialmente extensiveis.

Teorema 2.4.5. Um radical R € matricialmente extensivel se, e somente se, para qualquer

anel A tem-se R(A,) = (R(A)),.

Demonstragao: Poderd ser encontrada em [GW04].

2.5 Anéis nilpotentes, localmente nilpotentes e nil

Os resultados de Wedderburn, Artin e Koethe foram os fomentadores da nocao de
radical de um anel, isto é, de encontrar dentro de um anel A um ideal I para o qual A/I
tivesse uma estrutura “interessante”. As primeiras investigacoes nessa linha de pesquisa
comecgaram com o estudo dos elementos nilpotentes de um anel.

Seja A um anel. Um elemento x € A é dito ser nilpotente se existe um inteiro
positivo n tal que ™ = 0. O anel A é dito ser nil se todos os seus elementos sao
nilpotentes, isto é, qualquer que seja x € A, existe n = n(x) tal que 2" = 0. Como ja
é sabido, o produto [ - J de dois subanéis de A sdo todas as somas finitas Y i,,jm, com

im € I e j, € J. Em particular, nés podemos falar de A2 = A - A e, por inducao finita,
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A?, para algum inteiro positivo s. Diremos, entao, que um anel A é nilpotente se existe
um inteiro positivo m tal que A™ = 0. Claramente, se o anel A é nilpotente, entao A é
nil. A reciproca nem sempre é verdadeira, como veremos mais adiante. Isso significa que
a classe dos anéis nilpotentes estd contida na classe dos anéis nil.

Aqui denotaremos por N a classe de todos os anéis nil. Mostraremos que N é um

radical.

Lema 2.5.1. Se A € um anel nil, assim serdo todos os subanéis de A e todas as imagens
homomorfas de A. Ademais, se A é um ideal de um anel A" e, ambos, A e A'JA sdo nil,

entdo o é A'.

Demonstragao: A primeira parte desse lema é 6bvia, em virtude das definicoes

anteriores. Se A’/A é nil, entdo para qualquer elemento x de A" existe um natural n = n(x)

m nm

tal que 2" € A. Mas A também ¢ nil, logo existe m = m(z™) tal que 0 = (™)™ = 2™ e

isso significa que todo elemento de A’ é nilpotente, logo A’ é nil.
[ |
Estd claro que a classe N satisfaz R1) e R5). Em breve, mostraremos que N
também satisfaz R2), pelo que, em virtude do teorema 2.1.4, concluiremos que N é um

radical. Para estabelecer R2), demonstraremos os seguintes lemas:
Lema 2.5.2. A soma de dois ideais nil de um anel A € também um ideal nil.

Demonstracgao: Sejam [y, I» dois ideais nil de um anel A. Pelo segundo teorema
do isomorfismo tem-se (I;+12)/Iy = I, /(I1N15), isto é, o lado direito é imagem homomorfa
do ideal nil I, portanto, ele é também um anel nil, pelo lema anterior. Como I e
(I + I)/I5 sao nil, I; + I também é nil, em virtude do mesmo lema.

[

Corolario 2.5.3. A soma de uma quantidade finita de ideais nil de um anel A € também

um ideal nil.

Demonstragao: Basta usar inducao finita.
|

Lema Técnico 2.5.4. A soma de todos os ideais nil de um anel A € também um ideal

nil.

Demonstracgao: Seja W a soma de todos os ideais nil de A. Se x € W, entao

x estd em uma soma finita de ideais nil e, em virtude do corolario 2.5.3, x ¢é nilpotente.
Logo, W é nil.

[ |
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Observacao 2.5.5. O lema técnico 2.5.4 poderia ser reescrito também na versao unila-
teral, isto é, a soma de todos os ideais a direita (a esquerda) nil de um anel A é também

um ideal a direita (& esquerda) nil.
Resumindo, obtivemos o seguinte resultado:
Teorema 2.5.6. A classe N de todos os anéis nil € uma classe radical.

O ideal W do anel A construido no teorema 2.5.4 é conhecido como o radical nil
ou o radical de Koethe do anel A. A notagao das secoes anteriores sera mantida, ou seja,
a soma de todos os ideais nil de um anel A arbitrario serd denotado por N(A).

Os proximos lemas sao meras adaptacoes dos resultados que ja tinhamos para a

classe nil, entretanto o contexto agora é o da nilpoténcia.

Lema 2.5.7. Se A € um anel nilpotente, assim serdo todos os subanéis de A e todas
as imagens homomorfas de A. Se A é um ideal do anel A" e, ambos, A e A'JA sdo

nilpotentes, entao o € A'.

[ |
Com esse resultado, provamos que a classe dos anéis nilpotentes satisfaz R1) e

R5). Resta-nos verificar se a propriedade R2) é satisfeita.

Lema 2.5.8. A soma de dois ideais nilpotentes de um anel A é também um ideal nilpo-

tente.
[ |

Corolario 2.5.9. A soma de uma quantidade finita de ideais nilpotentes de um anel A é

também um ideal nilpotente.

Lema 2.5.10. A soma de todos os ideais nilpotentes de um anel A é um ideal nil.

Demonstracgao: Note que todo anel nilpotente é um anel nil. O resultado segue
de imediato do lema técnico 2.5.4.
[ |
Agora, chegamos num ponto crucial: nao é possivel garantir que a soma de todos
os ideais nilpotentes de um anel A seja ainda um ideal nilpotente de A. O préximo exemplo

¢ uma mostra de que nem sempre a soma de ideais nilpotentes é um ideal nilpotente.
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Exemplo 2.5.11. Considere o conjunto dos simbolos z,, em que o é um numero real,
0 < a < 1. Seja F' um corpo e seja A uma éalgebra comutativa® sobre F' para a qual {4}

é uma base. A multiplicacdo dos elementos da base é definida como a seguir:

o Tarp, sea+ <1
s 0, sea+p>1.

Seja A o conjunto de todas as somas finitas > a,r., em que a, € F, para todo a. A
adicao ¢ definida artificialmente, a,xo + apxs, se o, # Tg; se o = T, entao a,xq +
alxo = (aq + a.)x,. A multiplicacio é definida da mesma forma como na definigao
acima. Com essas operagoes, o anel A é comutativo. Entretanto, A nao é nilpotente, pois
L1/3 - T1/9 *T1j27 """ T1/3n " - # 0.

Seja agora z, um elemento qualquer da base e considere o ideal («) gerado por
ele. Ele é um ideal nilpotente, pois (x,)" = (0) para qualquer inteiro n > 1/a. Ademais,

Y o(za) = A, portanto a soma dos ideias nilpotentes de A nao é um ideal nilpotente.

Com esse exemplo, mostramos que nao é possivel encontrar um ideal nilpotente
maximal (com respeito a nilpoténcia) em um anel A arbitrario. Dessa forma, temos o

seguinte resultado:

Teorema 2.5.12. A classe dos anéis nilpotentes nao € uma classe radical.

[ |
Embora desprovidos da concepgao atual de “radical” e “radical de um anel”, os
resultados de Wedderburn, Koethe e Artin acerca dos ideais nil e nilpotentes de um anel
30 0 marco inicial da Teoria de Radicais. E sabido que um espaco vetorial de dimensao
finita pode ser decomposto numa soma direta de subespacos unidimensionais. Buscou-se
generalizar esse resultado para anéis, isto é, quais anéis podem ser decompostos em soma
direta de alguns de seus ideais. Percebeu-se que os elementos nilpotentes de um anel eram
um entrave a esse tipo de decomposigao, pois anéis que nao possuissem ideais nilpotentes
poderiam ser decompostos numa soma direta de certos ideais.

Nessa linha de estudo, surge um resultado interessante:

Teorema 2.5.13 (Wedderburn-Artin). Sejam {I,},cr a familia de todos os ideais a di-
reita nilpotentes de um anel A, {Jx}rer a familia de todos os ideais a esquerda nilpotentes

em A e {K,},em a familia de todos os ideais nilpotentes de A. Definamos

w,=> 1,

PER

Wi=) J

AEL

3Para ver a defini¢do de dlgebra, bem como algumas de suas propriedades, consulte [Lang02].
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W=> K.

pneM

Nessas condi¢oes, W, = W, =W, para qualquer anel A.
Esse resultado foi bastante 1til para anéis com alguma condicao de finitude.

Teorema 2.5.14. Se um anel A é noetheriano a direita (a esquerda), entao W € nilpo-

tente.

Teorema 2.5.15. Se um anel A é artiniano a direita (a esquerda), entdo todo ideal a

direita (a esquerda) nil € nilpotente.
Corolério 2.5.16. Se A é um anel artiniano a direita (a esquerda), entao W € nilpotente.

Sempre que W for nilpotente (independentemente do anel possuir condi¢oes de
cadeia) ele serda chamado de radical de Wedderburn-Artin (ou radical cldssico) do anel A
e denotado por W(A).

Os seguintes resultados apontam para a nocao de semissimplicidade:

Teorema 2.5.17. Seja A um anel e suponha que exista o seu radical de Wedderburn-Artin
W(A). O anel A/W(A) nao possui ideais nilpotentes nao nulos.

Coroldrio 2.5.18. Se A € um anel artiniano ou noetheriano a direita (a esquerda), entdo

A/W(A) nao possui ideais nilpotentes nao nulos.

Conforme mencionado, a ideia inicial de “radical de um anel” estava associada
ao fato de encontrar um ideal I(A) de um anel A tal que A/I(A) tivesse uma estrutura
razoavelmente interessante. O préximo resultado ¢ uma mostra do que se era pretendido

com aquilo se chamava de “radical” (o radical de um anel):

Teorema 2.5.19 (Wedderburn-Artin). Seja A um anel artiniano. Nessas condigoes,

~ k
A/W(A)= DY) & D2 @--- DI

2 ng?

em que DS} ¢ o anel das matrizes quadradas sobre o anel de diviséo DY, para todo
ie{l,.. k}.

Conforme o enunciado do teorema, além de A/W(A) = @*_ I*) ser decomposto
como soma direta de alguns de seus ideais, foi provado que cada ideal I®) de A/W(A)
era isomorfo a um anel de matrizes quadradas sobre um anel de divisao!

Apesar de ser um resultado bastante interessante, o teorema de Wedderburn-
Artin é restrito a anéis artinianos. Sabe-se que, para um anel A qualquer, A/N(A) nao

tem ideais nil nao nulos, pois N é um radical. Mas, para um anel A arbitrario, o que é o
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anel A/N(A)? Uma possivel resposta seria fortalecer o conceito de nil, mas de forma que
esse “fortalecimento” ainda continuasse mais fraco que o conceito de nilpoténcia (ja que
a classe dos anéis nilpotentes nao é radical). Dessa forma, os anéis localmente nilpotentes

passaram a ser objeto de estudo da Teoria de Radicais.

Definigao 2.5.20 (Nilpoténcia local). Um anel A é dito ser localmente nilpotente se

qualquer conjunto finito de elementos de A gera um subanel que é nilpotente.

Da defini¢ao anterior podemos concluir que todo anel nilpotente é localmente
nilpotente e que todo anel localmente nilpotente é nil. Dizemos que um ideal I de um

anel A é localmente nilpotente se I, visto como anel, é localmente nilpotente.

Lema 2.5.21. Se um ideal I do anel A € localmente nilpotente e A/l é localmente nilpo-
tente, entao o ¢ A. Se A € um anel localmente nilpotente, assim serao todos os subanéis

de A e toda imagem homomorfa de A.

Demonstragao: Seja {1, xs, ..., x,} um conjunto finito arbitrério de A e seja S
o subanel gerado por esses elementos. Seja entao A/I e consideremos as classes x1 + I,
Ty + 1, ..., 2, + I. Como A/I é localmente nilpotente, o subanel S gerado pelas classes
v+ 1, 2o+ 1, ..., x, + I é nilpotente, digamos S* = 0, para algum inteiro positivo k,
em A/I. Portanto, S* C I. Ora, S* é gerado por um conjunto finito de elementos logo,
como I é localmente nilpotente, S* tem de ser nilpotente, digamos S*" = 0. Portanto S é
nilpotente e, por se tratar de um subanel gerado por uma quantidade finita de elementos
arbitrarios, isso prova que A é localmente nilpotente. As outras assertivas desse enunciado

sao imediatas.

Lema 2.5.22. A soma de dois ideais localmente nilpotentes de um anel A € também um

1deal localmente nilpotente.

Demonstragao: Sejam [; e I dois ideais localmente nilpotentes de A. Como

(L + I)/1Is = I,/(I; N I3) e o lado direito é imagem homomorfa do ideal localmente

nilpotente [1, ele é também um anel localmente nilpotente, pelo lema 2.5.21. Portanto, I,

(por hipétese) e (I; + I3)/I> (o lado esquerdo dessa equagao) sao localmente nilpotentes,
logo I1 + I também é localmente nilpotente, em virtude do mesmo lema.

[ |

Corolario 2.5.23. A soma de uma quantidade finita de ideais localmente nilpotentes de

um anel A € também um ideal localmente nilpotente.

Demonstragao: Usar inducgao finita no lema 2.5.22.
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Lema 2.5.24. A soma de todos os ideais localmente nilpotentes de um anel A € um ideal

localmente nilpotente.

Demonstracgao: Designemos por L a soma de todos os ideais localmente nilpo-

tentes de um anel A. Seja {x1, z, ..., z,} um conjunto finito qualquer de elementos de L.

Cada z; ¢ oriundo de uma soma de um numero finito de ideais localmente nilpotentes.

Logo, {x1, za, ..., x, } estd todo ele contido num conjunto finito de ideais localmente nilpo-

tentes. Pelo corolario 2.5.23, a soma desse conjunto finito de ideais localmente nilpotentes

é um ideal localmente nilpotente. Como ele contém os elementos x1, xs, ..., T, 0 conjunto
{1, %9, ..., 2, } deve gerar um subanel nilpotente. Portanto, L é localmente nilpotente.

|

Denotemos por £ a classe dos anéis localmente nilpotentes. Pondo em ordem os

lemas anteriores, obtemos o seguinte resultado:
Teorema 2.5.25. A classe £ dos anéis localmente nilpotentes é uma classe radical.

Demonstragao: As propriedades R1) e R5) seguem do lema 2.5.21 e a propri-
edade R2) segue do lema 2.5.24.

[ |

Mantendo a notagao anterior, a soma L de todos ideais localmente nilpotentes
do anel A sera denotada por £(A) e denominada radical localmente nilpotente ou radical
de Levitzki do anel A.

Um resultado interessante acerca do radical de Levitzki £(A) de um anel A é que
ele contém todos os ideais a direita e a esquerda localmente nilpotentes — lembremo-nos
que ele ja continha todos os ideais localmente nilpotentes do anel A, pela sua prépria
construcao. Em outras palavras, provou-se que o radical é forte. Essa prova nao sera
exibida aqui mas poderd ser encontrada em [Div64].

A estrutura dos anéis semissimples segundo a nilpoténcia local é a seguinte:

Teorema 2.5.26. Todo anel £-semissimples é isomorfo a uma soma subdireta de anéis

L£-semissimples e primos.

Demonstracao: Poderd ser encontrada em [Div64].
|
Apenas uma nota: essa decomposicao foi encontrada cerca de 15 anos depois de
Levitzki ter apresentado o radical localmente nilpotente.
Contemporaneo a esse “boom” na Teoria de Radicais, N. Jacobson propos o
estudo de radicais de um anel através da Teoria de Mddulos, mas esse assunto deixaremos

pra outra sessao.
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Outro fato que se pode verificar com respeito aos radicais de Wedderburn-Artin
e o de Levitzki (posteriormente, com o de Jacobson) é que, além de conter todos os ideais
nilpotentes de um anel (no caso do radical de Wedderburn-Artin, o anel tinha certas
restrigoes e esse fato ja foi discutido anteriormente), tais radicais eram hereditdrios, isto
é, se um anel era radical, entao todos os seus ideais também eram radicais. Nesse sentido,
o estudo dos anéis cuja intersecao de seus ideais nao nulos fosse também nao nula e
o entendimento dos radicais que contivessem todos os anéis nilpotentes e que fossem

hereditarios se tornaram mais um modo de estruturar a Teoria de Radicais.

Definigao 2.5.27 (Coracao de um anel). A intersecao de todos os ideais nao nulos de

um anel A é chamada de coracao do anel A.

Definicao 2.5.28 (Anel subdiretamente irredutivel). Um anel é dito ser subdiretamente

irredutivel se o seu coragao ¢ nao nulo.

Definigao 2.5.29 (Radical hipernilpotente). Um radical é dito ser hipernilpotente se ele

contiver o radical inferior determinado pela classe de todos os anéis nilpotentes?.

O conceito de hipernilpoténcia radical é posterior ao conceito de hipernilpoténcia
para classes de anéis, de maneira geral: uma classe de anéis é dita ser hipernilpotente se
ela contiver a classe de todos os anéis nilpotentes. No caso em que a classe de anéis é
radical, em virtude do lema 2.2.6, ela contém o radical inferior determinado pela classe

de todos os anéis nilpotentes e isso é a definicao 2.5.29.

Defini¢ao 2.5.30 (Radical supernilpotente). Um radical é dito ser supernilpotente se ele

é hipernilpotente e hereditario.

Facamos, pois, uma construcao radical generalizada baseada nos conceitos estu-
dados nessa secao.

Seja M a classe de todos os anéis subdiretamente irredutiveis com coragoes idem-
potentes tal que cada coracao estd numa classe de anéis ¢, em que ¢ é uma classe de
anéis algébrica (preserva o isomorfismo de anéis) arbitraria porém fixada. Denotaremos
tal classe por My. Nos queremos associar M, a uma particao na classe dos simples para
a qual os anéis-zeros simples estao na classe inferior (é o mesmo que dizer que os anéis da
classe inferior s@o todos os anéis simples e nilpotentes) e M, é a classe de todos os anéis
subdiretamente irredutiveis cujos coracoes sao isomorfos aos anéis simples da classe supe-

rior (os anéis da classe superior dessa parti¢ao sao todos anéis simples e idempotentes).

Lema 2.5.31. Todo ideal nao nulo de um anel subdiretamente irredutivel com coracao

idempotente ¢ ainda subdiretamente irredutivel como o mesmo coragao.

4Na literatura, esse radical é conhecido como radical de Baer ou radical inferior de Baer.
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Demonstracgao: Seja B um ideal nao nulo de um anel subdiretamente irredutivel
K. Seja H = H? o coracao de K. Seja C um ideal arbitrdrio nao nulo de B. Nessas
condigoes, BC' # (0). Vejamos isso: se BC' = (0), entao BC" = (0), em que C’ é o ideal de
K gerado por C. Mas H C B e H C (', portanto H*> C BC" = (0); mas C? = C # (0),
pelo qual concluimos que BC # 0. Analogamente, BC - B # (0). Agora BC'B é um
ideal de K e, portanto, H C BCB. Mas BCB C C. Logo H C C' e B é subdiretamente
irredutivel com coragao H.
[ |

Corolario 2.5.32. Todo ideal nao nulo de um anel em My também estd em M.

|

Esse corolario afirma que a classe M, satisfaz a condigao S1), portanto ela de-
termina o radical superior Uy, para o qual todos os anéis em My sao Uy, -semissimples.
Um anel em Uy, € tal que ele nao pode ser sobrejetado homomorfamente num anel nao
nulo de M,. Se W é um anel nilpotente, entao cada um de seus ideais é nilpotente, logo
W nao pode ser sobrejetado homomorfamente num anel subdiretamente irredutivel com
coracao idempotente. Em particular, W nao pode ser sobrejetado homomorfamente num

anel de My, portanto W é Uy, -radical. Consequentemente, temos o seguinte resultado:
Corolario 2.5.33. O radical Uy, € hipernilpotente.

Demonstragao: Em virtude da observacao anterior, a classe dos anéis nilpoten-
tes esta contida na classe radical Uy, , € 1sso significa que uM¢ contém o radical inferior

determinado por todos os ideais nilpotentes, isto é, Uy, ¢ hipernilpotente.
[ |

Lema 2.5.34. Se B # (0) é um anel subdiretamente irredutivel com cora¢ao idempotente
H e se B é um ideal do anel K, entao K/B* é um anel subdiretamente irredutivel cujo

coragdo € isomorfo a H, em que B* = {x € K; B = Bx = (0)}.
Demonstracao: Como H? = H, H também deve ser um ideal de K, pois
HK=H -HKCHBCH e KH=KH-HCBHCH.

Portanto, H é um ideal minimal de K. Mais ainda, H N B* = (0), pois se H N B* # (0)
entao ele é um ideal contido em H e, como H é minimal, H = H N B*. Logo H C B* e,
portanto, H> C BB* = (0). Mas H?> = H # (0), pelo qual concluimos que H N B* = (0).

Dessa forma,
(H+B*) , H
B+  HNB*
A demonstracao do lema serd feita em torno desse fato: mostraremos que K/B* é subdi-

~Y

retamente irredutivel e seu coracao é (H + B*)/B*.
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Comecemos mostrando que o anel K/B* é um anel primo. Dizer que K/B* é um
anel primo equivale a dizer que B* é um ideal primo de K. Suponha que U,V sao ideais
de K tais que U -V C B*. Ademais,

BU-VB C BB*B = (0).

Entretanto, BU e BV sao ideais de B; caso ambos os ideais sejam nao nulos, eles deverao
conter H, logo H = H?> = BU - VB = (0), uma contradigao, pelo qual concluimos que
BU = (0) ou VB = (0). Suponha que BU = (0). Nesse caso, UB-UB = (0). Se UB #
(0), entdao, como no raciocinio anterior, obtemos H = (0), uma contradigao, pelo qual
concluimos que UB = (0). Isso significa que U C B*. De maneira similar, se VB = (0)
concluiremos que V' C B*. Portanto B* é um ideal primo de K ou, equivalentemente,
K/B* é um anel primo.

Se T'/B* um ideal qualquer nao nulo de K/B*, entao
TH/B* = (T/B")-|(H+ B")/B"| # (0),

pois K/B* é um anel primo. Isso significa que TH ¢ B* e, em particular, TH # (0).
Como TH C TN H, concluimos que TN H # (0). Como H é minimalem K e TNH C H,
devemos ter TN H = H ou H C T. Portanto (H + B*)/B* C T/B*, qualquer que seja
T'/B* um ideal nao nulo de K/B* e isso significa que K/B* é subdiretamente irredutivel,
cujo coragao é (H + B*)/B* = H.

|

Lema 2.5.35. O radical uM¢ € hereditario.

Demonstragao: Sejam K um anel Uy,-radical e B # (0) um ideal de K.
Suponha que B ¢ Uyy,. Isso significa que B pode ser sobrejetado em algum anel de Mg,
ou seja, sobrejetado homomorfamente num anel subdiretamente irredutivel com coragao
idempotente e pertencendo a My, em que ¢ é¢ uma classe de anéis algébrica. Portanto, deve
existir um ideal I de B tal que B/I é subdiretamente irredutivel com coragao idempotente
H/I.

O ideal I de B, nessas condicoes, é também um ideal de K. Para que validemos
essa assertiva, note que IK C BK C Be IK-B C IB CI. Se IK ¢ I, entao
(IK + I)/I é um ideal nao nulo de B/I, portanto contém o ideal H/I. Além disso,

(IK+1)/I-B/I=(0), pois IKB C I. Dessa forma,
H/I=H/I-H/I C (K +1)/I-B/I=(0),

uma contradi¢ao! Concluimos, pois, que I é um ideal de K.
Consideremos agora o anel quociente K/I. Ele contém o ideal B/I, que é um

anel subdiretamente irredutivel ndo nulo com coragao idempotente H/I. Pelo lema 2.5.34,
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(K/I)/(B/I)* é um anel subdiretamente irredutivel com cora¢ao idempotente isomorfo
a H/I, ou seja, K/I pode ser sobrejetado num anel de M. Entretanto, assumimos que
K é um Uyy,-radical, ou seja, K nao pode ser sobrejetado homomorfamente num anel de
Mg, uma contradigao. Isso prova que todo ideal de K também estd em Uy, portanto,
Uy, € hereditdrio.

[ |

Por causa do corolario 2.5.33 e do lema 2.5.35, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 2.5.36. O radical Uy, € supernilpotente.

[ |
Durante a demonstragao do lema 2.5.34, procuramos provar a primalidade do
anel candidato a ser subdiretamente irredutivel com coragao idempotente. O resultado a

seguir mostra a relacao entre tais propriedades.
Lema 2.5.37. Todo anel subdiretamente irredutivel com coragao idempotente € primo.

Demonstragao: Se H é o coracao idempotente de um anel subdiretamente
irredutivel K, entao H?> = H. Sejam B,C dois ideais de K, tais que B - C = (0). Se
B # (0) ou C # (0), entao H C Be H C C;logo H = H?> C BC = (0), uma contradicao.
Portanto, K é um anel primo.

[ |

Corolario 2.5.38. Todo anel em My é um anel primo.

[ |

O radical Uy, pode ser usado como ferramenta pra estudar os radicais de Levitzki

e de Jacobson, por exemplo, e mais adiante serd usado para classificar certos tipos de
radicais, os radicais especiais. Mas antes, abordaremos um dos radicais mais famosos na

literatura: o radical de Jacobson.

2.6 O Radical de Jacobson e a quaserregularidade

Os resultados radicais de Wedderburn, Artin e Koethe, conforme visto na secao
anterior, oferecem uma resposta muito interessante com respeito ao entendimento das
estruturas de anéis, mas eles nao sao verdadeiros num anel arbitrario.

Nesse curso, N. Jacobson apresenta o conjunto intersecao J4 de todos os anula-
dores de A-mddulos irredutiveis de um anel A. Faca-se J4 = A, caso o anel A ndo possua

A-méddulos irredutiveis®. Definido dessa forma, J4 é um radical (de um anel A qualquer):

5Mais adiante, mostraremos que existem outras formas equivalentes de se definir o radical de Jacobson.
Essa definicao de “radical de Jacobson” pode ser encontrada em [Jach6] e, por isso, serd chamada de

radical de Jacobson original.
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i) Ja contém os ideais nilpotentes do anel;
i1) J estd definido para qualquer anel A;

i1i) A/J4 é isomorfo a uma soma subdireta de matrizes infinitas sobre anéis de divisao.

Seja A um anel. Diremos que um elemento x de A é quaserregular a direita se

existe um elemento y em A tal que:
r+y+azy=0.

O elemento y da defini¢ao anterior é dito ser o quase-inverso a direita de r em

A. Mutatis mutandis, podemos definir quaserregularidade a esquerda.

Definig¢ao 2.6.1 (Elemento quaserregular). Um elemento = de A é quaserregular se existe

um elemento ' em A tal que:
r+2 +rx' =0=x+2" 4+ 2'x.

Em outras palavras, um elemento é quaserregular se ele é quaserregular a direita
e a esquerda e, além disso, seus quase-inversos a direita e a esquerda coincidem.
Um anel A serd dito quaserregular a direita (a esquerda) se todos os seus elementos

sdo quaserregulares a direita (a esquerda).

Defini¢ao 2.6.2 (Anel quaserregular). Um anel A é dito ser quaserregular se todos os

seus elementos sao quaserregulares.

Sejam A um anel e I um ideal de A. Diremos que I é um ideal a direita (a
esquerda, bilateral) quaserregular a direita, no caso em que I, analisado como um anel,
seja quaserregular a direita. Note que A nao é necessariamente quaserregular a direita.
Mais adiante veremos que, para o estudo do radical de Jacobson, essa distingao late-
ral (quaserregularidade a direita, quaserregularidade a esquerda, quaserregularidade) é
irrelevante.

“radical de Jacobson” é muito simples:

A relagao entre “anéis quaserregulares” e
o radical de Jacobson de um anel arbitrario é um anel quaserregular. Na verdade, a in-
tersecao de todos os anuladores de A-moédulos irredutiveis de um anel A e o ideal maximal
quaserregular de A sao, exatamente, o mesmo ideal, pois essa é uma das equivaléncias a
serem verificadas durante esse trabalho.

O conceito de quaserregularidade ¢ uma forma de se generalizar o conceito de

nilpoténcia.

Lema 2.6.3. Todo elemento nilpotente é quaserregular.



42

Demonstragao: Se z um elemento nilpotente de um anel A, entao existe n,

inteiro positivo, tal que 2" = 0. Seja y = —x + 2% — 2% + - - & 2" L. Logo:
rHytay=c—ac+t -3+ 2" -2+ 4 Fam " =42 =0,

Com o mesmo calculo, pode-se verificar que x + y + yx = 0 e isso encerra a prova.
[ |
Isso nos diz, em particular, que os anéis nil sao quaserregulares. Denotaremos
a classe de todos os anéis quaserregulares por J. Em virtude do lema 2.6.3, J contém
a classe N. Entretanto, N contém a classe de todos os anéis nilpotentes e isso significa
que J é uma classe de anéis que contém todos os anéis nilpotentes. Provaremos que a
classe J é radical, mas antes utilizaremos duas classes auxiliares, as classes J,., a colecao de
todos os anéis quaserregulares a direita, e J;, a colecao de todos os anéis quaserregulares
a esquerda.
Comecemos estudando a classe J, de todos os anéis quaserregulares a direita.
Para estabelecermos que a quaserregularidade a direita é uma propriedade radical, mos-
traremos (tal como no radical cldssico) que todo anel possui um ideal quaserregular a
direita maximal. A maneira mais direta de se encontrar esse maximal é através da soma
de todos os ideais quaserregulares a direita. Os enunciados e provas que se seguirao, até

o fim dessa secdo, levardo em conta um anel A (qualquer), seus elementos e seus ideais.

Lema 2.6.4. Se x é quaserreqular a direita e se y pertence a um ideal a direita quaser-

reqular a direita I, entao x +y € quaserregular a direita.

Demonstragao: Essa demonstragao sera feita préximo capitulo, para o caso
generalizado.
[ |

Corolario 2.6.5. A soma de dois ideais a direita quaserrequlares a direita € também um
ideal a direita quaserreqular a direita. Usando a inducao finita, isso significa que a soma
de uma quantidade finita de ideais a direita quaserrequlares a direita é também um ideal

a direita quaserreqular a direita.

Seja {I)}rea a familia de todos os ideais a direita quaserregulares a direita de A.

J:ZIA.

Construido dessa forma, J € {I\}ea, ou seja, J é um ideal a direita quaserregular a

Definamos

direita, e, além disso, J é o maximal do conjunto {1, }xea.
Poderiamos também, em andlogo, fazer a mesma prova para ideais a esquerda ou

bilaterais. Assim, acabamos de provar o seguinte lema:
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Lema 2.6.6. Qualquer anel A admite um ideal a direita (a esquerda, bilateral) quaserre-

gular a direita maximal com respeito a quaserreqularidade a direita.
|

Agora mostraremos o resultado que nos interessa para a Teoria de Radicais.
Teorema 2.6.7. A classe J, € uma classe radical.

Demonstragao: Pelo lema 2.6.6, a condicdo R2) estd garantida. A condicao
R1) é imediata, pois um morfismo de anéis preserva as operagoes do anel que é o dominio
desse morfismo. De fato, sejam A e C anéis e ¢ : A — C' um morfismo, com A" = p(A).

Se x,y € A sao tais que z + y + zy = 0, entao

0=0(0) =p(+y+zy) = (@) + ¢(y) + p(@)e(y),

donde concluimos que () é quaserregular a direita em A’. Logo, se A é quaserregular a
direita, entao A’ também o sera.

A fim de garantir a condigao R3), ou seja, que A/J nao tenha ideais quaserregu-
lares a direita nao nulos (semissimplicidade com respeito a quaserregularidade a direita),
suponhamos que A/.J tenha um ideal quaserregular a direita B/J e tomemos x+.J um ele-
mento de B/J. Logo, existe uma classe y+J tal que x+y+zy+J = J = x+y+zxy € J,

e, portanto, deve existir um elemento z € A tal que
O=@+y+ay)+z+@+ytayz=o+y+z+yz)+ay+z+yz2)

Isso mostra que = é quaserregular a direita em A. Consequentemente, todo elemento
na classe x + J é quaserregular a direita, pelo lema 2.6.4. Logo, todo elemento em B
é quaserregular a direita, o que significa B é um ideal quaserregular a direita de A,
portanto tem-se B C J, pois J ¢é ideal quaserregular a direita maximal, e concluimos que
B =J=(0) em A/J. Segue que A/.J é semissimples com respeito & quaserregularidade
a direita.
[ |
Os 1ltimos resultados poderiam ser enunciados e provados, com as devidas adapta-
¢Oes, para a quaserregularidade a esquerda, ou seja, todo anel tem um radical J' com
respeito a quaserregularidade a esquerda. Interessara-nos a quaserregularidade, embora
muitos dos resultados que foram apresentados nao necessitem da quaserregularidade dos

dois lados.

Usando a mesma ideia do teorema 2.6.7

Teorema 2.6.8. A classe J ¢ radical.
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Demonstragao: Poderd sem encontrada em [Div64], [GW04] e [Jac56], mas ela

sera detalhada, mais adiante, no estudo do radical generalizado.
|
A generalizacao do radical de Jacobson é o principal interesse desse trabalho. N.
McCoy propos outro tipo de generalizacao para o radical de Jacobson inspirado, por sua
vez, na regularidade (um fenomeno associado ao radical de Jacobson — o discutiremos

para o caso generalizado), ao estudar um fenomeno que ele chamou de G-regularidade.

2.7 O Radical de Brown-McCoy

Com respeito a quaserregularidade a direita, dado um anel A, podemos levar em
consideragao o ideal a direita {ar+r}, com r variando em A, associado ao elemento a € A
e pode-se provar que a é quaserregular se, e somente se, {ar + r} = A. Consideraremos
agora o ideal bilateral gerado por esse ideal a direita e nos interessara saber quais os ele-
mentos do anel A que tornam esse ideal bilateral todo o anel A. Ora, os quaserregulares
ja tem essa propriedade. Interessante seria descobrir todos os elementos, nao necessari-
amente quaserregulares, cujo ideal bilateral acima descrito gera todo o A. Seja a € A e
consideremos o ideal gerado pelo ideal a direita {ar + r}. Esse ideal pode ser formulado

cOomo a seguir:

n<w
({ar +7; re A}) = {ar—f—r + Zmiayi + Ty T, YT € A} =: G(a).

i=1
Definigao 2.7.1 (G-regularidade). Seja A um anel. Dizemos que o elemento a € A é
G-regular se a € G(a). Um anel A é dito ser G-regular se todos os seus elementos sao

G-regulares e G denotara a classe de todos os anéis G-regulares.

Ora, se a € G(a), entdao ar € G(a) e, como ar +r € G(a), r também estd em G(a),
para todo r € A. Em outras palavras, se um elemento a é G-regular, entdo G(a) = A. A
reciproca é imediata, pois se G(a) = A, entdo a € A = G(a), logo a é G-regular.

Um ideal I de um anel A (qualquer) é dito ser G-regular se ele, visto como anel, é
G-regular. Para as préximas demonstracoes, estaremos levando em consideragao um anel

arbitrario A (a menos que se diga o contrario), seus elementos e seus ideais.
Lema 2.7.2. A soma de dois ideais G-requlares € também um ideal G-reqular.

Demonstragao: Sejam I, e I, dois ideais G-regulares e suponha a € I; e b € I5.

Ja que a € G(a), existem r, x;, y; tais que

a=ar+r+ Zmiayi + Y.
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Com os mesmos elementos r, x;, y; acima, considere agora o elemento ¢ € G(a + b):
c=(a+b)r+r+ > i ((a+by+ ).
Agora,

a+b—c = b+ar+r+2(miayi+xiyi)—ar—br—r
- Z (@i(a+b)y; + z:y;)
= b—br— inbyi.

Como b esta no ideal I, temos que b — br — > x;by; estd em I, ou seja, a +b —c é

G-regular. Logo, existem w, u;, v; € A tais que
a+b—c= (a—irb—c)w—w—irZ(ui(a—irb—c)vi—i—uivi).

Logo,
a+b=(a+bw+w+ Z (ui(a + b)v; + usv;) + ¢ — cw — Zuicvi . (2.1)

Como ¢ € G(a + b), entdao ¢ — cw — > u;cv; também estd em G(a + b). Mais ainda,
(a+bw+w+ Z (u;(a + b)v; + uv;) € G(a + b),

portanto o lado direito da equagao (2.1) também esta em G(a+b), isto é, a+b € G(a+b)
e a+ b é G-regular.
|

Corolario 2.7.3. A soma de um conjunto finito de ideais G-requlares € G-reqular.

Teorema 2.7.4. A classe G é uma classe radical.

Demonstragao: Provaremos que a § satisfaz as propriedades R1), R2) e R3). A
propriedade R1) é facilmente verificada, pois um morfismo de anéis ¢ : A — B preserva
as operacoes do anel A. De fato, sejam A um anel G-regular e a € A. Dessa forma,

existem 7, z;, y; tais que
a—ar—r—Y (vay +zy;) =0 € A
Logo,
p(a) = pla)e(r) —o(r) = > (p(w)pla)e(y:) + (i) e(y:) = (0) = 0 € p(A),

o que significa que p(a) € G(¢(a)), para todo a € A. Portanto ¢(A) é G-regular.
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A propriedade R2) também é facilmente demonstravel. Seja G(A) a soma de todos
os ideais G-regulares de um anel A arbitrario. Como todo elemento em G(A) estd numa
soma de uma quantidade finita de ideais G-regulares, entao, de acordo com o corolario
2.7.3, cada elemento de G(A) é G-regular.

Resta-nos provar que G tem a propriedade R3). Seja T'/G(A) um ideal G-regular
de A/G(A). Sejat =t+ G(A) em T/G(A). Entdo, existe certos 7, 7;, y; em A/G(A) tais
que

t—tr—7— ) (zly + 2:3:) =0,

ou seja, existem certos r, x;,y; € A tais que

t—tr—r— Z(ﬂcﬂfyz + x;y;) € G(A).

Ponhamos

Logo, t — ¢ estd em G(A), portanto é G-regular. Consequentemente, existem elementos

w,u;, v; em A tais que
t—c=({t—cw+w+ Z[uz(t — C)v; + U]

Desse modo,

t=tw+w+ Z[uitvi + wv;| + ¢ — cw — Zuicvi.

Como ¢ € §(t) temos que ¢ — cw — Y u;cv; também estd em G(¢). Em particular, tw +

w4 > [uitv; + wv;) também estd em G(t). Portanto, ¢ € §(t), isto é, t é G-regular. Como

t € T é arbitrario, concluimos que todo elemento de T" é G-regular, ou seja, T' é um ideal

G-regular. Como G(A) é o ideal G-regular maximal de A, tem-se T' = G(A), o que significa

T/G(A) = 0. Portanto, o tnico ideal G-regular em A/G(A) é o ideal nulo e isso prova que
A/G(A) é semissimples com respeito a G-regularidade.

[ |

Um leitor atento pode estd perguntando se as classes J e G coincidem. Pode-se

provar que J < G e, de fato, J < G, isto é, existe um anel G-regular que nao é quaserregular.

Tais exemplos podem ser encontrados em [GWO04] e [Div64].

2.8 Radicais especiais

Tendo como ponto de partida a classe M, mencionada na segao 2.5 e os resultados
dos lemas 2.5.31, 2.5.34 e 2.5.37, nosso objetivo nessa secao ¢ generalizar todas as carac-

terizagoes radicais encontradas na classe de todos os anéis subdiretamente irredutiveis.
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Definigao 2.8.1 (Classe especial). Diremos que uma classe algébrica® M de anéis é uma

classe especial se ela satisfizer as seguintes condigoes:
SP1) Todo anel na classe M é um anel primo.
SP2) Todo ideal nao nulo de um anel M é um anel que também esta em M.

SP3) Se A é um anel M e A é um ideal de anel K, entao K/A* estd em M, em que
A*={r e K; A= Ax =0}

Imediatamente, dessa definigao, segue-se que M, é uma classe especial. Uma
classe especial, de maneira geral, poderia nao conter anéis que nao sao subdiretamente
irredutiveis. Dessa forma, a nocao de “classe especial” generaliza a ideia de M,. O
surpreendente dessa generalizacao é que muitas das caracterizacoes radicais obtidas pra
M, sao preservadas.

Se M é uma classe especial de anéis, entao, por SP2), ela tem a propriedade
S1), logo define uma propriedade radical superior Uy, para a qual todos os anéis em
M sao Uy -semissimples. Dessa forma, um anel Uy -radical nao pode ser sobrejetado
homomorfamente num anel nao nulo de M. Como um anel nilpotente nao nulo nao é
primo e toda imagem por morfismo de um anel nilpotente é um ainda anel nilpotente,
entao todos os anéis nilpotentes sao U s-radicais, qualquer que seja a classe especial M.
O lema 2.5.35 sugere que Uy seja hereditario tal como Upg,, por causa de SP3). E de
fato o é, basta que entendamos a prova do referido lema. O ideal I de B, nesse caso, é
também um ideal de K porque B/I é um anel primo. Além disso, todos os anéis em M
sao primos. Logo (K/I)/(B/I)* é, por causa de SP3), um anel de M, contradizendo o

fato de K ser Uy -radical. Isso estabelece o seguinte resultado:

Teorema 2.8.2. O radical superior U, determinado pela classe especial de anéis M é

supernilpotente.

[ |

O radical superior determinado por uma classe especial serd chamado de radical
especial.

Repetindo os mesmos argumentos usados para o radical Uy, obtemos também

o seguinte resultado:

Teorema 2.8.3. Os radicais especiais sao hereditarios a direita e a esquerda.

O resultado a seguir é uma ferramenta muito 1til a ser usada com radicais espe-

clais.

5Fechada para isomorfismos.
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Teorema 2.8.4. O radical especial Up(K) de anel arbitrario K € igual a interse¢do
de todos os ideais T, de K tais que K/T, € um anel pertencente a classe especial M.

Portanto, todo anel U -semissimples € uma soma subdireta de anéis da classe especial

M.

Demonstracgao: Denotemos por S o radical especial em K, isto é, S = U (K).
Se T, é um ideal de K tal que K/T, estd em M, entao K /T, é um anel U -semissimples.
Logo, S C T,; consequentemente, S C NT,.

Por outro lado, seja T o ideal definido como NT,. Se T é Uu -radical, entao
T C SeS =T. Entretanto, se T nao é Us-radical, entao ele pode ser sobrejetado
homomorfamente num anel nao nulo de M. Seja I o ideal de T tal que T'/I estd em M.
Tal como no lema 2.5.35, I é um ideal de K pois (IH +1)/1-T/I é o ideal nulo em K/I.
Entretanto, 7'/ € M é um anel primo, logo IK C . Similarmente, KI C I e [ é um
ideal de K. Portanto, K/I tem um ideal T'/I que estd em M e (K/I)/(T/I)* também
esta em M, por SP3).

Seja Q :={x € K ; 2T CIeTx C I}. Provemos que K/Q = (K/I)/(T/I)*.
Claramente, ) 2 I. Mais ainda, (T'/I)* é o conjunto de elementos de K/I que mul-
tiplicados T'/I, em cada lado, resultam no ideal (0). Portanto (T/I)* = Q/I. Entao,
(K/D)/(T/I) = (K/I)/(Q/I) = K/Q. Como K/Q estd em M, @ =T, para algum «.
Portanto T'= N7, C Q. Entretanto, se T' C @, entao 7T C I e isto significa que T'/I é
um anel nilpotente. Mas T'/I estd em M, logo ele é um anel primo e por isso ndo pode
ser nilpotente, uma contradicao. Logo, T" deve ser um anel Sy-radical, isto é, T' C S.

Se um A é Up-semissimples, entdo Up(A) = (0) = NT,, e segunda parte da
prova segue do teorema 1.2.6.

[ |

Esse capitulo apresentou alguns aspectos gerais da Teoria de Radicais. Daqui
em diante, o trabalho sera direcionado a generalizacao do radical de Jacobson e para isso

utilizaremos muitos dos conceitos, ferramentas e resultados apresentados aqui.



Capitulo 3
A k-quaserregularidade

Esse capitulo apresentard o radical de Jacobson generalizado como consequéncia
da generalizacao da operacao de Perlis, a operacao “o”, roy = x4+ y + xzy. Num de
seus trabalhos de pesquisa, Petit Lobao percebeu que a operacao deformada “g-adi¢ao”
@, proposta por Borges, em [B04], era uma generalizacao da operagao de Perlis dentro
do contexto na qual ela estava definida. Tendo como parametro inicial a ideia de Borges,
Petit Lobao adaptou a operagao @, de forma que ela pudesse estar bem definida em
todos os anéis, criando assim a “k-adicao” @p. Essa “k-adicao” se trata de uma operacao
derivada (recorrente as operagoes originais do anel, a adi¢ao e a multiplicagao) do anel e

pode ser expressa da seguinte forma:
T@®ry =x+y+kay,

em que x e y sao elementos de um anel A arbitrario e £ é um inteiro. Definida dessa
forma, a k-adicao, que a principio era apenas uma adicao deformada, é a generalizacao
da operacgao de Perlis e serd denotada por “o,”. Entretanto, sabe-se que a operagao “o”
pode definir uma classe radical, a classe dos anéis quaserregulares (os anéis radicais se-
gundo Jacobson), conforme vimos no capitulo anterior. Serd que a operagao “o;” também
determina um radical? A resposta a essa pergunta é positiva, e esse radical serd chamado

de radical generalizado de Jacobson J.

3.1 O radical k-quaserregular

Na literatura matematica, em [Jac56], o radical de Jacobson de um anel A ar-
bitrario foi apresentado, primeiramente, como a interseccao J de todos os anuladores de
A-modulos irredutiveis de um anel A. Nessa perspectiva, descobriu-se que todos os ele-
mentos do ideal J sao quaserregulares, isto é, para qualquer xz € J existe y € A tal que
x+y+ xy = 0. Na verdade, y também esta em .J, pois J é um ideal de A. Um aspecto
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interessante disso é que a quaserregularidade foi concebida a partir das operacoes ja exis-
tentes num anel e, por isso, a operagao “o”, roy = r+y+xy, na qual z e y sao elementos
de um anel A arbitrério, foi chamada de operacdo (bindria) derivada associativa.

Nesse sentido, McConnel e Stokes se propuseram a responder a seguinte per-
gunta: “Quais sdo todas as operagoes (bindrias) derivadas associativas sobre um anel A
arbitrario?”. Em [MCSt98], eles exibiram a lista de todas as possiveis operagoes derivadas
associativas definidas sobre um anel A arbitrario e descobriram que todas as operagoes do
tipoz oy =z +y+ kxy, x,y € A e k € Z, sdo operagoes derivadas associativas. Além
disso, (A, ox) é um semigrupo, de modo geral, e provaremos que a classe de todos os anéis
B para os quais (B, ox) é um grupo é uma classe radical. Em outras palavras, exibiremos
uma maneira pela qual podemos generalizar o radical de Jacobson, ja que a operagao “o”,

que torna (B, o) um grupo de B é um anel radical a Jacobson, é a operagao “o”.

Definigao 3.1.1 (Operacao k-circulo). Seja A um anel. Definiremos a operagdao k-circulo
Yo, 7 da sequinte forma:

ropy :=x+y+ kxy

quaisquer que sejam x,y € A.

A operacgao acima também estd bem definida, pois decorre das operacoes do anel.
Ademais, o elemento neutro da adicao 0 é um elemento neutro para a operacao oy e,
portanto, é o unico elemento neutro em A para a operacao o, ja que a operagao oy €
associativa — isso garantird a unicidade do elemento neutro. Portanto, ( A, o ) é um
semigrupo.

Um elemento = de um anel A é k-quaserreqular a direita, para um inteiro k fixado,

se existir um elemento y € A tal que
ropy=x+y+ kry=0.

O elemento y da definigao anterior é dito ser o k-quase-inverso a direita de x em A.
Analogamente, x € A é k-quaserreqular a esquerda, para um dado k inteiro, se existir um

elemento y € A (o seu k-quase-inverso a esquerda) tal que
rory=x+y+kyr =0.

Defini¢ao 3.1.2 (Elemento k-quaserregular). Um elemento = de um anel A é dito ser

k-quaserregular a direita, para um dado k inteiro, se existir um elemento ' € A tal que
zxopd =x+a +kaxr' =x+2' +kxa' =2 opx =0,

em que k é um inteiro nao nulo.
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Em outras palavras, um elemento é k-quaserregular se, e somente se, ele é k-
quaserregular a direita e a esquerda e, além disso, seus k-quase-inversos a direita e a
esquerda coincidem.

Um anel A serd dito k-quaserreqular a direita (a esquerda) se todos os seus ele-

mentos sao k-quaserregulares a direita (a esquerda).

Definigao 3.1.3 (Anel k-quaserregular). Um anel A é dito ser k-quaserregular se todos

os seus elementos sao k-quaserregulares.

Sejam A um anel e I um ideal de A. Diremos que I é um ideal & direita (a
esquerda, bilateral) k-quaserregular a direita, no caso em que [, visto como um anel,
seja k-quaserregular a direita, mesmo que A nao seja, necessariamente, k-quaserregular
a direita. Mutatis mutandis, a quaserregularidade a esquerda ou a direita sao defini-
das com as devidas adaptacoes. Tal como o radical de Jacobson, a distincao lateral
da k-quaserregularidade (a direita, a esquerda, ambos os lados) ¢ irrelevante e isso serd

mostrado mais adiante.
Lema 3.1.4. Todo elemento nilpotente é k-quaserreqular.

Demonstragao: Seja r um elemento nilpotente do anel A. Logo, existe n inteiro

positivo tal que 2" = 0. Seja y = —z + kz? — k%23 + - .- £ k" 22", Dessa forma:
rHy+kry = xv—x+ ket — ka4 £ E 2!

—ka? + Bt 4 B £ R e = £k = 0.

Com o mesmo célculo, pode-se verificar que x + y + kyx = 0 e isto encerra a
prova.

Lema 3.1.5. Seja um A um anel. Se um elemento x de A € k-quaserregular a direita, com
um k-quase-inverso a direita w, e k-quaserreqular a esquerda, com um k-quase-inverso a

esquerda t, entao w =t e w € unico em A.

Demonstracgao: Sejam w e t tais que

ropw = rH+w+krw =

Dessa forma,
t=tor0=toy(xopw)=(togx)orw=00,w=w.

A unicidade do k-quase-inverso a direita segue-se de imediato. Dizer que um elemento

¢ k-quaserregular a direita é o mesmo que dizer que ele possui um inverso no semigrupo
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(A, 0x) e a associatividade de oj garantird a unicidade desse inverso em (A, o), que é o
k-quase-inverso a direita de .
[ |

Seja Ji a classe de todos os anéis k-quaserregulares. Note que um anel A é k-
quaserregular se, e somente se, (A, ox) é um grupo. Observe também que Jp = J_, pois
r+y+ kxry = 0 se, e somente se, —x —y — kxy = —z —y — k(—x)(—y) = 0. Isso significa
que —x é —k-quaserregular, portanto z = —(—xz) também é —k-quaserregular.

Por causa do lema 3.1.4, J; contém a classe de todos os anéis nil.

Mostraremos que J; é um radical. Comecemos com alguns lemas auxiliares e,
para os mesmos, estaremos levando em considera¢ao um anel A arbitrério (a menos que

se especifique o contrério), seus elementos e seus ideais.

Lema 3.1.6. Se = € k-quaserreqular e se y pertence a um ideal a direita (a esquerda,

bilateral) k-quaserreqular I, entdo x + vy € k-quaserregular.

Demonstragao: Se = é k-quaserregular, existe 2’ € A tal que x + 2’ + kza’ = 0.
Seja I um ideal a direita e y € I. O elemento y + kyx’ estd em I, pois I é um ideal a

direita. Seja z o seu k-quase-inverso, isto é,
y+kyr' + 2+ k(y + kyx')z = 0,

ou
v+ 2+ k(yx' +yz + kya'z) = 0.

Note que

(x+y) + @ +z+ka’z)+k(z+y) (2 + 2+ ka'z) =
= (v+2' +kat')+k(zx+ 2 + kea")z+y+ 2+ k(yx' + yz + kya'z) =
= 0.

Isso significa que x + y é k-quaserregular e seu k-quase-inverso é ' + z + ka’z. No caso
em que I é um ideal a esquerda, a demonstracao é andloga.
[ |

Corolario 3.1.7. A soma de uma quantidade finita de ideais a direita (a esquerda, bilate-

rais) k-quaserregqulares € também um ideal & direita (a esquerda, bilateral) k-quaserreqular.

Demonstragao: Segue-se imediatamente do lema anterior que a soma de dois
ideais a direita (& esquerda, bilaterais) k-quaserregulares é também um ideal a direita
(a esquerda, bilateral) k-quaserregular. Pelo principio de indugao finita, a soma de uma
quantidade finita de ideais a direita (a esquerda, bilaterais) k-quaserregulares é ainda um
ideal & direita (& esquerda, bilateral) k-quaserregular.

|
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Corolario 3.1.8. A soma de todos os ideais a direita (a esquerda, bilaterais) k-quaserrequ-

lares é também um ideal a direita (a esquerda, bilateral) k-quaserreqular.

Demonstracao: Seja T' a soma de todos os ideais a direita (& esquerda, bila-
terais) k-quaserregulares de um anel A. Cada elemento de 7" estd numa soma finita de
ideais a direita (a esquerda, bilaterais) k-quaserregulares de A, portanto cada elemento
de T é k-quaserregular.

Seja {I)}rea a familia de todos os ideais k-quaserregulares de um anel A. Defi-

Jk; = ZL\.

AEA

namos

Construido dessa forma, Ji, € {I)}aca, ou seja, Ji é um ideal k-quaserregular (em virtude
do corolério 3.1.8) e, além disso, J; é o maximal do conjunto {1} ea de todos os ideais
k-quaserregulares de A.

Poderiamos também, em analogo, fazer a mesma prova para ideais a esquerda ou

a direita. Assim, acabamos de provar o seguinte lema:

Lema 3.1.9. Qualquer anel A admite um ideal a direita (a esquerda, bilateral) k-quaserre-
gular mazimal com respeito a k-quaserreqularidade.
[ |

Agora mostraremos o resultado que nos interessa para a Teoria de Radicais.
Teorema 3.1.10. A classe J; de todos os anéis k-quaserrequlares € uma classe radical.

Demonstragao: Pelo coroldrio 3.1.8, a condi¢ao R2) estd garantida. A condicao
R1) é imediata, pois um morfismo de anéis preserva as operagoes do anel que é o dominio
desse morfismo. De fato, sejam A e B anéis e ¢ : A — B um morfismo, com A" = p(A).

Se x,y € A sao tais que z + y + kxy = 0, entao

0=0(0) = p(z +y+ kay) = p(x) + p(y) + ko(x)p(y),

do qual concluimos que ¢(x) é k-quaserregular em A’. Logo, se A é k-quaserregular, entao
A’ também o sera.

A fim de garantir a condicdo R3), ou seja, a semissimplicidade com respeito
a k-quaserregularidade, suponhamos que A/Jy tenha um ideal k-quaserregular B/Jy e
tomemos x + J;, um elemento de B/J;. Logo, existe uma classe y + Ji tal que = + y +

kxy + Ji, = Jy = x + y + kxy € Ji, portanto deve existir um elemento z € A tal que

O=(r+y+key) +z+k(x+y+kay)z=a+ (y+ 2+ kyz) + kx(y + z + kyz).
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Isso mostra que x é k-quaserregular em A. Consequentemente, todo elemento na classe
r + Jr € k-quaserregular, por causa do lema 3.1.6. Logo, todo elemento em B ¢é k-
quaserregular, o que significa B é um ideal k-quaserregular de A, portanto tem-se B C Ji,
pois Ji € o ideal k-quaserregular maximal, e concluimos que B/J; = (0) em A/J;. Segue
que A/Jy é semissimples com respeito a k-quaserregularidade.
[ |
O ideal J; (a soma de todos os ideais k-quaserregulares) de um anel A serd
chamado de radical k-quaserreqular de A ou k-radical de Jacobson generalizado de A e
denotado por Ji(A). Antes de estudarmos a classe radical i, buscaremos outras formas

de se obter o radical de Jacobson generalizado de um anel A arbitrario.

3.2 Equivaléncias para o ideal J;(A)

Comentamos no inicio da se¢ao anterior que o radical de Jacobson pode ser apre-
sentado como a soma de todos os ideais quaserregulares do anel (veja [Jac56]). O objetivo
dessa secao ¢é identificar o radical de Jacobson generalizado de um anel A arbitrario, o
qual denotamos por Ji(A), para k > 1, num plano mais abrangente, pois nos interessa
saber como esse radical generaliza as formas equivalentes do radical de Jacobson original.

Para tanto, comecemos com um lema simples, da teoria béasica de anéis:

Lema 3.2.1. Se U é um A-mddulo irredutivel a direita, entdo U = A/M, no qual M é

tdeal a diretta mazximal de A.

Demonstracao: Pelo teorema 1.2.7, U ¢ ciclico, logo existe u € U tal que
U = uA. Defina entdo f : A — U pondo f(a) = ua. Definido dessa forma, f é um
A-epimorfismo; logo U = A/M, no qual M é o nicleo de f e, portanto, ideal a direita
de A (ou submédulo a direita do A-mddulo A). Provemos que M é maximal. Seja N
um ideal a direita de A que contenha propriamente M. Logo, N/M é isomorfo a um
submddulo a direita ndo nulo de U e isso significa que N/M = U. Portanto N = A e M
é maximal.
[ |
A demonstracao desse teorema para o radical de Jacobson implica no conceito de
reqularidade, ou seja, um ideal H de um anel A é reqular se existe um elemento ¢ em A
tal que ex —x € H, para todo x € A, pois se pode provar que o ideal da demonstracao do
lema 3.2.1 é regular. A seguinte definicao é outra forma de se generalizar as estruturas

referentes ao radical citado.

Defini¢ao 3.2.2 (k-regularidade a direita). Um ideal a direita H é k-regular se existe

um elemento ¢ em A tal que kex — x € H, para todo = € A.
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A regularidade usual é a 1-regularidade e o conjunto {kex — z;z € A} também é
denotado por (ke—1)A. Tais notagoes devem ser vistas com cuidado, pois essa simbologia
independe do fato do anel A possuir identidade. O elemento ¢ da definicao anterior é dito
ser a k-unidade a esquerda de H.

Se M é um ideal a direita do anel A, o conjunto
(M:kA)={zx € A; kAx C M}
¢ um ideal do anel A. Essa verificacao é muito simples e serd deixada a cargo do leitor.

Lema Técnico 3.2.3. Se M € um ideal a direita do anel A, o ideal (M : kA) contém o
ideal (M : A).

Demonstragao: Tenhamos em mente que a definigao de (M : A) é anéloga a
definicao de (M : kA), isto é, (M : A) = {zx € A; Ax C M} e, além disso, (M : A)
¢ um ideal de A. Se x € (M : A), entdao Ax C M, logo kAx C M e isto significa que
x € (M:EA).

|

Lema 3.2.4. Se M ¢ ideal a direita k-reqular, entao (M : kA) é o maior ideal de A

contido em M.

Demonstragao: Seja ¢ a k-unidade & esquerda de M. Se = € (M : kA),
entao kAx C M logo, kex € M e como kex —x € M temos que z € M. Portanto,
(M : kA) C M. Além disso, seja N um ideal qualquer de A, tal que N C M. Dessa
forma, kAN C AN C N C M, logo N C (M : kA), ou seja, (M : kA) é o maior ideal de
A contido em M.

[ |

Lema Técnico 3.2.5. Um elemento a de um anel A € k-quaserreqular a direita se, e
somente se, (ka+1)A = A.

Demonstragao: Se a é k-quaserregular a direita, entdo existe a’ tal que a +
a' + kaa’ = 0, isto é, a = —kaa' — a’. Logo a € (ka + 1)A. Seja x € A arbitrario. O
elemento kax estd em (ka + 1)A, ja que o conjunto (ka + 1)A é um ideal a direita de A.
Mas kax + z € (ka+ 1)A, logo x € (ka + 1)A.

Por outro lado, se (ka + 1)A = A, entao existe —b € A tal que

ka(—b) + (=b) = a,

logo a 4+ b+ kab = 0, do qual concluimos que a é k-quaserregular.
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Definicao 3.2.6 (k-Anulador). Seja U um A-mddulo a direita e X C U um subconjunto.
O k-anulador de X em A, denotado por X} (A) ou Anng(X, A), é definido da seguinte

forma:

Xi(A) = Anng(X,A) ={a € A; kXa=0}.

Para simplificar a notacao, desde que o anel A em questao esteja claro no contexto,
escreveremos X, no lugar de X;(A) ou Anng(X) no lugar de Anng (X, A). Facilmente se
é notado que o conjunto Anng (U, A) é um ideal de A.

Agora, pensemos um anel A como um A-mdédulo sobre si proprio. Falar do k-
anulador Anng(A, A) = A* de um anel A arbitrario nos remete ao estudo de sistemas
geradores a direita para A, pois se a € A* ¢ A = (B, ka),, entdo A = (B),. Seja Dy,
o conjunto de todos os elementos x € A tais que kx sao redundantes, segundo Szdsz
(veja [Sza81]), num sistema gerador a direita, isto é, A = (B, kx), implica A = (B),.
Obviamente, Dy, é um ideal a direita de A e o denotaremos por D, quando o indice k
do radical de Jacobson generalizado estiver claro no contexto. Mais adiante, usaremos a
ideia de ser redundancia em sistemas geradores para caracterizar o radical Ji(A).

Sabe-se que um anel semissimples a Jacobson pode ser decomposto em anéis
primitivos. Um anel A é primitivo se ele contiver um ideal maximal M tal que (M : A) =

(0). Uma generalizagdo natural da primitividade é a seguinte:

Definicao 3.2.7. Um anel A é k-primitivo a direita se ele contém um ideal a direita
maximal M tal que (M : kA) = (0).

Note que a k-primitividade implica na primitividade, em virtude do lema técnico
3.2.3. Por causa desse fato, a k-primitividade pode ser entendida como um conceito “mais

forte” que a primitividade.

Definigao 3.2.8. Um ideal P de A é um ideal k-primitivo a direita se A/P é um anel

k-primitivo a direita.

Os proximos resultados mostram como os conceitos “k-regularidade”e “k-primiti-

vidade” estao relacionados.

Lema 3.2.9. Se M € um ideal a direita k-regular maximal de A, entdo o ideal (M : kA)

de A € k-primitivo a direita.

Demonstracao: Consideremos A/(M : kA). Se (M : kA) = M, entdao M é um
ideal a direita de A e A/M = A/(M : kA) nao tem ideais a direita préprios nao nulos,
pois M é maximal, de acordo com o lema 3.2.4. Se k(A/M)z = (0), entao kAx C M.
Portanto, z € (M : kA) = M e assim, & = 0. Consequentemente, (M : kA) é um ideal
k-primitivo a direita de A quando (M : kA) = M.
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Por outro lado, se (M : kA) # M, entao pelo lema 3.2.4, (M : kA) C M. Assim,
em A/(M : kA), consideremos o ideal a direita M /(M : kA). Além disso,

(M/(M : kA): kA/(M : kA)) = (0),

pois se A/(M : kA)x C M/(M : kA), entao kAx C M e, portanto, z € (M : kA); logo
z = 0. Portanto, A/(M : kA) é um anel k-primitivo & direita e, dessa forma, (M : kA) é
um ideal k-primitivo a direita.
[ |
Note que todos os lemas e todas as definicoes nesta secao tém a sua versao “a
esquerda”. O ideal Dy, por exemplo, é a versao a esquerda do ideal Dy, .
Lembremo-nos que Jx(A) é a soma de todos os ideais k-quaserregulares de um anel
A e para ele obteremos algumas formas equivalentes. O resultado a seguir foi demonstrado

para o radical de Jacobson original, por Szdsz (consulte [Sza81]).

Teorema 3.2.10. Os subconjuntos abaizo relacionados de um anel A arbitrdrio coincidem

com o k-radical de Jacobson generalizado Ji(A) de A:

e A soma Hy de todos os subgrupos do grupo k-quaserreqular mazximal do semigrupo

(A, o) que também sao ideais a direita do anel A.

A interseccao Ho de todos os ideais a direita mazimais k-requlares de A.

A intersecgao Hy de todos os ideais a esquerda maximais k-requlares de A.

O conjunto Hs de todos os elementos x € A tais que o produto kxy € k-quaserreqular

para todo y € A.

O conjunto H} de todos os elementos x € A tais que o produto kyx € k-quaserregular

para todo y € A.

O conjunto Hy de todos os elementos x € A tais que o produto kzxy € k-quaserreqular

para todoy € A e z € A.

A intersecgcao Hs dos ideais (M : kA) = {x € A; Az C M}, em que M € ideal

mazimal ¢ direita.

A intersecgio HY dos ideais (N : kA) = {x € A; A C N}, em que N € ideal

mazimal a esquerda.

A interseccao Hg dos k-anuladores em A de A-mddulos a direita irredutiveis. Caso

nao existam A-mdodulos a direita irredutiveis, J, = A.
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A interseccao H{, dos k-anuladores em A de A-médulos a esquerda irredutiveis. Se

nao existem A-modulos a esquerda irredutiveis, J, = A.

A interseccao Hy; de todos os ideais k-primitivos a direita de A.

A intersecgcao H, de todos os ideais k-primitivos a esquerda de A.

O ideal Hy = (Dy, : kA) = (D, : kA) ={zx € A; kAxz C D, }.

O ideal Hé = (DkJ . kA) = (Dl : kA) = {.’L’ cA 3 kAx g Dl}

Demonstracao: A soma H; é apenas outra forma de escrever o radical Ji: um
subconjunto de A é subgrupo do grupo k-quaserregular maximal do semigrupo ( A, o)
e ideal a direita do anel A se, e somente se, ele é um ideal do anel A no qual todos os
seus elementos sao k-quaserregulares, ou seja, se ele é um ideal k-quaserregular. Como
Jx(A) é a soma de todos os ideais k-quaserregulares, H; = J;(A). Tendo em mente esta
igualdade e o fato de que “ser k-quaserregular”, “ser k-quaserregular a direita” e “ser k-
quaserregular a esquerda” tém o mesmo significado, as préximas demonstragoes seguiram
esta linha de raciocinio. Cabera ao leitor identificar qual a “k-quaserregularidade lateral”
que esta sendo usada na demonstragao.

Considere agora um elemento 2 € Hj e se x nao é k-quaserregular, entao {kra+a :
ac A} # A, jaque z ¢ {kxa+a:aec A}. Seja M um ideal a direita maximal contendo

{kxa+a:a€ A} # A, mas nao contendo x. Notemos que M é k-regular, pois
—kza —a=k(—z)a—a e M,

para todo a € A, portanto M é k-regular e x € M, uma contradi¢ao. Consequentemente,
qualquer x € H, é k-quaserregular, ou seja, Ho é um ideal k-quaserregular, portanto
Hy C Jx(A).

Se z € Ji(A), entao kxa € Ji(A) para todo a € A, pois Ji(A) é um ideal de A,
logo kxa é k-quaserregular e Ji(A) C Hj.

Agora, vamos tomar x € Hj; logo, kxy é k-quaserregular para qualquer y € A, em
particular kxy é k-quaserregular a direita para qualquer y € A. Suponha x ¢ Hy. Dessa
forma, existe um ideal a direita maximal k-regular L com z ¢ L. Como L é maximal, o
ideal & direita maximal gerado por L e x é todo o anel A, isto é, A = L + {xy + iz}, no
qual y € A e ¢ ¢ um inteiro. Como L é k-regular existe ¢ tal que key — y € L, qualquer

que seja y € R. Assim, existem [y € L, yp € A e iq inteiro tais que:
—e¢ = lo—i-.iETo—i—iQ.CE. (31)
Multiplicando a equagao (3.1) por ¢ a direita, obtemos

—e? = lpe + xype + igxe. (3.2)



29

Ademais, kxyoe + kipxe = kx(yoe + iox) é k-quaserregular a direita, pela defini¢ao de Hs,

portanto existe a € A tal que
kxyoe + kigxe + a + k*xyoea + k*igrea = 0. (3.3)
Tomando (3.2) e multiplicando por k?a & direita:
—k?¢*a = k*lyea + K zygea + K igxea. (3.4)
Combinando as equagoes (3.3) e (3.4), obtemos
Klyea — kxyge — kigre + k*¢*a — a = 0. (3.5)

Como L ¢é k-regular, ke —e¢ € L e, ja que L é ideal a direita, ke?a — ea € L, portanto
k?¢?a — kea € L. Também kea — a € L, logo k?¢*a — a é um elemento de L e isto implica,

por causa da equagao (3.5), que kxype + kigzre € L. A equacao (3.2) nos fornece
—ke? = Eklge + kxyoe + kigxe.

Mas isso significa que —ke? € L e como ke — ¢ € L, obtemos que ¢ € L. Logo kez € L
para todo z € A e, como kez — z € L, para z € A arbitrario, concluimos que z € L, isto
é, A = L, uma contradicao. Isto prova que Hs C Hs.

Dessa forma, mostramos Hy C Jx(A) C Hs C Hy, ou seja, Hy = Jx(A) = Hs.
Com a versao “a esquerda’ dessa demonstragao, obtemos também H), = J(A) = Hj.

Provemos que Ji(A) = Hjy. E imediato Jx(A) C Hy. Se x € Hy, entao kzxy é
k-quaserregular, para qualquer y € A, e isto implica (em virtude de J, = Hj) que zx é
k-quaserregular, ou zx € Ji(A), qualquer que seja z € A. Ora, Jx(A) é um ideal, entao
kzx € Jr(A). Mas Jrp(A) = Hi, entdo x é k-quaserregular, ou seja x € Jip(A). Logo
Jx(A) = Hy.

Suponha, primeiramente, que o anel A # 0 nao possua um A-mdédulo irredutivel.
Dessa forma, o anel A visto como A-mddulo nao ¢é irredutivel e isso significa que A ¢é
um anel zero, logo ele é um anel nilpotente. Por causa do lema 3.1.4, A é um anel k-
quaserregular, logo Jx(A) = A. Seja U um A-médulo & direita irredutivel e se J(A) €
Anng(U), entdo kUJr(A) # (0), isto é, kudr(A) # (0) para algum u € U. Mas entdo
kudr(A) = U e, portanto, existe h € Ji(A) tal que kuh = —u. Seja r € A tal que
h+1r+ khr = 0. Logo,

0 = u(h+r+khr)=uh+ur+ kuhr =

= —u+ur—ur=-—u,
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da qual concluimos que kudi(A) = 0, uma contradi¢do. Portanto Jx(A) C Anng(U) e,
finalmente, Ji(A) C Hg. Por causa do lema 3.2.1 e pela defini¢ao do préprio Hg, tem-se:

Anng(A/M) = {ze€A : k(A/M)x=(0)}
= {z €A : kAzx C M}
= (M:EkA).

Logo, Hs = Hs. Seja entao x € Hg e M um ideal maximal a direita k-regular de A.
Dessa forma, (1 — ke)A C M, para algum ¢ € A. Logo, © — kex € M e também, como
x € Hy = Hs, v € (A: kM), isto é, kAxr C M. Isso significa que kex € M, portanto
x € M. Logo Hs C Hy = Jx(A), do qual concluimos que Hs = Hg = Ji(A). A versao “a
esquerda” dessa demonstragao validard Hj = H. = Ji(A).

Mostraremos agora que Jx(A) = H;. Vejamos que Jx(A) O H7. Todo ideal
a direita maximal k-regular M de A contém um ideal k-primitivo a direita (M : kA),
pelos lemas 3.2.4 e 3.2.9. Portanto, Jx(A) = Hy contém a intersecgao dos ideais k-
primitivos a direita em A. Provemos agora que Jy(A) C H;. Para isto, consideremos
P um ideal k-primitivo a direita em A. Portanto, A/P é k-primitivo a direita e isso
significa que ele contém um ideal & direita maximal M /P, tal que (M/P : kA/P) = (0),
ou seja, (M : kA) C P. Como M/P é maximal em A/P, M ¢ maximal em A. Logo
Jx(A) = Hs C Hy, isto é, Jx(A) = H7 e a versao “a esquerda” nos fornece J(A) = H..

Se A = Anng(A, A) = A}, entdo Jp(A) = Hg = H{ trivialmente. Suponha que
A ¢ A;, ou seja, kA € A* e que © ¢ H; = (D, : kA). Dessa forma, existem a € A e
B C A (um subconjunto) tais que (B, kaz), = A e kax ¢ (B),. Considere agora o ideal a
direita M de A tal que B C M, kax ¢ M e M é maximal com respeito a essa propriedade
(isso ¢ garantido pelo lema de Zorn). Ja que se tem (B, kaz), = A, M é ideal a direita
maximal de A e o A-médulo a direita A/M é irredutivel. Para cada elemento b € A, seja
b a imagem pelo A-morfismo A — A/M. Se kax ¢ M, entdao kaxr = a(kz) # 0 e, como
A/M é um A-mdédulo irredutivel e kA # A*, (A/M)A = A/M e (A/M)(kA) = A/M, ou

seja, existe ¢ € A satisfazendo

a(kx)c = a(kxc) # 0.

akz(ke) = a(k*xzc) = —a.
Se kxc for k-quaserregular a direita, entao existira y € A tal que
kxc+vy + Kzcy =0
e a igualdade
a(kze) = a(—y— Kzcy) = —ay — a(k*xcy) =
= —ay+ay=0
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levara-nos a uma contradigao. Logo, = ¢ Hj e isto significa H3 C Hs.

Para provarmos que Hg C Hj, suponha x ¢ Hj. Existird, portanto, um elemento
a € A tal que kza nao é k-quaserregular (usaremos aqui a k-quaserregularidade a direita).
Considere o ideal & direita S = (1 — k*zaza)A de A e suponha que k3zara € S. Logo,
existe y € A tal que

Kraxa =y — k*raza.

Portanto

kxa + (—kza +y — k*za) + k(kza)(—kza +y — k*za) =

= —k’razra + 1y — k*zaza =0,

contradizendo o fato de kxa nao ser k-quaserregular. Logo k*zaza ¢ S. Com a notacao
t = kza, obtemos que ktra ¢ S e, como S ¢é ideal, ktx ¢ S. Seja u € A um elemento
arbitrario.

u = uk’tza + (u — uk*rara),

portanto, A = (S, k*tza), C (S, k*tz), C (S, ktz),, isto é, A = (S, ktz),.
Ora, o sistema (S, ktz) é um sistema gerador de A mas ktx nao pode ser cancelado,
pois ktx ¢ S. Logo x ¢ (D, : kA), portanto Hg C Hj e concluimos que J, = H3 = Hg. A
versao “a esquerda” provard Ji(A) = Hj = Hj.
[ |
As caracterizagoes do teorema 3.2.10 sao 1teis porque para certos anéis é compli-
cado exibir um ideal k-quaserregular ou demonstrar a inexisténcia dos mesmos. Se D é
um anel de divisdo nao trivial, por exemplo, entao seu radical de Jacobson J(D) é o ideal
(0), pois se x € D é quaserregular, entao existe y € D tal que x + y + zy = 0, logo
—x
- 1p+x

Y

Portanto, se x # —1p, entao x é quaserregular.

Mas D é, em particular, um anel simples, logo nao existem ideais nao nulos de
D no conjunto D\ {—1}. Portanto J(D) = (0). Com o mesmo raciocinio, se A é um anel
simples com unidade, entao J(A) = (0). Nesses casos, foi facil determinar o radical de
Jacobson, até porque se tratavam de anéis simples. No caso de um anel que nao é simples
nem sempre é facil descobrir seu radical de Jacobson através da k-quaserregularidade.

Um corolario interessante desse teorema € o seguinte:

Corolério 3.2.11. Se A é um anel comutativo com unidade, entao Ji(A) = N M, em

que M € ideal maximal em A.

Demonstragao: Segue-se trivialmente, pois J; coincide com Hj; e no caso em

que A é um anel comutativo com unidade, Hy = N M.
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Com esse resultado, podemos determinar Ji(Z), para k # 0, no anel dos inteiros

n(2) = M=) = (0).
em que (p) é um ideal primo de Z.
Algumas propriedades para o radical de Jacobson sao preservadas no k-radical
de Jacobson generalizado. Estudaremos algumas delas e, posteriormente, as utilizaremos

para identificar o radical J; entre alguns radicais ja existentes na literatura.

3.3 Algumas propriedades do radical J;

Antes que provemos os resultados dessa secao, € muito importante que se tenha
em mente que muito do que foi feito na se¢ao anterior foi pensado para o radical Ji(A)
de um anel A arbitrario. Ao falar em radical J;, teremos em mente a classe radical J;,
dos anéis k-quaserregulares, a qual determina o radical Ji(A) em qualquer anel A.

O proximo resultado mostrard que o k-radical de Jacobson é matricialmente ex-

tensivel.

Teorema 3.3.1. O radical Ji satisfaz a igualdade de matriz, isto €, Jx(An) = [Jx(A)]n €

1850 equivale a dizer que J, € matricialmente extensivel.

Demonstracgao: Seja A um anel e considere a matriz quadrada X, de ordem n,

da forma
11 T12 - Tin
0 0
X =
0 0o --- 0

na qual apenas x1; € A é k-quaserregular a direita. Dessa forma, existe z/; tal que
/ /
x11 + 2y + krpry, = 0.

Além disso, (1 + kx11)A = A (lema 3.2.5), portanto existem ;, 2 < j < n, tais que

/ / _ :
Ty + kxnxlj = —x1;. Logo, a matriz
T, @ x
11 L2 n
X 0 0
0 O 0

é tal que X + X'+ kXX’ = 0; portanto X é k-quaserregular a direita.
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Seja agora I; o conjunto dos elementos X € A, tais que

Crsejkv ser:j

X:Crs rs<n — .
(ro)rsros { 0, ser=#j

Cada I; é um ideal k-quaserregular a direita de A,,, j& que todos os seus elementos
sdo k-quaserregulares a direita (basta adaptar a prova anterior para uma matriz-linha

qualquer), logo I; C Jx(Ay), para 1 < j < n. Portanto

Vejamos agora que Ji(A,) C [dk(A)]n. Seja X = (x;5) € Jx(A,). Consideremos

agora as matrizes

y € A, na posicao (p,q)
Y;)q == (yrs)lgr,sgn == {

0, caso contrario

z € A, na posigao (p,q)

Zpg = (%rs)1<rs<n = {

0, caso contrario

para as quais ¥, z sao arbitrarios. Dessa forma

YTpgz 0 - 0
" 0 Tpg2 - 0
Z YipXZg = . P .
1=1
0 0 - yxp2

Como X € Ji(A,), > Y,XZ,; também estd em Jix(A,). Seja W' = (wl;) o

ij
k-quase-inverso de > Y}, X Z,, tal que

YTpgz + W + kyzpgzw’ =0 = yrpez + w' + kw'yzy,z.

Portanto yz,,2 é k-quaserregular para quaisquer y, z € A e também o é kyz,,z2.
Em virtude do teorema 3.2.10, z,, é k-quaserregular.
Logo, di(An) C [Jx(A)]n, pelo qual obtemos Jx(A,) = [dk(A)]n.

Em virtude do teorema 2.4.5, J, é matricialmente extensivel.

O nosso objetivo agora é mostrar que J, é um radical especial.
Lema 3.3.2. Todo anel k-primitivo a direita é um anel primo.

Demonstragao: Lembremos que um anel A é primo se (0) é um ideal primo de

A. Suponha que A seja um anel k-primitivo a direita e que I é ideal a direita maximal tal
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que (I : kA) = (0). Nessas condigbes, (0) é o tnico ideal bilateral de A contido em I, pois
se L é um ideal de A e L estd contido em I, entao kAL C AL C I,logo L C (I : kA) = (0).
Portanto, se B - C' = (0), em que B e C sao ideais de A, com B # 0, entdo B € I. O

ideal a direita I é maximal, logo podemos escrever
A=1+B
e multiplicando a direita por kC', obtemos
EAC =kIC + kBC CIC+ BC C I.

Logo se tem C' C (I : kA) = (0) e isto implica C' = (0), do qual concluimos que A é um
anel primo.

|

O préximo lema serda muito importante nas construcoes generalizadas associadas

a Jr daqui por diante.

Lema 3.3.3. Seja A um anel que contenha um subanel B tal que (B : kA) = {0}. O

elemento a € A € nao nulo se, e somente se, ka € nao nulo.

Demonstragao: Se ka # 0, entao a # 0 — e para isso nem € preciso que o anel A
possua um subanel B como na hip6tese do teorema! Seja agora 0 # a € A e suponha que
ka = 0. Logo, (0) = A(ka) = kAa. Portanto kAa C B e isto significa que a € (B : kA),
logo a = 0, uma contradigao. Portanto, ka # 0.

[ |

Obviamente, o lema também pode ser reescrito ao negar-se tal equivaléncia, isto
é, “A é um anel que contém um subanel B tal que (B : kA) = {0}, A > a =0 se, e

somente se, ka = 0”. Em particular, os anéis k-primitivos satisfazem a tese desse lema.

Lema 3.3.4. Todo ideal nao nulo de um anel k-primitivo € também um anel k-primitivo.

Demonstracgao: Seja A um anel k-primitivo e [ ideal a direita maximal satis-
fazendo (I : kA) = 0. O que mostraremos agora é que I pode ser escolhido de tal forma
que seja ele seja k-regular. Suponha entao que I nao seja k-regular. Exibiremos entao
um ideal a direita maximal e k-regular I; tal que (I; : kA) = 0.

Seja a ¢ I e consideremos o conjunto I} = {x € A ; kazx € I}. O conjunto I é,

claramente, um ideal a direita de A.

I, € mazimal.
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Primeiramente, provaremos que I; # A. Se I = A, entao kal; = kaA C I, logo
A =1+ (a),, em que (a), é o ideal a direita gerado por a. Isto acontece pelo fato de I

ser maximal e a nao pertencer a I. Multiplicando por kA a esquerda, obtemos
kAA = kIA+ k(a),A C 1,

logo A C (I : kA) = 0, uma contradi¢ao. Portanto I} # A.
Tomemos agora b ¢ I, ou seja, ab ¢ I. Repetindo a construgao anterior, temos
que kabA ¢ A pois se fosse kabA C A encontrarfamos kA? C I o que implicaria A C
(I : kA) = 0. Como [ é maximal e kabA é ideal a direita nao contido em I, tem-se
A = kabA+1. Portanto, para qualquer y € A existem ¢ € A e € [ tais que ay = kabc+1.
Logo a(y — kabc) € I, do qual concluimos que y — kbc € Iy, ou seja, y € I; + kbA. Como
y € A é arbitrério, tem-se A = I; + kbA e isto prova que I; é um ideal maximal a direita
de A.
O

1, € k-regqular.

Tomemos A = [ + kaA. Isto é possivel pois aA ¢ I e I é maximal. Logo
existem elementos ¢ € A e i’ € [ tais que a = kae + /. Para x € A arbitrario, nés temos
ar = kaexr 4+ i'z, ou a(x — kex) € I. Portanto x — ex € I; e isto prova que [; é ideal a
direita k-regular de A.

O

Finalmente, para ver que (I; : kA) = (0) seja « € (I; : kA). Logo, kAx C I e,
conseqiientemente, ka(kAzx) = k?aAx C I. Entretanto A =aA + 1 e

kA(kz) = K* Az = kK*aAx + K* Iz C 1.

Portanto kx € (I : kA) = (0), logo kx = 0 e isso implica que z = 0, por causa
do lema 3.3.3, pelo qual concluimos que (I; : kA) = 0. Tal como no lema 3.3.2, podemos
concluir que (0) é o unico ideal bilateral de A contido em I.

Por causa desta construcao, podemos supor, sem perda de generalidade, que I é
ideal a direita maximal k-regular satisfazendo (I : kA) = 0. Também, o ideal (0) é tinico
ideal bilateral de A contido em I.

Seja B um ideal nao nulo de A. Nessas condigoes, B ¢ I. Mostraremos que BN I
¢ um ideal a direita maximal k-regular de B. De imediato, BN [ é um ideal de B. Falta
ver que ele é maximal e k-regular em B.

Tomemos b € B com b ¢ I. Nessas condigoes, A = I + (b),, em que (b), é o ideal
a direita de A gerado por b, (b), ¢ I. Mais ainda, A = I + (b)? ou (b)? ¢ I. Para provar
isto, de A = I + (b), sabemos que ¢ = i+ by, com ¢ € I, by € (b), e ¢ é o elemento tal
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que z — kex € I para todo z € A. Multiplicando essa expressao a direita por k¢, ¢ € (b),
arbitrario, encontramos

kec = kic + kb;c.

Por outro lado, kec = i1 + ¢, i1 € I. Logo ¢ = —iy; + kec = —iy + kic + kbic, com
—i1+kic € I e kbyc € (b))% Se (a)? C I, entao ¢ € I e como ¢ € (b), é arbitrdrio, obtemos
(b), C I, uma contradi¢ao. Logo (b)2 € I e A =1+ (b)2. Seja Q o ideal & direita de B
gerado por b ¢ I. Logo, @ C (b), e, de fato, (b), = Q + QA. Entretanto,

0)? = (Q +QA)D), =Q(), + QA(D), CQ+ QB C Q.

Portanto A = I + Q. Também, B = AN B = (I + Q)N B. Por outro lado, se x € B C A,
entao ele é da forma x =1+¢q, 1 € I, ¢ € Q. Como @ C B, entao q € B portanto
i=x—q€B. Logo,ieINBetemse B=(I+Q)NB=(INB)+Q.

Isto prova que BN 1 ¢é ideal maximal a direita de B, pois para qualquer elemento
b ¢ BNI e considerando Q(b) o ideal & direita em B gerado por b, tem-se B = (BN 1)+
Q(b). Resta-nos mostrar que BN [ é k-regular em B.

Seja e o elemento de A para o qual x — kex € I, qualquer que seja x € A. Como
A=1+B,obtemose=1i+e;,i€lee; €A Jaqueed I (pois se estivesse, I deveria
ser todo o A), o elemento e¢; nao pode estar em I. Seja entdo b — keb para qualquer
be B<dA. Como I é k-regular em A,

b—keb=>b—k(i+e)b=b—keb—kib€ [ = b— keyb= (b— keb) + kib € I.

Entretanto, b — ke;b também estd em B e portanto estd em B N I. Ademais, ¢; ¢ [ e
isto implica ¢; ¢ BN I, portanto BN I é ideal a direita maximal k-regular de B. Agora
resta-nos mostrar que (BN I : kB) =0 e perceba que estamos “caminhando” no sentido
contrdrio: antes tinhamos [ ideal a direita maximal de A com (I : kA) = 0 e mostramos
que este poderia ser escolhido de forma que fosse também k-regular. Agora, temos B N [
¢ ideal a direita maximal k-regular de B e mostraremos que (BN : kB) = 0.
Como I nao contém ideais nao nulos de A, BN I também nao pode conter ideais
nao nulos de A. Mostraremos que B N [ também nao contém ideais nao nulos de B.
Suponha que (x)p é um ideal (bilateral) ndo nulo de B gerado por um elemento =z € B
e que (x)g € BNI. Seja (z)a o ideal de A gerado por (z)p. Por causa do lema 1.2.8,
[(z)a]® C (z)B. Logo, [(z)a]®> € BN I e, portanto, [(x)4]> = 0. Como A é k-primitivo
entao ele é primo, pelo lema 3.3.2. Portanto (z)4 = 0 e isto implica (x)p = 0. Isto prova
que B NI nao contém ideais nao nulos de B. Como (BN : kB) é um ideal de B (lema
3.2.4), ele deve ser o ideal 0. Portanto, o anel B é k-primitivo porque possui um ideal
maximal BN I tal que (BN I :kB)=0.
|
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Lema 3.3.5. Se B # 0 é um anel k-primitivo e B € um ideal de A, entdo A/B* é um
anel k-primitivo, em que B* ={x € A; B = Bx = 0}.

Demonstracao: Seja I o ideal a direita maximal de B tal que ({ : kB) = 0.
Podemos supor sem perda de generalidade (tal como no lema 3.3.4) que I é k-regular e

seja e € B tal que y — key € I, qualquer que seja y € B. Ademais,
IACBACB= (IA?>C(IA)-BCIBCI.

Para provar que I ¢ um ideal a direita de A, suponha JA ¢ I. Dessa forma, B = I + I A,
ja que I é maximal em B. Logoe =i+ a,i € [ e« € [A. Para § € [A arbitrario,
tem-se ke = ki3 + kafB. Agora, kel = B+ i1, i € [ e af € (IA)? C I. Logo,
6 =—i1 4+ kif + kaf € I e isto implica [A C I, uma contradicao. Portanto, [A C T e [
¢ ideal a direita de A.

Defina Iy = I + {z — kex ; v € A}. Definido dessa forma, I; ¢ ideal a direita de
A e é k-regular, pois x — kex € I; para todo x € A. E importante notar-se que ¢ ¢ I,

pois e estivesse em [, teriamos
eBC L[ B=(I+{r—kex; 2€A})BCIB+{x—kex; xe€ A}BCI.

Como b — keb € I para todo b € B, concluiriamos que b € I para todo b € B, ou I = B,
contradigao. Portanto, e ¢ I; e isto prova que o ideal a direita (de A) k-regular I; é
diferente de A. Pelo lema de Zorn, podemos tomar o ideal a direita de A que é maximal
com respeito a exclusao do elemento ¢ e a inclusao do ideal I;. Chamemos este ideal de I>.
Definido dessa forma, I, é ideal a direita maximal de A, pois se um ideal de A contivesse
I, propriamente, entao ele também conteria o elemento ¢ e o ideal I, portanto seria todo
o anel A. O ideal I, também é k-regular ja que I} C Is.

Agora b N B D I, pois I CI; C I, e I C B. Por outro lado, o elemento ¢ nao
estd em I, e portanto nao estd em I, N B. Entretanto ¢ esti em B e B 2 ILNB DI.
Como [ ¢ ideal a direita maximal de B, devemos ter L, N B = I.

Consideremos agora B* e suponha B* ¢ I5. Dessa forma, A = B* + I, j& que
I, é maximal. Multiplicando a direita por kB obtemos kAB = kB*B + kI, B = kI, B.
Entretanto kI, B C [,bB C [,NB = I. Portanto kBB C kAB C I, isto é, B C (I : kB) =
0, uma contradicao. Portanto B* C I5.

Seja C' um ideal (bilateral) de A contido em I5. Nessas condigoes, CB C I,B C I.
Mas C'B ¢é um ideal de B que esta contido em /. Como o tnico ideal de B contido em [ é
o nulo, CB = 0. Logo, (BC)? = (BC)(BC) = B(CB)C = 0. Como B # 0 é k-primitivo,
ele é primo, portanto BC' = 0, isto é, BC' = CB = 0. Logo, C' C B*. Portanto, nao
existem ideais de A contidos em I que contém B* propriamente. Isto significa que 0 é
o tnico ideal bilateral de A/B* contido em I,/B*. E claro que I,/B* ¢ ideal A direita
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maximal em A/B* ja que I é ideal a direita maximal em A. Finalmente, I5/B* é um
ideal & direita maximal em A/B* que nao contém ideais nao nulos de A/B*. Sendo assim,

também nao contém ideais nao nulos de kA/B*, ou seja,
(I/B* : kA/B*) =0

e isto mostra que A/B* é k-primitivo.
[
Os lemas 3.3.2, 3.3.4 e 3.3.5, de acordo com a definicao 2.8.1, nos fornecem o

seguinte resultado:

Teorema 3.3.6. A classe de todos os anéis k-primitivos € uma classe especial de anéis.
[ |

O que é o radical especial determinado pela classe de todos os anéis k-primitivos?
O lema 2.8.4 diz que o radical especial de um anel arbitrario A é a intersecao de todos os
ideais Ty, tais que A/T, estd na classe especial. Nesse caso, A/T, é um anel k-primitivo
e isso significa que T, é um ideal k-primitivo de A, ou seja, o radical especial de um anel
arbitrario A determinado pela classe de todos os anéis k-primitivos é a intersecao de todos
os ideais k-primitivos do anel A. Por causa do teorema 3.2.10, esse ideal é precisamente

Jx(A). Estabelecemos o seguinte resultado:
Teorema 3.3.7. O radical Jy, € especial. [ |
Esse teorema pode também ser enunciado de outra forma:

Teorema 3.3.8. O radical J; € o maior radical para o qual todos os anéis k-primitivos

sao semissimples. [ |
Em particular, os teoremas 2.8.2 e 2.8.3 nos garante os seguintes resultados:

Corolario 3.3.9. O radical J, € supernilpotente. [

Corolario 3.3.10. O radical ;. € hereditario a direita e a esquerda. [ |

O teorema 3.3.7 afirma que Jj é o radical superior de uma certa classe de anéis,
os anéis k-primitivos. Sera que J; também pode ser “formulado” como o radical inferior

de uma certa classe de anéis? O proximo resultado responde essa pergunta.

Teorema 3.3.11 (Y. Lee). Sejam n a classe dos anéis nilpotentes e J}, a classe definida
da sequinte forma:

Jp={A"; A€y},
para a qual r € um inteiro positivo fizado.

O radical Ji, € o radical inferior determinado por g Umn.
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Demonstracao: B ébvio que L(J, Um) < Ji, por causa da minimalidade de
L(d2 Un) — lema 2.2.6. Mostraremos a inclusao reversa. Sejam A € Ji, [ S Ae A/l o
anel quociente nao nulo do anel A. Se I D (Jx(A))", entao A 2 (Jx(A))" e

A/ (@A)
1/ (@A)

(@eor) = (G@aar) =@y =©

Logo [A/(dk(A))"]" € n e isso significa que 0 # A/I € n, pois ¢ imagem homomorfa de um

AJI =

Ademais,

anel nilpotente (lema 2.5.7). Portanto, A é um anel de grau 1 sobre m e pela construcao
do radical inferior (teorema 2.2.5), A € L(d}, Um)
Se I 2 (3x(A))", entao

AT T+ (Jp(A) =

Da mesma forma,

(x(A)" Ju(4) \"
- <m<ak<A>>r) N

- (‘% (ﬁ))’“e%

Isso mostra que se um anel esta J; entao qualquer imagem homomorfa nao nula
contém um ideal nao nulo em Jj, Umn, mas isso significa que g < L(J} Un).

3.4 O radical J; em contextos de Morita

Os conceitos “classe radical” e “classe semissimples” sugerem um comportamento
dual na Teoria de Radicais, quando essa ultima é analisada sob o ponto de vista categorial.
Em contraponto a essa perspectiva, Gardner mostrou que nao existe tantos fenomenos
duais na Teoria de Radicais quanto se pensava (veja [Gar07]), logo numa andlise categorial
da Teoria de Radicais nao serd permitido muitas dualizagoes.

Com as ferramentas da Teoria de Categorias, levantou-se a hipdétese de investigar
a normalidade de alguns radicais dentro da Teoria de Morita. O que ficou constatado é
que nem todos os radicais sao normais para qualquer contexto de Morita. A for¢a e a
hereditariedade sao fatores que podem determinar a normalidade de uma classe radical.

Sejam A e B dois anéis quaisquer e 4Mp e gN4 bimédulos (M é A-mddulo a
esquerda e B-médulo a direita; N é B-mddulo a esquerda e A-médulo a direita). A

quadrupla (A, M, N, B) é um contezto de Morita se o conjunto das matrizes 2 X 2



70

A M a m
= ca€A, beB, meM, neN
N B n b

é um anel com a adi¢ao (usual) de matrizes proveniente da adi¢ao de cada componente
e a multiplicagao de matrizes proveniente das multiplicacoes que estao bem definidas em
cada caso, a saber, a multiplicacao em cada anel, a multiplicacao por escalar em cada

bimédulo e os produtos tensoriais

MxN-—A, NxM-—B

tais que
( (my +mo)n = man+ mon ( (ng +na)m = nym+ nagm
a(mn) = (am)n b(nm) = (bn)m
< (mb)n = m(bn) . (na)m = n(am)
m(ny +ny) = mny +mny n(my +msg) = nmg+ nms ’
(mn)a = m(na) (nm)b = n(mb)
(min)ms = my(nms) \ (nym)ny = ni(mns)

em que my,mg € M e ny,ny € N sao elementos arbitrarios.

Definicao 3.4.1. Um radical R é dito ser normal se
MR(B)N C R(A)

para qualquer contexto de Morita (A, M, N, B).

Observagao 3.4.2. Observe que um contexto de Morita é dualizavel, isto é, se (A, M, N, B)
é contexto de Morita entao (B, N, M, A) também o é. Logo, se R é normal para o contexto
de Morita (A, M, N, B), entao ele também é normal no contexto de Morita (B, N, M, A)
e isso equivale a afirmar que

NR(A)M C R(B).

Um resultado devido a Sands, em [San75], afirma o seguinte:

Teorema 3.4.3. Se um radical R € principalmente hereditario a direita (a esquerda) e

forte a direita (a esquerda), entdo ele € normal. [

O corolario 3.3.10 afirma que J; é hereditario com respeito aos ideais unilaterais.

Agora, mostraremos que ele é forte a direita e a esquerda.
Teorema 3.4.4. O radical Jy € forte a direita e a esquerda.

Demonstragao: Seja A um anel arbitrario. A prova seguird quatro passos:
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(i) A soma de uma quantidade finita de J-ideais a direita de A € também um ideal um
Jdr-tdeal a direita.
E o resultado do coroldrio 3.1.7.
O
(i) Se I é um Jy-ideal a direita de A, entao al € Jy-ideal a direita, qualquer que seja
a € A.

Sejam b € I e a € A elementos arbitrarios. Como ba € I, existe ¢ € I tal que

corba = 0. Seja d = —(kacb + ab) € al. Mostraremos que d oy, ab = 0.

dogab = —kacb— ab+ ab+ k(—kacb — ab)ab =
= —ka(c+ kcba + ba)b = (—ka)(c o ba)b
= 0.

Essa igualdade mostra que todo elemento de al é k-quaserregular.

(i) Se I € um Ji-ideal a direita A, entdo o ideal I + Al também € um Ji-anel.
Sex eI+ Al entdo x = b+ > "ajc;, em que b,c; € I e a; € A. Entretanto, esse

elemento estd numa soma finita de ideais a direita, x = b+ > " ajc; € I+ > " a;l

e, por (ii) e (i), o resultado segue.

O

(iv) Se I é um Ji-ideal a direita A, entdo I C Ji(A).
De imediato: I C I 4+ Al e, como [ + Al é um Jy-ideal de A, I + AI C Ji(A).
Portanto, I C Jx(A).

O

Finalizando a prova, o passo (iv) afirma J; é forte a direita.
A versao “a esquerda” dessa demonstracao fornecera que g é forte a esquerda.

O corolario 3.3.10 e os teoremas 3.4.4 e 3.4.3 fornecem o seguinte resultado:

Teorema 3.4.5. O radical J;, é normal para qualquer contexto de Morita (A, M, N, B).
[ |

Este capitulo mostrou algumas das generalizagoes referentes ao radical J;, tendo
como ponto de partida alguns dos resultados ja conhecidos para o radical de Jacobson

J. Ao demonstrarmos que J; era especial, mostramos também que os anéis k-primitivos
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sao Jr-semissimples. Com essa observacao, é interessante que se estude também quais
tipos de generalizagoes podem ser obtidas para os anéis Ji-semissimples e podemos faze-
lo estudando alguns deles, os anéis k-primitivos, por exemplo. Esse é o assunto do préximo

capitulo.



Capitulo 4

Uma generalizacao do teorema da

densidade de Jacobson

No capitulo anterior, obtivemos o radical J através de uma generalizacao da qua-
serregularidade, a k-quaserregularidade, e através da mesma encontramos formas equiva-
lentes para o radical de Jacobson generalizado de um anel. Nesse estudo, além dos anéis
Jr-radicais, destacam-se os anéis k-primitivos a direita (veja a defini¢ao 3.2.7). Foi mos-
trado no capitulo 3 que a classe dos anéis k-primitivos é uma classe especial e que o
radical superior por ela determinado é o radical J,. Dessa forma, os anéis k-primitivos
determinam a especialidade de J;. O lema técnico 3.2.3 afirma, em particular, que a classe
dos anéis k-primitivos a direita estd contida na classe dos anéis primitivos a direita. Essa

observagao é util quando temos em mente o teorema da densidade de Jacobson:

Todo anel J-semissimples € isomorfo a uma soma subdireta de anéis densos de trans-

formacoes lineares definidas em espacos vetoriais sobre anéis de divisao.*

O principal fato que permite essa decomposicao é que o radical de Jacobson pode
ser escrito como a intersecao de todos os ideais primitivos a direita e prova-se que anéis
primitivos a direita sao isomorfos a anéis densos de transformacoes lineares definidas em
espagos vetoriais a direita sobre anéis de divisao.

Sabemos que, para qualquer anel A, Jx(A) é a intersecao de todos os ideais k-

primitivos a direita. Em particular, podemos obter o mesmo resultado:

Todo anel Ji-semissimples € isomorfo a uma soma subdireta de anéis densos de trans-

formacoes lineares definidas em espacos vetoriais sobre anéis de divisao.

L Ao decorrer desse capitulo, exibiremos a definicio de anel denso.

73
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Entretanto, isso é uma versao fraca, haja vista que a definicao de k-primitividade
é um conceito mais forte (no sentido de exigir mais da estrutura do anel). Dentre os
varios resultados desse capitulo, um deles é o “fio condutor” nessa linha de estudo: a

generalizacao do teorema da densidade de Jacobson por intermédio do que chamamos de

k-densidade.

4.1 Construindo espacos vetoriais a partir de anéis
k-primitivos

Se M é apenas um ideal a direita, o conjunto A/M nao é, necessariamente, um
anel. Entretanto, é ao menos um grupo aditivo. Seja E(A/M) o conjunto de todos os
endomorfismos de A/M. Ora, E(A/M) possui estrutura de anel com identidade (com a
soma — operagao do grupo comutativo — induzida de A/M e produto definido a partir da
composi¢ao de endomorfismos; a identidade de E(A/M) é, obviamente, o endomorfismo

identidade). Seja x um elemento arbitrério em A e considere, sobre A/M, a aplicagao,
2 a4+ Mw— ax+ M.

Definido dessa forma, 2’ é um endomorfismo de A/M, pois preserva a soma.
Podemos ver que é possivel definir a aplicacao x — ', com dominio em A e contradominio
em F(A/M). Seja A’ o conjunto de todos os z' em E(A/M). Essa aplicagdo é um
morfismo de anéis. Para ver isso, consideremos y — v, em que 3’ é um endomorfismo de

A/M conforme definimos no paragrafo anterior.
(x+y):a+M—alz+y)+ M =ar+M+ay+ M
e portanto (z +y) = 2’ +v'. Também
(xy) :a+Mw—a-xy=azx-y+ M,

do qual concluimos que (zy) = 2'y/, para 2’y ==y o2’ =a+ M +— ax-y+ M. A fim de
evitar confusoes acerca da ordem de composigao dos morfismos, usaremos a notacao (¢)3
ou ¢f3 para indicar a imagem de um elemento ¢ em A/M pelo endomorfismo (3. Assim,
'y =12 oy, j4 que
ar'y’ = (a)x'y' = ((a)2")y.

Esse morfismo é sobre A’, por definicao.

A préxima demonstracao considerara um anel A e um ideal a direita maximal M
de A. Mais adiante, usaremos a condicao do anel “ser k-primitivo” para mostrar que A
é, num certo sentido, “largo” em E(A/M).

O seguinte lema nos serd util.
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Lema 4.1.1. Seja D = {y € E(A/M) : va' =2y, Vo' € A'}. Definido dessa forma, D

€ um anel de divisao.

Demonstragao: Esta claro que D é um anel (pois é um subanel de F(A/M)) e
que ele contém a identidade id de E(A/M). Seja 0 # v € D e, como y # 0, (A/M)~y # M.
Logo, existe a € A tal que (a + M)y # M. Note que a pré-imagem de (a + M)~y
pelo epimorfismo (de grupos) canénico A — A/M, em geral, ndo é tnica, porém é bem
determinada médulo M. Logo, se (a + M)y =t + M, denotaremos ay =t,t € A. Como
M ¢é um ideal maximal a direita, o ideal a direita gerado por M e ay deve ser todo o anel

A. Portanto, qualquer que seja y € A, existem m € M, b € A e um inteiro j tais que
y=m-+ay-b+ay-1.
No grupo aditivo A/M, teremos
y+M=M+ (ayb+ M)+ (ayi+ M) = (a+ M)V + (a + M)yi' + M .

Como v € D, 40 = b'~. Ademais, i’ : x + M +— xi + M é um endomorfismo que comuta

com qualquer outro endomorfismo de A/M. Logo,

y+M = (a+Mby+(a+M)i'y+ M=
= ((a+ MMV + (a+ M)i")y+ M =
= (ab+ai+M)y+ M.

Mas y € A é arbitrério, logo y+ M é um elemento arbitrario de A/M e ele estd na imagem
de v, ou seja, (A/M)y = A/M. Portanto, se v € D e v # 0, entdo v é um endomorfismo
sobrejetor de A/M.

Para vermos que 0 # v € D é automorfismo, provaremos que ele é um monomor-

fismo. De fato, seja a + M uma classe tal que
(a+M)y=ay+M=M,

ou seja, ay € M, e suponha que a + M # M, isto é, a ¢ M. Como M é ideal a direita

maximal, A = M + (a),. Isso significa que, dado y € A arbitrario, podemos escrever
y=m-+ab+ai,
para certos m € M, b € A e i inteiro. Em A/M teremos

y+M=M+ (ab+ M)+ (ai + M) = (a+ M)V + (a+ M)i' + M ,
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portanto,

(y+ M)y = yy+M=((a+ MV + (a+ M)i')y+ M =
= (a+Mb'y+ (a+M)i'y+ M =
= (a+ M)W+ (a+M)yi'+ M =
= ayb+ayi+ M.

Logo yy —ayb+avi € M e, como ay € M, devemos ter yy € M, ou seja, (y+ M)y = M.
Entretanto, y + M ¢ elemento arbitrério de A/M e isso significa que (A/M)y = M, pelo
qual concluimos que v = 0, uma contradi¢ao. Logo a deve estar em M e, portanto, vy é
um automorfismo. Logo v tem um inverso v~ em F(A/M). Mas v~ deve estar em D,
pois se va’ = 2’7, entao 2’y = v~ '2’. Portanto, D é um anel de divisao.
|
Note, da discussao anterior, que o anel A’ é uma imagem epimorfa do anel A e,
desprezando a trivialidade, estamos supondo A # (0). Mas a prova nao garante que o anel
D, construido a partir de A, seja nao nulo. Entretanto, se A é k-primitivo, os anéis A’ e
A sdo isomorfos. Para vermos isso, se 2’ é o endomorfismo zero, entao ax + M = M para
todo a € A. Logo, Az C M, isto é, kAx C M e, portanto, x € (M : kA). Entretanto A
¢ k-primitivo; nesse caso, z € (M : kA) = (0), logo x = 0. Isso mostra que A é isomorfo
a A’. Em outras palavras, se A nao for o anel k-primitivo trivial, entdo D é um anel de
divisao nao trivial, isto é, 0 # id € D.
Para as demonstragoes que se seguirao, nessa se¢ao, estaremos considerando um
anel k-primitivo a direita A e M o seu ideal maximal a direita tal que (M : kA) = (0), a

menos que seja explicitado o contrario.
Lema 4.1.2. A/M ¢é um espaco vetorial a direita sobre o anel de divisao D.

Demonstragao: Seja v um elemento qualquer de A/M. Tome v € D C
E(A/M). Dessa forma, vy é também um elemento de A/M, logo a operacao “por es-
calar” estd bem definida. Claramente, v-id = v, v(y1 +792) = VY1 + VY2, V- Y1Y2 = VY1 - Y2,
quaisquer que sejam 71,7, € D (basta usar o mesmo raciocinio na discussao anterior,
quando provamos que (x +y) =2’ + ¢ e (zy) = 2'y/). Como v é um morfismo definido
em A/M, (v1 + va)y = v17y + v2y, quaisquer que sejam vy, vy € A/M, e o resultado segue.

[ |

Em geral, A/M nao é um espago vetorial de dimensao finita. Logo, em geral,
L(A/M), o conjunto de todas as transformagoes lineares com dominio em A/M néo
tem dimensao finita. Se A/M tem dimensao finita, digamos n, entdo L(A/M) pode ser
representado como o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem n com entradas

em D.
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4.2 O teorema da k-densidade

Comecemos essa secao com um lema muito 1til para a demonstracao do teorema

de densidade generalizada.

Lema 4.2.1. Se G é um subespago proprio de dimensdo finita de A/M e v estda em A/M

mas nao esta em G, entao existe um elemento em ' € A’ tal que ka' anula G mas nao v.

Demonstragao: Primeiramente, note ndo podemos ter kA" = (0). Como A e
A’ sao isomorfos, A’ é também k-primitivo e isso significa kA’ # (0), em virtude do lema
3.3.3.

Provaremos através da indugao (finita) sobre a dimensao n de G. Assuma que o
lema é valido para todos os espacos de dimensao n — 1 e assuma que G tem uma base
{b1,...,bn_1,b,}. Considere agora v ¢ G e suponha que todo elemento a’ € A" que anula
G também anula v.

Seja T" o subconjunto de A’ que anula o espago vetorial gerado por {by,...,b,_1}.

Definido dessa forma, 7" é um ideal a direita de A’, ja que
<{b1, ey bn_1}>T/ = (0) - <{b1, . bn_1}>T/R/ = (0) = T'R - T.

Também, k7" é um ideal a direita de A’

Consideremos b, - kT". Usando a hipétese de indugao, b, -kT" # (0), ou kT" # (0).
Também, como A’ a A isomorfos, kT" é isomorfo a um ideal kT de A.

Por outro lado, b, = b5 + M e M + kbiT = A, ja que bl - kT ¢ M; M + bikT é
um ideal a direita de A que contém propriamente o ideal a direita maximal M. Portanto,
A/M = b, kT = b,-kT’. Tomando como referéncia a construgao anterior, A/M D v-kT".

Agora, consideremos a aplicacao b, (kt') — v(kt'), v € A/M e kt' € kT'. Se
b (kt') = b,(kt"), entdo b, - k(t' —t") = 0 e isso significa que k(t' — ") anula b,. Mas
k(' —t") € kT, logo ele anula by, ...,b,_1, isto é, ele anula G e, portanto, conforme
assumimos no inicio dessa prova, ele anula v, isto é, v - k(t' —t") = 0 ou v(kt') = v(kt").
Consequentemente, b, (kt') — v(kt') estd bem definida.

Ja que A/M = b, - kT' e A/M D v- kT, a aplicagdo b,(kt") — v(kt') é um
endomorfismo de A/M. Mostraremos que ela estd em D. Seja ' € A’ e note que
bkt -a' = b, - kt'ad — v - kt'd, ja que kt'a’ € T < A’. Por outro lado, v - kt'a’ = vkt' - d'.
Logo, a aplicacao b,kt’ — vkt' comuta com qualquer a’ € A’ e, portanto, esta em D.
Assim, existe v € D tal que b,kt’ - v = vkt’, qualquer que seja kt' € kT’. Mas b, kt' - v =
b,y - kt'. Logo, (b,y—v)kT" = (0). Se b,y —v nao é o subespaco gerado por {by,...,b,_1},
entao, pela hipétese de indugao, deve existir um elemento em k7" que nao anula b,y — v.
Mas todos os elementos de k7" anulam b,y — v, pelo qual concluimos que b,y — v estd no

subespaco gerado por {by,...,b,_1}. Logo, v € G, uma contradigao.
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Portanto, se o lema é valido para subespacos de dimensao n — 1, ele é valido para
subespacos de dimensao n. Para findar a demonstracao por inducao, resta-nos mostrar
que o lema é verdadeiro para espagos unidimensionais. Nesse caso, a prova segue oS
mesmos passos dos paragrafos anteriores e o resultado segue.

[ |

A proxima definicao ajudarda no entendimento do significado de “um anel ser

‘largo’” em outro”.

Definigao 4.2.2 (Anel k-denso de transformagoes lineares). Diremos que U é um anel
k-denso de transformacoes lineares com dominio num espaco vetorial V' sobre um anel de
divisdo (nao trivial) A se, para qualquer conjunto linearmente independente {xy, ..., x,} C
V' e qualquer conjunto finito arbitrario {yi,...,yn} C V, eziste um elemento u € U tal que

u: kx; — y;, para todo 1 € {1,...,n}.

Um anel 1-denso é o anel denso ja conhecido na literatura.

Suponha que o subconjunto {yi,...,y,} de V seja linearmente independente. Se
{kxy,...,kx,} ndo for um conjunto linearmente independente, entao nao existird u € U
de forma que u : kx; — y; e isso acarretaria problemas na definicao anterior. Logo, se o
anel U é k-denso, entao o espaco vetorial V' obedece, implicitamente, a condicao: “para
qualquer conjunto {z1, ..., z,,} linearmente independente, o conjunto {kz1, ..., kz, } é ainda
linearmente independente”. Uma pergunta natural é: “Existe algum anel k-denso?”. Se
U é k-primitivo (mas essa hip6tese poderia ser enfraquecida, pelo lema 3.3.3), o conjunto
{kxy, ..., kx,} é linearmente independente, no qual {1, ..., x,} é um conjunto linearmente
independente arbitrario. Provemos esse fato. Suponha que existam 41, ...,9,, € A tais que
> " 6;(kx;) = 0. Desse modo,

n

0= Zéi(kxi) = (ké;)z;

i=1
e isso implica que kd; = 0, para todo ¢ € {1,...,n}, ja que {xy,...,z,} é um conjunto
linearmente independente. Agora, tenhamos em mente as aplicagoes J; : v — J;v definidas
sobre V. Nao necessariamente elas estao em U, mas por causa da condicao d k-densidade,
existe alguma transformacao linear T' tal que T restrita a qualquer subespaco finito de
V' coincide com 9, para algum i. Como U ¢é k-primitivo, k6, = 0 se, e somente se,
0 =0, por causa do lema 3.3.3. Mas A é um anel de divisao (nao trivial), portanto se
5/(V) = (0), para qualquer ¢ € {1,...,n}, entdao §; = 0, para qualquer i € {1,...,n}, pelo
qual concluimos que {kxy, ..., kz,} é linearmente independente.

Em particular, se V' tem dimensao finita, o anel k-denso U é o anel de to-
das as transformacoes lineares com dominio em £V. Também, em dimensao finita, a

condigao “para qualquer conjunto {vy, ..., v,} linearmente independente de V', o conjunto
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{kvy, ..., kv, } é ainda linearmente independente” é o mesmo que dizer que kV = V. Logo,
se V tem dimensao finita, o anel k-denso U é o anel de todas as transformacoes line-
ares com dominio em V. Note que a k-densidade é mais forte que a densidade, pois
kx; -u = x; - ku e ku = t também esta em U. Em outras palavras, para qualquer con-
junto linearmente independente {z1,...,2,} C V e qualquer conjunto finito arbitrario
{y1, .., yn} €V, existe t € U tal que z;t = y;, para todo i € {1,...,n}. Isso significa que
a k-densidade implica na densidade.

Estamos agora aptos a demonstrar a k-densidade para anéis k-primitivos a direita.

Teorema 4.2.3. Todo anel k-primitivo a direita € isomorfo a um anel k-denso de trans-

formacoes lineares com dominio num espaco vetorial a direita sobre um anel de divisao.

Demonstracao: Mostraremos que A’, que é isomorfo ao anel A e, portanto, é
k-primitivo, é um anel k-denso de transformagoes lineares com dominio em A/M.

Seja {1, ..., z,} um subconjunto linearmente independente arbitrario de A/M.
Considere agora o conjunto linearmente independente {kx, ..., kx,}. Seja G o espaco de
dimensao finita gerado por {za,...,z,}. Em virtude do lema 4.2.1, existe um elemento
t; € A’ tal que kt; anula G e nao anula x;. Digamos que x1kt; = (kxi)t; = z; # 0.
Usando o mesmo argumento para os demais vetores de {xi,...,2,}, podemos encontrar
t; € A" tal que (kz;)t; = z; # 0 e (kx;)t; = 0 para i # j, 4,5 € {1, ...,n}. Usando o mesmo
lema, z; A’ # (0), para cada z; # 0.

Tal como na prova do lema 4.2.1, A/M = z;kA’, qualquer que seja i € {1,...,n}.
Logo, para y; € A/M arbitrdrio existe u; € A’ tal que z;(ku;) = y;, isto é, k*zit;u; = y;.
Se av = ktyuq + -+ - + kt,u,, entdo o € A’ e

(kxj)a = kx;(ktyuy + -+ + ktpuy,)
= Kaitou; = (koy)ti(ku;)
= Y
para todo i € {1,...,n}. Logo A" é k-denso e o teorema é demonstrado, pois, como A é

um anel k-primitivo, A e A’ sdo isomorfos.

Corolario 4.2.4. Se A é um anel de transformagoes lineares sobre um espaco vetorial @
direita Va sobre um anel de divisao A e se para qualquer v # 0 em Va e qualquer outro
w € Va, A contém um elemento x tal que kvr = w, entdo A € k-primitivo a direita.
Em particular, se A € um anel k-denso de transformacoes lineares sobre Va, entdo A €

k-primitivo a direita.

Demonstracgao: Para simplificar a linguagem, denotaremos o espago vetorial

Va simplesmente por V', pois o anel de divisao A ja esta implicito no contexto. A
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condicao “para qualquer v # 0 em V e qualquer outro w € V, A contém um elemento
x tal que kvr = w”, assumida nesse corolario, é chamada de k-unitransitividade, ou k-1-
transitividade, e é uma assuncao mais fraca que a k-densidade, ja que a k-densidade pode
ser entendida como a k-n-transitividade.

Seja v # 0 em V um vetor arbitrario. A hipdtese afirma, em outras palavras, que
kvA = V. Seja M = {a € A : kva = 0}. Claramente, M é um ideal a direita de A e
M # A, pois kvA =V # (0). Note que

(M :kA)={a€ A:kAa C M} = (0),

pois se kAa C M, entdo v - kAa = kvAa = (0). Como kvA = V, isso significa que
kvAa = Va = (0). Mas a tnica transformacdo linear que manda todo o espago V' no
espago (0) é a transformacgao 0. Logo a = 0 e, portanto, (M : kA) = (0).

Finalmente, mostraremos que M é maximal em A. Suponha entao que exista N
ideal a direita de A tal que N D M e seja = tal que z € N e x ¢ M. Logo kvx # 0
e, portanto, kvxA = V. Agora seja a € A arbitréario e seja v; = kva. Como zA C N,
kuvN = V. Dessa forma, existe y € N, tal que kvy = v; = kva, isto é, kv(y — a) = 0.
Portanto, y —a € M, ou y — a = m, para algum m € M. Logo a =y —m estd em N,
pois M C N e, portanto, A C N, pelo qual concluimos que A = N e, dessa forma, M é
ideal a direita maximal de A.

Logo, A contém um ideal a direita maximal M tal que (M : kA) = (0) e, portanto,
A é k-primitivo a direita, por definicdo. A k-unitransitividade é um caso particular de
k-densidade.

[ |

O corolario 4.2.4 nao prova que A é k-denso em VA, ou que a k-unitransitividade
é equivalente a k-densidade. Aplicando o lema 4.1.1 ao anel k-primitivo A, obteremos,
em geral, um anel de divisao D maior que A. Dessa forma, A tem de ser k-denso em Vp,
mas nao necessariamente em V.

Para ilustrar essa observacgao, seja Cg o corpo dos complexos pensado como um
espaco vetorial a direita sobre R. Agora pensemos C como um anel de transformacoes
lineares definidas no espaco vetorial Cg. Para qualquer 0 # v € Cg, vC = Cg; portanto, C
¢ unitransitivo sobre Cg, logo ¢ um anel primitivo a direita (ou 1-primitivo a direita). Por
causa do lema 4.1.1, nés encontramos D = C e portanto C é denso em C¢. Entretanto,
C nao é denso em Cg. O conjunto {1,i} é linearmente independente em Cg. Considere

agora o conjunto unitério {1}. Se existisse ¢ € C tal que

c:1 — 1

c:1 +— 1,
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entdo ¢ = a+bi é tal que 1-¢ = 1(a + bi) = 1; portanto a = 1 e b = 0. Também,
1 =1i-c=1i(1) =4, uma contradicao.

O teorema 3.2.10 nos fornece, de imediato, o seguinte resultado:

Teorema 4.2.5. O anel A/Ji(A) € isomorfo a uma soma subdireta de anéis k-primitivos

a direita.

Demonstragao: Pode ser encontrada em [And09].

O teorema 4.2.3 nos fornece o seguinte teorema de estrutura:

Teorema 4.2.6 (Teorema de Estrutura). O anel A/J(A) € isomorfo a uma soma sub-
direta de anéis k-densos de transformacoes lineares com dominio num espaco vetorial a

direita sobre um anel de divisao.

|

A generalizacao do teorema de densidade de Jacobson encerra, nesse trabalho,

nossa linha investigativa acerca das estruturas algébricas preservadas, generalizadas ou
estendidas pelo radical Ji, tendo por ponto de partida o radical de Jacobson J. Os
proximos resultados seguirao no rumo de entender o radical J; dentro de um contexto mais
geral na Teoria de Radicais, inclusive com comparacoes a outros radicais da literatura.
Nesse sentido, nos importard conhecer o comportamento da familia {Jx; & > 1} no

reticulado dos radicais.



Capitulo 5

O reticulado dos radicais

k-quaserregulares

Foi visto que a operacao de Perlis generalizada “o,” esta associada a classe radical
dir de anéis associativos. Variando-se o parametro k da operacao de Perlis generalizada,
obtemos uma familia de classes radicais com caracteristicas similares: {J; k € Z, k # 0}.

A demonstracao do teorema 3.3.11 sugere uma maneira pela qual podemos definir
supremos e infimos de classes radicais. Seja {Ry; A € A} uma colegao de classes radicais.

Definamos

\/ {Rs )\eA}:L(U{RA; AeA})

A{R Ae A} =){Ry AeA}.

Por causa do teorema 2.1.5, a interseccao de uma colegao de classes radicais é uma classe
radical e, além disso, é a maior das classes radicais que sao cotas inferiores dessa colecao.
Por sua vez, o radical inferior determinado pela uniao de uma colecao de classes radicais
é a menor das classes radicais que sao cotas superiores, pela sua prépria construgao (ja
que o radical inferior determinado pela uniao de uma colecao de classes radicais é o menor
radical que contém todas essas classes). Tal proposta foi feita por Leavitt, em [Lea72|, e
aperfeigoada por Snider, em [Sni72], e tem se mostrado muito 1til no estudo de reticulados
de classes radicais, bem como dos seus subreticulados. Snider mostrou que a classe de
todos os radicais forma um reticulado completo (veja [Sni72]).

Lembremos também que o radical R; é maior que o radical Ry se todo anel radical
segundo R, é radical segundo Ry, ou seja, a classe radical Ry contém a classe radical R,
ou ainda, equivalentemente, que Ry(A) < Ry(A), para qualquer anel A. Dessa forma,
obtemos reticulados de classes radicais e nos importara estudar o reticulado determinado

pela familia {Jx; k € Z, k # 0}.

82
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5.1 A estrutura do reticulado

O principal objetivo dessa se¢ao é estudar o comportamento dos radicais J;, com
k variando em Z, quando comparados entre si. A colecdo {Jx; k € Z, k # 0} serd
denotada por J. Nas proximas demonstracoes, estaremos levando em consideracao um

anel A arbitrario e seus elementos.

Lema 5.1.1. Sejam k el dois inteiros tais que | divide k. Nessas condigoes, J;(A) estd

contido em Ji(A).

Demonstragao: Se [ divide k, entao k = In, n € Z. Tendo em mente o lema

técnico 3.2.3,
(M : kA) = (M : (In)A) = (M :n(lA)) 2 (M : LA).

Por causa do teorema 3.2.10,

J(A) = m{(M :kA) : M <, A maximal} D
(WM :14)} 2({(N:14) : N 9, A maximal} =
Ji(A).

U

[ |
Lembremos que um elemento a de um reticulado (X, <) é um dtomo se L < a e

1 <b<aimplica b= 1 ou b= a.
Note também que o lema 5.1.1 afirma que J < Ji, qualquer que seja k € Z nao

nulo. Em outras palavras, obtivemos o seguinte resultado:

Teorema 5.1.2. O radical J € o unico dtomo de J.

Podemos generalizar o lema 5.1.1 da seguinte forma:

Lema 5.1.3. Sejam k el dois inteiros, d = mdc(k, 1), o mdzimo divisor comum a k e l,
e m = mmc(k,l), o minimo multiplo comum a k e l. Nessas condigoes, Jx(A) N J,(A) =

Ja(A) € Jr(A) + Ji(A) = 3. (A).

Demonstracao: Se d = mdc(k,l), entdo k = dn, | = dm e mdc(n,m) = 1.
Ademais, ndi(A) C J4(A). Para que vejamos isso, suponha = € Ji(A); entdo existe
y € Jr(A) tal que z+y+ kxy = 0 e, como Jx(A) é ideal de A, nx e ny também estao em
di(A). Logo,

(nx) og (ny) = nx + ny + d(nz)(ny) = nx + ny + n(dnxy) = n(z +y + kxy) =0,

pelo que concluimos que ndi(A) C Jqa(A). Mutatis mutandis, md;(A) C Jqa(A). Logo, se

z € Jr(A)NJdi(A), entdo nz e mx estdo em J4(A). Como mde(n, m) = 1, existem inteiros
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s,t tais que sn+tm = 1. Ora, J4(A) é um ideal de A e isso implica que snx e tmx estao
Ja(A). Também, snx+tmz = x € J4(A), portanto, Jr(A)NJi(A) C Js(A). Com o mesmo
raciocinio podemos mostrar que J,,(A) C di(A) + J,(A).
A contingéncia reversa é imediata, por causa do lema 5.1.1, pois se d = mdc(k, ()
e m = mmc(k, ), entdo d|k, d|l, k|m, [|m, portanto J;(A) C Jrx(A) e Ja(A) C Ji(A), impli-
cando em J4(A) C Jr(A) N Ji(A); também, Jx(A) C dn(A) e di(A) C J,n(A), implicando
em Ji(A) + J1(A) C In(A).
[

Corolario 5.1.4. Sejam ki, ..., k. inteiros, d = mdc(ky, ..., k) e m = mmc(ky, k). Nes-

sas condicgoes,

(V3k(A) = 3a(A) € Y 3k (A) = Fu(A).

Demonstragao: Basta usar inducao finita. Esta claro que mdc(ky, ..., k) é o
méximo divisor comum aos elementos ki, ..., k. e mmc(ky, ..., k) é o minimo multiplo
comum aos elementos kq, ..., k,.

|

Lembrando que a intersecao de dois ideais é maior ideal contido em ambos e que o
a soma de dois ideais é o menor ideal que contém ambos e fazendo as devidas adaptagoes,
obtemos a versao para classes radicais do lema 5.1.3, isto é, JyANd; = dag e I VI = Jm, em

que d = mdc(k,l) e m = mmc(k, 1), a qual também pode ser estendida indutivamente,

Ndx. =34 ¢ \/ Ok, =m ,
=1 =1

em que d = mdc(ky, ..., k) e m = mmc(ky, k).

Dessa forma, acabamos de provar os seguintes resultados:

Teorema 5.1.5. Os reticulados (J , <) e (N ||) sdo isomorfos, em que | denota a divisdo.
[

Teorema 5.1.6. (J,V,A) é um subreticulado do reticulado de classes radicais.

Demonstragao: Note que Jx V J; = Jmmekt) € Ik AN di = Jmde(ry), em que V e

A sao os operadores supremo e infimo, respectivamente, definidos para o reticulado de
classes radicais.

|

Em [Sni72] também pode ser encontrado um exemplo que mostra que a classe de

todos os radicais especiais (a denotaremos por L) nao é um subreticulado do reticulado

de todos os radicais. Todos os radicais em J s@o especiais (teorema 3.3.7), entretanto

J <L, é um subreticulado do reticulado de todos os radicais.
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5.2 O radical J

Nesta se¢@o, nos importara saber o comportamento da colegao {Jx; k € Z, k # 0}
de todos os radicais k-quaserregulares considerando-se conjuntos de indices nao finitos. A
especialidade e a extensibilidade matricial sao conceitos que ja foram vistos no capitulo
2 e que serao retomados aqui, pois servirao de suporte para outro resultado. Os critérios
que comparam as classes radicais J, entre si ja foram vistos na secao anterior.

Consideremos o supremo Jo, da colecao {Jx; k € Z, k # 0}. Esse supremo
¢ também uma classe radical (pois a classe de todos os radicais forma um reticulado

completo). O seguinte resultado levara em consideracao a especialidade de classes radicais:

Teorema 5.2.1 (Snider). A colecao de todos os radicais especiais forma um reticulado

completo.

Demonstracao: Consulte [Sni72].
[ |
Para os radicais que sao especiais e matricialmente extensiveis, o teorema 5.2.1

pode ser apresentado de forma particularizada.

Teorema 5.2.2 (Booth, France-Jackson). A classe de todos os radicais especiais e matri-

cialmente extensiveis é um subreticulado completo da classe de todos os radicais especiais.

Demonstragao: Consulte [BFJ06-2].

Corolario 5.2.3. O radical J € especial e matricialmente extensivel.

Demonstragao: Segue-se imediatamente do teorema 5.2.2.
[ |
O préximo resultado exibird o radical Jo.(A) como um ideal de um anel A ar-

bitrario.
Teorema 5.2.4. Sejam A um anel e Ji(A) seu radical de Jacobson generalizado.

() = 3 duA).
kEZ, k#0

Demonstragao: Qualquer que seja k € Z nao nulo, J., > Ji, pela sua prépria
construgdo e isso significa que Joo(A) 2 Jx(A), portanto Joo(A) 2 > 4z rs0 dx(A). Por
outro lado, Zkez, k0 Jk(A) — essa soma ¢é a soma de ideais que estamos usando desde o
inicio desse trabalho (defini¢ao 1.1.17) — é uma cota superior de {Jx(A); k € Z, k # 0},

portanto » ;o dr(A) 2 Joo(A).
[
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Seja k um inteiro nao nulo. Denotemos por 7, a classe de k-torcao, isto é, um
anel A estd em T, se, e somente se, para todo elemento x de A existe um inteiro positivo
n tal que k"x = 0. Usando o teorema 2.1.4, podemos ver facilmente que T, é uma classe
radical, para todo inteiro k.

Em [MCSt98] é demonstrado que J, = J V Ti. Dessa forma, para k nao nulo,

Jo=\ 0=\ (@VT)=03V\/ T (5.1)

kEZ kEZ kEZ

Observacao 5.2.5. Nao ¢ dificil ver que J e T, sao classes nao comparaveis, para um k
inteiro nao nulo. Seja F' um corpo de caracteristica k. Sabemos que todo corpo é um anel
simples; dessa forma, o radical de Jacobson deste anel é o ideal nulo, pois a identidade
1r nao é quaserregular. Em contrapartida, todo elemento deste anel tem k-torcao, logo

seu radical de k-torgao é todo ele.

Note que Ji(A) é a soma de todos os ideais k-quaserregulares de um anel A ar-
bitrario e um ideal de A é k-quaserregular se todos os seus elementos sao k-quaserregulares.
Sobre o radical J.,, uma pergunta que poderia ser feita é a seguinte: J,, pode ser for-
mulado de maneira elementar, isto é, a partir de alguma propriedade imposta sobre os
elementos de um anel A, podemos construir J(A)? Nesse caso, a resposta é afirmativa.
Se A é um anel arbitrério e x € Jo(A), entdo © = yg, +Yg, + - +Yg,, €m que yx, € Jx, (A4),
para todo 1 < i <n. Ora,

Yo+ Yko T F Yk € I (A) + 3k, (A) + -+ 4 31, (A) = G (A),

em que m = mmc(ky, ..., k,). Portanto, todo elemento = em J..(A) é n-quaserregular, em
que n = n(x) é um inteiro nao nulo.

Ao longo deste trabalho, pudemos notar que os Ji, com k € Z nao nulo, apresen-
tam muitas caracteristicas em comum, assim como J.,, conforme visto no corolario 5.2.3.

Todavia, este ultimo se distingue daqueles como nos mostra o proximo exemplo.

Exemplo 5.2.6. O radical Jo nao é fechado para somas subdiretas mem para somas

diretas completas.

Alguns radicais tém a propriedade de ser fechado para somas diretas completas,

isto é, se {A\; A € A} é uma colegdo de anéis R-radicais, para algum radical R, entao
[[Arex
AEA

O radical Ji, em k € Z é um inteiro nao nulo arbitrario, por exemplo, é fechado
para somas diretas completas, pelos mesmos motivos que tornam g fechado para somas
diretas completas (consulte [GW04]).
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Um resultado da teoria basica de anéis é que NpZ = (0), com p primo; portanto

7 = Z LpZ = Z Z, (teorema 1.2.6).

p primo p primo

Imediatamente apés o corolario 3.2.11, mostramos que Jx(Z) = (0), para qualquer
k € Z nao nulo. Logo, Joo(Z) = > ez dx(Z) = (0). Note também que J,(Z,) = Zp,
com p € Z primo, pois 3,(Z,) = J(Z,) + T,(Z,) ¢ T,(Z,) = Z,, ja que pZ, = (0).
Portanto, Jo(Z,) = Z,, pois Z, = J,(Z,) C J(Z,) C Z,. Em outras palavras, o anel
7, dos inteiros é um anel J,.-semissimples que é escrito como soma subdireta de anéis
Joo-radicais, portanto J,, nao é fechado para soma subdiretas.

Para ver que J nao é fechado para somas diretas completas, seja [[, .y An uma

neN
soma direta completa de anéis J..-radicais de forma que em A; exista um elemento x;
que é quaserregular, em A, exista um elemento o que é 2-quaserregular e, de modo geral,
em A, exista um elemento z,, que é n-quaserregular. Agora seja v = (1, Z2,...,Tp,...)
em HneN A,. Se HneN A, é Jo-regular, existe m € Z nao nulo tal que x é m-regular.
Suponha, sem perda de generalidade, que m seja um inteiro positivo. Pela prépria escolha
de x, m é um inteiro positivo que é dividido pelos demais inteiros, isto é, m é um maximal

entre os inteiros, uma contradicao.



Conclusao

Neste trabalho, demos prosseguimento aos resultados obtidos por Andrade e Petit
Lobao, em [And09], estabelecendo as equivaléncias classicas (do radical de Jacobson) com
respeito ao radical Ji(A), em que A é um anel arbitrdrio. Melhoramos o teorema de
estrutura dos anéis J;-semissimples obtido pelo proprio Andrade, além de detectarmos um
fenomeno que distingue “fortemente” anéis k-primitivos e anéis primitivos: a k-densidade.
Através da k-densidade, estabelecemos o teorema da densidade de Jacobson num contexto
mais amplo e provamos que os espacos vetoriais no contexto da densidade para o radical
Jr tém uma estrutura muito peculiar: cada um deles é construido sobre um anel de
divisdo cuja caracteristica é diferente de k. Mostramos também que os reticulados (N, |) e
(J, <) sao isomorfos e esse fato é, num certo sentido, surpreendente: o reticulado de classes
radicais é, em termos de ideia, muito “baguncado” (classes radicais, em geral, ndo tém um
bom critério de comparacao entre si). Entretanto, nessa “bagunca radical”, encontramos a
familia J = {Jx; k € Z,k # 0}, que é bem “organizada” (essa familia possui um critério de
comparagao bastante razodvel para os seus elementos). Em particular, podemos destacar

dentro de J uma cadeia de radicais, a saber:
J<32<3s <+ <Jon <o

Outro objeto proveniente deste trabalho é o radical J.,. Ele preserva a extensibi-
lidade matricial e a hereditariedade de g, mas nao é fechado para somas diretas completas.
Isso torna J, radicalmente distinto de cada Ji, k é um inteiro nao nulo, o que nos permite
afirmar que obtivemos um novo radical na literatura matematica.

Seja A um anel. Diremos que um elemento = de A torce se existe n = n(x) inteiro
tal que nx = 0. Seja T a classe dos anéis tais que todos os seus elementos torcem. Por
causa do teorema 2.1.4, T é uma classe radical. Em virtude da equagao 5.1, conjecturamos

(embora isso seja “quase verdade”):
° ‘I:\/{(Ik, k‘GZ}
o Ju(A) = J(A) + Tu(A).

o Ju(A) =3J(A)+T(A).
88
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Tendo por inspiragao o teorema 5.2.4, conjecturamos o seguinte:

R= \/ Ry <= R(A) = Z Rr(A), para qualquer anel A,
AEA AEA
em que R, ¢é radical, pra todo A € A. Caso isso nao seja verdade para qualquer familia
de radicais, haveria alguma condicao que pudesse ser imposta aos radicais Ry para que a
equivaléncia se tornasse valida?

Outra proposta é analisar o comportamento de um radical qualquer quando se
considera a sua “juncao” com o Ti. Sabemos que J, = J V Ti, ou seja, o que torna
Jr diferente de J é o radical T,. Entretanto, J e Jr sao muito parecidos, tendo em
vista algumas de suas caracterizagoes radicais (hereditariedade, extensibilidade matricial,
especialidade, forga). Tomemos um radical R arbitrario e consideremos sua extensao
R = RV Ty. Surge outra pergunta: Ry é sempre uma extensao “suave” de R? A palavra
“suave” estd sendo usada aqui para indicar que Ry preserva as caracterizagoes radicais de
R: se R é especial, por exemplo, R, também é especial?

O leitor deve ter percebido que o radical de Brown-McCoy G é outra forma de
estender o radical de Jacobson J. Em [Div64], é demonstrado que J < G, isto é, pode-se
exibir um anel que é G-radical mas nao é J-radical. Como G se comporta frente a cada
radical 7,7 Em algumas discussoes acerca desse trabalho, percebemos que a caracteristica
do anel é fator que pode ser determinante nesse critério de comparacao e, por isso, ¢ muito
provavel que G nao seja comparavel com nenhum gy.

Talvez seja interessante verificar se o ideal gerado pelo ideal a direita kaA + A,

que pode ser formulado como

n<w
({kar +1r; re A}) = {kar +r+ inayi + Ty X, Y, T € A} =: Gx(a),
i=1
fornece-nos a condicao de G-regularidade generalizada, a Gj-regularidade, para a qual a
colecao dos anéis Gi-regulares também formem uma classe radical. Supondo que a classe
dos anéis Gy-regulares, construida da mesma forma que os anéis G-regulares (veja a segao
2.7), seja uma classe radical, serd que a mesma coincide com a classe GV T;7

O radical Ji é o radical superior determinado pelos anéis k-primitivos (teorema
3.3.7) e o radical inferior determinado pela classe J; Un (teorema 3.3.11). Tendo em vista
os teoremas 2.3.1 e 2.3.4, o radical J; esta associado a qual particao na classe dos anéis

simples?
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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