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Resumo

Neste trabalho, estudamos ideais primos de anéis de polinomios e extensoes livres
centralizantes. Sejam R um anel primo, 7" o anel de quocientes de Martindale de R e
C o centroide estendido de R. Mostramos que existe uma correspondéncia biunivoca
entre o conjunto de todos os ideais primos R-disjuntos de R[z], o conjunto de todos
os ideais primos T-disjuntos de T'[x| e o conjunto de todos os polinémios moénicos de
Clz]. Na sequéncia, apresentamos um resultado inédito: dado R um anel qualquer,
encontramos um anel comutativo A tal que existe uma correspondéncia biunivoca
entre os ideais primos de A[z] e os ideais primos de R[z]. Por fim, dada S = R[E]
uma extensao livre centralizante do anel R com base E, mostramos que existe uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos os ideais primos P de R[E]
com PN R =0, o conjunto de todos os ideais primos P* de T[E] com P*NT =0
e o conjunto de todos os ideais primos de C[E]|. Trabalhamos, na verdade, com
uma classe mais geral que os ideais primos, que sao os ideais fechados, os quais sao

definidos ao longo do trabalho.



Abstract

In this work, we study prime ideals in polynomial rings and free centred ex-
tensions. Let R be a prime ring, 7' the Martindale ring of quocients of R and C'
the extended centroid of R. We show that there exists a one-to-one correspondence
between the set of all the R-disjoint prime ideals of R[z], the set of all the R-disjoint
prime ideals of T'[x] and the set of all the monic polynomials of C[z]. In sequence,
we present an unpublished result: let R be a ring, we find a commutative ring A
such that there exists a one-to-one correspondence between the prime ideals of Alx]
and the prime ideals of R[x]. We also consider a free centred extension S = R[E]
of the ring R with basis E. We show that there exists a one-to-one correspondence
between the set of all prime ideals P of R[E] where PN R = 0, the set of all prime
ideals P* of T[|E] where P* NT = 0 and the set of all the prime ideals of C[E]. We
work, in fact, with a more general class of ideals called closed ideals, that we will

define in the text.
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Introducao

Nesta dissertacao, apresentamos alguns estudos sobre ideais primos em anéis
de polinomios e extensoes livres centralizantes. Temos como objetivo principal

estabelecer correspondéncias biunivocas entre ideais primos dos anéis envolvidos.

Para isso, iniciamos o trabalho, no Capitulo 1, apresentando alguns resultados
necessarios para o embasamento da teoria que segue. Este capitulo esta dividido
em trés segoes: na primeira, encontram-se algumas defini¢oes e resultados béasicos
envolvendo anéis e ideais primos. Na segunda, construimos o anel de quocientes
de Martindale ) a partir de um anel primo R e apresentamos algumas de suas
propriedades. Na terceira, mostramos que, dados um dominio de integridade R com
corpo de fragoes K e uma indeterminada z, existe uma correspondéncia biunivoca
entre os ideais primos de R[z] que sao contraidos a 0 em R e os ideais primos de

Klz].

Para o capitulo 2, tomamos como principal referéncia o trabalho de M. Ferrero
[4], cuja motivagao foi analisar a validade de alguns resultados conhecidos para ideais
primos em anéis comutativos, quando trabalhamos com um anel nao comutativo. O
mais importante deles é o que encontra-se citado no paragrafo anterior. Introduzi-
mos, entao, o conceito de ideal principal fechado em anéis de polindomios sobre anéis

primos. A partir desta defini¢ao e de algumas propriedades que demonstramos com



base nela, tomamos R um anel primo, () o anel de quocientes de Martindale de R
e C' o centréide estendido e caracterizamos os ideais fechados através de extensao e
contracao de ideais de R[z|, Q[z] e C[z]. O principal resultado deste capitulo nos
diz que, dados R um anel primo, 7" um anel de quocientes de R e C' o centrdide
estendido, existe uma correspondéncia biunivoca, via contragao, entre o conjunto de
todos os ideais principais fechados de R|x], o conjunto de todos os ideais principais
fechados de T'[z] e o conjunto de todos os polinémios moénicos de C[z]. A partir dai,
podemos caracterizar os ideais primos T-disjuntos de T'[x] como sendo os ideais da

forma Q[z]fo N T[z], para algum polinémio moénico irredutivel fo € Clx].

Finalizando o Capitulo 2, apresentamos um resultado inédito, mostrando que,
dado um anel R qualquer, é possivel encontrar um anel comutativo A tal que existe

uma correspondéncia biunivoca entre os ideais primos de R[z| e os ideais primos de

Alx].

Ja no Capitulo 3, nos baseamos no que foi apresentado por M. Ferrero em [5].
Estudamos os ideais primos R-disjuntos e fechados de S = R[E], onde S é uma
extensdo livre centralizante do anel primo R. Caracterizamos o fecho [/] de um
ideal R-disjunto I de S e definimos um ideal fechado como sendo aquele para o qual

I = [I]. Entao, provamos que dado um ideal primo R-disjunto P de S, P é fechado.

Finalmente, a partir desses resultados, obtemos a desejada correspondéncia
biunivoca entre os ideais fechados de R[E] e de T'[E] e os ideais de C[E], associando
cada ideal fechado I de R[E] com um ideal fechado I* de T[E], se I* N R[E] =1
e I" = Q[E]K NT[E], onde K <1 C[E]. Depois, provamos que existe também uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos os ideais primos P de R[E]
com PN R =0, o conjunto de todos os ideais primos P* de T[E] com P*NT =0

e o conjunto de todos os ideais primos de C[E].



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste primeiro capitulo, introduzimos algumas defini¢oes e resultados basicos

necessarios para o desenvolvimento da teoria que segue.

Ao longo desta dissertacao, estaremos considerando R um anel associativo com
unidade e R[z] o anel de polinémios sobre R. Se f é um polinomio de R[z], usaremos

a notacao Jf para indicar o grau de f.

O ideal de R gerado por um subconjunto A de R serd denotado por (A)g. Além

disso, se R C S é uma extensao de anéis, entao R e S tém a mesma unidade.
Por Cg denotaremos o centro de R, ou seja, Cr = {z € R | vy = yx,Vy € R}.

Usaremos a notagao I < R para indicar que I ¢ um ideal de R (ideal bilateral).

Diremos que um ideal nao nulo P de R[z] é R-disjunto se PN R = 0.

Por fim, salientamos que neste capitulo algumas demonstracoes serao omitidas
por serem imediatas ou por se encontrarem nas referéncias citadas no fim do tra-

balho. (grande parte delas encontra-se em [10] e [7])



1.1 Conceitos Basicos

Definicao 1.1.1. Um ideal P de um anel R € dito um ideal primo se, dados dois

1deais quaisquer I e J de R tais que IJ C P, temos I C P ou J C P.

Teorema 1.1.2. Seja P um ideal do anel R. As sequintes condi¢oes sao equiva-
lentes:

(1) P € um ideal primo;

(1i) Se a,b € R, com (a)r(b)r C P, entdo a € P ou b € P;

(1ii) Se a,b € R com aRb C P, entio a € P oub € P;

(iv) Se I e J sao ideais a esquerda (direita) de R, entao IJ C P implica I C P ou
JCP;

(v) Dados dois ideais I e J de R tais que I O P e J 2O P, se IJ C P entao I = P
ouJ =P.

Usaremos a notacao P <’ R para indicar que P é um ideal primo de R.

Defini¢ao 1.1.3. Dizemos que um anel R é primo se (0)g € um ideal primo.

Em vista da definicao de ideal primo e do Teorema 1.1.2, temos diferentes
condicoes, cada uma delas equivalente a condicao de que R é um anel primo. Em
particular, um anel R é um anel primo se e somente se vale uma das (e portanto as
duas) seguintes condigoes equivalentes:

1) Se I e J sao ideais de R tais que IJ =0, entdo I =0 ou J = 0.

2) Se a,b € R sao tais que aRb = 0, entdo a =0 ou b = 0.
Proposicao 1.1.4. Se R é um anel primo, entao o anel de polinémios R[x| também
¢ primo.

Demonstragao: Sejam f, g € R[x] ndo-nulos. Entao, f = f'+az" e g = ¢ + ba™,

onde df" < n, ¢ < m e a,b € R\ {0}. Como R é primo, segue da condigao



(2) acima que existe r € R tal que arb # 0. Além disso, também temos que
frg = f'rg' + f'rbx™ + ax"rg + arbz™™ e O(f'rg + f'rba™ + ax"rg’) < m +n,

dai podemos concluir que frg # 0, ou seja, fR[x]g # 0. Logo, R[x] é primo. [ |

Se P é um ideal primo nao nulo do anel de polinémios R[z] entdo podemos
supor que PN R = 0, pois caso contrario podemos fatorar R como R = R/(P N R)
e P como P = P/(PN R)[z], e portanto R serd um anel primo e P serd um ideal
primo de R[z] com PN R = 0. Assim, para estudar os ideais primos de R[z], iremos

considerar apenas o caso em que R é primoe PN R = 0.

Definicao 1.1.5. Um anel R € simples se seus unicos ideais sao oS triviais, ou

seja, 0 e R.

1.2 Anel de Quocientes de Martindale

Nesta segao, teremos como base as ideias encontradas em [8], § 14, e [2], capitulo

Sejam R um anel primo nao necessariamente com unidade e U a colegao de
todos os ideais nao nulos de R. Podemos observar que, se I,J € U entao IJ € U e
INJeU. Se I < R diremos que f: I — R é um R-homomorfismo a direita se f
é aditiva e f(ar) = f(a)r, para cada a € I, r € R. No que segue, consideraremos

ideais I € U e R-homomorfismos a direita f : [ — R.

Vamos denotar por €2 o conjunto de todos os pares (I, f)onde l eUUe f: ] - R

¢ um R-homomorfismo a direita.
Em €2, definiremos a seguinte relagao de equivaléncia:

Se (I, f),(J,g) € Q, diremos que (I, f) é equivalente a (J,g) ((I,f) ~ (J,9)),

se existir um ideal ndo nulo H C J NI tal que flg = g|u. E facil ver que esta é



uma relacao de equivaléncia e que pode ser definida de maneira equivalente como:

(L, f) ~ (J, g) se e somente se flins = glins-

Denotaremos por () o conjunto quociente 2/ « e por [I, f] a classe de equivaléncia

de (1, f), onde (I, f) € Q.

Podemos, ainda, dotar () de uma estrutura de anel definindo as seguintes operagoes

de adicao e multiplicacao, de forma que R C Q:

Defini¢ao 1.2.1. Sejam [, f],[J,g] € Q. Definimos a soma e o produto em @
por:

(i) I, fl+[Jgl=INJ f+yg| onde f+g:INJ — R é definida de maneira
natural: (f + g)(a) = f(a) + g(a), para todo a € I N J.

(ii) (1, f]-[J,g) = [J1, fog), onde fog: JI — R ¢ definida por (fog)(a) = f(g(a))
para cada a € JI (f o g estd bem definida, pois g(JI) C I).

Na verdade, ¢é facil ver que as duas operagoes estao bem definidas e que, com

elas, () é um anel com unidade. Além disso, [R,0] = 0¢ e [R, Idg] = 1.

O anel @ definido acima é denominado anel de quocientes a direita de Martin-
dale de R. De forma andloga, podemos definir o anel de quocientes a esquerda de

Martindale de R (basta usar, no item (ii) anterior, I.J e g o f).
Vejamos, agora, como R pode ser mergulhado em Q:

Se a € R, denotaremos por a. a multiplicacao a esquerda por a, ou seja, temos
uma funcao a, : R — R definida por a.(z) = ax para cada x € R. Entao [R, a.] ¢ um
elemento de @), o qual denotaremos simplesmente por a.. A aplicacdo ¥V : R — @
definida por ¥(a) = a, para cada a € R, é um homomorfismo injetor de anéis. Isto
permite identificar R com sua imagem W(R) em (). Utilizando esta identificacao,

podemos supor R C () e, para cada a € R, escrever a, = a.

Proposicao 1.2.2. Sejam R um anel primo e QQ o anel de quocientes a direita de



Martindale de R. Entao:

(i) R CQ;

(i) SeI €U e f:I— R éum R-homomorfismo a direita, entdo existe ¢ € Q tal
que f(r) =qr, Vr € I;

(131) Para quaisquer qi,qa,...,q, € @ existe I € U tal que ;I C R para cada
1=1,..,n;

(1v) Se qI = 0 para algum q € Q onde I € U, entdo q = 0.

O centro de @) é chamado o centroide estendido de R, e é denotado por C'. Pela

proposicao anterior, ¢ € C' se e somente se qr = rq para cada r € R.
O anel gerado por R e C é igual a RC, e chamado fecho central de R.

Um subanel de ) que contém R é chamado anel de quocientes a direita de R.

Claramente RC' é um anel de quocientes a direita de R.

Proposicao 1.2.3. Sejam R um anel primo e () o anel de quocientes a direita de
Martindale de R. Entao:

(1) Todo anel de quocientes de R também é primo;

(i1) g € C se e somente se existe um ideal nao-nulo I de R e um R-homomorfismo
bilateral f : I — R tais que f(r)=qr, Vrel;

(1ii) C' € um corpo.

1.3 Ideais Primos em Anéis Comutativos de Polindomios

Nosso objetivo, nesta secao, é apresentar o teorema que serviu de motivacao para

[4]. Tal resultado pode ser encontrado em [6] e é o seguinte:

Teorema 1.3.1. Seja R um dominio de integridade com corpo de fracoes K, e seja
x uma ndeterminada. Entao existe uma correspondéncia biunivoca entre os ideais

primos de R[z] que sao contraidos a 0 em R e os ideais primos de K|x].



Antes de demonstrar este teorema, faremos algumas consideragoes:

Seja S um subconjunto multiplicativamente fechado de R. Vamos assumir que

0 ¢ S, pois sabemos que se 0 € S entao Rg = S~'R = 0.

Lema 1.3.2. Sejam A um anel e S um subconjunto multiplicativamente fechado de
A. (Sabemos que se I é um ideal de A entdo Ig = S™I é um ideal de Ag = S71A).
Entao as sequintes afirmacoes sao vdlidas:

(i) Is = (1) se e somente se INS #();

(17) Os ideais primos de Ag estdo em correspondéncia bijetiva (p <> ps) com os

ideais primos de A tais que pN S = (.

Demonstracao: A demonstragao do item (ii) pode ser encontrada em [1], Proposigao

3.11 (iv). Entao, vamos demonstrar apenas o item (i):

Suponhamos que I = (1). Entao, existem 2 € S, y € I tais que ¥ = 1, ou seja,

x=1y. Logo, INS # (.

Reciprocamente, se I NS # (), existe x € INS. Entdo, x € I e x € S, logo

% =1 € I5. Portanto, Ig = (1). "

Agora, podemos demonstrar o Teorema 1.3.1:

Demonstragao: Seja S o conjunto dos elementos nao nulos de R. Assim, S é um
subconjunto multiplicativamente fechado de R tal que 0 ¢ S. Além disso, Rg = K
e Rg[x] é, naturalmente, K[z]|. De acordo com o Lema 1.3.2, os ideais primos Pg de
K|[z] = Rg[z] estao em correspondéncia biunivoca com os ideais primos P de R[]
tais que PN S = (. Mas S = R\ {0}, e como P é um ideal temos que 0 € P. Logo,
PN S =0 equivale a PN R = {0}. |



Capitulo 2

Ideais Primos em Anéis de

Polinomios

Neste capitulo, estaremos seguindo o trabalho desenvolvido em [4], o qual tem
por objetivo estudar os ideais primos de anéis de polinomios sobre um anel primo

R, nao necessariamente comutativo.

Vamos comecar introduzindo algumas notagoes e terminologias. Conforme ja foi
mencionado acima, o anel R é, exceto quando dito em contrario, sempre um anel

primo.

Por Cr denotaremos o centro de R e simplesmente por C' o centréide estendido
de R. Se I é um ideal R-disjunto de R[z], denotaremos por 7(I) o ideal de R que
consiste do zero e de todos os coeficientes lideres dos polinomios de grau minimo de
I. Se f € R[x], 0f denota o grau de f e lc(f) o coeficiente lider de f. Finalmente,
definimos a minimalidade de I por Min(l) = Min{0f : 0# f € I}.



2.1 Ideais Principais Fechados

Seja R um anel primo e denotemos por
I'r = {f € R[z] : arf = fra, para todo r € R}, onde a = lc(f)
Para f € T'g com a = lc(f), consideramos
[flr = {g € R[z] : existe 0 # H < R tal que gHa C R[x]f}

Iremos omitir o R subescrito quando este estiver claro no contexto.

Comecaremos, entao, com o seguinte lema:

Lema 2.1.1. Seja f € T com 0f > 1. Entao, [f] é um ideal R-disjunto de R|x]

que contém f como um polinomio de grau minimo.

Demonstracio: E ficil ver que [f] é um ideal de R[z]. De fato, pela definicio de
[f] temos que [f] € R[z]. Além disso, 0 € [f] e, se g € [f], ¢ € R, basta mostrar
que gc, gz € [f] (analogamente, provamos para cg e xg, e todos os polinémios serao
combinagoes desses). Como g € [f], existe 0 # H < R tal que gHa C Rz|f, onde
a = lc(f). Mas entao grHa C R[z]f (o mesmo para cH). Logo, podemos afirmar
que gz, gc € [f]. Como fra = arf € Rlz]f, para todo r € R (onde a = lc(f)),
temos f € [f]. De fato, basta ver que fRa = aRf C R[z]f.

Vamos mostrar, agora, que f tem grau minimo em [f]:

Se g < df com Of =neg € [f], existe 0 # H < R tal que gHa C Rx]f. Para
h € H, existe k = x™b,, + ... + by, com gha = kf. Mas dgha < n e Okf > n entao,
para que a igualdade seja verdadeira, devemos ter b,,a = 0. Além disso, para todo
r € R, ghara = kfra = karf.

Suponhamos, por inducao, que b;a = 0 para ¢t = m,...,m — s + 1. Entao, pela

relacao anterior, temos que b,,_sara = 0 para todo r € R. Dai segue que b,,_sa =0

10



(j& que R é primo). Logo, b;a = 0 para ¢ = 0,...,m e portanto gHaRa = 0. Como

R][z] é primo, segue que g = 0.

Por fim, como 0f > 1 e f tem grau minimo em [f], é claro que [f|N R=0. &

Lema 2.1.2. Suponhamos que f e f' estao em I'. As sequintes afirmagoes sdao
equivalentes:
(@) (1€ 1f]
(ii) f € [f]
Demonstragao: Claramente (i) implica (iz). De fato, se [f] C [f’], como j& vimos

no lema anterior que f € [f], segue que f € [f'].

Reciprocamente, se f € [f'] e g € [f], existem ideais ndo nulos H e H de R
tais que fHa' C Rlz|f' e gH'a C R[z]f onde a = lc(f) e ' = le(f’). Entéo
gH'aHd' C Rlz]fHd C Rz]f'. Além disso, 0 # H'aH < R, pois H'a e H sao
ideais & esquerda de R com H'a # 0, porque se H'a = 0 terfamos aH'a = 0, o que

¢ um absurdo. Dai segue que g € [f’]. Logo, f € [f'] implica que [f] C [f']. [ |

A partir deste lema, obtemos facilmente o seguinte corolario:

Corolario 2.1.3. Suponhamos que f e f' estao em I'. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(@) [fT = 11]

(@) felflef elf]

(1ii) fra' =arf edrf = f'ra para todo r € R, onde a = lc(f) e a' = lc(f’)

Demonstragao: Podemos ver facilmente que (i) < (ii), diretamente do Lema
2.1.2.

Por outro lado, sabemos que arf = fra e que d'rf’ = f'ra’, e vamos supor
que vale (i7). Entao, arf’ — fra’ = 0, pois lc(arf’) = ard e lc(fra’) = ard'.

Analogamente, podemos mostrar que a'rf = f'ra.
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Reciprocamente, suponhamos que vale (iii). Como fra’ = arf’, temos que

fra’ € Rlz]|f' para todo r € R, e portanto f € [f']. Da mesma forma, f" € [f]. W

Para obtermos nosso primeiro resultado importante, precisamos da seguinte

definicao:

Definicao 2.1.4. Um ideal I de R[x] é dito principal fechado se existe f € I' tal

que [f]=1.

Teorema 2.1.5. Sejam R um anel primo e I um ideal R-disjunto de R[x]. Entao
existe um menor ideal principal fechado [I] de R[z| que contém I. Além disso,

[I] = [f] para algum polinomio f de I de grau minimo.

Demonstragao: Seja f um polinomio de grau minimo n em I com lc(f) = a.
Entao, fra = arf para todo r € R (pois f € I, que é um ideal bilateral), e
portanto f € I'. Se g € I e g = n, temos gra — brf € I, para todo r € R, onde
b = le(g). Logo, como n é o grau minimo em I, temos gra = brf € R[z]f, para

todo r € R, e entao g € [f].

Suponhamos, por indugao, que para g € I com dg < m — 1 temos gHa C R[x]f
para H = RaR---aR (onde R aparece m—n vezes). Assim, g € [f] e tomemos k € [
tal que 0k = m e lc(k) = c¢. Para r € H, consideramos k, = kra — 2™ "crf € 1.

(f), logo
Ok, < m —1, k,Ha C R[z|f e dai segue facilmente que kRaHa C R[z|f (basta
< [f]-

Sabemos que 0kra = m e dx™ "erf = m. Além disso, ¢ = lc(k) e a = lc

olhar a definigao de k,.). Isto completa a prova por indugao, e portanto [

Agora, suponhamos que I C [f'] para algum f' € T. Como f € I, temos que
[f] € [f'] pelo Lema 2.1.2. Logo, [f] é o menor ideal principal fechado de R[z] que

contém I. Assim, a prova esta completa. [ |

Defini¢ao 2.1.6. Para um ideal R-disjunto I de R[x], o ideal [I] definido no Teo-

rema 2.1.5 serd chamado o ideal principal fechado associado a I.
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Pelo Teorema 2.1.5, um ideal R-disjunto I de R[z]| é principal fechado se e

somente se I = [/]. Mais geralmente, temos o seguinte corolério:

Corolario 2.1.7. Seja I um ideal R-disjunto de R[z]. Entao, [I] é o maior ideal J
de R[x] que contém I e que satifaz Min(J) = Min(I). Em particular, [I] € o inico
ideal principal fechado de R|x] que contém I e satisfaz Min([1]) = Min(I).

Demonstracio: E claro que Min([I]) = Min(I). De fato, temos que: I <1 R[z],
[f] = {9 € R[z] : existe 0 # H < R tal que gHa C R[z|f}, a =lc(f) e I = [f] para
f € I de grau minimo. Além disso, Min(I) = 0f e Min([I]) = Min([f]) = Of

pois, pelo Lema 2.1.1, f é polinomio de grau minimo de [f].

Suponhamos que J é um ideal de R[z| com Min(J) = Min(I) =ne J D 1. Se

feledf =nentao f € J,eportanto J C [J] = [f] = [{], pelo Teorema 2.1.5.

Assim, mostramos que [I] é realmente o maior ideal de R[z] que contém I e
satisfaz a condigao dada. Mas, no Teorema 2.1.5, j& mostramos que [I] é o menor
ideal principal fechado de R[z] que contém I. Logo, [I] é o tnico ideal em tais

condicoes. [

Se 0 #£ r € R entao r € I' pois, para qualquer s € R, temos rsr = rsr, ja que
le(r) = r, e temos claramente que [r] = R[z]|. De fato, pelo que ja foi visto, temos
[r] = {g € Rlx] : existe 0 # H < R tal que gHr C R[z]r}. Entao, precisamos
encontrar um ideal H tal que gHr C R[x]r. Basta tomarmos, por exemplo, H = R

e veremos que qualquer polindémio g de R|x] estd em [r].

Assim, se I é um ideal de R[z| tal que I N R # 0, definimos [I|] = R|[x]. Desta
forma também teremos que [I| = [f] para algum polinémio f de I de grau minimo,
bastando tomar f = r € I N R. Também vamos usar [0] = 0. Assim, temos o

seguinte corolario:

Corolario 2.1.8. Sejam I e J ideais de R[x]. Entdo:
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(17) Se I C J entao [I] C [J]
(@2) [} + [J)] = [T + J]

Demonstracao: (i) Consideremos I <1 R[x]. Sabemos que [/] = [f], para algum
polinémio f € I de grau minimo. Mas [f], por sua vez, é um ideal de R[z], entao
[[f]] = [¢g] para algum polinémio g de [f] de grau minimo. Entao, podemos tomar
f = g e segue que [[f]] = [f], ou seja, [[]] = [I].

(17) Temos que [I] = [f], para f € I de grau minimo e [J] = [g], para g € J de
grau minimo. Além disso, se I C J entao f € J. Se f for de grau minimo em J,
segue diretamente que [f] = [g], e portanto [I] = [J]. Por outro lado, se f nao for

de grau minimo em J, como I C J temos f € J, logo f € [J] e dai [f] C [J].

(1ii) Como I + J C [I]+[J] e [I] +[J] C [I + J], o resultado segue diretamente
do Corolario 2.1.7. [

Sejam R um anel primo e P um ideal R-disjunto de R[z]. Vamos mostrar que
P é primo se e somente se P é maximal no conjunto dos ideais R-disjuntos de R[z].
Apresentamos, a seguir, uma justificativa para este fato que é baseada no método

usado em [3]. Para outra demonstragao, ver [11].

Lema 2.1.9. Sejam R um anel e 0 # I<R[z]. Dados f € I, comdf = Min(I) =n,
le(f) =a, g € I, com dg = m, lc(g) = b e ry,...,1; elementos arbitrdrios de R,

existe k € R[x] com Ok < m—n, tal que, para qualquery € R, kyf = gria---arjaya.
Demonstracao: (por indu¢ao em m — n)
Vamos supor que m —n = 0 e tomar k = bsary - - - arya.

Entao, kyf — gsary - - - riaya = 0, pois caso contrario este seria um elemento de

I com grau menor do que o minimo. Logo, kyf = gsar; - - - raya.
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Agora, vamos supor que o resultado é valido para m —n — 1 e vamos mostrar

que também vale para m — n.

Tomemos gry, _na—"bry, _,z™ " f € I. Temos que O(gr,—na—bry,_,x™ " f) < m.
Entao, pela hipdtese de indugao, segue que kyf = (grm_na—bry,_,x™ " f)---ariaya,
ou seja, (k + brp,_pax™ ™™ - - aria)yf = grm_na - - - arjarga. Logo, basta escolher

k' =k +br,_,ax™ ™ ---aria e segue o resultado. |

Lema 2.1.10. Sejam R um anel primo e P um ideal primo R-disjunto de R[x]. Se
I € um ideal R-disjunto de R[z] com P C I entdo P = I.

Demonstracao: Consideremos g € P, com dg = Min(P) = m, lc(g) = b e
felcomaf =Min(l)=n<m(pois I D P)ele(f) =a. Pelo Lema 2.1.9,
sabemos que existe k € R[z], com 0k < m — n, tal que, para qualquer ry € R,
krof = grm_na - - - arjarga € P. Entao, kR[z]f C P. Mas P é um ideal primo,
entao sabemos que kK € P ou f € P. Por outro lado, 0k < m —n < m, ou seja,

k ¢ P. Logo, f € P. O resto segue por indugao. |

Teorema 2.1.11. Sejam R um anel primo e P um ideal R-disjunto de R[z|. Entdo

P é primo se e somente se P é mazimal no conjunto dos ideais R-disjuntos de R|x].

Demonstracao: Supondo que P é um ideal primo, segue diretamente do Lema

2.1.10 que P é maximal no conjunto dos ideais R-disjuntos de R|[x].

Reciprocamente, suponhamos que P ¢ um ideal maximal no conjunto dos ideais
R-disjuntos de R|x]. Consideremos A, B ideais de R[z| tais que A D P, B2 P e
AB C P. Entao, (ANR)(BNR) C PNR=0,logo ANR=00u BNR =0,
jd que R é primo. Mas P é maximal no conjunto dos ideais R-disjuntos de R|x] e
estamos supondo que A D P e B D P. Entao, se AN R =0 segue que A = P, e se

BN R =0, que B= P. Logo, P é primo, de acordo com o Teorema 1.1.2. [ |

A partir dai, temos o seguinte resultado:
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Corolario 2.1.12. (i) Todo ideal primo R-disjunto de R[x] é principal fechado.
(73) Um ideal principal fechado é primo se e somente se é maximal no conjunto de

todos os ideais principais fechados de R|x].

Demonstragao: Para a parte (ii), basta usarmos a parte (i) e o resultado acima.

Vamos, entao, provar a parte (i):

Seja P um ideal primo tal que PN R = 0. Sabemos que P C [P]. Mas, pelo que
j& provamos, P é maximal, entao é necessario que P = [P], ou seja, P é principal

fechado. m

Para anéis simples, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.13. Seja R um anel simples. Entao, todo ideal nao nulo de R[z] é
principal fechado. Além disso, se I é um ideal ndo-nulo de R[x] entio I = R[z|f

para algum polinomio monico f € Crlx], onde Cg € o centro de R.

Demonstracao: Seja I um ideal nao trivial de R[z]. Entdao, INR=0e7(I) = R.
Logo, podemos escolher um polinéomio f de grau minimo em I que é moénico. Como
f €T, jaque f tem grau minimo em I, temos f € Cg[z]. Suponhamos que g € [f].
Entao, gR C Rz]f e portanto g € R[z]f. Assim, [f] C R[z|f C I C [f]. |

Corolario 2.1.14. Seja R um anel simples. Entdo existe uma correspondéncia um
a um, via contragao, entre o conjunto de todos os ideais (respectivamente, ideais

primos) de R[x] e o conjunto de todos os ideais (respectivamente, ideais mazimais)

de Cglz].

Demonstragao: Pelo Teoreoma 2.1.13, cada ideal I de R[z| tem um tnico cor-
respondente R[x]f. Para a correspondéncia entre ideais primos e maximais, basta
usarmos o Corolario 2.1.12 observando, pelo Teorema 2.1.13, que todo ideal de R|x]

é principal fechado. [ |

Observacao 2.1.15. Pelo Teorema 2.1.13, vemos que quando R é um anel simples
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entdo todo ideal principal fechado é um ideal principal (usando a terminologia

conhecida) e reciprocamente.

Porém, quando o anel nao é simples, existem ideais principais que nao sao prin-
cipais fechados. Como exemplo, consideremos o ideal I = 227Z[z] (que é principal)

e [I] = xZ[z], onde Z é o anel dos inteiros (0 qual ndo é um anel simples).

Entao, nao podemos usar simplesmente o nome ideal principal. Agora, temos
uma aplicagdo que associa a qualquer ideal I o ideal [I] com as propriedades do
Corolario 2.1.8. Este fato nos da a ideia de que o nome principal fechado é um

nome adequado.

Observagao 2.1.16. E facil ver que todo ideal R-disjunto de Rz] é principal
fechado se e somente se R é simples. De fato, se R tem um ideal préprio H entao

xH|[z] é R-disjunto mas nao principal fechado, ja que [xH[z]] = xR|x].

2.2 Extensao e Contracao de Ideais Principais Fecha-

dos

Nesta secao, exceto quando dito em contrario, denotamos por R um anel primo
e por () o anel de quocientes de Martindale de R. Como ja vimos no capitulo 1,

seu centro C é o centréide estendido de R.

Um anel de quocientes a direita de R é um subanel de () contendo R. Deno-

taremos aqui por 7.

Temos como principal objetivo, nesta segao, provar o seguinte teorema:

Teorema 2.2.1. Sejam R um anel primo e T um anel de quocientes a direita de
R. Entao existe uma correspondéncia um a um entre:

(1) O conjunto de todos os ideais principais fechados de R[x];
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(i7) O conjunto de todos os ideais principais fechados de T[z] ;
(1ii) O conjunto de todos os polinémios monicos de Clz|, onde C € o centrdide
estendido de RR.

Além disso, esta correspondéncia associa [flr com [f'|1 e fo € Clz] no caso em que

[f'lr N Rlz] = [f]r e QlalfoNTlx] = [f]r.

A prova deste teorema é consequéncia do seguinte lema e do Corolario 2.2.3.

Antes de enunciar tal lema, observemos que, dado um anel qualquer R, vale o
algoritmo da divisdo em R|z], ou seja, dados dois polinomios f,g € R[x], com g

monico, existem polinémios ¢, r € R[z| tais que f = qg + r.

Lema 2.2.2. Se f € T'r, entao existe um tinico polinomio monico fy € Clx| tal que
[flr = Q2] fo N Tx].

Demonstracao: Sejam [ = [f|]r N Rlz] e n = Min(I). Entao, é facil ver que
Min([f]r) = n. De fato, temos que Min([f]r) < Min(I), pois I C [f]r. Por outro
lado, dado ¢ € [f]r com dg = Min([f]r), pela Proposi¢ao 1.2.2 (iii), sabemos que
existe um ideal nao nulo J de R tal que 0 # gJ C R[z]. Assim, gJ C I e portanto
Min([f}r) = 89 > Min().

Agora, consideremos b € 7(I). Sabemos que existe um unico polinémio h =
2" + 2" b, + ... + by € I. De fato, se tomarmos b’ = bx™ + ... + bz + b € I,
temos h —h' € I e d(h — h') < n,isto é, h—h' =0e h =h. Como o polindbmio
associado a cada coeficiente lider é inico, podemos definir aplicacoes «; : 7(I) — R
dadas por «;(b) = b;, que sdo homomorfismos de R-bimédulos bem definidos. Entao,
pela Proposigao 1.2.3 (i1), existe ¢; € C' tal que b; = a;(b) = ¢;b = be;, para qualquer

1=0,1,....,n— 1.
Vamos escolher um polinomio f; € I com df; = n e le(f1) = a, ou seja,

n—1
fi= E a;x' + ax™. Desta forma, podemos observar que f; = foa = afy, onde
i=0
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fo=2"+a" e, 1+ ...+ ¢ € Clx].

n—1 n—1
De fato, temos ac;x' + azx” = f1 = cax' + ax™. Como ¢ monico
) 0 )

i=0 =0

Min(foQ[z] N T[x]) = n = Min([f]r). Para ver isto, basta tomarmos 0 # J < R
tal que foJ C R[z], e dal segue que, dado 0 # j € J, temos foj € foQ[z] N T[z]
e 0fpj = n. E n é o menor possivel em Qz|fy, j& que dfy = n. Dai segue que
Min(foQ[z]NT[z]) = n, e ja sabemos que n = Min[f]|r. Agora, se g € [f]r = [fi]r
entdo existe um ideal nao nulo H de T com gHa C T[z]f; C Qlz]|fo. Sejam
p, 7 € Qlx] tais que g = pfo+r, onde Or < n. Para h € H, temos gha = (pfo+7)ha,
e portanto rha = gha — phafy € Q[z]fo. Mas drha < n e n é o menor possivel,
logo rha = 0 e dai r = 0, pois T' é primo. Entao g € Qx]fo N T[x], j& que g = pfo,
e portanto [f]r C Q[z|fo N T[x]. Além disso, [f]r = Q[z]fo N T[z] pelo Corolario
2.1.7.

Resta, entao, provar a unicidade de fy. Sabemos que [flr = Qz]fo N T[z] e
portanto Jfy = Min[f]r. Por outro lado, se gy é um polinémio moénico de C[z] tal
que Q[z]go N T[x] = [f]r entao dgo = n = Min[f]r = 0 fo, I(fo — go) < n, pois fo
e go sa0 monicos, e existe um ideal nao nulo K de R com (fy — go) K C [f]r. Logo,

(fo—g0) K = 0 e temos fo = go. u

Usando o Lema 2.2.2; obtemos facilmente o seguinte corolario:
Coroléario 2.2.3. Seja I um ideal T-disjunto de T[x]. Entao I € principal fechado
se e somente se I = Q[z|fo N T[z], para algum polinémio monico fo € Clz].

Demonstracao: Seja [ < T'[z] tal que I NT = 0. Suponhamos que I ¢ principal
fechado, ou seja, I = [f]r para algum f € I'7. Entao, pelo Lema 2.2.2; existe um

tnico polinémio monico fy € Clz] tal que Qx]fo NT[z] = [f]r-

Reciprocamente, suponhamos que I = Qlz]fy N T[x] para algum polindémio

monico fy € C[x]. Agora, consideremos o ideal principal fechado [I]y. Novamente
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pelo Lema 2.2.2, temos que [I|p = Q[z]go N T[], com gy € C[z]. Mas sabemos que
Min(I) = Min([I]r), logo 0fy = 0gy. Além disso, como I C [I]r, temos que existe
um ideal nao nulo J de R tal que (fo — go)J = 0. De fato, como no Lema anterior,
I(fo — go) < n, ja que dfy = Jgy e ambos sao monicos, portanto existe um ideal
nao nulo J de R com (fo — go)J C [I]r e dai (fo — go)J = 0. Logo, fo = go, ou seja,

I = [I]r, e segue que [ é principal fechado. [ |

Agora, podemos demonstrar o Teorema 2.2.1:

Demonstragao: Em primeiro lugar, observemos que podemos estabelecer uma
correspondéncia, através de uma funcao 1, entre o conjunto dos ideais principais
fechados de T'[x] e o conjunto dos polinémios monicos de C[z] como segue: a cada
ideal J = [f]r associamos o tdnico fy € C[z] monico, conforme o Lema 2.2.2, tal
que J = Qlx]fo N T[z], ou seja, ¥(J) = fo. Esta funcao ¢ independe de f, pois se
[flr = J = [f']r entdo, pelo Lema 2.2.2, temos que Q[z|fo NT[z] = [flr = [f']r =
Qlz] foNT[z] e portanto fo = fj. Por outro lado, é ficil ver que 1) é injetiva, ja que
se Ji e Jy sdo ideais principais fechados de T'[x] tais que ¥(J;) = ¥(J2) = fo, entao
J1 = Qlz]foNT[z] = Jo. E também é sobrejetiva, pois dado f polindomio méonico de
Clz], o Corolario 2.2.3 garante que J = Q[x]fo N T'[x] é um ideal principal fechado
de T'[z] e portanto ¥(J) = fo.

Agora, tomando T = R no que acabamos de provar, temos a correspondéncia
entre o conjunto dos ideais principais fechados de R[x] e o conjunto dos polindmios
monicos de C[z]. Por fim, podemos especificar a correspondéncia entre o conjunto
dos ideais principais fechados de R[z] e o conjunto dos ideais principais fechados de

T[z]. Para cada [f]g temos um unico correspondente [f]r tal que [f]rNR[x] = [f]r,
onde [f]r = Q[z]foNT[x] e [f]r = Q[z]|fo N R|x]. |

Observacao 2.2.4. Podemos observar também que existe uma correspondéncia

biunivoca entre os polindmios monicos de C[z]| e os ideais fechados de C[z], que
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sdo exatamente aqueles gerados por tais polindmios monicos, isto é, dado fy € Clx]

monico, associamos fy com o ideal fechado [fy].

Observacao 2.2.5. Suponhamos que 7' contém o fecho central RC de R e que
fo € Clx]. Entao, Q[z]foNT[z] = foT|x]. De fato, dado g = Z ax' € Qx] fonT[x],

=0

m n—1
temos g = qfo com q = Z biz' € Q[x]. Considerando f; = Z c;z! +x" e igualando
i=0 =0

os coeficientes segue que ¢ € T'[x], pois RC C T. Entao, g = qfy = foq € foT[z].
Por outro lado, se g € Q[z]fo entdo g € T'[x] fo e também g € T'[z], pois C[z] C T'[z].
Logo, g € Qlx]fo N T[x]. Neste caso fica claro, pelo Corolario 2.2.3, que os ideais
principais fechados de T'[z] sdo os ideais do tipo T'[z|f, onde f é um polinémio

monico satisfazendo T'[z]f = fT[x].

Combinando os resultados anteriores com o Corolério 2.1.12 obtemos facilmente

os seguintes corolarios:

Corolario 2.2.6. Sejam R um anel primo e T um anel de quocientes a direita de
R. Um ideal T-disjunto P de T|[x] é primo se e somente se P = Q[x]foNT[z], para

algum polinémio monico irredutivel fy € Clz].

Demonstragao: Seja P um ideal primo T-disjunto de T'[z]. Entao, pelo Corolério
2.1.12 (i), segue que P é principal fechado e dai, pelo Corolario 2.2.3, sabemos
que existe fo € C[r] monico tal que P = Q[z]fo N T'[z]. Agora suponhamos, por
absurdo, que fy nao é irredutivel. Entao existem ¢i,go € C|x] monicos tais que
fo = 9192, e consideraremos dg; < dfy. Tomando I1 = Q[z]g; N T[x] temos P C I.
Mas como P é maximal e R-disjunto, pois é primo por hipétese, segue que P = I,

logo dg, = 0fy, 0 que é uma contradicao.

Por outro lado, se P = Q[z] foNT[x] com fy € C[z] ménico e irredutivel, sabemos
que P é um ideal principal fechado. Para mostrar que P é primo, pelo Corolario

2.1.12 (71), basta mostrar que P é maximal no conjunto dos ideais principais fechados
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de T'[z].

Seja I < T'[x] principal fechado tal que P C I # T'[z]. Entao, I = Q[x]go N T[x]
para algum gg € C[z] ménico. Consideremos ¢, r € T[x] tais que fy = qgo + r, com
r =0 ou dr < dgop, e um ideal nao nulo J de R tal que foJ C R[z] e qg0J C R[z].
Entao, rJ = foJ — qgoJ C I. Como Min(I) = gy e Or < dgo, temos rJ = 0, logo
r = 0. Dai segue que fo = qgo, com ¢ € T[x]. Igualando os coeficientes, temos que
q € Clz]. Mas como fy é irredutivel em Clz|, devemos ter ¢ = 1. Logo, fo = go €

portanto P = I. Assim, P é maximal no conjunto dos ideais principais fechados de

T'z]. u

Corolario 2.2.7. Sejam R um anel primo e T um anel de quocientes a direita de
R. Entao existe uma correspondéncia biunivoca entre:

(1) O conjunto de todos os ideais primos R-disjuntos de R[z|;

(i7) O conjunto de todos os ideais primos T-disjuntos de T'|x];

(i73) O congunto de todos os ideais mazimais de C|x].

Além disso, esta correspondéncia associa o ideal primo P de R[x] com o ideal P’

de T[z] e o ideal mazimal M de C[x] tais que P’ N R[x] = P e P' = Qlz|M NT[x].

Demonstracao: Basta observarmos as correspondéncias do Teorema 2.2.1. Sabe-
mos que todo ideal primo R-disjunto ou T-disjunto é um ideal principal fechado,
associado com um polinémio monico irredutivel de Clz]. Assim, ja temos a corre-
spondéncia entre (i) e (i4). Além disso, os polinémios moénicos de C[z], que pelo
Teorema 2.2.1 estdo associados aos ideais primos T-disjuntos de T'[z]|, sao irre-
dutiveis pelo Corolério 2.2.6. Por fim, também sabemos que polindmios irredutiveis

de C[z] estao em correspondéncia biunivoca com ideais maximais de C|x]. n
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2.3 Um Resultado Inédito

O objetivo desta secao é mostrar que, dado um anel R qualquer, é possivel
encontrar um anel comutativo A tal que os ideais primos de R[z]| correspondam

com os ideais primos de A[z].

De acordo com o que ja foi visto, sabemos que os ideais primos R-disjuntos de
R[x] estao em correspondéncia biunivoca com os ideais primos de Clz], onde C é o

centroide estendido de R, conforme ja utilizado nas secoes anteriores.

Para resolver este problema, vamos tomar P <’ R[z], onde PN R = Lp (e Lp
nio é necessariamente nulo). Além disso, consideremos R = R/PN R e Cp = Cp,
com Cp indicando o centréide estendido de R.

Assim, temos que (R,/L) [z] ~ R[z]/L[x]. Por fim, seja A = H CL, onde

L € Spec(R)
Spec(R) representa o conjunto de todos os ideais primos de R.

O anel A definido acima é claramente comutativo, pois é produto direto dos
centréides estendidos de cada R, e sabemos que o centréide estendido é um corpo.
Basta, entao, mostrar que para este anel A existe, de fato, uma correspondéncia
biunivoca entre ideais primos de R|[x] e ideais primos de A[z]. Neste sentido, ini-
ciaremos com o seguinte resultado:

Lema 2.3.1. Seja A = HAi, onde cada A; € um anel comutativo e A é um
icA
conjunto qualquer de indices. Entdo, Alx] ~ H(Az[x])
ieA
Demonstracao: Sabemos que os elementos de A sao da forma a = (a;);ep, onde

a; € A; para todo 7 € A, e vamos mostrar que a funcao

o Al = T] (Aila])

1€ A
n n
Y Y a4y
a;r’ ~ ;T
=0 =0 ie
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é um isomorfismo, onde a; = (a;,;)ea-

Em primeiro lugar, observemos que esta aplicagao esta bem definida, uma vez

que a cada elemento de A[z] corresponde um tnico elemento de H (Ailx]).
i€ A
Agora cons1deremos dois elementos quaisquer de A[x]. Podemos representa-los

por Z a]az e Z b; 27 tomando, por exemplo, b; = 0 quando for necessario.
7=0 7=0

Assim, com alguns calculos simples, observamos que:

(i) ¢ (Zaja?j + Zb xﬂ) = (Za]:v]) +¢ (Zb m3>

7=0

Por outro lado, também temos que:

® (Z a;r - Zbﬂﬂ) = (Z ajxj> - (Z bjaﬂ)
=0 =0 =0 §=0
De fato, supondo (i) é suficiente provarmos que
plajz’ - bia') = p(a;a?) - p(bi')
Para isto, basta vermos que
p(ajz’ - bx') = p(a;bir’™) = (ajiba’™)iea = (@307 )ien - (briz')iea =

= p(a;27) - p(ba')
Além disso,

(7i1) ¢ € injetiva
Suponhamos que o elemento Zaj:r;j € Alzx] é tal que ¢ (Z ajxj> = 0, ou
§=0 =0

n
seja, ( E amx]> = 0. Para que isto aconteca, devemos ter a;; = 0, Vi € A,
3=0 i€ A

n
isto é, Zajxj = Z(%i)z‘e ar? = 0. Logo, ¢ é injetiva.
— —
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(1v) ¢ € sobrejetiva

Considerando um elemento qualquer (Z bz’ > de H (A;[z]), basta tomar-
€A SN
mos cada b;; para formar um elemento a; = (b;;);ep de A, de forma que dado um

Jj=1

elemento de H (A;[z]) temos um correspondente Z a;r’ € Alz] de tal forma que

i€A j=1
© (Z ajxj> = <Z bjﬂ-xj> . Logo, ¢ é sobrejetiva.
7=1 7=1 icA
De (i), (i), (i7i) e (iv), ¢ é um isomorfismo. [

Lema 2.3.2. Considerando o anel A do lema anterior, temos:

(1) Se J é um ideal primo de A, entao existe ig tal que J = H Ji, onde J; = A; se
ieA

1 7& 19 € Jio < Aio-

(17) Se todos os Als sdo corpos, entdo qualquer ideal de Alx] € principal.

Demonstracao: (i) Inicialmente observemos que, se estivermos trabalhando com

um anel que é produto direto, como é o caso de A, todos os ideais sao da forma

J = H J;, onde cada J; é um ideal de cada anel componente do produto direto

ieA
([10], exercicio 1 da pégina 57). Além disso, sabemos que

J < A< A/J é um anel primo
Agora, dado iy € A, consideremos

J:HJi, onde J; = A; sei #ige Ji, <" Ay

€A

Em primeiro lugar, observemos que este J é um ideal primo pois, neste caso, temos:

AJJ ~ HB“ onde B; =0se i #iye By, = A,/ Ji,
ieA
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Assim, A/J é um anel primo, pois B;, é primo.

Agora, para provar que estes sao os unicos ideais primos de A, vamos considerar
um ideal
J = H Ji, com J; = A;,sei € Qe J;<' Ay, sei € v, onde ) e v sao dois conjuntos

ieA
disjuntos e tais que Q U~y = A

Neste caso, temos que

Al = H B;,onde B; =0,sei €, e B;=A;/J;,sei €~
ieA
Mas este anel nao é primo, uma vez que possui dois ideais nao nulos cujo produto

é zero. Para ver isto, basta tomarmos

I, = H‘]i’ onde I; = 0 para i #ig e I;, < A;y /T,
ieA
I, = HL-, onde I; =0 para i # iy e I;, < A,/ J;,
ieA
Assim, temos que I1ls =0 com I} #0 e Iy # 0.
(77) Sabemos, do Lema 2.3.1, que A[z] ~ H(Al[x]) Supondo que os Als sao
ieA
todos corpos, temos que se J; é um ideal de A;[x| entdo J; é principal. Além
disso, os ideais de A[z] sdo todos da forma J = H J;, onde J; é ideal de A;[z].
ieA
Sendo assim, cada .J; é um ideal principal, e portanto J é principal. De fato, se

Ji = fiAilz], fi € Ai[z], entdo J é o ideal principal gerado por (f;)iea- [ |

A partir desses lemas, obtemos facilmente o seguinte corolério:

Corolario 2.3.3. Considerando Alx] = H Crlx], temos que se P' é um ideal
LeSpec(R)
primo de Alz] entdo existe ig tal que P' = (D;)icq, onde Q@ = Spec(R), D; = Cr, [z],

sei#ig e D;, <" O, [z].
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Por fim, podemos provar o seguinte teorema, que é o resultado mais importante

desta secao:

Teorema 2.3.4. FExiste uma correspondéncia biunivoca entre os ideais primos de

Rx] e os ideais primos de A|x].

Demonstracao: Queremos mostrar que existe uma correspondéncia biunivoca en-

tre os ideais primos de R[z] e os ideais primos de H CLlz].
LeSpec(R)

Para isso, consideremos P <’ R[x] de forma que PN R = L <" R. A este P,

vamos associar P* <’ H C'r[x]. Mas ja sabemos, pelo Corolario 2.3.3, que P*
LeSpec(R)

é da forma P* = (H JF), onde Jp = Crlz|, para F € , exceto para F' = L,

FeQ
pois neste caso J;, = Py <’ Cf[x].

Resta provar que esta correspondéncia é biunivoca.

De fato, a cada P <’ R[z] podemos associar um tnico Py <’ C'f[z], de acordo
com o que foi mostrado em [4]. Dal segue diretamente que a correspondéncia é um

a um, encerrando a demonstragao do teorema. [ |
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Capitulo 3

Ideais Primos e Fechados em

Extensoes Livres Centralizantes

Para este capitulo, teremos como base o que foi apresentado em [5]. Inicialmente,
chamamos a atencao para as notacoes e terminologias que serao usadas ao longo do

capitulo.

Mais uma vez, o anel R sera considerado, exceto quando dito em contrario, um

anel primo.

Denotaremos uma extensao livre centralizante por S = R[E], onde E = (¢€;);cq
¢ uma base R-centralizante, isto é, S = Z @D Re;, re; = e;x para quaisquer x € R,
1 € (), eexiste ig € QQtal quee;, = 1. Entigg, qualquer a € S = R[E] pode ser escrito
como uma soma finita univoca a = Z a;e;, onde a; € R. O e-ésimo coeficiente de
a serd denotado por a(e), isto é, pall;;ﬂo elemento a dado acima, temos a(e;) = a;,

para todo ¢ € Q. O suporte de a serd definido por supp(a) = {e € E : a(e) # 0}.

Se I é um ideal R-disjunto de S, um elemento nao nulo a € [ sera dito de

suporte minimo de I se para todo b € I com supp(b) C supp(a) temos b = 0.

=
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Denotaremos por M (I) o conjunto de todos os elementos de suporte minimo de 1.

A minimalidade de I é definida por Min(I) = {supp(a) : a € M(I)}.

Para I' € Min(I) e e € I', vamos denotar por Or () o ideal de R definido por
Or.(l) ={zr € R: existe b € I com supp(b) =T e b(e) =z} U{0}.

3.1 Ideais Fechados

Ao longo desta secao, R é um anel primo. Para um ideal R-disjunto I de S,

definimos
Il ={be S :existe 0 # H < R tal que bH C I}

Iremos omitir o R subescrito quando estiver claro no contexto. Comecaremos

com o seguinte resultado:

Lema 3.1.1. Seja I um ideal R-disjunto de S. Entdo [I] € um ideal R-disjunto de
S que satisfaz I C [I] e Min([I]) = Min(I).
Demonstragio: E facil ver que [I] é um ideal de S que contém I e que [I] é R-

disjunto. De fato, se [I[|N R # 0, temos que para algum 0 # b € R, existe 0 # H<R

tal que bH C I. Como I é R-disjunto, temos que b = 0, pois R é primo.
Agora, resta mostrar que Min(I) = Min([I]).

Suponhamos que I' € Min(I). Entdo, existe 0 # a € M(I) de forma que
supp(a) = I'. Além disso, a € [I], pois a € M(I) C I C [I]. Agora, seja b € [ tal
que supp(b) C I'. Entao, existe um ideal ndo nulo H de R tal que bH C I. Como
supp(bzr) C supp(b) C I para todo z € H, segue que bH = 0, pois I' é um suporte
minimo em I, entdo como supp(bx) C I', temos bz = 0. Logo, b = 0, ja que R é

primo. Assim, a € M([I]) e portanto I" € Min([I]).
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Reciprocamente, suponhamos que I' € Min([I]). Entao, existe a € M([I]) tal
que supp(a) =TI'. Além disso, a € [I], pois M([{]) C [I]. Da mesma forma que no

caso anterior, temos que para qualquer x € H, supp(az) C supp(a).

Como a € M([I]) eax € I C [I] paracadaz € H, segue que supp(az) = supp(a)
ou supp(ax) = 0, ou seja, ax = 0. Mas como R é primo, aH # 0, e portanto existe
x € H tal que ax # 0 e supp(ax) = supp(a) = I'. Assim, I' € Min(I), logo
Min(I) = Min([1]). |

Definigao 3.1.2. Um ideal R-disjunto I de S é dito fechado se [I] = I.

Teorema 3.1.3. Para um ideal R-disjunto I de S, [I| € o maior ideal J de S que
contém I e satisfaz Min(J) = Min(I). Além disso, [I] € fechado e também ¢é o
menor ideal fechado de S que contém I. Em particular, [I] é o tnico ideal fechado

de S que contém I e satisfaz Min([1]) = Min(I).

Demonstracao: Seja J um ideal R-disjunto de S com I C J e Min(J) = Min(I).
Vamos tomar I' = {ey,...,e,} € Min(J) e escolher 0 # a = a1e; + ... + aze, € [
com supp(a) = T'. Se b = bie; + ... + bpe,, € J temos bra; — byza € J, para todo
r € R, e supp(bra; — byza) C T'. Assim, bra; — bjza = 0, pois I' € Min(J), e
portanto bxa; = byxa. Mas biza € I, entao bxra; € I. Dal segue que bRa R C 1.
Consequentemente, existe um ideal nao nulo H = Ra; R de R tal que bH C I, para

todo b € J com supp(b) =T'. Isto mostra que b € [[].

Agora suponhamos que I' = {ey, ..., ¢, } é um subconjunto finito de £. Usaremos
indugao para provar que existe 0 # H < R tal que bH C [ para qualquer b € J
com supp(b) C I'. De fato, se t = 1 a afirmacao segue da primeira parte, pois dai
certamente teremos I' € Min(J). Assim, podemos supor que ¢ > 1 e que existe
¢ € M(I) com supp(c) € I, digamos, ¢ = cie1 + ... + cpen, n < t. Mas, pela
hipétese de indugao, existe um ideal nao nulo F' de R tal que dF C [ para todo

d € J com supp(d) C {es,...,e;}. Seja b= bie; + ...+ be, € J. Se by # 0, tomamos
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d, = brcy — byzec € J, © € R. Como supp(d,) C {es,...,e;} temos, pela hipitese
de inducao, que d,F' C I, e consequentemente bxc; F C I. O mesmo vale se by =0
pois, neste caso, supp(b) C {es, ..., e} e dai pelo que foi feito acima temos d,F' C I
com d, = bxcy. Logo, bRei F' C I e portanto b € [I], de onde segue que J C [I]. A

primeira parte, entao, estd demonstrada.

Agora, pelo Lema 3.1.1, temos que Min(I) = Min([I]) = Min([[I]]) e entao,
pela primeira parte deste teorema e sabendo que I C [I] C [[I]], temos [I] = [[I]],
isto ¢, [I] é fechado. Além disso, se L é um ideal fechado com I C L C [I] e b € [I]
entdao bH C I C L, para 0 # H < R. Logo, b € [L] = L, ja que L é fechado, e
entdo L = [I]. Assim, [I] é o menor possivel. Mas ja vimos que também é o maior

possivel, logo [I] é o unico ideal que satisfaz as condig¢oes deste teorema. [ |

Observacao 3.1.4. E facil ver que todo ideal primo R-disjunto de S é fechado.

Demonstracao: Sejam P um ideal primo R-disjunto de S e b € [P]. Entao, existe
0 # H < R tal que bH C P e portanto bHS C P. Como S é uma extensao livre
centralizante de R, segue que HS <1 S. De fato, claramente temos que 0 € HS
e que HS é fechado com relagao a subtracao e multilplicacao. Agora, tomando

thei € HS e e € S, temos que ethiei = heZmei € HS, e portanto

7

HS < 8.

Por outro lado, como HS ¢ P, temos que b € P, pois P ¢ primo. Daf segue que
P =[P].

Observacao 3.1.5. Podemos definir I de maneira dual:
[I]'={be S :existe 0 # H <R tal que Hb C I}

E possivel provar, como antes, que [I]" é o maior ideal J de S que contém I e

satisfaz Min(J) = Min(I). Dai segue que [I]' = [I], pelo Teorema 3.1.3.
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Corolario 3.1.6. Sejam I e J ideais R-disjuntos de S e seja L um ideal de S.
(1) Se I C J entao [I] C [J]

(17) Se I C J e Min(I) = Min(J) entao [I] = [J]

(i7i) Se I € fechado, L O I e Min(L) = Min(I) entio I = L

Demonstracao: (i) Se I C J, como sabemos que J C [J], temos que I C [J]. Mas
[J] é um ideal fechado, e j& vimos que [I| é o menor ideal fechado que contém I.
Logo [1] C 7]

(77) Sabemos que I C J C [J] e Min([J]) = Min(J) = Min(I). Logo [I] = [J],

pelo Teorema 3.1.3.

(1i1) Segue de (i1). |

Sabemos que um ideal primo R-disjunto do anel de polinémios R[x] nao é ne-
cessariamente gerado por seus polinomios de grau minimo (mesmo tomando R um
dominio comutativo). Mas j& mostramos, no Capitulo 2, que um ideal primo R-
disjunto e, mais geralmente, um ideal fechado I, é determinado por apenas um dos
polinémios de grau minimo de I. De fato, se f é tal polinomio e a é seu coeficiente

lider, temos:
I =[f]={g € R[z] : existe 0 # H < R com gHa C R[z|f}

Agora, provaremos que o fecho [I] de um ideal R-disjunto I de S é também

determinado por M(I). Para isto, consideremos

I={beS:existe 0 # H <R com bH C SM(I)}

I={beS:existe 0 £ H < R com bH C RM(I)}
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Corolario 3.1.7. Seja I wm ideal R-disjunto de S. Entio [I|=1=1.

Demonstracio: B claro que I € I C [I], pois RM(I) € SM(I) C I. Agora,

queremos mostrar as inclusoes contrarias.

Seja a € [I] com supp(a) € Min(I). Entao, bH C I para todo b € [I] com
supp(b) = supp(a), onde 0 # H < R. Dali segue que bH C M(I)U {0} C RM(I).
De fato, dados b =Y bie; e h € H, temos bh = » bie;h = Y bihe; € I. Assim,

i=1 i=1 1=1_

bh = 0 ou supp(bh) C supp(b) e portanto bh € M(I). Logo, b € I.

Da mesma maneira que na prova do Teorema 3.1.3, podemos mostrar que para
qualquer subconjunto finito I' de F existe 0 # F' < R tal que ¢F C RM(I), para
todo ¢ € [I] com supp(c) C T'. Dai segue que [I] C I e a prova estd completa. De

fato, como I C I C [I] e [I] C I, os conjuntos sdo todos iguais. |

Observagao 3.1.8. Seja I um ideal R-disjunto do anel de polinomios R[z] e f € [
um polinémio de I de grau minimo. Entao o fecho [I] de I como foi definido aqui

é igual a [f] definido no capitulo anterior.

Demonstracao: Seja g € [f]. Entao existe 0 # H < R tal que gHa C R[z]f C I
pois f € I, onde a = lc(f). Consequentemente, gHaR C I e portanto g € [I].
Logo, [f] C [I]. Além disso, sabendo que Min([I]) = Min(I), e que [I] é o tnico
ideal principal fechado de R[x] que satisfaz essa condi¢do, segue diretamente que

[f1=1]. u
Como consequéncia imediata dos resultados anteriores, temos o seguinte corolario:

Corolario 3.1.9. (i) [I] C [J] se e somente se M(I) C [J]
(13) [I] = [J] se e somente se M(I) C [J] e M(J) C [I]

Demonstragao: Para a parte (ii), basta aplicar duas vezes a parte (i) (para I e

para J). Vamos, entdo, demonstrar (7):
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=) Como M(I) C I C [I] C [J], segue diretamente que M (I) C [J].

<) Suponhamos que M (I) C [J]. Pelo corolario anterior, segue que [I] C [J],

jadque [I] =1= I para I e I definidos anteriormente. [

Podemos observar que o centralizador de R em S é um subanel Vg(R) de S e é

igual a Cg[E], onde Cg é o centro de R. Para um anel simples, temos:

Teorema 3.1.10. Seja R um anel simples. Entao todo ideal de S € fechado e

gerado por elementos de Cg[E].

Demonstracao: Seja I um ideal nao nulo de S. Entao INR = 0 e tomando b € [I]

temos necessariamente bR C I, pois R é simples, e entao b € I. Logo, I é fechado.
Agora, consideremos N = Cg[E]| N M(I). Vamos provar que [ = SN = RN.

Sejam a = aje; + ... + aze, € M(I) e T’ = {ey,...,e,} = supp(a). Entao, como
Or., (I) < R e R é simples, temos Or ., (I) = R, e portanto obtemos um elemento
a' € M(I) com supp(a’) =T e d'(e;) = 1. Dal segue facilmente que a’ € Cg[E] e

a = a(e;)a’ € RN. Consequentemente, M(I) C RN, pois a € M(I).

Por outro lado, se b é um elemento de I, pelo Coroléario 3.1.7, podemos afirmar
que b € RM(I) C RN, entao I C RN C SN C I. Logo, I = SN = RN e, pela

definigao de N, temos que I é gerado por elementos de Cg[E]. [

Corolario 3.1.11. Seja R um anel simples. Entao existe uma correspondéncia um
a um, via contracao, entre o conjunto de todos os ideais de S e o conjunto de todos

0s ideais de Cg[FE]. Esta correspondéncia preserva ideais primos.

Demonstracao: Seja I um ideal de S. Entao, I N Cg[E] é um ideal de Cg[E] e
I D R(INCR[E)) 2 R(M(I)NCr[E]) = I. Logo, I = R(I N CRlE]).

Agora, seja K um ideal de Cg[E]. Temos que RK é um ideal de S, e provaremos
que RK NCR[E] = K. A partir deste fato, a correspondéncia um a um é imediata.

Claramente, temos que K C RKNCg[E] = Ky, pois K éideal de Cg[E] e K C RK.
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Vamos tomar uma base (v;);en de K sobre Cg e assumir que existe v € K
de modo que V = {v; : j € A} U{v} é um conjunto Cg - independente. Ja que
R[E] ~ R ®¢, Cg[E], V é também um subconjunto R-independente de R[E]. Mas
v € RK, pois v € K3 = RK N Cg[E], e entao v = thkt, r € R, k € K.

t

Escrevendo cada k; como combinacgao linear de elementos v; obtemos uma relagao

do tipo v = Z (Z xtcjt) vj, ¢y € Cg. Dai segue que V nao ¢ um conjunto
jen \ t
R-independente, uma contradicao.

A correspondéncia entre ideais primos seguird do Teorema 3.2.7. [

3.2 Extensao e Contracao de Ideais Primos e Fecha-

dos

Nesta se¢ao, R é novamente um anel primo, S = R[E| é uma extensao livre
centralizante de R, () é o anel de quocientes de Martindale de R, T' é um anel de
quocientes de R e C' o centroide estendido de R. Para as propriedades basicas que

serao necessarias aqui, usaremos as Proposicoes 1.2.2 e 1.2.3.

Como o centralizador de R em S é um subanel Vg(R) = Cg[E], Q ®c, Cr[E] é
um anel contendo @ e S. Também Q ®¢,, Cr|[E] é uma extensao livre centralizante
de ) com a mesma base F, identificando e com 1®e, para cada e € E. Denotaremos
esta extensao por Q[E]. Consequentemente, podemos considerar S = R[E] C Q[E]

e também C[E] = C ®¢,, Cr[E] = VQ[E}(Q) C Q[E].

Finalmente, se 7' é um anel de quocientes de R, T[E] é um subanel de Q[E].

Lema 3.2.1. Sejam I um ideal R-disjunto de S, T € Min(I) ee € I'. Entao existe
um unico elemento mp,. € C[E] tal que para todo a € I com supp(a) =T, temos

a=mrca(e) = ale)mp.. Além disso, supp(mp.) =T e mp.(e) = 1.
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Demonstracao: Consideremos J = O (I) <R e = {e1,e,...,e,}, onde e; = e.
n

Se x € J entao existe um inico a = inei clcomzxy=xex; € R, i=1,2,....n.

Assim, a aplicacao «; : J — R, dé:ﬁlnida por «o;(z) = x;, é uma aplicacdo bem

definida de R-bimddulos. Logo, existe ¢; € C' com c;x = x;, para i = 1,2,...,n,

onde ¢; = 1, pois sabemos que «o;(x) = ¢;x.
n

Vamos considerar agora mr . = Z c;e;. Vemos facilmente que mr . satisfaz as
requeridas condigoes. De fato, tem(;;:1 mr. € C[E], pois ¢; € C, supp(mp,) =T
e mpe(e) = ¢ :nl, pois e = e Além o}lisso, dado a € I com supp(a) = I', temos
que mra(e) = Z Ciei T = Z cire; = Z:L‘iei = a. Analogamente, a(e)mr, =a e
assim a prova esltzaﬂ1 completaz.: 1 - [

Dado um ideal R-disjunto de S, denotaremos por M¢(I) o conjunto de todos
os elementos mr, construidos no Lema 3.2.1, onde I' € Min(I) e e € I'. Entao
Mc(I) C C[E], e para todo m € Mqc(I) temos que m é do tipo mr., isto é, para
qualquer a € I tal que supp(a) = I' segue que a = mr.a(e) = a(e)mr.. Assim,
tomando H = Or.(I) e dado x € H, por defini¢do de Or., existe b € I tal que

supp(b) =T e b(e) = x. Logo, mr.x = xmr,. = b € I, portanto mH = Hm C I.

A seguir, apresentamos um lema que define um processo de divisdo em nosso

presente caso.

Primeiramente, consideremos 7" um anel de quocientes a direita de R e seja [
um ideal T-disjunto de T'[E]. Um elemento 0 # b € Q[E] é dito um resto médulo 1

se para todo a € I com supp(a) C supp(b) temos a = 0.

Seja I um ideal T-disjunto de T'[E]. Denotemos por [I]r o ideal definido como
no inicio da se¢do anterior para ' = R e tomemos Iy, = I N R[E]. Entao I, é
claramente um ideal ndo nulo R-disjunto de R[E] e Min(ly) = Min(I). Também

Mc (1) é definido como antes. Usando esta notagao, temos:
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Lema 3.2.2. Com a nota¢ao acima, seja b € Q[E]. Entao existem elementos
¢ € Q, my € Mc(ly), i =1,2,....m er € Q[E] tais que b = Zqimi + r, onde

i=1
r =0 our éum resto mddulo I. Além disso, se b € T[E] , podemos escolher

¢ €TC er e TC[E].

Demonstracao: Se b é um resto modulo I, nao ha o que provar. De fato, neste

caso basta tomarmos, por exemplo, ¢; = 0 para qualquer ¢ e teremos b = r.

Suponhamos que b nao é um resto médulo I. Consideremos I' = supp(b) e
Il'| = ¢, onde |I'| representa a cardinalidade do conjunto I'. Entao existe I'y C T,
com I'y # 0, tal que Ty € Min(I) = Min(Iy). Tomemos e; € 'y e vamos escrever
my = mr,.e, € Mc(lp). Assim, ¢; = b — b(ey)m; satisfaz ¢1(ey) = b(ey) — b(ey) = 0,

pois my(e1) =1, e entao |supp(cy)| <t — 1.

Se ¢ for um resto médulo I, a demonstracao estda pronta pois, neste caso,
temos b = b(ey)my + ¢; e basta tomar ¢; = b(e1). Se nao, repetimos o argumento

comegando com ¢;. Continuando desta maneira, obtemos ¢; = b(e1), ¢2,...,¢; em

T, my,...,m; em Mc(lp) tais que |supp(c;)| <t —j, onde ¢c; =b— iqlmZ Agora
fica claro que este processo termina quando algum ¢, é zero ou é uIiI; 11resto modulo
I. Observemos, ainda, que se b € T[E] entao b(e;) € T C TC e my € TC[E], pois
c¢; = b—b(e;)m; e sabemos que b € T[E], b(e;) € T C TC e my € C[E]. Por

indugao, obtemos que ¢; € TC, i =1,2,...,n, e entdao r € TC[E]. [ |

Lema 3.2.3. Usando a mesma notacao anterior, temos:

(i) b € QMc(Iy) se e somente se existe um ideal nao nulo J de R tal que bJ C I,
(17) QIEIMc(1y) = QMc(1y) € um ideal de Q[F]

Demonstragao: (i) Suponhamos que b € QM (ly), ou seja, pelo que vimos no
lema anterior, b = Zqimi, ¢ € Q, m; € Mc(ly), i = 1,...,n. Entao existem

=1
ideais nao nulos F' e H de R tais que ¢;F C R e m;H C Iy, 1 = 1,...,n. Logo,
bFH C Iy e FH é um ideal nao nulo de R.
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t
Reciprocamente, vamos escrever b = g q}m;- + 7, onde ¢; € Q, m}; € Mc(Iy),
=1
j=1,...,ter=0our éum resto médulo m. Suponhamos que existe um ideal nao

t
nulo J de R com bJ C [;. Também temos (Z q;m;) J' C Iy para um ideal nao

j=1
t

nulo J' de R, como visto anteriormente. Entao, r(JNJ") C Iy, poisr = b—z q;m;»,
7=1

e portanto r = 0. Logo, b € QM¢(1y).

(17) Sejam e € E, m € Mc(lp) e ¢ € Q. Entado, existe um ideal nao nulo
H de R tal que emH C ely C Iy e meH = mHe C Ipe C Iy, uma vez que
eH = He, pois e é elemento da base centralizante. Pelo item anterior, temos que
em,me € QMc(Iy), ja que emH C Iy e meH C Iy. Assim, gem, meq € QMc (1) e,
por distributividade, obtemos Q[E]M¢(1y) € QM (). Como a inclusdo contréria

é trivial, temos Q[E|Mc(1y) = QMc(1y). O resto é imediato. |

Corolario 3.2.4. Com a mesma notagao anterior, temos:
(1) [I]7 coincide com o conjunto de todos os b € T[E| para os quais existe um ideal
nao nulo J de R com bJ C I,

(i) U]r = QIEIMc(1o) N T[E]

Demonstracao: Seja b € T[E] e suponhamos que existe um ideal nao nulo J de R

com bJ C Iy. Entao b € QMc(ly) NT[E] = Q[E]Mc(Iy) N T[E], pelo Lema 3.2.3.

Por outro lado, se b € Q[E|M¢(Iy) NT[E], entdao b = Zqimi, onde ¢; € TC,
i=1

m; € Mc(Ip), i = 1,...,n. De fato, pelo Lema 3.2.2, como b € T|[E], podemos

escolher ¢; € TC. Além disso, assim como na prova do Lema 3.2.3(i), podemos

facilmente obter que bH C I para um ideal ndao nulo H de T'. Logo, b € [I]r.

Finalmente, se b € [I|r obtemos também, como na prova do Lema 3.2.3(i), que
b e QMc(Ip). Entao existe um ideal nao nulo J de R com bJ C I,. Isto completa

a prova. [ |
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Agora, podemos obter um dos resultados mais importantes desta secao, que é
a correspondéncia entre os ideais de C[E] e os ideais fechados de R[E] e de T[E],

para 7' um anel de quocientes a direita de R.

Teorema 3.2.5. Sejam R um anel primo e T um anel de quocientes a direita de
R. Entao existe uma correspondéncia biunivoca entre:

(i) O congunto de todos os ideais fechados de R[E]

(17) O conjunto de todos os ideais fechados de T[F]

(1ii) O conjunto de todos os ideais de C[F]

Além disso, esta correspondéncia associa o ideal fechado I de R[E] com o ideal

fechado I* de T[E] e o ideal K de C|E] se "N R[E] =1 e I" = Q[E|K NT[E].

Demonstracao: Se J é um ideal fechado de T[E| e Jy = J N R[E], entao sabemos
que J = Q[E|Mc(Jo)NT[E] e [Jo|r = Q[E]Mc(Jo)NR[E] = JNR[E], pelo Corolario
3.2.4. Entao, Jy é fechado. Se J' é outro ideal fechado com Jy = J' N R[E], pelo
mesmo coroldrio, temos J' = Q[E]|Mc(Jo) NT[E] e [Jo]r = QIE|Mc(Jy) N R[E] =
J' N R[E], logo J = J'.

Por outro lado, seja I um ideal fechado de R[E]. Entao, L = Q[E|Mc(I)NT|E]
é um ideal de T[E] e Ly = LN R[E] = [I|]g = I, pois I é fechado. Novamente
pelo Corolario 3.2.4, [L] = Q[E]Mc(Lo) N T[E] = L, logo L é fechado e satisfaz

LN R[E] = 1. Isto estabelece a correspondéncia entre (i) e (i7).

Para completar a prova, é suficiente mostrar a correspondéncia biunivoca entre

(1) e (iii) para T = Q.

Se I é um ideal fechado de Q[E], entdo I = Q[E|Mc(ly), onde Iy = I N R[E].
Entao INC[E] é um ideal de C[E], e como M (1y) € INC[E], podemos concluir que
I D QIE|(INCIE]) 2 Q[E|Mc(Iy) = I. Consequentemente, I = Q[E](I N C[E]).

Reciprocamente, seja K um ideal de C[E] e tomemos J = Q[E]K. Basta
mostrarmos que M (Jy) C K e entdo [J] = Q[E|Mc(Jy) C Q[E]K = J, e portanto
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[J] = J, ou seja, J é um ideal fechado de Q[E].

Suponhamos por absurdo que Mc(Jy) € K. Seja m € Mc(Jy) tal que m ¢ K.
Sabemos que Q[E] = Q ®¢ C[E]. Consideremos {v;}ico uma base de K sobre
C. Temos que m € C[E] e {v;}icq U {m} é um conjunto C-independente, pois
m ¢ K. Logo, {v;}ico U{m} é linearmente independente em Q[E]. Seja H tal
que mH C J = QK. Portanto, para h € H, existem ¢; € (), com i € (), tais
que mh = Zini~ Consequentemente, temos que {v;};cqo U {m} é linearmente
dependente,lggque ¢ uma contradigao. Logo, M¢(Jy) C K. [ |

A correspondéncia do Teorema 3.2.5 preserva a propriedade de um ideal ser

primo. Para ver isso, comegaremos com o seguinte lema:

Lema 3.2.6. As sequintes condi¢coes sdo equivalentes:

(1) R[E] € primo

(17) T[E] € primo

(i1i) C[E] € primo

Demonstracao: (i) = (ii) Suponhamos que R[E] é um anel primo. Sejam A e B
ideais de T[E] tais que AB = 0. Sendo assim, temos que (AN R[E])(BNR[E]) = 0.
Mas AN R[E] e BN R[E] sao ideais de R[F], entdo AN R[E] =0 ou BN R[E] = 0.

Sem perda de generalidade, suponhamos que A N R[E] = 0 e vamos supor
também que A # 0. Tomemos 0 # a € A. Entao, a = ) a;e;, a; € T, e, para cada
1, existe um ideal nao nulo H de R tal que a;H C R. Vamos escolher h € H, e dai

temos 0 # ah = ) a;he; € R[E]. Logo, AN R[E] # 0 e portanto T'[E] é primo.

(11) = (i14) Suponhamos que T[E] é primo e consideremos A, B <1 C[E] tais que
AB = 0. Entao temos que T[E|AT[E]|B = 0, e portanto T[E]A = 0 ou T'[E]|B = 0.

Suponhamos que T[E]A = 0. Dai segue diretamente que A = 0. Da mesma

forma, se T[E]B = 0, podemos concluir que B = 0. Logo, C[E] é primo.
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(17i) = (i) Sejam A e B ideais de R[E] com AB = 0 e suponhamos que C[E] é
primo. Entao AN R =00ou BN R =0, pois AN R e BN R sao ideais de R tais
que (ANR)(BNR)=0e R éum anel primo. Podemos assumir que AN R =0¢e
A #£0, entao 0 # Mc(A) C CLE].

Agora, vamos tomar 0 # a € M¢(A) e escolher um ideal nao nulo H de R com

Ha C A. Consequentemente, HaB = 0, pois estamos supondo que AB = 0.

Se BN R # 0, obtemos facilmente que a = 0. Entao, podemos assumir também
que BN R =0 e supor que B # 0. Neste caso, existe 0 # b € Mc(B) e um ideal
nao nulo ' de R com bF C B. Assim, HaebF = 0 e dai segue que aeb = 0, para

todo e € F.

Logo, aC[E]b = 0, o que contradiz o fato de C[E] ser primo. Entdo B =0¢ a

prova esta completa. [ |

Agora, obtemos o segundo resultado importante desta se¢ao:

Teorema 3.2.7. Seja R um anel primo e T um anel de quocientes a direita de R.
Entao a correspondéncia do Teorema 3.2.5 € uma correspondéncia um a um entre
0s sequintes conjuntos:

(1) O conjunto de todos os ideais primos P de R|E] com PN R =0

(17) O congunto de todos os ideais primos P* de T[E] com P*NT =0

(i7i) O congunto de todos os ideais primos de C[E]

Demonstracao: Pelo lema anterior, podemos considerar apenas ideais nao nulos.
Suponhamos que P é um ideal fechado de R[E]| e que P* é um ideal fechado de
T[E] com P*NR[E] = P.

Se P é um ideal primo de R[E] e A D P*, B D P* sao ideais de T[E] tais
que AB C P*, entao (AN R[E])(B N R[E]) € P. Assim, ou AN R[E] = P ou
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BN R[E] = P, jd que P ¢é primo. Vamos assumir que A N R[E] = P. Como
Min(P*) = Min(P) = Min(AN R[E]) = Min(A) e P* ¢ fechado, temos A = P*.

Logo, P* é primo.

Reciprocamente, suponhamos que P* é primo e consideremos A e B ideais de
R[E]com AD P,BD Pe AB C P. Sejama € A, b € [B]g e H um ideal ndo nulo
de R tal que bH C B. Entao abH C P e portanto ab € P, porque P é fechado.

Consequentemente, A[B]r C P. Agora, se A ¢ P, escolhemos a € A — P.

Sejam B* um ideal fechado de T'|E]| com B*NR[E] = [B]g e ¢ € B*. Entao existe
um ideal nao nulo F' de R com c¢F' C B*N R[E]| = [B]g. Assim, acFF C P C P*e
temos ac € P*, pelo Corolario 3.2.4(7). Logo, aB* C P*, entao B* C P* e portanto

B = P. Logo, P ¢ primo.

Para provar a correspondéncia entre (i7) e (7i7) é suficiente fazer o caso T' = @,
como na prova do Teorema 3.2.5. Sejam K um ideal de C[E] e L = Q[E]|K. Ja que

LNC[E] = K, é claro que K é primo quando L é primo.

De fato, tomando A e B ideais de C[E] tais que A O K, B D K e AB C K,
temos que AQ[E|BQ[E] C KQ[FE] = L. Mas como estamos supondo que L é primo,
temos que AQ[E]| = L ou BQ[FE] = L, ouseja, A = K ou B = K. Logo, K ¢ primo.

Reciprocamente, suponhamos que K ¢é primo e sejam A e B ideais de Q[E] com
AB C L. Como L ¢ fechado vemos facilmente, como antes, que A[B]g C L. Se
Mc(ANR[E]) C K, obtemos [A]g = Q[E]Mc(AN R[E]) C L, o que completa a

prova.

Entao podemos assumir que existe m € Mc(AN R[E]) — K e tomar H um ideal
nao nulo de @) com mH C A. Agora, m([Blo NC[E])H = mH([B]o N C[E]) C L.
Logo, m([B]g N C[E]) € LN C[E] = K e obtemos [B]g N C[E] C K, e portanto
[Blg = Q[E]([B]g NC[E]) C L. Assim, a prova esta completa. [ |
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