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Resumo

Este trabalho esta dividido em trés Capitulos. Em todo o trabalho nés utilizamos o mapa
dos EUA para facilitar a referéncia ao trabalho de @ (@), que foi o principal motivador
deste trabalho. No primeiro Capitulo nés introduzimos os modelos SAR e CAR e fazemos
uma andlise de dados. No6s consideramos dados de Renda per Capita, Expectativa de vida e
Percentual de Graduados nos EUA.

O capitulo 2 é um artigo submetido. Nesse Capitulo, nés mostramos mais detalhadamente
os resultados nao intuitivos. Noés consideramos resultados de dlgebra linear e obtemos uma
expressao simples e intuitiva para a matriz de covariancia que explica os resultados nao intui-
tivos. N6s obtemos termos para aproximacoes da matriz de covariancia e estudamos algumas
aproximacoes para a matriz de covaridncia. Nés também estudamos o segundo autovalor da
matriz de vizinhanca utilizada pelos modelos SAR e CAR e sua relagdo com os termos da ex-
pressao obtida para a matriz de covaridncia. Também estudamos o impacto da conectividade
e do tamanho do mapa no segundo autovalor.

No Capitulo 3 nés consideramos um modelo espacial Bayesiano para dados gaussianos.
Nesse modelo, consideramos um efeito aleatorio com distribuicao a priori CAR. Obtemos a
distribuicao a posteriori e uma expressao simples e intuitiva para a matriz de covariancia a
posteriori dos efeitos aleatérios. Nos avaliamos o impacto da informacao a priori em relagao
a informacao dos dados em termos da precisao da priori e da precisao dos dados. Obtemos
também a expressdo da covariancia a distribuicao posteriori dos efeitos aleatérios quando a
distribuicao a priori ¢ CAR intrinsica. Nesse Capitulo, fazemos referéncia ao Capitulo 2 como
um artigo submetido.

No Capitulo 4 nés tiramos algumas conclusoes e colocamos algumas linhas de pesquisa

para trabalhos futuros.
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Capitulo 1

Introducao aos modelos SAR e CAR e

uma aplicacao

Neste trabalho nés analisamos detalhadamente a estrutura de covariancia de modelos espaciais
para dados de areas, tais como casos de doenca agregados por municipios, o IDH em cada
estado de um pais, etc. Ha dois modelos propostos na literatura que sdo mais utilizados.
Um é especificado por um conjunto de equagoes de regressao da observagdo de uma area nas
observacoes das areas vizinhas. Esse sistema de equacoes é resolvido de forma simultanea,
por isso esse modelo é chamado de Simultaneos AutoRegressive - SAR. O outro modelo é
especificado por um conjunto de distribui¢oes condicionais, onde se propde que a observacao
de uma area tem distribuigdo gaussiana com o paradmetro de média sendo a média ponderada
das observacoes das areas vizinhas e a varidncia sendo inversamente proporcional ao niimero
de areas vizinhas. Esse modelo é chamado de Conditional AutoRegressive - CAR.

O parametro de regressao do modelo SAR e o parametro de ponderacao da média condi-
cional no modelo CAR sdo parametros de autoregressdao. Esses parametros medem a forga da
dependéncia da observacao de uma area nas observacoes das areas vizinhas. Para ambos os
modelos, é possivel se obter a distribuicao conjunta do vetor ao qual se propde o modelo.

Na literatura, alguns trabalhos chamam a atencao para resultados nao intuitivos da estru-
tura de covariancia desses modelos, mais especificamente da correlacdo entre pares de areas
vizinhas. No modelo CAR a covarincia entre dreas com mesmo ntumero de vizinhos é di-
ferente, Besag and Kooperberg (1995). Wall (2004) apontou detalhadamente trés resultados
nao intuitivos nas correlacoes implicadas entre areas vizinhas.

Neste trabalho, nés vamos mostrar como esses resultados nao intuitivos podem ser ex-
plicados. Fazemos isso a partir do uso de alguns resultados de algebra linear que usamos
para analisar a matriz de covariancia implicada pelos modelos SAR e CAR. Nos também usa-
mos esses resultados para estudar o comportamento da covaridncia a posteriori num modelo
Bayesiano com efeito aleatério espacial com distribuicdo a priori CAR.

Neste capitulo introduzimos os modelos SAR e CAR na Sec¢ao ??. Na Secao [1.2 fazemos
uma aplicagido ao conjunto de dados para ilustrar o uso dos modelos CAR e SAR. Na Se¢ao 1.3

olhamos detalhadamente para as correlagoes implicadas por esses modelos e introduzimos os
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resultados nao intuitivos implicados.

1.1 Os modelos SAR e CAR

Seja uma regido D, particionada em n areas disjuntas, Ay, ..., A, com A;UA; =e U | A; = D.
Os 853 municipios que fazem parte do estado de Minas Gerais, por exemplo, formam uma
particdo do estado de Minas Gerais. Seja y; o valor observado de um determinado fendémeno
na area A; . O interesse é modelar o processo estocastico Y (A;), i = 1,...,n ou simplesmente
Yy = (Y1, .--,Yn). Dois modelos para esse processo foram propostos e sdo muito utilizados: o
modelo autoregressivo simultaneo - SAR Whittle (1954) e o modelo autoregressivo condicional
- CAR Besag (1974).

O modelo SAR ¢é determinado pela solucao simultinea do sistema de equacoes dado por:
n

yi:,ui+zbij(yj—,uj)+6i (1.1)
j=1

onde € = (€1, ...,€n) ~ N(0,A) com A diagonal, E(y;) = pi, e b;jj sdo constantes conhecidas

ou desconhecidas e b;; = 0,7 = 1,...,n. A distribui¢do conjunta de y é
Yy~ N(:U'a (In - B)_IA(ITI - B)_ll) ) (1'2)

em que B;j = (bij).

O modelo CAR é determinado por um conjunto de distribui¢oes condicionais
n
Yily—i ~ N (s + Y cij(yj — pg), 7/ds) (1.3)
j=1

em que y_; = {y; : j < i} sdo os valores de y nas areas vizinhas de i, E(y;) = s, 7 € d; ¢ij
sao constantes conhecidas ou desconhecidas ¢;; = 0, i = 0,...,n. Este modelo é condicional

por que 7/d; é a varidncia condicinal.
Z ~ N, (I, — ©)T7Y) (1.4)

em que Cj; = ¢;5 e T = tdiag{ds, ...,d,}.

Geralmente adota-se B = psW e C = p.W, em que ps e p. sdo parametros de correlacao
espacial dos modelos CAR e SAR, respectivamente, e W reflete a estrutura de vizinhanca
entre as areas. Uma defini¢do bastante comum de W ¢é feita a partir da matriz de adjacéncia
A. A matriz de adjacéncia é definida fazendo A;; = 1 se as dreas ¢ e j tem borda comum e
A;; = 0 caso contrario. Por definicao A;; = 0. Neste trabalho consideramos que W ¢é definida
de forma que suas linhas somem 1, fazendo W; = (a;j/a;.), em que a; = d; € o ntmero de

vizinhos da area <.
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1.2 Um exemplo de aplicacao

Nesse trabalho, consideramos o mapa formado pelos 48 estados continentais dos EUA, para
fazer comparagoes com os resultados apontados em m M) O mapa com as divisGes
politicas desses 48 estados e o grafo associado & estrutura de vizinhanca, pode ser visualizado
na Figura/l.1. Maine, localizado ao norte da costa leste, € um estado com apenas um estado

vizinho, New Hampshire.

North Dakot:
Minneso,
aine
ot iscon: v
MicKigan N hire
husetts
a
Ngbras Pennéylvani e Island
i Y ecticut
llinois  Ifdiana \Ohi
ansas is<bimi S aware
i Virg
lafioma & © North Catafina
Alkal
Sol na
ISBISSIPAfabal a
as
Lg
scale approx 1:30,000,000 oxda

[ I |
0 500 1000 km

Figura 1.1: Mapa dos 48 estados continentais dos EUA com grafo associado & vizinhanga

Em seguida analisaremos dados de renda per capita, expectativa de vida e percentual de

graduados para exemplificar as correlagdes implicadas pelos modelos SAR e CAR. Esses dados

estao disponiveis no pacote ’datasets’ do R, R Development Core Team 42007), sob o0 nome de
state. Na Figurall.2 podemos visualizar os mapas correspondentes aos dados mencionados.

Na anélise vamos considerar dois modelos, um para o logaritmo da renda per capita e
outro para a expectativa de vida. Em ambos modelos, consideramos o percentual de gradu-
ados como variavel explicativa. Para efeito de comparacao, ajustamos os modelos utilizando
trés abordagens. Na primeira, consideramos as observagoes nas diferentes areas sao inde-
pendentes e utilizamos um modelo de regressao linear simples. Na segunda, modelamos a
dependéncia espacial como um processo continuo no espaco, com a correlacdo dependendo

da distancia entre os centréides dos estados, e utilizamos um modelo geoestatistico (Geo)

Diggle and Ribeiro Jr. 4200 ). Na terceira abordagem, consideramos a dependéncia espacial

como um campo aleatério markoviano gaussiano, com a média de cada estado dependendo

dos seus vizinhos, e utilizamos o modelo SAR e o modelo CAR.
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Renda per Capita em 1974

under 3600
3600 - 4000
4000 - 4400
4400 - 4800
over 4800

BEEOO

Expectativa de Vida em 1969-71

under 69.2
69.2 - 69.9
69.9 - 70.6
70.6 -71.3
over 71.3

EEEOO

Percentual de graduados em 1970

under 45
45 - 50
50 - 55
55 - 60
over 60

BEEOO

Figura 1.2: Mapas dos dados de Renda per Capita, Expectativa de vida e Percentual de
Graduados
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O modelo geoestatistico € um modelo para campo aleatério em espaco continuo. Nos
vamos considera-lo apenas para comparacao com os outros modelos. Esse modelo é definido
por

yi = Xib+si+ e (1.5)

onde X; é o vetor de covaridveis observadas na area i, s; é o efeito aleatério espacial e e;
¢ um erro aleatério com e; independente de e;, chamado de efeito pepita. s; é espacialente
estruturado de forma que Cov(s;, s;) € uma funcao da distncia entre as areas i e j, por
exemplo, a funcao de correlacao exponencial, que usamos neste trabalho é tal que Cou(s;, s;)
= Var(e;) + Var(s;)(1 — exp(—disti;/¢)), onde dist;; é a distancia entre os centroides das
areas ¢ e j e ¢ é um pardmetro que mede o alcance da correlacao ou dependéncia espacial.
Para mais detalhes ver Diggle and Ribeiro Jr. (2007).

Nos utilizamos o R para realizar todas as anélises. Utilizamos a funcdo 1m() para o
modelo de regressao linear (IID), implementamos os modelos SAR e CAR, e utilizamos o
pacote geoR, Ribeiro Jr and Diggle (2001) para ajustar o modelo geoestatistico. Na tabela/T1.1
obtemos as estimativas dos pardmetros em cada modelo utilizando o método de méaxima
verossimilhanga. No6s ndo incluimos o erro-padrao de cada estimativa nessa Tabela e fazemos
inferéncia utilizando o intervalo de confianca, da Tabela (1.2 No modelo geoestatistico o efeito
pepita, variancia de e;, também foi estimado, porém a estimativa foi igual a zero em ambos

os modelos.

Tabela 1.1: Estimativas obtidas para os pardmetros dos modelos

Logaritmo da Renda

11D Geo SAR CAR

By  7.8586  7.8198  7.7451  7.7525

G 0.0099  0.0104  0.0119  0.0118

o2 0.0111  0.0106  0.0334  0.0325

®, Ps, Pe 3.0220  0.5527  0.8278

log(Veros.)  40.3206 45.6752 45.5102  45.2606
Expectativa de Vida

IID Geo SAR CAR

By 65.3427 67.0368 66.2299  66.2774

B 0.1047  0.0725  0.0884  0.0875

o2 0.981  1.0398  3.8152  3.7236

@ Pss Pe 3.6359  0.3052  0.5687

log(Veros.) -67.2729 -62.5750 -66.7247 -66.6877

Notamos que a verossimilhanc¢a do modelo ITD é menor que a dos modelos onde se considera
a dependéncia espacial, para ambas variaveis. Fazendo um teste de razao de verossimilhancas,
obtemos que a dependéncia espacial deve ser levada em conta na modelagem da renda per ca-
pita. Isso implica que um estado tende a ter comportamento semelhante ao dos seus vizinhos,
quanto a renda per capita, ao nivel de 5% de significancia. Isso porque a diferenca entre o

logaritmo da verossimilhanga dos modelos com dependéncia espacial e do modelo IID é maior
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que 3,84, o valor critido baseado na distribuicao qui-quadrado com 1 grau de liberdade. No
caso da expectativa de vida, a dependéncia é significativa quando modelada utilizando o mo-
delo geoestatistico, com alcance estimado de 3.64, mas nao é significativa quando utilizado os
modelos SAR e CAR, com coeficientes de correlacio estimados de 0.31 e 0.57 respectivamente.
Na tabela[1.2] temos os intervalos de confianca dos parametros e podemos tirar melhores con-
clusoes, como por exemplo, considerar se o zero esta contido nos intervalos. Notamos, por

exemplo, que os intervalos para ps e p. contém zero nos modelos para expectativa de vida.

Tabela 1.2: Intervalos de 95% de confianga para as estimativas da tabela [1.1

Logaritmo da Renda

11D Geo SAR CAR

5o (7.6528; 8.0644) 7.5670; 8.0726) (7.4710; 8.0192) 7.4806; 8.0244

061 (0.0060; 0.0137) 0.0058; 0.0150) (0.0068; 0.0170) 0.0067; 0.0168

o? (0.0075; 0.0168) 0.0070; 0.0204) (0.0229; 0.0512) 0.0223; 0.0498

?, ps, e 1.3924; 7.5448) (0.2606; 0.8018) 0.4505; 0.9917
Expectativa de vida

Bo (63.4066; 67.2788) (5.2854; 69.5712) (63.9347; 68.5250) (63.9140; 68.6409)

51 (0.0683; 0.1411)  (-0.0356; 0.1185) (0.0454; 0.1315) (0.0432; 0.1318)

o? (0.6644; 1.4820)  (0.6669; 2.2475) (2.6224; 5.8580) (2.5590; 5.7163)

D, Pss Pe (1.6134; 10.0071) (-0.0544; 0.6327) (-0.0831; 0.9395)

AAAA
o~~~ —~
~— —— —— ~—

Os intervalos de confianca de §y e (1 foram calculados considerando normalidade assin-
totica dos estimadores. Para os demais parametros, nos utilizamos o intervalo de confianca
baseado na func¢ao de verossimilhanca perfilhada. Considerando os modelos para o logaritmo
da renda per capita, o percentual de graduados é significativo, para todos os modelos, pois
o intervalo de confianca para 31 contém o zero. Para expectativa de vida, observamos um
resultado interessante: No modelo IID o percentual de graduados é significativo; no modelo
geoestatistico isso ndao acontece mas a dependéncia espacial é significativa; e, nos modelos
SAR e CAR essa covariavel ¢ significativa, porém a dependéncia espacial nao é!

Esse resultado pode ter ocorrido devido ao fato de ambas as variaveis, expectativa de vida
e percentual de graduados, terem padrio espacial parecido, Figurall.2. No modelo ITD houve
significAncia por ambas estarem correlacionadas. No modelo geoestatistico, a dependencia
espacial considerada fez com que nao houvesse significAncia, enquanto que nos modelos SAR

e CAR, a correlagao entre as variaveis fez com que o efeito espacial nao fosse significativo.

1.3 Covariancias implicadas

Nesta Secao noés olhamos mais detalhadamente para a estrutura de covariancia implicada
pelos modelos SAR e CAR e introduzimos os resultados nédo intuitivos apontados em Wall
(2004). Na Figura [1.3] observamos as varidncias em cada érea e as correlagdes entre areas
vizinhas implicadas pelos modelos SAR e CAR, considerando as estimativas dos parametros

dos modelos ajustados para o logaritmo da renda per capita, ou seja, ps = 0.5527 e p. =
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0.8278. Nos gréaficos das correlacoes implicadas por nimero de vizinhos, ambos os pares
(Corr(i,j),d;) e (Corr(i, j),d;) estao plotados.

(a) (b)
<
:_ ° Jqe
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-] —
o o _|
=N x3
n o
| I
[<°) @ _]
.go'— .go
c Y c [ ]
@ s @ s
el i
>0 [ =) [ ]
< ' s :
o ' l o ' °
o N !
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1 4 5. 6 7 8 1 3 4 5. 8
Numero de vizinhos Numero de vizinhos
(c) (d)
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Figura 1.3: Variancias implicadas pelo modelos SAR (a) e CAR (b) peloo imero de vizinhos
e correlacoes entre pares de vizinhos pelo nimero de vizinhos pelos modelos SAR (c) e CAR

(d)

Observando os graficos de dispersao entre a varidncia implicada em cada area e o nimero
de vizinhos, na Figura[l.3] notamos que a variancia tende a ser inversamente proporcional ao
numero de vizinhos, porém nao é uma relacao linear. Quanto aos graficos da correlagao impli-
cada entre pares de vizinhos pelo niimero de vizinhos de cada um, notamos que a correlagao
tende a ser menor quando uma area do par tem menos vizinhos, porém essa relacao também
nao é perfeita.

Agora, noés usaremos alguns valores para ps e p. para apresentar trés resultados ndo

intuitivos apontados em Wall (2004). Esses resultados ocorrem para ambos os modelos.

1. A variabilidade nas correlagdes entre vizinhos aumenta em funcao de ps ou p.. Conside-

rando ps = 0.1, as correlagoes entre os estados vizinhos variam de 0.026 a 0.115 e para
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Figura 1.4: Correlagoes implicadas entre areas vizinhas por ps (esquerda) e p. (direita).

ps = 0.6, de 0.241 a 0.642.

2. Inconsisténcia no ranking das correlagdes. Considerando p, = 0.49, a correlagdo entre
Alabama e Florida é 0.200 enquanto a correlacao entre Alabama e Georgia é 0.156.
Entretanto, se p. = 0.97, a correlagdo entre Alabama e Florida ¢ 0.650, menor que a

correlacao entre Alabama e Geodrgia, que neste caso é 0.671.

3. A correlacao implicada por ps ou p. negativos, pode ser positiva para alguns pares de
vizinhos. Com ps = —0.7 a correlagao entre Maryland e Pennsylvania é —0.180 e entre
Vermont e Massachussets ¢ —0.157. Mas se p; = —1.37, passam a ser 0.463 e 0.985,

respectivamente.

Se consideramos todos os valores possiveis de ps e p. ou seja, entre 1/min{\;} e 1/max{\;},
podemos vizualizar esses resultados fazendo o grafico da correlagao implicada entre pares de
vizinhos por ps e p.. Na Figura[1.4, temos as correlacoes entre estados vizinhos implicadas
pelos modelos SAR e CAR em funcao de ps e p.. Nessa Figura podemos vizualizar os trés
resultados nao intuitivos par ambos os modelos.

Esses resultados foram apontados em Wall (2004) e no proximo Capitulo nos os estu-
daremos em mais detalhes e usamos resultados de &4lgebra linear para compreendé-los. No
Capitulo 3 nds estudamos esses resultados ndo intuitivos para um modelo espacial Bayesiano.

No Capitulo 4 nés fazemos algumas conclusoes e recomendagdes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Another close look at spatial structure
of CAR and SAR models

2.1 Introduction

Lattice data refer to statistical data observed at spatial locations or areas in a given geographi-
cal region. It is common to assume that observations at sites near each other tend to have
similar values. The Conditional Autoregressive (CAR) and the Simultaneous Autoregresive
(SAR) models are widely used to analyze these lattice data. The SAR model is preferred in
likelihood inference, while the CAR model is more common in Bayesian inference as a prior
distribution for spatially structured random effects.

Despite their popularity, these models bring uneasy consequences for the implied corre-
lation structure of the variables. Several authors have pointed out that the SAR and CAR
models yield non constant variances at each site as well as unequal covariances between regions
separated by the same number of neighbors (Haining (1990), page 82; Besag and Kooperberg
(1995)).

Wall (2004) extensively studied the covariance structure entailed by these models. She
found that the implied correlation between a pair of neighboring areas is negatively associated
with the number of neighbors of each region. However, she also showed that this relationship
is not simple and much variability remains unexplained. For example, considering the three
neighboring US states Missouri, Arkansas, and Tennessee, she showed that, although Missouri
and Tennessee have the same neighboring structure, their correlation with Arkansas differs.
She also showed that sites with equal number of neighbors can have different variances implied.

In addition to these uncomfortable results, Wall (2004) pointed out a series of puzzling
results from these two spatial models. One of them is that correlations between areas switch
their ranks depending on p, the spatial dependence parameter. Suppose that a pair (i, j) of
sites are more correlated than another pair (k,l) when p = 0.5. It is not uncommon that
for another value of the correlation parameter, p = 0.7 say, the pair (k,l) becomes more
correlated than (7, 7). One would expect, perhaps naively, that the order should be the same,

irrespective of the spatial dependence parameter value. Even more puzzling are the results
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concerning negative values for p. She found that when p is negative, correlations between the
neighboring areas are also negative but, as p decreases further, some pairs of areas start to
be positively correlated, even approaching +1 at times.

Wall (2004) concluded that the implied spatial correlation between the different sites using
the SAR and CAR models does not seem to follow an intuitive or practical scheme and called
for more research to be carried out to clarify these problems. This is the main purpose of this
paper. We explain the apparently counterintuitive or impractical consequences of the model
specification by using the complete neighborhood graph structure, not only the immediate
neighborhood. In accounting for the complete neighborhood structure, we see that a crucial
role is played by the second largest eigenvalue modulus of the neighborhood matrix used in
the SAR and CAR models. We use a simple matrix algebra identity to write the covariance
matrices of the SAR and CAR models as a matrix power series. This enables us to express
the correlation between any two pairs of areas ¢ and j as an infinite series with exponential
decay given by the spatial dependence parameter p. Moreover, the k-th term coefficient of
this series is proportional to a weighted sum of the different paths to move from area ¢ to area

7 in k steps.

2.2 The SAR and CAR models

Let a region D be partitioned into n areas {Ai,...,A,} such that D = A; U...U A4,, and
A;NAj =0foralli# j. Let y; be a random variable measured at area i and y = (y1,...,yn)"
We denote by y_; the (n — 1)-dimensional vector without the i-th coordinate of y. The

conditional autoregressive model (CAR) is given by a set of n conditional distributions

n
yily_i ~ N | i+ > cij(y; — ), o7 (2.1)
j=1
where ¢;; = 0 and UZ-2 > 0 for ¢ = 1,...,n. It is not any set of n conditional distributions

that determine uniquely a joint distribution for the vector y. However, a very popular choice
in spatial studies for the constants ¢;; and v; defines a valid joint model, and we adopt this
choice in the rest of this paper.

The choice of the n x n matrix C = (¢;;) is related to the degree of spatial proximity
between areas i and j. Let A = (a;;) be an n x n binary neighborhood matrix such that
a;; = 1 if, and only if, areas 7 and j are neighbors (denoted by i ~ j). We let a;; = 0. Define
W = (wj;) such that w;; = ai;/a;. where a;. = >_; @ij = di, the number of neighboring areas
of region 4. Finally, define C = p.W and v; = o./d;. Under a restriction on the value of
pe, the CAR model with these options defines a valid joint distribution for the vector y

given by a multivariate normal distribution:
Yy~ Np (Na (I - ch)_lK) (2.2)

where = (1, ..., i)', I is the identity matrix and K is the diagonal matrix diag(vy, ..., vy)
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which is equal to o2 diag(dl_l, ...,d ). The restriction on p. is necessary to ensure that
(I — p.W)™1K is positive definite and it suffices to take p. such that p, is between 1/ min; \;
and 1/ max; A\; where A\;, i = 1,...,n, are the eigenvalues of W (Haining, 1990, page 82).

This choice also implies that (2.1) reduces to

vily_; ~ N (i + pely = );, 02/ di) (23)

where (y — pu); = >2; wij(y; — ;) is the average of the deviations y; — p; among j ~ i, i.e.
among the neighboring areas of 4.

The SAR model is defined by n simultaneous equations
n
yi =i+ Y sij(y; — py) + € (2.4)
j=1

where € = (€1,...,€,) ~ N(0,A) with A diagonal with Ay = os/d;, E(y;) = pu, and s;; are
known constants with s; = 0,4 = 1,...,n. This model is simultaneous because the random
variables are simultaneously determined by the n equations in[2.4. Provided that the inverse

of the matrix I,, — S exists, the distribution of y = (y1,...,ys) is
Y~ Ny, (In — )" AL — S)_ll) , (2.5)

where S;; = s;;. A popular choice for S is to take S = p,W, where p, € (—1,1). Following
Wall (2004), we will constrain ps to the same interval as p. in order to allow for comparisons
between the models.

With these choices for the SAR and CAR model, the correlation matrix entries are func-

tions of only W and p. or ps. For the SAR model, we have

Cor(1,7) = ol — psw);jldgl(l _ psW);Z-l
VORI = paW)2d7 1 02 (1 = p W) 2ds !

and o2 is canceled out. For the CAR model, we have
o2(I = pcW);'d; !
Cor(i,j) = e - pi )” J —,
VORI = peW)d 1 [o2(1 = pcW )

and o2 is canceled out.

2.3 The puzzling results

We summarize the main puzzling results concerning the correlations implied by the SAR and
CAR models and described by Wall (2004). She used the United States map to illustrate
the implications that the CAR and SAR models entail for the covariance between pairs of

areas. Consider the graph composed by the 48 contiguous continental states. Two states i
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and j are connected by an edge (meaning that w;; > 0) if they share borders. This graph
is in Figure with the underlying US map. The upper right plot in Figure shows the
correlations Cor(i, ) between pairs of neighboring states by the number of neighbors. Every
pair (i,7) of neighboring areas contribute two points in this plot depending on each area’s
number of neighbors, the pair (d;, Cor(4, j)) and the pair (d;, Cor(i, j)). We can see that, for
a given number of neighbors, there is a large variation in the correlations.

The lower row of plots in Figure 2.1 shows how the correlations Cor(i, j) varies with the
spatial dependence parameter p. Each line represents the correlation between two neighboring
areas and the horizontal axis corresponds to the spatial dependence parameter ps of the SAR
model (left hand side plot), or p. for the CAR model (right hand side plot). Based on the
eigenvalues of W for the US lattice, the spatial parameter space is restricted to (—1.392,1).
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Figura 2.1: The graph of USA states by neighboohod (upper left), SAR correlations implied
by number o neighbors if p; = 0.6 (upper right) and the correlations implied by SAR and
CAR models for all possible ps (bottom left) and p. (bottom right) values

Most of the puzzling results appear in these plots. We can see that lines cross each
other as p varies, irrespective of the model adopted. This means that, if we increase the
spatial correlations between all pairs of areas by increasing p, states which are less correlated

than others can become more correlated after varying p. For example, when p. = 0.49, the
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correlation between Alabama and Florida is 0.1993 while the correlation between Alabama
and Georgia is 0.1561. However, when p. = 0.97, the correlation between Alabama and
Florida is 0.6311, smaller than the correlation between Alabama and Georgia, which is equal
to 0.6490. This seems odd as it means that the effect of changing p is not uniquely defined.

Consider the behavior of Cor(i,j) when p approaches its lower bound -1.392. the pairwise
correlations approach either —1 or +1. The latter limit value is counter-intuitive: some pairs
tend to be perfectly positively correlated when we expect they to be the opposite of their
neighboring values according to the SAR or CAR models.

Some results are reassuring. The correlations increase monotonically with p when the
spatial dependence parameter is positive. However, the range of the correlations depends on
the value of p. For instance, when ps; = 0.1, correlations between neighboring states vary
between 0.026 and 0.115, while this variation lies between 0.241 and 0.642 when ps; = 0.6.

2.4 Some preliminary definitions and results

To explain the puzzling consequences, we use linear algebra and graph theory results.

2.4.1 Random graphs and the matrix W

The W matrix can be seen as the transition matrix of a Markov chain defined on a graph.
Assume that n nodes or vertices, represented by the areas A;, are connected by undirected
edges such that there is an edge between areas ¢ and j if w;; # 0. Define a discrete-time and
finite Markov chain with transition matrix given by W. That is, if a particle is in one vertex ¢
at time ¢, it moves to a different vertex in the next moment choosing among the neighbors of
A; with equal probability. These type of Markov models are called random walks on graphs
(Brémaud (2001), page 214), or random graph, for short. W* is the transition matrix for the
chain movements in k steps.

The random walk on the neighborhood graph converges to a unique stationary distribution
if the Markov chain defined by W is ergodic and aperiodic. For this, the graph must be
connected, i.e., from each node there exists a path of edges connecting successive nodes until
any other arbitrarily chosen node is reached. If W' is the row normalized adjacency matrix of
an undirected graph G, then the stationary distribution of the Markov chain defined by W
is given by w = (71, ..., ) where m; = d;/D, where d; is the number of neighbooring areas of
i and D =Y, d; (Brémaud (2001), page 214). 7; is called the density of area ¢ or node i.

This implies that the power W* converge to a matrix composed by identical rows, all of
them equal to the stationary distribution vector w. That is, ij — dj/D, as k — oo. The
convergence to this stationary distribution is geometric, with relative speed proportional to
the second-largest eigenvalue modulus. This result is known as the Perron-Frobenius theorem
(Brémaud (2001), page 157) and it is important for our development. It can be shown that
the eigenvalue of W with the largest modulus has multiplicity 1 and it is A = 1. Let Ao, ...,
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An be the other eigenvalues of W ordered in a such a way that
AM=1> ’/\2’>Z ’)\n‘

Let mgo be the multiplicity of Ao and 1 = (1,...,1)!. Then, the Perron-Frébenius theorem
proves that
WF=1=x+0(k™ | \|F),

where k is a positive constant. In particular, if |A2| > |A3| then mga = 1 and the convergence

speed decays exponentially with the second largest eigenvalue modulus |Ag|.

2.4.2 A matrix identity

There is a matrix identity which is fundamental to understanding the behavior of the correla-
tions implied by the models and described in Section If M is a square matrix such that
each entry of the matrix M* goes to zero as k increases, then the inverse (I — M)~! exists
and is given by

(I-M)"'=T+M+M>+M>+... (2.6)

(Tosifescu (1980), page 45). Take M = pW where |p| < 1. Since 0 < [W*];; < 1 for all i,

and for all integer k, we can write
(I —pW) L =T+ pW + p*W?2 + W3 4 ... (2.7)

2.4.3 The powers of the W matrix

If [Wk]” > 0, then the probability of going from ¢ to j in k steps in the random graph is
positive. This means that there exists at least one sequence of k edges connecting nodes such
that the initial and final nodes are ¢ and j, respectively. Let us call such a path of a k-th
order path between areas ¢ and j. In fact, the value of [Wk]” is a weighted sum of all the
k-th order paths between i and j. For example, [W2}ij is given by

1o

= " Qi Gk Ak Qj
W2, =Y WyWij=> ——2 = z . 2.8

The binary product a;,ay; is equal to 1 only if £ connects both i and j. Therefore, [WQ],;J- is
proportional to a weighted sum of all second-order paths ¢ — k — j. Each path contributes
a fraction inversely proportional to the number dj of neighbors the intervening area k has.
The more connected k is, the smaller the contribution of the path i — k — j to [W?];;. Note
that [W2]” > 0 because there is at least one path of the type i — k — i since each area has
at least one neighbor.

Similarly, [Wg]ij is given by

W35 = [W?ywy; =
=1 t=1k=1
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Each path ¢ — k — [ — j is inversely weighted by how dense is the neighborhood graph at k

and [. Note that paths such as i — 7 — ¢ — j are also counted.

2.5 Revisiting the puzzling results

Putting together the results of Section[2.4, for |p| < 1, we can write
(T — pW)~ij = [T)ij + p[Wlij + p°[W?]ij + p°[WLij + .. (2.10)

As long as |p| < 1, the correlation between i and j is a convergent series decaying expo-
nentially in the spatial dependence parameter p. The k-th coefficient in this series is given by
[Wk]ij, which is proportional to the weighted sum of paths of size k between ¢ and j. The
weight of a path is the product of the number of neighbors of the intervening areas in the
path.

Since the k-th coefficient [Wk]m can be interpreted as a probability, it lies between 0 and
1. Furthermore, [Wk]w approaches the limit d;/D for all i and the speed of this convergence,
for all ¢ and j, is determined by the second largest eigenvalue modulus of W. This means

that, with a good approximation and for some value k, we can write

djpk
D(1-p)
~ [Ty + pWlij + ...+ p" W (2.12)

(L —pW) 'y~ [ij+ pWli+ ..+ p" W15+ (2.11)

With these facts, the results are less puzzling and easier to understand. Basically, when
we naively try to understand the covariance structure focusing only on the first-order neigh-
borhood structure, we are doomed from the start. For instance, if the third degree approxi-
mation in (2.12) suffices, we have the CAR model covariance between areas ¢ and j, i ~ 7,

given approximately by

2 3
v paig P ik Ok & ik QK11
(G 3ty sy e )

v k=1 1

Ignoring the neighborhood structure geographically more distant than the first order will
produce a crude approximation to the true correlation coefficient. Giving due consideration
to the longer paths from 4 to j, though with ever decreasing weight, we find the results

described by Wall (2004) to be much less puzzling, as we discuss next.

2.5.1 The CAR model with p. > 0

First, let us consider the CAR model and p. > 0. Then, (2.10) shows that the correlation
must increase monotonically with p., since all the coefficients in that series expansion are

nonnegative. This is one of the empirical results from Wall (2004). Although it is what one
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expects intuitively, now we understand the underlying reason for this monotone increase of
Cor(3, ).

However, correlations of different pairs can increase at different rates. This is because the
series expansion coefficients in (2.10) are pair-specific. In fact, the derivative of [(I—pW)™1];;

is equal to

;p[(f — W) i = (Wi + 20[W2)ij + 302 W3]y + ... (2.13)

This implies that, for p € (0,1), we have an increasing derivative with p. If p is not too close
to 1, the rate of increase of this derivative depends mostly on the second-order neighborhood
[W2;;.

Different pairs can exchange their relative positions as p. > 0 increases and it is clear now
why and when this happens. The derivative on (2.13) depends of the specific pair 7, j under

consideration. For example, assuming that the second degree polynomial approximation in
(2.12) is good enough, then

0 _

gyl —PW) Yij = [(Wij + 20[W?); (2.14)
Therefore, the larger p., the greater the positive contribution of the second-order neighborho-
ods. Hence, when p,. is small, a pair (i,7) can have a small correlation that may increases
faster than the correlation in other areas simply because its second order coefficient [W?);; is

relatively large.

Tabela 2.1: Values of the entries of W¥*, pfW*_ and the cumulative sum Z?:o W for
the pairs of neighboring states (Alabama, Florida) and (Alabama, Georgia). We consider the
values p = 0.97 and p = 0.49.

k 1 2 3 4 5 10 30 50 100
Alabama and Florida, p. = 0.97
wk 0.2500 0.0500 0.0984 0.0498 0.0588 0.0317 0.0127 0.0100 0.0094

pPWE 0.2425 0.0470 0.0898 0.0441 0.0505 0.0233 0.0051 0.0022 0.0004
CumSum  0.2425 0.2895 0.3794 0.4235 0.4740 0.6246 0.8345 0.8997 0.9526
Alabama and Georgia, p, = 0.97
wk 0.2500 0.1562 0.1516 0.1333 0.1179 0.0754 0.0312 0.0249 0.0234
pPwk 0.2425 0.1470 0.1383 0.1180 0.1012 0.0556 0.0125 0.0054 0.0011
CumSum  0.2425 0.3895 0.5278 0.6458 0.7470 1.1026 1.6092 1.7711 1.9030
Alabama and Florida, p. = 0.49
pFWFE 0.1225 0.0120 0.0116 0.0029 0.0017 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
CumSum  0.1225 0.1345 0.1461 0.1490 0.1506 0.1517 0.1517 0.1517 0.1517
Alabama and Georgia, p. = 0.49
PFWF 0.1225 0.0375 0.0178 0.0077 0.0033 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000
CumSum  0.1225 0.1600 0.1778 0.1855 0.1889 0.1915 0.1915 0.1915 0.1915

This is the explanation for the apparently strange behavior of the switching ranks between
the correlations of Alabama and Florida and Alabama and Georgia. We use Table to
illustrate our arguments focusing on the CAR model with p. = 0.97 and p. = 0.49. For
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Alabama and Florida,

(I —pW) ™AL F1 = 0.25p +0.050° +0.10p° +0.05p" + . ..
while, for Alabama and Georgia, we have

[(I = pW) AL Ge & 0-25p + 0.16p° +0.15p" + 0.13p" + . ..

The coefficients of this expansion has a slower decline for the more fully connected pair
(Alabama, Georgia) than for the pair (Alabama, Florida). When p = 0.49, this difference is
not relevant because the diminishing p* quickly shrinks the term p*[W*];; towards zero for
both pairs. The consequence is that the first few terms, with small k£, dominate the series.
Considering only the first order approximation with k, we are within 64% and 81% of their
limiting values, equal to 0.1915 for the pair (Alabama, Georgia), and equal to 0.1517 for the
pair (Alabama, Florida), respectively. Using a third degree approximation with k = 3, we get
very close to these limits, within 93% and 96%, respectively.

This picture changes substantially when p = 0.97. Now, even relatively large k-th order
neighborhoods contribute a fair amount to the series sum. As a consequence, the convergence
of [(I — pW)~ ] is slow. With k = 1, we are within only 13% and 25% from their limiting
values, equal to 1.9030 for the pair (Alabama, Georgia), and equal to 0.9526 for the pair
(Alabama, Florida), respectively. Increasing to kK = 10 we are still away from the limiting
values, 58% from (Alabama, Georgia), and 66% from (Alabama, Florida). This means that
more geographically distant neighborhood structures, reflected in the k steps paths from ¢ to
j in the W* entries, have a non-negligible impact on the series’ limits. Since these paths are
different for the two pairs of areas, the end result is that an initial ordering of correlations
when p = 0.49 is switched as p increases to 0.97.

Let us turn our attention to the relationship between variances Var(y;) and the number
d; of first order neighbors. Wall (2004) noticed that there is a typical negative relationship
between these two quantities but that there is also variation of Var(y;) among areas with
equal d;. We use again the approximation in (2.12) to clarify this in the case of the CAR
model.

Suppose that the W converge fast enough such that

0.2
Var(y;) = df (T — pW) i
R (;(? 1+ p[W1i + p*[W?2];; + D(dfp_gp)>
- ‘675 (1 + pQ[WQ]ii) + D(Ulz'igp)

where, in the last approximation, we ignored the last term and used (2.12). Therefore, the
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declining value of Var(y;) with d; is obvious but we also need to recognize the effect of the
second (and higher) neighborhood order. The sum Y, (a;xax;)/dr depends on its number of
terms. That is, it depends on the number d; of first order neighbors k ~ ¢. It also depends
on the connectedness degree of these neighbors through their dj values.

To illustrate with an extreme case, suppose that area ¢ has a single neighbor, area k. Then

2
Var(y;) =~ o (1 + )
dy,

Two areas in this same single-neighbor situation have different variances if their single neigh-
bors have different number of neighbors. The more connected is the single neighbor k, the

smaller the variance of 1.

2.5.2 The CAR model with p. <0

Concerning the negative pairwise correlations, again the spatial dependence parameter p. and
the higher order neighboring areas are crucial to understand their behavior. For —1 < p. < 0,
the terms in the series (2.10) alternate signs and this explains the counter intuitive behavior
of some pairs of areas. If p is close to its lower bound —1, the decay p* is slow and more
distant neighborhood patterns impact on the correlation value with alternating signs. The
first term p[W/;; in the covariance expansion (2.10) is obviously negative. However, since
[W*]; ; is not a monotone decreasing function of k, it is possible that the sum of the first two
brings the covariance closer to zero or even positive. This happens if an increase in [W2]i,j
with respect to [W7]; ; more than compensates the decrease from |p| to p?. This argument is
valid with higher order of k.

As an example, consider Vermont and Massachussetts. When p. = —0.99999, the correla-
tion between these two areas is equal to —0.1051. The convergence of [(I — pW)~1];; for this
pair is very slow. Table 2 shows the values W¥, p*W* and the cumulative sum Z?:o P W
for Vermont and Massachusetts. We can see that the cumulative sum alternates widely. The
difference between k£ = 100 and k = 101 for the cumulative sum is in the second devimal

place, a substantial value for such a large order k.

Tabela 2.2: Values of the entries of W*, p*W*, and the cumulative sum Z?:o W for the
pair Vermont and Massachusetts. We consider p = —0.99999.

k 1 2 3 4 S 10 100 101
pFWF -0.3300  0.1778 -0.1948 0.2061 -0.1729 0.1590 0.0315 -0.0313
CumSum -0.3300 -0.1556 -0.3504 -0.1442 -0.3172 -0.1151 -0.1671 -0.1984

All pairs of neighboring areas have negative correlation in the CAR model when —1 <
pe < 0. However, in the SAR model with p; = —0.99999, Vermont and Massachusetts has
correlation equal to 0.0293. We discuss the SAR model in more detail in section 4.3 but it is
appropriate to antecipate some its results here. Similarly to the CAR model, using the power

expansion of [(I—pW)~1] for the SAR covariance in (2.2)), we can express Cor(i, j) as a power
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Figura 2.2: Successively approximating the correlation between Vermont and Massachusetts
as we increase the number of terms in the finite sums of (??), with p; = —0.99999.

series in ps. Figure[2.2 shows the approximation as successively larger finite sums are used
to approximate the eventually positive correlation. Considering only the first neighborhood
orders, the approximation is negative.

The behavior for p < —1 is less simple to explain with our results. The series expansion
(2.10) is no longer valid and our interpretations can not be put into use. When an extremely
negative spatial parameter is used in the US states graph, the pairwise correlations approach
either to —1 or to +1. In Figure ?? we draw the edges according to the limiting behavior of
the pairwise correlation as p approaches its lower bound —1.3923 = min;{)\;} ~!. A virtually
identical figure is obtained for the SAR model. Solid lines are used for those pairs in which the
correlation approach —1 while the dashed lines represent the pairs with limiting correlation
approaching +1. It is not clear what the pattern means but we present a conjecture. It seems
as if areas which act as the center of star shaped local neighborhoods have their connecting
edges mostly positive. See, for example, Idaho, Colorado, and South Dakota. The edges
composing the outer rings of these star-shaped local neighborhoods have negative correlations.

To consider an intuitive explanation for this conjecture, imagine that we are going to
assign the value +1 to approximately one half of the areas and —1 to to the remaining areas.
In this way we keep the global mean close to zero. Let B the number of neighboring edges
connecting areas with different values. If we want to maximize B, it seems that assigning 41
to the center of star shaped areas and —1 to the areas in the outer rings may be near optimal.

We are investigating the truth of our conjecture at the moment.

2.5.3 The SAR model

The arguments for the SAR model are very similar to those presented for the CAR model
but the formulas are more convoluted. Using the power series expansion (2.10) in the SAR
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Figura 2.3: Edges of US states neighborhod graph drawn according to the pairwise correlation
when p. approaches its lower bound —1.3923. Solid line: positive correlation, 4+1; dashed line:
negative correlation, —1.

covariance (2.2), we can write
Se = (I—pW)'A((I - pW)7Y)
= I+ pW + W2+ W3 4 A + pW + p*W?2 + p’W?3 4 )

n=0 k=0

which has elements given by

O'S > n—
J n=0 k= 0

If the third degree aproximation for (I — pW)~! suffices then
(Es)ij = Zha(I = pW + p*W + P3W3)ik%,j(f — pW + p*W + p*W?) (2.16)

where the element (I — pW + p*>W?2 + p3W3),, is equal to

azk p? AipQ k AipQpgQ k
(Igiry =P + d—z o ZZ —E (2.17)
p=1 v p=1¢=1

The main difference between SAR and CAR is that a third degree approximation for (I —
pW)~!imply in up to a sixth degree polynomial in pg for each entry of the covariance matrix,
the coefficients involving elements of W. Therefore, we get the same type of polynomial
approximation as for the CAR model and our qualitative conclusions remains unchanged for

the SAR model. Incidentally, note that this higher approximating polynomial degree in the
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SAR model as compared to the CAR model explains why, bottom plots in Figure[2.1] the first
order neighbor correlations increase at a slower rates as a function of positive p. in the CAR
model compared with positive ps in the SAR model. For a given approximating polynomial
in p for (I — pW)~!, the implied SAR correlation polynomial has more positive terms than
the corresponding CAR polynomial, as can be seen in (2.5.3), for example.

2.5.4 The role of |\

The second largest eigenvalue modulus |\2] is in the interval [0, 1) and it is responsible for the
speed at which [W*];; converges to its limiting value, 7; = d;/ 3", d;. That is, the smaller |\g|,
the smaller the degree k required in the approximation (2.12). Regular graphs are those with
d; constant. For a highly irregular neighborhood graph it is difficult to obtain exact results
analytically. However, on regular graphs, these results are available and they highlight the
interplay between the neighborhood structure and the approximation speed ;Chung (’;97‘),
Chapter 1). Basically, the more connected the graph is, the larger the value of |\2|. Hence,
|A2| is a measure of overall connectedness of a graph.

In order to illustrate these points, we computed |A2| for some regular graphs. Consider a
ring graph with nodes {(u,u+1): 1 <u <n?}U{(1,n?)}. Then, |\s| = cos(2r/n?) =~ 1ifn
is large (Chung, 1997, page 6). This decreases substantially when we pass to a grid graph with
n? vertices symmetrically wrapped into a torus. In this case, each vertex has four neighboring
vertices and |Xo| = (1 + cos(27/n))/2, the midpoint between 1 and cos(27/n) < cos(27/n?)
for n > 2. Finally, consider the most dense graph possible with n? vertices, the complete
graph in which every area is a neighbor of every other area. Then, |[\o| = 1/(n? — 1) =~ 0, if
n? is large.

Admittedly, these graphs are highly artificial and do not represent the typical maps found
in practice. To have a better idea of the effect of the average density of connections on |Ag|,
and hence on the speed of the convergence [W*];; — d;/D, we successively pruned a real
map while keeping the entire graph connected. The objective is to show how the value of |\
tends towards 1 as we prune the graph.

The usual US states map is not the best choice for this demonstration. The reason is that
|A2| = 0.9714 for this graph, a large initial value. This large value indicates that there are
parts of the map (such as the NE region) that are hard to reach in a random walk, implying
in long paths or a nearly disconnected graph. Even more regularly connected graphs have
large eigenvalues. Therefore, in addition to pruning the usual adjacency neighborhood graph,
we also added edges between second-order neighbors. That is, we increased the density of
connections in the graph by adding edges between areas that are separated from each other
by at most a third area.

We randomly selected an edge to be deleted while this was possible until only n — 1
edges remained (that is, until we reached a spanning tree). We also randomly created edges
between second-order neighbors. To keep the balance on the two directions, we added edges
until we reached the same number needed to generate the most pruned graph. We repeated

this procedure one hundred times independently.
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Figura 2.4: Sucessively adding or pruning the adjacency neighborhood graph of four graphs.
The geographical regions are the US states map, the the counties of Wyoming and lowa, and
the municipalities of Minas Gerais, a Brazilian state. The second column of plots shows five
realizations of the of the addition-pruning process in each graph. The third column of plots
shows 95% confidence envelopes based on the simulations in dashed lines, as well as the mean
|A2(j)| value in solid line.

Figure 2.4 shows the graph of the second largest eigenvalue modulus |A2(7)| where j is
either the number of deleted edges from the original map (if j < 0) or the number of added
edges (if j > 0). We used four geographical regions, shown in the first column of plots: the
US states map, the counties of Wyoming and Iowa, and the municipalities of Minas Gerais, a
Brazilian state with the approximately extension as France. Their |A2(0)| values are 0.9714,

0.8850, 0.9717, and 0.9561, respectively. The second column of plots shows five realizations
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of the addition-pruning process in each graph. Each line is the value of |\2(j)| as j varies.
The third column of plots shows in dashed lines 95% confidence envelopes based on the 100
simulations, as well as the mean |A\y(j)| value as a solid line.

Specific paths within the confidence envelope are not necessarily monotone. That is,
the deletion (or addition) of a specific edge can decrease (or increase) the eigenvalue of the
resulting W matrix. However, the average behavior is that the denser the connections, the
smaller the eigenvalue and hence, faster the convergence. In terms of the puzzling results
discussed in Wall (2004), this means that the denser the graph, the less likely the change of

ranks between different pairs of areas.



Capitulo 3

Covariancia posteriori de efeitos

aleatorios com priori CAR

Neste capitulo nés consideramos um modelo espacial Bayesiano para dados gaussianos. Nesse
modelo, consideramos um efeito aleatério espacial com distribui¢do a priori CAR. N6s mos-
tramos os resultados nao intuitivos de Wall, Wall (2004), na covariancia a posteriori do efeito
aleatorio espacial. No6s encontramos uma expressao simples para a matriz de covariancia a
posteriori que auxilia na compreensao da estrutura estocastica do efeito aleatorio a posteriori.

Essa expressao é também obtida se a distribuigao a priori ¢ CAR intrinsica.

3.1 Introducao

Muitos estudos envolvem dados de areas geograficas, seja um pais dividido em estados, um
estado dividido em municipios, um municipio dividido em bairros ou qualquer regiao subdivi-
dida de forma discreta. Nessas subdivisoes, sdo observados fenémenos que produzem medidas
discretas ou continuas. Um fenémeno pode ser observado mais de uma vez em cada &rea,
caracterizando processos espaco-temporais. Também podem ser observados varios fenémenos
a0 mesmo tempo, caracterizando processos multivariados. Esses dados podem ser casos de
doencga agregados por municipios, o indice de desenvolvimento humano em cada estado de um
pais, etc.

Os modelos de regressao podem ser estendidos para analisar esses dados espaciais. As
extensoes sdo necessarias para modelar a estrutura de dependéncia espacial dos dados. Essa
dependéncia espacial pode ser modelada diretamente utilizando modelos de regressao espacial
para dados gaussianos, na abordagem frequentista Anselin et al. (2004), ou considerando efei-
tos aleatorios espaciais para dados gaussianos ou nao, na abordagem bayesiana, Banerjee et al.
(2004).

A abordagem bayesiana tem sido a mais utilizada, principalmente devido ao fato de ser
mais facilmente estendida a modelos mais complexos do que a abordagem frequentista. Nessa
abordagem, a componente espacial é geralmente modelada considerando uma distribuicao a

priori autogregressiva condicional ou CAR, do inglés Conditional AutoRegressive, para os

24
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efeitos aleatdrios espaciais desconhecidos. Nos estudaremos o modelo CAR, ’;&ag M), em
detalhes na proxima secao. Geralmente o uso da distribuigao CAR como priori requer o uso de
técnicas de Monte Carlo via Cadeia de Markov, ou do inglés Monte Carlo via Markov Chain -
MCMC, para obter amostras da distribui¢ao a posteriori. Apenas em casos particulares pode-

mos encontrar distribuicoes a posteriori conhecidas e isso nao é necessario. Atualmente varios

modelos considerando prioris CAR foram implementados e estdo disponiveis em programas
Lunn et al. 42000), e BayesX, Lang i2000).

Devido a facilidade de simular amostras da distribuicdo a posteriori, os modelos espaciais

computacionais populares , tais como WinBUGS,

bayesianos foram estendidos a modelos espago-temporais, modelos multivariados e modelos de

sobrevivéncia espaciais, Banerjee et al.‘ 2004); modelos com parametros variando no espago

‘Assungéo‘ 42003); e modelos aditivos generalizados, ‘Fahrmeir and Lang 42001). No entanto,
existe pouco conhecimento analitico sobre a estrutura estocastica da distribuicao a posteriori
dos efeitos espaciais desses modelos. Em geral, atribui-se distribui¢oes a priori para os para-
metros, simula-se da distribuicdo a posteriori, mas falta um entendimento mais detalhado e
analitico das propriedades da distribuicao a posteriori dos paradmetros espaciais.

Em modelos bem simples, tem sido apontados alguns resultados nao intuitivos da estru-

tura estocéastica implicada pelo modelo CAR. A covaridncia entre pares de dreas com mesmo

numero de vizinhos sdo diferentes, Besag and Kooperberg‘ 41995‘). Em contexto, ndao bayesi-
ano considerando o modelo CAR como verossimilhanga para os dados, Wall (2004) mostrou
alguns resultados nao intuitivos na estrutura de covariancia em funcao do parametro de auto-
regressao espacial. Esses resultados foram estudados novamente e explicacoes para eles foram
obtidas através do estudo dos autovalores da matriz de que reflete a estrutura de vizinhanca,
‘Assuncéo et al. 42008‘).

Neste artigo, nos fazemos um estudo detalhado de um modelo bayesiano espacial gaus-

siano e obtemos uma expressdao para a estrutura de covaridncia a posteriori dos parametros
modelados por uma priori CAR que permite entender melhor a sua estrutura estocastica. Na
proxima Sec¢ao nos introduzimos os modelos bayesianos espaciais, na Se¢ao obtemos a ex-
pressdo da covariancia a posteriori. Na Sec¢ao [3.4/n6s mostramos os resultados nao intuitivos
apontados em @ 2004) para a covariancia a posteriori. Na Se¢ao no6s obtemos alguns
resultados algébricos e na Sec¢ao 3.6/ analisamos detalhadamente a matriz de covariancia a

posteriori.

3.2 Modelos espaciais Bayesianos

Nesta secao ndés vamos considerar que temos observacoes y;, ¢ = 1,...,n, feitas em n areas
geogréaficas. Podemos considerar também um vetor de covaridveis X; observadas em cada
drea. Um modelo que pode ser considerado para esses dados é o modelo linear generalizado
misto, ou Generalized Linear Mized Model - GLMM. Esse modelo é utilizado para modelar a

esperanca da varidvel de interesse de forma linear através de uma funcao de ligagao:

wi = E(y;) = g(n:), onde, n; = X;8 + b;
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onde, p; é a esperancga da média, ¢g(.) ¢ uma fun¢do da média da variavel chamada de fungao
de ligacdo, 7; é o preditor linar para a média da varidvel na area ¢, § sdo parametros de
regressao, X; é a linha ¢ da matriz n X p com o vetor 1 e as p — 1 covariaveis e b; é o efeito

aleatorio da area 7. Na forma vetorial temos

r=E(y)=g(n), onde, n=XB+b.

A priori CAR ¢é usada para modelar b, o vetor de efeito aleatorio.

O modelo CAR para o vetor b, é definido por autoregressoes de b; em seus vizinhos. Assim,

pbj 1
bi|b—i ~ N ZI’E

Jri

em que b_; sdo todos os elementos de b exceto o elemento b;, 7 ~ ¢ indica que a 4rea j é
vizinha da area %, d; é o nimero de vizinhos da area i, p ¢ um parametro de autocorrelacao e
mede a for¢a da dependéncia de b; nos seus vizinhos e 7, > 0 é o parametro de precisao. Esse

modelo faz com que b tenha uma variacdo suave no espaco.

E possivel obter a distribuicdo conjunta de b, ‘Baneriee et al.‘ 42004). Assumindo que

E(b;)=0, a distribuigdo de b é normal multivariada
b~ MVN(, (I —pW) 'T71)

em que T é uma matriz diagonal com T;; = 7pd;e W é definida a partir da matriz de
adjacéncia. A matriz de adjacéncia A = (a;j) de dimensao n x n é definida fazendo a;; = 1
se i~ j e a; =0 caso contrario (a; = 0). A matriz W = (w;;) é tal que w;; = a;5/a;, onde
ai. = 3, aij = d; € o nimero de dreas vizinhas da area i. E necessario fazer p € (A5, A1)
em que Af, ..., A, sa0 os autovalores de W ordenados em ordem decrescente, ou p € ()\771, 1),
pois A1 = 1.

Nos vamos considerar que, y1, ..., Y, s20 observagoes feitas nas areas 1, ..., n de um processo
gaussiano condicionalmente independente com média y; e variancia 7, L
que o vetor n dimensional y|b,7, ~ MV N (b, %I) Com y gaussiano, ¢(.) costuma ser a
identidade e E(y;) = u; = n; = X3, pois E(b;) = 0.

Esse modelo foi estendido em varias direcoes e para obter uma intuicdo da estrutura a

Neste caso temos

posteriori desses modelos, nés vamos considerar y gaussiano e estudar detalhadamente sua
distribuicao a posteriori. Como veremos, muito pode ser aprendido sobre as consequéncias
da adocao de uma distribuicao a priori CAR para o efeito aleatorio b neste caso. No caso
de assumir y gaussiano, podemos encontrar distribui¢oes conhecidas para a distribuicao a
posteriori. Porém, para outras distribuicoes, tal como a de Poisson, mesmo nos casos mais
simples a distribuicdo a posteriori ndo possui forma conhecida e os métodos MCMC sao

utilizados para fazer inferéncia.
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3.3 Covariancia a posteriori

No6s queremos obter a distribuicdo a posteriori de b considerando uma distribuicao a priori
CAR para b:

b|mp, p x exp {—;b/ [T(I — pW)]b} .

com p, T e W como definidos anteriormente. Para 3 nos adotamos uma distribuicao a priori

Normal p variada:
1
Boxcap{~5(8-mV (g -m)} |

com m o vetor de médias e V a matriz de covariancia. Para 7, ndés consideramos uma

distribuigao a priori Gamma(a, 3), a > 0e > 0:
Tyloy, B o T;‘_le:ﬁp(—Tyﬁ) )
A verossimilhanca para os dados é o produto de distribui¢ées normais:
o, ean{ -2y - (Xp+b) Iy~ (XB+ b}
Assumindo independéncia entre as prioris, temos entdao que

167 Ty: b’yaTba m, V7 «, 5 X exp {_;(18 - m)V—l(ﬁ - m)} X T;_lemp(_Tyﬂ)
xe:rp{—;bl[T(I - pW)]b}

xrplerp {2y~ (XB+b) (y - (XB+b)] -

Podemos obter as distribui¢oes condicionais para cada um dos parametros (3, 7, e b).

Temos que Bly, b, 7y, m,V

x exp{—l[w —m) VB~ m) (g~ (XB+b) (v - (XB+ b))

x expi—= 5 VB -28Vlm - 2r,(y — b) (XB) + Ty(Xﬂ)'(Xﬂ)]}

Il
o

= exp

{3 ;ﬁv 16— 2m' V18 - 20X (y - b)) B+ 7,8 (X' X))}
{318V X X)8 = 2m V1 (X~ )19

Vamos considerar um resultado de algebra linear, a multivariate completion of squares ou

ellipsoidal retification onde

WAu—2du=(u—A"a)Alu-—A"'a)—a'A .
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Portanto
1 *\/ — ! *
ﬁ’y7b77—y7mavo<€xp{_2[(18_m )(V 1+TyX X)(/B_m )}

onde m* = (V71 4+ TyX/X)_l[Vflm + TyX/(y —b)] e Bly,b,7,,m,V tem distribuicao
normal-p variada com média m* e variancia (V=1 + TyX,X)*l.

A distribuicdo condicional de 7, é obtida de
n a— 1 /
s B.b. s p o T/ eap {54 Gy~ (XB+8) (y - (XB+ )

ou seja, que 7,|y,3,b,a, f tem distribuicaio Gamma(a + n/2, B+ %(y —(XB+0b)(y -
(XB+b))).

A distribuicdo a posteriori de b condicionada aos demais parametros é obtida de

blysBrymp o eap{~ BT~ pW)lb+ 7,y — (XB+ b)) (v~ (XB+b)
x eap {—;[bl (T(I = pW)Jb— 2, (y — XB)'b+ b’(TyI)b]}
— cop{ BT - W) + 7,26~ 21, (y ~ XB)'b]}

Completando quadrados e considerando C = [1,I + T'(I — pW)| temos

1 _ ’ _
bly 8.7 o cap { ~3[(6 = 7,C 7 (y — X)) Clb—,C "y — XB))]}
Portanto, temos que
bly, 8,7y, 7,p ~ MVN (7, (y - XB), C") . (3.1)

Se consideramos o caso particular em que nao temos covariaveis no modelo e E(y;) = 0, nos
podemos utilizar um resultado geral de inferéncia bayesiana para dados normais multivariados.
Neste caso, condicionando a 7, e p conhecidos, temos que a distribuicdo marginal de p a
posteriori, integrando sobre 7, é t-multivariada com 2« graus de liberdade, vetor de locacao
p e matriz de precisao (a/B)[T(I — pW)], DeGroot (1970). Neste caso particular, nao é
necessario utilizar MCMC para simular amostras da distribui¢ao a posteriori de b.

Na préatica, é comum atribuir distribuicoes a priori para os hiperparametros m, V', 7, e p,
ou seja, utilizar hiperprioris para considerar a incerteza sobre esses hiperparametros. Porém,
nao é possivel obter distribui¢des condicionais com forma conhecida para eles. Como temos
condicionais completas para os demais parametros com forma conhecida, podemos utilizar o

procedimento Gibbs Sampler com passos de Metropolis-Hastings para esses parametros.
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3.4 Resultados nao-intuitivos de Wall

Wall (2004) apontou trés resultados nao intuitivos implicados pelo modelo CAR. Esses re-
sultados foram mostrados usando o mapa dos 48 estados continentais dos Estados Unidos
da Ameérica. Nos também tomamos esse mapa para mostrar os resultados nao intuitivos
de Wall no modelo espacial Bayesiano gaussiano. Neste caso, ndés temos que avaliar os
resultados em funcao de p considerando diferentes valores de 7, e 7,. No6s usamos uma
sequéncia de p no intervalo (—1.392387,1), o limite valido para esse mapa e consideramos
valores para 7, e 73, condicionando que a soma de ambos seja igual a 1. Usamos os valo-
res {0,0.01,0.1,0.3,0.5,0.7,0.9,0.99, 1} para 7, (1, = 1 — 7). Portanto, nés estudaremos a
influéncia da distribuicdo a priori na ocorréncia dos resultados nao intuitivos.

Na Figura 3.1 mostramos a correla¢ao a posteriori entre b vizinhos. Considerando 7, =
1, no grafico superior esquerdo, o resultado é a correlacdo implicada pelo modelo CAR, a
correlacao a priori. Observamos nos outros graficos que os trés resultados nao intuitivos de
Wall ocorrem. A amplitude da correlacdo decresce se p decresce em modulo, ocorrem troca de
postos (linhas se cruzam) e ocorrem correlagdes positivas para valores negativos de p. Porém,
a medida que 7, decresce em relacao a 7, o resultado mais intrigante, que é a ocorréncia
de correlagao positiva quando p < 0 entre alguns pares de vizinhos, ndao ocorre. Para uma
andlise mais detalhada do que ocorre com os resultados nao inuitivos, nés calculamos algumas
estatisticas sobre esses resultados.

No6s contamos o niimero de pares com correlacao positiva implicada por p negativo. Usamos
p proximo do limite inferior e variamos 7, entre 0.70 e 1. Esses resultados sao mostrados na
Figura 3.2. Se 7, = 0.7 ndo ha correlacdo positiva. Uma correlagdo positiva ocorre com
7y = 0.7281. O ntimero de pares aumenta rapidamente quando 7, € proximo de 1, lembrando
que no modelo CAR, equivalente a fazer 7, = 1 neste caso, ocorreram 34 pares de vizinhos
com correlacao positiva. Podemos considerar entao que na pratica é muito raro ocorrer um
par de correlacOes negativas se p < 0, pois para isso p deve ser proximo do limite inferior e 7
muito grande em relagao a 7.

O segundo resultado nao intuitivo é a mudancga de ordem no rank das correlacoes entre
pares de vizinhos se p muda. Para avaliar a influéncia de 7, nesse resultado, nés calculamos o
coeficiente de correlacdo de Kendall, p. N6s consideramos os valores de 7, da anéalise anterior.
Para cada um desses valores, consideramos p = 0.05, 0.15, 0.25, 0.35, 0.45, 0.55, 0.65, 0.75,
0.85, 0.95 e calculamos os postos da correlacao entre os pares de vizinhos. A seguir, calculamos
o entre os vetores de postos obtidos por esses valores de p e os postos obtidos por p = 0.05,
um valor de referéncia. Para valores negativos de p, nés usamos p = -0.05, -0.15, , -0.3, -0.5,
-0.7, -1, -1.35 e calculamos p com p = —0.05 de referéncia. Para ambos os casos, p < 0 e
p > 0 noés consideramos também g entre os postos implicados por valores seqiienciais de p.

Na Figura [3.3, n6s mostramos os valores de ¢ calculados. Cada linha corresponde a um
par de valores de p e a linha é em fun¢do de 7,. Na Figura [3.3] (esquerda) consideramos
valores negativos de p e p = 0.05 como referéncia. Na Figura (direita) valores positivos

e p = 0.05 como referéncia. Em ambos os graficos se 7, = 0, o = 1 para todos os pares de
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Figura 3.1: Correlagao a posteriori entre vizinhos por p, para varios valores de 7.

valores de p, pois nesse caso a correlagao & posteriori entre os pares de vizinhos nao depende
da estrutura do grafo. Se 7, aumenta, ¢ decresce rapidamente e estabiliza num plato. Isso
indica que um pouco de informacao a priori ja é suficiente para que haja variagdo nos postos.
Notamos também que para valores de p mais distantes do valor de referéncia, o platd é mais
baixo, o que é um resultado razoavel. No caso dos pares de p > 0, ha pouca mudanca nos
postos se p muda de 0.05 para 0.15. Notamos também que a linha de o quando p muda de
0.05 para 0.25 é parecido com a linha de ¢ quando p muda de —0.05 para —0.15.

Notamos também alguns resultados confusos. Um resultado confuso é que as curvas nao
sao paralelas e cruzam em alguns casos. No caso de p > 0, por exemplo, o menor valor de g é
obtido com p = 0.75 se 7, = 1. Outro é que olhando a curva referente a p = 0.95, para 7, = 0.1

o valor de p é o menor valor, mas a medida que 7, aumenta, ¢ continua aproximadamente
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Figura 3.3: Coeficiente de correlagdo de Kendall entre os postos de correlagdo entre pares de

vizinhos implicada por diferentes pares de valores de p, em funcao de 7
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constante, além disso, para 7, = 1 ndo é o menor valor.

Se a diferenca entre os valores de p considerados cresce, podemos esperar valores me-
nores de g e esse resultado foi observado na maioria dos casos. Porém nés podemos estar
interessados no caso em que os valores de p considerados sdo sequénciais com uma diferenga
aproximadamente constante entre ambos. Para verificar isso, nds calculamos g entre os postos
implicados por diferentes valores de p com diferenca entre eles iguais a 0,1. Esses resultados
sao mostrados na Figura [3.4. Observando ambos os graficos dessa Figura, notamos que em
geral p ndo decai tao rapidamente a medida que 7, cresce, como na Figura Também,
notamos que em geral p decai mais em fung¢ao de 73 se os valores de p sdo mais distantes de 0

(zero). Esse resultado indica que a mudanga nos postos das correlagbes entre os pares tende
a ser maior se p esta mais préoximo dos extremos.
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Figura 3.4: Coeficiente de correlacao de Kendall entre os postos de correlacao entre pares de
vizinhos implicada por pares de valores seqiiénciais de p, em funcao de 7.

O terceiro resultado apontado em Wall (2004) é o aumento da amplitude das correlagoes
marginais se |p| cresce. Nos também olhamos a amplitude da correla¢do implicada & posteriori

entre os pares de vizinhos em funcao de 7,. Na Figura|3.5, obtemos a amplitude em func¢ao
de 1, para alguns valores de p. Esse resultado é muito claro, para um valor fixo de p, se 7
cresce, a amplitude aumenta e se p decresce, a amplitude diminui.

3.5 Alguns resultados algébricos

Nesta secdo nos estudamos a matriz de covariancia de bly, 7, 7, p

Cov(bly, 1y, v, p) = [1, I + T (I — pW)]_1
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Figura 3.5: Amplitude por 7, para alguns valores de p.

a partir de uma expressao mais simples obtida para essa matriz. Particularmente, queremos

obter uma expressao para a covariiancia entre pares de areas,
CO’U(bZ‘, bj‘y’ Ty, Th p) = {[TyI + T(I - pW)]il}Z] )
O estudo de Cov(bly, 1y, T, p) com essa expressao mais simples auxilia na compreensao da

estrutura estocastica de b a posteriori.

Inicialmente, vamos reescrever essa matriz de covaridncia de forma conveniente:

Cov(bly, 7y, 7, p) = [ryI+TI— pW)]f1
= (r, I+T—pTW) !
Cov(bly, 7y, 1, p) (7, I +T) = [(r, I +T)— (pTW)]" (1,1 +T)
= I+ ) I +T) — (Tw)}
= (I—pWwH)™!

em que

W* = T*W e T* = diag { iy dnTh } :

Ty +dimy Ty + dnTp
Logo, temos que
Cov(Bly, 7y, m,p) = (L — pW*) (I +T) " = (R I+ T)(I - pW*)] ' (32)
Olhando para T7;, notamos que esse termo € a precisao a priori de y; em relagao a precisao
total, com uma ponderac¢ao em fun¢ao do niimero de vizinhos da drea i. Esse termo é entdo

uma medida da influéncia da precisao & priori em relacao a precisao total, que é a precisao da

distribuicao a priori para cada area somada a precisao dos dados. Na se¢ao (3.4 nés estudamos
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os resultados nao intuitivos de Wall em func¢ao de p considerando a influéncia da precisao a
priori, utilizando o mapa dos Estados Unidos. Note que, se 7, = 0 a covariancia a posteriori
¢ exatamente a covariancia a priori.

No6s podemos obter uma expressao mais simples e que fornece uma interpretacdo intuitiva
para a covariancia a posteriori de pares b;,b;. Para isso, usamos um resultado bésico de
algebra linear. Esse resultado diz que se M é uma matriz quadrada e cada entrada da matriz

MP tende a zero se k aumenta, entdo a inversa (I — M)~ existe e é dada por
I-M)'=T+M+M*+M3+..., (3.3)

Tosifescu (1980), pag. 45.

Nos precisamos verificar se os elementos de (pW*)* tendem a zero se k aumenta. Acerca
de W, sabemos que é uma matriz estocastica, entao Z?:l Wf] =1,i=1, ., nek>0e
da teoria de grafos temos que ij — d;i/D se k — oo, em que D = >"_,d,. Sobre W*,
temos que Y7 Wi, =T, = d;i7p/(1y + di7p) < 1. Portanto

[(W*)*;; — 0sek — oo . (3.4)

Considerando pW™*, seja r = max(|p|T*) para p tal que |p|T™ € (0,1). Entao, para p neste
caso, temos

[(|plW™*)¥i; < ¥ [(W)F];; — Tkﬁ — 0, se k — 0.

Logo
(pW*)* = 0se pTy; € (—1,1), parai=1,...,n. (3.5)

Este resultado nos permite utilizar o resultado (3.3) para um intervalo maior de valores de p,
incluindo valores menores que —1.

Nos podemos utilizar a interpretacao de poténcias da matriz de adjacéncia A para com-
preender melhor a estrutura de covariancia a posteriori. O elemento ij de A* ¢ o nimero de
caminhos distintos para ir da 4rea i para a area j em k passos. O elemento ij de WF ¢ a
probabilidade de sair da area ¢ passear aleatériamente pelo grafo e estar na area j em k passos.
O elemento [Wk]ij é a razao entre o niimero de caminhos de ¢ para j em k passos e o produto
entre nimero total de caminhos possiveis em cada passo. No limite essa probabilidade é d;/D,
onde D = Y1" | d;, que é a densidade do né. Entdo, quanto mais densa é a drea, ou maior o
seu namero de vizinhos, maior é a probabilidade de se passar por essa area durante o passeio
aleatorio.

Inicialmente vamos encontrar os elementos de (W*)* para k = {0,1,2 ¢ 3}. Para k = 0,
(W*)? = I por definicio. O elemento ij para k =1 ¢

wijdﬂ'b Q35 Th

W* NP — pu— 5
( )Z] Ty—i-din Ty+di7'b
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para k=2 é

2 n
Ay TpQy 5 Th Ty Qi Qo

wW* 2 i = =
(W)l 7;) (ry +dio)(7y +drm) Ty +diTy = Ty + ATy

epara k=3¢

wW* 37 QjrQrsQsg .
( ) ] Ty+dTb TZISZI Ty—l-drTb)(Ty—l-dSTb)

k

Notamos que de forma geral, (W™)* é o nimero de caminhos de tamanho k de i para j

dividido por uma ponderacao do produto do niimero total de caminhos em cada passo, ou

seja,

Tlf’ # caminhos tamanho k de i para j

W)k, = X .
(W)L Ty +dimy,  TI(7y + # alternativas a cada passo X T,)

O termo de poderacgao é d,,7,/(7y + dim7y) que € a importancia da precisao a priori d,,7, em
relacdo a precisao total, com d,;, sendo o nimero de caminhos possiveis de serem seguidos em

cada passo. No caso particular em que 7, =0, W* = W.

3.6 Analisando a covariancia a posteriori

No6s queremos estudar a distribuicao a posteriori de b. Entao, precisamos estudar a matriz
c!'= [, +T(I — pW)]~! para entender a estrutura estocéstica de bly, 3,7y, T, p. Wall
(2004) estudou a matriz [T(I — pW)]™!, a matriz de covariancia do modelo CAR, que é a
distribuicao a priori de b. Nesse trabalho, foram apontados trés resultados nao intuitivos em
funcao de p: 1) a ocorréncia de correlagao positiva entre pares de vizinhos quando p < 0; 2)
troca de postos entre as correlagoes entre dois pares vizinhos diferentes quando p muda; 3)
mudancga na amplitude das correlacoes entre pares de vizinhos se p muda. Como veremos na
sec¢ao[3.4] esses resultados também acontecem no modelo bayesiano adotado se 7, é grande o

suficiente em relagao a 7.

3.6.1 Uma expressao simples

Considerando os resultados da se¢ao (3.5, se pT'; € (—1,1), i = {1,...,n}, podemos escrever

Cov(bly, 7y, m,p) = [I + pW* + P’ (WP + P [W*P + J(r, I+ T)"" . (3.6)
A matriz W néo ¢ simétrica e (pW*)* também ndo ¢ e o termo (1,1 + T') faz com que
Cov(bly, 1y, T, p) seja simétrica. Para um par de areas 4, j temos

1 s N
COU(Ni7ﬂj’y7Ty7Tb7p) = - +d'7’b pk[(W )k]lj ) (37)
Y 770 k=0

Em que o termo (1, + d;j7) ! faz com que Cov(ui, pij|y, 7y, T, p) = Cov(pj, ily, 7y, o, p).
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Como casos particulares temos: Se 7, = 0,

Cov(bly, 7y, 7, p) = [I + pW + p*W? + .JT*

Cov(bi, bily, Ty, T, p) = (djTp)~ Zp WH).

Se 7, = 0 ou p = 0, Cov(bly, 7y, 7, p) = Ty e Cov(pi, iy, 7y, 7,p) = 0. Se fazemos 7,
tender a zero, a varidncia & posteriori tende a ser a variancia dos dados, pois nesse caso nao
temos informagao a priori. Se 7, tende a zero, os dados nao trazem muita informacao sobre
1 e a covariancia a posteriori tende a ser igual a covaridncia a priori.

Nos podemos considerar aproximagoes para Cov(bly, 1, T, p), utilizando apenas os pri-
meiros termos da expansao . Olhando para esses termos podemos buscar interpretacoes

para COU(Mi7 ,u’] ’97 Ty7 Ty, p)
Considerando aproximacao de ordem 1 para Cov(u;, jt5|y, 7y, T, p) temos

1

T dirs sei =]
Cov(pi, uly. 7,70, 0) ® g Srany S€i~i - (3.8)
0 c.c.

Com esta aproximacao, a variancia da area ¢ depende do nimero de vizinhos, e é o inverso
da soma das precisoes, a priori e dos dados. Se ¢ ~ j, temos que a covaridncia é inversamente
proporcional ao namero de vizinhos de ambas as areas. Entao, um par de areas com muitos
vizinhos tem covaridncia menor que outro com poucos vizinhos com essa aproximacao. Isso
d4 uma nocao de que cada area deve “dividir” a sua “informacao” com as areas vizinhas.

Na aproximacao de ordem 2, temos

n
1 p272 Ay Qg . .
— |1 h g se i =

midm |1 T T g (Ty +d,m) J

Qir Qg . .
Cov (i, p; ~ 1 T ——| seinr . 3.9
(146 1451, Tys o, ) s Tomroy Rl e E Ty + o) J (3.9)

airarj
(ry+d; Tb)(ry+d ) E: (ry + dy7) ¢.c.

Notamos que neste caso a variancia a posteriori da area ¢ depende do seu numero de vizinhos
e do ntimero de vizinhos de seus vizinhos. Notamos que o tltimo termo, obtido de (pW*)2,
carrega a informacgao dos vizinhos comuns as areas ¢ e j. Quanto mais vizinhos comuns
houverem em relagdo ao ntumero de vizinhos de cada uma, maior é esse termo. Se, por
exemplo, temos um mapa com d; + 1 4reas e a area ¢ tem d; vizinhos, ou seja, a area i esta
ao centro das outras areas e todas sao vizinhos dela. O termo de ordem 2 para a varidncia
nessa érea ¢ entdo d;[p7y/ (7 + di7p)]?

A covariancia entre um par de vizinhos depende do nimero de vizinhos comuns a ambas

e do nimero de vizinhos de cada uma dessas areas. Se um par de areas nao sdo vizinhos,
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a covariancia nao é nula se ambas possuem algum vizinho comum, ou seja, h4 um caminho
em dois passos para ir de uma area a outra. Esse termo serd maior quanto maior o niimero
de caminhos de tamanho 2 ligando ambas em relacao ao ntimero de vizinhos dos vizinhos de
cada uma. Um extremo é obtido se, por exemplo, temos as areas i e j e todas os vizinhos de
1 também sao vizinhos de j, ou seja, ambas sdao extremos do mapa e as demais areas estao
entre ambas e sao vizinhos de ambas.

A medida que aumentamos o grau da aproximacao, a matriz de covaridncia tem menos
termos nulos. O grau de aproximagao necessario para preencher toda a matriz é o didmetro
do grafo de vizinhanga. O didmetro é o maximo do menor caminho que liga um par de areas
qualquer. A estrutura de covariancia a posteriori depende néo s6 dos vizinhos mas de toda a
estrutura do grafo de vizinhancga associado ao mapa. Porém, os caminhos de tamanhos muito
grandes sdo menos importantes, pois (pW*)Z — 0sek — 0. Eimportante entdo analisar a
velocidade de convergéncia de pW™* para estudar a importancia da vizinhanga mais longinqua

na covariancia a posteriori.

3.6.2 O caso distribuicao a priori CAR intrinsica

O modelo CAR intrinsico é obtido no caso particular de p = 1. A distribui¢do conjunta a
priori de b neste caso é impropria. Porém, prova-se que a distribuicdo a posteriori de b é
propria. Entdo, analisar a distribui¢ao de bly quando a priori ¢ CAR intrinsica, é o caso em
que analisamos apenas a influéncia da estrutura do mapa e das relacoes entre 7, e 7.

Nesse caso, basta considerarmos a convergéncia de [W”‘]]’C demostrada em . Portanto,

podemos considerar que
Cov(bly, 7y, ) = [T+ W* + [W*P2 4+ WP+ . J(r, ] +T)". (3.10)

e para um par de areas 7, j, temos

1 s N
CO’U(bi,bj"y,Ty,Tb) = lerb Z[(W )k]l] (3].].)
Y 70 k=0

Assim podemos explicar a o fato de que a covariancia entre pares de areas com mesmo
niamero de vizinhos sdo diferentes, Besag and Kooperberg (1995). Como vemos em (3.11), a
covariancia entre um par de areas nao depende apenas dos vizinhos de primeira ordem, mas
depende de vizinhos mais longinquos ou de caminhos de ordem k, com k — oo. Portanto, a
covaridncia entre pares depende de toda a estrutura do grafo, embora os termos de vizinhanca

mais longinquos tenham menos importancia, pois Wk - 0se k — .

3.6.3 Convergéncia e segundo autovalor

A anélise da velocidade da convergéncia de W* pode ser feita através da andlise da razao
entre seus segundo e primeiro autovalores. Para ter uma idéia da convergéncia e comparar

com a convergéncia de W, nos calculamos essa razdo para W* e o segundo autovalor de
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Segundo autovalor de W

Figura 3.6: Segundo autovalor de W' (vertical) pela a razao entre os dois primeiros autovalores
de W* (horizontal), considerando diferentes valores de 7.

W, que é a razao entre seus dois primeiros autovalores, pois seu primeiro autovalor é 1.
No6s consideramos 76 mapas, incluindo o mapa dos EUA, Brasil, estados dos EUA divididos
em condados e estados do Brasil dividido em municipios. Na figura temos o grafico de
dispersao entre essas razoes.

Na figura (3.6} podemos observar o diagrama de dispersao do segundo autovalor de W pela
razao entre os dois primeiros autovalores de W*, considerando diferentes valores de 7, e 7.
Nos consideramos 7, = {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}. e 7, = 1 — 7,. Podemos observar que a razao
entre o segundo e primeiro autovalores de W* é menor que o segundo autovalor de W, para
todos os 76 mapas considerados e todos os valores de 73, exceto aos referentes ao estado de
Delaware que tem o segundo autovalor de W igual a 1 e os dois primeiros autovalores de W*
iguais.

Esse resultado indica que W* converge mais rapido que W, além disso, W* — 0. Isso
implica que a vizinhanga mais longinqua influencia menos na estrutura de covariancia a pos-
teriori que sua influéncia na priori, ou no modelo CAR. Notamos também que para valores
menores de 7, a razao € menor e, consequentemente a convergéncia é mais rapida. Esse resul-
tado é bastante intuitivo, pois se a precisdo a priori é menor em relagdo a soma das precisoes,

é de se esperar que a estrutura de covaridncia seja menos afetada pela estrutura do mapa.



Capitulo 4

Conclusao

A matriz de covaridncia dos modelos SAR e CAR e da distribuicdo a posteriori podem ser
decompostas em uma soma infinita de termos. Essa decomposicao é valida considerando
restricdo no parametro de correlagdo de forma a garantir a convergéncia dos termos da soma.
A partir da interpretacio desses termos, podemos entender melhor os resultados nao intuitivos
da estrutura de correlacao implicada.

A correlacdo entre um par de areas ndo depende apenas de seus vizinhos, mas sim da
estrutura de vizinhanga de todo o mapa. A contribui¢do de um vizinho mais longinquo é dada
nos termos de maior grau da soma infinita e esses termos tem uma interpretacao associada a
caminhos entre as dreas passando por esse vizinho. A influéncia das dreas mais distantes esta
associada & velocidade com que os termos da soma infinita convergem. Também vimos que
essa convergéncia estd associada ao segundo autovalor da matriz de vizinhanca associada e
a contribuicao de dreas mais distantes é menor em mapas mais densamente conectados, pois
vimos que o segundo autovalor de W diminui a medida que adiciona-se arestas.

No6s observamos também que os resultados nao intuitivos sdo menos frequéntes, ou em
menor grau, no modelo Bayesiano, a medida que a informacao dos dados seja mais relevante
que a informacao & priori. Isso porque os resultados nao intuitivos sao causados pela pri-
ori. Usando resultados de &lgebra, conseguimos compreender a estrutura de covariancia da
distribuicao a posteriori do efeito aleatério espacial.

A seguir colocamos trés possiveis linhas de pesquisa para trabalhos futuros:

e A matriz W que analisamos é a mais utilizada, porém outras defini¢des também podem

ser utilizadas. Seria interessante estudar outros tipos de matriz de vizinhanca.

e A razdo entre o segundo e o primeiro autovalor de W* foi apresentado para um conjunto

de 76 mapas. Um trabalho futuro poderia ser provar se esse resultado é geral.

e Os resultados deste trabalho sao titeis para compreender a estrutura a posteriori de pa-
ramentros com priori CAR. Porém, é nessessario verificar se em modelos mais complexos
os resultados nao intuitivos ocorrem e se podem ser analisados da forma como fizemos

neste trabalho.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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