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Resumo

Neste trabalho, o objetivo é avaliar, com parametros M e E dados, a

existéncia de solugao (suposta radialmente simétrica) para o Problema de

Dirichlet ) .

(141
MFIQ € ( +22SO) e ? em O

(Joe) , (1)
=0 em OS2

Ap =+

cuja conotacgao fisica é discutida no capitulo [I] Inicialmente fazemos para
bolas unitérias em R?, onde mostramos a existéncia e unicidade a partir de
solucgoes explicitas para um “problema associado” e ajustando este ao prob-
lema original via uma funcao apropriada. Mais adiante, procurando estender
a ideia para uma bola unitaria em R™, usamos o Método de Sub/Supersolugao
para chegarmos a solugao do problema, ja que para dimensoes maiores do
que 2 nao dispomos de “solucoes associadas”. Por tultimo, mostramos que
se reduzirmos nossas hipoteses, ou seja, estendendo o dominio além de uma
bola unitéria (desde que limitado), ainda assim conseguiremos solugao tinica.
Entretanto, a “liberdade” para os parametros M e E fica restrita a condicao
M2 . .

de que - seja suficientemente pequeno.

As referéncias fundamentais para elaboragao deste trabalho sao [12], [6],
[7] e [13], embora outras bibliografias tenham sido consultadas e, eventual-

mente, citadas.



Abstract

In this work, the goal is to evaluate, with parameters M and E given, the
existence of solution (assumed radially symmetric) for the Dirichlet problem
M? [oe? (1+3
sziffge ( 2280)6790 em {2
(Joe?) , 2)
=0 em OS2

whose physical connotation is discussed in chapter [ Initially we do for unit
balls in R?, where we show the existence and uniqueness from the explicit
solutions to a “associated problem” and adjusting to this original problem
via a proper function. Later seeking to extend the idea to a unit ball in R",
we use the Sub/Supersolution method to get to the solution of the problem,
since for dimensions larger than 2, “associated solutions”are not available.
Finally, we show that if we reduce our hypotheses, i.e., extending beyond
the domain of a unit ball (but still limited), we still have a unique solution.

Y

However, the “ freedom ” on the parameters M and FE is restricted to the
condition that MTQ is sufficiently small.
The fundamental references of this work are [12], [6], [7] and [13], although

other bibliographies have been consulted and eventually cited.
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Capitulo 1

Introducao

Estamos interessados no movimento de um sistema de particulas Brown-
ianas confinadas em um recipiente termicamente isolado 2 C R"™ (n =
2,3). Consideramos que as particulas movem-se sob influéncia da eletrici-
dade “mutua” ou interagoes gravitacionais e sao submetidas a difusao térmica.
(vide [2] e [14] para maior suporte fisico).

Sejam M, E a carga total (massa total) e energia de uma sistema, re-
spectivamente. E sabido (I2]) que no equilibrio termodinamico, o potencial
elétrico (gravitacional) ® de um sistema, sob certas condigoes, satisfaz a

equacao de Poisson-Boltzmann

M
AP =+ e

Q

|

(1.1)

|

e

onde 6 é a temperatura, que pode ser estimada pela equacao da energia

1
E:M9$—/|V¢|2 (1.2)
2 Ja



O sinal “” (resp. “4+7) em ({1.1]) corresponde as interagoes de Coulomb
(resp. gravitacional). Em ({1.2)), inversamente, “-” corresponde as interagoes
gravitacionais.

Escrevendo ¢ = %, onde ¢ expressa o potencial, transformamos 1} e

@ em

M e ¥
Ap==F+——— 1.3
90 9 fQ e,(p ( )
€
E:MQZF%H2/|V§0 % (1.4)
Q

Admitiremos que na fronteira 0f2 de €2, o potencial ¢ é constante. Esta
suposicao ¢ fisicamente razoavel no caso de interagoes de Coulomb ou para
interacoes arbitrarias, se o dominio €2 é radialmente simétrico. Ainda, como a
equagao de Poisson-Bolltzmann ¢é invariante por translacoes, podemos supor
que

¢ loa=0 (1.5)

Multiplicando ((1.3)) por ¢ e integrando sobre 2, obtemos

M 1
pAp =+— / e %y
/Q 0 fQ e¥ Q

que, pela Primeira Identidade de Green ([, pApdz = —||[Vy||?), pode ser

reescrita como

M1
IV||* = o / e .
Q

Joe#



Dai, a energia F pode ser expressa na forma
1 M 1 1
E=MOF-6*F— /6_“’90 = M0+ M@ / e ¥y
2 0 Joe s Ja fne v
M6 M@ 1
S e (T
Joe™? Ja fQ Joe™ \Ja 2 Ja
M6 1
= (1=
nes (e (e39)

(1.6)

de modo que

fQ e’

£
M Joeme (1+50)

0 —

Assim, substituindo a temperatura 6 em 1} obtemos uma EQUACAO
ELIPTICA NAO-LOCAL para o potencial ¢

M Jyer (L be)

E (Jo 6_30)2

Para M e E dados, estamos interessados na existéncia de solugoes para a

Ap =+

(1.7)

equagao (|1.7) com a condi¢do p|sn = 0, estabelecida em(|1.5)(a qual nos
referiremos por vezes, ao longo do texto, como problema PRINCIPAL).
Chamaremos (1.7)) (sob a condigao (|1.5)) de problema elétrico, quando o

W

sinal for e de problema gravitacional, quando o sinal for “4+”. A equagao

(1.7)) é equivalente a equagao (1.3 (ambas com a condi¢ao ¢|sn = 0) quando

6 > 0. Note que no caso de interagoes elétricas, a energia é sempre positiva

(o mesmo nao podemos garantir no caso de interagoes gravitacionais).



Capitulo 2

Definicoes e Resultados Prévios

A fim de dar suporte aos resultados dos capitulos que seguem, apresenta-

mos algumas defini¢oes e teoremas pertinentes, sejam de Anadlise ou Teoria

Cléassica de EDP.

2.1 Operadores Compactos

Definigao 2.1.1. Sejam M e N espacos lineares normados. Um operador 7" :
M — N é dito compacto (ou completamente continuo) se T leva conjuntos
limitados de M em conjuntos relativamente compactos (ou seja, cujo fecho
é compacto) de N ou, equivalentemente, T leva sequéncias limitadas de M
em sequéncias de N que contenham subsequéncias convergentes. Segue que
operadores compactos sao também continuos, mas a reciproca nao é, em

geral, verdadeira, a menos que A tenha dimensao finita.

Definigao 2.1.2. Uma sequéncia (fx)r>1 € dita equicontinua se



Ve > 0,40 > 0 tal que
|z —y| <d=|f(z) = fu(y)| <€, Vk > 1.

Teorema 2.1.3 (Arzela-Ascoli). Sejam K um espa¢o métrico compacto e
(fx)k>1 uma sequéncia de fungoes continuas em K. Se (fy)k>1 for equiconinua,

entdo existe uma subsequéncia (fy;)j>1 tal que fr, — f em K para algum

feC(K).

Teorema 2.1.4 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Se X ¢é um
espaco de Banach, K C X € compacto e convero e A : K — K € uma
aplicacao continua, entdo A possui um ponto fixo em K, isto €, existe p € K

tal que A(p) = p.

2.2 Teorema da Divergéncia

Teorema 2.2.1 (Teorema da Divergéncia). Seja 2 C R™ um aberto
limitado com fronteira O de classe Ct. Se F :  — R" € de classe C* em

Q e continua em ), entao

/dz"uFdxz/ F-vdS,
Q a0

onde v € o vetor normal unitdrio exterior a ) em Of).

Corolario 2.2.2 (Identidades de Green). Sejam u e v € C*(Q), onde
é como no Teorema[2.2.1. Entao,

(4) /Audx— 8Q—dS



(17) Primeira Identidade de Green

/Vu-Vvdx:—/uAvd:c—l—/ u@dS;
Q Q a0 Ov

(7i1) Segunda Identidade de Green

Av — vAudr = — —v—4dS.
/qu vAudz /muay vaVS

2.3 Espacos L

Definigao 2.3.1. O espago LP(2), 1 < p < oo é o espago de todas as
fungoes (classes de fungoes que coincidem em quase todo ponto) mensuréveis

u : 2 — R tais que

/Q |u(z)|P dz < oo.

Uma norma em LP(§2), 1 <p < o0, é

ol = ([ Juto )"

Definimos também L>(Q2) o espaco de todas as fungoes (classes de fungoes

que coincidem em quase todo ponto) mensurdveis u : 2 — R tais que

sup |u(z)| < oo,
e

onde o simbolo sup |u| indica o supremo essencial de u, ou seja, o infimo dos
M > 0 para os quais o conjunto {z € Q[|u(x)] > M} tem medida 0. Uma

norma em L>()) é

[[ull oo () = sup u(z)].
z€Q



Teorema 2.3.2. O espago LP(Q2), 1 < p < o0, € de Banach quando munido

da norma acima.

Teorema 2.3.3 (Desigualdade de Holder). Suponhamos que 1 < p,q <

00 e que

1 1
S+ =1.
P q

Seu e LP(Q) ev € LUQ), entao

/Q|uv|d:c§ (/Q|u]pdx>l/p(/9|U‘qu)l/q_

Observacao 2.3.4. No caso p =1 e ¢ = oo, notamos que vale

[ tulde < ol [ fulde
Q Q

para u € L'(Q) e v € L™(Q).

2.4 Espacos de Holder

Suponha que 2 C R" é aberto e 0 < v < 1. Se u satisfaz
u(z) —u(y)| < Cloe —y["(z,y € Q)

para alguma constante C dizemos que ela é Holder continua com expoente

Y-

Definicao 2.4.1. (i) No espaco das funcdes continuas em Q, C(Q), definimos



a norma do supremo por

[ull o = sup [u(z)|
xeQ)
(ii) A y-ésima seminorma de Holder de uw: Q — R é

() - ul)
eos@ =50 Ty

e a y-ésima norma de Holder é dada por

[ullcon@) = lulle@ + [Ucor@)

Definicao 2.4.2. O Espaco de Holder C*7(Q) consiste de todas as funcoes

u € C*(Q) para as quais a norma

lulloen@ = Y 1D ulle + D [DUlcos

lal <k =k

é finita. Ou seja, o espaco C*7(Q) consiste das funcoes u que sao k vezes
continuamente diferencidveis e cujas k-ésimas derivadas parciais sao Holder

continuas com expoente 7.

2.5 As Equacoes de Laplace e Poisson

Entre as equacoes diferenciais parciais mais importantes estao a equacao de
Laplace
Au=0em €

10



e a equacao de Poisson

—Au = f em (),
onde Q CR"e f:Q — R sao dados e v : {2 — R é a incognita.

Definigao 2.5.1. Dizemos que uma fungao u € C?(Q) satisfazendo a equagao

de Laplace é uma funcdo harmonica.

Teorema 2.5.2. Se u € C*(Q) € uma fung¢do harmonica (subharmoénica,
superharmoénica), entio para todo x € Q e r > 0 tais que B.(x) CC Q,

temos

1
u(r) = (<, 2)][&(1)%&(9) dy = B0 BT(I)U(y)dy,

(2.1)

onde |B,.(z)| representa a medida n dimensional da esfera B,(x) e

1
u(@) = (<, ) J[aBT(@“(y) IS = GE ] fo, O

onde |0B,(z)| representa a medida (n — 1) dimensional da esfera OB, (x).
(2.2)

Teorema 2.5.3 (Principio do Maximo). Seja Q2 um dominio limitado

contido em R™. Suponhamos que u € C*(Q) N C(Q) € tal que
—Au < 0.

Entao, u nao pode atingir seu mdzimo no interior de (), a menos que seja

11



constante. Em particular,

maxXxu = maxu.
Q 89

Demonstracao. Suponhamos que exista zy € €2 tal que
u(xg) = u=: M.

Definimos A = {z € Q;u(z) = M}. E claro que A ¢ fechado em . Como
Q é conexo e estamos supondo A # (), a demonstracao estard concluida ao
mostrarmos que A é também aberto em (2. De fato, seja x € A. Pela

Propriedade do Valor Médio, temos

M:u(x)gj[ u(y) dy < M.
By ()

Assim,

/ (M —u)dy =0
Br(x)

e, como M —u >0 em B,(z), temos u = M em B,.(z), mostrando que A é

aberto em (2, como queriamos. O

Definicao 2.5.4. Dizemos que um ponto x € 0f) satisfaz a condicao da
esfera interior se existem y € Q e r > 0 tais que B,(y) C Q e z € 0B,(y).

Analogamente, definimos a condicao da esfera exterior.

Observagao 2.5.5. Se Q ¢ de classe C?, todos os pontos de 9 satisfazem

as condicoes da esfera interior e exterior.

12



2.5.1 Funcoes de Green

Definicao 2.5.6. Definimos a solu¢ao fundamental para a Equacao de Laplace
por
— 5= log |z, sen =2
—— x>, sen>3
n(n —2)w,

Observagao 2.5.7. Acima, w, denota o volume da bola unitaria do R™.

As proposicoes seguintes mostram a importancia da solucao fundamental.

Comecamos com a formula de representacao de Green.
Proposicao 2.5.8. Suponha que u € C?(Q). Entdo

ou 8_F

wa) == [ Ty =a)dut)dr+ [ (Tl =50~ u) G (v —)) dS.

o0N

Demonstracao. Para r > 0 tal que B,(z) CC €, temos

/Q\BT(I) Iz —y)Audy = /Q (F(m - y)a_ﬁ(y) - u(y)a—n(x - y)> dS(y)

0

of (e W) )~ u) (@ ) dS (),

onde, na ultima integral, n é o vetor normal unitario exterior a bola B,(x)

em 0B, (z). Como I' é integravel e Au limitado em €2, temos

/ Iz —y)Audr — / I'(x — y)Audz quando r — 0.
O\B, () Q

13



Além disso, ¢ facil ver que, fazendo r — 0, obtemos

ou
N —y)=—(y)de — O e
/a&(x) ( on

or
[ a5 (e - n)ds — ula),
OB, (x) n
concluindo a demonstracao da proposicao. O]

Observacao 2.5.9. Se u for solucao do problema

—Au=f em()
, (2.4)
u=g em Jf)
entao a férmula acima nos diz que
ou or
ulz)= | T'(y—=x d+/ Ny—o)—(y)— —(y—=x))dS. (2.5
@ = [ ra-arwar [ (Fo—a5 0 -s05 (-)ds. @25

Agora, suponhamos que h seja uma funcao harmonica que coincida com I’

na fronteira, isto é, seja h, : 2 — R tal que

Ah, =0 em §?
: (2.6)
he(y) =T(z —y) paray € 90
Assim, pela Segunda Identidade de Green,
oh ou
O:/thudy+/ U——r — hy— dS. 2.7
Q oo On on (27)

14



Somando (2.5) e (2.7]), obtemos

ulz) = / G, y)f(y) dy — / %x,y)u(m s, (2.8)

o0

onde G(z,y) :=I'(y — x) — h,(y) é chamada Fungao de Green.

Teorema 2.5.10. Suponhamos que §2 satisfaca a condi¢ao da esfera interior

e exterior. Entdao, existe a funcao de Green G associada a ).

Demonstragao. Ver [13], onde é apresentada uma prova devida a Peter D.

Lax, como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach. O

2.6 Espacos de Sobolev

Definigao 2.6.1. Sejam u,v € Lj,.() e o um multi-indice, isto é, a =
(v, g, ...y ), onde o; € {0,1,2,3,...}. Dizemos que v é a a-ésima derivada
fraca de u se

/uDagbdx: (—1)|a/v¢dx, (2.9)
Q Q
para qualquer fungao teste ¢ € C°(Q2), onde D*¢ = g%...gz—Zgb e |la] =

a1+ ag + ...+« . Se este for o caso, escrevemos D%u := v.

Definigao 2.6.2. O espaco de Sobolev W*?(Q) é definido como o espaco de
fungbes u : 2 — R pertencentes a LP(2) tais que D%u, a a-ésima derivada

fraca de u, existe e pertence a LP(£2), para todo multi-indice « tal que |o| < k.

15



Definigao 2.6.3. Podemos definir uma norma em W*?(Q) por

1/p
(Z/]D“uV’) sel <p<oo
Q

|| <k
Huuwk,p(g) = (2.10)

Z sup | D%ul| se p =00
Q

o<k

onde indicamos por supg, |f| o supremo essencial de f em €.

Teorema 2.6.4. O espaco de Sobolev WEP(Q) € um espaco de Banach
quando munido da norma dada por (2.10)).

Notagao: H(Q) = Wh2(Q) e HE(Q) = Wi*(Q). Note que H* e HY

sao espacos de Hilbert.

Teorema 2.6.5 (Teorema do Trago). Seja U C R™ aberto e limitado
tal que OU ¢é de classe C*. Entao existe C > 0 e T : W'P(U) — LP(OU)
operador linear tal que:

(i) Tu = uloy se u € WHP(U)NC(U) e

(i) || Tu| eovy < Cllullwrew), Yue WH(U);

Definicao 2.6.6. Chamamos de Tu o trago de u em OU.

2.7 Meétodo de Sub/Supersolucao

A ideia do método aqui apresentado é mostrar que, se podemos encontrar
uma subsolucao u e uma supersolu¢ao u para um particular problema de
contorno e se, além disso, u < =, entao existe uma solucao satisfazendo

u<u<u.

16



Analisaremos o problema de valor de contorno para a Equacao de Poisson

nao-linear
—Au= f(u) em U
(u) , (2.11)
u=>0 em OU
onde U CR" e f: R — R é suave, com
/'l < K (2 €R), (2.12)

para alguma constante K.

Definigao 2.7.1. (i) Dizemos que u € H*(U) ¢é uma supersolucao fraca de

s
/Dﬂ-Dvde/f(ﬂ)vdx (2.13)
U U

para cada v € H}(U),v > 0 q.t.p..
(ii) Similarmente, dizemos que v € H'(U) é uma subsolugao fraca de (2.11)

se

/U Du - Dudz < /U Fu)vda (2.14)

para cada v € H}(U),v > 0 q.t.p..
(iii) Finalmente, dizemos que v € Hg(U) é uma solugao fraca de (2.11)) se

/UDu - Dvdz = /Uf(u)vdx

para cada v € H}(U),v > 0 q.t.p..

Teorema 2.7.2. Suponhamos a existéncia de u subsolucao fraca e w super-

17



solucao fraca de , satisfazendo
u <0, u>0em U no sentido do traco, u <u q.t.p em U.
Entao existe uma solugao fraca u de tal que
u<u<uqtpemU.

A demonstracao para este teorema pode ser vista em [6].

2.8 Regularidade de Solucoes

Para os propositos deste trabalho apresentamos, ainda, dois resultados de
especial relevancia (extraidos, respectivamente, dos capitulos 6 e 8 de [7]) .
Com eles (mais precisamente na segao [4.1.1)) garantiremos que uma solugao

fraca é também solucao classica do Problema de Dirichlet abordado.

Teorema 2.8.1. Seja L um operador estritamente eliptico em um dominio
limitado Q, com ¢ <0, a’, b, ¢, f € CR) e suponha V', ¢, f limitados.
Suponha que ) satisfaz a condi¢ao da esfera exterior. Entao, se ¢ € continua

em OS2, o problema de Dirichlet

(2.15)

tem uma inica solugdo u € C°(Q) N C>2(Q).
Como consequéncia do Corolério 8.35 de [7], vale o

18



Teorema 2.8.2. Se ¢ € W, *(Q) € a solucdo fraca de

Ap =g(x) emQ

=0 em Of)

onde g € L=(Q) e a fronteira de Q é C1*, entdo p € CH(Q).

19

(2.16)



Capitulo 3

Caso radialmente simétrico em

2 dimensoes

Neste capitulo, faremos uma abordagem do problema para o caso par-
ticular em que o dominio é uma regiao (mais precisamente, um disco) de R?

para, no capitulo seguinte, estendermos para o R".

3.1 O laplaciano em funcoes radialmente
simétricas

Seja Q = {x € R? | |z| < 1} a bola de raio unitario e olhemos para as solugoes

radialmente simétricas de (1.7)) (sob a condigao ([1.5))), isto é, admitamos que

o(x) = ¢(r), onde r = |z| = \/x% + 23. Note que

or 1, ., o\ 1 1
a—fﬂl:§(1’1+$2) 221’1:7 (x;éO)
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Analogamente,
or T

=— (z#0).

Oxy 7T
Assim, derivando ¢ em relagao a x; (resp a z5), obtemos

X9

~ T ~
Pz = 90’(7")7 (resp Oy = s@’(r)T)

e, derivando novamente, em relagao a mesma variavel

2
1 2]

2
il +@'(r) (— — —) (andlogo para pg,.,)

Prizy = ‘:ZH(T)

72 r s

Com isso, temos que Ap = @4, + Yu,q, de onde segue que

(@ +ad) 2 22 a2
ap=p T 5 (2- 1)

Observacao 3.1.1. Para dimensao maior do que 2, o laplaciano para funcoes

radialmente simétricas pode ser obtido de modo andlogo e é expresso por

n—1

Av=2"(r)+ v'(r) (3.2)

r
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3.2 Problema de interesse

Suprimindo, daqui por diante (por abuso de notacao e melhor leitura), o ~

de @, podemos reescrever o problema PRINCIPAL como segue:

Lo —o(s
%2[0 se=#) (1 + %gp(s)z dse—w(r)
E
27 (fol se—‘P(S)de) (3.3)

¢0)=0 e ¢(1)=0
Observagao 3.2.1. Note que para obtengao de (3.3]) usamos o fato de € ser

oY) ==+

a bola unitaria e, portanto, valer que

- 1 - 1
fB1(0) € wdy = fO (f@Bl(O) e W(S)d0-> sds = fO e () f(’)Bl(O) dosds =
= fOl 6_%0(8)271'5615 — 271' fOl 6_80(8)Sd8

Usando a integrabilidade da equagao de Poisson-Boltzmann no caso ra-

dialmente simétrico de duas dimensoes, nds provamos o
Teorema 3.2.2. O problema tem solucao unica.

Demonstracdo. Consideraremos dois casos:

a) Problema elétrico (considerando o sinal “-”em ({3.3)):

44+C—Cr?
4

Observamos que pc(r) = 2log < ) é solucao de

1
~(r¢Y(r)=-C—————, C>0
FreN) Jo se#@)ds (3.4)



Observacao 3.2.3. Para obtencao da solugao explicitada acima sao re-

comendados [1] e [9].

A verificagao da igualdade faz-se substituindo diretamente - na ex-
pressao, resultando em ambos os lados %. Além disso, ¢r(0) =0 e
wc(1) = 0. Fazendo mudanga de variaveis e integrando por partes obtemos,

ainda: )

) _
(/0 se‘“DC(s)ds> :# (3.5)

! 4 4 C
—pc(s) — _ el
/0 se wc(s)ds YW, (1 Clog (1 + 4>) . (3.6)

Seja
_ fol se=#0®) (14 Lope(s)) ds

V(C): T
2 fo se~vc(s)ds

Note que se C = MTQV(C), entdo o é uma solucao de 1} Definindo
g(C) = %, obtemos, por 1} e } que

B 2nC
_2—%log(1+%)7

9(C)

que é uma funcdo continua, crescente e tem lime_,, g(C) = oo e lime_ g(C) =
0. Consequentemente, para cada M > 0, E' > 0 (como mencionado antes, no

J ~ 2 ;. ~
“caso elétrico”, E > 0) a equacdo Y- = ¢(C') tem uma tnica solugdo.
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b) Problema gravitacional (considerando o sinal “+”em (3.3))):

Com procedimento anélogo ao feito em a), mostra-se que

4 — 2
velr) =210 (1=CEE), ce o),

¢é solucao tnica de
Jo sem¢@ds (3.7)

Também com procedimentos analogos aos realizados no item anterior,

obtemos:

Neste caso, a funcao V definida anteriormente tem a forma

o2 fol se~vc(s)ds a 21 (ﬁ)

1 2 C
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Note que se C' = MTQV(C’), entdo o é uma solucao de 1} Definindo

f(C) = %, temos (pelas igualdades acima obtidas):
C 2nC
f(C) = = (3.9)
21+ Elg(1-F)) 24 3log(1-F)

Observemos que existe uma descontinuidade, digamos em Cj, onde o

denominador da funcao f(C') se anula:

4 _
2+—log(1—g> :0:>10g(1—%) :—C:>1—E:e_z, Sendoz:%

2 2

C 4

Graficamente, temos

Figura 3.1: as fungdes e e 1 — £ interceptam-se num ponto de abscissa zo;

Logo, para 0 < zy < 2, a equagao 1 — 5 = e™* ¢ satisfeita, ou seja, ex-
iste 0 < £ < 2 (equivalentemente 0 < Cy < 4), onde f(C) é descontinua.

Note, ainda, que f(C) é crescente em (0,Cy) U (Cp,4), lime_o+ f(C) = 0,
lime_ o f(C) = +oo, lime_ ot f(C) = —o0 e limg_4- f(C) = 0, de modo

que o grafico é dado por
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[ fic)

Figura 3.2: f:(0,Co) U (Cp,4) — R é crescente e bijetiva

e deixa claro que a equacao M?Q = f(C) tem uma unica solugao para todo
M >0, E#0.
Similarmente, podemos provar a existéncia de solugoes de (3.3) em uma

bola de raio R. A funcao auxiliar tem, entao, a forma

(4+ C)R? — Cr?

cpcvR(r):ﬂog( >, C >0,

4R?
no caso de interagoes elétricas e
4 —C)R? + Cr?
@C,R(T):Qlog(< Z)le_'_ i )7 06(0,4),

no caso gravitacional.
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Capitulo 4

Problema radialmente

simétrico em R"

Por fim, consideraremos o problema PRINCIPAL sobre um dominio em R".

Primeiramente em uma bola de raio unitario, para depois, no Teorema [4.2.1},

estendermos a um dominio limitado qualquer com fronteira suave. Neste
2

ultimo caso, a existéncia da solucao depende de que a razao % seja suficien-

temente pequena.
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4.1 Resolucao na bola unitaria

Consideremos, entao, o problema elétrico radialmente simétrico numa bola
unitaria em R™. Nesse caso, temos

M? fol s le=e(s) (1 + %(p(s)) ds

(") (1) = emet?)

2
On (fol 3”—16—‘P(5)ds> (4.1)

onde o, é a drea da esfera unitaria em R".

No capitulo anterior determinamos de forma explicita as solucoes da
equacao de Poisson-Boltzmann no caso de duas dimensoes. Tais férmulas
nao sao conhecidas em dimensoes maiores. Para provar a existéncia para
(4.1), usaremos a técnica de sub e supersolugoes. Antes, reuniremos alguns
resultados a fim de garantir a solugao tnica para uma “versao intermediaria”

do problema.

4.1.1 Existéncia e unicidade de um problema associado

Consideremos

Apo = —Ce™#0, C'>0
(4.2)

¢cloa =0
Observacao 4.1.1. O problema eliptico acima tem solugao tunica.
O Método da Sub/Supersolugao garante solucao fraca para o prob-
lema acima quando conhecidas subsolucao e supersolucao associadas. Supon-

hamos que ¢ seja tal solu¢ao. Entao temos —Agp = Ce™% e, portanto, ¢ ¢é
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super-harmonica. Logo, pelo Principio Fraco do Maximo vale
mﬁingpzrggi)ng@ﬁgszemQ
e temos, entao, que |Ce¥| < C. Ou seja,
Ap =—Ce™ ¥ € L*=(Q).
Logo, pelo Teorema [2.8.2
0 € CY*(Q) e, dai, — Ce ¥ € CH*(Q).

Assim,
Ap =—Ce ? € CH(Q)

e, portanto, p € C%%(Q), ou seja, é solucio cléssica.

Para mostrarmos a unicidade, supomos ¢; e 5 solugoes do problema e

A= {z € Qg1 > ¢2}. Tomando 1 = p1 — g, temos Y|s4 =0 e
A =A(p; —pg) =C(e 2 —e %) > 0.

Logo, v é subsolucao e, pelo Principio do Méaximo, ¥ < 0. Segue, dai, que
A = 0 e, portanto, p; < 9. Repetindo o argumento com A= {z € Qlps >

1}, temos que o < 1 e concluimos, assim, que ¢; = @s.
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4.1.2 Identificando a constante C

Abordaremos o problema elétrico geral. Seja ¢¢ a unica solu¢ao (conforme
secao anterior) do problema eliptico
Ape =—Ce ¥, C>0
(4.3)

wclog =0

Para provar a existéncia de solugoes de ((1.7]) (sob a condigao (|1.5])), mostraremos

que existe uma constante C, de modo que

_ Efg e~ (14 3¢0)
E (fQ 67%)2 ‘

Integrando, sobre (), a equagao primeira de (4.3]), obtemos

dpc / _
A :/ —— =_-C | e ¥c°. 4.5
/Q we aq Ov Q ( )

Usando (4.5]), podemos escrever (4.4) na forma

(4.4)

2
ME_ 2 oo ) =: F(C) (4.6)
E - C [ypceve =2 [, %

Consequentemente, o problema da existéncia de solugdes para ([1.7) (sob a
condigao (1.5)) com M,E > 0 é equivalente a mostrar que F ((0,00)) =
(0,00). Para tanto, apresentaremos uma subsolugdo e uma supersolucao

particulares para o problema (4.3)).

Lema 4.1.2. Para o < % e C > 0 suficientemente grande, a fungio po(r) =

2log(1 + %:"2)) ¢ subsolugao de .
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Demonstragao. Invocando (3.2)), temos

o (1-1r2) cop2
-2C“ (1 + =% > + = n—1 —2C%r
A_C == 5 2 + Ca(l1—r2
" (1 + %) r \n (1 + %)
2n
— _9¢° P !

o 2 2 o 2
(1+S0=m)" 7 (14 o)
(4.7)

Nosso objetivo ¢ mostrar que —Apc < Ce 22, Mas isto é equivalente a

desigualdade

‘I‘ 2?7“2 S C, (48)

1_2 2c
20"(1+C’°‘ nr) ¢

que ¢ satisfeita para a < % e C suficientemente grande, como mostramos na

observacao a seguir:

Observacao 4.1.3. Sendo 0 < r < 1, temos que 1 — 72 < 1er? <1, de

onde segue que

2 2a O2a 2

C
20% + ——(1 —7?) +2—71* < 20* + +2—— =20 + C**,
n n? 2 4

ja que n > 2.
Agora note que C'2 (C% + 2) <C:-C:= C, para x < 1 e C suficiente-

mente grande, ou seja, 20% + C?* < O paratal C e a < %

De modo analogo, podemos provar o
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Lema 4.1.4. A fun¢io pc(r) = 2log(1 + 0(12—?2)) € supersolucao de
para todo C' > 0.

Demonstracao. Uma vez mais, o laplaciano de funcoes radialmente simétricas

(como em (3.2))) nos conduz a

0(142))
2n

(1 n
—Ape = 2C 5 +2— 5 (4.9)
(1 X 0(12: )) n <1 i 0(12:« ))

Para comprovarmos que é supersolucao, observamos que —Apg > Ce %¢ ¢é

equivalente a

1—7? C

2+C +2—r? > 1,
n

n

que é, naturalmente, satisfeita para todo C' > 0 (pois r € (0, 1)). ]

Sendo ¢ (r) subsolugao e pc(r) supersolugao do problema (4.3)) (cuja

solucao é pc(r)), temos que

po(r) < wo(r) <po(r).

Consequentemente,

o

/ C / C Y
e =2— < [ec(l)] < 2 = lpp(1)].

Logo, obtemos
2Cao,,

n

9¢c
ov

<

P(C) s/m
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e garantimos, assim, que limg_ g+ F(C) = 0.

Dividindo numerador e denominador de F'(C') por 2 f 59 |8‘pc (observe que

sendo ag;f < 0 (na fronteira), entao |8(§LVC| = 8«:0 , de modo que faQ ‘&pc =
— Jon 85’;5), podemos estimar F'(C') como segue:
faQ ‘8% e
F(C) = > .
1+ ol s T 1+ 0 (3) Jyerrove
JoQy| ov (410)
2

(0 (§) OV feege)

Aqui, observamos que

1 2
1
/B_SDCSOCS/G_%'@:/ 52log (1—1—6’ 5 )alr%C'7
Q ) 0 <1+ (1 7"2)) n

para algum ~ conveniente (y < 0).

Observacao 4.1.5. Tal aproximacao pode ser obtida decompondo o inter-
valo [0,1] em I} = [0,“1—%] e I, = [ 1—%,1}, onde ( pode ser
ajustado convenientemente. Mostra-se que, em I, a integral fica limitada
por K - 0P=20+28 ¢ em I,, por C*~?, onde K ¢é uma constante que depende

de n e p é também “ajustavel”’para C suficientemente grande. Logo,

1210g(1+C’1;2) .
/ Ldr < K - QP20 4 0ph
0 <1 . ca<21;r2>>

e, tomando, por exemplo, p = «/3 e f = 2a//3, obtemos v desejavel.
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Assim, quando C' — oo, temos F(C') — oo.

Para mostrarmos que F ((0,00)) = (0, 00) resta provar o

Lema 4.1.6. A solucdo ¢c de depende continuamente de C na norma

do supremo.

Demonstracao. Para C' > Cjy, a fungao C%‘POO é uma supersolucao de 1|
De fato,
C

C
—~A—pc, = Ce %% > Ce 0%
Co

De modo anélogo, a funcao C%cpco para C' < () é subsolugao de 1)

Além disso, para C' > Cj, a fun¢do ¢, é uma subsolucao de (4.3) e para
C < Cy a fungdo ¢¢, ¢ uma supersolugao de (4.3)).

Tomando, entao, C'; < Cy < Cy, temos

01 02
?OQOCO S Yy S PcCy S PcCy S EOQOCO'

Temos, portanto, que ¢¢ depende continuamente de C'. O
Com isso, concluimos o

Teorema 4.1.7. O problema tem uma solucao para todo M > 0 e
E > 0.

34



4.2 Resolucao em um dominio limitado

O objetivo desta segao é mostrar que se reduzirmos nossas hipdteses em
relagao ao Teorema [£.1.7] ou seja, estendendo o dominio além de uma bola
unitaria (desde que limitado), ainda assim conseguiremos solugao tunica. E
razoavel que, para tanto, fiquemos condicionados a certas restrigoes de M e
E (antes, positivos quaisquer). Para isso, utilizaremos o Teorema do Ponto
Fixo de Schauder (Teorema aplicado a um operador A definido conve-
nientemente.

Além disso, usaremos o fato de que, sendo 92 € C?, entdo ) satisfaz
a condic¢do da esfera exterior/interior e, por conseguinte, existe a funcao de
Green associada, cujas estimativas, dadas por e conduzem a

compacidade do operador definido.

Teorema 4.2.1. Se Q é um dominio limitado em R"™ (n > 3) com fronteira
suave, entao o problema (sob a condigao ) tem solucao unica para
M e E tais que MT2 seja suficientemente pequeno.
Demonstragdo. Definimos o operador A : C°(Q) — C°(Q) por

- 1
:iEfQ‘Q 7 (1+39)

E (Jo ew)2

onde G(z,y) é a fungao de Green para o operador Laplaciano.

Ap(z)

/ G(z,y)e *dy,
Q

Observacao 4.2.2. A razao pela qual definimos assim o operador deve-

se ao fato de que a solucao (caso exista) para o problema dado deve ser, de

2 e~ ¥ 1
acordo com 1} da forma ¢(z) = [, G(z,y) (i%%e“ﬂ) , j& que
Joe™?
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v = 0 em 0. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder (Teorema [2.1.4)),

garantiremos que ¢ = Ay para alguma ¢ € C°(Q), concluindo o teorema.

As estimativas (conforme [g])

G (z,y)] < C(Q)|z -y~ (4.11)

IV.G(z,y)| < C'(Q)|x —y[~"Y (4.12)

indicam que A é um operador continuo e compacto.
De fato, tomando ¢,, sequéncia limitada em C°(Q) (digamos ¢,, C B;(0))

e ¥, = A(py), mostremos que (¢,,),>1 é equicontinua:

M? [e —en ( 1+290n
E (fﬂe ‘Pn

< / IV.G(Z,y)||xs — z1]e " Wdy < / C'(Q))7 — y| " " V|ay — a1]e " Wdy
Q Q

[A(n(r2)) = Alpn(21))] <

/ (Glaay) — Glar,y)le*ndy

e—en(y)

= |z2 — 21|C"(Q) 7 < w2 — 1 |C(Q)L,

QT =yl

(4.13)

para alguma constante L.

Observagao 4.2.3. (i) note que para tltima deagualdade usamos o fato de
e~#nW) ser limitada (¢, C B1(0)) e |7 — y|~ ™Y ser integrével.

(i)  é tal que z; < T < x5 e, entdo, pudemos usar o TVM.

Para usar o Teorema do Ponto Fixo de Schauder, devemos mostrar que

36



Aleva Bg(0) C C°(Q) nela mesma.

De fato, se ¢ € Bp, temos

M? 11+ 1R|e® [, G(z,y)dy - M? 11+ 1R| ()

[ Ap(z)] <

|E| Joe? —ElL e
(4.14)
M?9(Q) 2R< R)
<R (14 )
1E] €] 2

onde ¥(Q) = sup,cq | [, G(z,y)dy|. Para obtermos [Ap(x)| < R, é suficiente

que
Mz Q| R
B[ = 9(Q) 2R (1 + L)

= h(R).
Como h(R) atinge seu maximo em R = /2 — 1, temos que, se

M? Y V2 -1 19|
|E| = 9(9) p2v2-1) <1 I \/5—1) 9 ()

2

2(3 — 2v/2)e2V2D)

entdo Ap € Bg(0). O
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