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Resumo

Este trabalho desenvolve a demonstragao, dada por Wang em 1977, para a
conjectura de Sally, enunciada em 1983, que diz que dado um anel local noetheriano
Cohen-Macaulay de dimensao d e dimensao de imersao e + d — 2, onde e é a sua
multiplicidade, seu anel graduado associado possui profundidade maior ou igual a
d—1. Utilizando uma propriedade demonstrada por Sally em 1979 (Sally Machine),
reduzimos o problema ao caso em que a dimensao do anel é 2, e assim, demonstramos

que a profundidade do anel graduado associado é positiva.

Abstract

This work develops the proof, given by Wang in 1977, for Sally’s conjecture,
stated in 1983. The conjecture says that given a local Noetherian Cohen-Macaulay
ring of dimension d and embedding dimension e + d — 2, where e is its multiplicity,
its associated graded ring has depth greater than or equal to d—1. Using a property
proved by Sally, in 1979, called the Sally Machine, we reduce the problem to the

2-dimensional case proving that the depth of its associated graded ring is positive.
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Introducao

Sejam (A, m) um anel local e G4 = Ga(m) = 6911'3/111’”rl o anel graduado
=0

associado a A em relagao a m.

E natural perguntar quais sao as relagoes entre G4 e A. Por exemplo, quais das
propriedades de A, como ser Cohen-Macaulay ou noetheriano, entre outras, que sao
herdadas por G4 e vice versa, ou quais sao as relagoes entre os invariantes de A e

os invariantes de G4, como dimensao e profundidade, entre outros.

"1 pode ser expresso como uma

Se A for noetheriano, um elemento de m”/m
combinacio linear de produtos de n elementos de m/m?. Assim, se Ty, . . ., T deno-
tam as imagens de zy, ...,z em m/m?, temos que m"/m"*! é gerado por 71, ..., T}

sobre A/m. Logo, podemos escrever G4 = A/m[Z7, ..., Tx] e, portanto, G4 também

é noetheriano.

Usando funcgoes de Hilbert podemos mostrar que dim A = dim G 4, onde dim A

é o supremo de todos os comprimentos das cadeias ascendentes de ideais primos de

A (ver [7]).

Temos que depth A < dim A, onde depth A é o comprimento das A-sequéncias
regulares maximais contidas em m (ver [6]). Além disso, depth G4 < depth A, pois

uma sequéncia regular em G4 mantém sua regularidade em A (ver [2] e [6]).



Assim, resulta que se G4 é um anel Cohen-Macaulay, isto é, se dimG, =
depth G 4, entao depthG, = dim G4 = dim A, mas, como depth G, < depth A <
dim A, temos que depth A = dim A. Desse modo, obtemos uma boa propriedade

que ¢é transmitida: se G4 é Cohen-Macaulay, entao A é Cohen-Macaulay.

A reciproca dessa proposicao nem sempre € verdadeira e tem sido objeto de
estudo de vérios matemadticos. Para observar maiores avancos nessa questao, con-
sideramos, entdo, que (A, m) seja um anel local noetheriano Cohen-Macaulay, com

corpo de residuos infinito K e dimensao de Krull d.

Sejam v a dimensao de imersao de A, e sua multiplicidade e GG 4 seu anel grad-
uado associado. Abhiankar, em [1], demonstrou que v < e+ d — 1 e J. Sally, em
[10] e [11], estudou o caso em que v = e + d — n, para n = 1,2,3, provando que,
se v =e+d—1, entao G4 é Cohen-Macaulay, ou seja, depth G4 = dim G4 e que,
para v = e+d—2, G4 ¢ Cohen-Macaulay se, e somente se, m> = Jm?, para alguma

redugao minimal J.

Uma vez definido o caso em que G4 é Cohen-Macaulay, resta aproximar esse

resultado no caso geral, restringindo depth G 4.

Em [12], Sally demonstrou a propriedade que acabou ficando conhecida como
Sally Machine: para J* = (x1,...,2,) € A gerado por uma sequéncia superficial

em Ae (B,n)=(A/J*,m/J*), temos que
depthG4 > r+ 1< depthGp > 1.
Sally provou esse resultado para o caso r = d — 1, em [12], e uma prova do caso

geral foi dada por Huckaba e Marley, em [5].

Depois disso, Sally conjecturou, em [10], que v = e+d—2 implica que depth G4 >
d — 1. Utilizando o argumento da Sally Machine, podemos reduzir o problema ao

caso em que d = 2 e demonstrar que depthG4 > 1.



O objetivo desse trabalho ¢é introduzir esse problema e dar as ferramentas para a
sua resolucao e demonstracao desenvolvidas por Wang, em [16], [17] e [18]. Salien-
tamos que essa mesma conjectura foi demonstrada, concomitantemente, por Rossi e
Valla, em [8], utilizando argumentos diferentes, onde também é dada uma descri¢ao

das possiveis funcoes de Hilbert de A.

No primeiro capitulo apresentamos alguns pré-requisitos necessarios a com-
preensao da conjectura e de sua demonstragao, como fungoes de Hilbert e elemen-
tos regulares e superficiais. Na primeira secao do segundo capitulo, introduzimos o
problema, com o desenvolvimento dos varios lemas que serao essenciais a demons-

tracao, que é dada na segunda e ultima secao.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Assumiremos neste trabalho que (A, m) é um anel local com corpo de residuos K.
Chamaremos de dimensao de A o supremo de todos os comprimentos de todas as
cadeias ascendentes de ideais primos de A e denotaremos por dim A.

E chamaremos de dimensao de imersao de A a dimm/m?.

1.1 Funcao de Hilbert

Definicao 1.1.1. Seja G um semigrupo abeliano e 0 seu elemento neutro.

Um anel G-graduado € um anel A com uma decomposi¢cio A = @Ai, tal que
AA; C Ay, para todo i, j € G. e

Um A-mddulo graduado é um A-mddulo M com uma decomposi¢io M = @Mi,
tal que A;M; C M, ;, para todo i,j € G. e
Dizemos que x € M € um elemento homogéneo de M se existe i € G tal que x € M,

e i € dito o grau de x.

Note que Ay é um subanel de A (ApgAg C Ay) e que cada somando M; de M é



um Ao—médulo (140]\4Z Q Ml)
Neste trabalho, consideraremos G = Z, e o anel serd N-graduado, isto é, A; = 0

para i < 0. Neste caso, definimos AT = @ A, que é chamado ideal irrelevante de

n>0
A e pela definigao de AT temos que AT é um ideal de A e A/AT = A,.

Temos ainda que dado x € M = @ M,,, x pode ser escrito de maneira Unica na
n>0
forma = = in, x; € M; e apenas um numero finito de x; # 0; tais zs sao
ied
chamados de termos homogéneos de z de grau 7, ou componentes homogéneas de x.

Definigao 1.1.2. Sejam A anel graduado e M A-mddulo graduado. Dizemos que
N C M ¢é um submddulo homogéneo ou graduado se N é gerado por elementos

homogéneos.

Note que A* ¢ um ideal homogéneo.

Proposigao 1.1.3. O anel A = @An N-graduado é noetheriano se e somente se

neN
Ay € noetheriano e A € finitamente gerado como anel sobre Ayg.

Demonstragao:
(<) Se Ag noetheriano e A = Agay, ..., a,] entdo A é noetheriano.
(=) A é noetheriano. Temos que Ay ~ A/AT. Logo, Ay é o quociente de um anel

noetheriano por um ideal AT que é finitamente gerado. Assim, Ay é noetheriano.
9

Como AT é finitamente gerado e é homogéneo, existem z1,...,z, elementos ho-
mogéneos que geram AT. Vamos mostrar que A = Ag[zy, ..., x,]. Para isso, basta
mostrar que A, C Ao[zy,...,x,] para todo n.

Escrevemos d; para o grau de z;. Sejay € A, C AT (n > 0), logo existem
fi,..., fr€Ataisquey =) ., z;fi. Seja g; o termor homogéneo de grau n —d; de
fi, (gi = 0sen—d; <0). Assim também temos y = Z Z;- gi, ja que y é homogéneo
de grau n, ou seja, as componentes homogeéneas difei":ezlrltes de n se anulam.

Desse modo, A, C 14, g, +22An—4,+ - -+x,A,_q,. Como a outra inclusao é ime-

diata, pois cada parcela esta contida em A, temos que A,, = v14,,_q, + 2An_q, +



s 4 xp Ay g, Assim, se cada A, 4, C Aplz,...,x,] entdo A, C Aglzy,. .., 2]

Procedendo por indugao obtemos o resultado desejado.

Sejam A = @An anel noetheriano graduado e M = @ M, é um A-moddulo

neN n>0
graduado finitamente gerado. Entao cada M, é finitamente gerado como Ag-

moédulo. De fato, quando M = A isto decorre de A, C z1A,_q, + x2An_a, +
-+ +x,.An_q.. No caso geral, M pode ser gerado por um nimero finito de elementos
w; € M: M = Awy + - - - 4+ Aw,. Assim, tomando e; como o grau de w;, temos como
acima que M, C A, _cw; + Ap_e,wo + -+ + Ap_c.ws, onde A; = 0 para i < 0, e
portanto M,, é um Ay moédulo finitamente gerado.

Em particular se Ay é um anel artiniano, entao \(M,,) < oo, onde A4(M) denota o
comprimento de M como A-mddulo, e portanto podemos definir a série de Hilbert
para M.

Definicao 1.1.4. Seja A = @An um anel noetheriano graduado e seja M =

neN

@Mn um A-mddulo graduado finitamente gerado. Supomos que A\(M,) < oo,

nez
para todo n € 7.

Definimos a funcao de Hilbert de M como

para todo n € 7.

E definimos a série de Hilbert de M como

Py(t) =Y A(M,)t".

nez

Teorema 1.1.5. Seja A = @Ai um anel noetheriano N-graduado, com Aqy artini-
i>0
ano e seja M = @ M; um A-mddulo N-graduado finitamente gerado. Suponhamos
i>0



que A = Ao[X1, Xo, ..., X;] com grau(X;) = d;. Entao a série de Hilbert de M é

uma fung¢ao racional de t que pode ser escrita como

Demonstragao:

Demonstramos o teorema por indugao em r.
Se r =0 entao A = Aq. N
Logo cada M; é um A-médulo finitamente gerado (A = Ap). Assim N}, = @Ti,
onde T; = M; para i < k e T; = 0 para ¢ > k forma uma cadeia ascende?c(e) de
submodulos de M e portanto é estacionaria. Desse modo existe n € N, tal que
My = 0 para k > n. Assim, Py/(t) é um polinémio com coeficientes em Z (de grau
<n).
Se r > 0 entao a multiplicagdo por X, define uma aplicagao Ay-linear dada por
©p : My — Mg,
Sejam K,, = Ker(y,) € Lyiq, = coker(p,) = Myia./Im(p,) = Myia, /(X - M,)
entao:

0— Ky 5 My, 25 Mysy 5 Lova, — 0 (1)

é uma sequéncia exata. Sejam K = @ K,,, (K submédulo de M) e L = & L, ou
seja L = (M /X, M)~4, inicia com grau d,. Assim, K e L sdo A-médulos finitamente
gerados com X, - K =0e¢ X, - L =0. Logo K e L sdao (A/(X, - A))-mébdulos.
Assim poderemos utilizar a hipdtese de indugao em Pk (t) e Py (t).

De (t) temos que A(K,) — AM(M,,) + M Mp14,) — AM(Lnta,) = 0 pois a soma dos
comprimentos com sinais alternados se anula na sequéncia exata. Multiplicando

por t"*t% obtemos

i N(K,) — "N (M,,) + T N(Myg,) — "7 AN(Lpyg,) =0 e assim

t(A(K) - £7) = 7 (M(Ma) - ") + "7 (N (Mga,)) = " (M Lnsa,) =0 (3)



Como Z)‘(der)tiﬂlr = Pu(l) — ()\(Mo) + MMt + ...+ )\(MdT,l)thA) e
i=0

S ML, S = Py(t) - ()\(LO) FALDE .t )\(Ldr_l)tdwl), 20 substi-
=0

tuirmos e somarmos em (f) obtemos

t4 Py (t) — t% Pag(t) + Par(t) — Pr(t) — (A(Mo) + MMt + ...+ X Mg, 1)t ) +
MLo) + ML)t + ...+ M Lg, 1)t~ =0, ou seja,

(1 — t%) Py (t) = polindmio em ¢ com coeficientes em Z +Pp(t) — t% Py (t)

Por hipétese de indugao, existem hy(t), ho(t) € Z[t] tais que

hi(t
(1—t4) Py (t) = g(t), onde g(t) é um polindmio com coeficientes em Z +H#—
[ -
i=1
thr ha(t) o . .
—_. Assim, isolando Py(t) obtemos a igualdade desejada. [ |
[Ja -
i=1
Exemplo 1.1.6. Se d; = dy = --- = d, = 1, ou seja, A gerado sobre Ay por
t
elementos de grau 1, obtemos Py (t) = (1f( 7)5)7“’ f(t) € Z.
h(t)

Se (1 —t) é fator de f(t), existe d > 0 tal que Py(t) = - e h(t) € Z[t], com

(1-1)
h(t) e (1 —t)%. Seque dai, que se d > 0, h(1) # 0. Denotamos d = d(M).

Sabemos que 1/(1 —t) =1+t + >+ + ...

X [d+n—-1
Derivando (d—1) vezes a expressao anterior, obtemos ~ = "
( - t) n=0 d—1
o h(t X [d+n—-1
Assim, > AM)t" = Py(t) = ®) S =h(t)) "
n=0 (1 - t) n=0 d—1
Se h(t) = ho + hit + ... + hst®, entdo agrupando os coeficientes de t™ obtemos
d+n—1 d+mn—2 d+n—(s+1)
d—1 d—1 d—1
m
onde =0sem < d—1. O lado direito da igualdade acima pode ser

d—1

reescrito como um polinomio em n, com coeficientes racionais, que denotaremos



por pyr(n). Como, para todo i,

d+n—i\ (d+n—1)! _ (d+n—q)
i—1 | W=Dld+n—i—(d-1) (@d-Dl(n—i+1)

_(n+d-1)-n+d—-2)-...-(n+d—(d—1))

B (d—1)!
Vemos que a mator poténcia de n que aparece € d— 1, da expressao acima podemos
escrever

_ k() 4
pyv(n) = = 1)'71 + termos de menor grau

Acabamos de demonstrar o seguinte corolario.

Coroldrio 1.1.7. Se d; = dy = --- = d, = 1 ed = d(M) > 0 entdo existe
um polinomio py(x) de grau d — 1 com coeficientes racionais tal que para n > 0,
AM,) = pu(n).

Definicao 1.1.8. O polinomio

n+d—1 n+d—2
pav(n) = eg —e + o (D) ey
d—1 d—2
tal que ppr(n) = H(M,n) para n > 0, é chamado de polinémio de Hilbert de M, e

€0, €1, ..,6q_1 sao chamados de coeficientes de Hilbert de M.

Observe que e; # h;.

Definicao 1.1.9. O polinomio h(t) = hg + hat + ... + hst® € Z[t] conforme o
exemplo, € chamado de h-polinomio de A, h(1) = e é a multiplicidade de A e o

vetor (hy, ha, ..., hs) o h-vetor de A.

Definigao 1.1.10. Sejam A anel noetheriano e I ideal de A e m o ideal radical de
1. Se I C A é um ideal tal que para algum v > 0 temos m? C I C m, chamamos 1
de ideal de definicao de A.

Seja M A-mddulo finitamente gerado. Definimos gri(M) = @I"M/I"HM como

n>0
o modulo graduado de M associado a I.



Chamando as componentes homogéneas de gr;(A) de A%, temos que Ay = A/I

¢ artiniano e se I = inA', e 0; é a imagem de z; em I/I? entdo gry(A) =
i=1

Ajl01, ..., 0,]. Se além disso M = ZAwZ, entao gry(M ZA’wZ, onde w; é a
imagem de w em M| = My/IM. Entao podemos aplicar o Teorema 1.1.5 e o seu
corolario a gr;(M). Assim, a fungao de Hilbert de um anel local (A, m) qualquer

é por definicao a funcao de Hilbert do moédulo graduado associado a A que é a

K-élgebra homogénea (K = A/m)

E assim, Hu(n) = Hg, (n) = dim (7).
A funcao geradora de H4 ¢ a série de poténcias
z) = Z Ha(n)z
neN

que é chamada a série de Hilbert de A.

Definigao 1.1.11. As iteradas da fungdo de Hilbert HYy, i € N sao definidas recur-

stwamente por:
Hi(n) = Ha(n),se i=0

n

Hiy = Hi (n)(j),se i>0

§=0
Para todo n > 0.

Pela defini¢io temos HY(n) — Hiy(n — 1) = H'; '(n).

Definicao 1.1.12. Definimos as iteradas da série de Hilbert do anel local A como

= ZH;(n)z

n>0

E observamos que Pj(z) = (1 — z)PiH(z) para todo i > 0, pois
(1 _ Z)Pjﬁl(z) = Pui+ 1( ) Pz+1 ZHerl - ZHIZ'Il(n)ZnJrl _

n>0 n>0

10



HEFH0)+ Y (i () = HE (n = 1)" = HEFH(0)+ 3 Hi(n)=" = 3 Hi(n)2" =

n>0 n>0 n>0
i
P(z)
Temos ainda, sobre a dimensao de anéis, os seguintes resultados, cujas demons-

tragoes pode ser encontrada nos Teoremas 13.4 e 13.8 de [7].

Teorema 1.1.13. Seja (A, m) anel local noetheriano e M A-mddulo finitamente

gerado, temos entdo que dim M = d(M) = d.

Teorema 1.1.14. Seja (A, m, k) um anel noetheriano local e G 4 seu anel graduado

associado, entao dim A = dim G 4.

1.2 Anéis Cohen-Macaulay

Definicao 1.2.1. Sejam A um anel noetheriano e M um A-mddulo. Dizemos que
r € A é um elemento regular em M ou é M-reqular se rz =0 (para algum z € M)
implica que z = 0. Em outras palavras, v nao € divisor de zero em M.

A sequéncia (rq,...,rs) de elementos de A é chamada sequéncia reqular em M ou
M -sequéncia reqular se ambas as condicoes valem:

(1) r; € um M/(ry,...,1i_1)M elemento reqular, para i =1,...,s;

(i) M/(r1, ..., r)M #0

Definicao 1.2.2. Sejam A um anel noetheriano e I um ideal proprio de A, temos
que (x1,...,x,) € I é uma M-sequéncia reqular mazimal em I se para todo w € I,
(1,...,Tp,w) nao é M-sequéncia reqular, isto é, I C Z(x,...,x,), onde Z(C) €

o conjunto dos divisores de zero do conjunto C.

Lema 1.2.3. Sejam I e J ideais de um anel A, M um A-mddulo e escrevemos

N =M/IM. Entao N/JN é isomorfo a M /(I + J)M.

Demonstragao:

11



Considere o homomorfismo natural M & N % N /JN. O nicleo da funcao
induzida de M para N/JN contém IM e JM, pois N = M/IM, portanto contém
(I + J)M. Reciprocamente se z pertente ao nucleo, entao x é levado em JN pela
funcao M ENgN , portanto difere de um elemento de JM por um elemento de IM.

Assim, x € (I + J)M. |

Lema 1.2.4. Sejam A um anel e i um inteiro menor do que n. Sejam M um A-

modulo e x1,...,x, elementos de A. Entao sao equivalentes:
(1) (z1,...,2,) € uma M-sequéncia regqular.
(1) (x1,...,x;) € uma M-sequéncia reqular € Tiy1, ..., 2, € uma M/(xq,... x;)M-

sequéncia reqular.

Demonstracgao:
Aplicando o Lema anterior com I = (x1,...,z;) e J sendo substituido sucessi-
vamente por (x;11), (i1, Tite),. .. obtemos a equivaléncia desejada. [ |

Lema 1.2.5. Sejam A um anel e (x,y) € A uma M-sequéncia regular. Entao

x ¢ Z(M/yM).
Demonstragao:

Suponhamos que t* € M/yM e xt* = 0. Tomamos qualquer ¢ € M sendo
levado em t*. Entao zt € yM, digamos 2t = yu. Como y ¢ Z(M/xM) (pela
defini¢ao de (z,y) M-sequéncia regular), temos que u € zM, digamos u = zu;.
Como z ¢ Z(M), cancelamos = em xt = xyuy, obtendo ¢ = yuy, t* = 0 como

desejavamos. [ |

No Lema anterior ndao podemos concluir que (y,z) é uma M-sequéncia regular
pois y ¢ Z(M) pode falhar. Entretanto se supormos que y ¢ Z(M) entao podemos
alterar a ordem de x e y. No préximo lema estendemos essa observagao a sequéncias

mailores.
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Lema 1.2.6. Sejam A um anel, M um A-mddulo e (z1,...,x,) uma M-sequéncia
reqular. Entao a sequéncia obtida alterando x; e x;vq, com 1 < i < n, é uma

M-sequéncia reqular se e somente se x;41 ¢ Z(M/(xy,...,xi—1)M).
Demonstragao:

Segue imediatamente dos Lemas 1.2.4 e 1.2.5.

Lema 1.2.7. Sejam A um anel e M um A-modulo. Sexq,...,x, € uma M-sequéncia
reqular, entdo os ideais (x1), (x1,23), ..., (T1,T2,...,2,) formam uma cadeia as-
cendente.

Demonstragao:

Suponhamos por absurdo que existe i, com 1 < i < n tal que (z1,...,2;) =
(x1,...,2:41). Entdo z;,1 é uma combinagao linear de x1, . . ., x; e portanto x;, 1 M C
(1, ...,2;)M. Assim, z;;1 se anula no médulo M/(zy,...,x;)M, onde ele nao é
um divisor de zero por hipdtese. Contradicao. [ |

O Lema 1.2.7 mostra que se A é noetheriano e M é um A-mddulo nao nulo, entao
existem M-sequéncias regulares maximais em A. Ainda nao sabemos no entanto, se
duas dessas sequéncias possuem o mesmo comprimento. O teorema a seguir garante

este resultado.

Teorema 1.2.8. Sejam A um anel noetheriano, I um ideal de A e M A-mdédulo
finitamente gerado. Supomos que IM # M. Entao duas quaisquer M-sequéncias

maximais contidas em I possuem o mesmo comprimento.

Demonstragao:
Basta mostrar que se z;,y; € I, (x1,...,x,) é uma M-sequéncia regular maximal,
e (y1,-..,Yn) uma M-sequéncia, entdao (yi,...,y,) ¢ maximal. Mostraremos por

inducao em n.

n = 1. Tomamos xr = x1 e y = y; e x e y estao em I, nao sao divisores de zero em
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M. Suponhamos que (x) é M-sequéncia regular maximal. Desse modo I consiste em
divisores de zero de M /xzM, pois se t € I nao é divisor de zero em M /xM entao
(x,t) é uma M-sequéncia regular (a condi¢ao (x,t)M # M segue da hipétese de
IM # M).

Queremos agora provar que | consiste em divisores em zero de M /yM. Mas como

I C Z(z), temos que I C U P, e assim I C P’ para algum P’ associado de .

Passoc.x
Logo, P' = (x : u) para algum u € M, e portanto Iu C zM, em particular yu = zv

para algum v € M.

Afirmamos que v ¢ yM e Iv C yM. Para verificar que v ¢ yM suponhamos
que v = yw entao yu = xv = xyw e como y pode ser cancelado, ja que y é
regular, u = xw, levando a contradi¢ao. Para verificar que Iv C yM, temos que
xlv = ylu C yzM. Nesta inclusao o fator x é cancelavel e obtemos Iv C yM. Se
v* denota a imagem de v em M /yM, entdo v* # 0 e [v* = 0, como desejavamos.
Suponhamos agora n > 1 e que o teorema vale para n — 1.

Para simplificar vamos escrever B; = M /(x1,...,x;1)M, C; = M/(y1,...,yi-1)M
parai=1,...,n. Em particular, By = C; = M. A existéncia dos elementos z;, y;
mostra que [ ¢ Z(B;),I ¢ Z(C;), para qualquer i. Assim podemos deduzir a
existéncia de um elemento z pertencendo a I mas nao pertencendo a Z(B;), Z(C;).
Temos que como z nao pertence a Z(B,), Z(B,-1),...,2(B), o Lema 1.2.6 nos
permite trazer o z para a frente dos elementos x, um de cada vez, obtendo que
(z,21,...,2,_1) é uma M-sequéncia regular. Evidentemente ela é maximal.
Exatamente da mesma forma obtemos (z,41,...,y,—1) M-sequéncia regular, mas
nao sabemos se ¢ maximal.

Agora passamos ao médulo M/zM no qual temos duas sequéncias regulares de

comprimento n —1: (x1,...,2,1) € (Y1,...,Yn_1), & primeira sendo maximal. Pela
hipétese de indugao nds obtemos que (yi, ..., y,—1) ¢ uma M /zM-sequéncia regular
maximal, o que nos diz que (Y, ..., Yn—_1,2) ¢ maximal em M. Aplicando novamente
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o caso n = 1 obtemos que (y, . ..,¥y,) é M-sequéncia regular maximal e concluimos

assim a demonstracao do teorema.

Definigao 1.2.9. Sejam A um anel noetheriano, I um ideal de A e M um A-mdédulo
finitamente gerado tal que IM # M. O comprimento de todas as M -sequéncias
requlares mazimais contidas em I é chamado de grade(I,M). Se, em particular, A

¢ um anel local e m € seu ideal maximal, definimos depth (M) = grade(m, M).

A demonstracao formal da proposicao a seguir pode ser encontrada no Teorema,

131 de [6].

Proposicao 1.2.10. Seja (A,m) um anel noetheriano local e M um A-mddulo
finitamente gerado. Entdo temos que uma sequéncia reqular pode ser estendida a

uma base de m/m? e portanto depth M < dim M.

Definicao 1.2.11. Seja (A,m) anel noetheriano local. Dizemos que A é anel

Cohen-Macaulay, e tomamos como notagcao A C.M., quando dim A = depth A.

1.3 Elementos Superficiais

Iniciamos essa se¢do com um resultado de [9] sobre a relagdo entre a fungao de

Hilbert de um anel e o quociente de (m™*! : z) por m™:

Teorema 1.3.1. Seja A um anel local noetheriano com ideal maximal m e seja

r €m. Seja B= A/(x). Entdo para todo n > 0, temos

Hp(n) — Hy(n) = Aa((m™" 2 2)/m")

Demonstracgao:
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Provaremos por indugao em n.
Para n = 0, a igualdade é clara, uma vez que ambos os lados sao zero. Suponhamos
que a igualdade vale para algum n. Seja mp = m/(z) o ideal maximal de B. As

seguintes sequéncias sao exatas:

m” (mtoz) (mmtha) ,

0— e T T T 0 (i)
it it et

0— Ni) — | (ii)

M (@) met? et
(m"*2:z)  (m"ix)  mTO(x)
mn+l mn+l mn+2 ﬂ(x)

Segue das sequéncias acima que

0— —0 (iii)

() - M(““Zf#) ()
(s M( ) () ()
= H(n) + (Hh(n) — HY(n)) = HY(n+ 1) + Hy(n+ 1)
= Hp(n+1) — Hy(n+1).

Onde a primeira igualdade decorre de (iii), a segunda de (i) e (ii), a terceira pela
hipdtese de inducao e definicao de funcao de Hilbert e a quarta pela definicao de

funcao de Hilbert iterada. E assim estd provada a igualdade do teorema para n—+1.

Introduziremos o conceito de elemento superficial conforme [3]:

Consideraremos elementos x € A tais que para todo j7 > 0
(m/tp) =w/

Temos assim que x € m e x ¢ m?, caso contrario m’~* C (my*! : z) e mi~! D mJ.
Observe que considerarmos esses elementos torna-se natural apés o Teorema acima,
j& que assim obtemos Hj(n) = HY(n).

Dessa forma, elementos com essa propriedade se comportam bem quando calculamos

a funcao de Hilbert de um anel quocientado por eles, como veremos no que segue.
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Proposigao 1.3.2. Sejam (A,m) um anel local, v € m e x ¢ m%.  As sequintes
afirmacgoes sao equivalentes:
(a) (mIT!:x) =m! para todo j > 0.
(b) Paj@)(2) = Pa(2)(1 — 2).
(¢) z* € m/m? nao é divisor de zero em G4, onde x* € a imagem de x em m/m?.
)

(d

Além disso, se x satisfaz alguma (portanto todas) as afirmagoes acima, entdo

e;(A) =e;(A/(x)) para todo j >0

Gy (A (7)) = Gu(A)/(2").

Demonstragao:

Pelo Teorema 1.3.1,

Portanto, utilizando que Pi(z) = (1—2) Py (2), para todo i > 0, temos Py, (2) =
P4(z)- (1 —2) se e somente se (m/T! : z) = m’ para todo j > 0. Assim (a) e (b) sao
equivalentes.

Por [13] 2* € m/m? nao é divisor de zero em G 4 se e somente se x nao ¢ divisor de
zero em A e (z)(m/T! = zm/ para todo j > 0, isto é, (m’*! : x) = m? para todo
J > 0 ¢ entdo temos (a) < (c).

Além disso, se Pa/z)(2) = Pa(2)(1—2), entdao A e A/(x) possuem o mesmo h-vetor
e portanto os mesmos coeficientes de Hilbert, assim (b) = (d).

Finalmente, se e;(A) = e;(A/(x)), para todo j > 0, entdo A e A/(x) possuem
o mesmo h-vetor e portanto se tiverem a mesma dimensao terao a mesma funcgao

de Hilbert, o que é impossivel pois Hs(1) = dimg(m/m?) = dimg (m2+( )) +1
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= Hyyy(1) + 1.
Onde a igualdade do meio vale pois z ¢ m?. Entao A/(z) tem dimensdo d — 1 e

segue (b). A ultima afirmagao da Proposi¢ao também é decorrente de [13].

Definigao 1.3.3. Dizemos que x € m —m? satisfazendo alguma das afirmacoes da

Proposicao anterior, e portanto todas, € um elemento superficial de A em m.

Nem sempre podemos um encontrar elemento x tal que z* nao é divisor de zero
em (G4, mas se supormos que o corpo de residuos de A é infinito entao temos a

existéncia de elementos superficiais garantida. Ver [14] Proposigao A.3.3.

E importante ressaltar que essa condigdo nao é muito restritiva, pois se K = A/m
¢ um corpo finito podemos considerar A[z| localizado em S, onde S = Alx] —
m[z], isto é, A[z|s e obtemos corpo residual infinito com dim A = dim A[z]s e a

multiplicidade também se mantém. Este truque pode ser encontrado em [7].

Da Proposicao anterior, podemos observar que um elemento superficial x de A
em m é também um elemento regular de A em m, caso contrario x seria um divisor

de zero em m e logo em m/m?, contrariando o item (c) da Proposigao.

Definicao 1.3.4. Dizemos que um ideal I C A € um ideal superficial se os geradores
de I forem elementos superficiais.

Um ideal proprio J C A € dito superficial mazimal se J € ideal superficial e nenhum
elemento superficial de A pode ser acrescentado ao ideal sem que ele deixe de ser

Proprio.

1.4 Sistemas de Parametros e Reducoes

Definicao 1.4.1. Seja (A, m) anel noetheriano local de dimensao d. Se ay,. .., aq €
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m gera um ideal m-primdrio, {a,...,aq} € dito um sistema de parametros de A.
Se M ¢é um A-mddulo finitamente gerado com dim M = r, existem elementos
bi,...,bs € m tais que N(M/(by,...,bs)M) < oo e entdao {by,...,bs} forma um

sistema de parametros de M.

Enunciamos agora um resultado de [19] (Teorema 3 do Apéndice 6) sobre com-

primentos de ideais gerados por sistemas de parametros.

Proposicao 1.4.2. Seja (A, m) um anel local, sao equivalentes:
(a) A é Cohen-Macaulay.
(b) Para todo ideal J C A gerado por um sistema de parametros temos e(J) =

Aa(A/JT)

Definicao 1.4.3. O ideal J C I € chamado uma reducao de I se existe um inteiro
r > 0 tal que I = JI". Dizemos que J é uma reducao minimal de I se J ¢
uma reducao de I e J nao possui nenhuma reducao propria. Se J € uma reducdo

minimal de I, o numero de reducao de I com respeito a J €
ry(I) =min{r >0 | """ = JI"}
O numero de reducao de I € definido como
r(I) =min{r;(I) | J € uma redu¢do minimal de 1}
Vasconcelos demonstrou na Proposi¢gao A.3.3 de [14] que podemos obter uma

reducao minimal J de m constituida de elementos superficiais de m.

Enunciamos agora um resultado de [7] (Teorema 14.13) sobre a multiplicidade

de reducoes.

Proposicgao 1.4.4. Sejam (A, m) um anel noetheriano local, I um ideal m-primdrio
e J uma redugio de I, entao J € também m-primdrio, e e(I) = e(J), onde e(J) €

a multiplicidade de J em A.
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Capitulo 2

Demonstrando a Conjectura

2.1 Lemas Basicos

Nesta secao desenvolvemos uma série de lemas necessarios a demonstracao da

Conjectura.

Assumimos, de agora em diante, que (A, m) é um anel local C.M. de dimensao 2,
de dimensao de imersao e, onde e é a multiplicidade de A, e com corpo de residuos
infinito. Como A/m ¢é infinito e dim A = 2, podemos escolher z,y € m — m? tais
que z e y sdo elementos superficiais de m e J = (z,y) é uma redugdo minimal de

m, gragas a Proposicao A.3.3 de [14].

Seja r o numero de reducao de J com respeito a m, ou seja, o menor inteiro tal
que m"t! = Jm”. Tomamos | como o menor inteiro tal que m'*! = Jm', onde a

barra indica médulo z.

Sabemos que [ < r pois m"t! = Jm” implica que m" ™! = Jm".
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Podemos supor que m? # Jm pois Sally demonstrou em [10] e [11] que em

dimensao e + d — 2, G4 é Cohen-macaulay, isto é depth G4 = dim G 4, se e somente

sem?® = Jm?. Assim, no caso m? = Jm temos que depthG 4 = dimG 4 = dim A = d.

O lema a seguir é fundamental para o desenvolvimento da demonstracao e sera

utilizado diversas vezes.

Lema 2.1.1. A(m""!/Jm") <1, Vn 2> 1.

Demonstracao: Como a dimensao de imersao é e, existem zq, ...,

Ze—2 €M

tais que m = (z,y,21,...,%2). Além disso, J é uma reducao de m e portanto

podemos aplicar as Proposigoes 1.4.2, e 1.4.4 obtendo e = e(m) = e(J) = A(A/J) e

assim como A(m/J) = A(A/J) — 1, temos que A\(m/J) =e — 1.

Desta forma, existe um inteiro k, 1 < k < e — 2, tal que

( J+ (21, ., 2)

=1  # k
J+(Zl,-..,Zi_1)) 7867[#

J+<Zla"'72k>
=2
¢ )\(J+(21,...,Zk1)>

Assim, temos para todo i # k

Z;m g (J+ (217 s 7Zi—1)) me

. J+(Zl,...,Zi)
A
pom J+ (21,002
Além disso,

)> =lezmq ().

(J—I— (Zl, NN 7Zi—1)) ﬂm2 =Jm+ (Zl, NN ,zz-_l)m

pois,sea € (J+(z1,...,2_1))Nm? tal que a ¢ Jm, entdo existem a, 3, by, . . .

i—1

A tais que a = (ozx+ﬁy)+z b;zj € m*. Como a ¢ Jm, existe j € {1,...

Jj=1

que b; ¢ J e desse modo a € Jm + (21, ..., z_1)m. Portanto (J + (z,..

m? C Jm+ (21,...,2_1)m. A outra inclusio é imediata.
Assim, para todo ¢ # k

zm C Jm+ (Zl, RN zi_l)m
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Note que do epimorfismo

R — J+<21,...,Zk)
J+(z1,...,zk_1)
=Tz
concluimos que
R ~ J+<Zl,...,2k)
((J—|— (Zl, C ,Zkfl)) : Zk) J+ (21, R ,Zkfl).
R J+(21,---,Zk>
Como A = A = 2, temos que
<((J—|—(Z1,...,Zk_1))22k)> <J+(Zl,...,2k_1>> 4
m
A =1
<((J + (21, Ce 7Zl~c—1)) . Zk))
Portanto, existe um elemento w € m tal que
m=((J+ (21,...,2k1)) : 2) + (w) (%)
e
wm C ((J+ (21,5 28-1)) © 2k) (%)

De (%) e (1), obtemos
zem C (wz) + (J+ (21, . ze)) Nm? = (wzg) + Jm+ (21, ..., 2ze1)m (2)

e assim (wzym) C (J + (21,. .., 2zp1)) Nm? = Jm + (2,...,2,_1)m.
Usando (2) indutivamente (e (x) para o passo de indugao), obtemos que ¥n > 1,

zgm”™ C Jm™ + (21, ..., 2,_1)m" 4+ (w"z;). Para completar a prova, usando (1)
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repetidamente obtemos:

m" ™ = Jm" 4 (21, .., Ze_g)m”
=Jm" + (217 cee ze_g)m”
=Jm" + (z1,...,z)m"
=Jm" + (21,...,z,_1)m" + (w"z)

e assim,
wzm C w" N wzym) Cm" 7 (Jm A+ (21, ..., 251)m)
=Jm" + (Zl, cee zk_l)m” =Jm"
Entao, concluimos que (21, . .., zp_1)m™ C Jm" e assim obtemos que A(m"™!/Jm") =

A(Jm" + (w"z)/Jm") <1

Lema 2.1.2. m*> C Jm

Demonstracgao: Da prova do lema anterior sabemos que existem z,w € m tais
que m* = Jm+ (zw) e m® = Jm?+ (zw?). Como A(m?/Jm) < 1, 2w? € (zw)m C

Jm e assim m® C Jm como desejado.

Lema 2.1.3. Seja z € m — m? tal que m? = Jm + zm. Se m3 # Jm?, entdo para

todo w € m? — Jm, wz € m3 — Jm?.

Demonstragao: Por hipétese, m® = Jm? + zm?, como m® # Jm?, temos
que existe v € m? — Jm tal que zu € m® — Jm?. Seja w € m? — Jm, por 2.1.1

A(m?/Jm) < 1, logo existe £ € A tal que u — éw € Jm. Temos que £ é invertivel,
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caso contrario, £ € m e portanto {w € m®* C Jm mas se éw € Jm entao u € Jm,
o que contraria a escolha de u, logo ¢ invertivel. Temos entao zu — £zw € Jm?, e

como zu ¢ Jm? temos que zw ¢ Jm? E assim, zw € m? — Jm?.

Lema 2.1.4. Sem?® # Jm?, entdo m = (2,9, 2, 21, . . ., 2e_3), para alguns elementos

2,2,y Ze—g € M tais que zzm C Jm, para todo i € {1,... e — 3}.

Demonstragao: Como m? # Jm e a dimensao de imersao de A é e, podemos
escolher z,z1,..., 2. 3 € m tais que m = (z,y,2,21,...,%_3) e m?> = Jm + zm. Se
para algum ¢, zm ¢ Jm, entdo m? = Jm+zm e existe u € m tal que z;u € m?—.Jm.
Segue do lema anterior que ambos zz;u e z2u nao estao em Jm?. Como A(m?/Jm?) =
1 (pois A(m3/Jm?) < 1 e Jm? & m3) temos que zz;u — E22u = (2 — £2;)zu € Jm?
para algum & invertivel.

Note que se (z — £z;)m € Jm entdo m? = Jm + (2 — £z;)m e entdao novamente pelo
lema anterior, (2 — £2;)z;u ¢ Jm?, contradigao.
Portanto (z — £z;)m C Jm e podemos mudar o gerador z; por z — £z;, obtendo a

propriedade desejada.

|
Lema 2.1.5. Assuma m® # Jm?> em = (x,y,2,21,...,2.3) com zzm C Jm, para
todo i € {1,...,e —3}. Se J"m* = (ay,...,a;) + J"P'm*L para algum n > 0 e

k> 1, entio J"wh! = (a12, ..., ap2) + J"HmF.

Demonstracao: Como a; € J"m”, utilizando o resultado anterior, temos que

a; T, a;y, a;z; € J"HmF parai € {1,...,e — 3}, logo
e—3

aim = a; (2,9, 2,21, ..., ze_3) C (a;2) + J"'m" 4 Z zjJ"mk C (a;2) + J" T m”
=1

Segue que J"m** = (ay,... a)m + J"MmF = (ay2, ..., a2) + J"HmE,
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Lema 2.1.6. Seja | como definimos anteriormente, ou seja, o menor inteiro tal

que M = Jm!, onde a barra indica mddulo x. Entdo temos que:

(i) 1 >2

(i) ex(m) = A(m/J) +1 -1

(iii) | é o menor inteiro tal que m'™ = Jm![mod(y)]

(iv) (mF:2) =mkL e (mk: y) =mhl vk <L

(v) Se m'™*! £ Jm! entao ( z)€mhe(m™:y) ¢ m
Demonstragao: .

(i) Se | = 1, entdo m* = Jm e portanto m?> = Jm + (zx), para algum x € m? e
(r)k C Jm, assim m? = Jm, o que supomos falso. Contradicao, logo [ > 2.

(77) Por [17], Lema 2.1, demonstrado em [5], temos:

mn
er(m) = ; (Jm”—1 +mm N (x))
Sabemos que )\(Jmn—l —Tm“ 5 (:c)) = A(%) = 1, para todo n tal que 2 <

ﬁn—i-l
T ) > 1, para
m

n < I, pois | é o menor inteiro tal que A(m'™/Jm!) = 0 e assim )\<

—n+1 n+1
i > < A(m > <1, pelo Lema 2.1.1.
Jm" Jm»

Além disso, x é elemento superficial, logo e;(m) = e;(Mm), e assim obtemos

er(m) = ey (F) = iA(“;:;) — A(m/J) +Z)\< 5.

todontalquelﬁnﬁl—leA(

—’n+1

Assim, e;(m) = A(m/J) +1— 1.

(i7i) Como y também é um elemento superficial de m, entdo da demonstracao do
item anterior temos que se I’ é o menor inteiro tal que m"*! = Jm' [mod(y)], entao
er(m) = A(m/J) +1' — 1. Portanto I" = [.

(iv) A Proposicao 1.3.2 (a) garante a afirmagao.

(v) Como m'™! = Jm', temos m"*! = Jm! + ((z) N m!*!), e assim, se m*! # Jm!
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entao (z) Nm*t ¢ Jm' e portanto (m*! : z) € m’. Analogamente obtemos o

resultado para y.

Da demonstragao do item (iv) do lema anterior, obtemos:

Corolério 2.1.7. Para todo n > 1 e para todo k < I, (J"m* : z) = (J"m* : y) =

Jn—lmk

Como preparagao para a demonstragdo da conjectura Wang estudou em [17] e
[18] a sequéncia exata abaixo em um contexto mais geral do que o que sera utilizado

aqui.
Consideremos para 1 < k < r a sequéncia exata curta

n+1 s Jnmk.
O—>Tk,n—>@mk/b7mk71 #Sk,n:W—H) (3)

Onde ¢, = (y",y" 'x,...,2") e Ty, = Ker(oy).

Lembrando que r é o menor inteiro tal que frakm’*!' = Jm” apresentamos o

seguinte lema, cuja demonstragao pode ser encontrada em [17] e [18].

Lema 2.1.8. Sao verdadeiras as sequintes afirmacoes:

(1) er(m) =A(m/J)+ lim w

n—o0

A Tmm) = " A(Skngi-k).
k=2

e para n > 0,

(i7) Para todo k tal que 1 < k < r, ou Ty, = 0 para todo n ou \(T,) é um

polinomio em n de grau 1 para n > 0.

(i13) Ty, = 0, para todo n.

Utilizando o Lema 2.1.8, temos que:
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Lema 2.1.9. Sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:
(i) Para todo 2 < k <1 ouT}, =0, para todo n ou \(T},,) € um polinémio monico
emn de grau 1 para n > 0.

(i1) Para todo 2 < k <, Ty, = 0, para todo n.

Demonstracao:
(i) Segue do lema anterior, item (i) que T}, = 0 para todo n ou A(T},) é um
polinomio em n de grau. Utilizando a soma dos comprimentos em sequéncias exatas

em (3), obtemos que para todo k tal que 2 < k <r
MTion) = (n+ DA(m*/Jmt=) — A(J"m" /T ")
E portanto, como para k < 7, A\(m*/Jmk=1) =1,
MTrn) < (n+ DA(m*/JmF ) =n + 1

Assim, o polindomio deverd ser monico.

(17) Seja 2 < k <[ se para algum n, T}, ,, # 0, entdo existem elementos uy, ..., u, €
n

m* nem todos em Jm*~! tais que Zuix”_i Ce "Rl = (JmFh " Mas
i=0

JmF=1 6 0 em m*/Jm*~! logo podemos supor (mudando os u/s se necesséario) que
n

g wr" 'y = upr™ +ur" Yy 4+ uy" =0

i=0

Assim, como {x,y} forma uma sequéncia regular, isolando cada elemento na igual-

dade anterior observamos que existem elementos wq,...,w, tais que uy = wyy,
U; = —w;x + w1y, para todo i tal que 1 <i<n—1¢e u, = —w,x.

Assim, temos que uy = w;y € m* e pelo Lema 2.1.6 (iv), (m* : y) = m*! entdo
wy; € mF71 Além disso, uq = —wiz 4+ wey € mF e wiz € m*, logo woy € mF e assim

k

novamente wy, € (m* : y) = m*~!, prosseguindo desta forma obtemos w; € mkF~1

para todo i e entdo u; € Jm*~!, para todo 4, contradigao. Portanto (ii) vale.

Lema 2.1.10. Se l =1 entao depthG 4 > 0
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Demonstragao: Utilizando o Lema 2.1.6 (i7) para a primeira igualdade, | = r
para a segunda e a definicao de r como o primeiro inteiro tal que m"*! = Jm" e

portanto A(m"*!/Jm") = 0 para a terceira, obtemos que

er(m) = Am/J) +1—1=Am/J)+r—1= i)\(%:_l)

O Teorema 3.1 de [4] garante que

00 mk

e assim obtemos o resultado desejado.

Corolério 2.1.11. Se m® = Jm? entdo depthG4 > 0.

Demonstragao: Por 2.1.6, item (i), temos que [ > 2. Se m® = Jm? entao

2 <1l <r<2eportanto [ =r. Segue pelo lema anterior que depthG 4 > 0 [

Lema 2.1.12. Se m!™! #£ Jm! entdo \(T}41,) € um polindmio ménico em n para

n > 0.

Demonstragao: Se m'™! £ Jm! entdo r > [ + 1. Da sequéncia exata (3) que
precede o Lema 2.1.8 temos que A(Skn41-) = (n+2—Ek)A(m*/Jm* 1) = \(Ty py1-1),
portanto

+1

(m*/Jm*t) =3 7 lim A(Tie1-r)
fe—=

I+1

er(m) > A(m/J) + ) lim

n—oo

2—k
(n+2-k),
n

Pelo Lema 2.1.8 (i), se k <[, T}, = 0 para todo natural n, logo temos

+1
> lim AMThpgi-k) = Hm A(Tigprng-k).
2 n—oo n—oo

Observe também que A(m*/Jm*~1) =1 pois 2 < k <[+ 1 e portanto

I+1

92—
Z lim W)\(mk/tfmk_l) =1
K2
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Temos assim que e;(m) > A(m/J) + 1 — lim, 00 A(T11041-4)-
Assim, se Tj11, = 0 para todo n, entao e;(m) > A(m/.J)+1 o que contradiz o Lema
2.1.6 (7). Portanto, por 2.1.9 (i), A(T}41,,) € polindmio moénico em n de grau 1 para

n > 0. [ |

2.2 Resultado Principal

O resultado que desejamos provar é o seguinte.

Teorema 2.2.1. Seja (A, m) um anel local C.M. de dimensdo d e dimensdio de

imersao e + d — 2 com corpo residual infinito. Entao depthG 4 > d — 1.

Seja J* = (x1,...,x5) C A gerado por uma sequéncia superficial em A e (B, 7n) =

(A/J*,m/J*). A propriedade chamada Sally Machine diz que
depthG4 > s+ 1< depthGp > 1.

Sally provou esse resultado para o caso s = d — 1, em [12], e uma prova do caso
geral foi dada por Huckaba e Marley, em [5].

No nosso caso, temos J* = (z1,...,24-9) C Ae B = A/J* e a propriedade nos diz
que depthGy > (d—2)+1=d—1< depthGp > 1.

Como dim B= dim A/J* = 2, temos que se demonstrarmos o teorema para d = 2,
teremos, através da Sally Machine, o resultado desejado e portanto consideramos,
a partir de agora, que d = 2.

Se m® = Jm?, pelo Lema 2.1.11 depthG4 > 0 e portanto o Teorema 2.2.1 vale.
Assim, supomos também de agora em diante que m® # Jm?. Se [ = r entdo pelo
Lema 2.1.10 depthG4 > 1 = d — 1 e o Teorema 2.2.1 vale . Vamos mostrar que

[ < r nao pode ocorrer. A seguir, supondo [ < r, vamos obter alguns resultados.

Lema 2.2.2. Sel < r entio existe w ¢ m'~! tal que wry € m* — Jm!.
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Demonstragao: Como [ < r,m!™! # Jm! logo pelo Lema 2.1.6 (v), (m‘*! :
y) ¢ m! assim, existe u ¢ m' tal que uy € m'*!, portanto uy € M = Jm', onde a
barra indica médulo z. Como J = (x,%) temos que J = () e portanto Ty € (7)m
Como 7 néo é divisor de zero em A/z, T € m' e existe w € A tal que wz —u € m',
logo wry — uy € m!™! e assim wry € m'*L,
Sabemos que w ¢ m!~! pois caso contrario, wx € m! e wr — v € m! implicaria que
u € m! o que contradiz a escolha de u.

Além disso, se wry € Jm! entdao wy € (Jm! : x) e pelo Coroldrio 2.1.7 terfamos

l 1

wy € m!, ou seja, w € (m! : y). Assim, pelo Lema 2.1.6 (iv), w € m!~!, o que

contraria a escolha de w. Desse modo wxy ¢ Jm!.

No que segue, se [ < r entdo w serd o elemento tal que wry € m*! — Jm!. Dado
F € A[X,Y], indicaremos F'(x,y) por f e para os demais polinomios, da mesma
forma, a letra mintscula indicara o polinémio aplicado em =z, y.
Seja t o menor inteiro positivo tal que 7j1, # 0. (para T}, como foi definido na

sequéncia exata (3) que antecede o Lema 2.1.8)

Lema 2.2.3. Sel < r entao vale:

(1) Existe um polinémio homogéneo F' € A[X,Y] de grau t, com os coeficientes de
Xt e de Y invertiveis, tal que wf € J:7m! e m!TLf C JiHim!l

(”) thJrl c thlmlJrl _ Jtml e th+1 C thlml+1'

(ii1) Para todon >t —1, A(J"m*t/J iml) =1¢ e

Jnml—i-l — (’UJ:L'TH_Q, wxn—&—ly’ o ,U).Tn+3_tyt_1> + Jn+1ml_

(iv) Seja 2 < k < 1. Se para algum u € J"™'m¥, w1k € Jtml entdo u € JmF1
Demonstragao:

(1) Como observado acima, Tj, 1 # 0, entdo existem uy, . .., u; € m'*! nio todos
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t
em Jm! tais que g uz'y'™" € J™'ml. Tomamos w ¢ m!~! do lema anterior e temos
=0
wry € m* — Jml.

Como A\(m!*T!/Jm!) < 1 existem &, . .., & nao todos em m tais que u; —&way € Jm!,
caso contrario terfamos conjuntos de dois elementos linearmente independentes em
m!*1/Jm!. Como para todo i € {0,...,t}, (u; — Eway)z'y'™ € JHiml e uaiy' = €
JHm!, temos que

Cwryriy'™ € JHm! (4)
Se & € m, enttéo Sowayy! € J'm!T2 C JHm! pois pelo Lema 2.1.2 m3 C Jm.
Desse modo Z Ewzyzy'™ € J'Mm!. Fazendo a mudanca de varidvel i — i + 1:

=1
t—1 t—1

E Epwryr Ty € Tl e assim, o E Eipqwayrty™ T e Jml Uti-
i=0

=0
t—1

lizando o Coroldrio 2.1.7, obtemos Zfiﬂwxya:iyt_i_l c (JMm! :z) = J'ml e

=0
t—1

assim podemos afirmar que Z Eimwzyzty™ T € Jtml

Como &, ...,& nao estao t(;(zit())s em m, temos que wry € m!T! — Jm! e portanto
Ti+14-1 # 0 o que contradiz o fato de ¢ ter sido escolhido o menor inteiro tal que
Ti1e # 0.

Entao & ¢é invertivel. Analogamente (isolando y) & é invertivel.

Tomamos o polindmio homogeéneo de grau t dado por FI(X,Y) = Y+ XY+
...+ &XE Entao como f € Jt e wzy € m!T wryf € J7'm!) e novamente pelo
Corolério 2.1.7 wf € J*'m!.

Além disso, como A(m!T1/Jm!) < 1 e wry € m!™ — Jm!, temos que m!*t C
(way) + Jml. Assim, m!T f C (wxy)f + Jmif C JHm! + Jmlf C JHml) o que
conclui a prova de (7).

(ii) Por (i) temos que wzyf € J'm!, assim, utilizando o Corolério 2.1.7, temos
que wzf € (Jm! @ x) = J'm! . Desse modo, wzf € Jm! C J' " m!Tl. Temos

ainda que wry € m* wf € J ' ml e waf € J'm! C J'mi*t!. Escrevemos walt!
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como combinagao dos elementos acima da seguinte maneira

t—1
th—}-l — gt—lwxf . gt—lw‘ry25ixiyt—l—i c Jt_lmH_l,
1=0

Se wz'™ € J'm! entdo, usando o Coroldrio 2.1.7 e o Lema 2.1.6 (iv) obtemos
wat € (J'ml : 2) = J''m! que implica que wz'™! € (J'7im! : 2) = J72m! e assim
sucessivamente obtemos wz € Jm! e w € m'~! o que contradiz a escolha de w con-
forme o Lema 2.2.2 e portanto wz'*! ¢ J'm!, logo wa'*t € J:=tm!*1 — Jtml,

Além disso, para todo 7 tal que 0 < i < t+ 1, wzttly’ € J:=Hm!*! ¢ aplicando o
Corolério 2.1.7 i vezes obtemos wz!t1 7yt € Jt~Imit,

Desse modo wJiH C Jt-Imit!,

2 +1 n+3—t, t—1
Yy}

(77i) Primeiramente, note que para todon > t—1, {wa™"* wa™ ty, ... wx

é linearmente independente (LI) em J"m‘*!/J" m! pois caso contrario, existiriam
t—1
o, - - - » fit—1 nao todos em m tais que g piwz" 2y e g iml
i=0
t—1
Em particular, E piwa iyt e Jiml
i=0
Note que t > 2 pois se t = 1, entdo wz"2 € J"M'm! e w € m!~
t—1

L contradicao.

Segue que Z piwzyr iyt e J'm! e entdo Ti414-1 # 0, o que é impossivel.

De (i) sabgr?os que wf € J7ml) logo w2t C (Jiml) it = Jntimd
Como, para todo i tal que t < i < n + 2, 22 7yi=t ¢ J"27t temos que
wfan T2yt ¢ Jntiml,

Mas wfaz™ 7yt = w(&y' + Gay'™t + ..o+ ah)a" TPy = GuaTP iy +
Erwam 20D yi=l 4y g2t it

Desse modo, &ua™ 27yt € (w20t qpgn 2=yl o grdlinl
Usando o fato de &, ser invertivel e simplificando os expoentes de x, temos que para
todo i, com t < i < n+2, wr" 2yt € (wa™ 2 wa Ty, . w3y 4 g ml
Como todos os elementos de J"m'*! sdo combinacoes de wa"+t?~iy’ temos que

T mit! = (wxn+2’ wx”“y, o 7wxn+3—tyt—1) + g mb e portanto,
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{wz™ 2 wa™y, .. w3y} ¢ uma base para J"m!Tt/J " lm! e portanto

A mi/ JnHiml) = ¢,

(iv) Seja 2 < k < [. Note que Ty, = 0 Vn > 0 entdo observando a sequéncia
t t

exata (3) obtemos A(J''m*/J'm* ) = A(ED m*/Jm*F ) = P Mmb/Tmh ) =1

e assim \(J'tmk/JtmAL) = ¢

Também, por (iii), no caso particular n = ¢t — 1, A(J*m!T/ Jiml) = t. Segue,

pelo Lema 2.1.5 que se {uy, ..., u;} 6 uma base de J""'m*/Jim*~! entdo temos que

{ug 277k u2tt17R) 6 uma base de JUImit /Jtml. Assim, sew € JUmE / JimA L

entao uz!t17F ¢ J'm'.

[

Lema 2.2.4. Sel < r, entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
(i) Sejak >1+1en>t—1. Entdo
Jnmk — (wxn+2zk7171’ wxn+1yzk7171’ L ’wxn+3ftytflzkflfl) + (]n+1mk‘71
(ii) Seja k >1+1en>t—1. Seur € J""'m*, entdo u € J "m*.
(1ii) Seja k >1 en>1t—1. Se para algum j, com 0 < j <t —1,
{wan 2wt yd Y 6 linearmente dependente (LD) em J mF [ JnimAL
entao A\(J"mk/JHimb1) < 5.

Demonstragao:

(1) Segue dos lemas 2.1.5 e 2.2.3 (iii).
(77) Provaremos por inducao em k.
Suponhamos k = [ + 1. Pelo Lema 2.2.3 (iii)
Jn+1ml+1 — (wxn+3’wxn+2y, L ’wxn+4ftyt71) + Jn+2ml. Se uzr € Jn+1ml+1’ entio

t—1
pela igualdade acima, existem &,...,&_1 € A tais que (u — Z&ww””_iyi)x €
i=0
Jn+2ml.
t—1
Portanto, pelo Corolério 2.1.7, <u — Z&wx”JrQ_ZyZ) e J"Mm! C Jrmith
i=0

Por outro lado, (ii) do Lema 2.2.3 garante que wJ™! C J*='m!™ comon >t — 1
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-1
temos wJ"*? C J"m!*!; assim cada parcela de 5 Eua? 7yt ¢ J"m™. Desse

=0

modo u € J"m!T! como desejavamos.

Suponhamos agora k > [+ 1 e uz € J"Hm*.

Por (l), Jn+1mlc — (wxn+3zk7171’ o 7,wxn+4ftytflZlcflfl) + Jn+2mk71’ IOgO exis-

1
tem &, ..., &1 tais que (u - Z @wx"”’iyizk’l’l)x e J" 2 mk1 portanto, pela

=0
t—1

hipétese de inducao, u — g a2y e gkl ' mP e assim u €
i=0

J™m*, como querfamos.

(7i7) Observe que podemos supor que j é o menor inteiro tal que

{wl‘n+22k_l_1, o ’wxn—&-Z—jijk—l—l} é LD em Jnmk/Jn+1mk—1

Assim, olhando para a sequéncia (3), vemos que existem &, . . ., §;, com &; invertivel,

pois ja demonstramos que o primeiro e o tltimo termo do polinémio possui coefi-
J

ciente invertivel, tal que E Loz Tyt ¢ grtlighel
i=0

J
Seja 0 < s <t—1—j, entdo E T e T e = Lt L
i=0
J
Entao, aplicando s vezes (ii), obtemos E G TAimsyits holml o iRl sto ¢,
i=0
gowanersyszkflfl+§1wwn+27175y1+szk7171+. . ‘+€ijn+27gfsy]+szkflfl c Jn+1mk71
Como &; ¢ invertivel, isolando o ultimo elemento da soma obtemos que para todo ¢
J ) )
j <i<t-— 1’ wxn—&-Q—iink—l—l c (wx”+22k_l_1, . ’wxn-i-S—jyj—le—l—l) + Jn-f—lmk—l
e portanto JmF = (w2 RTITL L g3 Tdyd Ty o gl

(Se j =0, w2y kool ¢ rlkel o Tk — Jn—i—lmk—l).

Portanto obtemos A(J"m*/J " imk=1) < . |

Corolario 2.2.5. Seja k > I+1 e suponhamos quel < r. Se \(J"™'m*/JimF~1) = ¢,

entio A(J "m*/J"H mF=) = ¢ Vn >t -1
Demonstragao:

Se ¢ = 0, entdo wrtTizF1 € J:=tmk = Jim*~! por hipétese e portanto
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w2 k-1 — x(n+2)—(t+1)(th-i-lzk—l—l) c J(n+2)—(t—1)(Jtmk—1> = Jrtlpk-1 As-
sim, pelo Lema 2.2.4 (iii) (com j = 0) A\(J"mk/J" mF~1) < 0 e portanto
A(JmmF/JrHmE—L) = 0.

Tomamos ¢ > 0. Como, por hipdtese A\(J*tm*/J'm*~1) = ¢, pelo Lema 2.2.4 (iii)

{th—i-lZk—l—l7 o ,th—&—Q—cyc—lzk—l—l} (5)
é LI em J='m*/Jtm*~1 e também
{th—&-lzk—l—l’ o 7th+2—cyc—1zk’—l—1’ wl‘t+1_cy62k_l_1} (6)
6 LD em J' tm*/Jtmb—L,
Se {wazt2E171 0 w3 Teyem kA E1 ¢ LD em JmE/JH  mE ! para algum
n >t — 1, entao existem &, ..., &1 nao todos em m tais que
c—1
Z&waneriyizkflfl e ikt
i=0
c—1
Entretanto pelo Lema 2.2.4 (ii), E EuaT iy e 'mP T o que contradiz
i=0

(5). Assim obtemos um conjunto LI em J"m*/J"" 1 m*~! de ¢ elementos e portanto
)\(Jnmk/Jn+1mk—1) Z c.
Por outro lado, de (6), existem &, ..., &, ndo todos em m tais que

(&
Z&wx”l_iyizk_l_l e J'm*"!. Entéo, para n >t — 1, obtemos
i=0

(& (&
In—(t—l) 2 fiwzxtﬂ_’y’ck_l_l _ 2 &wzn—i—Q—zyzzk—l—l c Jn—(t—l)Jtmk—l _ Jn—l-lmk—l.
i=0 i=0

Portanto {wax™T22F=171 a2 ey R ¢ LD em Jrmb /g mA L

Assim, como o Lema 2.2.4 (iii) garante que A\(J"m*/J" tmk~1) < ¢ temos que

A(J”m’“/]”“m’“_l) = c.
|
Se | < r, definimos para k > [+ 1, ¢y = A(Ski—1) e N = maz{k | ¢;, # 0}, onde

JmF

Skt—1 ¢ a imagem por ¢;_; na sequéncia (3), ou seja, Sk, = Tl
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Pelo Lema 2.2.3 (iii) e Corolério 2.2.5 temos que A\(Sk,) = ¢k, Yn > t—1. Além
disso, o Lema 2.1.5 garante que A\(J'im% /Jim¥ =) < \(J7 IV -1/ JtmN=2) <

AT I Jtml) = ¢ assimoey <oy < - <y =t

Corolario 2.2.6. Assuma l <r. Sejal+1 <k < N. Entao existe um polinomio
homogéneo F € A[X,Y] de grau ¢, com o coeficiente de Y% invertivel tal que

wzkflflf(]tfck g (]tflmkfl e f{]t*Ckmk g Jt+lmk71‘
Demonstragao:

Se k=141, ¢, = ¢y =t e o corolrio é exatamente a afirmacao (i) do Lema

2.2.3.

Suponhamos k > [ + 1. Como ¢, = A\(J"™'m*/J'm*~1) sabemos que
{wat T Aty 1) § LD em JPmt / JtmE L e
{wat =1 gt t2meryer =L k=21 8 ] em Jtmb /JfmE~L. Observamos que
podemos construir o polinomio F' homogéneo de grau cp com coeficiente de Y
invertivel tal que wa!T'=*zF~1=1f ¢ J*m*~! da mesma maneira que construimos o
polinémio do Lema 2.2.3 (i).
Assim pelo Lema 2.2.4 (ii) wa' = 8171 f € J=1Imb=1 Além disso, wal = yizh =11 f €
JEimAL para 0 < i <t — ¢;. Portanto, pelo Lema 2.2.4 (ii), aplicado i vezes
temos, wal~k iyl f € JtimbL
Desse modo wzF==1f Jt=ex C Jt=Imh—1,

Para ver que fJ'"%m"* C J'*lm*~1 observamos que
wxyzk—l—lxt—lf — (wzk_l_lfxt_c’“)xyxck_l c (Jt—lmk—l)JCk+1 — Jt—&-ckmk—l’

e assim, pelo Lema 2.2.4 (ii), aplicado (c; — 1) vezes, temos que wryz*~!"1zt=< f €
J'mkF~1 Entretanto, tomando a poténcia de J igual a zero no Lema 2.1.5, temos
que m* = (wzyz" "1+ Jm*1 portanto obtemos fa!mmF = falTk [(wryF) +

Jm*=1 C JH 1 mk~L Novamente por 2.2.4 (ii) aplicado i vezes, obtemos fz!~~im* C
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JH1=imF=1 multiplicando por y' € J?, obtemos fz!~%*~iyimF C JHmb~l para

todo i tal que 0 < i <t — ¢;,. Entao, fJ!=%mF C JHmh-1,

Observacao: Temos que dados F), = @, X" + a1 X" 'Y +.. . +aY" e F,, =
b X™ + by 1 XM7Y 4 0+ bY™ polindmios em A[X, Y] tais que ay, g, by, bo

invertiveis e n > m, existem G, H € A[X,Y] tais que F,, = F,,G + X" "1™ H.

Este resultado pode ser facilmente constatado tomando G = c¢,_,, X" +
Crem1 X" Y Y e H=d, 1 X" ' +d_ o XY + .. +dY !,
substituindo os polindmios em F,, = F,,G + X""1=™H para obter o sistema e cons-
tatando que as tultimas n + 1 — m igualdades formam um sistema homogéneo, e

como by é invertivel, determinamos os coeficientes de G e apds os coeficientes de H.

Lema 2.2.7. Suponhal <r. Sejal+1 <k < N. Sejam F} o polinomio de grau cy
e Fy11 o polinomio de grau cipyq satisfazendo a conclusao do Coroldrio 2.2.6. Entdo

Fk+1 | Fk em K[X, Y]
Demonstragao:

Lembramos, inicialmente, que ¢1 < ¢ (observagao anterior ao Corolario 2.2.6),
que F}, e Fi1 sao homogeéneos e que tanto os coeficientes de Y e X% em F}, como
os coeficientes de X%+ e Y%+ em F}, sao invertiveis. Suponhamos que Fj,; nao
¢ um fator de Fy, em K[X,Y].

De acordo com a observagao anterior ao Lema podemos encontrar G e H € A[X,Y]
com Fj, = F1G + X171 H tais que G e H sao homogéneos e o grau total de
Hécpiy—1eode G écp—cpyr. Além disso, nem todos os coeficientes de H estao
em m, pois o coeficiente de Y *+! é invertivel, assim como o de X .

Sejan >t — (1+ ¢ — cpa1)-

Como, pelo coroldrio anterior, wa!=¢2F=1=1f, € JtmF-1 e wat=wr1k=lf €
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J'm* | temos que
w$n+2_ck2k_lfk — (w%‘t_ckzk_l_lfk)(l’n+2_t2) c (Jt—lmk—l)Jn+2—tm — Jn+1mk

e 'll)l'n+2_ck Zk_lkarlg — ('th_ck""lZk_lfk+1)($n+2_ck_t+ck+l)g
c (Jt—lmk)(]n+2—ck—t+ck+1 JCekTCk+1 — Jn+1mk7 Jé que g € Jek—Ck+1,

Desse modo
wanerckzk—l (xck+1*0k+1 h) — wxn+27ckzkil(fk - karlg) =

(wx"“‘ckzk_lfk) . (U}xn+2_ck2k_lfk+1g) c Jn—&—lmk’

ou seja,

wa" AT Ty e ik

Assim, supondo h = hoz®+1 ! + hyz%+1 72y + . 4 ke, 1y 71 onde nem todos

h; € m, temos
w3k Ry — gtk Rl (g g T2y 4 g hck“flyck“fl)

= howz" 2k 4 hlwx"Hyzk_l +...+ hck+1_1x"+3_c"+1yc’“+1_lzk_l e J"Hmk.

Desse modo, o conjunto {wa™t22F=1 . wan 3Ty =l k= § LD em
Jrmk+t /it imk e portanto, pelo Lema 2.2.4 (iii), temos A(J"m*1/JFlmk) <
ck+1 — 1 < cky1, 0 que contradiz a definicao de cyy1.

Portanto Fj4, é um fator de Fj, em K[X,Y].

Corolario 2.2.8. Suponha | < r. FEntao existem polinomios homogéneos Fy,
para k = 1+ 1,...,N, de grau ¢, com o coeficiente de Y% invertivel, tais que
WL f e

C Jmb e fpJtemk C JHmP L para todo k tal que l +1 < k < N. Além

disso Fy | Fx_1 | ... | Fi11 em A[X,Y].
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Demonstragao:

Pelo Corolario 2.2.6 podemos determinar polindmios homogéneos F}, para k =
[+1,..., N de grau ¢; com o coeficiente de Y invertivel tal que wz*~!=1 f, Ji=% C
JImbl e fo Jtomb C itk
Além disso, pelo Lema 2.2.7, Fiy | Fy_1 | ... | Fi41 em K[X,Y].

Assim, existem Fy_,,..., F/,; € A[X,Y]tais que Fiy | Fy_y | ... | F{;; em A[X,Y]
onde F] = Fp(m(X,Y)%).

Para demonstrar o corolario, resta mostrar que

w2 L g C P ImP T e fl g eemE C T mA L V41 < k < N, ou seja, que
as propriedades valem para esses f;.

Temos, pelo Corolério 2.2.6, que wzF='=1 f Jt=% C Jt=tmkF~1 logo wazb~1=1 f Jt = C
Jim*=1. Como f; € J¢, utilizando o Lema 2.2.3 (ii) para a segunda inclusdo, obte-
mos

wxzkflflt]ckmjtfck — (Zkflflm)w(a:t]t) g (Zkflflm)<wjt+1)

g (mkflflm)<{]t71ml+l) g thlkarl — thlmk72m3 g Jtmkfl.

Temos entao que w271 f] J=e C J'm*~! pois fr — f] € J%m.

Assim, utilizando o Lema 2.2.4 (ii), temos wz*~'=1 f Jt=e C J=Im*~1. Além disso,
como fpJ!%mF C JHmF~! e utilizando o Lema 2.1.2 (m? C Jm), J%*mJ!"%mk =
JimF2m3 C JmP1 obtemos entdo que fJ7%mk C J'mPT! usando nova-

mente que f, — f'k € J%m.

No que segue, se | < r, entao Fy, k=1+1,..., N, sao polinomios satisfazendo

a conclusao do Corolario 2.2.8.

Lema 2.2.9. Assuma quel <r. Sejaml+1 <k <N en>t—1. Entdo vale:

(i) Se cx_1 = ¢ e se uz € J"MmFL para algum v € J*mFL entdo u € JVTimb2,
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k=1 entdo

(ii) Se D = cx_1 — ¢, > 0 e se uz € J""'m*! para algum v € J™"m
w € (w2 Rl f qpgnABek=Dy D=1 k=1=2 f ) k-2

Note quen >t —1, logon+3>t+2, assimn+3—1> 2, e comot > c;, para
i=10+1,...,N (pela definigcao de c) temos que n+3—cx_1 > n+3—t > 2 e assim
n+3—c—D=n+3—c_1 > 2.

E pelo Lema 2.2.3 (ii), para todo i tal que 0 <i < D —1,

wxn—&-?—ck—zyzzk—l—ka c an+2mk—l—2 — th+1Jn—t+1mk—l—2 g Jnmk:—l‘

Demonstragao:
(i) Como ¢ = c¢g_1, pelo Lema 2.1.5, temos que se {uy,...,ux_1} é base de
JrmEL /v imb 2 entdo {uyz, ..., up_12} é base de J m*/J"FlmFl Entao se

uz = 0 em J"m*/J" m* 1 entdo u = 0 em J mF1/ o imk=2,

(ii) Observe primeiramente que {wam 2=k k=1=2f " qpgnt3=c—Dy D=1 k=122 1
é LI em J"m*1/J"Hmk=2 Caso contrdrio, existe um polinomio homogéneo G
de grau D — 1 com coeficientes ndo todos em m tal que wa" 3=k —DPk=1=2f 4 ¢
J"HmP2 e assim o conjunto {wz 2R w3 e Dyt DL E=m2Y garig
LD em J"mF~1/ " 1m*=2 pois os coeficientes de Fi,G nio estdao todos em m.

Se k = [+ 2, entdo {wz"*?, ... wz"3 1} ¢ LD em J m'*/J" m! o0 que con-
tradiz o Lema 2.2.3 (iii).

Se k > [+2, entdo pelo Lema 2.2.4 (iii) ¢;_; = A\(J"mF1/J"mb=2) <+ D—1 <

Cx—1, uma contradicao.

Além disso, se u ¢ (wa T2k R g 3T Dy Dol k=2 1y gt lgke2,

entao existem elementos uy, ..., u.,_, tais que J "m" 1 = (wan T2 kml=2f 0
3—cy—D, D1 k—1-2 1y k—2

B 1 A e el Ve~ Jry Uy ooy U, ) + J7 T mA2

Como, para todo 7 tal que 0 << D — 1,
(wanerckfiyizkflefk)z c wzkflflfkjtfck Jn+27t g JTLJrln,tkfl7

pelo Coroldrio 2.2.8 e uz € J"*'m*~! por hipétese, temos entdao pelo Lema 2.1.5
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D-1

que J"m* = Z(w eyl R ) (u2) A (w2, U1 2) + ST =
=0

(12, s U 12) + J" T E segue que ¢p = A(J™mF/JHmE ) < o — 1,

contradigao.

Lema 2.2.10. Assumal <r. Sejal+1 <k < N en>t—1. Se para algum u
e algum inteiro j > 1, uf, € J"mF ! e ufpz € JVTimbl L ufd € JrHmbl

entdo ufy_12° € JrHititee1—eamk=2 narg todo i tal que 0 <i < j — 1.
Demonstragao:

Primeiramente mostraremos que ufy € J"m* teufrz € J*"M M m* tentaoufr_1 €
Jnlte—eamb=2 Qe ¢, = ¢, entao Fj,_, = £F), para algum ¢ invertivel, por-
tanto, pelo Lema 2.2.9 (i) ufy_1 = ufy, € J¥Himb—1 = Jotlta—cimh=2,

Se D = ¢, — ¢ > 0 entdo pelo Lema 2.2.9 (ii)

ufk c (wanerck Zlcflfok’ L 7,wﬁnJrE’»fck7dyD71Zlcfl72fk) + Jn+1mk72‘

Multiplicando por fi_1/fx obtemos que ufy_; € J*T1He—1=%mk=2 pois para

0 <i < D—1, wgntariyizk==2p e Jrilta-i—amh=2 (Note que pelo
Coroldrio 2.2.6 wa™t2-crlyizk=1=2 £, | € w7172 f_ Jimee—1 Jrt2-tta——a C

Jt 1Jn+2 t+cp—1— Ckmk 2 Jn+1+ck 1— Ckmk 2)

Agora, repetindo este procedimento, obtemos a afirmacao desejada.

Lema 2.2.11. Assuma | < r. Sejan >t —1e¢u € J'mY. Entio ufi,, €

Jn+N+cl+1_lml .

Demonstracao: [Note que ¢;11 =t pelo Lema 2.2.3 (iii)]
Se N =1+ 1, entao utilizando o Corolario 2.2.8 com k =1+ 1 e ¢, = t para a

primeira inclusao, obtemos

ufl—l—l c fl+1=]nml+1 g Jt+1mlJn — Jn+N+cl+1—lml‘
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Assuma N > [ 4+ 1. Note que cyy1 = 0 e J"mV* = J"Hm¥ portanto uz’ €
Jm para todo i tal que i < N — [ — 1. Assim, pelo Corolario 2.2.6, uz'fy €
Jrtitttenm N+l para todo i tal que i < N—I—1. Segue do Lema 2.2.10 (n+1+cy >
t—1) que uz'fy_ € JUHitZren—1mN=2 nara todo i tal que i < N — [ — 2.

Repetindo o procedimento obtemos que wuf;, € J*TV el

Demonstracao do Teorema 2.2.1 no caso d=2:

Suponhamos | < r, e t,c;, e N como ja definimos, w elemento tal que wzry €
mt — Jml. Seja Fy,, k=1+1,...,N, polinémio como no Coroldrio 2.2.8.
Afirmagdo: Existem wo,wy,...,w;_1 € A tais que w = w;z'mod(m'~1)] e w; fi11 €
J7m para 0 < i <t —1.

Para mostrar a afirmacdo usaremos indugdao em i:
Sei =0, w=wy e basta tomar k =1+ 1 no Coroldrio 2.2.8.
Supomos que a afirmacdao € verdadeira para i, com 0 < i <[ —2. Sejan >1t—1.

Como cnyj =0,V j > 1, temos que

il‘n+NZZ+1 ) t—i—lmn—l—N—t g Jt—lml—i-lmn—l—N—t — Jt—lmn—i—N—l—l-l—l—t — J”+lmN_

w. € w,r’x

Onde a inclusao vale pelo Lema 2.2.5 (ii).
Entdo, pelo Lema 2.2.11, wa™ N2 f € JviN*anim!. Assim, pelo Coroldrio
2.1.7, w2 iy € Jorm! = J'ml. Pela hipdtese de inducdo w;fi € Jm!~,

Como 2 <1 —1i <1, pelo Lema 2.2.3 (iv), w;fi1 € Jm!=i7L,

Entio Wyt € y'm'~"', onde a barra indica mddulo x (pois o coeficiente de Y em

Fy1 € invertivel pelo Coroldrio 2.2.10), entdo existe w; 1, tal que w;—w; v € m! =1

e seque que w = 1w, 1 [mod(m!~1)].

-1

Além disso, wi1xfir € J'mTTL portanto obtemos wipifiyr € JTImITL pelo

Corolario 2.1.7, o que nos garante a afirmagao.
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1

Da afirmacao, vemos que w—w;z' € m!~! e portanto w fi11 —w; fri12t € J'mi=t. Mas

da afirmagao também temos que w; fi41 € JIm= logo w; fri12t € Jim! 7 (JmiTL)

~1 0 que assegura que w € m=! (pois pode-

= J'm!~l. Assim temos que wfi, € J'm!
mos aplicar o Coroldrio 2.1.7 aos elementos homogéneos de fi11 que possui grau t),
mas isso contradiz o Lema 2.2.2 e portanto | = r e pelo Lema 2.1.10 temos que

depth G4 > 0.
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