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Resumo

Nesta dissertação investigamos os aspectos relacionados aos modos normais de campos

escalares na presença de um buraco negro de Schwarzschild-de Sitter. A in�uência da

constante cosmológica Λ nos coe�cientes de re�exão e transmissão também é estudada e

analisada. Estudamos também a densidade de energia de Casimir para um campo escalar sem

massa con�nado entre duas placas paralelas, descarregadas, nesse espaço-tempo, porém na

aproximação de campo fraco. O papel da constante cosmológica, neste cenário, é enfatizado.



Abstract

In this dissertation we investigate some aspects related with normal modes for scalar �elds

perturbations of a Schwarzshild-de Sitter black hole. The role played by the cosmological

constant Λ on the re�ection and transmission coe�cients is studied and analyzed. We also

study the Casimir energy density for a massless scalar �eld con�ned between two nearby

parallel plates in the spacetime of Schwarzschild-de Sitter in the weak �eld approximation.

The role played by the cosmological constant in this scenario is emphasized.
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Capítulo 1

Introdução

A interação gravitacional é a única das quatro interações fundamentais da natureza que

ainda não foi quantizada. Para as outras três interações fundamentais, a saber, fraca, forte

e eletromagnética, existem as versões quantizadas. A teoria da relatividade geral pode ser

aplicada, no contexto cosmológico, para tempos superiores ao tempo de Planck, que é da

ordem de 10−43s. Para tempos inferiores ao tempo de Planck, a relatividade geral não pode

ser usada. Neste caso, precisaríamos de uma teoria quântica da gravitação[1]-[5].

No intervalo entre 10−43s e 10−23s, o campo gravitacional pode ser considerado

classicamente, porém os campos de matéria terão que ser considerados, necessariamente,

quânticos. Este é o regime da teoria quântica de campos em espaços curvos. Um cenário onde

essa abordagem pode ser aplicada corresponde ao estudo dos modos normais e quasi-normais

associados a campos escalares ou eletromagnéticos, na presença de campos gravitacionais.

Nesta dissertação estudamos os modos normais associados a perturbações de campos escalares

na presença de um campo gravitacional associado ao espaço-tempo de Schwarzschild-de Sitter.

O efeito Casimir[6] na forma original consiste na atração entre duas placas condutoras

descarregadas, colocadas no vácuo, e consiste em uma manifestação das �utuações da energia

de ponto zero do campo eletromagnético. Este efeito aparece em diferentes áreas da física,

tais como teoria quântica de campos, física atômica e molecular, física da matéria condensada,

1
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gravitação e cosmologia. Nesta dissertação estudamos o efeito Casimir para um campo escalar

sem massa con�nado numa região compreendida entre duas placas paralelas colocadas no

espaço-tempo de Schwarzschild-de Sitter, na aproximação de campo fraco. Neste cenário,

mostramos a dependência da energia de Casimir com a massa do buraco negro e com a

constante cosmológica.

A razão para a escolha desta solução está relacionada ao fato da constante cosmológica

ter um papel importante no cenário cosmológico. Neste contexto, a constante cosmológica

tem sido interpretada como a densidade de energia do vácuo de todos os campos quânticos

e, de acordo com sugestões recentes, poderia ser responsável pelo atual estágio acelerado do

universo[7].

Esta dissertação está dividida da seguinte forma: no capítulo 2 apresentamos uma

breve revisão sobre relatividade geral, obtemos e discutimos um teste clássico da solução

de Schwarzschild-de Sitter. No capítulo 3, investigamos os modos normais correspondentes

a campos escalares no espaço-tempo de Schwarzschild-de Sitter, assim como os coe�cientes

de re�exão e transmissão associados a esses modos. No capítulo 4, calculamos a energia

de Casimir para um campo escalar sem massa con�nado a uma região entre duas placas

paralelas no espaço-tempo de Schwarzschild-de Sitter, usando a aproximação de campo fraco.

Finalmente, no capítulo 5, apresentamos as considerações �nais e as conclusões.



Capítulo 2

Solução de Schwarzschild-de Sitter

2.1 Aspectos da Relatividade Geral

As teorias da relatividade especial e geral, publicadas em 1905 e 1916, respectivamente,

causaram um grande impacto sobre as idéias acerca da estrutura do espaço e do tempo[1]-

[3]. Dentre essas, está a mudança das noções de espaço e de tempo, que a partir de então

tornam-se interdependentes, de forma que não podemos mais tratá-los isoladamente, mas tão

somente em termos de uma única entidade designada espaço-tempo. A partir de então, ambos

os conceitos perdem o caráter absoluto que tinham na Mecânica Newtoniana, e passam a

depender do referencial adotado.

Uma contribuição valiosa da teoria da relatividade geral foi relacionar a geometria do

espaço-tempo com a matéria (ou energia), isto é, a matéria determinará a geometria do

espaço-tempo[4, 5]. Posteriormente, na tentativa de compatibilizar a teoria com a idéia de

um universo estático, Einstein propôs uma modi�cação nas suas equações originais, com

a adição de um fator cosmológico responsável por manter a estabilidade do universo ante

as forças atrativas geradas pelas massas, de acordo com a teoria gravitacional. Contudo,

Hubble veri�cou que o universo está em expansão, o que resultou no abandono deste fator,

que somente veio a ser reconsiderado no �m do século passado, na tentativa de explicar a

3
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expansão acelerada do universo.

2.2 Equações de Einstein

Vamos aqui fazer uma breve dedução das equações de Einstein da relatividade geral, ou

do campo gravitacional, se assim desejarmos chamar, e cuja solução para uma distribuição

esférica de massa e com a presença de um termo cosmológico, também chamada de solução

de Schwarzschild-de Sitter, será utilizada neste trabalho.

Ao contrário das equações da matemática, as equações da física não necessariamente são

deduzidas de maneira formal, devendo-se fazer uso de algumas hipóteses, em consonância com

a realidade física do problema, para se obter a equação que descreva um dado sistema físico.

Estas equações são, então, confrontadas com os resultados experimentais e, se estiverem de

acordo com estes dados, serão admitidas como corretas, pelo menos até um novo teste. As

equações do campo gravitacional da teoria da relatividade geral são deduzidas segundo este

procedimento, levando-se em consideração as hipóteses elencadas a seguir:

1. A gravitação é descrita por uma métrica de Lorentz, gµν , sobre uma dada variedade;

2. As equações de movimento para gµν devem depender somente do conteúdo de matéria,

ou do tensor energia-momento de todos os campos;

3. As equações de movimento devem ser covariantes1 gerais, e devem ser equações

tensoriais;

4. O tensor energia-momento T µν é tal que ∇µT
µν = 0, ou seja, o conteúdo de energia-

momento dos campos de matéria deve ser conservada localmente;

1O princípio da covariância diz que uma equação é válida na presença de um campo gravitacional se esta
for covariante geral, isto é, se ela mantiver a mesma forma por tansformações gerais de coordenadas.
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5. A matéria deve ter comportamento causal, isto é, nunca viaja com velocidade superior

a da luz e, portanto, todos os sinais ou 4-velocidades estão dentro ou sobre o cone de

luz;

6. A gravitação de Newton deve reaparecer no limite de campos fracos2;

7. As equações devem ser, no máximo, de segunda ordem nas derivadas (condição formal).

Esta última condição sendo imposta a �m de evitar in�nitas escolhas de equações. Além

disso, derivadas de ordem superior a 2 exigem mais condições iniciais além de posição e

velocidade para determinar a evolução do sistema, o que é indesejável.

Além das hipóteses acima citadas, podemos considerar uma hipótese adicional de que � as

equações de campo devem ser obtidas de um princípio de ação mínima, na forma covariante

geral�.

Considere que Tµν aparece no lado direito das equações de Einstein. Então, podemos nos

perguntar que quantidade geométrica poderá ser colocada no lado esquerdo da equação, uma

vez que tal quantidade deve ser covariante, conter derivada de, no máximo, segunda ordem,

e ter divergência nula, pois

∇µT
µν ≡ 0 . (2.1)

Uma possibilidade é considerar a seguinte expressão

Gµν + Λgµν = aTµν (2.2)

onde Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν é o chamado tensor de Einstein, Λ é a constante cosmológica e a é

uma constante a ser determinada.

O lado esquerdo da equação (2.2) tem divergência nula, pois ∇µGµν = 0, o que pode ser

2No caso tridimensional isto não é necessariamente verdade.
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visto usando-se a identidade de Bianchi, dada a seguir:

∇[λRρσ] ≡ 0 .

Contraindo com gµλ, teremos

gµλ(∇λRρσµν +∇σRλρµν +∇ρRσλµν) ≡ 0 ,

∇µRµνρσ +∇σRρν −∇ρRσν = 0 ,

∇µRµνρσ = 2∇[ρRσ]ν . (2.3)

Novamente contraindo (2.3) com o tensor gνσ, teremos

∇µRµρ =
1

2
∇ρR . (2.4)

Agora, aplicando ∇µ no tensor Gµν , obtemos

∇µGµν = ∇µ(Rµν −
1

2
Rgµν) =

1

2
∇νR−

1

2
∇νR = 0 ,

e portanto, Gµν possui divergência nula.

De modo a compatibilizar dimensionalmente a equação (2.2), o termo Λ precisa ter

dimensão [L−2]. Como Tµν possui dimensão [ML−1T−2] (energia-momento por unidade de

volume), a grandeza a deverá ter dimensão [M−1L−1T 2]. Sendo assim, podemos construir uma

expressão dimensionalmente consistente para a usando constantes disponíveis cujas dimensões

são bem de�nidas, como a constante gravitacional de Newton, G, e a velocidade da luz c, da

seguinte forma

a =
kG

c4
(2.5)

onde k é uma constante adimensional, cujo valor3 é k = 8π. O termo constante Λ − chamado

de constante cosmológica − é um parâmetro da teoria.

3Este resultado vem do fato de que a força gravitacional é independente da natureza da fonte, sendo obtido
por imposição de que no limite de campo fraco a teoria da relatividade geral se reduza à teoria da gravitação
de Newton.
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Desta forma (2.2) pode agora ser escrita como

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν =

8πG

c4
Tµν , (2.6)

conhecida como equação de Einstein com constante cosmológica, e sendo Tµν o conteúdo de

momento-energia do campo gravitacional.

Para o caso de uma região sem fonte, Tµν = 0 e assim T = T µµ = 0. Neste caso, se

consideramos Λ 6= 0, por meio da contração de (2.6) com gµν teremos

gµνRµν −
1

2
Rgµνgµν + Λgµνgµν =

8πG

c4
gµνTµν ,

R− 2R + 4Λ =
8πG

c4
T µµ = 0 ,

R = 4Λ ,

e portanto

Rµν = Λgµν . (2.7)

Para o caso em que Λ = 0, teremos simplesmente

Rµν = 0 . (2.8)

A constante cosmológica, introduzida de modo a obter uma solução homogênea, isotrópica

e, principalmente, estática do universo, nos dias atuais reaparece com uma interpretação física

de energia do vácuo, ou energia do ponto zero.
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2.3 Solução de Schwarschild-de Sitter

Desejamos obter a métrica mais geral possível e que descreva o espaço-tempo gerado por

um corpo esfericamente simétrico, sem necessariamente eliminar a possibilidade dessa métrica

depender também do tempo. Por uma questão de simetria do problema, admitimos que, ao

menos localmente, a métrica desejada pode ser reduzida a uma família de bi-esferas S2 .

Assim, o elemento de linha terá a seguinte forma:

ds2 = f(r, t)dt2 + g(r, t)dr2 + 2h(r, t)dtdr + k(r, t)(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.9)

De�nindo uma nova coordenada r′, tal que r′2 = k(r, t), a métrica (2.9) será escrita como

ds2 = f(r, t)dt2 + g(r, t)dr2 + 2h(r, t)dtdr + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) , (2.10)

onde desprezamos a �linha� da coordenada radial.

As equações de Einstein são invariantes por transformações de coordenadas, o que

nos permite escolher um sistema de coordenadas compatível com a simetria do problema,

descartando as coordenadas associadas a graus de liberdade não-físicos. Então, a única

simetria possível é a esférica. Escolhendo uma mudança de coordenadas t′ = t′(r, t) e

admitindo existir uma função arbitrária m(t, r) tal que

m(r, t)(dt′)2 = m(r, t)

[(
∂t′

∂r

)2

dr2 +

(
∂t′

∂t

)2

dt2 + 2

(
∂t′

∂r

)(
∂t′

∂t

)
drdt

]
,

e escolhendo

m(r, t)

(
∂t′

∂t

)2

= f(r, t) e m(r, t)

(
∂t′

∂r

)(
∂t′

∂t

)
= h(r, t) ,

veri�camos que

f(r, t)

(
∂t′

∂r

)
= h(r, t)

(
∂t′

∂t

)
,

e portanto, a métrica será dada por

ds2 = m(r, t)dt2 + n(r, t)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) , (2.11)
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com m(r, t) e n(r, t) funções arbitrárias. Como a métrica é Lorentziana, e por coerência com

a escolha da assinatura da métrica, escrevemos (2.11) usualmente como

ds2 = −e2A(r,t)dt2 + e2B(r,t)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) . (2.12)

Considerando a métrica dada por (2.12) usando a de�nição de tensor de Riemann dada

por

Rρ
σµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
µσ ,

onde os Γσµν são os símbolos de Christo�el de segunda espécie, que são de�nidos em termos

da métrica como

Γσµν =
1

2
gσκ
(
∂gµκ
∂xν

+
∂gνκ
∂xµ

− ∂gµν
∂xκ

)
,

obtemos que as componentes não-nulas do tensor de Riemann são

R0
101 = e2(B−A)[Btt +Bt

2 − AtBt] + [ArBr − Arr − Ar2] ,

R0
202 = −re−2BAr , R0

303 = −re−2B sin2 θAr

R0
212 = −re−2ABt , R0

313 = −re−2A sin2 θBt

R1
212 = re−2BBr , R1

313 = r sin2 θBre
−2B

R2
323 = sin2 θ(1− e−2B) .

onde os sub-índices r e t signi�cam derivadas em relação às coordenadas radial e temporal,

respectivamente.

A partir desses resultados, podemos obter as componentes do tensor de Ricci, que é a

contração do tensor de Riemann com a métrica da forma

Rµν = gρσRρµσν = gρσgρσR
σ
µσν = Rσ

µσν .
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Obtemos, então, o seguinte resultado

R00 = −[Btt +Bt
2 − AtBt] + e2(A−B)[Arr + Ar

2 − ArBr +
2

r
Ar] , (2.13)

R11 = −[Arr + Ar
2 − ArBr −

2

r
Br] + e2(B−A)[Btt − AtBt +Bt

2] , (2.14)

R22 = e−2B[r(Br − Ar)− 1] + 1 , (2.15)

R33 = R22 sin2 θ , (2.16)

R01 =
2

r
Bt . (2.17)

Se considerarmos uma região exterior ao corpo material, então Tµν = 0, e assim as equações

de Einstein se reduzem a

Rµν = Λgµν (2.18)

Considerando que o campo seja estático, ignoramos os termos que apresentam dependência

temporal, e assim, a equação (2.18) será dada por

e2(A−B)[Arr + Ar
2 − ArBr +

2

r
Ar] = Λe2A , (2.19)

− [Arr + Ar
2 − ArBr −

2

r
Br] = Λe2B , (2.20)

e−2B[r(Br − Ar)− 1] + 1 = Λr2 . (2.21)

Multiplicando-se (2.20) por e2(A−B) e adicionando-a à (2.19), obteremos

∂

∂r
(A+B) = 0 ,

o que implica

A+B = constante =⇒ A = −B + constante .

Da condição de contorno de que quando r → ∞, a métrica deve recair na de de Sitter, e

deveremos ter

A+B = 0 =⇒ A = −B .
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Usando o resultado anterior em (2.21) �camos com

e2A[1 + 2rAr] = 1− Λr2 ,

ou

d

dr
(re2A) = 1− Λr2 . (2.22)

Integrando ambos os lados, obteremos

re2A =

∫
(1− Λr2)dr − ζ = r − Λr3

3
− γ ,

onde γ é uma constante de integração que tem valor4 γ = 2m. Assim, temos

e2A =

(
1− 2m

r
− Λr2

3

)
.

Como A = −B, o elemento de linha (2.12) será escrito na forma

ds2 = −
(

1− 2m

r
− Λr2

3

)
dt2 +

(
1− 2m

r
− Λr2

3

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.23)

Esta é conhecida como solução de Schwarzschild-de Sitter (SdS), e será usada neste trabalho

para examinar alguns sistemas quânticos.

2.4 Teste Clássico da Solução de SdS

O melhor cenário teórico para descrever a interação gravitacional é o proposto pela teoria

da relatividade geral. As maiores comprovações desta teoria, que são a de�exão da luz e

o desvio do periélio do planeta Mercúrio, concordam com os valores de Einstein com uma

excelente precisão[8, 9].

Modi�cações possíveis do espaço-tempo de Schwarzschild devem também preservar a

simetria esférica. Neste caso, podemos ter as seguintes soluções: com termo cosmológico

4Obtido a partir da análise da aproximação de campo fraco, g00 ≈ −(1+2φ), onde φ pode ser interpretado
como o potencial gravitacional Newtoniano.
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Λ[10], uma carga elétrica líquida[11], e na presença de um monopolo magnético[12]. O caso

com uma constante cosmológica é importante, devido a sua conexão com possíveis efeitos

gravitacionais desta constante em buracos negros[13], assim como no contexto cosmológico.

Nesta seção, estudamos as órbitas de partículas com e sem massa no campo gravitacional

do Sol, modi�cado pela presença do termo cosmológico na métrica, generalizando os resultados

obtidos por Islam[15].

2.4.1 Precessão do Periélio do Planeta Mercúrio

O espaço-tempo de Schwarzschild-de Sitter toma a seguinte forma

ds2 =

(
1− 2M

r
+

Λr2

3

)
c2dt2 −

(
1− 2M

r
+

Λr2

3

)−1

dr2

− r2dθ2 − r2sin2θdφ2 (2.24)

onde M = Gm/c2 é a massa geométrica do corpo central e Λ é a constante cosmológica.

Neste espaço-tempo, uma partícula teste obedece as equações geodésicas que podem ser

obtidas da Lagrangeana

L =
1

2

[(
1− 2M

r
+

Λr2

3

)(
cdt

dp

)2

−
(

1− 2M

r
+

Λr2

3

)−1(
dr

dp

)2

−r2

(
dθ

dp

)2

− r2 sin2 θ

(
dφ

dp

)2
]

(2.25)

onde p é um parâmetro a�m.

Usando a equação de Euler-Lagrange, obtemos que as equações de movimento são dadas

por

d

dp

[(
1− 2M

r
+

Λr2

3

)
dt

dp

]
= 0 , (2.26)

d

dp

(
r2dθ

dp

)
− r2 sin θ cos θ

(
dφ

dp

)2

= 0 , (2.27)
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d

dp

(
r2 sin2 θ

dφ

dp

)
= 0 . (2.28)

A primeira equação geodésica nos dá o seguinte resultado

dt

dp
=
E

c

(
1− 2M

r
+

Λr2

3

)−1

, (2.29)

onde E é uma constante. Observe que no limite Newtoniano E corresponde à energia

relativística da partícula.

Por simplicidade, vamos escolher as condições iniciais θ = π
2
e dθ
dp

= 0. Então, da eq. (2.27)

encontramos que d2θ
dp2

= 0. Isto signi�ca que o movimento está con�nado ao plano invariante

θ = π
2
que conserva momento angular quando tomamos o limite Newtoniano, e este fato nos

permite simpli�car as equações restantes considerando em todas elas θ = π
2
. Desta forma, a

eq. (2.28) implica que

r2dφ

dp
= L , (2.30)

onde L é este momento angular.

Para obtermos a solução para a coordenada radial, vamos agora considerar a equação

gµν
dxµ

dp

dxν

dp
= κ , (2.31)

onde κ é uma constante. Podemos �xar o parâmetro p escolhendo κ = −c2, c2 ou 0, para

curvas tipo-espaço, tipo-tempo ou tipo-luz, respectivamente. Assim, para a equação radial

obtemos o seguinte resultado(
1− 2M

r
+

Λr2

3

)(
cdt

dp

)2

−
(

1− 2M

r
+

Λr2

3

)−1(
dr

dp

)2

− r2

(
dφ

dp

)2

= κ . (2.32)

Agora, substituindo (2.29) e (2.30) em (2.31), teremos

1

2

(
dr

dp

)2

+ V (r) =
1

2
E2 , (2.33)

onde o potencial efetivo é

V (r) =
1

2
κ+

ΛL2

6
− κM

r
+
L2

2r2
− ML2

r3
+ κ

Λr2

6
.
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Vamos agora determinar as órbitas. Para isso, vamos fazer a mudança da variável r para

u = r−1, e então dr
dp

= −Ldu
dφ
. Desta forma, para órbitas não-circulares e partículas com massa

(κ = c2), a equação (2.32) �ca

d2u

dφ2
+ u =

c2M

L2
+ 3Mu2 +

c2Λ

3L2u3
. (2.34)

O primeiro termo do lado direito de (2.34) conduz a órbitas quasi-Newtonianas. De fato,

se consideramos apenas este termo, a solução de (2.34)é

u0 =
1

r
=
c2M

L2
[1 + e cos(φ− φ0)] , (2.35)

onde φ0 e e são constantes de integração (de fato, e é a excentricidade da órbita).

A princípio, para obter as correções exatas das órbitas Newtonianas, a equação (2.34) deve

ser integrada exatamente. Entretanto, de modo a comparar os resultados com as observações

astronômicas, a forma mais simples é obtida pelo método de aproximações sucessivas. A

correção de primeira ordem deve ser obtida considerando a expansão perturbativa u ∼= u0 +u1

(u1 << u0), onde u0 é dada pela eq. (2.35). A aplicação do procedimento perturbativo padrão

neste cenário estendido é justi�cável porque os dois últimos termos em (2.34) são pequenos

em comparação com a contribuição Newtoniana. Isto pode ser veri�cado comparando as

magnitudes relativas de cada termo usando o fato de que Λ é muito pequena segundo os

limites cosmológicos atuais[16].

Agora, considerando órbitas de pequena excentricidade, obtemos o seguinte resultado para

u1(φ)

d2u1

dφ2
+ u1

∼=
6M3c4

L4

(
1− L8Λ

6c8M6

)
e cos(φ− φ0) , (2.36)

cuja solução é dada por

u1 =
3M3c4

L4

(
1− L8Λ

6c8M6

)
eφ sin(φ− φ0) . (2.37)
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Incluindo esta correção, teremos que

u ∼=
c2M

L2

{
1 + e

[
cos(φ− φ0) +

3M2c2

L2

(
1− L8Λ

6c8M6

)
φ sin(φ− φ0)

]}
, (2.38)

e de�nindo

∆φ0 = 3

(
cM

bL

)2(
1− L8Λ

6c8M6

)
φ , (2.39)

a solução u(φ) pode ser escrita como

u =
1

r
∼=
c2M

L2
{1 + e cos(φ− φ0 −∆φ0)} . (2.40)

Decorre de (2.40) que o desvio por revolução é dado por

∆φ = 6π

(
cM

L

)2(
1− L8Λ

6c8M6

)
. (2.41)

Usando o fato de que para o planeta Mercúrio o desvio do periélio é determinado com

uma precisão de 5x10−3 [8], encontramos que

|Λ| < 10−42cm−2 , (2.42)

um resultado obtido previamente em [15].

Se alguma fração do desvio do periélio é devida a outros efeitos, como o momento de

quadrupolo do Sol, por exemplo, o limite superior seria modi�cado pelo valor correspondente.

Vale ressaltar que o limite dado por (2.42) é doze ordens de grandeza maior do que o obtido

por outros métodos[8].



Capítulo 3

Modos Normais de Oscilação em Buracos

Negros de SdS

3.1 Modos Normais em Buracos Negros

A idéia de objetos com campos gravitacionais fortes o su�ciente para impedir até mesmo

a luz de escapar vem de muito antes da relatividade geral de Einstein. Esta idéia surgiu no

contexto da teoria gravitacional de Newton, e foi inicialmente estudada por Laplace[17], sendo

conhecida como estrela escura. Em 1916, Schwarzschild obteve a primeira solução exata das

equações de Einstein, estática e com simetria esférica, mas que possuía duas singularidades, a

primeira delas física1, em r = 0, e a segunda de coordenada, em r = 2M . Alguns anos depois

esta solução �cou conhecida como solução de Schwarzschild ou solução do buraco negro.

O estudo dos buracos negros e suas propriedades físicas foi e continua sendo alvo de

inúmeras pesquisas. Os primeiros estudos sobre perturbações em buracos negros foram

realizados em 1957 por Regge e Wheeler[18], que procuravam veri�car a estabilidade

destes objetos mediante pequenas perturbações considerando, inicialmente, a solução de

Schwarzschild. Em seguida, foram consideradas outras soluções e perturbações de diferentes

naturezas, tais como as escalares, eletromagnéticas, dentre outras[19]. Em geral, esses objetos

1Que não pode ser removida por nenhuma mudança de coordenada.

16
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são estáveis se considerarmos métricas esfericamente simétricas e assintóticamente planas[20].

Nos últimos anos descobriu-se que esses objetos possivelmente emitem ondas

gravitacionais[21], o que motivou uma nova corrida em busca da compreensão do

comportamento de buracos negros frente a perturbações do espaço-tempo, e assim ter a

possibilidade, por meio de antenas gravitacionais, de detectar tais ondas, que também são

previstas pela relatividade geral e carregam informações relevantes sobre as propriedades do

buraco negro, uma vez que são determinadas unicamente pelos parâmetros que descrevem o

buraco negro.

Por suas propriedades particulares, buracos negros possuem modos de vibração

característicos, denominados modos quase-normais, e as frequências associadas são as

frequências quase-normais. Ao contrário dos sistemas de modos normais, que são

estacionários, estas oscilações decaem exponencialmente, devido ao fato de o buraco negro

emitir radiação para o in�nito, e suas frequências serem funções complexas, onde a parte

real representa a verdadeira frequência de oscilação e a parte imaginária dita a taxa de

amortecimento, o que signi�ca que tais modos surgem somente num intervalo limitado do

tempo.

3.2 Perturbação do Espaço-tempo de SdS

Modos quasi-normais de vibração de buracos negros foram inicialmente observados em

1970 por Vishveshwara[22], no espalhamento de ondas gravitacionais no espaço-tempo de

Schwarzschild, e posteriormente foram realizados novos estudos nas métricas de Reissner-

Nordström, Kerr e Kerr-Newmann, visando não somente estudar a estabilidade ou frequências

características, mas também entender os mecanismos de excitação destas oscilações do campo

gravitacional[23].
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Estes modos podem ser estudados a partir de uma teoria de perturbação, que pode ser

feita de duas maneiras distintas. Na primeira delas colocamos um campo de teste no espaço-

tempo do buraco negro, e essa perturbação será descrita por uma equação dinâmica para esse

campo. A segunda consiste em perturbar o próprio espaço-tempo por meio da métrica. Neste

caso é preciso linearizar as equações de Einstein para encontrar a equação de evolução dessa

perturbação, e além desta equação, pode-se veri�car a estabilidade do buraco negro.

Veremos agora, de maneira suscinta, três perturbações de diferentes naturezas, que foram

(e continuam sendo) utilizadas no estudo de modos normais, que são as perturbações escalares,

eletromagnéticas e gravitacionais, e como cada uma afeta a equação dos modos.

3.2.1 Perturbações Escalares

Apesar de campos escalares sem massa não descreverem sistemas físicos, por meio de

perturbações escalares pode-se obter informações sobre a estabilidade do buraco negro quando

este for perturbado. Além disso, por apresentar uma forma mais simples, serve também

como ferramenta inicial de estudo, uma vez que perturbações de outra natureza exigem um

tratamento mais complicado.

A equação de Klein-Gordon descreve a evolução de campos escalares. No caso em que a

massa do campo é nula, e é considerado o acoplamento mínimo, esta equação é dada por:

2Ψ(t, r, θ, φ) = 0 , (3.1)

que pode ser reescrita como

1√
−g

∂µ(
√
−ggµν∂ν)Ψ(t, r, θ, φ) = 0 (3.2)

com os índices µ e ν variando de µ, ν = 0, ..., 3 e ainda g = det gµν .

Considerando uma métrica esfericamente simétrica, quadridimensional, vamos escrever o
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elemento de linha da seguinte forma

ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) , (3.3)

sendo A(r) e B(r) funções arbitrárias.

Devido a simetria esférica do espaço-tempo, a equação de Klein-Gordon se reduz a

g00∂2
0Ψ +

1√
−g

(∂1

√
−g)g11∂1Ψ + (∂1g

11)∂1Ψ + g11∂2
1Ψ+

+ g22∂2
2Ψ +

1√
−g

(∂2

√
−g)g22∂2Ψ + g33∂2

3Ψ = 0 , (3.4)

que após as substituições dos coe�cientes métricos, tomará a seguinte forma

g00∂
2Ψ

∂t2
+

[
2

r
+

1

2A

dA

dr
− 1

2B

dB

dr

]
g11∂Ψ

∂r
+ g11∂

2Ψ

∂r2
+

+
1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Ψ

∂φ2

]
= 0 . (3.5)

A solução Ψ(t, r, θ, φ) pode ser escrita através de uma separação de variáveis da forma

Ψ(t, r, θ, φ) = Z(t, r)Ylm(θ, φ) , (3.6)

onde Ylm(θ, φ) são os harmônicos esféricos e, portanto, soluções da equação angular

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ylm
∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Ylm
∂φ2

+ l(l + 1)Ylm = 0 . (3.7)

A equação para Z(t, r) é dada por

− ∂2Z

∂t2
+
A

B

∂2Z

∂r2
+

[
2

r
+

1

2A

dA

dr
− 1

2B

dB

dr

]
A

B

∂Z

∂r
= A

(
l(l + 1)

r2

)
Z (3.8)

Para resolver esta equação, vamos substituir a coordenada radial r pela coordenada

tartaruga2 r∗.

2Coordenada radial que coloca o horizonte de eventos do buraco negro em r = −∞, limitando o domínio
da equação diferencial para o espaço-tempo exterior ao horizonte. À medida que |r∗| se aproxima de valores
in�nitos, as soluções aproximam-se de ondas planas ou, mais precisamente, de uma combinação de ondas
planas entrando e saindo das regiões exteriores.
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Vamos introduzir as seguintes relações

Z(t, r) = R(t, r)b(r) f(r) =
A

B
r = r(r∗)

em (3.8), o que resultará em

−∂
2R

∂t2
b+

[
2

r
+

1

2

∂r∗
∂r

∂

∂r∗
(ln f)

]
f
∂r∗
∂r

∂

∂r∗
(Rb)+

+ f
∂r∗
∂r

∂

∂r∗

[
∂r∗
∂r

∂

∂r∗
(Rb)

]
= ARb

[
l(l + 1)

r2

]
, (3.9)

onde (′) e (·) representam, respectivamente, as derivadas em relação a r∗ e r. Podemos escrever

(3.9) de modo mais conveniente, da forma

−∂
2R

∂t2
+ f ṙ2

∗
∂2R

∂r2
∗

+
∂R

∂r∗

(
f ṙ∗ṙ

′
∗ + 2f ṙ2

∗
b′

b
+

[
2

r
+
ṙ∗f

′

2f

]
f ṙ∗

)
+

+R

[
f ṙ∗ṙ

′
∗
b′

b
+ f ṙ2

∗
b′′

b
+

[
2

r
+
ṙ∗f

′

2f

]
f ṙ∗

b′

b

]
= AR

[
l(l + 1)

r2

]
. (3.10)

Vamos admitir que as seguintes condições são satisfeitas

f ṙ∗ṙ
′
∗ + 2f ṙ2

∗
b′

b
+

[
2

r
+
ṙ∗f

′

2f

]
f ṙ∗ = 0 , (3.11)

f ṙ2
∗ = 1 . (3.12)

Então, teremos que a equação (3.10) assume a seguinte forma:

− ∂2R(t, r)

∂t2
+
∂2R(t, r)

∂r2
∗

= Vef (r)R(t, r). (3.13)

Das duas condições anteriores, teremos que

ṙ∗ =
1√
f
⇒ d

dr∗
=
√
f
d

dr
⇒ r∗ =

∫
1√
f
dr (3.14)

e assim

− 1

2f

df

dr
+

2

b

db

dr
+

2

r
+

1

2f

df

dr
= 0 ⇒ b(r) =

1

r
(3.15)

O potencial efetivo em (3.13) é dado por

Vef (r) = A(r)

[
l(l + 1)

r2

]
− V (r) , (3.16)
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onde V (r) possui a seguinte expressão

V (r) =

[
f ṙ∗ṙ

′
∗
b′

b
+ f ṙ2

∗
b′′

b
+

(
2

r
+
ṙ∗f

′

2f

)
f ṙ∗

b′

b

]
. (3.17)

Com os resultados anteriores, V (r) será dado por

V (r) = f ṙ∗r

[
d

dr

(√
f

(
− 1

r2

))
+

2

r

√
f

(
− 1

r2

)]
⇒ V (r) = − 1

2r

df

dr
. (3.18)

Com isso, a equação de perturbação devido ao campo escalar num espaço-tempo com

simetria esférica será uma equação semelhante à de Schrodinger, dada por (3.13), e com um

potencial efetivo Vef (r) dado por

Vef (r) = A(r)

[
l(l + 1)

r2

]
+

1

2r

df

dr
. (3.19)

Como, inicialmente, �zemos uma separação de variáveis, a função de onda que descreve a

evolução deste campo escalar sem massa será, então,

Ψ(t, r, θ, φ) =
∑
l,m

R(t, r)

r
Ylm(θ, φ). (3.20)

Figura 3.1: Potencial efetivo V (r) para o campo escalar nos casos (a) sem constante e (b) com
constante cosmológica.
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3.2.2 Perturbações Eletromagnéticas

Diferentemente do caso do campo escalar sem massa, o campo eletromagnético representa

um campo de matéria com sentido físico, o que o torna de grande interesse no estudo do

comportamento de buracos negros mediante perturbações desta natureza. Como sabemos,

um campo eletromagnético tem seu comportamento regido pelas equações de Maxwell, que

podem ser representadas, na ausência de fonte, na forma

F µν
;ν = 0 , Fµν = Aν;µ − Aµ;ν (3.21)

sendo F µν o tensor eletromagnético e Aµ o potencial vetor associado.

Novamente, considerando um espaço-tempo esfericamente simétrico descrito pela métrica

ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) , (3.22)

o potencial vetor Aµ pode ser expandido em termos de harmônicos esféricos vetoriais (para

uma melhor compreensão ver [24, 25])

Aµ(t, r, θ, φ) =
∑
l,m




0
0

alm(t,r)
sin θ

∂φYlm
−alm(t, r) sin θ∂θYlm

+


f lm(t, r)Ylm
hlm(t, r)Ylm
klm(t, r)∂θYlm
klm(t, r)∂φYlm


 , (3.23)

onde a primeira matriz da soma tem paridade (−1)l+1 e a segunda tem paridade (−1)l, e

a(t, r), f(t, r), h(t, r) e k(t, r) são funções com dependência harmônica angular a determinar.

Usando esta expansão na de�nição acima do tensor eletromagnético F ij teremos, para os

elementos de paridade (−1)l+1, as seguintes componentes não-nulas

F tφ
lm = −g

ttalm,tY
lm
,θ

r2 sin θ
F rφ
lm = −g

rralm,rY
lm
,θ

r2 sin θ

F tθ
lm =

gttalm,tY
lm
,θ

r2 sin θ
F rθ
lm =

grralm,rY
lm
,φ

r2 sin θ

F θφ
lm =

l(l + 1)almY lm

r4 sin θ
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Substituindo estas componentes nas equações de Maxwell (3.21), obteremos a equação

radial

− alm,tt
A

+
alm,r
2B

(lnA/B),r +
alm,rr
B
− l(l + 1)

r2
alm = 0. (3.24)

Do mesmo modo que no caso escalar, podemos reescrever esta equação de forma mais

compacta introduzindo a coordenada tartaruga r∗ e as substituições

alm(t, r) = A(t, r) f(r) =
A

B

d

dr∗
=
√
f
d

dr
(3.25)

Assim, a equação radial assume a forma

− ∂2A
∂t2

+
∂2A
∂r2
∗

= Vel(r)A (3.26)

onde Vel(r) é dado por

Vel(r) = A(r)
l(l + 1)

r2
, (3.27)

que é a equação axial de uma perturbação eletromagnética num espaço-tempo que apresenta

simetria esférica.

Figura 3.2: Potencial efetivo V (r) para o campo eletromagnético nos casos (a) sem constante e (b)
com constante cosmológica.
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3.2.3 Perturbações Gravitacionais

Como já foi dito, perturbações podem ocorrer de maneiras distintas, ou por adição de um

campo auxiliar ao espaço-tempo do buraco negro, como nos casos escalar e eletromagnético,

ou por perturbações na métrica de fundo, que é o caso das perturbações gravitacionais, que

veremos agora.

Sabemos que campos gravitacionais e sua evolução são governados pelas equações de

Einstein da relatividade geral, e as perturbações gravitacionais, que modi�cam levemente a

métrica, levam à necessidade de linearização destas equações[26]. Devido ao modo como estas

perturbações se transformam frente a uma inversão espacial em φ, são divididas em axiais

e polares. No entanto, trataremos apenas o caso axial, e consideraremos perturbações em

primeira ordem na métrica não perturbada ĝµν .

Novamente, usando nossa métrica geral e esfericamente simétrica

ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (3.28)

com A(r) e B(r) sendo funções arbitrárias, as equações de Einstein para a região exterior a

um buraco negro, são

R̂µν −
1

2
ĝµνR̂ + Λĝµν = T̂µν = 0 , (3.29)

onde estamos considerando o termo de constante cosmológica.

O escalar de Ricci, obtido da contração do tensor R̂µν com ĝµν será, então,

ĝµνR̂µν −
1

2
ĝµν ĝµνR̂ + Λĝµν ĝµν = 0 ,

R̂ = 4Λ . (3.30)

Assim, a equação (3.29) tomará a seguinte forma

R̂µν = Λĝµν , (3.31)
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que é a equação a ser perturbada.

A nova métrica, considerando uma perturbação em primeira ordem, pode ser escrita na

forma

gµν = ĝµν + hµν , gµν = ĝµν − hµν , (3.32)

onde hµν � ĝµν e desprezamos perturbações de ordens superiores à 2a ordem.

Como a métrica foi perturbada, os símbolos de Christo�el também serão, pois estes

são funções da métrica, e serão funções dos símbolos não perturbados e dos submetidos à

pertubação, sendo dados por

Γσµν =
1

2
gσρ(gρµ,ν + gρν,µ − gµν,ρ) = Γ̂σµν + δΓσµν +O(h2) , (3.33)

onde o termo δΓσµν perturbado é escrito como

δΓσµν =
1

2
ĝσρ(hρµ,ν + hρν,µ − hµν,ρ) . (3.34)

O tensor de Ricci perturbado será, então, dado por

δRµν = δΓσµσ;ν − δΓσµν;σ . (3.35)

Se substituirmos a nova métrica gµν em (3.31), teremos as seguintes equações para o campo

gravitacional perturbado

Rµν = R̂µν + δRµν = Λgµν

δRµν = Λhµν (3.36)

Esta equação governa a perturbação do campo gravitacional na região exterior ao buraco

negro.
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Perturbações Gravitacionais Axiais

Os trabalhos de Regge e Wheeler[18] e Chandrasekhar[27] foram pioneiros no estudo de

perturbações gravitacionais no contexto da relatividade geral, tema hoje bastante estudado e

que ressurge diante das novas possibilidades relacionadas à detecção de ondas gravitacionais.

Aqui consideraremos apenas a componente axial das perturbações. O caso das componentes

polares, caso seja de interesse, pode ser encontrado nos trabalhos [22, 27].

Conforme já foi dito, Regge e Wheeler[18] foram pioneiros no estudo de perturbações

gravitacionais em buracos negros. Usaremos o método por eles desenvolvido, que consiste

em decompor, quando o problema envolve simetria esférica, o tensor hµν em uma parte

angular, dada em termos dos harmônicos esféricos tensoriais (ver [28, 29]), e outra parte

com dependência em r e t. Os resultados deste trabalho consideram a métrica como sendo

dada por

hij =


0 0 −h0(t,r)

senθ
∂Ylm
∂φ h0(t, r)senθ ∂Ylm∂θ

0 0 −h1(t,r)
senθ

∂Ylm
∂φ h1(t, r)senθ ∂Ylm∂θ

sim sim h2(t, r)
[

1
senθ

∂2

∂θ∂φ −
cosθ
sen2θ

∂
∂φ

]
Ylm sim

sim sim 1
2h2(t, r)

[
1

senθ
∂2

∂φ2 + cosθ ∂
∂θ − senθ

∂2

∂θ2

]
Ylm −h2(t, r)

[
senθ ∂2

∂θ∂φ − cosθ
∂
∂φ

]
Ylm



O termo sim representa a componente obtida pela simetria hij = hji na matriz. Quaisquer

que sejam os valores de l e m, a equação radial será a mesma. Assim, escolhemos m = 0 para,

desta maneira, eliminarmos a dependência em φ dos cálculos, pois

LzYlm(θ, φ) = mYlm(θ, φ) =⇒ ∂ Yl0(θ, φ)

∂φ
= 0 (3.37)

Para simpli�car um pouco o tensor hµν , usamos o gauge de Regge e Wheeler para

perturbações axiais. Para isso, considera-se um deslocamento in�nitesimal de coordenada
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e admite-se uma dependência temporal da forma e−iωt, no que resulta

hij
axial =


0 0 0 h0(r)
0 0 0 h1(r)
0 0 0 0
sim sim 0 0

× e−iωt sin θ
∂

∂θ
Pl(cos θ) . (3.38)

Ao substituirmos esta nova expressão do tensor hµν
axial em (3.36), obtemos o conjunto de

equações não-nulas e acopladas:

δRθφ = −1

2

{
iω
h0

A
+

1

B

[
1

2

d

dr
(ln(A/B))h1 +

dh1

dr

]}

×
(

cos θ
d

dθ
− sin θ

d2

dθ2

)
Pl(cos θ)e−iωt = Λhθφ , (3.39)

δRrφ =
1

2

{[
l(l + 1)

r2
− ω2

A
+

1

Br

(
d

dr
(ln(B/A))− 2

r

)]
h1

+
iω

A

(
dh0

dr
− 2h0

r

)}
× sin θ

dPl(cos θ)

dθ
e−iωt = Λhrφ , (3.40)

δRtφ = −
{

1

2B

d2h0

dr2
+ iω

[
1

2B

dh1

dr
+
h1

Br
− 1

4B

d

dr
(ln(AB))h1

]

− 1

4B

d

dr
(ln(AB))

dh0

dr
+

(
1

Br

d

dr
(lnA)− l(l + 1)

2r2

)
h0

}
× sin θ

dPl(cos θ)

dθ
e−iωt = Λhtφ , (3.41)

que podem ser desacopladas quando levamos em conta as propriedades dos polinômios de

Legendre, Pl(cos θ), analisando os índices de multipolo assim como em[22]:

Para l = 0, os fatores angulares serão identicamente nulos. Assim, uma perturbação com

este índice de multipolo representa uma mudança na massa do buraco negro.

Para l = 1, a equação δRθφ será identicamente nula, e isto signi�ca que uma perturbação

com índice l = 1 corresponde a um incremento diferencial de momento angular.

Uma vez que os casos anteriores correspondem à quantidades conservadas, nosso interesse

passa a ser nos casos com l ≥ 2, que são modos dinâmicos capazes de se propagar por um
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tempo considerável, de modo a permitir sua detecção. Para estes casos, teremos sempre que

Pl≥2 6= 0. Então, os fatores entre chaves nas equações (3.39)−(3.41) devem se anular e assim

obtemos três equações radiais.

Se substituimos as equações radiais, podemos eliminar a dependência em h0 e �car com

uma equação de segunda ordem em h1 somente, dada por

d2h1

dr2
+

[
3

2

d

dr

(
ln
A

B

)
− 2

r

]
dh1

dr
+

[
1

2

d2

dr2

(
ln
A

B

)
+

1

2

(
d

dr

(
ln
A

B

))2

−Bl(l + 1)

r2
+ ω2B

A
+

2

r2
+ 2ΛB

]
h1 = 0 (3.42)

A partir daqui especi�camos nossa métrica, que é a de Schwarzschild-de Sitter, na forma dada

anteriormente por

ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) , (3.43)

onde as funções A(r) e B(r) são dadas por

A(r) =

(
1− 2M

r
− Λr2

3

)
B(r) =

1(
1− 2M

r
− Λr2

3

) . (3.44)

De�nindo

Q(r) =

(
1− 2M

r
− Λr2

3

)
h1

r
, (3.45)

a coordenada tartaruga r∗ como sendo

dr∗ =
1(

1− 2M
r
− Λr2

3

)dr =⇒ d

dr∗
=

(
1− 2M

r
− Λr2

3

)
d

dr
, (3.46)

e substituindo em (3.42), vamos obter uma equação para a perturbação gravitacional axial

do tipo equação de Schrödinger

d2Q(r)

dr2
∗

+
[
ω2 − V axial

ef (r)
]
Q(r) = 0 , (3.47)

que é conhecida como equação de Regge-Wheeler.
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Este potencial efetivo axial, V axial
ef (r), dado por

V axial
ef (r) =

(
1− 2M

r
− Λr2

3

)[
l(l + 1)

r2
− 3

r

d

dr

(
1− 2M

r
− Λr2

3

)
− 2Λ

]
, (3.48)

pode ser escrito como

V axial
ef (r) =

(
1− 2M

r
− Λr2

3

)[
l(l + 1)

r2
− 6M

r3

]
. (3.49)

Figura 3.3: Potencial efetivo V (r) para a componente axial do campo gravitacional nos casos (a)
sem constante e (b) com constante cosmológica.

3.3 Método WKB e o Cálculo dos Modos Normais

3.3.1 Condições de Contorno e Aproximação WKB

Conforme vimos na seção anterior, as equações fundamentais que descrevem as

perturbações de buracos negros se reduzem à equações de segunda ordem semelhantes à

equação de Schrödinger unidimensional para uma partícula na presença de um potencial

barreira. No entanto, devido a natureza do potencial efetivo Vef ao qual o campo está

submetido, não é possível a obtenção de uma solução analítica. Assim, faz-se necessário

adotar diversas aproximações para estudar os modos normais, tais como integração numérica
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direta de equações diferenciais[27]−[30], uso de soluções na representação de séries in�nitas,

ou métodos semianalíticos baseados em aproximações[31].

Matematicamente, um modo normal é uma solução para a equação diferencial de

perturbação com uma frequência complexa, satisfazendo as condições de contorno de ondas

puramente emergentes, ou seja, propagando-se para longe da barreira nas direções r∗ → +∞

e r∗ → −∞. Em outras palavras, ondas entrando no in�nito espacial e ondas entrando

no horizonte de eventos, respectivamente, de modo a considerar unicamente a resposta da

métrica fora do buraco negro, sem a interferência de nenhuma outra onda vinda do in�nito.

O estudo numérico de modos normais em buracos negros consiste, de maneira geral, em

escolher um valor para a frequência complexa, integrar a equação de perturbação e veri�car se

as condições de contorno são satisfeitas. Se estas, em geral, não são satisfeitas, deve-se analisar

as frequências complexas para valores discretos que levam aos modos normais. No entanto,

esta técnica é onerosa e lenta, não permitindo assim um estudo mais sistemático desses modos,

e é neste panorama que a aproximação WKB3 surge como uma boa alternativa, uma vez que

é sabidamente precisa, pode ser estendida até altas ordens, e ainda permite um estudo mais

sistemático do que pelo método numérico.

A motivação para usar WKB é a já comentada semelhança entre as equações de

perturbação e a equação de Schrödinger unidimensional para um potencial barreira. Este

aspecto foi enfatizado e explorado por[27], por exemplo. Em ambos os casos, temos uma

equação da forma

d2ψ

dx2
+Q(x)ψ(x) = 0 , (3.50)

onde a função ψ geral representa a parte radial da equação de perturbação, quando se assume

uma dependência temporal harmônica e−iωt. A coordenada x é associada à coordenada

3Técnica desenvolvida por Wentzel, Kramers e Brillouin para obter soluções aproximadas da equação de
Schrödinger independente do tempo, particularmente usada em cálculos de tunelamento através de potenciais
barreira.
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tartaruga r∗, que delimita o espaço de −∞, no horizonte de eventos, até +∞, no in�nito

espacial.

Figura 3.4: A função Q(x).

O `potencial' Q(x), visto na �gura (3.4), depende da natureza da perturbação à qual o

buraco negro foi submetido, assim como dos parâmetros que descrevem o mesmo, tais como

massa, carga, momento angular, índice de harmônico angular ou frequência.

Analogamente ao caso quântico, o campo ψ nas regiões I e III será dado por uma

combinação linear de funções de onda propagando-se para dentro do horizonte e para o

in�nito espacial, sendo estas funções coladas através da região II, onde ocorre um máximo

do potencial efetivo no ponto x0[21]. Fazemos uma expansão em torno de seu máximo x = x0

incluindo termos até ordem (x− x0)6, e que nos permite uma aproximação assintótica para a

solução interior que é posteriormente usada para conectar as duas outras soluções.

As condições de contorno são aplicadas à função ψ quando r∗ → ±∞. No in�nito espacial,

um observador pode detectar ondas imergentes (ψim) e ondas emergentes (ψem). Portanto,

uma solução geral neste limite será

ψ = Zimψim + Zemψem quando r∗ → +∞ , (3.51)

onde Z representa a amplitude complexa das ondas em cada regime.
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Próximo ao horizonte de eventos, o mesmo observador perceberá somente ondas

imergentes, ou seja, entrando no horizonte. Então, a solução geral será

ψ = Zimψim quando r∗ → −∞ . (3.52)

O procedimento utilizado segue o método desenvolvido por Bender[32], onde se reescreve a

equação geral na forma

ε2
d2ψ

dx2
+Q(x)ψ(x) = 0 , (3.53)

onde o parâmetro ε é introduzido de modo a indicar as ordens na aproximação. Admitimos,

então, que ψ(x) é dada assintoticamente por

ψ ∼ eS(x)/ε (3.54)

onde a função S(x) pode ser escrita em termos de potências do parâmetro ε da seguinte forma:

S(x) =
∞∑
n=0

εnSn(x) (3.55)

Quando realizamos esta expansão até terceira ordem e substituimos em (3.53),

encontramos[32]

S0(x) = ±i
∫ x

[Q(η)]1/2 dη (3.56a)

S1(x) = −1

4
lnQ(x) (3.56b)

S2(x) = ∓ i
8

∫ x [ Q′′
Q3/2

− 5

4

Q′2

Q5/2

]
dη (3.56c)

S3(x) =
1

16

[
Q′′

Q2
− 5

4

Q′2

Q3

]
(3.56d)

Convencionando que ondas vindo em direção ao horizonte tem sinal positivo e afastando-se

rumo ao in�nito tem sinal negativo, as soluções gerais de (3.53) assumem as formas

ψ ∼ ZI
imψ

I
− + ZI

emψ
I
+ , em I (3.57a)

ψ ∼ ZIII
im ψIII+ + ZIII

em ψ
III
− , em III (3.57b)
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no caso que estamos considerando ZIII
im = 0.

É preciso determinar as fórmulas que conectam as amplitudes das ondas emergentes com

as amplitudes imergentes, ou seja, determinar os coe�cientes da relação linear dada por[
ZIII
em

ZIII
im

]
≡
[
M11 M12

M21 M22

] [
ZI
em

ZI
im

]
(3.58)

e para isso é necessário considerar a solução na região II.

3.3.2 Aproximação Assintótica para a Solução Interior

Para obtermos a solução na região II, expandimos a função Q(x) em série de Taylor até

a sua derivada de sexta ordem, em torno de seu máximo, numa aproximação baseada nos

métodos desenvolvidos em[32]. Assim, teremos o seguinte resultado

Q(x) = Q0 +
1

2
Q′′0z

2 +
1

6
Q′′′0 z

3 +
1

24
Q

(4)
0 z4 +

1

120
Q

(5)
0 z5 +

1

720
Q

(6)
0 z6 , (3.59)

onde de�nimos z ≡ x− x0.

A equação (3.53) poderá ser escrita como

ε2
d2ψ

dz2
+ k(−z0

2 + z2 + bz3 + cz4 + dz5 + fz6)ψ = 0 , (3.60)

com as seguintes identi�cações:

k ≡ 1

2
Q′′0 z0

2 ≡ −2
Q0

Q′′0

b ≡ 1

3

Q′′′0
Q′′0

c ≡ 1

12

Q
(4)
0

Q′′0
(3.61)

d ≡ 1

60

Q
(5)
0

Q′′0
f ≡ 1

360

Q
(6)
0

Q′′0
.



CAPÍTULO 3. MODOS NORMAIS DE OSCILAÇÃO EM BURACOS NEGROS DE SDS34

De�nindo uma nova variável t ∝ z/ε1/2, que expresse a solução assintótica interior, e

também as constantes ν, λ e Ω, além de reescalar os parâmetros (3.61), da forma[21]

t ≡ (4k)1/4e−iπ/4z

ε1/2
, ν +

1

2
≡ −ik

1/2z0
2

2ε
− ελ− ε2Ω , (3.62a)

b̄ ≡ 1

4
b(4k)−1/4eiπ/4 , c̄ ≡ 1

4
c(4k)−1/2eiπ/2 , (3.62b)

d̄ ≡ 1

4
d(4k)−3/4e3iπ/4 , f̄ ≡ 1

4
f(4k)−1eiπ , (3.62c)

a equação (3.60) toma a seguinte forma

ψ̈ +

[
ν +

1

2
− 1

4
t2 − ε1/2b̄t3 + ε(λ− c̄t4)− ε3/2d̄t5 + ε2(Ω− f̄ t6)

]
ψ = 0 , (3.63)

com (·) representando derivada com relação à variável t. Veri�camos que, sem a presença dos

termos proporcionais às potências de ε, (3.63) terá soluções em termos das funções cilíndricas

parabólicas Dν(t) e D−ν−1(t)[32]. Na presença destes termos de ε, procuramos uma solução

na forma geral f(t)Dν(t) assim como em[33].

Substituindo esta forma geral em (3.63), e chamando o polinômio dentro dos colchetes de

Q(t), teremos [
−fġ2

(
ν +

1

2
− 1

4
g2

)
+ f̈ +Qf

]
Dν +

(
2ḟ ġ + fg̈

)
Ḋν = 0 . (3.64)

Podemos eliminar a primeira derivada de Dν se escolhemos f = ġ−1/2, e teremos a equação

diferencial seguinte para g(t):

ġ2

(
ν +

1

2
− 1

4
g2

)
+

1

2

...
g 2

ġ2
− 3

4

g̈2

ġ2
−Q(t) = 0 . (3.65)

Vamos admitir que Q(t) pode ser escrita como uma expansão em ε da forma[21]

Q(t) = ν +
1

2
− 1

4
t2 +

∞∑
n=1

εn/2Qn(t) , (3.66)



CAPÍTULO 3. MODOS NORMAIS DE OSCILAÇÃO EM BURACOS NEGROS DE SDS35

onde Qn(t) é um polinômio. Assim, podemos admitir uma expansão análoga para a função

g(t) que, na mais baixa ordem, seja igual a t, e dada por

g(t) = t+
∞∑
n=1

εn/2An(t) , (3.67)

onde An(t) é um polinômio em t.

Quando substituímos esta expansão de g(t) na equação (3.65), igualamos os coe�cientes

de cada termo de ordem ε1/2 a zero, e de�nimos o operador Lt por

Lt =
d3

dt3
+ 4

(
ν +

1

2
− 1

4
t2
)
d

dt
− t , (3.68)

obtemos um conjunto de equações para An(t) que, devido a forma destas expressões e a

natureza do operador Lt, cada polinômio deve ser do tipo

An(t) =
∑
i=0

an2it
n+1−2i , para n+ 1− 2i ≥ 0 . (3.69)

Para n ímpar, o número de potências de t será igual ao número de coe�cientes an2i a serem

determinados. Logo, podemos obter estes coe�cientes fazendo com que os coe�cientes de

cada potência de t sejam nulos. Quando n é par, teremos mais potências de t do que

coe�cientes a serem determinados, o que torna o sistema �excessivamente determinado�. Neste

ponto, usamos as constantes anteriormente de�nidas λ e Ω, de modo a serem escolhidas

convenientemente com uma solução consistente, e com isso obtemos

λ =
1

2

(
3c̄− 7b̄2

)
+

(
ν +

1

2

)2 (
6c̄− 30b̄2

)
, (3.70a)

Ω = −
(
ν +

1

2

)(
1155b̄4 − 918b̄2c̄+ 67c̄2 + 190b̄d̄− 25f̄

)
−
(
ν +

1

2

)3 (
2820b̄4 − 1800b̄2c̄+ 68c̄2 + 280b̄d̄− 20f̄

)
. (3.70b)

Estas constantes serão posteriormente utilizadas na obtenção das frequências quasi-normais

do buraco negro.
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A solução geral para a região II tem a forma[21]

ψ ∼ ġ−1/2 [ADν(g(t)) +BD−ν−1(ig(t))] . (3.71)

Usando a forma assintótica apropriada das funções cilíndricas parabólicas[32], para

x/ε1/2 →∞ e para x/ε1/2 → −∞, a equação (3.71) toma a seguinte forma

ψ ∼ ġ−1/2

{
Agνe−g

2/4

[
1− ν(ν − 1)

2g2
+
ν(ν − 1)(ν − 2)(ν − 3)

8g4
− · · ·

+B(ig)−ν−1eg
2/4

[
1 +

(ν + 1)(ν + 2)

2g2
+

(ν + 1)(ν + 2)(ν + 3)(ν + 4)

8g4
+ · · ·

]}
(3.72a)

e

ψ ∼ ġ−1/2

{[
A+B

(2π)1/2e−iπν/2

Γ(ν + 1)

]
gνe−g

2/4

[
1− ν(ν − 1)

2g2
+ · · ·

]

+

[
Be3iπ(ν+1)/2 − A(2π)1/2eiπν

Γ(−ν)

]
g−ν−1eg

2/4

[
1 +

(ν + 1)(ν + 2)

2g2
+ · · ·

]}
(3.72b)

onde Γ(x) é a função gama.

Desejamos conectar a solução interior da região II com as regiões vizinhas, nas

proximidades de z ∼ ±z0. Para isso, será necessário estabelecer os zeros z̄ da função4 Q(z),

que são[21]

z̄ = ±z0 −
1

2
bz0

2 ± 1

8
(5b2 − 4c)z0

3 − 1

2
(2b3 − 3bc+ d)z0

4

± 1

128
(231b4 − 504b2c+ 224bd+ 112c2 − 64f)z0

5 , (3.73)

de forma tal que podemos reescrever

Q(z) = k
[
(z2 − z̄2) + b(z3 − z̄3) + c(z4 − z̄4) + d(z5 − z̄5) + f(z6 − z̄6)

]
. (3.74)

4Aqui vale relembrar que existe uma relação direta entre t e z, e portanto, podemos considerar Q(z) ao
invés de Q(t).
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Na mais baixa ordem de aproximação, nas proximidades de z = ±z0, podemos adotar as

seguintes aproximações: z̄ = z0 e Q(z) ≈ k(z2 − z0
2). Então, nas vizinhanças dos zeros de

Q(z) teremos

S0

ε
∼ ±ik

1/2z2

2ε
± 1

2

(
ν +

1

2

)
±
(
ν +

1

2

)
ln

(
2z

z0

)
S1 ∼ −

1

4
ln(kz2) , z ≥ z0 (3.75)

e

S0

ε
∼ ∓ik

1/2z2

2ε
∓ 1

2

(
ν +

1

2

)
∓
(
ν +

1

2

)
ln

(
−2z

z0

)
S1 ∼ −

1

4
ln(kz2) , z ≤ −z0 (3.76)

Usando este resultado em (3.54)�(3.57), teremos

ψ ∼
[
ZI
ime
−ik1/2z2/2ε

( z

ε1/2

)−(ν+1)

(4k)−(ν+1)/4eiπ(ν+1)/4R

+ZI
eme

ik1/2z2/2ε
( z

ε1/2

)ν
(4k)ν/4e−iπν/4R−1

]( 4

ε2keiπ

)1/8

em z ≥ z0 (3.77a)

ψ ∼
[
ZIII
im e−ik

1/2z2/2ε
(
− z

ε1/2

)−(ν+1)

(4k)−(ν+1)/4eiπ(ν+1)/4R

+ZIII
em e

ik1/2z2/2ε
(
− z

ε1/2

)ν
(4k)ν/4e−iπν/4R−1

]( 4

ε2keiπ

)1/8

em z ≤ −z0 (3.77b)

onde escolhemos

R =

(
ν +

1

2

)(ν+ 1
2

)/2

e−(ν+ 1
2

)/2 . (3.78)

Se agora substituirmos g(t) em uma ordem mais baixa em (3.72), e considerarmos somente

os termos dominantes, teremos para z ≥ z0 que

ψ ∼ Aeik
1/2z2/2ε

(
− z

ε1/2

)ν
(4k)ν/4e−iπν/4

+Be−ik
1/2z2/2ε

(
− z

ε1/2

)−(ν+1)

(4k)−(ν+1)/4eiπ(ν+1)/4 . (3.79a)
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Para z ≤ −z0, �camos com

ψ ∼
[
A+B

(2π)1/2e−iπν/2

Γ(ν + 1)

]
eik

1/2z2/2ε
(
− z

ε1/2

)ν
(4k)ν/4e3iπν/4

+

[
Be3iπ(ν+1)/2 − A(2π)1/2eiπν

Γ(−ν)

]
e−ik

1/2z2/2ε
(
− z

ε1/2

)−(ν+1)

(4k)−(ν+1)/4e−3iπ(ν+1)/4. (3.79b)

Agora, se igualarmos os coe�cientes da equações (3.77) e (3.79), poderemos obter os termos

A e B e assim teremos as equações de conexão entre as regiões I e III dadas por[
ZIII
em

ZIII
im

]
≡

[
eiπν iR2eiπν(2π)1/2

Γ(ν+1)
R−2(2π)1/2

Γ(−ν)
−eiπν

][
ZI
em

ZI
im

]
(3.80)

Isto signi�ca que a equação (3.80) conecta as amplitudes das soluções WKB em cada lado da

barreira, corretamente até terceira ordem da expansão.

Analogamente ao caso quântico, onde pode ocorrer o tunelamento da região I para a região

III, temos que os coe�cientes de re�exão e de transmissão, de�nidos como

T ≡
∣∣ZIII

em

∣∣2
|ZI

im|
2 e R ≡ 1− T (3.81)

onde

T =
(
1 + e2iπ(ν+1/2)

)−1
(3.82a)

R =
(
1 + e−2iπ(ν+1/2)

)−1
(3.82b)

A Equação para as Frequências Normais

Uma vez obtida a relação de conexão (3.80), poderemos agora obter as frequências normais

mediante análise dessa equação, juntamente com as condições de contorno previamente

impostas. Para o buraco negro, a condição de termos apenas ondas imergentes nas

proximidades do horizonte nos dá ZIII
im = 0. Para um modo normal deveremos ter ZI

im = 0.
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Então, pela relação (3.80), a única maneira de satisfazer esta condição é termos Γ(−∞)→∞,

o que signi�ca que ν deverá admitir números inteiros não-negativos, aplicando-se à parte real

positiva das frequências.

Quando desejamos tratar da parte imaginária das frequências, precisamos inverter as

identi�cações das ondas imergentes e emergentes, o que representa, em termos das condições

de contorno, que ZIII
em = ZI

em = 0, que somente será satisfeita se Γ(ν + 1) → ∞, e

consequentemente ν somente admitirá valores inteiros negativos.

Estas considerações deverão ser válidas para (3.62), ou mais especi�camente para

n+
1

2
= −ik

1/2z0
2

2ε
− ελ− ε2Ω (3.83)

com as restrições seguintes

n =

{
0, 1, 2, . . . , Re ω > 0
−1,−2, . . . , Re ω < 0

(3.84)

A partir das de�nições de (3.61) e (3.62), juntamente com (3.70), e �xando o parâmetro

ε = 1, teremos

iQ0

(2Q′′0)1/2
− λ(n)− Ω(n) = n+

1

2
. (3.85)

Para uma função Q do tipo Q0 = ω2 − V0, teremos

i(ω2 − V0)

[−2V ′′0 ]1/2
− λ(n)− Ω(n) = n+

1

2
,

ω2 = V0 − i(−2V ′′0 )1/2

[
λ(n) + Ω(n) +

(
n+

1

2

)]
.

Escrevendo

λ̃(n) =
λ(n)

i
e Ω̃(n) =

Ω(n)

n+ 1
2

,

teremos a expressão para as frequências normais complexas, que é dada por

ω2 =
[
V0 + (−2V ′′0 )1/2λ̃(n)

]
− i
(
n+

1

2

)
(−2V ′′0 )1/2

[
1 + Ω̃(n)

]
, (3.86)
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onde as constantes λ(n) e Ω(n) podem ser escritas na forma

λ(n) =
1

(2Q′′0)1/2

{
1

8

[
Q

(4)
0

Q′′0

](
1

4
+ α2

)
− 1

288

[
Q′′′0
Q′′0

]2

(7 + 60α2)

}
(3.87)

e

Ω(n) =
α

2Q′′0

{
5

6912

[
Q′′′0
Q′′0

]4

(77 + 188α2)− 1

384

[
Q′′′0

2Q
(4)
0

Q′′0
3

]
(51 + 100α2)

+
1

2304

[
Q

(4)
0

Q′′0

]2

(67 + 68α2) +
1

288

[
Q′′′0 Q

(5)
0

Q′′0
2

] (
19 + 28α2

)
− 1

288

[
Q

(6)
0

Q′′0

] (
5 + 4α2

) ,

(3.88)

onde de�nimos α ≡ n+ 1
2
.

Conforme comentamos, as frequências normais complexas dadas por (3.86), diferentemente

das frequências ditas normais, decaem com o tempo devido a sua parte imaginária, e

correspondem às contribuições em baixas ordens da aproximação WKB. Já os termos λ(n)

e Ω(n) representam as correções superiores as segunda e terceira ordens, respectivamente,

na aproximação WKB, e são por vezes utilizados em problemas físicos semelhantes aos da

mecânica quântica próximos de picos de potenciais barreira.



Capítulo 4

Efeito Casimir no Espaço−tempo SdS

4.1 O Efeito Casimir

A primeira previsão acerca da existência de uma força atrativa entre duas placas planas

metálicas, e portanto, condutoras, porém descarregadas e separadas por uma distância a, foi

feita por Casimir[6]. Esta força é de origem puramente quântica, e pode ser entendida como

uma consequência das �utuações da energia de ponto zero (vácuo) do campo eletromagnético.

No eletromagnetismo clássico, podemos ter regiões do espaço onde o campo

eletromagnético é nulo em todos os pontos. Neste caso, a energia associada ao campo é

nula, e consequentemente não há forças atuando sobre corpos colocados nessas regiões.

Por outro lado, na eletrodinâmica quântica, não podemos deixar de levar em conta a

energia do ponto zero, ~ω
2
, de cada modo normal do campo. Neste caso, os modos e, portanto,

a energia do ponto zero, dependem das condições de contorno impostas aos campos. Assim,

no contexto da eletrodinâmica quântica podem existir forças entre corpos descarregados. A

origem da força de Casimir é explicada pela existência das �utuações da energia de ponto

zero do campo eletromagnético quantizado.

O efeito Casimir resulta da modi�cação do espectro de frequências do campo

41
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eletromagnético, em consequência da imposição de condições de contorno, como por exemplo

através da presença de placas metálicas. Esta modi�cação se manifesta mesmo quando as

placas estão no vácuo, em virtude da existência da energia de ponto zero.

No contexto da gravitação, o efeito Casimir pode ser visto como uma polarização do vácuo

induzida pela presença de um campo gravitacional externo. Nesse caso, o efeito Casimir pode

aparecer em razão da topologia não-trivial do espaço-tempo, bem como através de condições

de contorno impostas ao campo, pela presença de fronteiras materiais.

Vários trabalhos[34, 35] consideraram, recentemente, a in�uência do campo gravitacional

sobre a energia do vácuo de um campo con�nado a uma determinada região do espaço-tempo,

com diferentes topologias[36].

4.2 Efeito Casimir num Campo Escalar em (1 + 1) −
Dimensões

Vamos considerar um campo escalar real φ(t, x), de�nido no intervalo 0 < x < a e que

obedeça as condições de contorno de Dirichlet, que são

φ(t, 0) = φ(t, a) = 0 . (4.1)

A equação diferencial para este campo escalar será dada por

∂2φ(t, x)

∂t2
− ∂2φ(t, x)

∂x2
+m2φ(t, x) = 0 , (4.2)

com m representando a massa desse campo.

As soluções de φ(t, x) devem formar um conjunto completo e ortonormal, ou seja∫
φkφ

∗
k′dV =

1

2ω
δkk′ . (4.3)
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Para obter a solução de (4.2), utilizamos uma separação de variáveis da forma

φ(t, x) = T (t)X(x) , (4.4)

o que resulta nas soluções independentes

T (t) = Ae±iωt , X(x) = Be±ikx . (4.5)

Quando aplicamos as condições de contorno de Dirichlet, dadas por (4.1), obtemos

φ(±)
n (t, x) =

(
1

aωn

)1/2

e±iωnt sin(knx) , (4.6)

onde já utilizamos a condição de ortonormalização (4.3) e usamos as relações ω2
n = m2 + k2

n

e kn = nπ
a
, com n = 1, 2, 3, ...

A quantização deste campo escalar, segundo o método canônico padrão, se dá através da

expansão

φ(t, x) =
∑
n

[
φ(−)
n (t, x)an + φ(+)

n (t, x)a+
n

]
, (4.7)

onde an e a+
n representam, respectivamente, os operadores de destruição e criação do campo,

que obedecem às relações de comutação

[
an, a

+
n′

]
= δnn′ , [an, an′ ] = 0 ,

[
a+
n , a

+
n′

]
= 0 , (4.8)

sendo o vácuo de�nido, na presença das condições de contorno, como

an |0〉 = 0 . (4.9)

Estamos interessados em comparar a densidade de energia de um estado ρ(a), submetido

à condições de contorno, com a densidade ρ(∞) de um campo escalar sem fronteiras, ou seja,

no intervalo −∞ < x < ∞. Esta diferença entre densidades de energia é o que de�ne a

densidade de energia de Casimir. Esta de�nição tem problemas, pois essa diferença é uma

quantidade divergente.
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No entanto, essa diferença entre as densidades de energia pode ser tratada com uma técnica

de regularização, na qual se pode contornar o problema da diferença de quantidades in�nitas.

Para regularizar a quantidade divergente ρ(a), de�ne-se uma nova quantidade ρ(a, δ) que é

função de um parâmetro de regularização δ, de forma que no limite δ → 0 a quantidade

ρ(a, δ)→ ρ(a) e que ρ(a, δ) seja bem de�nida em δ 6= 0.

Em seguida, realiza-se o procedimento de renormalização, que nos permite obter um

resultado �nito e com signi�cado físico, quando subtraímos da expressão regularizada a

quantidade ρ(∞, δ), desse modo a diferença ρ(a, δ) − ρ(∞, δ) é �nita quando tomamos o

limite δ → 0. Essa diferença de energia regularizada pode, então, ser interpretada como a

energia necessária para introduzir as placas no vácuo[37].

A densidade de energia é dada pela componente-00 do tensor energia-momento, que é

obtido pela variação da ação S com relação ao tensor métrico gµν , que para o caso de um

campo escalar no espaço-tempo plano, bi-dimensional, e minimamente acoplado será dado

por

T00 =
1

2

[
(∂tφ)2 + (∂xφ)2

]
. (4.10)

Ao utilizarmos a expressão (4.7), que quantiza o campo, o tensor energia-momento será

quadrático com relação aos operadores de criação e destruição a+
n e a−n . Quando tomarmos o

valor esperado do vácuo, 〈0 |T00| 0〉, eliminamos os termos da forma 〈0 |a±n a±n | 0〉 ou 〈0 |a+
n a
−
n | 0〉,

restando apenas aqueles da forma 〈0 |a−n a+
n | 0〉.

Isto nos leva ao valor esperado

〈0 |T00| 0〉 =
1

2a

∞∑
n=1

ωn −
m2

2a

∞∑
n=1

cos 2knx

ωn
. (4.11)

A energia total do vácuo no intervalo 0 < x < a será, então:

E0(a) =

∫ a

0

〈0 |T00| 0〉 dx =
1

2

∞∑
n=1

ωn . (4.12)
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pois a contribuição do termo oscilante é nula.

Esta energia dada por (4.12) é o ponto de partida para a construção da teoria do efeito

Casimir. Percebemos, claramente, que esta energia é divergente, então este é o momento de

utilizar os métodos de regularização e renormalização anteriormente comentados, disponíveis

em diversos trabalhos como [38, 39], dentre outros.

Neste capítulo, utilizaremos o chamado método do corte através da introdução de um fator

e−δω no termo do somatório, que será removido quando tomarmos o limite δ → 0. Para o

caso de um campo escalar sem massa, (m = 0), a energia total será

E0(a, δ) =
1

2

∞∑
n=1

ωne
−δωn = −1

2

d

dδ

∞∑
n=1

e−δωn . (4.13)

Sabendo que, em uma progressão geométrica com |q| < 1, temos

∞∑
k=0

qk =
q

1− q
.

Se considerarmos q = e−δπ/a, �caremos com

E0(a, δ) = −1

2

d

dδ

[
e−δπ/a

1− e−δπ/a

]
, (4.14)

que pode ser reescrita em termos dos polinômios de Bernoulli, Bk(x), cuja de�nição é dada

em [40] da forma

ext

et − 1
=
∑
k

Bk(x)
tk−1

k!
.

Assim, a relação (4.13) �ca

E0(a, δ) =
1

2

d

dδ

∞∑
k=0

Bk(1)

k!

[
−δπ
a

]k−1

, (4.15)

E0(a, δ) =
1

2

d

dδ

[
−B0(1)

0!

a

δπ
+
B1(1)

1!
− B2(1)

2!

δπ

a

]
+O(δ3) . (4.16)
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Os valores destes polinômios de Bernoulli são conhecidos[40], sendo B0(1) = 1, B1(1) = −1/2

e B2(1) = 1/6. Inserindo estes valores em (4.16), teremos

E0(a, δ) =
1

2π

a

δ2
− π

24a
+O(δ2) , (4.17)

ou seja, temos agora a energia do vácuo dada pela soma de um termo com singularidade

em δ → 0 e uma quantidade �nita, o que signi�ca que esta expressão para a energia está

regularizada.

Para obtermos a energia renormalizada, devemos comparar o resultado (4.17) com o caso

sem fronteiras. A equação que descreve a evolução do campo escalar, dada por (4.2), sem as

condições de contorno de Dirichlet (4.1) tem agora solução da forma

φ±k (t, x) =

(
1

4πω

)1/2

e±i(ωt−kx) , (4.18)

com ω = (m2 + k2)
1/2, e −∞ < k <∞.

A quantização do campo será realizada agora por meio da relação

φ(t, x) =

∫ [
φ−k (t, x)a−k + φ+

k (t, x)a+
k

]
dk , (4.19)

e as relações de comutação serão agora dadas em termos de funções delta de Dirac δ(k− k′) :

[
ak, a

+
k′

]
= δ(k − k′) , [ak, ak′ ] = 0 ,

[
a+
k , a

+
k′

]
= 0 . (4.20)

Finalmente, o estado de vácuo será rede�nido como

ak |0M〉 = 0 , (4.21)

onde |0M〉 representa o estado de vácuo no espaço-tempo de Minkowski.

Num procedimento análogo ao caso com fronteiras, a densidade de energia do vácuo no

espaço-tempo de Minkowski será

〈0M |T00(x)| 0M〉 =
1

2π

∫ ∞
0

ωdk (4.22)
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e a energia do vácuo será obtida da relação

E0M(−∞,∞) =
1

2π

∫ ∞
0

ωLdk , (4.23)

onde L → ∞ é um parâmetro de renormalização, de maneira que podemos separar o

intervalo (0, a) do intervalo total, e então, comparar essa energia com a relação (4.12), obtida

anteriormente. Teremos, portanto,

E0M(a) =
E0M(−∞,∞)

L
a =

a

2π

∫ ∞
0

ωdk . (4.24)

Novamente, utilizaremos o procedimento de regularização, assim como no caso com

fronteiras, introduzindo uma exponencial de corte na integral. Para o caso sem massa, teremos

a relação

E0M(a) =
a

2π

∫ ∞
0

ke−δkdk =
a

2π

[
− (1 + δk)

e−δk

δ2

]∞
0

, (4.25)

e considerando o termo dominante teremos

E0M(a) =
a

2πδ2
. (4.26)

Por �m, de�nimos a energia renormalizada no intervalo (0, a) na presença de fronteiras

como sendo

Eren0 (a) ≡ lim
δ→0

[E0(a, δ)− E0M(a, δ)] . (4.27)

Então, a energia de Casimir será

E0(a) = − π

24a
. (4.28)

E a força de Casimir será, por de�nição

F(a) = −∂E0(a)

∂a
= − π

24a2
, (4.29)

com o sinal negativo indicando que a força existente entre as fronteiras é atrativa.
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A Fórmula de Abel Plana de Regularização

Quando há a necessidade de considerar casos mais complexos, como outras con�gurações

de espaço-tempo ou de campo, por exemplo, o procedimento realizado anteriormente pode se

tornar bastante trabalhoso. Nestes casos, é muito útil o uso da relação:

∞∑
n=1

F (n) = −1

2
F (0) +

∫ ∞
0

F (x)dx+ i

∫ ∞
0

F (it)− F (−it)
e2πt − 1

dt , (4.30)

que é conhecida como fórmula de Abel Plana[41], que nos possibilita transformar um somatório

divergente em uma integral convergente, quando consideramos funções analíticas que vão para

o in�nito mais lentamente que e(2π−α)|x|, com α > 0.

Quando aplicamos esta relação na energia (4.12), a primeira integral de (4.30) coincide

com a integral em (4.24). Sendo assim, a parte renormalizada da relação (4.30) será

reg
∞∑
n=1

F (n) = −1

2
F (0) + i

∫ ∞
0

F (it)− F (−it)
e2πt − 1

dt , (4.31)

expressão esta que usaremos no cálculo das aproximações deste capítulo.

4.3 Campo Escalar em (3 + 1)−Dimensões

Nesta seção consideramos um campo escalar sem massa, com acoplamento conforme

ξ = 1/6, no espaço-tempo de Minkowski[42]. Investigaremos a energia de Casimir para esta

con�guração quando são satisfeitas as condições de contorno de Robin na superfície de duas

placas paralelas.

As condições de Robin, cujos modos satisfazem tanto as condições de Dirichlet quanto as

de Neumann separadamente, são dadas por

(1 + βmn
µ∂µ)φ(t, ~x) =

(
1 + βm(−1)m−1∂µ

)
φ(t, ~x) = 0 , (4.32)

nos pontos x = a1 e x = a2, onde as placas estão localizadas.
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A equação de Klein-Gordon no espaço-tempo curvo é dada por

(∇α∇α + ξR)φ(t, x) = 0 . (4.33)

Fazendo ξ = 1/6 e considerando o espaço-tempo plano, para o qual R = 0, a equação

(4.33) reduz-se a

∇α∇αφ = ∂2
0φ− ∂2

i φ = 0 . (4.34)

A solução da função φ(t, x) é análoga à obtida a partir de (4.4), com a diferença de que o espaço

é agora tri-dimensional. Se convencionarmos que as placas paralelas estão perpendicularmente

colocadas ao eixo x, devemos ter ω2 = k2 + k2
⊥y + k2

⊥z . Aplicando as condições de contorno

(4.32) no eixo x, obtemos que

X(x) = B (cos(kx)± i sin(kx)) , (4.35)

e consequentemente

∂xX(x) = B (−k sin(kx)± ik cos(kx)) . (4.36)

Deste modo, as relações

sinαm =
1√

k2β2
m + 1

e cosαm =
kβm√
k2β2

m + 1
(4.37)

são satisfeitas.

A solução de (4.33) terá, usando as condições (4.32), a forma

φk(t, ~x) = Aeik⊥x
′−iωt cos(k |x− am|+ αm) , (4.38)

sendo a constante A determinada com o uso da condição de ortonormalização, na região entre

as placas, dada por ∫
φkφ

∗
k′dV =

1

2ω
δ(k⊥ − k′⊥) .
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Neste caso, obteremos o resultado

φk(t, ~x) =
1√

4π2ωa

eik⊥x
′−iωt cos(k |x− am|+ αm)√

1 + 1
ka

sin(ka) cos(ka+ 2αm)
, (4.39)

onde ω2 = k2 + k2
⊥ e αm = kam.

4.4 Densidade de Energia e de Pressão no Vácuo

No espaço-tempo curvo o tensor energia-momento, Tµν , que descreve o conteúdo de

matéria-energia do campo gravitacional, é obtido através da variação da ação clássica com

relação ao tensor métrico gµν da forma

Tµν(x) =
1√
−g

δS

δgµν(x)
(4.40)

sendo S =
∫
L(x)d4x a ação clássica e L = 1

2
(∂µφ∂

µφ+m2φ2 +ξRφ) a densidade Lagrangeana

associada. O tensor energia-momento deve ser covariantemente conservado, ou seja,

∇µT
µν = 0 . (4.41)

Considerando o caso do campo escalar sem massa, com acoplamento conforme ξ = 1/6 e no

espaço plano, as componentes do tensor energia-momento são

T00 =
1

2
∂0φ∂0φ+

1

2
∂1φ∂1φ+

1

2
∂2φ∂2φ+

1

2
∂3φ∂3φ (4.42)

+
1

6
∂1∂1φ

2 +
1

6
∂2∂2φ

2 +
1

6
∂3∂3φ

2 ;

T11 =
1

2
∂0φ∂0φ+

1

2
∂1φ∂1φ−

1

2
∂2φ∂2φ−

1

2
∂3φ∂3φ (4.43)

− 1

6
∂0∂0φ

2 +
1

6
∂2∂2φ

2 +
1

6
∂3∂3φ

2 ;

T22 =
1

2
∂0φ∂0φ−

1

2
∂1φ∂1φ+

1

2
∂2φ∂2φ−

1

2
∂3φ∂3φ (4.44)
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− 1

6
∂0∂0φ

2 +
1

6
∂1∂1φ

2 +
1

6
∂3∂3φ

2 ;

T33 =
1

2
∂0φ∂0φ−

1

2
∂1φ∂1φ−

1

2
∂2φ∂2φ+

1

2
∂3φ∂3φ (4.45)

− 1

6
∂0∂0φ

2 +
1

6
∂1∂1φ

2 +
1

6
∂2∂2φ

2 .

Como o tensor energia-momento possui apenas componentes diagonais, seu valor esperado

tem a forma 〈
0
∣∣T νµ ∣∣ 0〉 = diag(ρ,−p,−p⊥,−p⊥) . (4.46)

A densidade de energia ρ e as pressões efetivas p e p⊥ são calculadas com o uso da expressão

〈0 |Tµν(x)| 0〉 =
∑
µ

{φµ(x), φ∗µ(x)} , (4.47)

com φµ(x) = (φk, φk⊥) sendo um conjunto completo de soluções da equação de campo[43],

considerando a forma bi-linear de Tµν .

Valor Esperado das Componentes do TEM

Para o caso do vácuo, o valor esperado do tensor energia-momento pode ser calculado

através da soma (4.47). Inicialmente, vamos calcular o valor esperado da componente T00,

dada por (4.42) considerando a solução (4.39). Para isto, é necessário o cálculo de cada termo,

que são dados por

〈0 |∂0φ∂0φ| 0〉 =
∑
k

∫
d2k⊥
4π2

ω2 cos2(k |x− am|+ αm)

ωa
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

] ; (4.48)

〈0 |∂1φ∂1φ| 0〉 =
∑
k

∫
d2k⊥
4π2

k2 sin2(k |x− am|+ αm)

ωa
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

] ; (4.49)

〈0 |∂2φ∂2φ| 0〉 =
∑
k

∫
d2k⊥
4π2

k2
⊥2

cos2(k |x− am|+ αm)

ωa
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

] ; (4.50)
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〈0 |∂3φ∂3φ| 0〉 =
∑
k

∫
d2k⊥
4π2

k2
⊥3

cos2(k |x− am|+ αm)

ωa
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

] ; (4.51)

〈
0
∣∣∂1∂1φ

2
∣∣ 0〉 =

∑
k

∫
d2k⊥
4π2

2k2 cos(2k |x− am|+ 2αm)

ωa
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

] ; (4.52)

〈
0
∣∣∂0∂0φ

2
∣∣ 0〉 =

〈
0
∣∣∂2∂2φ

2
∣∣ 0〉 =

〈
0
∣∣∂3∂3φ

2
∣∣ 0〉 = 0 . (4.53)

onde k2
⊥ = k2

⊥2
+ k2

⊥3
.

Quando somarmos os termos (4.48)−(4.53), a componente do tensor pode ser escrita como

〈0 |T00(x)| 0〉 =
∑
k

∫
d2k⊥
8π2

ω2 +
(

2
3
k2 + k2

⊥
)

cos(2k |x− am|+ 2αm)

ωa
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

] , (4.54)

com ω2 = k2 + k2
⊥.

Usando as relações (4.37) devemos ter

cos(2k |x− am|+ 2αm) =
k2a2b2

m − 1

k2a2b2
m + 1

cos(2k |x− am|)−
2kabm

k2a2b2
m + 1

sin(2k |x− am|) (4.55)

e também ∫
d2k⊥g(k⊥) = 2π

∫ ∞
0

k⊥g(k⊥)dk⊥ . (4.56)

Dessa forma, usando (4.55) e (4.56) na expressão (4.54), obteremos

〈0 |T00| 0〉 =
1

4π2

∑
k

∫ ∞
0

dk⊥
k⊥/k

a
√
k2
⊥/k

2 + 1
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

] × · · · (4.57)

Fazendo a seguinte mudança de variáveis:

γ =
k⊥
k

⇒ dγ =
dk⊥
k

,

podemos reescrever o valor esperado como

〈0 |T00| 0〉 =
1

4π2

∑
k

k3

a
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

]× (4.58)

{∫ ∞
0

dγ

[
γ3√
γ2 + 1

+
γ√
γ2 + 1

]
+

∫ ∞
0

dγ

[
2γ

3
√
γ2 + 1

+
γ3√
γ2 + 1

]}
×
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[
k2a2b2

m − 1

k2a2b2
m + 1

cos(2k |x− am|)−
2kabm

k2a2b2
m + 1

sin(2k |x− am|)
]
.

Observamos, neste ponto, que as integrais entre chaves são divergentes. No entanto,

podemos usar algumas condições de renormalização bastante conhecidas na literatura, como

as obtidas em [44], por exemplo, onde temos

reg
∫ ∞

0

yndy√
y2 + 1

=
1

2
√
π

Γ
(
−n

2

)
Γ

(
n+ 1

2

)
(4.59)

como sendo o resultado da regularização das integrais em (4.58), que consequentemente poderá

ser reescrita na forma

〈0 |T00| 0〉 =
1

4π2

∑
k

k3

a
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

] D(ka) × (4.60)

{
1

2
√
π

Γ

(
−3

2

)
Γ (2) +

1

2
√
π

Γ

(
−1

2

)
Γ (1) +

[
1

3
√
π

Γ

(
−1

2

)
Γ (1) +

1

2
√
π

Γ

(
−3

2

)
Γ (2)

]}
,

onde o colchete �nal em (4.58) está representado por D(ka). Os valores das funções Gama

são conhecidos[40], dados por Γ(1) = Γ(2) = 1, Γ(−1
2
) = −2

√
π, e Γ(−3

2
) = 4

√
π

3
, o que resulta

em

〈0 |T00| 0〉 = − 1

12π2

∑
k

k3

a
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

] . (4.61)

Como o valor esperado da densidade de energia ainda depende de um somatório divergente,

usamos aqui a fórmula de Abel-Plana (4.30) discutida em [41], e portanto a soma em (4.61)

será dada por

〈0 |T00| 0〉 = − 1

12π2a4

{
0 +

∫ ∞
0

z3dz + i

∫ ∞
0

[(it)3 − (−it)3] dt
(b1t−1)(b2t−1)
(b1t+1)(b2t+1)

e2t − 1

}
, (4.62)

onde escolhemos inicialmente z = ka. Então, a parte regularizada da expressão acima é

〈0 |T00| 0〉 = − 1

6π2a4

∫ ∞
0

t3dt
(b1t−1)(b2t−1)
(b1t+1)(b2t+1)

e2t − 1
. (4.63)
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Se escolhermos b1 = −b2, a equação (4.63) tomará a seguinte forma

〈0 |T00| 0〉 = − 1

6π2a4

∫ ∞
0

t3dt

e2t − 1
, (4.64)

que é uma integral conhecida na literatura[44]. Então, temos que a densidade de energia no

vácuo é

ρ = 〈0 |T00| 0〉 = − π2

1440a4
. (4.65)

Observamos aqui que este valor é o mesmo que o obtido para os casos de condições de contorno

de Dirichlet e Neumann[45].

A pressão no vácuo será obtida através do cálculo das demais componentes do tensor

energia-momento. Para a componente T11, seguindo o mesmo procedimento usado no cálculo

anterior para a densidade de energia no vácuo, teremos que seu valor esperado é

〈0 |T11| 0〉 =
1

2

∑
k

∫
d2k⊥
4π2

k2

ωa
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

] , (4.66)

que após a mudança de variáveis

γ =
k⊥
k

⇒ dγ =
dk⊥
k

é reescrita na forma

〈0 |T11| 0〉 =
1

4π2

∑
k

k3

a
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

] ∫ ∞
0

dγ
γ√
γ2 + 1

. (4.67)

Feita a renormalização, teremos

〈0 |T11| 0〉 = − 1

4π2

∑
k

k3

a
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

] , (4.68)

e novamente usando a fórmula de Abel-Plana, obtemos

〈0 |T11| 0〉 = − 1

2π2a4

∫ ∞
0

t3dt
(b1t−1)(b2t−1)
(b1t+1)(b2t+1)

e2t − 1
, (4.69)

que com a escolha b1 = −b2 resultará

p = 〈0 |T11| 0〉 = − π2

480a4
, (4.70)



CAPÍTULO 4. EFEITO CASIMIR NO ESPAÇO−TEMPO SDS 55

ou seja, p = 3ρ.

Finalmente, o mesmo desenvolvimento pode ser feito para os valores esperados 〈0 |T22| 0〉

e 〈0 |T33| 0〉, que serão dados por

〈0 |T22| 0〉 =
1

12π2

∑
k

k3

a
[
1 + 1

ka
sin(ka) cos(ka+ 2αm)

] , (4.71)

ou seja, 〈0 |T22| 0〉 = −〈0 |T00| 0〉, e o mesmo vale para 〈0 |T33| 0〉.

4.5 Aproximação de Campo Gravitacional Fraco

Conforme dito anteriormente, o efeito Casimir pode ser entendido, de maneira geral, como

a pressão sobre as superfícies de uma cavidade quando um campo quântico é con�nado em

um volume �nito do espaço. Este efeito deve ter um papel importante em investigações que

vão desde o con�namento de partículas até a estrutura do universo em larga escala[34], por

isso nas últimas décadas tem sido alvo de inúmeros estudos e veri�cações experimentais[45].

As investigações atuais sobre o efeito Casimir estão voltadas, também, para a in�uência

de campos gravitacionais na densidade de energia do vácuo de campos quânticos[36], pois

acredita-se que as modi�cações na densidade de energia induzidas pela gravidade tenham

um papel importante na dinâmica do universo, afetando a constante cosmológica Λ, por

exemplo, ou ainda a questão da validade da teoria da relatividade geral no limite de pequenas

distâncias[46].

Nesta seção, consideramos o problema de duas placas paralelas muito próximas, que podem

ser interpretadas como uma cavidade1, na presença de um campo gravitacional gerado por um

objeto massivo esfericamente simétrico, como um buraco negro, num universo de de Sitter,

ou seja, com Λ > 0. A �gura (4.1) esboça esta con�guração:

1Neste contexto, signi�ca que mesmo sob uma força externa não será deformada.
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Figura 4.1: Cavidade de Casimir no espaço-tempo de Schwarzschild-de Sitter.

Se admitimos a relação entre a massa M , a distância R do centro do buraco negro e a

distância L de separação das placas como sendo R � M � L, nas regiões muito próximas

desse corpo o espaço pode ser considerado localmente plano. De forma geral, fazemos o cálculo

perturbativo ordem à ordem das correções gravitacionais da densidade de energia do vácuo

para o campo con�nado entre as placas, num espaço-tempo estático e levemente curvo, o que

equivale a dizer que estamos na aproximação de campo fraco.

4.5.1 Considerações Sobre o Campo Escalar num Espaço-tempo

Curvo

No caso em consideração, a métrica que descreve o espaço-tempo curvo quadri-dimensional

é dada por

ds2 = −(1 + 2Φ)dt2 + (1 + 2Φ)−1δijdx
idxj ,

que na aproximação de campo fraco pode ser escrita na forma

ds2 = −(1 + 2Φ)dt2 + (1− 2Φ)δijdx
idxj , (4.72)

que recai no caso de Minkowski quando Φ = 0.

Estamos lidando com um campo quântico con�nado em uma cavidade formada por duas
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placas paralelas de área A, separadas por uma distância L, e localizadas a uma distância

radial R do centro da distribuição de massa. Se considerarmos que estas placas estão colocadas

perpendicularmente à direção ûR, e introduzirmos um sistema de referência cartesiano {x, y, z}

em que o eixo-z coincide com a direção ûR, podemos representar a distância entre o centro

do buraco negro e as placas (cavidade) como sendo

r → R + z . (4.73)

O potencial associado ao campo gravitacional é dado por

Φ(r) = −M
r
− Λr2

3
, (4.74)

e considerando a separação L entre as placas assim como sua área A sendo muito pequenas

comparadas com a distância R, poderemos expandir o potencial gravitacional Φ(r) em torno

da direção z, de maneira que

Φ(r) = −M
R

(
1 +

z

R

)−1

− Λ

3
(R + z)2 ' −M

R

(
1− z

R

)
− Λ

3

(
R2 + 2Rz + z2

)
(4.75)

Φ(r) ' −M
R

+
M

R2
z − ΛR2

3
+

2Λ

3
Rz − Λ

3
z2 , 0 6 z 6 L , (4.76)

lembrando que substituimos (4.73) na expressão do potencial gravitacional antes de

realizarmos a expansão.

Podemos ainda separar esta expressão para o potencial gravitacional em função dos termos

que dependem ou não das coordenadas cartesianas, da seguinte forma

Φ(R) = φ0(R) + γz , (4.77)

onde impusemos que cada termo em φ0(R) e em γ devem ser da mesma ordem, sendo dados

por

φ0(R) ' −M
R
− Λ

3
R2 e γ ' M

R2
+

2Λ

3
R +O(M/R)3 . (4.78)



CAPÍTULO 4. EFEITO CASIMIR NO ESPAÇO−TEMPO SDS 58

Substituindo Φ(R) dada por (4.77) na métrica, teremos

ds2 = − (1 + 2φ0 + 2γz) dt2 + (1− 2φ0 − 2γz) δijdx
idxj . (4.79)

Para prosseguirmos nos cálculos, vamos considerar um observador estático w, cuja quadri-

velocidade wµ é de�nida como

wµ =
1√
−g

δtµ . (4.80)

Com relação a este observador serão feitas as medidas.

Algumas Ferramentas Básicas da Teoria de Campos

Se consideramos um campo escalar não-massivo Ψ(x) como objeto de estudo, este deve

obedecer a equação de Klein-Gordon, que no caso sem massa será, quando considerado um

espaço-tempo curvo, dada por

1√
−g

∂µ
[√
−ggµν∂νΨ(x)

]
− ξRΨ(x) = 0 , (4.81)

onde ξ é um parâmetro de acoplamento e R o escalar de curvatura, que no caso do vácuo

(nosso caso, por exemplo) é igual a zero.

Usando a métrica (4.79) na equação de Klein-Gordon, obteremos a equação

− ∂2
t Ψ + (1 + 2φ0 + 2γz)2 δij∂i∂jΨ = 0 , (4.82)

a partir da qual, para cada ordem de aproximação, obteremos as soluções dos modos que

descrevem o campo escalar dentro da cavidade.

De acordo com a teoria quântica de campos em espaços curvos[43], pode-se obter um

conjunto ortonormal de soluções dos modos ψn(~k) a partir da de�nição de produto escalar

dada por

〈ψm, ψn〉 = i

∫
Σ

[(∂µψm)ψ∗n − ψm (∂µψ
∗
n)]1/2

√
(3)g nµd3x , (4.83)
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sendo Σ uma hipersuperfície de Cauchy tipo-espaço, (3)g o determinante da métrica induzida

(projetada) nessa hipersuperfície e n um vetor unitário tipo-tempo ortogonal a Σ, onde

poderemos convenientemente identi�car nµ = wµ e também d3x = dxdydz.

Ainda segundo esta construção, o tensor energia-momento do campo será

Tµν = ∂µψ∂νψ −
1

2
gµνg

ρσ∂ρψ∂σψ . (4.84)

A densidade de energia de Casimir, na qual estamos interessados, tem seu valor médio

(próprio) escrito como

Ēvac =
1

Vp

∫
dxdydz

√
(3)g Evac , (4.85)

com Vp sendo o volume próprio da cavidade, de�nido por

Vp =

∫
dxdydz

√
(3)g . (4.86)

Como a medida é feita pelo observador (4.80), a densidade de energia será dada por

Evac = wµwν 〈0 |Tµν | 0〉 = (−gtt)−1 〈0 |Ttt| 0〉

que pode ser reescrita na forma

Evac = (−gtt)−1
∑
n

∫
dkxdkyTtt [Ψn(k),Ψ∗n(k)] , (4.87)

onde a forma bilinear do tensor Ttt é de�nida, para qualquer ψ(k), como

Ttt [ψ(k), ψ∗(k)] = ∂tψ∂tψ
∗ − 1

2
gttg

ρσ∂ρψ∂σψ
∗ . (4.88)

Com isso, estamos aptos a determinar as correções na densidade de energia do vácuo de

um campo escalar quântico induzidas pela gravidade em uma pequena cavidade de Casimir,

adotando uma aproximação perturbativa ordem à ordem, partindo da ordem zero, o caso

trivial que recai no espaço-tempo plano, indo até ordens mais altas de correção.
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4.5.2 Energia de Casimir na Aproximação de Ordem Zero

Neste caso φ0 = γ = 0, ou seja, esta situação corresponde ao espaço-tempo de Minkowski.

Para essa aproximação, não é necessária uma riqueza maior de detalhes, uma vez que para o

espaço plano já obtivemos, com uma abordagem um pouco diferente, a densidade de energia

de Casimir. Neste caso, temos que as soluções dos modos da equação de Klein-Gordon (4.82)

que satisfazem as condições de contorno de Dirichlet (4.1) em três dimensões são

ψ0,n(~k⊥) =

[
1

(2π)2ω0,nL

]1/2

e−iω0,ntei(kxx+kyy) sin
(nπ
L
z
)
, (4.89)

com n sendo um inteiro e ~k⊥ ≡ (kx, ky). Temos também que

ω2
0,n =

[
k2
x + k2

y +
(nπ
L

)2
]

(4.90)

são as frequências dos modos permitidos dentro da cavidade.

Em ordem zero, temos que gµν = ηµν , assim o tensor Ttt obtido da substituição de (4.89)

na de�nição (4.88) é

Ttt =
1

(2π)2ω0,nL

[
(k2
x + k2

y) sin2
(nπ
L
z
)

+
1

2

(nπ
L

)2
]
. (4.91)

Inserindo esta relação em (4.87) e posteriormente em (4.85), como
√

(3)g = 1 e (−gtt) = 1,

a energia média será obtida da relação

Ēvac,0 =
1

2

∑
n

∫
dkxdky

1

(2π)2Lω0,n

[
k2
x + k2

y +
(nπ
L

)2
]
. (4.92)

Usando a de�nição das frequências (4.90), reescrevemos a fórmula como

Ēvac,0 =
1

2

1

(2π)2L

∑
n

∫
d2k⊥ω0,n(k⊥) . (4.93)

Neste ponto relembramos os procedimentos de regularização e renormalização realizados

anteriormente, que vão desde (4.58) até (4.65). Se reescrevemos

ω0,n(k⊥) =
[
k2
⊥ + η2

]1/2
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e considerarmos a relação (4.56), �caremos com

Ēvac,0 =
1

2

1

(2π)2L

∑
n

2π

∫ ∞
0

k⊥dk⊥

√
k2
⊥ + η2 (4.94)

=
1

2

1

(2π)2L

∑
n

2π

∫ ∞
0

dk⊥ k⊥
k2
⊥ + η2√
k2
⊥ + η2

.

Isto é o mesmo que

Ēvac,0 =
1

2

1

(2π)2L

∑
n

2π

∫ ∞
0

dk⊥
η

 k3
⊥√

k2
⊥
η2 + 1

+
k⊥η

2√
k2
⊥
η2 + 1

 . (4.95)

Fazendo a mudança de variável:

γ =
k⊥
η

⇒ dγ =
dk⊥
η

,

teremos

Ēvac,0 =
1

2

1

(2π)2L

∑
n

2πη3

∫ ∞
0

dγ

[
γ3√
γ2 + 1

+
γ√
γ2 + 1

]
, (4.96)

onde vemos nitidamente que estas integrais divergem para γ → ∞. Usando a regularização

dada na literatura[44], teremos que

Ēvac,0 = −1

3

1

(2π)2L

∑
n

πη3 . (4.97)

Como o somatório é divergente, devemos usar a fórmula de Abel-Plana (4.31), o que resultará

em

Ēvac,0 = − 1

6π2L4

∫ ∞
0

t3

e2t − 1
dt . (4.98)

Usando o resultado desta integral[44], obtemos que a densidade média renormalizada da

energia de Casimir, nesta aproximação de ordem zero, é dada por

(Ēvac,0)ren = − π2

1440L4
, (4.99)

resultado igual ao obtido na seção anterior para o espaço plano.
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4.5.3 Aproximação de Primeira Ordem

Agora, nesta ordem de aproximação, admitimos queR� z, de modo a podermos desprezar

os termos em γ na equação de Klein-Gordon (4.82), que são da ordem de O(M/R)2. Com

isso, teremos

− ∂2
t Ψ + (1 + 2φ0)2 δij∂i∂jΨ = 0 , (4.100)

que pode ser escrita na forma

− (1− 4φ0) ∂2
t Ψ + δij∂i∂jΨ = 0 . (4.101)

Quando impomos as condições de contorno de Dirichlet (4.1) às placas, obtemos o conjunto

de soluções dadas por

ψn(~k⊥) = Nne
−iω1,ntei(kxx+kyy) sin

(nπ
L
z
)
, (4.102)

com Nn sendo uma constante de normalização que será calculada mais adiante. Substituindo

a solução (4.102) na equação de Klein-Gordon (4.101), obtemos que os modos de frequência

correspondentes a esta aproximação são

ω2
1,n = (1 + 4φ0)

[
k2
x + k2

y +
(nπ
L

)2
]
. (4.103)

Os modos ψn são ortonormais com relação ao produto escalar (4.83), ou seja

〈ψm(k1x, k1y), ψn(k2x, k2y)〉 = δ(k1x − k2x)δ(k1y − k2y)δmn . (4.104)

Assim, usando a solução dos modos na de�nição de produto escalar (4.83) podemos obter

a constante de normalização Nn, que é

Nn =

[
1

(1− 4φ0)(2π)2ω1,nL

]1/2

. (4.105)

Usando a solução (4.102) na expressão para a componente Ttt do tensor energia momento,

dada em (4.88), obtemos

Ttt = N2
n(1 + 4φ0)

[
(k2
x + k2

y) sin2
(nπ
L
z
)

+
1

2

(nπ
L

)2
]
. (4.106)



CAPÍTULO 4. EFEITO CASIMIR NO ESPAÇO−TEMPO SDS 63

Em primeira ordem de aproximação, o volume próprio de integração Vp será calculado tomando

Φ = φ0 = constante. Portanto, teremos o seguinte resultado

Vp =

∫
dxdydz

√
(3)g =

∫
dxdydz(1− 2φ0)3/2 ' (1− 3φ0)LA .

Repetindo o procedimento, a densidade média de energia será

Ēvac,1 =
1

Vp

∑
n

∫
dxdydz

√
(3)g(−gtt)−1

∫
d2k⊥Ttt [Ψn(k),Ψ∗n(k)] , (4.107)

que após a substituição de (4.105) em (4.106) e a utilização na equação (4.107), resulta na

seguinte expressão

Ēvac,1 = (1 + 2φ0)
1

2

∑
n

∫
dkxdky

1

(1− 4φ0)(2π)2Lω1,n

[
k2
x + k2

y +
(nπ
L

)2
]
. (4.108)

Agora, usando a de�nição das frequências possíveis (4.103), reescrevemos a expressão

anterior como

Ēvac,1 = (1 + 4φ0)
1

2

1

(2π)2L

∑
n

∫
dkxdky

[
k2
x + k2

y +
(nπ
L

)2
]1/2

,

= (1 + 2φ0)
1

2

1

(2π)2L

∑
n

∫
d2k⊥ω1,n(k⊥) , (4.109)

que é igual à obtida na aproximação anterior, a menos de um fator multiplicativo (1 + 4φ0).

Dessa forma, a densidade média de energia renormalizada em primeira ordem será

(Ēvac,1)ren = −(1 + 4φ0)
π2

1440L4
. (4.110)

No entanto, a coordenada L de separação entre as placas deve ser expressa em termos da

distância própria Lp, medida pelo observador w, que é

Lp =
√
gzzL ' (1− φ0)L . (4.111)

Usando o resultado dado por (4.111) (distância própria), obtemos que a densidade de energia

será dada por

(Ēvac,1)ren = − π2

1440L4
p

, (4.112)
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que é o resultado análogo ao do caso plano, mas lembrando que agora φ0 = −M
R
− ΛR2

3
, o que

signi�ca dizer que esta distância própria Lp carrega consigo o incremento devido à presença

do termo em Λ associado ao espaço-tempo em consideração.

4.5.4 Uma Aproximação em Segunda Ordem

Até o caso anterior, estávamos considerando apenas termos da ordem O(M/R), onde não

foram veri�cadas modi�cações notáveis devido à presença do campo gravitacional, o que se

esperava acontecer, mas o mesmo não deve ocorrer quando considerarmos a segunda ordem

de aproximação e superiores, caso que iremos tratar nesta seção.

Por meio das relações (4.78) para os termos φ0 e γ que compõem o potencial gravitacional

na métrica (4.79), observamos que nos limites assintóticos R → 0 e R → ∞ teremos

divergências. Assim sendo, assumimos que R possa ter qualquer valor intermediário, onde os

termos dependentes de Λ são pequenos para R′s pequenos e dominam os termos em M para

R′s grandes.

Como não assumimos φ0 = 0 ou γ = 0, a equação de Klein-Gordon será

− ∂2
t Ψ + (1 + 2φ0 + 2γz)2 δij∂i∂jΨ = 0 , (4.113)

da qual obteremos uma solução do tipo

Ψn = Nne
−iωntei(kxx+kyy)χ(z) . (4.114)

Por conveniência, vamos rede�nir:

x′α = (1 + φ0)xα , (4.115)

com α = 0, 1, 2, 3. Assim teremos

t′ = (1 + φ0)t e x′i = (1 + φ0)xi .
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Nossa métrica �cará, então,

ds2 = −
[
(1 + φ0)

(
1 +

γz

1 + φ0

)]2

dt2 +

[
(1 + φ0)

(
1 +

γz

1 + φ0

)]−2

δijdxidxj . (4.116)

Reescrevendo também o γ como

γ̄ = γ(1− φ0) , (4.117)

teremos

ds2 = −(1 + 2γ̄z)dt′2 + (1− 2γ̄z)δijdx′idx
′
j , (4.118)

onde gij = −gtt e assim g = −(gtt)2.

A equação de Klein-Gordon no espaço-tempo dado por (4.118) será dada por

− ∂2
t Ψ + (1 + 2γ̄z)2 δij∂i∂jΨ = 0 . (4.119)

Inserindo a solução de Ψ dada por (4.114) em (4.119), encontramos

∂2
zχ(z)− 4γ̄ω2zχ(z) +

[
ω2 − k2

⊥
]
χ(z) = 0 . (4.120)

Fazendo as escolhas seguintes

a = 4γ̄ω2 , b = ω2 − k2
⊥ , u = u(z) = −

(
z − b

a

)
a1/3 , (4.121)

obteremos

du

dz
= −a1/3 ⇒ d

dz
= −a1/3 d

du
⇒ d2

dz2
= a2/3 d

2

du2
,

e com isso (4.120) é reescrita na forma

∂2
uχ(u) + uχ(u) = 0 , (4.122)

que identi�camos como sendo uma equação diferencial de Airy (cilíndrica parabólica), cuja

solução pode ser expressa em termos de funções de Bessel como

χ(u) =
√
u

[
AJ1/3

(
2

3
u3/2

)
+BJ−1/3

(
2

3
u3/2

)]
, (4.123)
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onde a função u(z) é dada por

u(z) =
b− az
a2/3

. (4.124)

Note que a depende de γ̄, que tem a forma γ̄ = γ
1+φ0

. Nesse caso, para pequenos valores

de γ̄, ou seja, quando a contribuição de γ for muito menor que a de φ0, a função u(z) será

muito grande e a solução de χ(u) poderá ser expressa na forma assintótica[34]

χ(u) =

√
3

πu1/2
A sin

(
2

3
u3/2 + ϕ

)
, (4.125)

com A e ϕ constantes.

Impondo as condições de contorno de Dirichlet às placas, teremos

χ(u)z=0 = 0 ⇒ 2

3
u3/2(0) + ϕ = pπ , (4.126)

χ(u)z=L = 0 ⇒ 2

3
u3/2(L) + ϕ = qπ . (4.127)

Fazendo p− q = n = inteiro, vem

2

3

[
u3/2(0)− u3/2(L)

]
= nπ . (4.128)

Substituindo (4.124) na expressão anterior, e realizando uma expansão até terceira ordem em

torno do parâmetro aL
b
, chegamos ao seguinte resultado

b− aL

2
'
(nπ
L

)2

(4.129)

e ao inserirmos os valores de a e de b, chegamos à uma relação que associa as frequências dos

modos permitidos na cavidade (entre as placas) com a frequência da aproximação de ordem

zero, ou seja, do espaço plano:

ω2
n

(
1− 4γ̄L

2

)
' k2

⊥ +
(nπ
L

)2

' (1 + 2γ̄L)

[
k2
x + k2

y +
(nπ
L

)2
]
, (4.130)

ω2
n ' (1 + 2γ̄L)ω2

0 . (4.131)
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Agora, estamos aptos a calcular a densidade média de energia do vácuo, Ēvac,2, porém

ao invés de usar a forma completa de Ttt vamos expandi-la em termos de uma expressão

assintótica de Ψn(k):

Ψn = ψ + δψ +O (M/R)3 (4.132)

com δψ ∼ O (M/R)2 e ψ ∼ O (M/R), condizente com a solução dos modos que já obtivemos

na aproximação anterior.

Feito isto, a forma bilinear de Ttt será expandida da seguinte maneira

Ttt [Ψn(k),Ψ∗n(k)] = Ttt [ψn(k), ψ∗n(k)] + {Ttt [ψn(k), δψ∗n(k)] + · · · }+O (M/R)3 , (4.133)

e assim a densidade média será

Ēvac,2 = Ēvac + δĒvac . (4.134)

Como
√

(3)g = (1− 3γ̄z) e (−gtt)−1 = (1− 2γ̄z), a densidade média de energia será

Ēvac,2 =
1

Vp

∑
n

∫
d2k⊥

∫
dxdydz(1− 3γ̄z)(1− 2γ̄z)Ttt [ψn(k), ψ∗n(k)] , (4.135)

pois consideramos apenas o primeiro termo da expansão bilinear (4.133), equivalente ao termo

em primeira ordem, mas com a constante de normalização modi�cada para

N2
n =

1

(2π)2L(1− 2γ̄L)ωn
.

Introduzindo N2
n na expressão bilinear de primeira ordem e usando a relação de frequências

(4.131), �camos

Ēvac,2 =
1

Vp

∑
n

∫
d2k⊥

1

(1− γ̄L)(2π)2ω0L

∫
dxdydz(1− 5γ̄z)

[
k2
⊥ sin2

(nπ
L
z
)

+
1

2

(nπ
L

)2
]
,

=
AL

2Vp

∑
n

∫
d2k⊥

1

(1− γ̄L)(2π)2ω0L

(
1− 5

2
γ̄L

)[
(k2
x + k2

y) +
(nπ
L

)2
]

=
AL

2Vp

∑
n

∫
d2k⊥

1

(2π)2L

(
1− 3

2
γ̄L

)[
(k2
x + k2

y) +
(nπ
L

)2
]1/2

. (4.136)
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Mas como Vp =
∫
dxdydz

√
(3)g = AL(1− 3/2 γ̄L), teremos

Ēvac =
1

2

1

(2π)2L

∑
n

∫
d2k⊥

[
k2
x + k2

y +
(nπ
L

)2
]1/2

, (4.137)

que tem como resultado, segundo os cálculos realizados para as aproximações anteriores

(Ēvac,)ren = − π2

1440L4
. (4.138)

Mudando para a coordenada própria Lp da cavidade, teremos:

Lp =

∫ L

0

dz(gzz)
1/2 =

∫ L

0

dz(1− 2γ̄z)1/2 =

∫ L

0

dz(1− 2γ̄z) = L

(
1− γ̄L

2

)
, (4.139)

com γ̄L ∼ O(M/R)2 ou menor, obtendo que

Lp ' L

(
1− 1

2
γ̄Lp

)
⇒ Lp ' Lp

(
1− 1

2
γ̄Lp

)
,

e a energia média é portanto

(Ēvac,)ren = − π2

1440L4
p

(1− 2γ̄Lp) . (4.140)

Resta agora obter a correção de ordem γ̄Lp, que pode ser vista quando comparamos a

densidade média de energia na aproximação zero (4.93) com a relação de frequências (4.131),

relembrando

Ēvac,0 =
1

2

1

(2π)2L

∑
n

∫
d2k⊥ω0,n(k⊥) e ω2

n ' (1 + 2γ̄L)ω2
0 .

Isto indica que o termo de correção será γ̄L vezes o resultado do espaço plano, ou seja,

(δĒvac)ren = γ̄Lp

(
− π2

1440L4
p

)
, (4.141)

e então, teremos

(Ēvac,)ren,2 = − [(1− 2γ̄Lp) + (γ̄Lp)]
π2

1440L4
p

(4.142)

(Ēvac,)ren,2 = − π2

1440L4
p

(1− γ̄Lp) . (4.143)
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Finalmente, podemos recuperar o sistema de coordenadas inicial e o γ, obtendo

(Ēvac,)ren,2 = − π2

1440L4
p

(1− φ0 − γLp) . (4.144)

Do resultado (4.144), vemos que mesmo considerando a coordenada própria haverá, nesta

ordem de aproximação, um fator de correção γLp que reduz o valor da densidade de energia

como consequência do campo gravitacional. Consequentemente, a energia de Casimir entre

as placas, de�nida como

ECas = (Ēvac,)ren,2Vp , (4.145)

também será diminuída. Assim, a força de Casimir será

FCas = −∂ECas
∂Lp

= −
[
1− φ0 −

2

3
γLp

]
π2Ap

480Lp4
. (4.146)

Isto signi�ca que a força de atração entre as placas devido ao efeito Casimir será

enfraquecida, com relação ao caso do espaço plano[45], por uma pequena quantidade da

ordem de γLp, já que estamos considerando γ ∼ O(M/R)2. Vale lembrar que, de acordo

com o princípio da equivalência, fenômenos ocorridos na presença de um campo gravitacional

são equivalentes àqueles ocorridos em referenciais acelerados, e isto signi�ca esperar que essa

diminuição da energia do vácuo também ocorra para fronteiras aceleradas, como no caso do

já conhecido efeito Fulling-Davies-Unruh[47], tornando-se desta maneira num possível meio

de medição (observação).



Capítulo 5

Conclusões e Perspectivas

Nesta dissertação tratamos de fenômenos quânticos associados a campos escalares

colocados no espaço-tempo de Schwarzschild-de Sitter. O primeiro fenômeno estudado foi

a dinâmica do buraco negro, na região exterior à massa central, e sua relação com os modos

normais de perturbações escalares, eletromagnéticas e gravitacionais. Estes modos surgem

quando colocamos um desses campos para evoluir na região exterior à massa central do buraco

negro, e esses campos perturbam o espaço ao seu redor. Mostramos como é essa perturbação e

qual é a dependência dos coe�cientes de transmissão e de re�exão com a constante cosmológica.

O efeito Casimir foi estudado no espaço-tempo de Schwarzschild-de Sitter, na aproximação

de campo fraco. Nesse caso, consideramos um campo escalar sem massa con�nado em uma

região entre duas placas paralelas. Mostramos que a energia é dada pelo produto de dois

termos: o primeiro corresponde, formalmente, ao resultado do espaço-tempo de Minkowski,

com a diferença que a separação entre as placas é corrigida pelas grandezas massa e constante

cosmológica; o segundo termo tem uma forma diferente do primeiro, mas também depende

da massa e da constante cosmológica.

Os dois fenômenos estudados, a saber, os modos normais associados a campos externos

(escalar, eletromagnético ou gravitacional) e a energia de Casimir, dependem da constante
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cosmológica, assim como da massa do corpo central (buraco negro). Este resultado mostra de

maneira clara como o campo gravitacional pode alterar a força de Casimir entre duas placas

planas paralelas e descarregadas, mais especi�camente, como esta depende da presença da

constante cosmológica.

Trabalhos futuros podem tratar do efeito Casimir produzido por por outros campos

gravitacionais, tais como Kerr. Soluções cosmológicas também poderão ser consideradas,

tais como Friedmann-Robertson-Walker, com diferentes topologias da seção espacial. Com

relação aos modos normais, estes podem ser investigados também em outros cenários, como

em buracos negros com rotação e em espaços-tempo gerados por defeitos topológicos.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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