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Resumo: Neste trabalho formulamos uma versão do prinćıpio variacional
de pressão no contexto de operadores densidade em mecânica quântica. Tal
prinćıpio relaciona um potencial e um conceito de entropia, que é induzido por
um sistema de funções iteradas quântico (QIFS), de forma análoga ao que é
feito em formalismo termodinâmico com a entropia métrica do operador shift
e um potencial cont́ınuo. Iremos definir um conceito de processo estocástico
quântico induzido por tais QIFS de forma natural, e faremos considerações
sobre funções de Wigner discretas e certos canais quânticos obtidos no nosso
contexto.

Abstract: In this work we formulate a version of the variational principle
of pressure in the context of density operators in quantum mechanics. Such
principle relates a potential and a concept of entropy, which is induced by
a quantum iterated function system (QIFS), in a way which is analogous
to what is done in thermodynamic formalism with the metric entropy of
the shift operator and a continuous potential. We will define a concept of
quantum stochastic process induced by such QIFS in a natural way, and we
make some considerations on discrete Wigner functions and certain quantum
channels obtained in our setting.
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Let us draw an arrow arbitrarily. If as we follow the arrow we find more
and more of the random element in the state of the world, then the arrow is
pointing towards the future; if the random element decreases the arrow points
towards the past...I shall use the phrase ‘time’s arrow’ to express this one
way property of time which has no analogue in space...So far as physics is
concerned, time’s arrow is a property of entropy alone.

Sir Arthur Stanley Eddington
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6.12 Apêndice: cálculo alternativo para o problema de pressão . . . 162

7 Função de Wigner 168
7.1 Relações de Weyl discretas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
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Caṕıtulo 1

Introdução

Um dos objetivos deste trabalho é construir uma versão do Prinćıpio Va-
riacional de Pressão, problema básico do Formalismo Termodinâmico [27],
para o contexto de operadores densidade [24],[26]. Tais operadores são uma
construção fundamental em Mecânica Quântica.

Como motivação, descrevemos brevemente o problema clássico de pressão.

Considere o espaço de śımbolos X = {0, 1}N e seja 0 < θ < 1. Defina a
métrica dθ, tal que se x, y ∈ X então dθ(x, y) = θN , onde N é o maior inteiro
tal que xi = yi, para todo i < N . Seja f : X → R. Denote por Fθ(X) o
espaço das funções Lipschitz com respeito a métrica dθ. O shift é definido
por σ(x1, x2, . . .) := (x2, x3, . . .) e o operador de transferência é

Lf : Fθ(X)→ Fθ(X), (Lfw)(x) =
∑
σ(y)=x

exp [f(y)]w(y)

Temos o seguinte resultado básico [27]:

Teorema 1.0.1 (Ruelle-Perron-Frobenius). Seja f ∈ Fθ(X). Então existe
β autovalor maximal positivo de Lf com uma autofunção estritamente posi-
tiva correspondente g ∈ Fθ(X).

Seja Mσ := o conjunto das probabilidades invariantes para o shift e seja
µ ∈ Mσ. Seja A = {A1, . . . , An} partição de X. Defina a entropia da
partição por

H(A) = −
∑
i

µ(Ai) log µ(Ai)

Defina a entropia do shift relativa a partição A por

h(σ,A) = lim
n→∞

1

n
H(

n−1∨
i=0

σ−iA)
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e então a entropia métrica da medida µ é

hµ(σ) := sup
A
h(σ,A)

No formalismo termodinâmico estamos interessados na grandeza dada pela
entropia mais um potencial:

hµ(σ) +

∫
fdµ

e estamos interessados em saber qual é a medida µ, invariante para o shift, que
maximiza tal grandeza [27]. Tal teoria é bem entendida matematicamente, e
um dos resultados mais importantes é o seguinte:

Teorema 1.0.2 (Prinćıpio variacional de pressão). Seja f ∈ Fθ(X). Então

P (f) := sup
µ∈Mσ

{hµ(σ) +

∫
fdµ} = log β

onde β é o autovalor maximal para Lf . Tal supremo é atingido por uma
única medida de probabilidade σ − invariante.

Agora considere a questão de obter uma versão de tal teorema para o
espaço dos operadores densidade. Dado um espaço de Hilbert H, um opera-
dor densidade sobre este espaço é um operador ρ : H → H que é hermitiano,
positivo, e cujo traço é igual a 1. Uma parte considerável de nossa análise será
sobre sistemas que podem assumir um número finito de estados puros. Desta
forma os operadores podem ser descritos por matrizes finitas. Agora, note
que os operadores densidade não fazem parte do espaço de śımbolos {0, 1}N,
então o operador shift não está definido. Desta forma o operador de trans-
ferência e a entropia definidos acima não fazem sentido no nosso contexto.
Portanto, parte substancial de nosso trabalho será obter novas construções
que permitam demonstrar um resultado semelhante. Iremos provar o seguinte
resultado, dado pelo teorema 6.5.3:

Teorema (Prinćıpio variacional de pressão para matrizes densidade)

hV (W ) +
k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
)
tr(WjρWW

∗
j ) ≤ log β (1.1)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j,

1

β
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j ) =

tr(WjViρWV
∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
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Acima, definimos a entropia de um processo por

hV (W ) := −
k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

k∑
j=1

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
Veremos que tal entropia contém a entropia para cadeias de Markov como
caso particular. Ainda, o número β que aparece em 1.1 é autovalor de

LH(ρ) :=
k∑
i=1

tr(HiρH
∗
i )ViρV

∗
i

Acima os operadores Hi são lineares, e formam um hamiltoniano do tipo
Hρ =

∑
iHiρH

∗
i . Por sua vez os Vi e Wi são lineares, obtidos a partir de um

Quantum Iterated Function System, que será descrito com detalhe.

Outro objetivo deste trabalho é o de fornecer uma definição de processo
estocástico quântico. Veremos que é posśıvel obter uma definição natural a
partir de QIFS, e analisamos algumas de suas propriedades. Ainda, estamos
interessados em desenvolver ferramentas gerais que permitam a análise de
problemas em Computação Quântica. Nossa análise irá considerar, em geral,
apenas uma unidade de informação (qubit), e faremos algumas considerações
quando um número maior de unidades for relevante (via produto tensorial).

No caṕıtulo 2 fornecemos uma definição de processo estocástico quântico
e sobre a classe especial de sistemas de funções iteradas (QIFS) que será
de nosso interesse. Diversas construções feitas ali seguem os trabalhos [24],
[29]. No caṕıtulo 3 falamos do operador de Ruelle e algumas construções
básicas relacionadas com um prinćıpio variacional de pressão. No caṕıtulo 4
analisamos mais caracteŕısticas de IFS e no caṕıtulo 5 definimos a entropia
que iremos usar, bem como outras construções relevantes. Finalmente o
caṕıtulo 6 enuncia e prova uma versão do prinćıpio variacional de pressão
no contexto de matrizes densidade. O caṕıtulo 7 define a função de Wigner
discreta, seguindo [25], e contém algumas relações entre tais funções e os
canais quânticos considerados anteriormente.
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Caṕıtulo 2

Processos estocásticos
quânticos e QIFS

2.1 Probabilidade em mecânica quântica

Seja HN um espaço de Hilbert complexo de dimensão finita N , com um
elemento de tal espaço sendo denotado por |ψ〉. Se um sistema quântico
encontra-se em um certo estado conhecido |ψ〉, dizemos que o sistema está
em um estado puro. Caso contrário, dizemos que o sistema encontra-se
em um estado misturado. Cada sistema quântico possuirá certos estados
puros, fixados ao se definir o problema. Ainda, tais estados são normalizados
de modo que ‖|ψ〉‖2 = 〈ψ|ψ〉 = 1.

Queremos que para qualquer fase α, o elemento |ψ′〉 = eiα|ψ〉 descreva o
mesmo estado f́ısico que |ψ〉. Então identificamos tais estados, e portanto o
espaço de estados puros, denotado por PN , possui 2N−2 dimensões reais.
Topologicamente, ele pode ser representado pelo espaço projetivo complexo
CPN−1 com a métrica de Fubini-Study, dada por

DFS(|φ〉, |ψ〉) := arccos|〈φ|ψ〉|.

Um qubit é um vetor unitário em um espaço vetorial complexo de di-
mensão 2,

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉,

onde |α|2 + |β|2 = 1 (i.e., 〈ψ|ψ〉 = 1). Podemos reescrever tal equação como

|ψ〉 = eiγ(cos
θ

2
|0〉+ eiφsin

θ

2
|1〉),
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onde θ, φ, γ são números reais. Como trabalhamos no espaço projetivo, o
fator eiγ pode ser ignorado e então podemos escrever

|ψ〉 = cos
θ

2
|0〉+ eiφsin

θ

2
|1〉

Os números θ e φ definem um ponto na esfera unitária tridimensional. Tal
esfera é chamada esfera de Bloch e fornece uma maneira útil de visualizar
o estado de um qubit. No entanto, não existe uma generalização simples da
esfera para múltiplos qubits.

Observação Pelo que observamos acima, podemos dizer que o espaço
de estados puros é CPn, para algum n. Determinar o valor de n depende
da natureza do experimento f́ısico que estamos modelando. Por exemplo,
considere uma part́ıcula de spin 1/2, um exemplo de sistema de dois ńıveis.
O espaço de estados de tal sistema é CP1. Para um sistema de N ńıveis,
o formalismo quântico trata cada qudit (um estado que é sobreposição de d
estados puros) da mesma forma, mas o seu significado depende do problema
(por exemplo, temos um átomo com N ńıveis relevantes de energia). Por
exemplo, é posśıvel utilizar outras unidades de informação quântica, como
por exemplo o qutrit, escrito na forma

|ψ〉 = α|1〉+ β|1〉+ γ|2〉,

ou seja, desta vez consideramos sobreposições de 3 estados base.

♦

Seja HN um espaço de Hilbert de dimensão N , denote por 〈·, ·〉 o produto
interno. Em geral, vamos considerar que HN = CN . Um vetor em CN será
denotado por ψ = |ψ〉 e o seu dual por ψ∗ = 〈ψ| de forma que

(〈ψ|)η〉 := 〈ψ|η〉 := 〈ψ, η〉

Com tal notação segue que uma projeção pode ser escrita como

|ψ〉〈ψ| : CN → CN , (|ψ〉〈ψ|)|η〉 := |ψ〉〈ψ|η〉 = 〈ψ|η〉|ψ〉

Denote por ρ∗, ou por ρ†, o adjunto de ρ : HN → HN . Dizemos que
ρ : HN → HN é hermitiano se ρ = ρ∗. Dizemos que um operador hermitiano
P : HN → HN é positivo, denotado por P ≥ 0, se

〈Pv, v〉 ≥ 0, ∀v ∈ HN
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Definição Um operador densidade é um operador ρ agindo em HN ,
com ρ = ρ†, ρ ≥ 0, trρ = 1. Tais operadores são também chamados de
matrizes densidade. Denote o espaço de operadores densidade por MN .

Um estado misturado ρ pode ser escrito como

ρ =
k∑
i=1

pi|ψi〉〈ψi|, (2.1)

onde os pi são números positivos com
∑

i pi = 1, os ψi tem norma igual a 1 e
são ortogonais entre si. Um estado puro será representado por uma projeção
em um dos estados, ou seja,

ρ = |ψi〉〈ψi|
para algum i. Lembre que um estado puro é tal que seu operador densidade
associado satisfaz tr(ρ2) = 1. Se um estado é misturado, temos apenas
tr(ρ2) < 1. Ainda, um operador será um operador densidade se, e somente
se, seu traço for igual a 1 e se tal operador for positivo [26].

Exemplo 2.1.1 Suponha que a evolução de um sistema quântico é descrita
por um operador unitário U em um espaço de Hilbert de dimensão finita. Se o
sistema encontra-se em um estado |ψi〉 com probabilidade pi então depois que
a evolução ocorreu, o sistema estará no estado U |ψi〉 com probabilidade pi.
Portanto, a evolução de um operador densidade dado por ρ =

∑
i pi|ψi〉〈ψi|

é descrita por

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|
U7→
∑
i

piU |ψi〉〈ψi|U † = UρU †.

♦

Definição A entropia de von Neumann de um sistema quântico
descrito por uma matriz densidade ρ é definida por

S(ρ) := −tr(ρ log ρ)

Se λi são os autovalores de ρ então a entropia de von Neumann pode ser
escrita como

S(ρ) = −
∑
i

λi log λi (2.2)

Ressaltamos que tal entropia não possui nenhuma caracteŕıstica dinâmica.

A entropia é não negativa, e será igual a zero se, e somente se, o estado
for puro. Além disso, em um espaço de Hilbert de dimensão d, a entropia
é no máximo igual a log d. A entropia será igual a log d se, e somente se, o
sistema estiver no estado de mistura máxima ρ∗ = I/d.
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2.2 Processos estocásticos quânticos

Nesta seção descrevemos uma conhecida definição de processos estocásticos
quânticos. A construção básica, baseada em observáveis e instrumentos,
segue [29].

Definição Um espaço de estados é um par (V,K), onde

1. V é um espaço de Banach real com norma ‖ · ‖.

2. K é um cone fechado em V (αu+ βv ∈ K, u, v ∈ K, α, β ≥ 0).

3. Se u, v ∈ K então ‖u‖+ ‖v‖ = ‖u+ v‖

4. Se u ∈ V e ε > 0 então existem u1, u2 ∈ K tais que u = u1 − u2 e
‖u1‖+ ‖u2‖ < ‖u‖+ ε.

Definição Se (V,K) é um espaço de estados então existe um único fun-
cional linear positivo τ : V → R tal que τ(u) = ‖u‖ se u ∈ K, e τ(u) ≤ ‖u‖
se u ∈ V . Além disso, dizemos que u ∈ K é um estado se τ(u) = 1.

Exemplo 2.2.1 Mecânica quântica sobre um espaço de Hilbert. Seja H um
espaço de Hilbert de dimensão finita e seja V o espaço dos operadores au-
toadjuntos em H. Seja K o conjunto dos operadores positivos em V . Neste
caso temos τ(B) = tr(B) para todo B operador em V .

♦

Definição Um espaço de fase é um espaço mensurável (Ω,Σ) onde Ω
representa o conjunto dos resultados posśıveis para uma medição e Σ é uma
σ-álgebra de subconjuntos de Ω.

Seja V ∗ o espaço dual de V . Introduza uma ordem parcial em V ∗ defi-
nindo φ ≥ ψ se, e somente se, φ(u) ≥ ψ(u), para todo u ∈ K.

Definição Um efeito é uma aplicação φ ∈ V ∗ tal que 0 ≤ φ ≤ τ .
Denotamos o espaço de efeitos por E ⊂ V ∗.

Definição Dizemos que x : Σ→ E é um observável se x é uma medida
que toma valores no conjunto de efeitos, tal que x(Ω) = τ .

Se E ∈ Σ, u ∈ K e τ(u) = 1 então x(E)u pode ser interpretado como
sendo a probabilidade de que o resultado da medição da quantidade f́ısica re-
presentada por x, preparada no estado u, pertença ao conjunto E. No caso de
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mecânica quântica em um espaço de Hilbert, efeitos podem ser identificados
com operadores limitados A tais que 0 ≤ A ≤ 1 pela fórmula

φA(W ) = tr(AW ).

Definição Uma operação é um operador linear positivo T : V → V
que satisfaz 0 ≤ τ(Tu) ≤ τ(u) para todo u ∈ K. O espaço de operações será
denotado por O.

Definição Uma medida com valores em operações, ou um OVM
sobre um espaço de fase é uma aplicação J : Σ→ O tal que se {En} for uma
sequência de conjuntos disjuntos em Σ, então J (∪En) =

∑
J (En).

Definição Seja J : Σ → O um OVM, então dizemos que J é um ins-
trumento se

τ(J (Ω)u) = τ(u),∀u ∈ V. (2.3)

Interpretamos tal noção da seguinte maneira. Seja J um instrumento,
E ∈ Σ, u ∈ K. Se u é o estado do sistema no instante anterior à medição e
o instrumento J determina um valor em E então o estado resultante é dado
por

J (E)u

τ(J (E)u)
(2.4)

Observamos que para cada instrumento J , existe um único observável
xJ : Σ → E tal que τ(J (E)u) = xJ (E)u, E ∈ Σ, u ∈ K. Ainda, é posśıvel
que dois instrumentos diferentes correspondam ao mesmo observável.

Os seguintes são exemplos de instrumentos.

Exemplo 2.2.2 Seja H um espaço de Hilbert, e F(H) o espaço dos opera-
dores autoadjuntos A em H tais que∑

k∈N

〈ek, Aek〉 <∞

e possuem o mesmo valor em qualquer base ortonormal {ek}k∈N de H.
Seja Ω = {1, . . . , N}, ou Ω = N, seja {Pi}i∈Ω uma famı́lia de projeções

ortogonais em H tais que I =
∑

i Pi. Defina

T : Σ→ O
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xT : Σ→ E

como sendo
T (E)ρ :=

∑
i∈E

PiρPi, (2.5)

xT (E)ρ :=
∑
i∈E

τ(Piρ), (2.6)

para todo E ⊂ Ω e ρ ∈ F(H).

♦

Exemplo 2.2.3 Seja H um espaço de Hilbert, Ω um espaço topológico, Σ
σ-álgebra de Ω e m uma medida em (Ω,Σ). Seja {Pa}a∈Ω uma famı́lia
de projeções em H, tais que a aplicação a → Pa é fortemente cont́ınua e∫

Ω
Padm(a) = I. Então defina

T : Σ→ O

xT : Σ→ E

como sendo

T (E)ρ :=

∫
E

PaρPadm(a) (2.7)

xT (E)ρ :=

∫
E

τ(Paρ)dm(a), (2.8)

para todo E ⊂ Ω e ρ ∈ F(H).

♦

Exemplo 2.2.4 Seja X um espaço de Hausdorff localmente compacto, V o
espaço das funções contavelmente aditivas na σ-álgebra de Borel B(X) de
X munido com a norma de variação total. Seja K o conjunto das medidas
não-negativas de V . Seja (Ω,Σ) = (X,B(X)). Então

T (E)µ(A) = µ(A ∩ E), (2.9)

para µ ∈ V , A,E ∈ Σ é um instrumento, e o observável correspondente é

xT (E)µ = µ(E) (2.10)

♦
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Definição Um processo estocástico quântico (quantum stochastic
process, QSP) é uma famı́lia arbitrária de instrumentos {It}t∈I. O parâmetro
t pode ser interpretado como sendo o tempo f́ısico. Seja I = Z ou I = R
para tempo discreto ou cont́ınuo, respectivamente.

As distribuições de dimensão finita do processo são medidas µut0,...,tn−1

definidas em (Ωn, B(Ωn)) como sendo as extensões naturais das funções dadas
por

µut0,...,tn−1
(E0 × · · · × En−1) = τ((Ttn−1(En−1) ◦ Ttn−2(En−2) ◦ · · · ◦ Tt0(E0))u),

(2.11)
onde n ∈ N, t0 < · · · < tn−1, ti ∈ I, u ∈ V e E0, . . . , En−1 ∈ Σ. O
significado de tal expressão é o seguinte: µut0,...,tn−1

(E0 × · · · ×En−1) é a pro-
babilidade conjunta de que medições sucessivas do sistema pelos instrumen-
tos T0, . . . , Tn−1 nos instantes t0, . . . , tn−1 produzam valores em E0, . . . , En−1,
quando o estado de pré-medição for u.

Definição Dizemos que um QSP é Markov se existe uma famı́lia de
transições de probabilidade {Ps,t}s<t tais que

µut0,...,tn−1
(E0 × · · · × En−1)

=

∫
E0

∫
E1

· · ·
∫
En

Ptn−1,tn(yn−1, dyn) · · ·Pt0,t1(y0, dy1)µut0(dy0) (2.12)

para todo t0 < . . . < tn, ti ∈ I, u ∈ V , E0, . . . , En ∈ Σ. Uma transição de
probabilidade é uma aplicação P : Ω×Σ→ R tal que P (·, E) é mensurável
para todo E ∈ Σ e P (x, ·) é uma medida de probabilidade para todo x ∈
Ω. Um QSP Markov é homogêneo se as transições de probabilidade Ps,t
dependem apenas da diferença t− s.

Observação Em contraste com a teoria clássica de processos estocásticos,
as transições de probabilidade de um QSP Markov não satisfazem em geral
a equação de Chapman-Kolmogorov (ver seção 2.7).

♦

Definição Se o espaço de fase (Ω,Σ) está munido com a medida de Borel
m, uma transição de probabilidade P pode ter a forma

P (x,E) =

∫
E

p(x, y)dm(y) (2.13)

onde p : Ω× Ω → R+ é uma função de transição, ou seja, uma aplicação
mensurável tal que

∫
Ω
p(x, y)dm(y) = 1.
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Considere um sistema que é medido sucessivamente por um instrumento
I. Assuma que tal evolução é descrita por um grupo G = {Tt}t∈I de auto-
morfismos isométricos de V . Então a evolução do sistema pode ser descrita
pelo QSP {It}i∈I, onde It = ITt é um instrumento transformado, ou seja,

It(E) = T−1
t ◦ I(E) ◦ Tt (2.14)

para E ∈ Σ. Denotaremos tal processo por C(G, I).

Exemplo 2.2.5 (Instrumento nuclear) Seja (V,K) um espaço de estados,
(Ω,Σ) um espaço de fase e x um observável. Seja φ : Ω → V um operador
x-mensurável, x-essencialmente limitado. Então a fórmula

I(E) =

∫
E

φdx, E ∈ Σ (2.15)

define um instrumento. Ainda, se m é uma medida em (Ω,Σ), dizemos que
x é absolutamente cont́ınua com respeito a m (ver [29]) se existir uma
função mensurável f : Ω→ E tal que∫

Ω

fdm = τ (2.16)

e

x(E) =

∫
E

fdm, E ∈ Σ (2.17)

Neste caso, (2.15) assume a forma

I(E)u =

∫
E

(f(a)u)φ(a)dm(a), E ∈ Σ, u ∈ V (2.18)

♦

A seguinte proposição possui demonstração em [29].

Proposição 2.2.6 Seja I um instrumento nuclear absolutamente cont́ınuo e
seja G = {Tt}t∈T um semigrupo de automorfismos isométricos sobre o espaço
de estados V . Então o processo C(G, I) é um processo de Markov quântico
homogêneo com função de transição dada por

pt(a, b) = f(b)(Tt(φ(a))) (2.19)

Os seguintes são exemplos de processos de Markov quânticos.
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Exemplo 2.2.7 Seja T o instrumento do exemplo 2.2.4,

T (E)µ(A) = µ(A ∩ E), (2.20)

e seja Θ : X → X uma aplicação mensurável. Então Θ gera o automorfismo
TΘ : V → V , TΘ(µ)(A) = µ(Θ−1(A)), para µ ∈ V , A ∈ B(X). O processo
C(TΘ, T ) é um processo de Markov quântico e sua transição de probabilidade
é dada por P (x,E) = χE(Θx), para x ∈ X, E ∈ B(X).

♦

Exemplo 2.2.8 Seja T o instrumento dado no exemplo 2.2.2 ou 2.2.3, tal
que cada Pa é atômico, a ∈ Ω, ou seja, Pa = |αa〉〈αa|, para algum |αa〉 ∈ H.
Assuma que o sistema evolui de acordo com TU(ρ) = U−1ρU , para algum
operador unitário U . Segue que C(TU , T ) é um processo de Markov quântico
homogêneo com função de transição dada por

p(a, b) = tr(PbU
−1PaU)/D, (2.21)

onde D = 〈αa|αa〉. Consequentemente,

p(a, b) = |〈αb|U |αa〉|2/D (2.22)

♦

2.3 IFS clássicos

Definição Seja Ω um espaço métrico compacto e fi : Ω → Ω, pi : Ω →
[0, 1], i = 1, . . . , k, tais que para cada x ∈ Ω a condição

∑k
i=1 pi(x) = 1 é

satisfeita. Chamamos o conjunto FCl = {Ω, fi, pi : i = 1, . . . , k} de sistema
de funções iteradas (iterated function system, IFS).

Entendemos as funções fi dadas acima como sendo aplicações clássicas
que agem aleatoriamente em Ω, com probabilidades pi.

Seja M1(Ω) o espaço de probabilidades em Ω. Associado ao IFS FCl
temos o operador de Markov P :M(Ω)→M(Ω),

(Pµ)(B) =
k∑
i=1

∫
f−1(B)

pi(x)dµ(x),

onde B é um subconjunto mensurável de Ω.

Definição Seja d a métrica em Ω. Um IFS é hiperbólico se, para todo
i = 1, . . . , k,
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1. d(fi(x), fi(y)) ≤ Lid(x, y), para algum Li < 1, ∀x, y ∈ Ω.

2. |pi(x)−pi(y)| ≤ Kid(x, y)α, para algum α ∈ (0, 1], Ki ∈ R+, ∀x, y ∈ Ω.

3. pi(x) > 0, ∀x ∈ Ω.

O operador de Markov associado a um IFS hiperbólico possui uma única
medida de probabilidade invariante, isto é, µ∗ tal que Pµ∗ = µ∗.

2.4 Exemplos de IFS

Exemplo 2.4.1 Seja Ω = [0, 1], k = 2, p1 = p2 = 1/2 e as transformações
afins f1(x) = x/3, f2(x) = x/3 + 2/3, x ∈ Ω. Ambas as funções são
contrações, com constantes de Lipschitz L1 = L2 = 1/3 < 1, portanto este
IFS é hiperbólico. Portanto existe uma única medida invariante atrativa µ∗.

♦

Exemplo 2.4.2 Como antes, Ω = [0, 1], k = 2 e f1(x) = x/3, f2(x) =
x/3 + 2/3, x ∈ Ω. Defina p1(x) = x, p2(x) = 1 − x. Este IFS não é
hiperbólico, mas ainda assim uma única medida invariante existe.

♦

Exemplo 2.4.3 Ω = [0, 1] × [0, 1] ⊂ R2, k = 4, p1 = p2 = p3 = p4 = 1/4.
Considere as seguintes transformações afins:

f1

(
x
y

)
=

(
1/3 0
0 1

)(
x
y

)
, f2

(
x
y

)
=

(
1/3 0
0 1

)(
x
y

)
+

(
2/3
0

)

f3

(
x
y

)
=

(
1 0
0 1/3

)(
x
y

)
, f4

(
x
y

)
=

(
1 0
0 1/3

)(
x
y

)
+

(
0

2/3

)
Este IFS também não é hiperbólico, já que as transformações fi não são
globalmente contrativas. Tal IFS também admite uma medida invariante.

♦

Exemplo 2.4.4 Ω = S2. Seja k = 2, p1 = p2 = 1/2, seja f1(θ, φ) =
(θ, φ + ξ1) (rotação em torno do eixo z de ângulo ξ1) e f2 uma rotação de
ângulo ξ2 em torno de um eixo inclinado por um ângulo β como respeito ao
eixo z. Ambas aplicações são isometrias, portanto este IFS não é hiperbólico.
A medida de Lebesgue em [0, 1] é ume medida invariante para este IFS.
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♦

Exemplo 2.4.5 Ω = [0, 1], k = 2, p1 = p2 = 1/2, f1(x) = 2x para x < 1/2
e f1(x) = 2(1− x) para x ≥ 1/2. f2(x) = 2x para x < 1/2 e f2(x) = 2x− 1
para x ≥ 1/2. Ambas aplicações são expansivas, portanto este IFS não é
hiperbólico. A medida de Lebesgue em [0, 1] é uma medida invariante para
este IFS.

♦

2.5 IFS quânticos

Definição Sejam Vi : HN → HN , Wi : HN → HN , i = 1, . . . , k operadores
lineares invert́ıveis, com

∑
W †
iWi = I. Defina Fi : PN → PN , i = 1, . . . , k

como sendo

Fi(|φ〉) :=
Vi(|φ〉)
‖Vi(|φ〉)‖

.

Defina também pi : PN → [0, 1], i = 1, . . . , k,

pi(|φ〉) := ‖Wi(|φ〉)‖2.

Chamamos o conjunto FN = {PN , Fi, pi : i = 1, . . . , k} de QIFS para
estados puros.

Note que na definição acima, vale a condição
∑

i pi(|φ〉) = 1. Ainda, tais
QIFS não podem ser hiperbólicas, pois as aplicações Fi não são contrações
com respeito a métrica de Fubini-Study em PN .

Para poder definir IFS para estados misturados, consideramos o espaço
MN dos operadores densidade para descrever tais estados.

Definição Sejam Gi : MN → MN , pi : MN → [0, 1], i = 1, . . . , k e tal
que

∑
i pi(ρ) = 1. Chamamos o conjunto

FN = {MN , Gi, pi : i = 1, . . . , k} (2.23)

de QIFS para estados misturados.
A definição acima é mais geral do que a anterior porque, em particular,

Gi e pi podem ser definidos por

Gi(ρ) :=
ViρV

†
i

tr(ViρV
†
i )

(2.24)
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e
pi(ρ) := tr(WiρW

†
i ) (2.25)

Portanto cada QIFS definido em PN pode ser estendido de forma a ser
um QIFS em MN .

Definição Um QIFS é homogêneo se pi e Gipi são aplicações afins,
i = 1, . . . , k. Um QIFS de estados misturados é homogêneo se Vi=Wi, i =
1, . . . , k. O QIFS segundo a definição geral (i.e., quando Wi 6= Vi) será dito
não homogêneo.

Aqui podemos definir como no caso clássico o operador de Markov P :
M(MN)→M(MN),

(Pµ)(B) =
k∑
i=1

∫
G−1
i (B)

pi(ρ)dµ(ρ),

Definimos também Λ :MN →MN ,

Λ(ρ) :=
k∑
i=1

pi(ρ)Gi(ρ)

Se a QIFS é homogênea, temos

Λ(ρ) =
∑
i

ViρV
†
i (2.26)

Teorema 2.5.1 Um estado misturado ρ é Λ-invariante se, e somente se,

ρ =

∫
MN

xdµ(x), (2.27)

para alguma medida P -invariante µ.

A seção 4.5 contém a demonstração do teorema acima, que requer algumas
construções preliminares.

Para definirmos QIFS hiperbólicos, precisamos especificar uma distância
no espaço de estados quânticos misturados. Três possibilidades são as se-
guintes:

DHS(ρ1, ρ2) =
√
tr[(ρ1 − ρ2)2]

Dtr(ρ1, ρ2) = tr
√

(ρ1 − ρ2)2
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DBures(ρ1, ρ2) =

√
2{1− tr[(ρ1/2

1 ρ2ρ
1/2
1 )1/2]}

Tais métricas geram a mesma topologia emM. Munindo o espaço de es-
tados misturados com uma métrica usamos uma definição de hiperbolicidade
análoga a do caso para IFS.

Definição Um QIFS é hiperbólico se as aplicações quânticas Gi forem
contrações com respeito a uma das distâncias emMN e se as pi forem Hölder-
cont́ınuas e positivas.

Proposição 2.5.2 Se um QIFS (2.23) é homogêneo e hiperbólico então o
operador de Markov associado P possui uma única medida invariante µ. Tal
medida invariante determina um único estado Λ-invariante ρ ∈ MN , dado
por (2.27).

A seção 4.5 contém a demonstração da proposição acima.

2.6 Exemplos de QIFS

Exemplo 2.6.1 Seja Ω = PN = CPN−1, k = 2, p1 = p2 = 1/2, F1(|ψ〉) =
U1(|ψ〉), F2(|ψ〉) = U2(|ψ〉), onde os Ui são unitários. Neste caso ambas
aplicações são isometrias. Portanto a medida Riemanniana natural (Fubini-
Study) em PN é invariante, mas sua unicidade depende de U1 e U2.

♦

Exemplo 2.6.2 Ω =MN , k = 2, p1 = p2 = 1/2, G1(ρ) = U1ρU
†
1 , G2(ρ) =

U2ρU
†
2 . A matriz identidade normalizada, ρ∗ = I/N é Λ-invariante, indepen-

dentemente da forma dos operadores unitários U1 e U2. Note que podemos
escrever

ρ∗ =

∫
MN

ρdµ(ρ)

onde a medida µ, distribuida uniformemente sobre PN (a medida de Fubini-
Study), é P -invariante.

♦

Exemplo 2.6.3 Seja Ω =MN , k = 2, p1 = p2 = 1/2, G1(ρ) = (ρ+ 2ρ1)/3,
G2(ρ) = (ρ+ 2ρ2)/3, onde escolhemos os projetores ρ1 = |1〉〈1| e ρ2 = |2〉〈2|
de modo que sejam ortogonais. Como G1 e G2 são contrações (com constante
de Lipschitz 1/3), este QIFS é hiperbólico e portanto existe uma única medida
invariante.
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♦

Definição Uma aplicação Λ é completamente positiva, CP, se Λ⊗I for
positiva para qualquer extensão do espaço de Hilbert inicialHN → HN⊗HE.

Sabemos que toda aplicação CP que preserva o traço pode ser represen-
tada (de forma não única) na forma

ΛK(ρ) =
k∑
j=1

VjρV
†
j , com

k∑
j=1

V †j Vj = I,

onde os Vj são operadores lineares. Chamamos tal forma de forma de

Stinespring-Kraus. Se além disso, temos
∑k

j=1 VjV
†
j = I, então Λ(I/N) =

I/N e a aplicação Λ é dita unitária. Esse é o caso se cada um dos Vj é

normal: VjV
†
j = V †j Vj.

Definição Uma aplicação CP unitária e que preserva o traço é dita bies-
tocástica.

Um exemplo de aplicação biestocástica é

ΛU(ρ) =
k∑
i=1

piUiρU
†
i ,

onde os Ui são operadores unitários e
∑

i pi = 1.

Note que fazendo Gi(ρ) = UiρU
†
i , temos que o exemplo 2.6.2 faz parte

dessa classe de QIFS. Chamaremos tais QIFS de unitários. Para um QIFS
unitário, temos que ρ∗ é um estado invariante para ΛU e também que δρ∗ é
invariante para o operador de Markov PU induzido por essa QIFS.

Definição Dizemos que matrizes unitárias de mesma dimensão possuem
diagonais em blocos comuns se elas forem diagonais em bloco na mesma
base, e com os mesmos blocos.

Proposição 2.6.4 Assuma que pi, i = 1, . . . , k são estritamente positivos.
Então o estado de mistura máxima ρ∗ é o único estado invariante para o
operador ΛU se, e somente se, os operadores unitários Ui, i = 1, . . . , k não
forem diagonais em blocos comuns.

Para provar a proposição, precisamos de um lema.
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Lema 2.6.5 Seja U = (Unm)n,m=1,...,N uma matriz unitária de ordem N .
Suponha que existem dois conjuntos não vazios de ı́ndices A e B tais que
A ∪B = I := {1, . . . , N} e A ∩B = ∅. Então Unm = 0 para n ∈ A e m ∈ B
implica Unm = 0 para n ∈ B e m ∈ A.

Prova do lema Calculamos o número de elementos do conjunto A:

|A| =
∑
n∈A

∑
m∈I

|Unm|2 =
∑
n∈A

∑
m∈A

|Unm|2 +
∑
n∈A

∑
m∈B

|Unm|2

=
∑
n∈A

∑
m∈A

|Unm|2 =
∑
n∈I

∑
m∈A

|Unm|2 −
∑
n∈B

∑
m∈A

|Unm|2

= |A| −
∑
n∈B

∑
m∈A

|Unm|2,

e portanto
∑

n∈B
∑

m∈A |Unm|2 = 0.

�

Prova da proposição Sejam Ui, i = 1, . . . , k diagonais em bloco na base co-
mum a elas, e sejam α1, . . . , αL as dimensões dos blocos, onde

∑L
j=1 αj = N .

Defina, para σj quaisquer tais que
∑L

j=1 σj = 1, a seguinte matriz densidade
diagonal:

ρ :=
L⊕
j=1

σj
αj

1αj

Então UiρU
†
i = ρ para cada i = 1, . . . , k. Portanto ρ é ΛU -invariante e δρ é

uma medida PU -invariante em PN para uma escolha arbitrária de (σj)j=1,...,L.
Reciprocamente, seja ρ um estado invariante para ΛU tal que ρ 6= ρ∗.

Então ρ pode ser escrito na forma

ρ =
N∑
n=1

σn|Ψn〉〈Ψn|,

onde |Ψm〉 ∈ PN , 〈Ψn|Ψm〉 = δmn, n,m = 1, . . . , N , e σ1 ≤ σ2 ≤ · · · ≤ σN ,
σ1 < 1/N .

Para γ ∈ [0, 1], defina o operador densidade

ργ := γρ+ (1− γ)ρ∗ =
N∑
n=1

σ′n|Ψn〉〈Ψn|,
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onde σ′n := γσn + (1 − γ)/N , n = 1, . . . , N . Então ργ também é um estado
invariante para ΛU . Seja

γ :=
1

1− σ1N

Tal escolha implica σ′1 = 0 e
∑N

n=1 σ
′
n = 1. Assuma que σ′n = 0 para

n = 1, . . . , n′ e σ′n > 0 para n = n′ + 1, . . . , N , onde n′ ≥ 1. A equação
ΛU(ργ) = ργ pode ser reescrita na forma

σ′n =
k∑
i=1

pi

N∑
m=1

|(Ui)nm|2σ′m,

onde (Ui)nm, n,m = 1, . . . , N são os elementos das matrizes Ui, i = 1, . . . , k
na base (|Ψn〉)n=1,...,N .

Para n = 1, . . . , n′, obtemos

0 =
k∑
i=1

pi

N∑
m=n′+1

|(Ui)nm|2σ′m.

Portanto, (Ui)nm = 0 para n = 1, . . . , n′ e m = n′+1, . . . , N . Usando o lema,
deduzimos que (Ui)nm = 0 para n = n′+ 1, . . . , N e m = 1, . . . , n′. Portanto,
os Ui, i = 1, . . . , k são diagonais em blocos comuns.

�

Exemplo 2.6.6 Seja Ω = P2, U1 = I, U2 = σ1, U3 = σ2, U4 = σ3, p1 =
1− p, p2 = p3 = p4 = p/3 > 0, onde

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
são as matrizes de Pauli. Como tais matrizes não são diagonais em blocos
comuns, o estado de mistura máxima ρ∗ é o único estado invariante de

ΛU(ρ) =
∑

piUiρU
†
i = (1− p)ρ+

p

3
(σ1ρσ1 + σ2ρσ2 + σ3ρσ3).

A aplicação acima, que é biestocástica, é chamada canal quântico depo-
larizador (veja [24]).

♦
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Exemplo 2.6.7 Seja Ω = P2, p1 = 1− p, p2 = p,

U1 = exp(−iH0T/~),

U2 = exp(− i
~

(H0T +

∫ T

0

V (t)dt))

onde V (t) = V (t+ T ). O estado de mistura máxima ρ∗ = I/2 é o estado in-
variante do operador ΛU correspondente a este QIFS. Para uma perturbação
genérica V , as matrizes U1 e U2 não são diagonais em blocos comuns, por-
tanto ρ∗ é o único estado invariante para ΛU .

♦

Exemplo 2.6.8 Considere um sistema composto descrito, inicialmente, pelo
estado

σ = ρA ⊗ ρB∗ = ρA ⊗
Im
m

Uma matriz unitária U de ordem Nm agindo no espaço HN ⊗Hm pode ser
representado na sua decomposição de Schmidt como

U =
K∑
i=1

√
qiV

A
i ⊗ V B

i ,

onde K = min{N2,m2}. Os operadores V A
i e V B

i agem em certos espaços
de Hilbert HN e Hm, respectivamente. Ainda, temos que

∑K
i=1 qi = 1 (coefi-

cientes de Schmidt). Lembre que o traço parcial é

trB(|a1〉〈a2| ⊗ |b1〉〈b2|) := |a1〉〈a2|tr(|b1〉〈b2|)

onde |a1〉 e |a2〉 são vetores no espaço de estados de A e |b1〉 e |b2〉 são vetores
no espaço de estados de B. O operador traço aparecendo no lado direito é o
operador traço usual para o sistema B. Assim, podemos descrever o seguinte
QIFS homogêneo:

ΛU(ρA) := trB(UσU †) =
K∑
i=1

qiV
A
i ρAV

A†
i

Portanto, se ρA∗ := 1N/N , temos

ΛU(ρA∗ ) = trB(U(ρA∗ ⊗ ρB∗ )U †) = ρA∗

e então a aplicação completamente positiva ΛU preserva o traço, i.e., é bies-
tocástica.

♦
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2.7 Mecânica quântica e a equação de Chapman-

Kolmogorov

Iniciamos com uma breve digressão sobre a equação de Chapman-Kolmogorov
para cadeias de Markov. Seja X = {Xn} uma sequência de funções men-
suráveis. Iremos supor que

P (Xn+1 = j|Xn = i) = P (X1 = j|X0 = i)

para todo n, i, j. Ou seja, X é homogênea com relação ao tempo. Vamos
supor queX assume valores no conjunto S que por simplicidade, iremos supor
que é finito. E definimos a matriz P = (pij) de ordem |S|, cujas entradas são

pij = P (Xn+1 = j|Xn = i)

Definimos também a matriz de n transições Pn = (pij(n)), onde

pij(n) = P (Xm+n = j|Xm = i)

Claramente, temos P1 = P . Vamos supor ainda que temos uma cadeia de
Markov, ou seja,

P (Xn = xn|X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn−1 = xn−1) = P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1)
(2.28)

para todo n ≥ 1, e todo x0, . . . , xn ∈ S.

O seguinte lema é elementar. Depois buscaremos uma versão de tal lema
que seja adequada para sistemas quânticos.

Lema 2.7.1 Para quaisquer eventos A1, . . . , An, temos

P (A1 ∩ · · · ∩An) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩A2) · · ·P (An|A1 ∩ · · · ∩An−1)
(2.29)

Corolário 2.7.2 Para quaisquer eventos A1, A2, A3, temos

P (A1 ∩ A2|A3) = P (A1|A2 ∩ A3)P (A2|A3) (2.30)

Usando o corolário acima, temos

pij(m+ n) = P (Xm+n = j|X0 = i) =
∑
k

P (Xm+n = j,Xm = k|X0 = i)

=
∑
k

P (Xm+n = j|Xm = k,X0 = i)P (Xm = k|X0 = i)
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=
∑
k

P (Xm+n = j|Xm = k)P (Xm = k|X0 = i) (2.31)

Isso mostra que

pij(m+ n) =
∑
k

pik(m)pkj(n) (2.32)

e portanto Pm+n = PmPn e Pn = P n. A expressão (2.32) é a equação de
Chapman-Kolmogorov.

♦

Estamos interessados em estudar processos estocásticos quânticos e em
obter uma definição adequada para o que seria um processo quântico de Mar-
kov. Primeiramente observamos que uma construção conhecida sobre o as-
sunto mostra que sob certas condições o equivalente da equação de Chapman-
Kolmogorov não é válido em geral [29]. Entretanto no trabalho [15], obte-
mos um ambiente em que uma versão da equação de Chapman-Kolmogorov
é válida.

Em termos algébricos, podemos pensar que a dedução de (2.32) acima
não é válida para processos quânticos devido à equação (2.30). Mais precisa-
mente, uma vez que em sistemas quânticos temos que levar em consideração
a interferência causada por medições, faz-se necessário analisar com mais
detalhe como funcionam medidas de probabilidade em tais espaços.

Levando em consideração a interferência, queremos construir um am-
biente onde seja posśıvel obter uma equação análoga a de Chapman-Kolmogorov.
Faremos algumas considerações a respeito disso a seguir.

♦

Em mecânica quântica, podemos considerar um espaço inicial (Ω,Λ, µ) tal
como definimos espaços de probabilidade em teoria da medida. Entretanto
teremos que Λ é uma σ-álgebra e µ é uma medida em Λ apenas quando
nos restringimos a uma única medição. Quando realizarmos várias medições,
ocorrem efeitos de interferência e desta forma não estamos mais considerando
um problema de probabilidade clássica [13].

Podemos pensar que a interferência ocorre porque ao contrário das medi-
das de probabilidade clássicas, que podem ser bastante arbitrárias, as funções
de probabilidade quânticas são obtidas de uma maneira bastante espećıfica.
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Em mecânica quântica, temos uma função de amplitude a : Ω → C, e se
B ∈ Λ, definimos a amplitude de B por

A(B) =
∑
ω∈B

a(ω) (2.33)

e definimos a probabilidade de que B ocorra por

µ(B) = |A(B)|2 (2.34)

Vamos formalizar tais ideias e fazer mais algumas considerações a respeito de
amplitudes condicionais. Será instrutivo considerar um ambiente axiomático
para a mecânica quântica, baseado em funções de amplitude. Iremos nos
concentrar no mı́nimo necessário para nossos argumentos. Para mais detalhes
ver [13].

Seja Ω um conjunto não vazio e seja a : Ω→ C. Dizemos que ω ∈ Ω é um
ponto amostral, a função a é uma amplitude de probabilidade, e (Ω, a)
é um espaço de probabilidade quântica. Um conjunto A ⊂ Ω é somável
se
∑

ω∈A |a(ω)|2 <∞ e denotamos a coleção dos conjuntos somáveis por Σ0.
Agora defina A : Σ0 → C por A(∅) = 0 e

A(B) :=
∑
ω∈B

a(ω) (2.35)

Dizemos que A(B) é a amplitude de B. Agora defina

A(B1|B2) :=
A(B1 ∩B2)

A(B2)
(2.36)

se A(B2) 6= 0 e igual a zero, caso contrário. No caso em que A(B2) 6= 0, vale
que A(·|B2) é uma medida complexa em P (Ω), com A(Ω|B2) = 1. Dizemos
que A(B1|B2) é a amplitude condicional de B1, dado B2. Observamos
que A(B) = 0 não implica A(B ∩ C) = 0 [13]. Por causa disso, fórmulas do
tipo A(B ∩ C) = A(B)A(C|B) podem não ser verdade quando A(B) = 0.
Entretanto, quando os conjuntos condicionantes tiverem amplitude não nula,
temos a seguinte fórmula

A(B1 ∩ · · · ∩Bn) = A(B1)A(B2|B1)A(B3|B1 ∩B2) · · ·A(Bn|B1 ∩ · · · ∩Bn−1),
(2.37)

que é o análogo para amplitudes da equação (2.29). Defina a matriz A =
(aij), onde

aij = A(Xn+1 = j|Xn = i)
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Agora vamos supor que a cadeia {Xn}n∈N é markoviana quântica, ou seja,

A(Xn = xn|X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn−1 = xn−1) = A(Xn = xn|Xn−1 = xn−1)
(2.38)

para todo n ≥ 1, e todo x0, . . . , xn ∈ S. Então de maneira análoga a feita
para probabilidades, definimos a matriz de n transições An = (aij(n)), onde

aij(n) = A(Xm+n = j|Xm = i)

e obtemos
aij(m+ n) =

∑
k

aik(m)akj(n) (2.39)

e portanto Am+n = AmAn e An = An.

♦

2.8 Medidas de probabilidade induzidas por

QIFS

Vamos considerar o caso de um espaço de Hilbert complexo de dimensão
N = 2 e k = 2, ou seja, duas matrizes Vi. Sejam q1, q2 ∈ R e também

V1 =

( √
p11

√
p12

0 0

)
, V2 =

(
0 0√
p21

√
p22

)
, ρ =

(
ρ1 ρ2

ρ3 ρ4

)
Queremos obter os pontos fixos de

L(ρ) = q1V1ρV
∗

1 + q2V2ρV
∗

2

para os Vi definidos acima. Então

q1V1ρV
†

1 + q2V2ρV
†

2 = ρ (2.40)

implica

q1

[
(
√
p11ρ1 +

√
p12ρ3)

√
p11 + (

√
p11ρ2 +

√
p12ρ4)

√
p12

]
= ρ1

q2

[
(
√
p21ρ1 +

√
p22ρ3)

√
p21 + (

√
p21ρ2 +

√
p22ρ4)

√
p22

]
= ρ4

E (2.40) também implica que ρ2 = ρ3 = 0, e então reescrevemos o sistema
acima como

q1

[√
p11ρ1

√
p11 +

√
p12ρ4

√
p12

]
= ρ1
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q2

[√
p21ρ1

√
p21 +

√
p22ρ4

√
p22

]
= ρ4

ou ainda como
aρ1 + fρ4 = ρ1 (2.41)

gρ1 + hρ4 = ρ4 (2.42)

onde
a = q1p11, f = q1p12, g = q2p21, h = q2p22

Ainda, obtemos

ρ1 =
f

1− a
ρ4

ρ1 =
1− h
g

ρ4

o que nos leva a uma restrição sobre os qi, a saber,

f

1− a
=

1− h
g

Portanto, a solução de (2.41) e (2.42) é

ρ = ρ4

(
f

1−a 0

0 1

)
= ρ4

(
1−h
g

0

0 1

)
Mas ρ1 + ρ4 = 1 implica a relação

ρ =

(
q1p12

q1p12−q1p11+1
0

0 1−q1p11
q1p12−q1p11+1

)
=

(
1−q2p22

1−q2p22+q2p21
0

0 q2p21
1−q2p22+q2p21

)
(2.43)

Assumiremos agora que

P =

(
p11 p12

p21 p22

)
é coluna estocástica. Seja π tal que Pπ = π. Tal π é dado por

π = (
p12

p12 − p11 + 1
,

1− p11

p12 − p11 + 1
) (2.44)

Compare (2.44) com (2.43). Basta então fixar q1 = q2 = 1 então temos que
as entradas não nulas de ρ são as entradas de π. Temos que a escolha feita
para os qi acima é única. De fato, comparando a (i, i)-ésima coordenada de ρ
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com a i-ésima coordenada de π, vemos que se existem q′i que também tornam
ρ e π iguais, então

q1p12

q1p12 − q1p11 + 1
=

q′1p12

q′1p12 − q′1p11 + 1
,

o que implica

q1(q′1p12 − q′1p11 + 1) = q′1(q1p12 − q1p11 + 1)

⇒ q1q
′
1p12 − q1q

′
1p11 + q1 = q1q

′
1p12 − q1q

′
1p11 + q′1

e cancelando, obtemos q1 = q′1. Analogamente,

1− q2p22

1− q2p22 + q2p21

=
1− q′2p22

1− q′2p22 + q′2p21

implica

(1− q2p22)(1− q′2p22 + q′2p21) = (1− q′2p22)(1− q2p22 + q2p21)

⇒ 1− q′2p22 + q′2p21 − q2p22 + q2q
′
2p

2
22 − q2q

′
2p22p21

= 1− q2p22 + q2p21 − q′2p22 + q2q
′
2p

2
22 − q2q

′
2p22p21

Cancelando, obtemos
q′2p21 = q2p21 ⇒ q′2 = q2

e portanto neste caso, a escolha de q1 e q2 é única.

♦

Considere um QIFS homogêneo F = {MN , Fi, pi}i=1,...,k, onde

Fi(ρ) =
ViρV

∗
i

tr(ViρV ∗i )

onde os Vi são operadores lineares com
∑

i V
∗
i Vi = I e pi(ρ) = tr(ViρV

∗
i ).

Desta forma Λ é simplesmente

Λ(ρ) =
∑
i

piFi =
∑
i

ViρV
∗
i

Por simplicidade, vamos supor que o sistema quântico considerado pode as-
sumir dois estados, e chamaremos tais estados de 1 e 2. Fixaremos k = 2 e
vamos supor que temos dois operadores lineares V1 e V2.
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Dizemos que o par ({Xn}n∈N, µ), Xn : Ω→ {1, . . . , k}, é um processo es-
tocástico quântico, QSP (caso homogêneo), associado ao QIFS F quando
µ for definida por

µ(X1 = x1, . . . , Xn = xn) := tr(VxnVxn−1 · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xn)
(2.45)

onde ρ0 ∈ MN é qualquer operador densidade. Para explicitar tal estado,
podemos denotar tal medida por µρ0 . O operador ρ0 é um estado de pré-
medição, ou seja, temos um sistema quântico e preparamos o estado inicial
na forma ρ0. Por exemplo, se queremos que o estado inicial seja 1, então
basta escolher ρ0 = |1〉〈1| (ver [29] para um tratamento semelhante dado a
uma sequência de medições).

Com isso definimos para qualquer r,

µ(Xr = xr|Xr−1 = xr−1) =
tr(VxrVxr−1ρ0V

∗
xr−1

V ∗xr)

tr(Vxr−1ρ0V ∗xr−1
)

(2.46)

Definição Dizemos que um processo estocástico quântico é Markov se

µ(Xn = xn|X1 = x1, . . . , Xn−1 = xn−1) = µ(Xn = xn|Xn−1 = xn−1) (2.47)

♦

Observação A condição
∑

i V
∗
i Vi = I é suficiente para mostrar que a

medida de uma partição de cilindros é igual a 1. Por exemplo, para dois
estados 1 e 2, para k = 2 e denotando

µ(ij) := µ(X1 = i,X2 = j),

temos
µ(11) + µ(12) + µ(21) + µ(22)

= tr(V1V1ρV
∗

1 V
∗

1 ) + tr(V2V1ρV
∗

1 V
∗

2 ) + tr(V1V2ρV
∗

2 V
∗

1 ) + tr(V2V2ρV
∗

2 V
∗

2 )

= tr(V ∗1 V1[V1ρV
∗

1 ]) + tr(V ∗2 V2[V1ρV
∗

1 ]) + tr(V ∗1 V1[V2ρV
∗

2 ]) + tr(V ∗2 V2[V2ρV
∗

2 ])

= tr
(

(V ∗1 V1 + V ∗2 V2)[V1ρV
∗

1 ]
)

+ tr
(

(V ∗1 V1 + V ∗2 V2)[V2ρV
∗

2 ]
)

= tr(V1ρV
∗

1 ) + tr(V2ρV
∗

2 ) = tr((V ∗1 V1 + V ∗2 V2)ρ) = 1 (2.48)

No entanto observamos que existem exemplos onde podemos mostrar que
a medida de uma partição de cilindros é igual a 1 mesmo sem supor que∑

i V
∗
i Vi = I. Isso ocorre, por exemplo, na construção com matrizes es-

tocásticas a seguir.
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♦

Agora vamos considerar o caso particular em que o operador ρ0 ∈ MN

na definição de QSP é ponto fixo do operador Λ(ρ) =
∑k

i=1 ViρV
∗
i induzido

pelo QIFS F .

Considere o caso particular em que temos

V1 =

( √
p11

√
p12

0 0

)
, V2 =

(
0 0√
p21

√
p22

)
, (2.49)

definidos no ińıcio desta seção. Supomos que a matriz P = (pij) é coluna
estocástica e que temos π tal que Pπ = π. Por exemplo, temos

µ(X1 = 1, X2 = 2) = tr(V2V1ρ0V
∗

1 V
∗

2 ) = p21(p11ρ11 +p12ρ22) = p21ρ11 (2.50)

pois com a escolha de Vi que fizemos, temos que as entradas não nulas de ρ0

correspondem às entradas de π. Então podemos interpretar pij como sendo

pij = µ(X2 = j|X1 = i) (2.51)

De forma semelhante,

µ(X1 = 2, X2 = 1) = tr(V1V2ρ0V
∗

2 V
∗

1 ) = p12ρ22 (2.52)

e

µ(X1 = 1, X2 = 2, X3 = 1) = tr(V1V2V1ρ0V
∗

1 V
∗

2 V
∗

1 ) = p12p21ρ11 (2.53)

Observação Um cálculo simples mostra que as escolhas de Vi dadas por
(2.49) são tais que

∑
i V
∗
i Vi 6= I, mas no entanto temos

µ(11) + µ(12) + µ(21) + µ(22) = 1

♦

Para provar que a escolha (2.49) se reduz ao caso clássico para qualquer
sequência, usaremos o seguinte lema.

Lema 2.8.1 Suponha N = 2, k = 2. Então para todo m, para a escolha de
Vi dada por (2.49) e ρ0 correspondente ao vetor estacionário π de P , temos
que o produto

VxmVxm−1 · · ·Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xm (2.54)

é da forma (
∗ 0
0 0

)
ou

(
0 0
0 ∗

)
(2.55)

dependendo se xm = 1 ou xm = 2, respectivamente.
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Prova Por indução. Se m = 1 então

V1ρ0V
∗

1 =

(
p11ρ11 + p12ρ22 0

0 0

)
(2.56)

e

V2ρ0V
∗

2 =

(
0 0
0 p21ρ11 + p22ρ22

)
(2.57)

Supondo o lema válido para m, consideramos o produto

Vxm+1Vxm · · ·Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xmV

∗
xm+1

(2.58)

Suponha xm+1 = 1. Então um cálculo simples mostra que

V1

(
∗ 0
0 0

)
V ∗1 e V1

(
0 0
0 ∗

)
V ∗1 (2.59)

possuem apenas a entrada (1, 1) não nula. Analogamente para o caso em que
xm+1 = 2, ou seja

V2

(
∗ 0
0 0

)
V ∗2 e V2

(
0 0
0 ∗

)
V ∗2 (2.60)

possuem apenas a entrada (2, 2) não nula.

�

Lema 2.8.2 Fixando

V1 =

( √
p11

√
p12

0 0

)
, V2 =

(
0 0√
p21

√
p22

)
, (2.61)

temos que

µ(X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn) = pxnxn−1pxn−1xn−2 · · · px3x2px2x1ρx1x1
(2.62)

onde ρij denota a (i, j)-ésima entrada de ρ0, autoestado de Λ(ρ) =
∑

i ViρV
∗
i .

Prova Por definição, temos

µ(X1 = x1, . . . , Xn = xn) := tr(VxnVxn−1 · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xn)
(2.63)

Faremos a prova por indução. Suponha n = 1. Então

µ(X1 = 1) = tr(V1ρ0V
∗

1 ) = p11ρ11 + p12ρ22 = ρ11
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µ(X1 = 2) = tr(V2ρ0V
∗

2 ) = p21ρ11 + p22ρ22 = ρ22

Apenas para exemplificar, mostramos também o caso n = 2. Temos, após
alguns cálculos,

µ(X1 = 1, X2 = 1) = tr(V1V1ρ0V
∗

1 V
∗

1 ) = p11ρ11 (2.64)

µ(X1 = 1, X2 = 2) = tr(V2V1ρ0V
∗

1 V
∗

2 ) = p21ρ11 (2.65)

µ(X1 = 2, X2 = 1) = tr(V1V2ρ0V
∗

2 V
∗

1 ) = p12ρ22 (2.66)

µ(X1 = 2, X2 = 2) = tr(V2V2ρ0V
∗

2 V
∗

2 ) = p22ρ22 (2.67)

Suponha o lema válido para n, vamos provar para n+ 1.

Primeiro, suponha xn+1 = 1. Então

µ(X1 = x1, . . . , Xn = xn, Xn+1 = 1)

= tr(V1Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xnV
∗

1 ) (2.68)

Usando o lema 2.8.1, temos dois casos. Se xn = 1 então

Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xn =

(
∗ 0
0 0

)
e portanto

V1Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xnV
∗

1 = V1

(
∗ 0
0 0

)
V ∗1 =

(
∗p11 0

0 0

)
e portanto tomando o traço obtemos

tr(V1Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xnV
∗

1 )

= p11p1xn−1pxn−1xn−2 · · · px3x2px2x1ρx1x1 (2.69)

Analogamente se xn = 2

Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xn =

(
0 0
0 ∗

)

V1Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xnV
∗

1 = V1

(
0 0
0 ∗

)
V ∗1 =

(
∗p12 0

0 0

)
e tomando o traço,

tr(V1Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xnV
∗

1 )
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= p12p2xn−1pxn−1xn−2 · · · px3x2px2x1ρx1x1 (2.70)

Agora, supomos xn+1 = 2, e procedemos de maneira análoga.

µ(X1 = x1, . . . , Xn = xn, Xn+1 = 2)

= tr(V2Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xnV
∗

2 ) (2.71)

Pelo lema 2.8.1, temos dois casos. Se xn = 1 então

Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xn =

(
∗ 0
0 0

)
e portanto

V2Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xnV
∗

2 = V2

(
∗ 0
0 0

)
V ∗2 =

(
∗p21 0

0 0

)
e portanto tomando o traço obtemos

tr(V2Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xnV
∗

2 )

= p21p1xn−1pxn−1xn−2 · · · px3x2px2x1ρx1x1 (2.72)

Analogamente se xn = 2

Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xn =

(
0 0
0 ∗

)

V2Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xnV
∗

2 = V2

(
0 0
0 ∗

)
V ∗2 =

(
∗p22 0

0 0

)
e tomando o traço,

tr(V2Vxn · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xnV
∗

2 )

= p22p2xn−1pxn−1xn−2 · · · px3x2px2x1ρx1x1 (2.73)

Isso conclui o lema.

�

Corolário 2.8.3 O processo estocástico quântico induzido por

V1 =

( √
p11

√
p12

0 0

)
, V2 =

(
0 0√
p21

√
p22

)
, (2.74)

é Markov.
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Prova Evidente, pois pelo lema a medida µ se reduz à medida de Markov
para matrizes.

�

Exemplo 2.8.4 Vamos supor que temos aplicações lineares V1, V2 quaisquer
e que ρ0 é ponto fixo de

Λ(ρ) =
∑
i

ViρV
∗
i

Mostremos que para l,m quaisquer,

µ(X1 = l, X2 = m) = µ(X2 = l, X3 = m)

Note que
µ(X1 = l, X2 = m) = tr(VmVlρ0V

∗
l V
∗
m) (2.75)

e
µ(X2 = l, X3 = m) =

∑
p

µ(X1 = p,X2 = l, X3 = m)

= tr(VmVlV1ρ0V
∗

1 V
∗
l V
∗
m) + tr(VmVlV2ρ0V

∗
2 V
∗
l V
∗
m)

= tr
(
VmVl(V1ρ0V

∗
1 + V2ρ0V

∗
2 )V ∗l V

∗
m

)
= tr(VmVlρ0V

∗
l V
∗
m) (2.76)

♦

O exemplo acima sugere o resultado geral:

Lema 2.8.5 Para Vi aplicações lineares e ρ0 ponto fixo de Λ(ρ) =
∑

i ViρV
∗
i ,

temos para m,n quaisquer,

µ(X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn) = µ(Xm+1 = x1, Xm+2 = x2, . . . , Xm+n = xn)

Prova Provaremos no caso em que temos duas dinâmicas posśıveis. Temos

µ(Xm = x1, Xm+1 = x2, . . . , Xm+n = xn)

=
∑

i1,...,im−1

µ(X1 = i1, X2 = i2, . . . , Xm−1 = im−1, Xm = x1, . . . , Xm+n = xn)

=
∑

i2,...,im−1

tr(Vxn · · ·Vx1Vim−1 · · ·Vi2V1ρ0V
∗

1 V
∗
i2
· · ·)

+tr(Vxn · · ·Vx1Vim−1 · · ·Vi2V2ρ0V
∗

2 V
∗
i2
· · ·)
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=
∑

i2,...,im−1

tr(Vxn · · ·Vx1Vim−1 · · ·Vi2ρ0V
∗
i2
V ∗i3 · · ·V

∗
im−1

V ∗x1 · · ·V
∗
xn)

Repetindo o procedimento acima para i2, i3, etc. obtemos

µ(Xm = x1, Xm+1 = x2, . . . , Xm+n = xn) = tr(Vxn · · ·Vx1ρ0V
∗
x1
· · ·V ∗xn)

o que conclui a prova.

�

Exemplo 2.8.6 Vamos fazer uma inspeção referente a equação de Chapman-
Kolmogorov, ou seja, queremos saber se vale a igualdade

µij(m+ n)
?
=
∑
k

µik(m)µkj(n) (2.77)

onde
µij(n) = µ(Xm+n = j|Xm = i)

Vamos tomar, por exemplo, m = n = i = j = 1 então∑
k

µik(m)µkj(n) = µ11(1)µ11(1) + µ12(1)µ21(1)

=
tr(V1V1ρV

∗
1 V
∗

1 )2

tr(V1ρV ∗1 )2
+
tr(V2V1ρV

∗
1 V
∗

2 )

tr(V1ρV ∗1 )

tr(V1V2ρV
∗

2 V
∗

1 )

tr(V2ρV ∗2 )
(2.78)

e
µij(m+ n) = µ11(2) = µ(X3 = 1|X1 = 1)

=
tr(V1V1V1ρV

∗
1 V
∗

1 V
∗

1 )

tr(V1ρV ∗1 )
+
tr(V1V2V1ρV

∗
1 V
∗

2 V
∗

1 )

tr(V1ρV ∗1 )
(2.79)

Fixando V1 e V2 da forma (2.61), obtemos cálculos clássicos e então temos
a fórmula de Chapman-Kolmogorov. Agora, tomando

V1 =

(
1 0
0 0

)
, V2 =

(
1 0
0 2

)
(2.80)

temos, por (2.78) e (2.79):

tr(V1V1ρV
∗

1 V
∗

1 )2

tr(V1ρV ∗1 )2
+
tr(V2V1ρV

∗
1 V
∗

2 )

tr(V1ρV ∗1 )

tr(V1V2ρV
∗

2 V
∗

1 )

tr(V2ρV ∗2 )
= 1 +

ρ11

ρ11 + 4ρ22

(2.81)

e
tr(V1V1V1ρV

∗
1 V
∗

1 V
∗

1 )

tr(V1ρV ∗1 )
+
tr(V1V2V1ρV

∗
1 V
∗

2 V
∗

1 )

tr(V1ρV ∗1 )
= 1 + 1 = 2 (2.82)
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Então vale Chapman-Kolmogorov neste caso se, e somente se, ρ22 = 0 ou
seja, se ρ11 = 1. Observamos também que

∑
i V
∗
i Vi 6= I.

Para concluir o exemplo, tomamos V1 e V2 com
∑

i V
∗
i Vi = I, a saber,

V1 =

( 1√
3

0

0 0

)
, V2 =

( √
2
3

0

0 1

)
(2.83)

Escolha por exemplo ρ0 = 1
4
|1〉〈1| + 3

4
|2〉〈2|. Um cálculo simples mostra que

(2.78) e (2.79) são distintos. Logo, estes cálculos mostram que a equação de
Chapman-Kolmogorov não vale em geral.

♦

Lema 2.8.7 Para todo QSP Markov homogêneo no tempo, vale a equação
de Chapman-Kolmogorov.

A prova é a mesma vista na seção 2.7, página 24.

♦

Gostaŕıamos de obter uma versão não homogênea para a medida definida
por (2.45), página 29, para o caso homogêneo, i.e., queremos definir uma
medida induzida por um QIFS não homogêneo. Sejam Wi, i = 1, . . . , k
operadores lineares tais que

∑
iW

∗
i Wi = I. Seja ρ0 ∈MN qualquer. Defina

µ(X1 = x1, . . . , Xn = xn) :=

= tr(Wx1ρ0W
∗
x1

)
tr(Wx2Vx1ρ0V

∗
x1
W ∗
x2

)

tr(Vx1ρ0V ∗x1)

tr(Wx3Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2W

∗
x3

)

tr(Vx2Vx1ρ0V ∗x1V
∗
x2

)
× · · ·

· · · ×
tr(Wxn−1Vxn−2 · · ·Vx1ρ0V

∗
x1
· · ·V ∗xn−2

W ∗
xn−1

)

tr(Vxn−2 · · ·Vx1ρ0V ∗x1 · · ·V ∗xn−2
)

×

×
tr(WxnVxn−1 · · ·Vx1ρ0V

∗
x1
· · ·V ∗xn−1

W ∗
xn)

tr(Vxn−1 · · ·Vx1ρ0V ∗x1 · · ·V ∗xn−1
)

(2.84)

ou seja,
µ(X1 = x1, . . . , Xn = xn) :=

tr(Wx1ρ0W
∗
x1

)
n∏
i=2

tr(WxiVxi−1
· · ·Vx1ρ0V

∗
x1
· · ·V ∗xi−1

W ∗
xi

)

tr(Vxi−1
Vxi−2

· · ·Vx1ρ0V ∗x1 · · ·V ∗xi−2
V ∗xi−1

)
(2.85)
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Observação Um cálculo mostra que, com a suposição
∑

iW
∗
i Wi = I,

temos ∑
i1,...in

µ(i1 · · · in) = 1

Além disso, supondo que Wi = Vi para todo i, recuperamos a definição de
medida para QSP, caso homogêneo, ou seja,

µ(X1 = x1, . . . , Xn = xn) :=

tr(VxnVxn−1 · · ·Vx2Vx1ρ0V
∗
x1
V ∗x2 · · ·V

∗
xn−1

V ∗xn) (2.86)

♦

Sendo assim, considere um QIFS F = {MN , Fi, pi}i=1,...,k, onde

Fi(ρ) =
ViρV

∗
i

tr(ViρV ∗i )

onde os Vi são operadores lineares e pi(ρ) = tr(WiρW
∗
i ), com

∑
iW

∗
i Wi = I.

Definição Dizemos que o par ({Xn}n∈N, µ), Xn : Ω → {1, . . . , k}, é um
processo estocástico quântico associado ao QIFS não homogêneo F se µ
é definida por (2.85), onde ρ0 ∈MN é qualquer operador densidade.

E definimos para qualquer r,

µ(Xr = xr|Xr−1 = xr−1) =
µ(Xr = xr, Xr−1 = xr−1)

µ(Xr−1 = xr−1)

= tr(Wr−1ρ0W
∗
r−1)

tr(WrVr−1ρ0V
∗
r−1W

∗
r )

tr(Vr−1ρ0V ∗r−1)
(2.87)

Observação Na definição acima podemos, é claro, considerar o caso par-
ticular em que ρ0 é ponto fixo do operador

Λ(ρ) =
k∑
i=1

tr(WiρW
∗
i )

ViρV
∗
i

tr(ViρV ∗i )

induzido pelo QIFS F .

♦

Lembramos que um QSP homogêneo sempre é estacionário. O seguinte
exemplo fornece uma intuição com respeito à questão de estacionariedade
para QSP não homogêneos.
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Exemplo 2.8.8 Seja {Xn}n∈N QSP induzido por um QIFS não homogêneo.
Vamos fazer uma inspeção com respeito a estacionariedade. Queremos saber
se

µ(X1 = 1, X2 = 2)
?
= µ(X2 = 1, X3 = 2) (2.88)

Por definição temos:

µ(X1 = 1, X2 = 2) = tr(W1ρ0W
∗
1 )
tr(W2V1ρ0V

∗
1 W

∗
2 )

tr(V1ρ0V ∗1 )
(2.89)

E também

µ(X2 = 1, X3 = 2) = µ(X1 = 1, X2 = 1, X3 = 2)+µ(X1 = 2, X2 = 1, X3 = 2)

= tr(W1ρ0W
∗
1 )
tr(W1V1ρ0V

∗
1 W

∗
1 )

tr(V1ρ0V ∗1 )

tr(W2V1V1ρ0V
∗

1 V
∗

1 W
∗
2 )

tr(V1V1ρ0V ∗1 V
∗

1 )

+tr(W2ρ0W
∗
2 )
tr(W1V2ρ0V

∗
2 W

∗
1 )

tr(V2ρ0V ∗2 )

tr(W2V1V2ρ0V
∗

2 V
∗

1 W
∗
2 )

tr(V1V2ρ0V ∗2 V
∗

1 )
(2.90)

= tr

[
W2V1

[
tr(W1ρ0W

∗
1 )

V1ρ0V
∗

1

tr(V1ρ0V ∗1 )

(tr(W1V1ρ0V
∗

1 W
∗
1 )

tr(V1V1ρ0V ∗1 V
∗

1 )

)
+

+tr(W2ρ0W
∗
2 )

V2ρ0V
∗

2

tr(V2ρ0V ∗2 )

(tr(W1V2ρ0V
∗

2 W
∗
1 )

tr(V1V2ρ0V ∗2 V
∗

1 )

)]
V ∗1 W

∗
2

]
(2.91)

Observe que no caso homogêneo, as duas frações entre parenteses em (2.91)
são iguais a 1 e então se ρ0 é ponto fixo de Λ, temos a estacionariedade, fato
que já provamos em geral anteriormente. Mas no caso não homogêneo, os
termos em parenteses não são iguais a 1, em geral.

♦

2.9 Apêndice: Aplicações completamente po-

sitivas

Vimos brevemente na seção 2.6 a definição de aplicações completamente po-
sitivas. Nesta seção definimos tais operadores com mais detalhe.

Seja Cn×n o conjunto das matrizes complexas de ordem n. Diremos que
A ∈ Cn×n é positivo, denotado por A ≥ 0, se A for hermitiano com espectro
não negativo.
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Uma aplicação linear Ψ : Cn×n → Cm×m é dita positiva se Ψ(A) ≥ 0,
para todo A ≥ 0. Seja Ik a matriz identidade de ordem k. Toda aplicação
linear Ψ induz uma aplicação

Ik ⊗Ψ : Ck×k ⊗ Cn×n → Ck×k ⊗ Cm×m

quando definimos
(Ik ⊗Ψ)(M ⊗ A) := M ⊗Ψ(A)

e estendemos tal definição por linearidade. Todo elemento de Ck×k ⊗ Cn×n

pode ser escrito na forma  A11 · · · A1k
...

. . .
...

Ak1 · · · Akk

 ,

i.e., onde cada elemento Aij é uma matriz em Cn×n. Então

(Ik ⊗Ψ)(

 A11 · · · A1k
...

. . .
...

Ak1 · · · Akk

) =

 Ψ(A11) · · · Ψ(A1k)
...

. . .
...

Ψ(Ak1) · · · Ψ(Akk)


Dizemos que Ψ é k-positiva se Ik ⊗ Ψ for uma aplicação positiva e chama-
remos Ψ de completamente positiva se for k-positiva para todo k.

Nem toda aplicação positiva é completamente positiva. O exemplo clássico
é a transposição, que é positiva, mas não é 2-positiva. De fato, denote por T
a transposição em C2×2. Seja

1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1

 ∈ C2×2 ⊗ C2×2

Então

(I2 ⊗ T )(


1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1

) =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


que não é hermitiana, e portanto não é positiva.

Uma aplicação linear Ψ é dita copositiva se Ψ◦T for positiva. De forma
análoga ao que fizemos antes, Ψ será dita k-copositiva se Ik ⊗ Ψ for uma
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aplicação copositiva e chamaremos Ψ de completamente copositiva se for
k-copositiva para todo k.

Toda aplicação Λ completamente positiva (CP) que preserva o traço pode
ser representada (de forma não única) na forma de Stinespring-Kraus,

Λ(ρ) =
k∑
i=1

ViρV
∗
i ,

k∑
i=1

V ∗i Vi = I,

onde os operadores lineares Vi são ditos operadores de Kraus [24].

♦
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Caṕıtulo 3

Formalismo termodinâmico e o
operador de Ruelle

3.1 Problema variacional

Estamos interessados em problemas variacionais tais como o problema de
Pressão que encontramos em Formalismo Termodinâmico. Começamos com
um exemplo para motivação.

Seja HN um espaço de Hilbert complexo de dimensão N . Como antes,
sejaMN o espaço dos operadores densidade em HN . Inicialmente desejamos
obter pontos fixos para um operador do tipo Λ :MN →MN ,

Λ(ρ) =
k∑
i=1

ViρV
∗
i ,

onde os Vi são certas aplicações lineares. Vamos tentar relacionar esta análise
com estados que maximizam pressão. Nossa análise inicial ocorre fazendo
N = 2 e k = 2. Sejam

V1 =

(
v1 v2

v3 v4

)
, V2 =

(
w1 w2

w3 w4

)
, ρ =

(
ρ1 ρ2

ρ2 ρ4

)
,

onde V1 e V2 são operadores invert́ıveis e ρ é operador densidade (i.e., hermi-
tiano, positivo, traço igual a 1).

Suponha que ρ é tal que

V1ρV
†

1 + V2ρV
†

2 = ρ. (3.1)

Um cálculo para (3.1) produz 4 igualdades, mas duas delas são idênticas,
então temos 3 equações independentes:

(ρ1|v1|2+ρ2v1v2+ρ2v1v2+ρ4|v2|2)+(ρ1|w1|2+ρ2w1w2+ρ2w1w2+ρ4|w2|2) = ρ1
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(ρ1|v3|2+ρ2v3v4+ρ2v3v4+ρ4|v4|2)+(ρ1|w3|2+ρ2w3w4+ρ2w3w4+ρ4|w4|2) = ρ4

(ρ1v1v3+ρ2v1v4+ρ2v2v3+ρ4v2v4)+(ρ1w1w3+ρ2w1w4+ρ2w2w3+ρ4w2w4) = ρ2

Ainda, note que como ρ é densidade, temos ρ4 = 1− ρ1 e então podemos
reescrever o cálculo acima, com as coordenadas de ρ em evidência para obter

ρ1(|v1|2 − |v2|2 + |w1|2 − |w2|2 − 1) + ρ2(v1v2 + w1w2)

+ρ2(v2v1 + w2w1) + (|v2|2 + |w2|2) = 0 (3.2)

ρ1(|v3|2 − |v4|2 + |w3|2 − |w4|2 + 1) + ρ2(v3v4 + w3w4)

+ρ2(v4v3 + w4w3) + (|v4|2 + |w4|2 − 1) = 0 (3.3)

ρ1(v1v3 − v2v4 + w1w3 − w2w4) + ρ2(v1v4 + w1w4 − 1)

+ρ2(v2v3 + w2w3) + (v2v4 + w2w4) = 0. (3.4)

Chame de Fi, Gi, Ji, i = 1, . . . , 4 cada termo em parenteses nas equações
acima de tal forma que é posśıvel obter os coeficientes de ρ em função dos Vi
ao reescrever as equações (3.2), (3.3) e (3.4) como

ρ1F1 + ρ2F2 + ρ2F3 + F4 = 0

ρ1G1 + ρ2G2 + ρ2G3 +G4 = 0

ρ1J1 + ρ2J2 + ρ2J3 + J4 = 0,

(note que os Fi, Gi, Ji não dependem de ρ). Neste caso a solução é

ρ1,p = −
∑

σ∈S({2,3,4}) sgn(σ)Fσ(2)Gσ(3)Jσ(4)∑
γ∈S({1,2,3}) sgn(γ)Fγ(1)Gγ(2)Jγ(3)

(3.5)

ρ2,p =

∑
σ∈S({1,3,4}) sgn(σ)Fσ(1)Gσ(3)Jσ(4)∑
γ∈S({1,2,3}) sgn(γ)Fγ(1)Gγ(2)Jγ(3)

(3.6)

Uma condição que impomos sobre os Vi é V †1 V1 + V †2 V2 = I. Em coorde-
nadas, temos

|v1|2 + |v3|2 + |w1|2 + |w3|2 = 1

|v2|2 + |v4|2 + |w2|2 + |w4|2 = 1

v1v2 + v3v4 + w1w2 + w3w4 = 0.

Ficam assim determinados os pontos fixos através das equações (3.5) e (3.6).
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♦

Exemplo 3.1.1 Seja

V1 = eik
( √

p 0
0 −√p

)
, V2 = eil

( √
1− p 0
0 −

√
1− p

)
,

onde k, l ∈ R, p ∈ (0, 1). Então V †1 V1 +V †2 V2 = I. Neste exemplo, um cálculo
simples mostra que as funções Fi, Gi e Ji se reduzem a

Fi = 0, i = 1, . . . , 4

Gi = 0, i = 1, . . . , 4

J1 = 0, J2 = −2, J3 = J4 = 0

e portanto ρ2 = 0. Então

ρ =

(
q 0
0 1− q

)
é invariante para Λ(ρ) = V1ρV

†
1 + V2ρV

†
2 , para todo q ∈ R.

♦

Exemplo 3.1.2 Seja

V1 = V2 =
eik√

2

( √
p

√
1− p√

1− p −√p

)
Alguns cálculos nos fornecem

F1 = 2p− 2, F2 =
√
p(1− p), F3 =

√
p(1− p), F4 = 1− p

G1 = 2− 2p, G2 = −
√
p(1− p), G3 = −

√
p(1− p), G4 = p− 1

J1 = 2
√
p(1− p), J2 = −p− 1, J3 = 1− p, J4 = −

√
p(1− p)

Resolvendo, obtemos que

ρ =

 −1
2

2ρ2
√
p(1−p)+1−p
p−1

ρ2

ρ2 1 + 1
2

2ρ2
√
p(1−p)+1−p
p−1


com ρ2 ∈ R, é invariante para Λ(ρ) = V1ρV

†
1 + V2ρV

†
2 , k ∈ R, p ∈ (0, 1).

Fazendo ρ2 = 0, obtemos a solução diagonal I/2.
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♦

Exemplo 3.1.3 Um exemplo não diagonal. Seja

V1 =

(
1
3

1
5

1
4

1
4

)
, V2 =

( √
290
359

0

−31
√

359
4308

√
359
20

)

Um cálculo nos fornece

V †1 V1 + V †2 V2 =

(
25
144

31
240

31
240

41
400

)
+

(
119
144

− 31
240

− 31
240

359
400

)
= I

Resolver (3.1) usando (3.5) e (3.6) nos fornece ρ1 livre e

ρ2 = (
1746

23335
− 4837

1353430

√
290)ρ1 +

9

1885

√
290 +

6

65

ρ2 = (
24383

14001
+

4837

1353430

√
290)ρ1 −

9

1885

√
290− 9

13

Mas ρ1 ∈ R, portanto ρ2 = ρ2 e assim obtemos

ρ1 = 0.5296472016

ρ2 = ρ2 = 0.002881638863
√

290 + 0.1319376051 = 0.1810101467

e então

ρ =

(
0.5296472016 0.1810101467
0.1810101467 0.4703527984

)
é ponto fixo para Λ.

♦

Agora consideramos um problema variacional de pressão, via multiplica-
dores de Lagrange.

Seja

ρ =

(
ρ1 ρ2

ρ3 ρ4

)
=

(
ν1 + iη1 ν2 + iη2

ν3 + iη3 ν4 + iη4

)
, H =

(
h1 h2

h2 h4

)

F (ρ) = −tr(ρ log ρ)− 1

T
tr(Hρ) = S(ρ)− 1

T
tr(Hρ)

Queremos obter ρq tal que

F (ρq) = sup
ρ∈Mn

F (ρ) (3.7)
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onde Mn é o conjunto dos operadores densidade de ordem n. Nos nossos
cálculos, n = 2.

O problema acima é o correspondente a maximização de pressão em
Formalismo Termodinâmico. Note, porém, que não existe nenhuma carac-
teŕıstica dinâmica em tal problema, visto que a entropia que consideramos
não está associada a nenhuma dinâmica. Mais tarde vamos considerar pro-
blemas desta natureza, mas onde desempenha papel importante a dinâmica
de um QIFS (via um diferente conceito de entropia).

Defina ainda
G(ρ) = ν1 + iη1 + ν4 + iη4 − 1

I(ρ) = ν2 − ν3

J(ρ) = η2 + η3

Γ(ρ, λ, µ, ζ) = F + λG+ µI + ζJ

Então
tr(Hρ) = h1ρ1 + h2ρ3 + h2ρ2 + h4ρ4

= h1(ν1 + iη1) + h2(ν3 + iη3) + h2(ν2 + iη2) + h4(ν4 + iη4)

e de ∇Γ = 0, temos:

Sν1 −
h1

T
+ λ = 0, Sη1 −

ih1

T
+ iλ = 0

Sν2 −
h2

T
+ µ = 0, Sη2 −

ih2

T
+ ζ = 0

Sν3 −
h2

T
− µ = 0, Sη3 −

ih2

T
+ ζ = 0

Sν4 −
h4

T
+ λ = 0, Sη4 −

ih4

T
+ iλ = 0

ν1 + ν4 = 1, η1 + η4 = 0

ν2 = ν3, η2 = −η3

Sejam β1 e β2 os autovalores de ρ. Então ρ = BDB−1, onde B é a matriz
dos autovetores de ρ e

D =

(
β1 0
0 β2

)
,

e então S(ρ) = S(β1, β2) = −β1 log β1 − β2 log β2.
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Como estamos em dimensão 2, podemos ainda escrever

β1 =
ρ1

2
+
ρ4

2
+

1

2

√
(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3, β2 =

ρ1

2
+
ρ4

2
− 1

2

√
(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3.

Então

Sη1 = −∂β1

∂η1

log β1 − β1
1

β1

∂β1

∂η1

− ∂β2

∂η1

log β2 − β2
1

β2

∂β2

∂η1

= −∂β1

∂η1

(log β1 + 1)− ∂β2

∂η1

(log β2 + 1)

⇒ Sηi = −∂β1

∂ηi
(log β1 + 1)− ∂β2

∂ηi
(log β2 + 1),

e Sνi = −∂β1

∂νi
(log β1 + 1)− ∂β2

∂νi
(log β2 + 1), i = 1, . . . , 4.

E temos, escrevendo ρk = νk + iηk, k = 1, . . . , 4 sempre que for conve-
niente,

∂β1

∂ν1

=
1

2
+

1

2

ρ1 − ρ4√
(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

,
∂β1

∂ν2

=
ρ3√

(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

∂β1

∂ν3

=
ρ2√

(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

,
∂β1

∂ν4

=
1

2
+

1

2

ρ4 − ρ1√
(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

∂β2

∂ν1

=
1

2
− 1

2

ρ1 − ρ4√
(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

,
∂β2

∂ν2

= − ρ3√
(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

∂β2

∂ν3

= − ρ2√
(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

,
∂β2

∂ν4

=
1

2
− 1

2

ρ4 − ρ1√
(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

e
∂β1

∂ηk
= i

∂β1

∂νk
,

∂β2

∂ηk
= i

∂β2

∂νk
, k = 1, . . . , 4

Das equações para ∇Γ = 0, temos

Sν1 −
h1

T
− Sν4 +

h4

T
= 0

⇒ Sν1 − Sν4 =
h1

T
− h4

T

⇒ −∂β1

∂ν1

K1 −
∂β2

∂ν1

K2 +
∂β1

∂ν4

K1 +
∂β2

∂ν4

K2 =
h1 − h4

T
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⇒ (
∂β1

∂ν4

− ∂β1

∂ν1

)K1 + (
∂β2

∂ν4

− ∂β2

∂ν1

)K2 =
h1 − h4

T
,

onde
K1 = 1 + log β1, K2 = 1 + log β2

Pelas expressões para β1 e β2 obtidas acima, vemos que

∂β1

∂ν4

− ∂β1

∂ν1

=
ρ4 − ρ1√

(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

,

e que
∂β1

∂ν4

− ∂β1

∂ν1

= −
(∂β2

∂ν4

− ∂β2

∂ν1

)
Então simplificamos para obter

ρ1 − ρ4√
(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

log
β2

β1

=
h1 − h4

T
(3.8)

Continuando, temos:

Sν2 −
h2

T
+ Sν3 −

h2

T
= 0

⇒ −∂β1

∂ν2

K1 −
∂β2

∂ν2

K2 −
∂β1

∂ν3

K1 −
∂β2

∂ν3

K2 =
2

T
Re(h2)

⇒ −(
ρ2 + ρ3√

(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

)K1 − (− ρ2 + ρ3√
(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

)K2 =
2

T
Re(h2)

⇒ ρ2 + ρ3√
(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

log
β2

β1

=
2

T
Re(h2) (3.9)

E ainda

Sη3 −
ih2

T
− Sη2 +

ih2

T
= 0

Sη3 − Sη2 +
2

T
Im(h2) = 0

⇒ −∂β1

∂η3

K1 −
∂β2

∂η3

K2 +
∂β1

∂η2

K1 +
∂β2

∂η2

K2 +
2

T
Im(h2) = 0

⇒ i
(
− ∂β1

∂ν3

K1 −
∂β2

∂ν3

K2 +
∂β1

∂ν2

K1 +
∂β2

∂ν2

K2

)
= − 2

T
Im(h2)

⇒ i
( ρ3 − ρ2√

(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

K1 +
ρ2 − ρ3√

(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

K2

)
= − 2

T
Im(h2)
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⇒ i
( ρ2 − ρ3√

(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

log
β2

β1

)
= − 2

T
Im(h2)

⇒ ρ2 − ρ3√
(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

log
β2

β1

=
2

T
iIm(h2) (3.10)

Somando (3.9) e (3.10), obtemos

ρ2√
(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

log
β2

β1

=
h2

T
(3.11)

Defina

β = β(β1, β2) =
1√

(ρ1 − ρ4)2 + 4ρ2ρ3

log
β2

β1

e reescreva as equações (3.8) e (3.11) como

(ρ4 − ρ1)β =
h4 − h1

T
⇒ β =

h4 − h1

T (ρ4 − ρ1)

ρ2β =
h2

T
⇒ β =

h2

Tρ2

e obtemos
ρ2

ρ1 − ρ4

=
h2

h1 − h4

⇒ ρ2

2ρ1 − 1
=

h2

h1 − h4

.

Note que a expressão acima nos diz que obtemos uma solução diagonal se,
e somente se, h2 = 0. Substitua em (3.11) a expressão de ρ2 obtida acima,
então aplicando os v́ınculos impostos sobre ρ e um cálculo elementar nos leva
a

ρ1,q =
1

2

[eh1−h4T

√
1+4h

(√
1 + 4h− 1

)
+ 1 +

√
1 + 4h

√
1 + 4h

(
e
h1−h4
T

√
1+4h + 1

) ]
, (3.12)

ρ2,q =
(e

h1−h4
T

√
1+4h − 1)h2

√
1 + 4h

(
e
h1−h4
T

√
1+4h + 1

)
(h1 − h4)

, (3.13)

onde h = |h2/(h1 − h4)|2. Ainda, note que se h2 = 0 então h = 0 e assim
recuperamos a solução do caso clássico.

Suponha que fixamos ρp = (ρ1,p, ρ2,p) solução para o problema (3.1) e
vamos impor que

ρ1,p = ρ1,q

ρ2,p = ρ2,q (3.14)
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Podemos pensar no problema de obter h1, h2 e h4 em função da solução
ρ1,p, ρ2,p. Alguns cálculos nos mostram que

h1 − h4 =
log
(
− 2ρ1,p

√
1+4h−1−

√
1+4h

2ρ1,p
√

1+4h+1−
√

1+4h

)
T

√
1 + 4h

(3.15)

h2 = −
log
(
− 2ρ1,p

√
1+4h−1−

√
1+4h

2ρ1,p
√

1+4h+1−
√

1+4h

)
ρ2,pT

√
1 + 4h(2ρ1,p − 1)

. (3.16)

Note que tais expressões implicam

h2

h1 − h4

=
ρ2,p

1− 2ρ1,p

(3.17)

e portanto temos uma expressão para h = |h2/(h1 − h4)|2 que não depende
dos hi (pois a solução ρp = (ρ1,p, ρ2,p) para o problema (3.1) não depende dos
hi).

Vamos escrever a expressão matricial de ρ. Multiplicamos e dividimos as
expressões (3.12) e (3.13) por e−(h1/T )

√
1+4h e rearranjamos para obter

ρ1,q =
1

2

[
1 +

e−
h1
T

√
1+4h − e−

h4
T

√
1+4h

√
1 + 4h(e−

h1
T

√
1+4h + e−

h4
T

√
1+4h)

]
(3.18)

⇒ ρ4,q =
1

2

[
1 +

e−
h4
T

√
1+4h − e−

h1
T

√
1+4h

√
1 + 4h(e−

h1
T

√
1+4h + e−

h4
T

√
1+4h)

]
(3.19)

ρ2,q =
(e−

h4
T

√
1+4h − e−

h1
T

√
1+4h)h2√

1 + 4h(e−
h1
T

√
1+4h + e−

h4
T

√
1+4h)(h1 − h4)

(3.20)

Então podemos escrever

ρq =

(
1
2
− γ

2
γ h2
h1−h4

γ h2
h1−h4

1
2

+ γ
2

)
=

(
1
2

0
0 1

2

)
+ γ

(
−1

2
h2

h1−h4
h2

h1−h4
1
2

)
, (3.21)

onde

γ :=
e−

h4
T

√
1+4h − e−

h1
T

√
1+4h

√
1 + 4h(e−

h1
T

√
1+4h + e−

h4
T

√
1+4h)

=
1√

1 + 4h
tanh

(h1 − h4)
√

1 + 4h

2T
∈ (−1, 1), (3.22)
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a última igualdade seguindo da definição

tanhx =
e2x − 1

e2x + 1

Queremos saber quais hipóteses sobre H fazem com que supF (ρ) = 0.
No problema variacional clássico, tal fato ocorre se

h1 = −T log
(

1− e−
h4
T

)
(3.23)

ou seja, se

e−
h1
T + e−

h4
T = 1. (3.24)

Note que tal condição implica que h1 > 0 e h4 > 0.
Vamos calcular a pressão. Temos

F (ρq) = −tr(ρq log ρq)−
1

T
tr(Hρq)

= −
(

1

2
+ γ

√
(h1 − h4)2 + 4|h2|2

2(h1 − h4)

)
log

(
1

2
+ γ

√
(h1 − h4)2 + 4|h2|2

2(h1 − h4)

)
−
(

1

2
− γ

√
(h1 − h4)2 + 4|h2|2

2(h1 − h4)

)
log

(
1

2
− γ

√
(h1 − h4)2 + 4|h2|2

2(h1 − h4)

)
− 1

T

(
h1

2
(1− γ) + 2

γ|h2|2

h1 − h4

+
h4

2
(1 + γ)

)
, (3.25)

onde usamos os autovalores λ± de ρq para calcular a entropia. No caso
clássico, h2 = 0, o que implica h = 0 e então

λ± =
1

2
± γ

2

e

F (ρq) = −1

2

(
(1−γ) log

1

2
(1− γ)+(1+γ) log

1

2
(1 + γ)+

1

T

(
h1(1−γ)+h4(1+γ)

))
com γ reescrito como

γ =
e−

h4
T − e−

h1
T

e−
h4
T + e−

h1
T

= tanh
h1 − h4

2T

Lema 3.1.4 Suponha h2 = 0, T = 1 e que (3.24) vale. Neste caso, γ =
e−h4 − e−h1 e F (ρq) = 0.
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Demonstração Imediata.

Note que tanto no caso clássico como no geral, temos limT→∞ γ = 0.
Ainda, limT→0 γ = ±1, dependendo do sinal de h1 − h4.

Alguns cálculos sugerem que os seguintes resultados são válidos.

Conjectura 3.1.5 Seja H hermitiano, então limT→∞ F (ρq) = log 2. Deno-
tando por FT (ρq) a pressão na temperatura T , temos ainda que {FT (ρq)}∞T=1

é uma sequência monótona.

Conjectura 3.1.6 Suponha que H é tal que h1, h4 satisfazem (3.24). Então
para o ρq associado, temos F (ρq) ≤ 0 e F (ρq) = 0 se, e somente se, h2 = 0.

O lema acima mostra que a condição (3.24) é apropriada para o caso
clássico, mas não para o caso geral. Uma ideia seria obter uma generalização
de (3.24). Observe que no caso clássico temos, por (3.23), o seguinte:

Lema 3.1.7 Suponha que h1 − h4 = k. Então

e−
h1
T + e−

h4
T = 1⇔ k = T log (e

h1
T − 1) (3.26)

Ainda, note que a diferença h1−h4 depende de apenas uma das entradas
de H. Então podemos supor que no caso geral, temos

h4 = h1 + k(h1, h2;T ), (3.27)

onde k é uma função de h1 e h2, mas não de h4. No caso clássico, tomamos

k = kcl(h1;T ) := −T log
(
e
h1
T − 1

)
. Mas a prinćıpio, podeŕıamos fixar k

igual a uma constante, e tentar obter soluções. De fato, alguns cálculos nos
mostram como obter H tal que F (ρq) = 0. As expressões são as que seguem.
Defina

α :=

√
γ2(k2 + 4|h2|2)

k
,

então

h1 =
1

2

(
k(1 + γ)− 4γ|h2|2

k
+ T

(
α log

[
1− α
1 + α

]
− log

[1

4

(
1− α

)(
1 + α

)]))
h4 = h1 − k, (3.28)

com h2 livre. Em particular, note que se h2 = 0 então α = γ = tanh (k/2T ),
e resolvendo (3.28) para k nos fornece duas soluções, a saber,

k = T log
(
e
h1
T − 1

)
ou k = T log

(
− e

h1
T − 1

)
e note que a primeira destas é igual à condição (3.26), e portanto tal proce-
dimento nos permite reobter o valor de k para o caso clássico.
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♦

Vamos analisar o problema (3.1) onde temos apenas um operador V1

invert́ıvel. Isso equivale a considerar as equações (3.2), (3.3) e (3.4) onde as
entradas wi de V2 são nulas. Então

ρ1(|v1|2 − |v2|2 − 1) + ρ2(v1v2) + ρ2(v2v1) + (|v2|2) = 0 (3.29)

ρ1(|v3|2 − |v4|2 + 1) + ρ2(v3v4) + ρ2(v4v3) + (|v4|2 − 1) = 0 (3.30)

ρ1(v1v3 − v2v4) + ρ2(v1v4 − 1) + ρ2(v2v3) + (v2v4) = 0. (3.31)

De forma semelhante ao caso anterior, chame de fi, gi, ji, i = 1, . . . , 4
cada termo em parenteses e então

ρ1f1 + ρ2f2 + ρ2f3 + f4 = 0

ρ1g1 + ρ2g2 + ρ2g3 + g4 = 0

ρ1j1 + ρ2j2 + ρ2j3 + j4 = 0,

Como antes,

ρ1,p = −
∑

σ∈S({2,3,4}) sgn(σ)fσ(2)gσ(3)jσ(4)∑
γ∈S({1,2,3}) sgn(γ)fγ(1)gγ(2)jγ(3)

(3.32)

ρ2,p =

∑
σ∈S({1,3,4}) sgn(σ)fσ(1)gσ(3)jσ(4)∑
γ∈S({1,2,3}) sgn(γ)fγ(1)gγ(2)jγ(3)

(3.33)

Observamos que mesmo neste caso, a fórmula expĺıcita envolvendo as
componentes fi, gi, ji é bastante longa, envolvendo muitos termos.

♦

3.2 Operador de Ruelle

Faremos agora algumas considerações sobre o operador de Ruelle L definido
a seguir. Em particular mostraremos que o problema clássico de Perron é
um caso particular do problema do operador L agindo em matrizes. Sejam

V1 =

(
p00 0
0 0

)
, V2 =

(
0 p01

0 0

)
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V3 =

(
0 0
p10 0

)
, V4 =

(
0 0
0 p11

)
, ρ =

(
ρ1 ρ2

ρ3 ρ4

)
Defina

L(ρ) =
4∑
i=1

qi(ρ)ViρV
†
i

Temos que L(ρ) = ρ implica em ρ2 = 0 e

aρ1 + bρ4 = ρ1 (3.34)

cρ1 + dρ4 = ρ4 (3.35)

onde
a = q1p

2
00, b = q2p

2
01, c = q3p

2
10, d = q4p

2
11

Resolver (3.34) e (3.35) para ρ1 nos fornece

ρ1 =
b

1− a
ρ4, ρ1 =

1− d
c

ρ4

ou seja,
b

1− a
=

1− d
c

(3.36)

o que é uma restrição sobre os qi.
Por (3.36), podemos resolver (3.34) e (3.35):

ρ = ρ4

(
b

1−a 0

0 1

)
= ρ4

(
1−d
c

0
0 1

)
,

ou seja,

ρ = ρ4

(
q2p201

1−q1p200
0

0 1

)
= ρ4

(
1−q4p211
q3p210

0

0 1

)
Mas queremos que ρ seja operador densidade, portanto ρ1 + ρ4 = 1 e então
um cálculo nos permite fixar ρ4 e obter

ρ =

(
q2p201

q2p201−q1p200+1
0

0
1−q1p200

q2p201−q1p200+1

)
=

(
1−q4p211

1−q4p211+q3p210
0

0
q3p210

1−q4p211+q3p210

)
(3.37)

Seja

P =
∑
i

Vi =

(
p00 p01

p10 p11

)
,
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coluna estocástica. Seja π = (π1, π2) tal que Pπ = π. Então

π = (
p01

p01 − p00 + 1
,

1− p00

p01 − p00 + 1
) (3.38)

Comparar (3.38) e (3.37) sugere que fixemos

q1 =
1

p00

, q2 =
1

p01

, q3 =
1

p10

, q4 =
1

p11

(3.39)

Então as entradas não nulas de ρ são as entradas de π e assim associamos o
ponto fixo de P ao ponto fixo de um certo L de maneira natural. Mas note
ainda que tal escolha não é única, pois

q2 =
1− q1p

2
00

p01p10

, q4 =
1− q3p10p01

p2
11

, (3.40)

q1, q3 quaisquer, também produz ρ com coordenadas não nulas iguais as de
π.

Note que também podeŕıamos ter considerado P linha estocástica, e π′

tal que π′P = π. Tal π′ tem a forma

π′ = (
p10

p10 − p00 + 1
,

1− p00

p10 − p00 + 1
)

Então escolhendo

q2 =
p10(q1p

2
00 − 1)

p2
01(p00 − 1)

, q4 =
1− q3p10(1− p00)

p2
11

, (3.41)

q1, q3 quaisquer, produzimos ρ com coordenadas não nulas iguais as de π′.

♦

Observação Outra forma de se chegar na mesma condição sobre os
qi é a seguinte. Suponha que os operadores Vi formam uma resolução da
identidade, ou seja

∑
i V
†
i Vi = I. Note que se os Vi são as coordenadas

de uma matriz estocástica, isso não ocorre imediatamente. Ao invés disso
considere matrizes ciVi, onde os ci são constantes a determinar. Então para
termos

4∑
i=1

c2
iV
†
i Vi =

(
c2

1p
2
00 + c2

3p
2
10 0

0 c2
2p

2
01 + c2

4p
2
11

)
= I,

basta escolher (notando que p00 + p10 = 1 e p01 + p11 = 1) os ci tais que

c2
1 =

1

p00

, c2
2 =

1

p01

, c2
3 =

1

p10

, c2
4 =

1

p11

ou seja, na notação do que analisamos acima, ci =
√
qi.
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♦

Agora consideramos apenas duas matrizes Vi. Sejam

V1 =

(
p00 p01

0 0

)
, V2 =

(
0 0
p10 p11

)
Então

q1V1ρV
†

1 + q2V2ρV
†

2 = ρ (3.42)

implica
q1[(p00ρ1 + p01ρ3)p00 + (p00ρ2 + p01ρ4)p01] = ρ1

q2[(p10ρ1 + p11ρ3)p10 + (p10ρ2 + p11ρ4)p11] = ρ4

E (3.42) também implica que ρ2 = ρ3 = 0, e então reescrevemos o sistema
acima como

aρ1 + fρ4 = ρ1 (3.43)

gρ1 + hρ4 = ρ4 (3.44)

onde
a = q1p

2
00, f = q1p

2
01, g = q2p

2
10, h = q2p

2
11

Ainda, obtemos

ρ1 =
f

1− a
ρ4

ρ1 =
1− h
g

ρ4

o que nos leva a uma restrição sobre os qi, a saber,

f

1− a
=

1− h
g

Portanto, a solução de (3.43) e (3.44) é

ρ = ρ4

(
f

1−a 0

0 1

)
= ρ4

(
1−h
g

0

0 1

)
Mas ρ1 + ρ4 = 1 implica a relação

ρ =

(
q1p201

q1p201−q1p200+1
0

0
1−q1p200

q1p201−q1p200+1

)
=

(
1−q2p211

1−q2p211+q2p210
0

0
q2p210

1−q2p211+q2p210

)
(3.45)
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Assumiremos agora que

P = V1 + V2 =

(
p00 p01

p10 p11

)
é coluna estocástica. Seja π tal que Pπ = π. Tal π é dado por (3.38):

π = (
p01

p01 − p00 + 1
,

1− p00

p01 − p00 + 1
) (3.46)

Compare (3.46) com (3.45). Temos uma situação diferente do que ocorre no
caso anterior, onde ρ possui q1 e q2 em sua expressão, ao passo que neste caso
temos apenas q1 (ou apenas q2) na expressão de ρ. Fixando

q1 =
1

p2
00 − p00p01 + p01

, q2 =
p10

p01p2
10 − p11p00 + p2

11

,

temos que as entradas não nulas de ρ são as entradas de π. Ainda, compa-
rando a (i, i)-ésima coordenada de ρ com a i-ésima coordenada de π, vemos
que se existem q′i que também tornam ρ e π iguais, então

q1p
2
01

q1p2
01 − q1p2

00 + 1
=

q′1p
2
01

q′1p
2
01 − q′1p2

00 + 1
,

o que implica

q1(q′1p
2
01 − q′1p2

00 + 1) = q′1(q1p
2
01 − q1p

2
00 + 1)

⇒ q1q
′
1p

2
01 − q1q

′
1p

2
00 + q1 = q1q

′
1p

2
01 − q1q

′
1p

2
00 + q′1

e cancelando, obtemos q1 = q′1. Analogamente,

1− q2p
2
11

1− q2p2
11 + q2p2

10

=
1− q′2p2

11

1− q′2p2
11 + q′2p

2
10

implica

(1− q2p
2
11)(1− q′2p2

11 + q′2p
2
10) = (1− q′2p2

11)(1− q2p
2
11 + q2p

2
10)

⇒ 1− q′2p2
11 + q′2p

2
10 − q2p

2
11 + q2q

′
2p

4
11 − q2q

′
2p

2
11p

2
10

= 1− q2p
2
11 + q2p

2
10 − q′2p2

11 + q2q
′
2p

4
11 − q2q

′
2p

2
11p

2
10

Cancelando, obtemos
q′2p

2
10 = q2p

2
10 ⇒ q′2 = q2

e portanto neste caso, a escolha de q1 e q2 é única.
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Ainda, podemos comparar (3.45) com o ponto fixo de P , mas agora su-
pondo P = V1 + V2 linha estocástica. Tal ponto fixo é π′ tal que π′P = π′,

π′ = (
p10

p10 − p00 + 1
,

1− p00

p10 − p00 + 1
)

Um cálculo análogo nos mostra que se

q1 =
p10

p10p2
00 − p2

01p00 + p2
01

, q2 =
1− p00

p3
10 − p2

11p00 + p2
11

,

as entradas não nulas de ρ são as entradas de π′. Novamente, comparando a
(i, i)-ésima coordenada de ρ com a i-ésima coordenada de π′, vemos que se
existem q′i que também tornam ρ e π′ iguais, então q′i = qi, como mostramos
acima.

Alternativamente, podeŕıamos ter definido

V1 =

(
p00 0
p10 0

)
, V2 =

(
0 p01

0 p11

)
,

ou seja, separando P pelas colunas, e não pelas linhas. Neste caso o sistema
obtido é

q1p
2
00ρ1 + q2p

2
01ρ4 = ρ1

q1p00p10ρ1 + q2p01p11ρ4 = ρ2

q1p
2
10ρ1 + q2p

2
11ρ4 = ρ4

ou reescrevendo,
aρ1 + bρ4 = ρ1 (3.47)

kρ1 +mρ4 = ρ2 (3.48)

sρ1 + tρ4 = ρ4 (3.49)

onde

a = q1p
2
00, b = q2p

2
01, k = q1p00p10, m = q2p01p11, s = q1p

2
10, t = q2p

2
11

Note que ρ2 é determinado por ρ1 e ρ4. Podemos resolver (3.47) e (3.49)
de forma semelhante a dos casos anteriores. Primeiro, obtemos a relação de
consistência

b

1− a
=

1− t
s
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Então resolvendo (3.47), (3.48), (3.49), obtemos a relação

ρ =

(
q2p201

q2p201−q1p200+1
kρ1 +mρ4

kρ1 +mρ4
1−q1p200

q2p201−q1p200+1

)
(3.50)

=

 q2p201
q2p201−q1p200+1

q1q2p00p10p201
q2p201−q1p200+1

+
q2p01p11(1−q1p200)

q2p201−q1p200+1

q1q2p00p10p201
q2p201−q1p200+1

+
q2p01p11(1−q1p200)

q2p201−q1p200+1

1−q1p200
q2p201−q1p200+1


ou de forma equivalente, a relação

ρ =

(
1−q2p211

q1p210−q2p211+1
kρ1 +mρ4

kρ1 +mρ4
q1p210

q1p210−q2p211+1

)

=

 1−q2p211
q1p210−q2p211+1

q1p00p10(1−q2p211)

q1p210−q2p211+1
+

q1q2p01p11p210
q1p210−q2p211+1

q1p00p10(1−q2p211)

q1p210−q2p211+1
+

q1q2p01p11p210
q1p210−q2p211+1

q1p210
q1p210−q2p211+1

 .

Lembre que a solução do problema estocástico clássico para P é

π = (
p01

p01 − p00 + 1
,

1− p00

p01 − p00 + 1
)

π′ = (
p10

p10 − p00 + 1
,

1− p00

p10 − p00 + 1
),

onde, como antes, π corresponde ao caso P coluna estocástica, π′ ao caso
P linha estocástica. Aqui buscamos alguma interpretação em termos de
estados misturados. Note que a solução (3.50) parece estar relacionada à
solução (3.37) (caso em que P é separada em 4 matrizes) pois a diagonal dos
dois operadores é a mesma. Mas como neste caso os termos não diagonais
de ρ são a prinćıpio não nulos, uma correspondência entre as entradas de ρ
com as de π não parece tão evidente.

Mesmo assim, podemos pensar no problema de obter qi tais que as entra-
das da diagonal de ρ correspondem às entradas de π, e como consequência
obter expressões para os termos não diagonais, possivelmente em uma forma
mais simplificada, mas ainda associado a algum tipo de mistura entre as coor-
denadas. Então pelo cálculo obtido para P separado em 4 matrizes, obtemos
de (3.40) e (3.41) que

q2 =
1− q1p

2
00

p01p10

,
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q1 qualquer, tornam a diagonal de ρ igual a π e

q2 =
p10(q1p

2
00 − 1)

p2
01(p00 − 1)

,

q1 qualquer, tornam a diagonal de ρ igual a π′.

♦

Agora, consideramos o seguinte problema. Sejam

V1 =

(
h00 0
0 0

)
, V2 =

(
0 h01

0 0

)
, V3 =

(
0 0
h10 0

)

V4 =

(
0 0
0 h11

)
, H =

∑
i

Vi, ρ =

(
ρ1 ρ2

ρ3 ρ4

)
Defina

L(ρ) =
4∑
i=1

qiViρV
†
i ,

com qi ∈ R. Assumimos que hij ∈ R e queremos obter λ tal que L(ρ) = λρ,
λ 6= 0, e λ é o maior dos autovalores posśıveis. Com um cálculo, obtemos
ρ2 = ρ3 = 0,

q1h
2
00ρ1 + q2h

2
01ρ4 = λρ1

q3h
2
10ρ1 + q4h

2
11ρ4 = λρ4

ou equivalentemente,
aρ1 + bρ4 = λρ1 (3.51)

cρ1 + dρ4 = λρ4, (3.52)

com
a = q1h

2
00, b = q2h

2
01, c = q3h

2
10, d = q4h

2
11

donde

ρ =

(
λ−d
c
ρ4 0

0 ρ4

)
=

(
b

λ−aρ4 0

0 ρ4

)
e

λ− d
c

=
b

λ− a
Resolvendo para λ, obtemos os autovalores

λ =
a+ d

2
± ζ

2
=
a+ d

2
±
√

(d− a)2 + 4bc

2
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=
1

2

(
q1h

2
00 + q4h

2
11 ±

√
(q4h2

11 − q1h2
00)2 + 4q2q3h2

01h
2
10

)
,

onde

ζ =
√

(d− a)2 + 4bc =
√

(q4h2
11 − q1h2

00)2 + 4q2q3h2
01h

2
10

e as autofunções associadas

ρ =

(
a−d±ζ

2c
ρ4 0

0 ρ4

)
=

(
2b

d−a±ζρ4 0

0 ρ4

)
Mas ρ1 + ρ4 = 1 então obtemos a relação

ρ =

(
a−d±ζ

a−d±ζ+2c
0

0 2c
a−d±ζ+2c

)
=

(
q1h200−q4h211±ζ

q1h200−q4h211±ζ+2q3h210
0

0
2q3h210

q1h200−q4h211±ζ+2q3h210

)
(3.53)

ou de forma equivalente, a relação

ρ =

(
−2b

a−2b−d∓ζ 0

0 a−d∓ζ
a−2b−d∓ζ

)
=

( −2q2h201
q1h200−2q2h201−q4h211∓ζ

0

0
q1h200−q4h211∓ζ

q1h200−2q2h201−q4h211∓ζ

)
(3.54)

Assim obtemos que ρ1, ρ4, q1, ..., q4, λ são soluções impĺıcitas do conjunto de
equações (3.51)-(3.52). Lembre que neste caso, obtemos ρ2 = ρ3 = 0.

Agora consideramos o problema de encontrar o autovetor v associado ao
autovalor dominante de H. Os autovalores são

λ =
1

2

(
h00 + h11 ±

√
(h00 − h11)2 + 4h01h10

)
Então obtemos v tal que Hv = λv a partir do conjunto de equações

h00v1 + h01v2 = λv1 (3.55)

h10v1 + h11v2 = λv2 (3.56)

que determinam implicitamente v1, v2, λ. Note agora que tomando

q1 =
1

h00

, q2 =
1

h01

, q3 =
1

h10

, q4 =
1

h11

vemos que os conjuntos de equações (3.51)-(3.52) e (3.55)-(3.56) são os mes-
mos. Assim, conclúımos que o problema clássico de Perron é um caso parti-
cular do problema do operador L agindo em matrizes.
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Defina agora L com qi ∈ C, hij ∈ C, H hermitiano complexo. Queremos
obter λ tal que L(ρ) = λρ, λ ∈ R, λ 6= 0, λ sendo o maior dos autovalores.
Supomos ainda ρ hermitiano e positivo. Note que as equações (3.55)-(3.56)
também valem para H hermitiano complexo qualquer. Ainda, nesse cálculo
podemos tomar os operadores Vi com coordenadas complexas. Mas observe
o seguinte: neste caso complexo que queremos considerar, (3.53) e (3.54)
mostram que existem restrições sobre os qi, pois como ρ é hermitiano, temos
que as entradas da diagonal de ρ devem ser reais.

Por exemplo, em (3.53) (ou em (3.54)), notamos que mesmo supondo
todos os qi reais, pode ocorrer que ρ00 /∈ R ou ρ11 /∈ R.

Agora, consideramos o problema de dividir H em duas matrizes apenas.
Aqui temos dois casos a considerar, de forma semelhante ao que fizemos antes.
Em ambos os casos, assuma H = V1 + V2 hermitiano complexo. Temos:

1.

V1 =

(
h00 0
h10 0

)
, V2 =

(
0 h01

0 h11

)
E L(ρ) = λρ nos leva a

q1|h00|2ρ1 + q2|h01|2ρ4 = λρ1 (3.57)

q1h00h01ρ1 + q2h01h11ρ4 = λρ2 (3.58)

q1h00h01ρ1 + q2h01h11ρ4 = λρ2 (3.59)

q1|h10|2ρ1 + q2|h11|2ρ4 = λρ4 (3.60)

Este sistema generaliza algumas das construções que vimos antes, e
nota-se que vários dos cálculos a seguir são semelhantes. Observe ainda
que ρ2 é uma combinação de ρ1 e ρ4 e que podemos tratar (3.57) e (3.60)
em conjunto para obter os seguintes cálculos. Denote

â = q1|h00|2, b̂ = q2|h01|2, ĉ = q1|h10|2, d̂ = q2|h11|2

donde obtemos a relação

ρ =

(
λ−d̂
ĉ
ρ4 ρ2

ρ2 ρ4

)
=

(
b̂

λ−âρ4 ρ2

ρ2 ρ4

)
e

λ− d̂
ĉ

=
b̂

λ− â
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λ =
â+ d̂

2
± ζ̂

2
=
â+ d̂

2
±

√
(d̂− â)2 + 4b̂ĉ

2

=
1

2

(
q1|h00|2 + q2|h11|2±

√
(q2|h11|2 − q1|h00|2)2 + 4q2q1|h01|4

)
(3.61)

Então obtemos a relação

ρ =

(
â−d̂±ζ̂

â−d̂±ζ̂+2ĉ
ρ2

ρ2
2ĉ

â−d̂±ζ̂+2ĉ

)

=

 q1|h00|2−q2|h11|2±ζ̂
q1|h00|2−q2|h11|2±ζ̂+2q1|h10|2

ρ2

ρ2
2q1|h10|2

q1|h00|2−q2|h11|2±ζ̂+2q1|h10|2

 (3.62)

ou de forma equivalente, a relação

ρ =

(
−2b̂

â−2b̂−d̂∓ζ̂ ρ2

ρ2
â−d̂∓ζ̂

â−2b̂−d̂∓ζ̂

)

=

 −2q2|h01|2

q1|h00|2−2q2|h01|2−q2|h11|2∓ζ̂
ρ2

ρ2
q1|h00|2−q2|h11|2∓ζ̂

q1|h00|2−2q2|h01|2−q2|h11|2∓ζ̂

 , (3.63)

onde
ρ2 =

q1

λ
h00h01ρ1 +

q2

λ
h01h11ρ4

=
q1

λ
h00h01ρ1 +

q2

λ
h01h11ρ4 (3.64)

2. Ao contrário do que vimos acima, o caso a seguir terá solução diagonal
(o que o torna pouco interessante). De fato,

V1 =

(
h00 h01

0 0

)
, V2 =

(
0 0
h10 h11

)
E L(ρ) = λρ nos leva a

q1(|h00|2ρ1 + h00h01ρ2 + h01h00ρ3 + |h01|2ρ4) = λρ1

q2(|h10|2ρ1 + h10h11ρ2 + h11h10ρ3 + |h11|2ρ4) = λρ4

λρ2 = 0
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o que, caso λ 6= 0, se reduz em

q1(|h00|2ρ1 + |h01|2ρ4) = λρ1

q2(|h10|2ρ1 + |h11|2ρ4) = λρ4

Denote

ã = q1|h00|2, b̃ = q1|h01|2, c̃ = q2|h10|2, d̃ = q2|h11|2

O cálculo exigido neste caso é quase idêntico ao do caso anterior, exceto
por certos coeficientes envolvidos, e pelo fato de que temos apenas
termos diagonais não nulos. Ainda, um cálculo simples mostra que ao
obter λ em função dos qi e de H, obtemos o mesmo valor do caso 1,
dado por (3.61). Então como

λ =
ã+ d̃

2
± ζ̃

2
=
ã+ d̃

2
±

√
(d̃− ã)2 + 4b̃c̃

2
,

temos

ρ =

(
ã−d̃±ζ̃

ã−d̃±ζ̃+2c̃
0

0 2c̃
ã−d̃±ζ̃+2c̃

)

=

 q1|h00|2−q2|h11|2±ζ̃
q1|h00|2−q2|h11|2±ζ̃+2q2|h10|2

0

0 2q1|h10|2

q1|h00|2−q2|h11|2±ζ̃+2q2|h10|2

 (3.65)

ou de forma equivalente,

ρ =

(
−2b̃

ã−2b̃−d̃∓ζ̃ 0

0 ã−d̃∓ζ̃
ã−2b̃−d̃∓ζ̃

)

=

 −2q1|h01|2

q1|h00|2−2q1|h01|2−q2|h11|2∓ζ̃
0

0 q1|h00|2−q2|h11|2∓ζ̃
q1|h00|2−2q1|h01|2−q2|h11|2∓ζ̃

 (3.66)

♦
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3.3 Operador de Ruelle e o problema varia-

cional

Queremos comparar a relação

ρq =

(
1
2
− γ

2
γ h01
h00−h11

γ h01
h00−h11

1
2

+ γ
2

)
=

(
1
2

0
0 1

2

)
+γ

(
−1

2
h01

h00−h11
h01

h00−h11
1
2

)
, (3.67)

γ =
e−

h11
T

√
1+4h − e−

h00
T

√
1+4h

√
1 + 4h(e−

h00
T

√
1+4h + e−

h11
T

√
1+4h)

h =
∣∣∣ h01

h00 − h11

∣∣∣2
=

1√
1 + 4h

tanh
(h00 − h11)

√
1 + 4h

2T
∈ (−1, 1), (3.68)

referente à solução do problema variacional de pressão que analisamos ante-
riormente, com as relações

ρ =

(
â−d̂±ζ̂

â−d̂±ζ̂+2ĉ
ρ2

ρ2
2ĉ

â−d̂±ζ̂+2ĉ

)

=

 q1|h00|2−q2|h11|2±ζ̂
q1|h00|2−q2|h11|2±ζ̂+2q1|h10|2

ρ2

ρ2
2q1|h10|2

q1|h00|2−q2|h11|2±ζ̂+2q1|h10|2

 (3.69)

ρ =

(
−2b̂

â−2b̂−d̂∓ζ̂ ρ2

ρ2
â−d̂∓ζ̂

â−2b̂−d̂∓ζ̂

)

=

 −2q2|h01|2

q1|h00|2−2q2|h01|2−q2|h11|2∓ζ̂
ρ2

ρ2
q1|h00|2−q2|h11|2∓ζ̂

q1|h00|2−2q2|h01|2−q2|h11|2∓ζ̂

 , (3.70)

onde

ρ2 =
q1

λ
h00h01ρ1 +

q2

λ
h01h11ρ4 =

q1

λ
h00h01ρ1 +

q2

λ
h01h11ρ4, (3.71)

â = q1|h00|2, b̂ = q2|h01|2, ĉ = q1|h10|2, d̂ = q2|h11|2

ζ̂ =

√
(d̂− â)2 + 4b̂ĉ =

√
(q2|h11|2 − q1|h00|2)2 + 4q2q1|h01|4
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referente à solução do problema de autovalores do operador de Ruelle, também
analisado anteriormente. Ambas as soluções são referentes ao caso complexo.
A solução do operador de Ruelle indicada acima corresponde ao caso em que
dividimos o hamiltoniano em duas matrizes, cada uma com uma coluna não
nula (lembre que esse foi o único caso com coeficientes complexos em que
obtivemos uma solução não diagonal). Note que trocamos a notação dos
ı́ndices de H no problema variacional de modo que h00 = h1, h01 = h2,
h10 = h3, h11 = h4 (a notação de ı́ndices enumerando linhas e colunas é mais
conveniente ao se considerar casos mais gerais).

Nossa pergunta é a seguinte. Fixado H, queremos determinar q1 e q2 tais
que a solução do problema do operador de Ruelle Lq1,q2 associado é igual
a ρq que, lembramos, corresponde ao máximo da pressão para operadores
densidade.

Comparando (3.67) e (3.69), e as coordenadas dos ρ respectivos, chegamos
ao seguinte sistema:

1

2
(1− γ) =

q1|h00|2 − q2|h11|2 ± ζ̂
q1|h00|2 − q2|h11|2 ± ζ̂ + 2q1|h10|2

(3.72)

γh01

h00 − h11

=
1

2λ

(
q1h00h01(1− γ) + q2h01h11(1 + γ)

)
(3.73)

ζ̂ =
√

(q1|h00|2 − q2|h11|2)2 + 4q1q2|h01|2 (3.74)

Um cálculo longo, mas elementar nos fornece o seguinte.

Lema 3.3.1 Fixado H, existem q1 e q2 tais que a solução do problema de
autovalores de Lq1,q2 é a solução do problema variacional de pressão.

3.4 Um teorema de autovalores

As proposições a seguir são inspiradas em [27]. Lembramos que um operador
linear P : V → V em um espaço de Hilbert (V, 〈·〉) é positivo se 〈Pv, v〉 ≥ 0,
para todo v ∈ V . Denotamos tal propriedade de P por P ≥ 0.

Seja HN espaço de Hilbert complexo de dimensão N . Defina o espaço dos
operadores positivos em HN :

PHN := {ρ : HN → HN : ρ = ρ∗, ρ ≥ 0}

Defina:
MN := {ρ ∈ PHN : tr(ρ) = 1}
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o espaço dos operadores densidade em HN . Sejam Vi : HN → HN operadores
lineares, i = 1, . . . , k.

Observação Em [24] é suposto ainda que os Vi são invert́ıveis, mas não
usaremos tal fato aqui.

♦

Defina o operador hermitiano e positivo LV : PHN → PHN ,

LV (ρ) :=
k∑
i=1

ViρV
∗
i (3.75)

Proposição 3.4.1 Existem ρ ∈MN e β > 0 tais que LV (ρ) = βρ.

Prova Defina Ln :MN →MN ,

Ln(ρ) :=
LV (ρ+ I

n
)

tr(LV (ρ+ I
n
))

, n ≥ 1

Note que o operador acima está bem definido. De fato, note que

tr(
∑
i

Vi(ρ+
I

n
)V ∗i ) = tr(

∑
i

ViρV
∗
i +

1

n

∑
j

VjV
∗
j )

= tr(LV (ρ)) +
1

n

∑
j

tr(VjV
∗
j )

Mas VjV
∗
j é positivo, para todo j, assim como LV (ρ) é positivo. E sabemos

que para qualquer operador positivo P 6= 0, se {v1, . . . , vN} é uma base
ortonormal para HN , temos

tr(P ) =
N∑
i=1

〈Pvi, vi〉 > 0

Logo, tr(LV (ρ+ I
n
)) > 0, n ≥ 1, e portanto Ln(ρ) está bem definida.

Sabemos queMN é compacto e convexo, então podemos aplicar o teorema
de Schauder para cada uma das aplicações Ln, n ≥ 1 e obter ρn ∈ MN tais
que

Ln(ρn) = ρn ⇒ LV (ρn +
I

n
) = βnρn, n ≥ 1
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onde

βn := tr(LV (ρn +
I

n
))

Pela compacidade de MN , podemos escolher um ponto ρ ∈ MN que seja
limite da sequência {ρn}∞n=1 e então, por continuidade, LV (ρ) = βρ, onde β =
tr(LV (ρ)). Ainda, note que β ≥ 0, pois para {v1, . . . , vN} base ortonormal
de HN ,

tr(LV (ρ)) =
N∑
i=1

〈LV (ρ)vi, vi〉 ≥ 0,

pois LV (ρ) é positivo, e a desigualdade será igual a zero apenas se LV (ρ) for
o operador nulo. Assim mostramos que existem ρ ∈ MN e β > 0 tais que
LV (ρ) = βρ.

�

A prova acima funciona, com pequenas alterações, para o operador her-
mitiano e positivo LW,V : PHN → PHN ,

LW,V (ρ) :=
k∑
i=1

tr(WiρW
∗
i )ViρV

∗
i (3.76)

Proposição 3.4.2 Existem ρ ∈MN e β > 0 tais que LW,V (ρ) = βρ.

Prova Defina Ln :MN →MN ,

Ln(ρ) :=
LW,V (ρ+ I

n
)

tr(LW,V (ρ+ I
n
))

, n ≥ 1

Tal operador está bem definido. De fato, note que LW,V (ρ), WjW
∗
j , VjV

∗
j são

positivos para todo j. Então

tr
[∑

i

tr
(
Wi(ρ+

I

n
)W ∗

i

)
Vi(ρ+

I

n
)V ∗i

]
=
∑
i

tr
(
Wi(ρ+

I

n
)W ∗

i

)
tr(Vi(ρ+

I

n
)V ∗i )

=
∑
i

tr(WiρW
∗
i +

1

n
WiW

∗
i )tr(ViρV

∗
i +

1

n
ViV

∗
i ) ≥

≥
∑
i

tr(WiρW
∗
i )tr(ViρV

∗
i ) = tr(LW,V )
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E sabemos que para qualquer operador positivo P 6= 0, se {v1, . . . , vN} é uma
base ortonormal para HN , temos

tr(P ) =
N∑
i=1

〈Pvi, vi〉 > 0

Logo, tr(LW,V (ρ+ I
n
)) > 0, n ≥ 1, e portanto Ln(ρ) está bem definida.

Sabemos queMN é compacto e convexo, então podemos aplicar o teorema
de Schauder para cada uma das aplicações Ln, n ≥ 1 e obter ρn ∈ MN tais
que

Ln(ρn) = ρn ⇒ LW,V (ρn +
I

n
) = βnρn, n ≥ 1

onde

βn := tr(LW,V (ρn +
I

n
))

Pela compacidade de MN , podemos escolher um ponto ρ ∈ MN que seja
limite da sequência {ρn}∞n=1 e então, por continuidade, LW,V (ρ) = βρ, onde
β = tr(LW,V (ρ)). Ainda, note que β ≥ 0, pois para {v1, . . . , vN} base orto-
normal de HN ,

tr(LW,V (ρ)) =
N∑
i=1

〈LW,V (ρ)vi, vi〉 ≥ 0,

pois LW,V (ρ) é positivo, e a desigualdade será igual a zero apenas se LW,V (ρ)
for o operador nulo. Assim mostramos que existem ρ ∈MN e β > 0 tais que
LW,V (ρ) = βρ.

�
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Caṕıtulo 4

Baricentros, pontos fixos e
autovalores para IFS

4.1 Integrais vetoriais e baricentros

Nota sobre pontos fixos de QIFS homogêneos. Esta exposição é baseada em
[24] e [32].

Nesta seção voltamos a considerar operadores markovianos.

Seja MN(C) o conjunto de matrizes complexas de ordem N . Sejam

HN := {ρ ∈MN(C) : ρ∗ = ρ}

PHN := {ρ ∈ HN : 〈ρψ, ψ〉 ≥ 0,∀ψ ∈ CN}

MN := {ρ ∈ PHN : tr(ρ) = 1}

PN := {ρ ∈ HN : ρ = |ψ〉〈ψ|, ψ ∈ CN , 〈ψ|ψ〉 = 1},

o espaço dos operadores hermitianos, positivos, dos estados densidade, e
dos estados puros, respectivamente. Como visto anteriormente, ρ∗ denota o
transposto conjugado (adjunto) de ρ, tr é o funcional traço, 〈·|·〉 é o produto
interno em MN(C) e |ψ〉〈ψ| é a notação de Dirac para projeções.

Embora as construções e teoremas mencionados em [32] sejam completa-
mente gerais, estaremos mais interessados no caso em que temos IFS quânticos
sobre estados misturados, o que significa considerar o espaço de operadores
densidade MN em um espaço de Hilbert complexo de dimensão finita. Por-
tanto, sempre que posśıvel, indicaremos um exemplo das construções feitas
no caso de matrizes densidade.
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Seja (X, d) espaço métrico, B(X) os subconjuntos de Borel deX. Defina

fa(X) := {f : B(X)→ R : f é finitamente aditiva }

ca(X) := {f : B(X)→ R : f é contavelmente aditiva }

Seja m ∈ fa(X). Dizemos que m é limitada se

‖m‖tot := sup{
∑
a∈A

|m(A)| : A é partição mensurável de (X,B(X))}

for finita. Defina

bfa(X) := {f ∈ fa(X) : f é limitada }

bca(X) := {f ∈ ca(X) : f é limitada }

Denote por M(X) o cone dos elementos positivos de ca(X) (i.e., as me-
didas) e

M fin(X) := bca(X) ∩M(X)

M1(X) := {µ ∈M(X) : µ(X) = 1}

Para m ∈ fa(X), defina

〈f,m〉 :=

∫
fdm,

se o lado direito da expressão existir.

Seja (V,+, ·) um espaço vetorial real, e τ uma topologia em V . Dize-
mos que (V,+, ·; τ) é um espaço vetorial topológico se for Hausdorff e se as
operações + e · forem cont́ınuas.

Por exemplo, no contexto de matrizes densidade, V será o espaço de
Hilbert HN e X será o espaço MN das matrizes densidade.

Definição Seja (X,Σ) um espaço mensurável, seja µ ∈ M(X), seja
(V,+, ·; τ) um espaço localmente convexo e seja f : X → V . Dizemos que
x ∈ V é a integral de f em X, denotado por

x :=

∫
X

fdµ

se

Ψ(x) =

∫
X

Ψ ◦ fdµ,
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para todo Ψ ∈ V ∗.

Denote por co(X) a cobertura convexa de X, ou seja, o conjunto
convexo mı́nimo que contém X. Definimos o fecho convexo como sendo
co(X).

Proposição 4.1.1 Seja (X, d) espaço métrico compacto, µ ∈M fin(X), seja
(V,+, ·; τ) espaço localmente convexo e seja f : X → V uma função cont́ınua
tal que cof(X) é compacto. Então a integral de f em X existe e pertence a
cof(X).

Observação Se (V, ‖ · ‖) é um espaço de Banach e τ é a topologia
da norma em V , então a suposição da compacidade de cof(X) é satisfeita
automaticamente.

Proposição 4.1.2 [33] Seja V um espaço localmente convexo, seja E ⊂ V
um conjunto completo, convexo e limitado, e µ ∈ M1(E). Então existe um
único x ∈ E tal que

l(x) =

∫
E

ldµ,

para todo l ∈ V ∗.

A expressão acima é dita fórmula baricêntrica e o ponto x definido
acima é dito baricentro de µ, denotado por r(µ).

4.2 Estados

Seja (V,+, ·) um espaço vetorial real. Seja C ⊂ V , não vazio. Dizemos que
C é um cone se C + C ⊂ C e λC ⊂ C, λ ∈ R+. Dizemos que C é um cone
próprio se C ∩ (−C) = {0} e gerador se C ⊕ (−C) = V .

Um exemplo de cone que veremos é o espaço PHN dos operadores her-
mitianos positivos em um espaço de Hilbert HN .

Seja ≤ uma ordem parcial em V . Dizemos que (V,+, ·,≤) é um espaço
vetorial ordenado se

x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z, x, y, z ∈ V

x ≤ y ⇒ λx ≤ λy, x, y ∈ V, λ ∈ R+.
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Para matrizes densidade ρ, ψ ∈ MN , iremos definir ρ ≤ ψ se ψ − ρ for
matriz positiva.

Se (V,+, ·,≤) é um espaço vetorial ordenado, então

V + := {x : x ≥ 0}

é um cone próprio, chamado cone positivo. Um funcional linear f : V →
R é dito positivo se f(V +) ⊂ R+ e é dito estritamente positivo se
f(V +\{0}) ⊂ R+\{0}. Ainda, se f é funcional positivo, defina f+, f− :
V → R como

f+(x) := inf{f(y) : y ∈ V +, y − x ∈ V +} (4.1)

f−(x) := inf{f(z) : z ∈ V +, z + x ∈ V +} (4.2)

e
‖x‖f := f+(x) + f−(x), x ∈ V.

Observação Apesar do nome, note que a prinćıpio um funcional positivo
e em V pode assumir valor negativos para algum ponto em V (pois, por
definição, e(V +) ⊂ R+, e não e(V ) ⊂ R+).

No contexto de matrizes densidade, o funcional e será o traço em V = HN .

Definição Seja K um cone em V e seja e um funcional estritamente
positivo em V . Dizemos que x ∈ V admite uma decomposição mı́nima
com respeito a (K, e) se existirem y, z ∈ K tais que x = y − z, e para
quaisquer u, v ∈ K tais que x = u− v, temos que e(y) ≤ e(u) e e(z) ≤ e(v).

Definição Dizemos que (V, V +, e) é um espaço de estados se

1. (V,+, ·) é um espaço vetorial real e V + ⊂ V é um cone.

2. e : V → R é um funcional estritamente positivo tal que todo x ∈ V
admite uma decomposição mı́nima com respeito a (V +, e).

O funcional e é chamado funcional de carga. Se no item 2, a decomposição
mı́nima for única, dizemos que (V, V +, e) é um espaço de estados regular.

Definição SejaK ⊂ V um cone gerador próprio e seja B um subconjunto
convexo de K. Dizemos que B é uma base de K se para todo x ∈ K\{0}
existe um único b ∈ B e λ > 0 tal que x = λb.

Proposição 4.2.1 [32] Seja B um subconjunto de um cone gerador próprio
K. São equivalentes:

72



1. B é uma base de K.

2. Existe um funcional estritamente positivo e em V tal que

B = {x ∈ K : e(x) = 1}.

Pela proposição acima, se (V, V +, e) é um espaço de estados, temos que
B = {x ∈ V + : e(x) = 1} é um base de V +. Tais elementos são ditos estados
e dizemos que x ∈ B é um estado puro se x ∈ ex(B), onde ex(B) denota o
conjunto de pontos extremais de B.

Naturalmente, iremos associar B às matrizes densidade, que são os obje-
tos que descrevem os estados misturados, e ex(B) aos estados puros.

No caso de espaço de estados regulares, iremos denotar os elementos da
única decomposição mı́nima de x ∈ V por x+ e x−. Então, x = x+ − x−,
x+, x− ∈ V + e ainda, temos e(x+) = e+(x) e e(x−) = e−(x), onde, de forma
análoga às definições (4.1) e (4.2),

e+(x) := inf{e(y) : y ∈ V +, y − x ∈ V +} (4.3)

e−(x) := inf{e(z) : z ∈ V +, z + x ∈ V +} (4.4)

Precisaremos destas definições acima para poder descrever certas pro-
priedades de operadores de Markov e submarkovianos em geral. Lembre que
uma aplicação positivamente homogênea F é aquela em que F (x+ y) =
F (x) + F (y) e F (αx) = αF (x), α > 0.

Proposição 4.2.2 Seja (V, V +, e) um espaço de estados regular. Então

1. e pode ser decomposto como e = e+ − e−, onde e+, e− são positivos,
positivamente homogêneos e subaditivos.

2. e marca o contorno do cone, i.e., V + = {x ∈ V : e(x) = e+(x)}.

Definição Seja (V, V +, e) um espaço de estados com base

B = {x ∈ V + : e(x) = 1} (4.5)

Seja C ⊂ V + um cone e seja τ uma topologia localmente convexa em 〈C〉 (o
espaço gerado por C). Dizemos que o par (C, τ) é uma estrutura compacta
em V + se

BC := B ∩ C
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for compacto na τ -topologia. A estrutura compacta será metrizável se a
τ -topologia restrita a BC for metrizável.

No caso de operadores densidade, podemos tomar simplesmente C =
V + = PHN , com V=HN por exemplo, e portanto BC = B∩V + = B =MN ,
que é compacto na topologia Euclidiana τ (i.e., a topologia métrica induzida
pela métrica Euclidiana em V ). Logo (C, τ) = (PHN , τ) é uma estrutura
compacta para esse caso particular.

4.3 Exemplo: matrizes densidade

Aqui resumimos, a t́ıtulo de ilustração, como a construção da seção anterior
se ajusta ao caso de matrizes densidade.

Usando a notação da seção anterior, defina V := HN , V + := PHN (note
que tal espaço é um cone convexo), e seja a ordem parcial ≤ em PHN dada
por ρ ≤ ψ se, e somente se, ψ − ρ ≥ 0, i.e., se ψ − ρ for positivo. Então,
temos que

(V, V +, e) = (HN ,PHN , tr),

onde tr denota o funcional traço, é um espaço de estados regular. Ainda na-
quela notação, o conjunto B dos elementos de V + de traço 1 é, naturalmente,
o espaço de matrizes densidade. Logo, B =MN .

Seja Z ⊂ V ∗ um subespaço vetorial não vazio de V ∗. A menor topologia
em V tal que todo funcional definido em Z é cont́ınuo nessa topologia, de-
notada por σ(V, Z), torna V um espaço localmente convexo. Em particular,
σ(V, V ∗) é chamada de topologia fraca em V . Se (V, ‖ ·‖) é um espaço nor-
mado, então σ(V ∗, V ) é chamada topologia fraca∗ em V ∗ (identificamos V
com um subespaço de V ∗∗).

Temos também que (C, τ) = (PHN , τ), onde τ é a topologia fraca∗ (e
que coincide com a Euclidiana, ver p. 26 de [32]) é uma estrutura compacta
metrizável. Temos, nesse caso, que BC = B ∩ C =MN .

Observação O conjunto de estados puros pode ser identificado com o
espaço projetivo complexo CPN−1. Para N = 2, temos que M2 é isomorfo
à bola fechada em R3 (a bola de Bloch) e o conjunto de estados puros P2 é
isomorfo à sua fronteira (a esfera unitária de dimensão 2), chamada esfera
de Poincaré. Mais especificamente, cada ρ ∈M2 pode ser escrito na forma

ρ =
I + u · σ

2
, u ∈ R3, |u| ≤ 1,
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onde I é matriz identidade e σ := (σx, σy, σz) são as matrizes de Pauli, que
já vimos antes:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
Da mesma forma, um estado puro pode ser descrito da forma acima, mas
com u tal que |u| = 1.

♦

Observamos a t́ıtulo de curiosidade que estas construções gerais também
permitem modelar problemas baseados em álgebras C∗, tal como é descrito
em [32], por exemplo.

4.4 Operadores Markovianos, submarkovia-

nos e IFS

Definição Seja (X, d) espaço métrico. Sejam pi : X → R+ funções men-
suráveis tais que

∑k
i=1 pi = 1 e sejam Fi : Xi → X funções mensuráveis, i =

1, . . . , k, onde Xi = {x ∈ X : pi(x) 6= 0}. Dizemos que F = (X,Fi, pi)i=1,...,k

é um sistema de funções iteradas parcial (PIFS).

Observação A diferença entre IFS definidos anteriormente e os PIFS é
o fato de que nesta última, as funções Fi estão restritas ao subconjunto de
X onde os pi não se anulam. Note que a definição de IFS hiperbólicos dada
antes já contém essa restrição, sendo que nesse caso IFS e PIFS são o mesmo
objeto. Ainda, é posśıvel mostrar que os teoremas clássicos de existência de
uma única medida atrativa invariante para IFS podem ser estendidos para
PIFS. Por causa disso iremos, por simplicidade, nos referir sempre a IFS
indistintamente, exceto quando tal propriedade sobre os pi for essencial.

♦

No contexto de sistemas quânticos definimos QIFS homogêneos, que são
um caso particular do que segue. Seja F = (B,Fi, pi)i=1,...,k um IFS. Defina

Bi := {x ∈ B : pi(x) 6= 0} (4.6)

e também λi : B → V +,
λi(x) := (piFi)(x),
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se x ∈ Bi, e λi(x) := 0 se x /∈ Bi. Então dizemos que F é homogêneo se pi
e λi = piFi forem aplicações afins, i = 1, . . . , k.

Em termos de espaços de matrizes, uma aplicação afim é uma aplicação
M : MN(C)→MN(C) do tipo

M(Q) = L(Q) +K, K,Q ∈MN(C), L : MN(C)→MN(C),

e L é linear.

Um operador de Markov para medidas de probabilidade é um operador
P : M1(X)→M1(X) tal que

P (λµ1 + (1− λ)µ2) = λPµ1 + (1− λ)Pµ2,

para µ1, µ2 ∈ M1(X), λ ∈ (0, 1). Um exemplo de operador de Markov para
medidas é o que definimos anteriormente, V : M1(X)→M1(X),

(Vν)(B) =
k∑
i=1

∫
F−1
i (B)

pidν, (4.7)

e que chamaremos de operador de Markov induzido por F .

Seja
mb(X) := {f : X → R : f é mensurável e limitada}

Então, defina
I(x) := {i : x ∈ Xi}, x ∈ X,

e também U : mb(X)→ mb(X),

(Uf)(x) :=
∑
i∈I(x)

pi(x)f(Fi(x))

Proposição 4.4.1 [32] Seja f ∈ mb(X) e µ ∈M1(X), então

〈f,Vµ〉 = 〈Uf, µ〉 =
k∑
i=1

∫
Xi

pi(f ◦ Fi)dµ,

onde 〈f, µ〉 denota a integral de f com respeito a µ.
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Agora assuma que (V, V +, e) é um espaço de estados completo com base

B = {x ∈ V + : e(x) = 1}

Defina
‖x‖ = ‖x‖e := e+(x) + e−(x)

(ver equações (4.3) e (4.4)). Estamos interessados em operadores de Markov
sobre elementos de um espaço vetorial. Tal definição imita o que temos para
operadores de Markov para medidas.

Definição Seja P : B → B. Dizemos que P é operador de Markov
se

P (λx1 + (1− λ)x2) = λP (x1) + (1− λ)P (x2),

para todo x1, x2 ∈ B, λ ∈ (0, 1).

Proposição 4.4.2 Todo operador de Markov P : B → B pode ser estendido
de maneira única a um operador P+ : V + → V +, satisfazendo

1. P+(x+ y) = P+(x) + P+(y)

2. P+(αx) = αP+(x), α > 0

3. ‖P+(x)‖ = ‖x‖, ∀x ∈ V +

Prova Defina P+ : V + → V + como sendo P+(z) = ‖z‖P ( z
‖z‖), z ∈ V +.

Claramente P+ é uma extensão de P . Sejam x, y ∈ V +, α > 0. Temos

P+(x+ y) = ‖x+ y‖P (
x+ y

‖x+ y‖
)

= (‖x‖+ ‖y‖)P
( ‖x‖
‖x‖+ ‖y‖

x

‖x‖
+

‖y‖
‖x‖+ ‖y‖

y

‖y‖

)
= P+(x) + P+(y)

Ainda,

P+(αx) = ‖αx‖P (
x

‖x‖
) = αP+(x)

Além disso, x
‖x‖ ∈ B implica

‖P+(x)‖ = ‖x‖‖P (
x

‖x‖
)‖ = ‖x‖.

�
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Proposição 4.4.3 Todo operador de Markov P : B → B pode ser estendido
de maneira única a um operador P : V → V , satisfazendo

1. P é linear

2. P (x) ∈ V +, ∀x ∈ V +

3. ‖P (x)‖ = ‖x‖, ∀x ∈ V +

4. ‖P (x)‖ ≤ ‖x‖, ∀x ∈ V

5. e ◦ P = e

Prova Defina P : V → V como sendo P (x) = P+(y) − P+(z), para x ∈ V ,
y, z ∈ V +, x = y− z, onde P+ : V + → V + é definido na proposição anterior.
De tal proposição segue que P é uma extensão de P+, e portanto de P . Logo
os itens 2 e 3 que enunciamos são válidos. Para mostrar que P está bem
definida, assuma que x = y − z = ỹ − z̃, com y, ỹ, z, z̃ ∈ V +. Então

P+(y) + P+(z̃) = P+(y + z̃) = P+(ỹ + z) = P+(ỹ) + P+(z)

e portanto P+(y)− P+(z) = P+(ỹ)− P+(z̃).

A seguir provamos que P é linear. Claramente P é aditiva pois P+ é
aditiva. Seja x ∈ V , y, z ∈ V +, x = y − z. Para α > 0, temos P (αx) =
P+(αy)−P+(αz) = α(P+(y)−P+(z)) = αP (x). Para α < 0, temos P (αx) =
P+(|α|z) − P+(|α|y) = |α|P+(z) − |α|P+(y) = |α|(−P (x)) = αP (x). Isso
prova o item 1.

Seja x ∈ V , y, z ∈ V + tais que x = y − z e ‖x‖ = ‖y‖ + ‖z‖. Então
P+(y) e P+(z) são uma decomposição positiva de P (x). Logo, ‖P (x)‖ ≤
‖P+(y)‖ + ‖P+(z)‖ = ‖y‖ + ‖z‖ = ‖x‖. Isso prova o item 4. Ainda, pela
proposição anterior deduzimos que

e(P (x)) = ‖P+(y)‖ − ‖P+(z)‖ = e(y)− e(z) = e(x),

e com isso provamos o item 5.

�

Definição Um operador Q : V + → V + é dito submarkoviano (ou
subestocástico) se

1. Q(x+ y) = Q(x) +Q(y)
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2. Q(αx) = αQ(x)

3. ‖Q(x)‖ ≤ ‖x‖,

para todo x, y ∈ V +, α > 0.

Observação De maneira análoga a feita na proposição para operadores
de Markov, todo operador submarkoviano Q : V + → V + pode ser estendido
de maneira única a uma contração linear positiva em V .

Definição Seja P : V + → V + um operador de Markov e sejam Pi : V + →
V +, i = 1, . . . , k operadores submarkovianos tais que P =

∑
i Pi. Dizemos

que (P, {Pi}ki=1) é um par de Markov.

A relevância dos pares de Markov está indicada na seguinte proposição,
onde estabelecemos uma correspondência 1-1 entre IFS homogêneos e pares
de Markov.

Proposição 4.4.4 Seja F = (B,Fi, pi)i=1,...,k um IFS. São equivalentes:

1. F é homogêneo.

2. Existe um par de Markov (Λ, {Λi}ki=1), i.e, um operador de Markov
Λ : B → B e uma decomposição Λ =

∑
i Λi, com Λi : B → V +, tal que

pi(x) = ‖Λi(x)‖, x ∈ B

Fi(x) =
Λi(x)

‖Λi(x)‖
, x ∈ Bi.

Além disso, tal Λ e Λi são únicos. Dizemos que (Λ, {Λi}ki=1) é o par de
Markov associado a F , e F é o IFS gerado por (Λ, {Λi}ki=1).

Prova 1 ⇒ 2. Defina Λi := λi = piFi, i = 1, . . . , k e Λ :=
∑k

i=1 λi. Para
x ∈ B temos

‖Λi(x)‖ = ‖pi(x)Fi(x)‖ = pi(x)

e

‖Λ(x)‖ = ‖
k∑
i=1

pi(x)Fi(x)‖ =
k∑
i=1

pi(x)‖Fi(x)‖ = 1

Logo, Λ é operador de Markov e os Λi são operadores submarkovianos em B.
2⇒ 1. É claro que Λi = piFi é aplicação afim e pi = ‖Λi‖ é afim, por ser

combinação de duas aplicações lineares.
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Por exemplo, sejam Vi : B → V + operadores lineares, e defina

Fi(ρ) :=
ViρV

∗
i

tr(ViρV ∗i )

pi(ρ) := tr(ViρV
∗
i )

Então defina Λ(ρ) :=
∑

i Λi =
∑

i ViρV
∗
i , onde Λi := piFi. Temos, pela de-

monstração da proposição acima, que (Λ, {Λi}) é um par de Markov. Vimos
anteriormente que supondo

∑
i V
∗
i Vi = I, temos ainda que Λ representa um

operador linear positivo que preserva o traço.

Dizemos que uma medida µ ∈ M1(X) é invariante para um PIFS F se
ela for invariante para o operador de Markov associado V , dado por (4.7).
Denotaremos

MV(X) := {µ ∈M1(X) : V(µ) = µ}

Observamos que MV(X) é um subconjunto convexo de M1(X) [32].

Ainda, se V é o operador de Markov induzido por uma PIFS F , denota-
remos

MF(X) := MV(X)

Dizemos que uma medida de probabilidade µ é atrativa se Vnν w∗→ µ (convergência
fraca∗), se n→∞, para toda medida ν ∈M1(X).

Assuma agora que F é um IFS homogêneo e que (Λ, {Λi}ki=1) é o par
de Markov associado. Para enunciar o teorema de ponto fixo com toda
generalidade, tomamos ainda a seguinte definição.

Definição Sejam (V, V +, e) um espaço de estados com base B, (C, τ)
uma estutura compacta em (V, V +, e), BC = B ∩ C e P : V + → V + um
operador submarkoviano. Dizemos que P é (C, τ)-cont́ınuo se P (C) ⊂ C e
se P |C for τ -cont́ınuo. Ainda, dizemos que um par de Markov (P, {Pi}ki=1) é
(C, τ)-cont́ınuo se para cada i = 1, . . . , k, Pi for (C, τ)-cont́ınuo, ou equiva-
lentemente, se para cada i = 1, . . . , k, Pi(BC) ⊂ C e Pi|BC for τ -cont́ınuo.
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4.5 Pontos fixos para IFS e matrizes densi-

dade

O que faremos a seguir é enunciar os resultados de pontos fixos para IFS
homogêneos com toda generalidade, segundo [32]. Para as demonstrações,
faremos as simplificações e ajustes necessários de modo a obter o resultado
no caso particular de IFS quânticos de estados misturados, ou seja, no espaço
MN das matrizes densidade em um espaço de HilbertHN de dimensão finita.

Inicialmente assuma apenas que F = (B,Fi, pi)i=1,...,k é um IFS qualquer,

Λ =
∑k

i=1 piFi.

Faremos as seguintes definições. Denote, para X um espaço métrico qual-
quer (podemos tomar X = B),

B = {x ∈ V + : e(x) = 1}

Xi = {x ∈ X : pi(x) 6= 0}

I(x) := {i : x ∈ Xi}, x ∈ X,

Ik := {1, . . . , k}

Ink := {1, . . . , k}n

Para ι = (i1, . . . , in) ∈ Ink e κ = (k1, . . . , km) ∈ Imk defina a concatenação
ικ ∈ In+m

k como sendo (ικ)j := ij, se j = 1, . . . n e (ικ)j := kj−n se j =
n + 1, . . . , n + m. Note que para i ∈ Ik, temos que Xi, Fi, pi já foram
definidos. Seja n ∈ N, ι ∈ Ink , i ∈ Ik. Defina

Fιi := Fi ◦ Fι (4.8)

Xιi := Xι ∩ F−1
ι (Xi) (4.9)

pιi(x) =

{
pi(Fιx)pι(x) se x ∈ Xι

0 se x ∈ X \Xι
(4.10)

Portanto, para ι = (i1, . . . , in) ∈ Ink e x ∈ Xι,

Fι(x) = Fin(Fin−1(Fin−2(· · · (Fi1x)))) (4.11)

e
pι(x) = pi1(x)pi2(Fi1x) · · · pin(Fin−1(Fin−2(· · · (Fi1x)))) (4.12)
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Ainda, V é o operador de Markov em M1(B) gerado por F ,

(Vν)(A) =
k∑
i=1

∫
F−1
i (A)

pidν, A ∈ B(X)

e, como antes,

(Uf)(x) =
∑
i∈I(x)

pi(x)f(Fi(x))

Defina ainda
Ink (x) := {ι ∈ Ink : x ∈ Xι}, x ∈ X

Proposição 4.5.1 Seja n ∈ N, f ∈ mb(X), x ∈ X. Então

(Unf)(x) =
∑

ι∈Ink (x)

pι(x)f(Fι(x))

Proposição 4.5.2 Seja x ∈ B, n ∈ N. Então

Λn(x) =
∑

ι∈Ink (x)

pι(x)Fι(x).

Proposição 4.5.3 Seja F um IFS e seja g : B → R. Então para n ∈ N,

1. Se g é côncava então Ung ≤ g ◦ Λn

2. Se g é convexa então Ung ≥ g ◦ Λn

3. Se g é afim então Ung = g ◦ Λn

4. Se x é ponto fixo para Λ então a sequência (Ung)(x))n∈N será descres-
cente, crescente ou constante, conforme g seja côncava, convexa ou
afim, respectivamente.

Ainda, suponha que F é homogêneo. Então:

5. Se g é côncava, então Ug é côncava.

6. Se g é convexa, então Ug é convexa.

7. Se g é afim, então Ug é afim.
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Seja P : M1(X) → M1(X) um operador de Markov e seja µ ∈ M1(X).
Dizemos que µ é P -persistente se a sequência (P nµ)n∈N é relativamente
compacta.

Denote por B(X) ⊂ C(X) o conjunto das funções cont́ınuas reais e li-
mitadas em X. Seja P : M1(X) → M1(X) um operador submarkoviano.
Dizemos que P é um operador de Feller se existe U : B(X)→ B(X) tal
que 〈Uf, µ〉 = 〈f, Pµ〉, para todo f ∈ B(X) e µ ∈M1(X). Dizemos que U é
o conjugado de P .

Seja µ ∈M1(X). Defina

V (µ) := {ν ∈M1(X) : ν é ponto de acumulação de (
n−1∑
i=0

P iµ)n∈N}

S(µ) := MP (X) ∩ Lim(P nµ)n∈N,

onde Lim(µn)n∈N denota o fecho convexo do conjunto dos pontos de acu-
mulação de (µn)n∈N:

Lim(µn)n∈N := co{ν ∈M1(X) : ν é ponto de acumulação de (µn)n∈N}

Ainda, denotamos SF(µ) o conjunto S(µ) associado ao operador de Mar-
kov induzido pelo IFS F .

Observação Seja P : M1(X)→M1(X) operador de Feller, µ ∈M1(X).
Se µ é P -persistente, então V (µ) ⊂ S(µ) ⊂MP (X), V (µ) é um subconjunto
compacto não vazio de M1(X), e S(µ) é um subconjunto compacto, convexo
não vazio de M1(X) [32].

♦

Os resultados sobre pontos fixos para IFS homogêneos são os seguintes.
Denote por δx a delta de Dirac em x. O primeiro teorema a seguir estabelece
para IFS homogêneos, uma relação entre medidas invariantes para o operador
de Markov V e pontos fixos para Λ. O segundo teorema é a relação entre
pontos fixos para Λ e baricentros de medidas.

Teorema 4.5.4 1. F é homogêneo se, e somente se, pι e pιFι forem li-
neares para cada ι ∈ Ink , n ∈ N.

Ainda, se F for homogêneo, então para x ∈ B,

2. Λ(x) = x se, e somente se, x =
∑

i:pi(x)6=0 pi(x)Fi(x)
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3. Se Vδx = δx, então Λ(x) = x.

4. Se Λ(x) = x então x é o baricentro de Vnδx e

x =
∑

i∈Ink (x)

pi(x)Fi(x),

para cada n ∈ N.

Destacamos no seguinte lema um resultado visto em [32].

Lema 4.5.5 Seja F homogêneo, x ∈ B. São equivalentes:

1. Vδx = δx

2. Λi(x) = pi(x)x, para todo i = 1, . . . , k

3. Fi0(x) = x e pi0(x) = 1 para algum i0 = 1, . . . , k

Prova Primeiro, note que

Vδx(B) =
k∑
i=1

∫
F−1
i (B)

pidδx

=
k∑
i=1

∫
pi(x)1B(Fi(x))dδx =

∑
i:pi(x)6=0

pi(x)δFi(x)(B) (4.13)

Agora, suponha que vale o item 1. Note que pelo teorema 4.5.4, Vδx = δx
implica

Λ(x) = x = x
k∑
i=1

pi(x) =
k∑
i=1

pi(x)x,

então Λi(x) = pi(x)Fi(x) = pi(x)x, pela unicidade da decomposição de Λ.
Logo, 1 implica 2. Suponha que vale o item 2. Assim temos Fi(x) = x, então∑

i:pi(x)6=0

pi(x)δFi(x) =
∑

i:pi(x)6=0

pi(x)δx = δx,

o que implica 3. Para provar que 3 implica 1, basta observar que por (4.13),

Vδx =
∑

i:pi(x)6=0

pi(x)δFi(x) = pi0(x)δFi0 (x) = δx

�
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Exemplo 4.5.6 (Sobre pontos fixos de QIFS homogêneos) Observamos que
o lema 4.5.5 não implica que todo ponto fixo ρ0 de Λ =

∑
i piFi é tal que

Fi(ρ0) = ρ0 para todo i, embora existam diversos exemplos onde isso ocorre.
Com efeito, considere

V1 =
1√
2

(
1 0
0 0

)
, V2 =

1√
2

(
1 0
0 2

)
Temos que

ρ0 =

(
1 a
a 0

)
(4.14)

é ponto fixo de Λ(ρ) = V1ρV
∗

1 + V2ρV
∗

2 . No entanto, temos

V1ρ0V
∗

1 =

(
1
2

0
0 0

)
, V2ρ0V

∗
2 =

(
1
2

a
a 0

)
e portanto F1(ρ0) 6= ρ0 e F2(ρ0) 6= ρ0.

♦

Teorema 4.5.7 [32] Seja (Λ, {Λi}ki=1) um par de Markov no espaço de es-
tados (V, V +, e) e seja (C, τ) uma estrutura compacta em (V, V +, e) tal que
(Λ, {Λi}ki=1) é (C, τ)-cont́ınuo. Seja BC = B ∩ C e defina

FC = ((BC , τ), Fi|Bi∩C , pi|BC )i=1,...,k

(lembre que Bi := {x ∈ B : pi(x) 6= 0}). Então

1. Um elemento x ∈ BC é tal que Λ(x) = x se, e somente se, x é o
baricentro de algum µ ∈MFC (BC).

2. Se FC possui uma medida invariante e atrativa µ então

Λn(y)
τ→ r(µ), n→∞,

para todo y ∈ BC.

Estamos interessados na versão do teorema acima aplicado ao caso par-
ticular de IFS quânticos para estados misturados, ou seja, em que o espaço
considerado é o espaço das matrizes densidade MN . Nesse caso particular,
o teorema pode ser reescrito como:
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Teorema 4.5.8 [24] Um estado misturado ρ̂ é Λ-invariante se, e somente
se,

ρ̂ =

∫
MN

ρdµ(ρ), (4.15)

para alguma medida V-invariante µ, isto é, se, e somente se, ρ̂ for o bari-
centro de algum µ ∈MV(MN):

Ψ(ρ̂) =

∫
MN

Ψ(ρ)dµ(ρ), ∀Ψ ∈ (MN)∗

Adaptando as demonstrações dos teoremas (4.5.4) e (4.5.7), podemos
obter uma prova simples do teorema acima. Precisamos ainda do seguinte
lema:

Lema 4.5.9 Seja P : M1(X)→M1(X) um operador de Feller, µ ∈M1(X),
g ∈ B(X). Se µ é P -persistente então

1.

lim
n→∞

lim inf
j→∞

1

n

n−1∑
i=0

〈g, P i+jµ〉 = min{〈g, ν〉 : ν ∈ S(µ)}

2.

lim
n→∞

lim sup
j→∞

1

n

n−1∑
i=0

〈g, P i+jµ〉 = max{〈g, ν〉 : ν ∈ S(µ)}

Prova do teorema 4.5.8 Seja ρ̂ ∈ MN tal que Λ(ρ̂) = ρ̂. Seja Ψ
funcional linear em MN . Então∫

MN

Ψ(ρ)dVδρ̂ =

∫
MN

UΨ(ρ)dδρ̂ =

∫
MN

∑
i∈I(ρ)

pi(ρ)Ψ(Fi(ρ))dδρ̂

=

∫
MN

Ψ
( ∑
i∈I(ρ)

pi(ρ)Fi(ρ)
)
dδρ̂ =

∫
MN

Ψ(Λ(ρ))dδρ̂

= Ψ
(∫
MN

Λ(ρ)dδρ̂

)
= Ψ(Λ(ρ̂)) = Ψ(ρ̂)

Logo, ρ̂ é o baricentro de Vδρ̂. Usando o lema 4.5.9, obtemos que

Ψ(ρ̂) = lim
n→∞

lim inf
j→∞

1

n

n−1∑
i=0

∫
ΨdV i+jδρ̂ = min

{∫
Ψdµ : µ ∈ SF(δρ̂)

}
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Ψ(ρ̂) = lim
n→∞

lim sup
j→∞

1

n

n−1∑
i=0

∫
ΨdV i+jδρ̂ = max

{∫
Ψdµ : µ ∈ SF(δρ̂)

}
Portanto Ψ(ρ̂) =

∫
Ψdµ, para qualquer µ ∈ SF(δρ̂) ⊂ MF(MN). Reci-

procamente, seja ρ̂ = r(µ) o baricentro de uma certa medida µ ∈MV(MN).
Então para Ψ ∈ (MN)∗, usando a proposição 4.5.3,

Ψ(Λ(ρ̂)) = U(Ψ)(ρ̂) =

∫
MN

U(Ψ)dµ =

∫
MN

ΨdVµ =

∫
MN

Ψdµ = Ψ(ρ̂),

donde Λ(ρ̂) = ρ̂.

�

Lembre que um IFS é hiperbólico se as aplicações Fi forem contrações com
respeito a uma das distâncias padrão emMN , e as pi são Hölder cont́ınuas e
positivas. Nestas condições, obtemos unicidade da medida invariante. Temos
o seguinte:

Proposição 4.5.10 Se um QIFS é homogêneo e hiperbólico então o opera-
dor de Markov associado V possui uma única medida invariante µ.

Observação Pela proposição e pelo teorema 4.5.8, tal medida invariante
µ determina um único estado Λ-invariante ρ̂ ∈MN , dado por (4.15).

Para provar este resultado, tomamos a seguinte definição. Dizemos que o
operador de Markov V é assintoticamente estável se admite uma medida
invariante e atrativa. Dizemos que o IFS F é assintoticamente estável se o
operador de Markov V associado for assintoticamente estável. Agora, note
que o item 2 do teorema 4.5.7 nos diz que se o IFS F é assintoticamente
estável, então {Λn(y)} converge para um único estado invariante, indepen-
dentemente da escolha do estado inicial y. Em particular, Λ possui um único
ponto fixo invariante, e pelo teorema 4.5.7, V possui uma única medida in-
variante, e tal resultado é a proposição 4.5.10.

Portanto, uma maneira de completar o argumento feito acima e provar
a proposição 4.5.10 é mostrar que toda IFS hiperbólica é assintoticamente
estável. Tal resultado pode ser visto em [32]. Assumindo tal resultado, temos
que se ρ0 ∈MN é um estado qualquer, então para Ψ funcional linear,

Ψ(Λn(ρ0)) = UnΨ(ρ0) =

∫
MN

UnΨdδρ0 =

∫
MN

ΨdVnδρ0 ,

e portanto, Ψ(Λn(ρ0)) →
∫
MN

Ψdµ = Ψ(r(µ)), quando n → ∞, para todo

Ψ ∈ (MN)∗. Portanto, Λn(ρ0) → r(µ), quando n → ∞, o que conclui a
prova.

87



Caṕıtulo 5

Entropia para QIFS

5.1 Entropia de estados coerentes

A definição de entropia dada nesta seção segue [29]. Seja HN um espaço
de Hilbert, o qual representa a cinemática do sistema quântico e seja U :
HN → HN um operador unitário, o qual representa a dinâmica.

Seja Ω um espaço de fase compacto munido de uma medida de probabi-
lidade m. Sejam x1, x2, . . . ∈ Ω tais que a partir deles podemos obter uma
famı́lia |x1〉, |x2〉, . . . ∈ HN , de modo que

xi ∈ Ω 7→ |xi〉 ∈ HN

é cont́ınua e ∫
Ω

|xi〉〈xi|dm(xi) = I,

para todo xi. Assuma ainda que 〈xi|xi〉 := N . Defina KU : Ω2 → R,

KU(x, y) :=
1

N
|〈y|U |x〉|2

Seja A := {E1, . . . , Ek} uma partição de Ω. Defina

PCS(i0, . . . , in−1) :=

∫
Ei0

dm(x0) · · ·
∫
Ein−1

dm(xn−1)
n−1∏
j=1

KU(xj−1, xj),

ij = 1, . . . , k, j = 0, . . . , n−1. Defina as entropias parciais por Hn, n ∈ N,

Hn := −
k∑

i0,...,in−1=1

PCS(i0, . . . , in−1) logPCS(i0, . . . , in−1)
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Defina a entropia de estados coerentes de U com respeito a A por

H(U,A) := lim
n→∞

(Hn+1 −Hn) = lim
n→∞

1

n
Hn

Ambas as sequências acima são decrescentes. Ainda, o número

H1 = −
k∑
i=1

m(Ei) logm(Ei),

que não depende de U é a entropia da partição A, denotada H(A).

Vamos dividir a entropia de estados coerentes com respeito a uma partição
em duas partes. Uma associada à suposição de que uma medição é um
processo aproximado, e outra à dinâmica do sistema. Defina

Hmeas(A) := H(I,A)

Hdyn(U,A) := H(U,A)−Hmeas(A) = H(U,A)−H(I,A)

Finalmente, defina a entropia de estados coerentes de U por

Hdyn(U) := sup
A
Hdyn(U,A),

onde o supremo é tomado sobre todas as partições finitas.

5.2 Uma definição de entropia para QIFS

Estamos interessados em uma versão do problema variacional baseada na
entropia definida em [21], [22]. Fazemos as seguintes construções básicas.
Seja Up : mb(MN)→ mb(MN),

(Upf)(ρ) :=
k∑
i=1

pi(ρ)f(Fi(ρ))

Vamos pensar em todas as escolhas posśıveis de pi (que determinam o que
chamamos p) que satisfaçam Up 1 = 1. Cada p determina um Up. O conjunto
dos p posśıveis é denotado por P .

Seja (MN , Fi, pi)i=1,...k um QIFS. Um exemplo de operador de Markov
para medidas é o que definimos anteriormente, Vp : M1(MN)→M1(MN),

(Vpν)(B) =
k∑
i=1

∫
F−1
i (B)

pidν,
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e que chamaremos de operador de Markov induzido pelos pi. Ou seja
consideramos todos os Vp com p ∈ P .

Dizemos que ν é invariante para os Fi se para algum p ∈ P vale que
Vpν = ν.

Seja MF o conjunto de todas as medidas invariantes para a escolha fixa
dos Fi. Para tais medidas ν ∈MF , e baseado em [21], [22], defina

h0(ν) := inf
f∈B+

∫
log(

k∑
i=1

f ◦ Fi
f

)dν

Acima, B+ denota as funções boreleanas, limitadas e positivas em MN .

Proposição 5.2.1 Para ν ∈MF , temos que 0 ≤ h0(ν) ≤ log k.

Para provar essa proposição precisamos do seguinte lema.

Lema 5.2.2 [21] Sejam β ≥ 1 + α e números ai ∈ [1 + α, β], i = 1, . . . , k.
Então existe ε ≥ 1 tal que

log
(
ε

k∑
i=1

ai

)
≥

k∑
i=1

log (εai).

A demonstração do lema segue fazendo a escolha

ε = exp
(1

k

log
∑k

i=1 ai∑k
i=1 log ai

)
Lema 5.2.3 Se f ∈ B+ e ν ∈MF então

k∑
i=1

∫
f ◦ Fidν ≥

∫
fdν

Prova Suponha primeiro que f = 1B, onde B é conjunto mensurável. Temos

k∑
i=1

∫
1B ◦ Fidν ≥

k∑
i=1

∫
pi(x)1B(Fi(x))dν(x) =

k∑
i=1

∫
F−1
i (B)

pi(x)dν(x)

= Vp(ν)(B) = ν(B) =

∫
1Bdν
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A seguir, assuma que f =
∑l

j=1 bj1Bj , i.e., uma função simples. Então

k∑
i=1

∫ l∑
j=1

bj1Bj ◦ Fidν =
l∑

j=1

bj

k∑
i=1

∫
1Bj ◦ Fidν

≥
l∑

j=1

bj

k∑
i=1

∫
pi(x)1Bj(Fi(x))dν =

l∑
j=1

bjVp(ν)(Bj)

=
l∑

j=1

bjν(Bj) =

∫
fdν

Agora, seja f = limn fn limite de uma sequência de funções simples. Note
que supomos f ∈ B+, então temos que f é limitada, e como ν é probabilidade
em MN , segue que f é integrável. Pelo teorema da convergência limitada,
temos

k∑
i=1

∫
f ◦ Fidν =

k∑
i=1

∫
lim
n
fn ◦ Fidν = lim

n

k∑
i=1

∫
fn ◦ Fidν

≥ lim
n

∫
fndν =

∫
lim
n
fndν =

∫
fdν

�

A demonstração seguinte é adaptada de [21].

Prova da proposição 5.2.1 Vamos restringir a demonstração ao caso
de um QIFS do tipo (MN , Fi, pi)i=1,...,k, onde Fi(ρ) = ViρV

∗
i , onde os Vi

são aplicações lineares invert́ıveis, como visto em [24]. Em particular, Fi é
invert́ıvel.

Primeiro, note que se f ≡ 1, temos
∫

log(
∑k

i=1 1)dν = log k, logo h0(ν) ≤
log k.

Seja I =
∫

log (
∑k

i=1
f◦Fi
f

)dν e suponha, sem perda de generalidade, que

1 + α ≤ f ≤ β (note que essa integral é invariante pela transformação
projetiva f → λf). Então

I =

∫
log (

k∑
i=1

εf ◦ Fi
εf

)dν =

∫
log (

k∑
i=1

εf ◦ Fi)dν −
∫

log (εf)dν (5.1)

Defina
ai = f ◦ Fi(ρ)
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Então

ε(ρ) = exp
(1

k

log
∑k

i=1 f ◦ Fi∑k
i=1 log f ◦ Fi

)
≥ ε0 ≥ 1,

pela compacidade de MN . Com tal escolha, obtemos, pelo lema 5.2.2,

log (ε0

k∑
i=1

f ◦ Fi) ≥
k∑
i=1

log (ε0f ◦ Fi) (5.2)

Aplique (5.2) em (5.1), então

I ≥
k∑
i=1

∫
log (ε0f ◦ Fi)dν −

∫
log (ε0f)dν

Então, pelo lema 5.2.3 aplicado na função log (εf) (temos log (ε0f) ∈ B+ pois
ε0 ≥ 1), obtemos

I ≥
∫

log (εf)dν −
∫

log (εf)dν = 0

�

Seja H : MN → MN um operador hermitiano. Temos o seguinte pro-
blema. Defina F0 :MF → R,

F0(µ) := h0(µ)− 1

T
tr(Hρµ) = inf

f∈B+

∫
log(

k∑
i=1

f ◦ Fi
f

)dµ− 1

T
tr(Hρµ),

onde ρµ é o baricentro de µ. Então, queremos obter µ̂ ∈MF tal que

µ̂ = sup
µ∈MF

F0(µ)

5.3 Fórmula integral para entropia de IFS

Seja (X, d) um espaço métrico completo separável. Seja (V, V +, e) um espaço
de estados completo, B = {x ∈ V + : e(x) = 1} e F = (X,Fi, pi)i=1,...,k o IFS
homogêneo gerado pelo par de Markov (Λ, {Λi}ki=1).

Defina η : R+ → R por

η(x) =

{
−x log x se x 6= 0
0 se x = 0
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Defina a função entropia de Shannon-Boltzmann por h : X →
R+,

h(x) :=
k∑
i=1

η(pi(x))

Seja n ∈ N. Defina a entropia parcial Hn : X → R+ por

Hn(x) :=
∑
ι∈Ink

η(pι(x)),

para n ≥ 1 e H0(x) := 0, x ∈ X. Defina, para x ∈ X,

H(x) := lim sup
n→∞

1

n
Hn(x),

a entropia superior em x, e

H(x) := lim inf
n→∞

1

n
Hn(x),

a entropia inferior em x. Se tais limites coincidem, chamamos o valor
comum de entropia em x, denotado por H(x).

Seja µ ∈MF(X). A entropia parcial da medida µ é definida por

Hn(µ) :=
∑
ι∈Ink

η(〈pι, µ〉),

para n ≥ 1 e H0(µ) := 0.

Proposição 5.3.1 Seja µ ∈ MF(X). Então as sequências 1
n
(Hn(µ))n∈N e

(Hn+1(µ)−Hn(µ))n∈N são não negativas, descrescentes e possuem o mesmo
limite.

Definimos o limite comum das sequências mencionadas na proposição
acima de H(µ) e o chamamos de entropia da medida µ, i.e.,

H(µ) := lim
n→∞

1

n
Hn(µ) = lim

n→∞
(Hn+1(µ)−Hn(µ))

O seguinte resultado nos fornece uma fórmula integral para a entropia,
bem como uma relação entre as entropias que definimos acima. Lembramos
que S(µ) := MP (X) ∩ Lim(Vnµ)n∈N, onde Lim(Vnµ)n∈N é o fecho convexo
do conjunto dos pontos de acumulação de (Vnµ)n∈N, e SF(µ) é o conjunto
S(µ) associado ao operador de Markov induzido pela IFS F .
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Teorema 5.3.2 [32] (Fórmula integral para entropia de IFS homogêneos,
caso compacto). Seja (C, τ) uma estrutura compacta metrizável em (V, V +, e)
tal que (Λ, {Λi}ki=1) é (C, τ)-cont́ınua. Assuma que ρ0 ∈ BC := B ∩ C é tal
que Λ(ρ0) = ρ0. Então

H(ρ0) = H(ν) =

∫
X

hdν

para cada ν ∈ SFC (δρ0), onde FC é a PIFS F restrita a (BC , τ).

O resultado análogo para IFS hiperbólicos é o seguinte.

Teorema 5.3.3 [32] Seja F = (X,Fi, pi)i=1,...,k um IFS hiperbólico, x ∈ X,
µ ∈M1(X) uma medida invariante e atrativa para F . Então

H(x) = lim
n→∞

(Hn+1(x)−Hn(x))

e

H(x) = H(µ) =

∫
X

hdµ.

5.4 Alguns lemas para IFS

Queremos entender a estrutura do operador L̂ :MN →MN ,

L̂(ρ) :=
k∑
i=1

piFi =
k∑
i=1

tr(WiρW
∗
i )

ViρV
∗
i

tr(ViρV ∗i )
,

com Vi, Wi lineares invert́ıveis,
∑

iW
∗
i Wi = I. Tal operador está associado

de maneira natural a um IFS que não é homogêneo. Entretanto, algumas das
propriedades enunciadas anteriormente para IFS homogêneos também valem
para o caso não homogêneo e nesta seção explicitamos algumas dessas pro-
priedades, enunciando e provando certos resultados elementares e relevantes
para nosso estudo.

Os lemas valem para IFS quaisquer, exceto o lema 5.4.4, cuja prova dada
abaixo vale apenas com a suposição de homogeneidade.

Lema 5.4.1 Seja {X,Fi, pi}i=1,...,k um IFS, Ψ funcional linear em X. Então
U ◦Ψ = Ψ ◦ L.

Prova Temos

(UΨ)(x) =
∑
i∈I(x)

pi(x)Ψ(Fi(x)) = Ψ(
∑
i

pi(x)Fi(x)) = Ψ(L(x))
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�

Corolário 5.4.2 Seja F = (X,Fi, pi)i=1,...,k um IFS e seja ρ0 ∈ X. Então
L(ρ0) = ρ0 se, e somente se, U(Ψ(ρ0)) = Ψ(ρ0), para todo Ψ funcional linear.

Prova Suponha que L(ρ0) = ρ0. Então

U(Ψ(ρ0)) =
∑
i

pi(ρ0)Ψ(Fi(ρ0)) = Ψ(
∑
i

pi(ρ0)Fi(ρ0)) = Ψ(L(ρ0)) = Ψ(ρ0)

Reciprocamente, se U(Ψ(ρ0)) = Ψ(ρ0),

Ψ(L(ρ0)) = U(Ψ(ρ0)) = Ψ(ρ0)

�

Lema 5.4.3 Seja F = {X,Fi, pi}i=1,...,k um IFS, V(µ)(B) =
∑k

i=1

∫
F−1
i (B)

pidµ.

1. Seja ρ0 ∈ X tal que Fi(ρ0) = ρ0, i = 1, . . . , k. Então Vδρ0 = δρ0.

2. Seja ρ0 ∈ X tal que Vδρ0 = δρ0, então L(ρ0) = ρ0.

Prova 1. Temos

Vδρ0(B) =
k∑
i=1

∫
F−1
i (B)

pidδρ0 =
k∑
i=1

∫
pi(ρ)1B(Fi(ρ))dδρ0

=
k∑
i=1

pi(ρ0)1B(Fi(ρ0)) =
k∑
i=1

pi(ρ0)1B(ρ0) = δρ0(B)

2. Seja Ψ funcional linear. Então

Ψ(L(ρ0)) = U(Ψ(ρ0)) =

∫
U(Ψ(ρ))dδρ0 =

∫
Ψ(ρ)dVδρ0

=

∫
Ψ(ρ)dδρ0 = Ψ(ρ0)

�

Lema 5.4.4 Seja {X,Fi, pi}i=1,...,k um IFS homogêneo, Λ =
∑

i piFi.

1. Seja ρν o baricentro de uma probabilidade ν. Então Λ(ρν) é baricentro
de Vν, onde V é o operador de Markov associado.
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2. Seja µ probabilidade invariante para V. Então o baricentro de µ, de-
notado por ρµ, é ponto fixo de Λ.

Prova 1. Temos, para Ψ funcional linear,

Ψ(Λ(ρν)) =

∫
Ψ(Λ(ρ))dν =

∫
U ◦Ψdν =

∫
ΨdVν

2. Pelo lema 5.4.1, temos

Ψ(L(ρµ)) = U ◦Ψ(ρµ) =

∫
U ◦Ψdµ =

∫
ΨdVµ =

∫
Ψdµ = Ψ(ρµ),

onde o fato de que U ◦Ψ é linear segue da homogeneidade de F .

�

Exemplo 5.4.5 Sejam k = N = 2,

V1 =

(
−1 0
0 1

)
, V2 =

(
0 −3

√
2

4

−3
√

2
2

0

)
,

W1 = (1/2)I, W2 = (
√

3/2)I. Então

L(ρ) =
∑
i

pi(ρ)Fi(ρ) =
∑
i

tr(WiρW
∗
i )

ViρV
∗
i

tr(ViρV ∗i )
=

1

4
V1ρV

∗
1 +

3

4

V2ρV
∗

2

tr(V2ρV ∗2 )

=
1

4
V1ρV

∗
1 +

3

4

V2ρV
∗

2

(9
8

+ 27
8
ρ1)

induz um IFS não homogêneo e é tal que possui ρ0 = 1
3
|0〉〈0|+ 2

3
|1〉〈1| como

ponto fixo, e ainda temos F1(ρ0) = F2(ρ0) = ρ0. Podemos aplicar o lema
5.4.3 e concluir que δρ0 é medida invariante para o operador de Markov V
associado ao IFS determinado pelos pi e Fi, e que ρ0 é ponto fixo de L. Ainda,
um cálculo sobre as iterações de tal IFS sugere que ρ0 é o único ponto fixo.

♦

O seguinte lema, adaptado de [32], fixa condições razoáveis em que po-
demos obter um ponto fixo para L a partir de uma certa medida invariante
para o operador de Markov V .
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Lema 5.4.6 Seja {MN , Fi, pi}i=1,...,k um IFS que possui uma medida µ atra-
tiva e invariante para V. Então limn→∞ Ln(ρ0) = ρµ, para qualquer ρ0 ∈
MN , onde ρµ é o baricentro de µ.

Prova Seja ρ0 ∈MN . Então

Ψ(Ln(ρ0)) = Un(Ψ(ρ0)) =

∫
Un(Ψ(ρ))dδρ0 =

∫
Ψ(ρ)dVnδρ0

e portanto Ψ(Ln(ρ0)) →
∫

Ψ(ρ)dµ = Ψ(ρµ), quando n → ∞, para todo Ψ
funcional linear. Logo, Ln(ρ0)→ ρµ quando n→∞, para todo ρ0 ∈MN .

�

5.5 Alguns cálculos sobre entropia

Fazemos a seguir alguns cálculos baseados no exemplo 2.6.8. Seja U matriz
unitária de ordem mn agindo em Hm⊗Hn. Sua decomposição de Schmidt é

U =
K∑
i=1

√
qiV

A
i ⊗ V B

i , K = min{m2, n2}

Os operadores V A
i e V B

i agem em certos espaços de Hilbert Hm e Hn, res-
pectivamente. Temos também que

∑K
i=1 qi = 1.

Seja σ = ρA ⊗ ρB∗ = ρA ⊗ In/n e defina

Λ(ρA) := trB(UσU †) =
K∑
i=1

qiV
A
i ρAV

A†
i

Lembre que

trB(|a1〉〈a2| ⊗ |b1〉〈b2|) := |a1〉〈a2|tr(|b1〉〈b2|)

onde |a1〉 e |a2〉 são vetores no espaço de estados de A e |b1〉 e |b2〉 são vetores
no espaço de estados de B. O operador traço aparecendo no lado direito é o
operador traço usual para o sistema B.

Um cálculo mostra que se ρA∗ = Im/m, Λ(ρA∗ ) = ρA∗ e portanto Λ é uma
aplicação biestocástica (i.e., Λ(Im/m) = Im/m e Λ preserva o traço).

Seja F o IFS homogêneo associado aos V A
i , isto é pi(ρ) = tr(qiV

A
i ρV

A†
i ),

Fi(ρ) = (qiV
A
i ρV

A†
i )/tr(qiV

A
i ρV

A†
i ) e seja ρ0 ponto fixo de Λ =

∑
i piFi.

97



Pelo teorema 4.5.4, ρ0 é o baricentro de Vnδρ0 , n ∈ N. Pelo teorema 5.3.2,
podemos calcular a entropia de tal IFS. Nesse caso, temos

H(ρ0) = H(ν) =

∫
MN

hdν, (5.3)

onde ν ∈MP (X) ∩ Lim(Vnδρ0)n∈N.

♦

Seja F = (MN , Fi, pi)i=1,...,k um IFS qualquer, Λ =
∑

i piFi. Seja U o
conjugado de V . Pela proposição 4.5.1,

(Unh)(ρ) =
∑

ι∈Ink (ρ)

pι(ρ)h(Fι(ρ))

e como h(ρ) =
∑k

j=1 η(pj(ρ)), temos, para ι = (i1, . . . , in), ρ0 ∈ MN qual-
quer, ∫

MN

hdVnδρ0 =

∫
MN

Unhdδρ0 (5.4)

= −
∫
MN

∑
ι∈Ink (ρ)

pι(ρ)
k∑
j=1

pj(Fι(ρ)) log pj(Fι(ρ))dδρ0 (5.5)

= −
∑

ι∈Ink (ρ0)

pι(ρ0)
k∑
j=1

pj(Fι(ρ0)) log pj(Fι(ρ0)) (5.6)

= −
∑

ι∈Ink (ρ0)

pi1(ρ0)pi2(Fi1ρ0) · · · pin(Fin−1(Fin−2(· · · (Fi1ρ0))))× (5.7)

×
k∑
j=1

pj(Fin(Fin−1(· · · (Fi1ρ0)))) log pj(Fin(Fin−1(· · · (Fi1ρ0)))) = (Unh)(ρ0)

(5.8)
Suponha Λ(ρ0) = ρ0. Temos pela proposição 4.5.3 que, como h é côncava,

(Unh)n∈N é descrescente, Unh ≤ h ◦ Λn e então∫
MN

hdVnδρ0 ≤ h(Λn(ρ0)) = h(ρ0), (5.9)

para todo n.

♦
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Agora considere IFS homogêneos e hiperbólicos. Temos o seguinte lema:

Lema 5.5.1 Seja F um IFS homogêneo e hiperbólico, V o operador de Mar-
kov associado e µ a única medida invariante e atrativa associada a V. Então
para todo n ≥ 1, e para todo ρ ∈MN ,∫

MN

hdVnδρ = (Unh)(ρ) e

∫
MN

hdVnδρ ≤ h(Λn(ρ))

o que implica ∫
MN

hdµ = lim
n→∞

(Unh)(ρ) e

∫
MN

hdµ ≤ h(ρ̃),

onde ρ̃ é o baricentro de µ.

Observação Um operador de Markov é assintoticamente estável se
ele admite uma medida invariante e atrativa. Um IFS é dita assintoticamente
estável se o operador de Markov V associado for assintoticamente estável e
o lema acima é verdadeiro para tais tipos de IFS. Ainda, o caso hiperbólico
segue do fato de que IFS hiperbólicos são assintoticamente estáveis. Portanto,
temos

Lema 5.5.2 [32] O lema 5.5.1 é válido supondo que o IFS homogêneo F é
assintoticamente estável.

♦

5.6 Formulando uma expressão de entropia

Seja MN o espaço dos operadores densidade. Seja H um operador autoad-
junto, e Vi, i = 1, . . . , k operadores lineares de tal forma que podemos definir
uma dinâmica Fi :MN →MN :

Fi(ρ) :=
ViρV

∗
i

tr(ViρV ∗i )
(5.10)

Sejam Wi, i = 1, . . . , k operadores lineares tais que
∑k

i=1 W
∗
i Wi = I. Desta

forma, toda escolha de Wi determina funções pi :MN → R

pi(ρ) := tr(WiρW
∗
i ) (5.11)
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e temos, naturalmente, que
∑k

i=1 pi(ρ) = 1, para todo ρ. Então uma famı́lia
W := {Wi}i=1,...,k determina um QIFS FW ,

FW = {MN , Fi, pi}i=1,...,k

com Fi, pi dados por (5.10) e (5.11), e também uma entropia hV (W ),

hV (W ) := −
k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

k∑
j=1

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
(5.12)

onde ρW denota o baricentro da única medida atrativa e invariante para o
operador de Markov V associado a FW (i.e., supomos um QIFS com tal
propriedade). Nestas condições, pelo lema 5.4.6, vale que ρW é um ponto

fixo para o operador L̂FW associado,

L̂FW (ρ) :=
k∑
i=1

pi(ρ)Fi(ρ) =
k∑
i=1

tr(WiρW
∗
i )

ViρV
∗
i

tr(ViρV ∗i )
(5.13)

Definimos também

LFW (ρ) :=
k∑
i=1

tr(WiρW
∗
i )ViρV

∗
i (5.14)

Note que pela construção feita na seção 5.5, temos hV (W ) = Uh(ρW ),
onde Uh(ρ) =

∑
i pi(ρ)h(Fi(ρ)).

Observação O lema 5.5.1 mostra como os cálculos (5.4)-(5.8), usados
para definir hV (W ), são usados para se obter, sob certas condições, uma
fórmula integral para entropia. Ainda, os teoremas 5.3.2 e 5.3.3 fornecem
outras condições sob as quais temos uma fórmula integral.

♦

Temos o seguinte lema, cuja prova é simples.

Lema 5.6.1 Seja F = (MN , Fi, pi) um QIFS, com Fi, pi da forma (5.10)
e (5.11). Suponha que existe ρ0 ∈ MN tal que δρ0 é a única medida V-

invariante. Então L̂F(ρ0) = ρ0 (eq. (5.13)) e∫
Unhdδρ0 = Unh(ρ0) = h(ρ0),
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para todo n ∈ N. Além disso, Unh(ρ0) = Uh(ρ0) e portanto

hV (W ) = Unh(ρ0),

para todo n ∈ N.

Prova O fato de que L(ρ0) = ρ0 segue do lema 5.4.3, item 2. Ainda,

Unh(ρ0) =

∫
Unhdδρ0 =

∫
hdVnδρ0 =

∫
hdδρ0 = h(ρ0)

e

Unh(ρ0) =

∫
Unhdδρ0 =

∫
hdVnδρ0 =

∫
hdVδρ0 =

∫
Uhdδρ0 = Uh(ρ0)

�

Lema 5.6.2 Se µ é medida V-invariante e atrativa então se ρµ é o baricentro
de µ temos, para qualquer ρ,

lim
n→∞

Unh(ρ) =

∫
Uhdµ =

∫
hdµ ≤ h(ρµ) (5.15)

Prova A desigualdade segue de [32], proposição 1.15. Ainda, pela proposição
4.4.1 temos

lim
n→∞

Unh(ρ) = lim
n→∞

∫
Unhdδρ = lim

n→∞

∫
UhdVn−1δρ =

∫
Uhdµ,

a última passagem devido a convergência fraca de (Vnδρ)n∈N. Isso prova a
primeira igualdade em (5.15). Como

∫
Uhdµ =

∫
hdVµ =

∫
hdµ, obtemos a

segunda igualdade.

�

Lema 5.6.3 Seja F = (MN , Fi, pi) um QIFS, com Fi, pi da forma (5.10)

e (5.11). Suponha que ρ é o único ponto tal que L̂F(ρ) = ρ (eq. (5.13)).
Suponha que Fi(ρ) = ρ, i = 1, . . . , k. Então

Unh(ρ) = h(ρ),

n = 1, 2, . . ., e portanto hV (W ) independe de n.
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Prova A prova segue por indução. Seja n = 1. Temos:

Uh(ρ) =
∑
i

pi(ρ)h(Fi(ρ)) = h(ρ)
∑
i

pi(ρ) = h(ρ)

E note que Unh(ρ) = U(Un−1h)(ρ), o que conclui a prova.

�

Exemplo 5.6.4 Podemos considerar a entropia de um QIFS com Vi com-
plexos. Por exemplo, se k = 2, W1 = W2 = 1√

2
I, V1 = I,

V2 =

(
i 0
0 i

)
Então um cálculo simples mostra que hV (W ) = log 2.

♦

5.7 Entropia e cadeias de Markov

Seja MN o espaço dos operadores densidade. Sejam Vi, Wi operadores line-
ares, invert́ıveis, i = 1, . . . , k,

∑k
i=1W

∗
i Wi = I. Vamos supor que os Vi estão

fixados e determinam uma dinâmica dada por operadores por Fi : MN →
MN , i = 1, . . . , k. Defina

P := {(p1, . . . , pk) : pi :MN → R+, i = 1, . . . , k,
k∑
i=1

pi(ρ) = 1,∀ρ ∈MN}

P ′ := P ∩ {(p1, . . . , pk) : ∃Wi, i = 1, . . . , k : pi(ρ) = tr(WiρW
∗
i ),

Wi linear, invert́ıvel ,
∑
i

W ∗
i Wi = I}

MF := {µ ∈M1(MN) : ∃p ∈ P ′ tal que Vpµ = µ},
onde Vp : M1(MN)→M1(MN),

Vp(µ)(B) :=
k∑
i=1

∫
F−1
i (B)

pidµ

Note que uma famı́lia W := {Wi}i=1,...,k determina um QIFS FW ,

FW = {MN , Fi, pi}i=1,...,k
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Defina

hV (W ) := −
k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

tr(ViρWV ∗i )

k∑
j=1

tr
(
WjViρWV

∗
i W

∗
j

)
log
(tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )

)
,

(5.16)
onde, como antes, ρW denota o baricentro da única medida atrativa e inva-
riante para o operador de Markov V associado a FW .

Lema 5.7.1 0 ≤ hV (W ) ≤ log k, para qualquer famı́lia W de operadores
lineares satisfazendo

∑
iW

∗
i Wi = I, i = 1, . . . , k.

Prova Note que, por definição,

hV (W ) = (Uh)(ρW ) =

∫
MN

hdVδρW

e a função h (entropia de Shannon-Boltzmann) é ≥ 0. Isso prova o lema.
Uma outra prova elementar é a que segue. Como ρW é positivo, temos
〈WiρWW

∗
i v, v〉 = 〈ρWW ∗

i v,W
∗
i v〉 ≥ 0, v ∈ HN . Logo, para {vl}l=1,...N base

ortonormal de HN ,

tr(WiρWW
∗
i ) =

N∑
l=1

〈WiρWW
∗
i vl, vl〉 > 0

Analogamente a expressão acima vale para os ViρWV
∗
i , e portanto também

para os WjViρWV
∗
i W

∗
j , pois

〈WjViρWV
∗
i W

∗
j v, v〉 = 〈ViρWV ∗i W ∗

j v,W
∗
j v〉 ≥ 0

Para concluir que hV (W ) ≥ 0, resta mostrar que tr(WjViρWV
∗
i W

∗
j ) ≤ tr(ViρWV

∗
i )

(note o sinal negativo na expressão de hV (W )). De
∑k

i=1W
∗
i Wi = I, temos

tr(WjViρWV
∗
i W

∗
j ) = tr(W ∗

jWjViρWV
∗
i ) ≤

k∑
j=1

tr(W ∗
jWjViρWV

∗
i )

= tr(
k∑
j=1

W ∗
jWjViρWV

∗
i ) = tr(ViρWV

∗
i )

Agora, mostremos que hV (W ) ≤ log k. Note que a expressão

hV (W ) := −
k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

k∑
j=1

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
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pode ser vista como uma média ponderada de entropias (cada uma destas
dada pelo somatório em j), então o máximo de hV (W ) será determinado se
estimarmos o valor do somatório em j. Primeiro note que, para i fixado, os
termos

qj := tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
são positivos e

∑
j qj = 1. Ainda, a soma

−
k∑
j=1

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
tem como máximo o valor log k, que ocorre quando

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
=

1

k

Logo,

hV (W ) ≤
k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i ) log k = log k

�

Observação O máximo e o mı́nimo da entropia são atingidos. Com
efeito, para qualquer dinâmica fixada Vi, i = 1, . . . , k, se temos W ∗

mWm = I
para algum m então os demais pi devem ser iguais a zero, pela condição∑

iW
∗
i Wi = I. Neste caso, temos hV (W ) = 0. E temos que hV (W ) atinge

o máximo se escolhermos Wi = 1/
√
kI, para cada i, onde I é o operador

identidade.

♦

Definição Seja P = (pij)i,j=1,...,N uma matriz estocástica e irredut́ıvel.
Seja π o vetor estacionário de P . A entropia de P , i.e., a entropia da pro-
babilidade invariante no espaco de Bernoulli associada à matriz estocástica
P , é definida por

H(P ) := −
N∑

i,j=1

πipji log pji (5.17)

Faremos a seguir alguns exemplos, cujos resultados serão usados poste-
riormente. No final da seção, apresentamos um lema simples relacionado com
tais exemplos.
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Exemplo 5.7.2 (Caso homogêneo, 4 matrizes). Vamos fazer alguns cálculos,
tendo em mente a descrição feita na seção 3.2. Seja N = 2, k = 4 e

V1 =

( √
p00 0
0 0

)
, V2 =

(
0
√
p01

0 0

)
,

V3 =

(
0 0√
p10 0

)
, V4 =

(
0 0
0
√
p11

)
Note que ∑

i

V ∗i Vi =

(
p00 + p10 0

0 p01 + p11

)
e portanto temos

∑
i V
∗
i Vi = I ao supor que

P :=

(
p00 p01

p10 p11

)
é coluna estocástica. Temos

V1ρV
∗

1 =

(
p00ρ1 0

0 0

)
, V2ρV

∗
2 =

(
p01ρ4 0

0 0

)

V3ρV
∗

3 =

(
0 0
0 p10ρ1

)
, V4ρV

∗
4 =

(
0 0
0 p11ρ4

)
donde

tr(V1ρV
∗

1 ) = p00ρ1, tr(V2ρV
∗

2 ) = p01ρ4

tr(V3ρV
∗

3 ) = p10ρ1, tr(V4ρV
∗

4 ) = p11ρ4

Um cálculo simples mostra que o ponto fixo de L(ρ) =
∑

i ViρV
∗
i é

ρV =

(
p01

1−p00+p01
0

0 1−p00
1−p00+p01

)

Seja π = (π1, π2) tal que Pπ = π. Sabemos que

π = (
p01

1− p00 + p01

,
1− p00

1− p00 + p01

) (5.18)

Então as entradas não nulas de ρV são as entradas de π e assim associamos
o ponto fixo de P ao ponto fixo de um certo L de maneira natural.
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Vamos calcular hV (W ). Note que L definido acima está associado a um
IFS homogêneo. Então Wi = Vi, i = 1, . . . , k e

hV (W ) = hV (V )

= −
k∑
i=1

tr(WiρVW
∗
i )

tr(ViρV V ∗i )

k∑
j=1

tr
(
WjViρV V

∗
i W

∗
j

)
log
(tr(WjViρV V

∗
i W

∗
j )

tr(ViρV V ∗i )

)
= −

∑
i,j

tr
(
VjViρV V

∗
i V
∗
j

)
log
(tr(VjViρV V ∗i V ∗j )

tr(ViρV V ∗i )

)
(5.19)

Um cálculo elementar mostra que, neste caso,

H(P ) = hV (V ) (5.20)

onde H(P ) é a entropia da matriz estocástica, definida por (5.17). Isso
mostra que a entropia de cadeias de Markov é um caso particular da entropia
para QIFS que definimos anteriormente.

Exemplo 5.7.3 (Caso não homogêneo, 4 matrizes). Podemos refazer o
exemplo anterior, considerando Vi 6= Wi. Mais precisamente, seja N = 2,
k = 4 e

V1 =

( √
p00 0
0 0

)
, V2 =

(
0
√
p01

0 0

)
V3 =

(
0 0√
p10 0

)
, V4 =

(
0 0
0
√
p11

)
W1 =

( √
q00 0
0 0

)
, W2 =

(
0
√
q01

0 0

)
W3 =

(
0 0√
q10 0

)
, W4 =

(
0 0
0
√
q11

)
Note que∑

i

V ∗i Vi =

(
p00 + p10 0

0 p01 + p11

)
,
∑
i

W ∗
i Wi =

(
q00 + q10 0

0 q01 + q11

)
e portanto temos

∑
i V
∗
i Vi =

∑
iW

∗
i Wi = I ao supor que

P :=

(
p00 p01

p10 p11

)
, Q :=

(
q00 q01

q10 q11

)
são coluna estocástica. Então

tr(V1ρV
∗

1 ) = p00ρ1, tr(V2ρV
∗

2 ) = p01ρ4
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tr(V3ρV
∗

3 ) = p10ρ1, tr(V4ρV
∗

4 ) = p11ρ4

tr(W1ρW
∗
1 ) = q00ρ1, tr(W2ρW

∗
2 ) = q01ρ4

tr(W3ρW
∗
3 ) = q10ρ1, tr(W4ρW

∗
4 ) = q11ρ4

Queremos o ponto fixo de L(ρ) =
∑

i tr(WiρW
∗
i )ViρV

∗
i /tr(ViρV

∗
i ). Isso

nos leva a

q00

p00

(
p00ρ1 0

0 0

)
+
q01

p01

(
p01ρ4 0

0 0

)
+
q10

p10

(
0 0
0 p10ρ1

)
+
q11

p11

(
0 0
0 p11ρ4

)
= ρ

Note que os pij se cancelam e então obtemos um cálculo análogo ao do exem-
plo anterior para o ponto fixo, que será

ρW =

(
q01

1−q00+q01
0

0 1−q00
1−q00+q01

)
,

cujas coordenadas não nulas são as coordenadas do ponto fixo da matriz
estocástica Q. Vamos calcular hV (W ). Alguns cálculos simples nos levam a

hV (W ) = −
k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

tr(ViρWV ∗i )

k∑
j=1

tr
(
WjViρWV

∗
i W

∗
j

)
log
(tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )

)
= − q01

q01 + q10

(q00 log q00+q10 log q10)− q10

q01 + q10

(q01 log q01+q11 log q11) = H(Q)

(5.21)
onde H(Q) é a entropia da probabilidade invariante no espaço de Bernoulli
associada à matriz estocástica Q. Logo, obtemos um cálculo análogo ao do
caso homogêneo. Portanto, este resultado generaliza o que vimos no exemplo
anterior.

Observação Neste exemplo os números pij se cancelam e não aparecem
nos demais cálculos. Portanto não é necessário supor neste exemplo que os
pij formam uma matriz estocástica.

Exemplo 5.7.4 (Caso homogêneo, 2 matrizes). Vamos calcular o exemplo
acima dividindo a matriz estocástica em duas. Seja N = 2, k = 2 e

V1 =

( √
p00 0√
p10 0

)
, V2 =

(
0
√
p01

0
√
p11

)
,

Note que, da mesma forma que no exemplo anterior,∑
i

V ∗i Vi =

(
p00 + p10 0

0 p01 + p11

)
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e portanto temos
∑

i V
∗
i Vi = I ao supor que

P :=

(
p00 p01

p10 p11

)
é coluna estocástica. Alguns cálculos são semelhantes aos vistos para as
equações (3.47), (3.48), (3.49), (3.50), seção 3.2. Vamos calcular a entropia
do IFS homogêneo associado. O ponto fixo para L é

ρV =

( p01
p01+p10

p00p10p01
p01+p10

+ p01p11p10
p01+p10

p00p10p01
p01+p10

+ p01p11p10
p01+p10

p10
p01+p10

)
As entradas da diagonal principal de ρV correspondem as entradas do ponto
fixo da matriz estocástica P . As outras entradas são uma certa combinação
linear das principais, fato já discutido na seção 3.2. Então para tais Vi temos
que hV (W ) se reduz a

hV (W ) = hV (V ) = −
∑
i,j

tr
(
VjViρV V

∗
i V
∗
j

)
log
(tr(VjViρV V ∗i V ∗j )

tr(ViρV V ∗i )

)
= H(P )

(5.22)
por um cálculo idêntico ao feito para a equação (5.21) do exemplo anterior.
Observe que o fato de o ponto fixo de L não ser diagonal não modifica o
cálculo da entropia.

Exemplo 5.7.5 (Caso não homogêneo, 2 matrizes). Pela simetria dos exem-
plos anteriores, é de se esperar que a entropia do IFS seja igual ao do processo
estocástico associado. Sejam

V1 =

( √
p00 0√
p10 0

)
, V2 =

(
0
√
p01

0
√
p11

)

W1 =

( √
q00 0√
q10 0

)
, W2 =

(
0
√
q01

0
√
q11

)
Como nos exemplos anteriores, teremos

∑
i V
∗
i Vi =

∑
iW

∗
i Wi = I ao

supor que

P :=

(
p00 p01

p10 p11

)
, Q :=

(
q00 q01

q10 q11

)
são coluna estocástica. De

tr(V1ρV
∗

1 ) = ρ1, tr(V2ρV
∗

2 ) = ρ4

tr(W1ρW
∗
1 ) = ρ1, tr(W2ρW

∗
2 ) = ρ4
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tr(W1V1ρV
∗

1 W
∗
1 ) = p00ρ1, tr(W2V1ρV

∗
1 W

∗
2 ) = p10ρ1

tr(W1V2ρV
∗

2 W
∗
1 ) = p01ρ4, tr(W2V2ρV

∗
2 W

∗
2 ) = p11ρ4

e um cálculo simples, obtemos que, de fato, hV (W ) = H(P ). Isso conclui o
exemplo.

♦

Lema 5.7.6 Sejam Vij matrizes de ordem n da forma

Vij =
√
pij|i〉〈j|

i.e., com uma entrada não nula apenas, i, j = 1, . . . , n. Seja

ΛP (ρ) :=
∑
i,j

VijρV
∗
ij

onde P = (pij)i,j=1,...,n. Então para todo n, Λn
P (ρ) = ΛPn(ρ).

Prova Note que
VklVij =

√
pkl
√
pijδli|k〉〈j| (5.23)

então
Λ2
P (ρ) = ΛP (

∑
i,j

VijρV
∗
ij) =

∑
k,l,i,j

VklVijρ(VklVij)
∗

=
∑
k,j

∑
i

pkipij|k〉〈j|ρ|j〉〈k| =
∑
k,j

p2
kj|k〉〈j|ρ|j〉〈k| = ΛP 2(ρ)

O caso geral segue iterando o cálculo acima.

�

Corolário 5.7.7 Nas condições do lema, temos que limn→∞ Λn
P (ρ) = Λπ(ρ),

onde π = limn→∞ P
n é a matriz estocástica cujas colunas são todas iguais ao

vetor estacionário de P .

5.8 Sobre entropias e medidas de Markov

Considere o espaço Ω = INm, onde Im = {1, . . . ,m}, seja C = {Cι : ι ∈
∪n∈NInm} o conjunto dos cilindros em Ω, onde

Cι := {ω ∈ INk : w(j) = ij, j = 1, . . . , r, ι = (i1, . . . , ir) ∈ Irm}

e denote por σ(C) a σ-álgebra gerada pelos cilindros em Ω.
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Seja (P, π) uma cadeia de Markov, de modo que P = (pij) é uma matriz de
ordem n, com pij ≥ 0,

∑
j pij = 1 (linha-estocástica), e π = (π1, . . . , πn) é o

autovetor à esquerda com autovalor 1. Portanto πP = π, ou seja,
∑

i πipij =
πj.

Associada à matriz P temos a seguinte medida.

Definição A medida de Markov (associada à cadeia (P, π)) de um
cilindro é definida por

µ(Cι) := πi1pi1i2pi2i3 · · · pir−1ir (5.24)

♦

Estamos interessados na seguinte análise. Queremos comparar a entropia
h0 vista na seção 5.2,

h0(ν) := inf
f∈B+

∫
log(

k∑
i=1

f ◦ Fi
f

)dν (5.25)

com a entropia hV (W ) para QIFS, definida na seção 5.6,

hV (W ) := −
k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

k∑
j=1

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
(5.26)

no caso em que a medida ν em (5.25) é uma medida de Markov. Mais
precisamente, mostraremos que nesse caso tais entropias são iguais. Isso é o
que faremos a seguir.

♦

Usamos a notação ij para denotar o cilindro em INm que consiste no
conjunto das sequências (w1, w2, . . .) tais que w1 = i e w2 = j. Denote
por 1ij a função indicadora de ij. Para simplificar, suponha m = 2 então o
alfabeto considerado possui apenas 2 śımbolos, que denotaremos por 1 e 2.
Defina a seguinte função f : IN2 → R+,

f(x) =
2∑

i,j=1

aij1ij(x) (5.27)

onde aij ∈ R+. Ou seja, f é uma função simples, constante nos cilindros ij.
Desta forma, log f =

∑
i,j log aij1ij.
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Vamos supor que Fi : INm → INm é a aplicação Fi(w1, w2, . . .) = (i, w1, w2, . . .).
Se ν é uma medida de Markov, temos∫

IN2

log fdν =

∫
IN2

2∑
i,j=1

log (aij)1ijdν =
2∑

i,j=1

log (aij)ν(ij) =
2∑

i,j=1

πipij log aij

(5.28)
Ainda, temos, para w = (i, j, . . .),

f ◦ Fl(w) =
∑
i,j

aij1ij(Fl(w)) = ali (5.29)

Então ∫
log(

2∑
i=1

f ◦ Fi
f

)dν =

∫
log(

2∑
l=1

f ◦ Fl)dν −
∫

log fdν

=

∫
log(

2∑
l=1

f ◦ Fl)dν −
2∑

i,j=1

πipij log aij (5.30)

Note que para qualquer w ∈ INm, w = (1, . . .) ou w = (2, . . .). Então, por
(5.29),

2∑
l=1

f ◦ Fl(w) =

{
a11 + a21 se w = (1, . . .)
a12 + a22 se w = (2, . . .)

(5.31)

Agora, fixe aij = pji, onde pij são as entradas da matriz linha estocástica
P fixada inicialmente. Desta forma, a11 + a21 = p11 + p12 = 1 e a12 + a22 =
p21 + p22 = 1. Portanto, para tal escolha de aij e para qualquer w ∈ INm, a
soma (5.31) é igual a 1. Logo, de (5.30), obtemos∫

log(
2∑
i=1

f ◦ Fi
f

)dν = −
2∑

i,j=1

πipij log pij = H(P ) (5.32)

Logo,

inf
f∈B+

∫
log(

2∑
i=1

f ◦ Fi
f

)dν ≤ H(P ) (5.33)

♦
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Agora note que qualquer função f positiva pode ser escrita como

f(w) =
2∑

i,j=1

aijpji 1ji(w)

Defina

u(w) :=
2∑

i,j=1

aij 1ji(w)

e

g(w) :=
2∑

i,j=1

pji 1ji(w)

Temos ∫
IN2

log fdν =

∫
IN2

2∑
i,j=1

log (aijpji)1jidν =
2∑

i,j=1

log (aijpji)ν(ji)

=
2∑

i,j=1

πjpji log(aijpji) =
2∑

i,j=1

πjpji log(aij) +
2∑

i,j=1

πjpji log(pji) (5.34)

Se w = (i, j, . . .), então f ◦ Fl(w) = alipil e portanto∑
l

f ◦ Fl =
∑
l

alipil

Escrevemos

Lg(u)(w) =
∑
l

f ◦ Fl(w) =
∑
l

∑
i,j

aijpji1ij(Fl(w)) (5.35)

Temos também o seguinte.

Lema 5.8.1 ∫
Lg(log u)dν =

∫
log udν (5.36)

Prova Temos∫
log udν =

∫ ∑
i,j

log(aij)1jidν =
∑
i,j

log(aij)ν(ji) =
∑
i,j

log(aij)πjpji

(5.37)
E ainda ∫

Lg(log u)dν =

∫ ∑
l

∑
i,j

log(aij)pji1ij(Fl(w))dν
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=
∑
i,j

log(aij)pji
∑
l

∫
1ij(Fl(w))dν

=
∑
i,j

log(aij)pji
∑
l

ν(lj) =
∑
i,j

log(aij)pji(π1p1j + π2p2j) =
∑
i,j

log(aij)πjpji

(5.38)
Logo, ∫

Lg(log u)dν =

∫
log udν (5.39)

�

Desta forma temos, usando (5.34), (5.36) e (5.37),∫
log(

k∑
i=1

f ◦ Fi
f

)dν =

∫
log(

2∑
l=1

f ◦ Fl)dν −
∫

log fdν

=

∫
log(

2∑
l=1

f ◦ Fl)dν −
( 2∑
i,j=1

πjpji log(aij) +
2∑

i,j=1

πipij log(pij)
)

=

∫
log (Lg(u)) dν −

∫
log u dν +H(P ) (5.40)

=

∫
log (Lg(u)) dν −

∫
Lg(log u) dν +H(P ) (5.41)

Queremos mostrar que∫
log (Lg(u)) dν −

∫
Lg(log u) dν ≥ 0 (5.42)

Isto segue imediatamente se mostrarmos que para w = (i, j, . . .),

log (Lg(u)) (w) ≥ Lg(log u) (w) (5.43)

A última expressão segue de convexidade. De fato, para provar a desigual-
dade acima, basta mostrar que para qualquer w = (i, j, . . .), temos

log
(∑

l

alipil

)
≥
∑
l

pil log ali (5.44)

Tal desigualdade é verdadeira, pois os pil são números positivos com
∑

l pil =
1, para qualquer i, e a função log é côncava.
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Portanto, conclúımos de (5.41) e (5.42) que∫
log(

k∑
i=1

f ◦ Fi
f

)dν ≥ H(P ) (5.45)

Conclusão Por (5.33) e (5.45) conclúımos que se ν é uma medida de
Markov associada à uma matriz estocástica P , temos

inf
f∈B+

∫
log(

2∑
i=1

f ◦ Fi
f

)dν = H(P ) (5.46)
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Caṕıtulo 6

Problema variacional de
pressão para QIFS

6.1 Problema de pressão e multiplicadores de

Lagrange

Seja MF o conjunto das medidas invariantes definido na seção 5.7. Dadas
aplicações lineares Wi, com

∑
iW

∗
i Wi = I, estas determinam aplicações pi e

uma medida de probabilidade µ que por sua vez determina o baricentro ρµ.
Para µ ∈MF seja ρW = ρµ ∈MN o seu baricentro. Defina

Fµ := hV (W )− 1

T
tr(HρW ), (6.1)

onde hV (W ) é definido na seção 5.7, e H é um operador hermitiano. Assim,
temos o seguinte problema: encontrar µ tal que

Fµ = sup
ν∈MF

Fν (6.2)

Observação A pressão, como definida em (6.1), é uma aplicação que
toma como valor o baricentro de uma medida invariante associada. Dadas
aplicações lineares Wi, com

∑
iW

∗
i Wi = I, estas determinam aplicações pi

e uma medida de probabilidade µ que por sua vez determina o baricentro
ρµ. Para se poder descrever o problema de pressão usando multiplicadores
de Lagrange, é necessário escrever as coordenadas de ρµ em função dos Wi.
Dadas certas hipóteses (lema 5.4.6), vale que ρµ é o único ponto fixo do
operador L associado ao IFS (MN , Fi, pi). Ou seja, as coordenadas de ρµ
serão as coordenadas do ponto fixo de L, e estas podem ser escritas em função
dos Wi como veremos posteriormente.
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♦

No que segue faremos alguns cálculos preliminares a fim de resolver o pro-
blema dado por (6.2). Estamos interessados nos pontos fixos de

L(ρ) :=
k∑
i=1

piFi =
k∑
i=1

tr(WiρW
∗
i )

ViρV
∗
i

tr(ViρV ∗i )
(6.3)

Considere o caso N = k = 2. Sejam

ρµ =

(
ρ1 ρ2

ρ2 ρ4

)
, V1 =

(
x1 x2

x3 x4

)
, V2 =

(
y1 y2

y3 y4

)
Observação Ao invés de considerar W1 e W2 nos cálculos, defina W̃1 :=

W ∗
1W1 e W̃2 := W ∗

2W2. Após resolver o sistema associado aos multiplicadores
de Lagrange para W̃1 e W̃2, podemos calcular a raiz quadrada para recuperar
W1 e W2. Sendo assim, defina

W̃1 =

(
u1 u2

u3 u4

)
, W̃2 =

(
z1 z2

z3 z4

)
e queremos obter ρ tal que

tr(W̃1ρ)

tr(V1ρV ∗1 )
V1ρV

∗
1 +

tr(W̃2ρ)

tr(V2ρV ∗2 )
V2ρV

∗
2 = ρ (6.4)

♦

Continuando, temos

tr(V1ρV
∗

1 ) = (x2
1 +x2

3)ρ1 + 2(x1x2 +x3x4)ρ2 + (x2
2 +x2

4)ρ4 = A1ρ1 +A2ρ2 +A3

tr(V2ρV
∗

2 ) = (y2
1 + y2

3)ρ1 + 2(y1y2 + y3y4)ρ2 + (y2
2 + y2

4)ρ4 = A4ρ1 +A5ρ2 +A6

tr(W̃1ρ) = u1ρ1 + (u2 + u3)ρ2 + u4ρ4 = B1ρ1 +B2ρ2 +B3

tr(W̃2ρ) = z1ρ1 + (z2 + z3)ρ2 + z4ρ4 = B4ρ1 +B5ρ2 +B6

onde, como ρ4 = 1− ρ1,

A1 = x2
1 + x2

3 − x2
2 − x2

4, A2 = 2(x1x2 + x3x4), A3 = x2
2 + x2

4

A4 = y2
1 + y2

3 − y2
2 − y2

4, A5 = 2(y1y2 + y3y4), A6 = y2
2 + y2

4

B1 = u1 − u4, B2 = u2 + u3, B3 = u4
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B4 = z1 − z4, B5 = z2 + z3, B6 = z4

e
tr(W̃1V1ρV

∗
1 ) = C1ρ1 + C2ρ2 + C3 = β11(ρ)

tr(W̃2V1ρV
∗

1 ) = C4ρ1 + C5ρ2 + C6 = β21(ρ)

tr(W̃1V2ρV
∗

2 ) = D1ρ1 +D2ρ2 +D3 = β12(ρ)

tr(W̃2V2ρV
∗

2 ) = D4ρ1 +D5ρ2 +D6 = β22(ρ)

para certas constantes Ci, Di, i = 1, . . . , 6 que dependem das entradas dos
Vi e Wi. Ainda

V1ρV
∗

1 =

(
x2

1ρ1 + 2x1x2ρ2 + x2
2ρ4 x1x3ρ1 + (x2x3 + x1x4)ρ2 + x2x4ρ4

x1x3ρ1 + (x2x3 + x1x4)ρ2 + x2x4ρ4 x2
3ρ1 + 2x3x4ρ2 + x2

4ρ4

)

V2ρV
∗

2 =

(
y2

1ρ1 + 2y1y2ρ2 + y2
2ρ4 y1y3ρ1 + (y2y3 + y1y4)ρ2 + y2y4ρ4

y1y3ρ1 + (y2y3 + y1y4)ρ2 + y2y4ρ4 y2
3ρ1 + 2y3y4ρ2 + y2

4ρ4

)
De (6.4) obtemos 4 igualdades, mas duas delas são idênticas então temos

3 equações independentes:

B1ρ1 +B2ρ2 +B3

A1ρ1 + A2ρ2 + A3

(
(x2

1 − x2
2)ρ1 + 2x1x2ρ2 + x2

2

)
+
B4ρ1 +B5ρ2 +B6

A4ρ1 + A5ρ2 + A6

(
(y2

1 − y2
2)ρ1 + 2y1y2ρ2 + y2

2

)
= ρ1 (6.5)

B1ρ1 +B2ρ2 +B3

A1ρ1 + A2ρ2 + A3

(
(x1x3 − x2x4)ρ1 + (x2x3 + x1x4)ρ2 + x2x4

)
+
B4ρ1 +B5ρ2 +B6

A4ρ1 + A5ρ2 + A6

(
(y1y3 − y2y4)ρ1 + (y2y3 + y1y4)ρ2 + y2y4

)
= ρ2 (6.6)

B1ρ1 +B2ρ2 +B3

A1ρ1 + A2ρ2 + A3

(
(x2

3 − x2
4)ρ1 + 2x3x4ρ2 + x2

4

)
+
B4ρ1 +B5ρ2 +B6

A4ρ1 + A5ρ2 + A6

(
(y2

3 − y2
4)ρ1 + 2y3y4ρ2 + y2

4

)
= 1− ρ1 (6.7)

Podemos reescrever tais equações como

α1(ρ)
(

(x2
1− x2

2)ρ1 + 2x1x2ρ2 + x2
2

)
+ α2(ρ)

(
(y2

1 − y2
2)ρ1 + 2y1y2ρ2 + y2

2

)
= ρ1

(6.8)
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α1(ρ)
(

(x1x3 − x2x4)ρ1 + (x2x3 + x1x4)ρ2 + x2x4

)
+α2(ρ)

(
(y1y3 − y2y4)ρ1 + (y2y3 + y1y4)ρ2 + y2y4

)
= ρ2 (6.9)

α1(ρ)
(

(x2
3−x2

4)ρ1 +2x3x4ρ2 +x2
4

)
+α2(ρ)

(
(y2

3−y2
4)ρ1 +2y3y4ρ2 +y2

4

)
= 1−ρ1

(6.10)
onde

α1(ρ) :=
B1ρ1 +B2ρ2 +B3

A1ρ1 + A2ρ2 + A3

α2(ρ) :=
B4ρ1 +B5ρ2 +B6

A4ρ1 + A5ρ2 + A6

♦

Queremos obter expressões para ρµ que dependem de Wi e Vi apenas.
Note que o traço é linear, e como os Wi, Vi são lineares, as aplicações

ρ 7→ tr(ViρV
∗
i )

ρ 7→ tr(WiρW
∗
i )

ρ 7→ tr(WjViρV
∗
i W

∗
j )

são funcionais lineares. Ainda, para qualquer funcional linear Ψ temos, por
definição, que Ψ(ρµ) =

∫
MN

Ψ(ρ)dµ e então

tr(ViρµV
∗
i ) =

∫
M2

tr(ViρV
∗
i )dµ (6.11)

tr(WiρµW
∗
i ) =

∫
M2

tr(WiρW
∗
i )dµ =

∫
M2

pi(ρ)dµ(ρ) (6.12)

tr(WjViρµV
∗
i W

∗
j ) =

∫
M2

tr(WjViρV
∗
i W

∗
j )dµ =

∫
M2

pj(ViρV
∗
i )dµ(ρ) (6.13)

♦

Vamos enunciar o problema (6.2) com multiplicadores de Lagrange. Es-
creveremos ρiµ = ρi para simplificar a notação. Consideramos o caso real com
N = 2. Defina

ρW = ρµ =

(
ρ1
µ ρ2

µ

ρ2
µ ρ4

µ

)
=

(
ρ1 ρ2

ρ2 ρ4

)
, H =

(
h1 h2

h2 h4

)
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V1 =

(
x1 x2

x3 x4

)
, V2 =

(
y1 y2

y3 y4

)
, W1 =

(
u1 u2

u3 u4

)
, W2 =

(
z1 z2

z3 z4

)

F (W ) = F (W1,W2) = F (u, z)

= F (u1, u2, u3, u4, z1, z2, z3, z4) := hW,V (ρµ)− 1

T
tr(Hρµ)

⇒ tr(Hρ) = h1ρ1 + 2h2ρ2 + h4ρ4

A condição
∑

iW
∗
i Wi = I fornece os seguintes v́ınculos:

G1(W1,W2) := u2
1 + u2

3 + z2
1 + z2

3 − 1

G2(W1,W2) := u2
2 + u2

4 + z2
2 + z2

4 − 1

G3(W1,W2) := u1u2 + u3u4 + z1z2 + z3z4

Observação Como sugerido inicialmente, podeŕıamos escrever W̃i =
W ∗
i Wi e considerar os v́ınculos associados a tal transformação. As conclusões

a seguir valeriam da mesma forma para os W̃i.

♦

Continuando, defina

Γ(W1,W2, λ1, λ2, λ3) := F + λ1G1 + λ2G2 + λ3G3

Vamos calcular ∇Γ = 0. Temos

u2
1 + u2

3 + z2
1 + z2

3 = 1

u2
2 + u2

4 + z2
2 + z2

4 = 1

u1u2 + u3u4 + z1z2 + z3z4 = 0

hV (W ) = −tr(W1ρWW
∗
1 )

tr(V1ρWV ∗1 )

(
tr
(
W1V1ρWV

∗
1 W

∗
1

)
log
(tr(W1V1ρWV

∗
1 W

∗
1 )

tr(V1ρWV ∗1 )

)
+tr

(
W2V1ρWV

∗
1 W

∗
2

)
log
(tr(W2V1ρWV

∗
1 W

∗
2 )

tr(V1ρWV ∗1 )

))
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−tr(W2ρWW
∗
2 )

tr(V2ρWV ∗2 )

(
tr
(
W1V2ρWV

∗
2 W

∗
1

)
log
(tr(W1V2ρWV

∗
2 W

∗
1 )

tr(V2ρWV ∗2 )

)
+tr

(
W2V2ρWV

∗
2 W

∗
2

)
log
(tr(W2V2ρWV

∗
2 W

∗
2 )

tr(V2ρWV ∗2 )

))
= −α1(ρW )

(
β11(ρW ) log

( β11(ρW )

A1ρ1 + A2ρ2 + A3

)
+β21(ρW ) log

( β21(ρW )

A1ρ1 + A2ρ2 + A3

))
−α2(ρW )

(
β12(ρW ) log

( β12(ρW )

A4ρ1 + A5ρ2 + A6

)
+β22(ρW ) log

( β22(ρW )

A4ρ1 + A5ρ2 + A6

))
(6.14)

Pela equação (6.14) nota-se, uma vez que iremos calcular a derivada da
entropia, que precisamos obter uma expressão expĺıcita para

∂

∂ui
ρj e

∂

∂zi
ρj,

onde i = 1, . . . , 4, j = 1, 2, 4 e ui, zi são as coordenadas dos Wi. Em outras
palavras, dados Wi, obtemos uma medida invariante e o baricentro associado
a tal medida. Então será necessário obter uma expressão para as derivadas
das coordenadas ρi do baricentro.

Note que como supomos que o baricentro é o ponto fixo do operador
L associado ao IFS podemos, a prinćıpio, usar como expressão para ρ a
solução dada pelo sistema (6.5)-(6.7), cuja solução é o ponto fixo para L. Na
prática, a expressão que resolve tal sistema, para Wi tais que

∑
iW

∗
i Wi = I

e Vi quaisquer, é dif́ıcil de ser analisada e então uma pergunta natural seria
tentar analisar algum caso particular que forneça simplificações algébricas
convenientes.

♦

Exemplo 6.1.1 Vamos fazer os cálculos do multiplicador de Lagrange no
caso particular em que

V1 =

(
a 0
0 0

)
, V2 =

(
0 0
0 b

)
, H =

(
h1 h2

h2 h4

)
Como feito nas considerações gerais acima, escreveremos W̃1 = W ∗

1W1,
W̃2 = W ∗

2W2. Então

W̃1 =

(
u1 u2

u3 u4

)
, W̃2 =

(
z1 z2

z3 z4

)
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e
tr(V1ρV

∗
1 ) = a2ρ1, tr(V2ρV

∗
2 ) = b2ρ4

tr(W̃1ρ) = u1ρ1 + (u2 + u3)ρ2 + u4ρ4

tr(W̃2ρ) = z1ρ1 + (z2 + z3)ρ2 + z4ρ4

tr(W̃1V1ρV
∗

1 ) = a2u1ρ1, tr(W̃2V1ρV
∗

1 ) = a2z1ρ1

tr(W̃1V2ρV
∗

2 ) = b2u4ρ4, tr(W̃2V2ρV
∗

2 ) = b2z4ρ4

Pela observação no ińıcio desta seção, precisamos obtemos expressões
para os pontos fixos de L. A solução de L(ρ) = ρ neste exemplo é ρ2 = 0 e

ρ1 =
u4

u4 − u1 + 1
(6.15)

Logo

ρW =

( u4
u4−u1+1

0

0 1−u1
u4−u1+1

)
(6.16)

Ainda, ρ1 + ρ4 = 1 implica

∂

∂ui
ρ4 = − ∂

∂ui
ρ1 (6.17)

e

∂

∂u1

ρ1 =
u4

(u4 − u1 + 1)2
,

∂

∂u2

ρ1 =
∂

∂u3

ρ1 = 0,
∂

∂u4

ρ1 =
1− u1

(u4 − u1 + 1)2

(6.18)
Ainda, obtemos

tr(HρW ) = h1ρ1 + h4ρ4

hV (W ) = −u1ρ1 + (u2 + u3)ρ2 + u4ρ4

a2ρ1

×

×
(
a2u1ρ1 log

(a2u1ρ1

a2ρ1

)
+ a2z1ρ1 log

(a2z1ρ1

a2ρ1

))
−z1ρ1 + (z2 + z3)ρ2 + z4ρ4

b2ρ4

×

×
(
b2u4ρ4 log

(b2u4ρ4

b2ρ4

)
+ b2z4ρ4 log

(b2z4ρ4

b2ρ4

))
= −u1ρ1 + u4ρ4

a2ρ1

(
a2u1ρ1 log (u1) + a2z1ρ1 log (z1)

)
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−z1ρ1 + z4ρ4

b2ρ4

(
b2u4ρ4 log (u4) + b2z4ρ4 log (z4)

)

= −(u1ρ1+u4ρ4)
(
u1 log (u1)+z1 log (z1)

)
−(z1ρ1+z4ρ4)

(
u4 log (u4)+z4 log (z4)

)
(6.19)

Observe que em dimensão 2, é imediato escrever as variáveis zi em função
das variáveis ui. Podemos a seguir considerar o problema de multiplicadores
de Lagrange sobre as 4 variáveis ui apenas, e com v́ınculos que levam a
equações fáceis de analisar. Desta forma, usando (6.15), (6.18), (6.19), e
escrevendo z1 = 1− u1, z4 = 1− u4, obtemos

hV (W ) = −(
u1u4

u4 − u1 + 1
+

u4(1− u1)

u4 − u1 + 1
)(u1 log(u1) + (1− u1) log(1− u1))

−(
u4(1− u1)

u4 − u1 + 1
+

(1− u4)(1− u1)

u4 − u1 + 1
)(u4 log(u4) + (1− u4) log(1− u4)) (6.20)

donde

∂

∂u1

hV (W ) = −
[u4(log(u1)u4 + log(u1)− log(1− u1)u4

(u4 − u1 + 1)2

−u4 log(u4)− log(1− u4) + log(1− u4)u4)

(u4 − u1 + 1)2

]
(6.21)

∂

∂u4

hV (W ) =
(u1 − 1)(u1 log(u1) + log(1− u1)− log(1− u1)u1 − 2 log(1− u4)

(u4 − u1 + 1)2

− log(u4)u1 + log(u4) + log(1− u4)u1)

(u4 − u1 + 1)2
(6.22)

Agora, definimos

F (u1, u2, u3, u4) := hV (W )− 1

T
tr(HρW ) (6.23)

= hV (W )− 1

T
(h1ρ1 + h4ρ4) (6.24)

G1(W̃1, W̃2) := u2 + z2, G2(W̃1, W̃2) := u3 + z3, G3(W̃1, W̃2) := u2 − u3

Γ(W̃1, W̃2, {λi}i=1,...,3) := F +
3∑
i=1

λiGi (6.25)

Vamos calcular ∇Γ = 0. Temos, por (6.17), que

∂uitr(Hρ) = h1∂uiρ1 + h4∂uiρ4 = (h1 − h4)∂uiρ1 (6.26)
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∂zitr(Hρ) = h1∂ziρ1 + h4∂ziρ4 = (h1 − h4)∂ziρ1, (6.27)

i = 1, . . . , 4 e então

u2 + z2 = u3 + z3 = 0, u2 = u3 (6.28)

∂u1hV (W )− h1 − h4

T
∂u1ρ1 = 0 (6.29)

∂u2hV (W )− h1 − h4

T
∂u2ρ1 + λ1 + λ3 = 0 (6.30)

∂u3hV (W )− h1 − h4

T
∂u3ρ1 + λ2 − λ3 = 0 (6.31)

∂u4hV (W )− h1 − h4

T
∂u4ρ1 = 0 (6.32)

As equações (6.30) e (6.31) se reduzem a λ2 = λ3 = −λ1. Portanto, o
problema se reduz a resolver (6.29) e (6.32). Usando (6.18), temos

∂hV (W )

∂u1

=
h1 − h4

T

u4

(u4 − u1 + 1)2
(6.33)

∂hV (W )

∂u4

=
h1 − h4

T

1− u1

(u4 − u1 + 1)2
(6.34)

Substituimos nessas equações as expressões de entropia obtidas em (6.21)
e (6.22). Então alguns cálculos nos permitem obter a solução de (6.33) e
(6.34), que é

W̃1 =

(
e−h1/T

e−h1/T+e−h4/T
0

0 e−h1/T

e−h1/T+e−h4/T

)
, W̃2 =

(
e−h4/T

e−h1/T+e−h4/T
0

0 e−h4/T

e−h1/T+e−h4/T

)
(6.35)

e portanto, de W̃i = W ∗
i Wi, i = 1, 2, obtemos

W1 =

 √
e−h1/T

e−h1/T+e−h4/T
0

0
√

e−h1/T

e−h1/T+e−h4/T

 , (6.36)

W2 =

 √
e−h4/T

e−h1/T+e−h4/T
0

0
√

e−h4/T

e−h1/T+e−h4/T

 (6.37)

♦
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6.2 Revisando um exemplo

Revisamos aqui o exemplo 6.1.1, indicando os cálculos referentes a pontos
fixos, autovalores e pressão associados. Naquele exemplo, temos:

V1 =

(
a 0
0 0

)
, V2 =

(
0 0
0 b

)
, H =

(
h1 h2

h2 h4

)
W̃1 =

(
u1 u2

u2 u4

)
, W̃2 =

(
1− u1 −u2

−u2 1− u4

)
Defina

L̂W,V (ρ) =
k∑
i=1

tr(W̃iρ)
ViρV

∗
i

tr(ViρV ∗i )
(6.38)

LW,V (ρ) =
k∑
i=1

tr(W̃iρ)ViρV
∗
i (6.39)

O ponto fixo de L̂ é

ρW =

( u4
u4−u1+1

0

0 1−u1
u4−u1+1

)
(6.40)

A escolha de W̃i tais que

Fµ = hV (W )− 1

T
tr(HρW ) (6.41)

é maximal é dada por

W̃1 =

(
e−h1/T

e−h1/T+e−h4/T
0

0 e−h1/T

e−h1/T+e−h4/T

)
(6.42)

W̃2 =

(
e−h4/T

e−h1/T+e−h4/T
0

0 e−h4/T

e−h1/T+e−h4/T

)
(6.43)

Portanto, por (6.40), o ponto fixo para o operador L̂ associado aos Wi maxi-
mais é

ρW,m =

(
e−h1/T

e−h1/T+e−h4/T
0

0 e−h4/T

e−h1/T+e−h4/T

)
(6.44)

Agora, note que pela proposição 3.4.2, temos que existem ρβ ∈ MN e
β > 0 tal que LW,V (ρβ) = βρβ e. Os autovalores e autoestados associados a
L são
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β = a2u1, ρβ =

(
1 0
0 0

)
(6.45)

e

β = b2(1− u1), ρβ =

(
0 0
0 1

)
(6.46)

Logo, para o operador L associado aos Wi maximais, temos

βm =
a2e−h1/T

e−h1/T + e−h4/T
ou βm =

b2e−h4/T

e−h1/T + e−h4/T
(6.47)

A pressão maximal naquele exemplo é

Fµ = hV (W )− 1

T
tr(HρW )

= −
[Te−h1/T log

(
e−h1/T

e−h1/T+e−h4/T

)
+ Te−h4/T log

(
e−h4/T

e−h1/T+e−h4/T

)
T
(
e−h1/T + e−h4/T

)
+
h1e
−h1/T + h4e

−h4/T

T
(
e−h1/T + e−h4/T

)] (6.48)

Alguns cálculos a partir da pressão obtida acima nos leva ao seguinte:

Lema 6.2.1 Temos que
Fµ = log xH , (6.49)

onde
xH := e−h1/T + e−h4/T (6.50)

Como o exemplo a seguir mostra, temos a igualdade Fµ = log β apenas em
certos casos especiais.

♦

Exemplo 6.2.2 Seja H um potencial fixo. Defina

a := ±eh1/2T (e−h1/T + e−h4/T ) (6.51)

e seja b qualquer tal que β = a2u1 ≥ b2(1 − u1), onde u1 é tal como obtido
na solução para W̃1,

u1 =
e−h1/T

e−h1/T + e−h4/T
(6.52)
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Considere o QIFS com dinâmicas V1 e V2 como o do exemplo 6.1.1 e
entradas a e b como definido acima. Então

β = a2 e−h1/T

e−h1/T + e−h4/T
= eh1/T (e−h1/T + e−h4/T )2 e−h1/T

e−h1/T + e−h4/T
= xH

(6.53)
e portanto Fµ = log β.

♦

6.3 Função capacidade com custo

Vimos anteriormente que toda aplicação Λ completamente positiva (CP) que
preserva o traço pode ser representado (de forma não única) na forma de
Stinespring-Kraus,

Λ(ρ) =
k∑
i=1

ViρV
∗
i ,

k∑
i=1

V ∗i Vi = I,

para Vi operadores lineares. Aplicações CP que preservam o traço também
são chamadas canais quânticos.

Definição A capacidade de Holevo para enviar informação clássica
via um canal quântico Λ é definido por

CΛ(ρ) := max
pi∈[0,1]
ρi∈MN

S
( n∑
i=1

piΛ(ρi)
)
−

n∑
i=1

piS
(

Λ(ρi)
)

(6.54)

onde S(ρ) = −tr(ρ log ρ) é a entropia de Von Neumann e acima escrevemos
ρ =

∑
i piρi. O máximo é, portanto, sobre as escolhas de n probabilidades pi

e operadores densidade ρi, para algum n ∈ N. A capacidade de Holevo esta-
belece um limite superior sobre a quantidade de informação que um sistema
quântico possui [26].

Definição Seja Λ um canal quântico. Defina a entropia mı́nima de
sáıda como sendo

Hmin(Λ) := min
|ψ〉

S(Λ(|ψ〉〈ψ|))

Conjectura da aditividade Temos que

CΛ1⊗Λ2 = CΛ1 + CΛ2 , ∀ρ
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Conjectura da entropia mı́nima de sáıda Para quaisquer canais Λ1

e Λ2,
Hmin(Λ1 ⊗ Λ2) = Hmin(Λ1) +Hmin(Λ2)

Em [28], é mostrado que a conjectura da aditividade é equivalente à
conjectura da entropia mı́nima de sáıda, e em [18] obtemos um contraexemplo
para esta última conjectura.

♦

Definição Seja MF o conjunto das medidas invariantes definido na seção
5.7 e sejaH um operador autoadjunto. Para µ ∈MF seja ρµ o seu baricentro.
Defina a função capacidade-custo C : R+ → R+ por

C(a) := max
µ∈MF

{hW,V (ρµ) : tr(Hρµ) ≤ a} (6.55)

A descrição a seguir é adaptada de [23]. Existe uma relação entre a
função capacidade-custo e o problema variacional de pressão. Com efeito,
seja F : R+ → R+ a função dada por

F (λ) := sup
µ∈MF

{hW,V (ρµ)− λtr(Hρµ)} (6.56)

Temos os seguintes fatos: existe uma única probabilidade ν0 ∈MF tal que

F (λ) = hW,V (ρν0)− λtr(Hρν0)

E o seguinte lema:

Lema 6.3.1 Seja λ ≤ 0, seja â = tr(Hρν0). Então

C(â) = hW,V (ρν0) (6.57)

Prova Seja ν ∈MF , ν 6= ν0, com tr(Hρν) ≤ â = tr(Hρν0). Então

hW,V (ρν)− λtr(Hρν) < hW,V (ρν0)− λtr(Hρν0)

e portanto,
hW,V (ρν) < hW,V (ρν0)

Logo,
hW,V (ρν0) = sup

µ∈MF

{hW,V (ρµ) : tr(Hρµ) ≤ â} = C(â)

�
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6.4 Potenciais e operadores de transferência

O problema variacional de pressão conforme visto em [27], por exemplo,
relaciona o valor da pressão maximal com o maior autovalor do operador de
transferência associado em um espaço de śımbolos. Mais precisamente, se X
é um espaço de śımbolos, C(X) são as funções cont́ınuas nesse espaço e dado
um potencial H, definimos LH : C(X)→ C(X)

LH(w)(x) =
∑
σ(y)=x

eH(y)w(y) (6.58)

onde σ é o shift em X (ver introdução deste trabalho). Seguindo [27], se

P (H) := sup
µ
{hµ(σ) +

∫
Hdµ}, (6.59)

onde hµ(σ) é a entropia do shift e o supremo é tomado sobre todas as medidas
σ-invariantes, temos que

P (H) = log β, (6.60)

onde β é o maior autovalor de LH .
Dizemos que H está normalizado se LH(1) = 1. Poderia se dizer de

outra forma que LH está normalizado. Neste caso o operador dual L∗H leva
probabilidades em probabilidades.

A generalização do conceito de probabilidade (Mecânica Estat́ıstica) em
Mecânica Quântica é a matriz densidade. Uma matriz diagonal em que
p1 ≥ 0 e p2 ≥ 0, são os termos diagonais, e ainda p1 + p2 = 1 corresponde a
uma probabilidade. Mas um operador positivo de traço 1 pode ser bem mais
geral.

Desta forma, podemos identificar de certa forma heuŕıstica o operador U
com LH e o operador de Markov V com L∗H .

Uma ideia básica considerada neste trabalho é a de que no contexto de
sistemas quânticos, se ao invés de considerarmos o operador de transferência,
considerarmos operadores do tipo LW,V :MN →MN ,

LW,V (ρ) =
k∑
i=1

tr(WiρW
∗
i )ViρV

∗
i , (6.61)

então é posśıvel obter certos resultados análogos aos de termodinâmica clássica.
O operador LW,V está relacionado com os canais quânticos vistos nas seções
2.6 e 6.3.

O operador LW,V não parece ser análogo a LH , pois age em matrizes,
mas tem uma natureza distinta de V . Ele não tem um análogo em Mecânica
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Estat́ıstica. Poderia se pensar que de certa forma que ele é o análogo de V
mas agindo em baricentros.

Podemos fazer a suposição que
∑k

i=1 V
∗
i Vi = I e que os Vi estão fixos.

Assim, fixamos um IFS clássico.
Vamos pensar que os Wi podem ser variados (não como os Vi, que estão

fixos). Se supusermos que
∑k

i=1 W
∗
i Wi = I, então diremos que LW,V está

normalizado. Neste caso LW,V leva matrizes positivas de traço 1 em matrizes
positivas de traço 1. Tal caso foi explorado em [15] [16].

Pensamos, de maneira análoga a Mecânica Estat́ıstica, que os Wi deter-
minam o jacobiano de uma medida invariante para o QIFS.

Aqui vamos considerar o caso mais geral em que
∑k

i=1 W
∗
i Wi não é ne-

cessariamente igual a identidade. Como vimos antes, neste caso, LW,V pode
não ter ponto fixos, mas existem ρ e λ tal que LW,V (ρ) = λρ.

Desejamos analisar o problema análogo ao formalismo termodinâmico da
Mecânica Estat́ıstica na Mecânica Quântica. Para isto necessitamos fixar a
dinâmica da IFS definido pelos Vi e buscar medidas sobre matrizes densidades
(em vez de medidas) que tenham caráter estacionário. Desejamos buscar uma
definição de entropia que seja para “sistemas estacionários”. Isto significa
duas coisas: uma medida sobre matrizes densidades que seja fixa por V e
ainda o estado ρν que é o seu baricentro. Isto deveria permitir definir uma
entropia estacionária. O teste para saber se tal entropia é estacionaria é que
sua definição independa do n da iteração.

6.5 Prinćıpio variacional de pressão

Sejam Vi, Wi, operadores lineares, i = 1, . . . , k, com
∑

iW
∗
i Wi = I e seja

Hρ :=
k∑
i=1

HiρH
∗
i (6.62)

uma operador autoadjunto. Estamos interessados em obter uma versão do
prinćıpio variacional de pressão para o nosso contexto. Veremos que a pressão
atingirá o máximo quando houver uma certa relação entre o potencial H e a
distribuição de probabilidade considerada (representada aqui pelos Wi).

O lema seguinte será fundamental para a construção que segue.

Lema 6.5.1 Se r1, . . . , rk e q1, . . . , qk são duas distribuições de probabilidade
em 1, . . . , k tais que rj > 0, j = 1, . . . , k, então

−
k∑
j=1

qj log qj +
k∑
j=1

qj log rj ≤ 0
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e a igualdade vale se, e somente se, rj = qj, j = 1, . . . , k.

Prova ver [27].

�

O potencial (6.62) em conjunto com os Vi induz um operador dado por

LH(ρ) :=
k∑
i=1

tr(HiρH
∗
i )ViρV

∗
i (6.63)

Sabemos que tal operador admite um autovalor β e um autoestado associado
ρβ. Então LH(ρβ) = βρβ implica

k∑
i=1

tr(HiρβH
∗
i )ViρβV

∗
i = βρβ (6.64)

Em coordenadas, (6.64) pode ser escrito como

k∑
i=1

tr(HiρβH
∗
i )(ViρβV

∗
i )jl = β(ρβ)jl (6.65)

onde a notação (B)jl significa a coordenada (j, l) da matriz associada ao
operador B, j,l = 1, . . . k.

Observação Fazendo uma comparação com o problema análogo para
cadeias de Markov, a equação (6.64) pode ser vista como o análogo da ex-
pressão

leA = λl (6.66)

que teŕıamos para o problema clássico para matrizes. Ali, a matriz A, com
entradas aij faz o papel do potencial, eA é a matriz com coordenadas eaij e
lj denota a j-ésima entrada do autovetor à esquerda l associado ao autovalor
λ. Em coordenadas, ∑

i

lie
aij = λlj, i, j = 1, . . . , k (6.67)

♦

De (6.64) obtemos

k∑
i=1

1

β
tr(HiρβH

∗
i )tr(ViρβV

∗
i ) = 1 (6.68)
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o que é apenas a expressão expĺıcita para β que calculamos no teorema de
autovalores,

β =
k∑
i=1

tr(HiρβH
∗
i )tr(ViρβV

∗
i ) (6.69)

Com isso em mente, defina

rjlm =
1

β
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm
(6.70)

Portanto, temos
∑

j rjlm = 1. Para a análise que queremos fazer no mo-
mento não precisaremos das expressões expĺıcitas dos números (VjρβV

∗
j )kl.

Posteriormente faremos tais cálculos (ver expressão (6.96) e seguintes).

Seja

qij := tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
(6.71)

onde, como antes, ρW denota o ponto fixo associado ao operador renormali-
zado L̂W,V , induzido pelo QIFS (MN , Fi, pi)i=1,...,k,

Fi(ρ) =
ViρV

∗
i

tr(ViρV ∗i )

e
pi(ρ) = tr(WiρW

∗
i )

Note que temos

k∑
j=1

qij =
1

tr(ViρWV ∗i )

k∑
j=1

tr(W ∗
jWjViρWV

∗
i )

=
1

tr(ViρWV ∗i )
tr(

k∑
j=1

W ∗
jWjViρWV

∗
i ) = 1

Logo, podemos aplicar o lema 6.5.1 para rjlm, qij, j = 1, . . . k, com i,l,m
fixados, para obter

−
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)

+
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log
( 1

β(ρβ)lm
tr(HjρβH

∗
j )(VjρβV

∗
j )lm

)
≤ 0 (6.72)
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e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j, l,m,

1

β(ρβ)lm
tr(HjρβH

∗
j )(VjρβV

∗
j )lm =

tr(WjViρWV
∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.73)

Então

−
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)

+
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log
(
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm

)
≤
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log β

o que equivale a

−
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)

+
∑
j

tr(WjViρWV
∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
log
(
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm

)
≤ log β (6.74)

Multiplicando por tr(WiρWW
∗
i ) e somando em i obtemos

hV (W )+
∑
j

log
(
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm

)∑
i

tr(WiρWW
∗
i )

tr(ViρWV ∗i )
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

≤
∑
i

tr(WiρWW
∗
i ) log β = log β (6.75)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j, l,m,

1

β
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm
=
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.76)

Vamos reescrever a desigualdade (6.75). Primeiro, usamos o fato de que

ρW é ponto fixo de L̂W,V ,

k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

ViρWV
∗
i

tr(ViρWV ∗i )
= ρW (6.77)
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Agora, compomos ambos os lados da igualdade acima com o operador

k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm

)
W ∗
jWj (6.78)

(i.e., multiplicamos à direita) e então obtemos

k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

ViρWV
∗
i

tr(ViρWV ∗i )

k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm

)
W ∗
jWj

= ρW

k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm

)
W ∗
jWj (6.79)

Rearranjando termos, obtemos

k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm

) k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

tr(ViρWV ∗i )
ViρWV

∗
i W

∗
jWj

= ρW

k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm

)
W ∗
jWj (6.80)

Tomando o traço em ambos os lados, obtemos

k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm

) k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

tr(ViρWV ∗i )
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

=
k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm

)
tr(ρWW

∗
jWj) (6.81)

Note que o lado esquerdo de (6.81) é uma das somas em (6.75). Portanto,
substituindo (6.81) em (6.75) nos fornece a seguinte desigualdade:

hV (W ) +
k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm

)
tr(WjρWW

∗
j ) ≤ log β (6.82)

o que equivale a

hV (W ) +
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(HjρβH

∗
j )
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+
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log

((VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm

)
≤ log β (6.83)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j, l,m,

1

β
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm
=
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.84)

♦

Exemplo 6.5.2 Suponha que o potencial considerado acima é tal que Hi =
H, i = 1, . . . , k para um certo H. Então de (6.83) temos

hV (W ) + log tr(HρβH
∗) +

k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm
≤ log β (6.85)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j, l,m,

1

β
tr(HρβH

∗)
(VjρβV

∗
j )lm

(ρβ)lm
=
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.86)

♦

Observação Observe que podemos obter uma versão da desigualdade
(6.83) se analisarmos a equação (6.64),

k∑
i=1

tr(HiρβH
∗
i )ViρβV

∗
i = βρβ (6.87)

mas desta fazendo um cálculo diretamente sobre tal equação (e não sobre
suas coordenadas). Enunciamos assim o resultado:

Teorema 6.5.3 Seja FW um QIFS tal que existe uma única medida atrativa
invariante para o operador de Markov associado V. Seja ρW o baricentro de
tal medida e seja ρβ um autoestado de LH(ρ) com autovalor β. Então

hV (W ) +
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(HjρβH

∗
j )

+
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(VjρβV

∗
j ) ≤ log β (6.88)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j,

1

β
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j ) =

tr(WjViρWV
∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.89)
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A prova de tal resultado é semelhante aos cálculos vistos acima, e pode ser
vista no apêndice deste caṕıtulo.

♦

Exemplo 6.5.4 Suponha que a dinâmica é trivial, ou seja, Vi = I, i =
1, . . . , k. Então (6.82) se torna

hI(W ) +
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(HjρβH

∗
j ) ≤ log β, (6.90)

onde
hI(W ) = −

∑
j

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(WjρWW

∗
j ) (6.91)

e por (6.84), vale a igualdade se, e somente se, para todo j,

tr(HjρβH
∗
j ) = βtr(WjρWW

∗
j ) (6.92)

♦

Exemplo 6.5.5 Suponha que a dinâmica é trivial, Vi = I, i = 1, . . . , k, e
suponha que o potencial é tal que Hi = H, i = 1, . . . , k para um certo H.
Então pelo exemplo 6.5.4,

hI(W ) + log tr(HρβH
∗) ≤ log β (6.93)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo j,

tr(HρβH
∗) = βtr(WjρWW

∗
j ) (6.94)

♦

Agora vamos analisar as equações dadas por (6.65). Para simplificar,
consideramos k = 2 e escreveremos

ρβ = ρ =

(
ρ11 ρ12

ρ12 ρ22

)
Então (6.65) pode ser escrito como

tr(H1ρH
∗
1 )(V1ρV

∗
1 )jl + tr(H2ρH

∗
2 )(V2ρV

∗
2 )jl = βρjl (6.95)
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para j, l = 1, 2. Isso nos fornece 3 equações (lembre que ρ é autoadjunto).
Seja hijl a coordenada (j, l) de Hi, i = 1, 2. Então

tr(HiρH
∗
i ) = ((hi11)2 +(hi12)2)ρ11 +2(hi11h

i
12 +hi12h

i
22)ρ12 +((hi12)2 +(hi22)2)ρ22

Ainda, se

V1 =

(
v11 v12

v21 v22

)
, V2 =

(
w11 w12

w21 w22

)
temos

(V1ρV
∗

1 )11 = v2
11ρ11 + 2v11v12ρ12 + v2

12ρ22

(V1ρV
∗

1 )12 = (V1ρV
∗

1 )21 = v21v11ρ11 + (v21v12 + v22v11)ρ12 + v22v12ρ22

(V1ρV
∗

1 )22 = v2
21ρ11 + 2v21v22ρ12 + v2

22ρ22

(V2ρV
∗

2 )11 = w2
11ρ11 + 2w11w12ρ12 + w2

12ρ22

(V2ρV
∗

2 )12 = (V2ρV
∗

2 )21 = w21w11ρ11 + (w21w12 + w22w11)ρ12 + w22w12ρ22

(V2ρV
∗

2 )22 = w2
21ρ11 + 2w21w22ρ12 + w2

22ρ22

Portanto as equações (6.65) podem ser escritas como

tr(H1ρβH
∗
1 )(v2

11ρ11 + 2v11v12ρ12 + v2
12ρ22)

+tr(H2ρβH
∗
2 )(w2

11ρ11 + 2w11w12ρ12 + w2
12ρ22) = βρ11 (6.96)

tr(H1ρβH
∗
1 )(v21v11ρ11 + (v21v12 + v22v11)ρ12 + v22v12ρ22)

+tr(H2ρβH
∗
2 )(w21w11ρ11 + (w21w12 +w22w11)ρ12 +w22w12ρ22) = βρ12 (6.97)

tr(H1ρβH
∗
1 )(v2

21ρ11 + 2v21v22ρ12 + v2
22ρ22)

+tr(H2ρβH
∗
2 )(w2

21ρ11 + 2w21w22ρ12 + w2
22ρ22) = βρ22 (6.98)

♦
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Gostaŕıamos de obter condições tais que seja posśıvel obter um autoestado
ρβ que seja diagonal e uma matriz A tal que∑

j

eaijρjj = βρii, i = 1, 2 (6.99)

ou seja, se r = (ρ11, ρ22), temos

EAr = βr (6.100)

a equação de autovetor a direita para uma cadeia de Markov clássica. Acima
EA denota a matriz cujas entradas são os números eaij .

Se existir tal autoestado e a matriz A mencionada acima, obtemos o
seguinte lema.

Lema 6.5.6 Suponha que

ρβ = ρ =

(
ρ11 0
0 ρ22

)
é o autoestado associado ao autovalor β do operador (6.63). Seja r =
(ρ11, ρ22). Então eAr = βr, onde eA denota a matriz cujas entradas são
os números eaij .

♦

Exemplo 6.5.7 Considere o caso particular em que a dinâmica de cada
ramo do QIFS é unitária, ou seja V ∗i Vi = I, i = 1, . . . , k. Então temos
que tr(ViρβV

∗
i ) = 1 e

k∑
i=1

tr(HiρβH
∗
i )ViρβV

∗
i = βρβ (6.101)

implica

β =
k∑
i=1

tr(HiρβH
∗
i ) (6.102)

Então, como nestas condições temos log tr(VjρβV
∗
j ) = 0, podemos reescrever

(6.88) como

hV (W ) +
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(HjρβH

∗
j ) ≤ log β (6.103)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j,

1

β
tr(HjρβH

∗
j ) = tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j ) (6.104)
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♦

Exemplo 6.5.8 No exemplo 6.5.7, onde consideramos uma dinâmica unitária,
suponha que o potencial é tal que Hi = H, i = 1, . . . , k para um certo H.
Então podemos, por (6.102), escrever

tr(HρβH
∗) =

β

k
(6.105)

e portanto (6.103) é a desigualdade

hV (W ) +
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(HjρβH

∗
j ) ≤ log β (6.106)

ou seja,

hV (W ) + log
β

k
≤ log β (6.107)

o que nos leva a
hV (W ) ≤ log k (6.108)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j,

1

k
= tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j ) (6.109)

♦

Exemplo 6.5.9 Defina

V1 =

( √
p1 0
0 0

)
, V2 =

(
0
√
p2

0 0

)
, V3 =

(
0 0√
p3 0

)
, V4 =

(
0 0
0
√
p4

)

H1 =

( √
h1 0
0 0

)
, H2 =

(
0
√
h2

0 0

)
, H3 =

(
0 0√
h3 0

)
, H4 =

(
0 0
0
√
h4

)
e também

ρ =

(
ρ1 ρ2

ρ2 1− ρ1

)
Se L(ρ) =

∑
i tr(HiρH

∗
i )ViρV

∗
i então resolver a equação L(ρ) = βρ nos

leva a

h1ρ1

(
p1ρ1 0

0 0

)
+ h2(1− ρ1)

(
p2(1− ρ1) 0

0 0

)
+ h3ρ1

(
0 0
0 p3ρ1

)

+h4(1− ρ1)

(
0 0
0 p4(1− ρ1)

)
= β

(
ρ1 ρ2

ρ2 1− ρ1

)
(6.110)
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o que implica ρ2 = 0 e

(h1p1)ρ2
1 + (h2p2)(1− ρ1)2 = βρ1 (6.111)

(h3p3)ρ2
1 + (h4p4)(1− ρ1)2 = β(1− ρ1) (6.112)

E resolver tal sistema mostra que ρ1 é raiz de

ax3 + bx2 + cx+ d = 0 (6.113)

onde
a = h3p3 + h4p4 + h1p1 + h2p2 (6.114)

b = −h1p1 − 2h4p4 − 3h2p2, c = 3h2p2 + h4p4, d = −h2p2 (6.115)

Seja ρi, i = 1, 2, 4 as entradas de ρβ = ρ. Então

tr(H1ρβH
∗
1 ) = h1ρ1, tr(H2ρβH

∗
2 ) = h2ρ4 (6.116)

tr(H3ρβH
∗
3 ) = h3ρ1, tr(H4ρβH

∗
4 ) = h4ρ4 (6.117)

tr(V1ρβV
∗

1 ) = p1ρ1, tr(V2ρβV
∗

2 ) = p2ρ4 (6.118)

tr(V3ρβV
∗

3 ) = p3ρ1, tr(V4ρβV
∗

4 ) = p4ρ4 (6.119)

Então a desigualdade (6.83),

hV (W ) +
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(HjρβH

∗
j )

+
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(VjρβV

∗
j ) ≤ log β (6.120)

pode ser reescrita. Temos, lembrando que ρ4 = 1− ρ1,

hV (W ) +
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log[tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )] ≤ log β (6.121)

equivale a

hV (W ) + tr(W1ρWW
∗
1 )[log(p1h1) + log ρ2

1] + tr(W2ρWW
∗
2 )[log(p2h2) + log ρ2

4]

+tr(W3ρWW
∗
3 )[log(p3h3) + log ρ2

1]

+tr(W4ρWW
∗
4 )[log(p4h4) + log ρ2

4] ≤ log β (6.122)

ou seja,

hV (W ) +
∑
i

(
tr(WiρWW

∗
i ) log pihi

)
+ [tr(W1ρWW

∗
1 ) + tr(W3ρWW

∗
3 )] log ρ2

1

+[tr(W2ρWW
∗
2 ) + tr(W4ρWW

∗
4 )] log(1− ρ1)2 ≤ log β (6.123)

♦
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6.6 Problema de autovalores revisado

Considere o operador

LH(ρ) =
k∑
i=1

tr(HiρH
∗
i )ViρV

∗
i (6.124)

induzido por uma dinâmica fixada Vi i = 1, . . . , k, Vi lineares, e por Hρ :=∑
iHiρH

∗
i , Hi lineares quaisquer. A equação de autovalores para LH escrita

em coordenadas nos fornece o seguinte sistema, de acordo com o cálculo geral
que fizemos na seção anterior, com k = 2:

tr(H1ρβH
∗
1 )(v2

11ρ11 + 2v11v12ρ12 + v2
12ρ22)

+tr(H2ρβH
∗
2 )(w2

11ρ11 + 2w11w12ρ12 + w2
12ρ22) = βρ11 (6.125)

tr(H1ρβH
∗
1 )(v21v11ρ11 + (v21v12 + v22v11)ρ12 + v22v12ρ22)

+tr(H2ρβH
∗
2 )(w21w11ρ11+(w21w12+w22w11)ρ12+w22w12ρ22) = βρ12 (6.126)

tr(H1ρβH
∗
1 )(v2

21ρ11 + 2v21v22ρ12 + v2
22ρ22)

+tr(H2ρβH
∗
2 )(w2

21ρ11 + 2w21w22ρ12 + w2
22ρ22) = βρ22 (6.127)

E escrevemos também, para i = 1, 2,

tr(HiρH
∗
i ) = ((hi11)2 +(hi12)2)ρ11 +2(hi11h

i
12 +hi12h

i
22)ρ12 +((hi12)2 +(hi22)2)ρ22

(6.128)

Exemplo 6.6.1 No caso k = 2, tomando H1, H2 unitários e tomando V1,
V2 da forma

V1 =

(
v11 v12

0 0

)
, V2 =

(
0 0
w21 w22

)
(6.129)

temos que o sistema (6.125)-(6.127) assume a seguinte forma conveniente.
Obtemos ρ12 = 0 e

v2
11ρ11 + v2

12ρ22 = βρ11 (6.130)

w2
21ρ11 + w2

22ρ22 = βρ22 (6.131)

Comparando tal sistema com o obtido no problema de encontrar os autova-
lores de uma matriz com entradas positivas A = (aij),

a11v1 + a12v2 = βv1 (6.132)
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a21v1 + a22v2 = βv2 (6.133)

vemos que tais sistemas são idênticos no caso em que tivermos

v11 =
√
a11, v12 =

√
a12, w21 =

√
a21, w22 =

√
a22 (6.134)

♦

Suponha H1, H2 quaisquer, sejam V1, V2 definidos por

V1 =

(
v11 v12

0 0

)
, V2 =

(
0 0
w21 w22

)
(6.135)

então temos, pelo sistema geral (6.125)-(6.127), que ρ12 = 0 e

tr(H1ρβH
∗
1 )(v2

11ρ11 + v2
12ρ22) = βρ11 (6.136)

tr(H2ρβH
∗
2 )(w2

21ρ11 + w2
22ρ22) = βρ22 (6.137)

ou seja,

[((h1
11)2 + (h1

12)2)ρ11 + ((h1
12)2 + (h1

22)2)ρ22](v2
11ρ11 + v2

12ρ22) = βρ11 (6.138)

[((h2
11)2 + (h2

12)2)ρ11 + ((h2
12)2 + (h2

22)2)ρ22](w2
21ρ11 +w2

22ρ22) = βρ22 (6.139)

Ainda, vamos supor que

v11 = v12 = w21 = w22 = 1 (6.140)

Então obtemos

((h1
11)2 + (h1

12)2)ρ11 + ((h1
12)2 + (h1

22)2)ρ22 = βρ11 (6.141)

((h2
11)2 + (h2

12)2)ρ11 + ((h2
12)2 + (h2

22)2)ρ22 = βρ22 (6.142)

Seja A = (aij) uma matriz com entradas positivas e considere o problema
de encontrar seus autovalores e autovetores. Então de

a11v1 + a12v2 = βv1 (6.143)

a21v1 + a22v2 = βv2 (6.144)

vemos que os sistemas (6.141)-(6.142) e (6.143)-(6.144) são idênticos no caso
em que escolhemos

a11 = (h1
11)2 + (h1

12)2, a12 = (h1
12)2 + (h1

22)2 (6.145)
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a21 = (h2
11)2 + (h2

12)2, a22 = (h2
12)2 + (h2

22)2 (6.146)

Assim, conclúımos que o problema clássico de Perron é um caso particular
do problema do operador LH agindo em matrizes. Com efeito, basta fixar as
matrizes

V1 =

(
1 1
0 0

)
, V2 =

(
0 0
1 1

)
(6.147)

e dada a matriz com entradas positivas A, escolha

H1 =

( √
a11 0
0

√
a12

)
, H2 =

( √
a21 0
0

√
a22

)
(6.148)

Então o operador LH associado possui um autoestado diagonal

ρβ =

(
ρ11 0
0 ρ22

)
(6.149)

associado ao autovalor β, e temos que definindo v = (ρ11, ρ22), obtemos
Av = βv.

Exemplo 6.6.2 Vamos calcular a desigualdade básica (6.83) para Vi, Hi

fornecido por (6.147) e (6.148). Temos

tr(H1ρβH
∗
1 ) = a11ρ11 + a12ρ22 (6.150)

tr(H2ρβH
∗
2 ) = a21ρ11 + a22ρ22 (6.151)

tr(V1ρβV
∗

1 ) = tr(V2ρβV
∗

2 ) = 1 (6.152)

LH(ρ) = (a11ρ11+a12ρ22)

(
1 + 2ρ12 0

0 0

)
+(a21ρ11+a22ρ22)

(
0 0
0 1 + 2ρ12

)
Note que LH(ρ) = βρ nos leva a ρ12 = 0. Então

β = tr(H1ρβH
∗
1 )tr(V1ρβV

∗
1 ) + tr(H2ρβH

∗
2 )tr(V2ρβV

∗
2 )

= tr(H1ρβH
∗
1 ) + tr(H2ρβH

∗
2 ) = (a11 + a21)ρ11 + (a12 + a22)ρ22 (6.153)

Tembém podemos escrever

β =
a11 + a22

2
± ζ

2
=
a11 + a22

2
±
√

(a11 − a22)2 + 4a12a21

2

onde
ζ =

√
(a11 − a22)2 + 4a12a21
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onde tal expressão é obtida ao se resolver uma equação quadrática associada
ao sistema LH(ρ) = βρ, que no nosso exemplo é

a11ρ11 + a12ρ22 = βρ11 (6.154)

a21ρ11 + a22ρ22 = βρ22 (6.155)

Obtemos também os autoestados associados

ρβ =

(
1
2

2a21+a11−a22+ζ
a11−a12+a21−a22 0

0 1
2
a11−2a12−a22−ζ
a11−a12+a21−a22

)
(6.156)

Logo, temos

hV (W ) + tr(W1ρWW
∗
1 ) log

(
a11ρ11 + a12ρ22

)
+tr(W2ρWW

∗
2 ) log

(
a21ρ11 + a22ρ22

)
≤ log β (6.157)

onde, na expressão acima, ρ11 e ρ22 são as coordenadas não nulas de ρβ, dadas
pela expressão (6.156).

♦

Exemplo 6.6.3 Sejam

V1 =

(
1 1
0 0

)
, V2 =

(
0 0
1 1

)
(6.158)

e defina

A =

(
1 4
3 1

2

)
(6.159)

Então Av = βv nos leva a

v1 + 4v2 = βv1 (6.160)

3v1 +
1

2
v2 = βv2 (6.161)

As soluções são as seguintes. Os autovalores são

3

4
± 1

4

√
193

com autovetores, respectivamente,

1

1± 1
12

+ 1
12

√
193

(
1

12
± 1

12

√
193, 1)
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(a renormalização faz com que a soma das coordenadas seja igual a 1). Logo,
temos β = 3

4
+ 1

4

√
193, v = 1

1+ 1
12

+ 1
12

√
193

( 1
12

+ 1
12

√
193, 1) tais que Av = βv.

Sejam

H1 =

( √
a11 0
0

√
a12

)
=

(
1 0
0 2

)
, H2 =

( √
a21 0
0

√
a22

)
=

( √
3 0

0 1√
2

)
(6.162)

Então resolver LH(ρ) = βρ nos leva a ρ12 = 0 e

ρ11 + 4ρ22 = βρ11 (6.163)

3ρ11 +
1

2
ρ22 = βρ22 (6.164)

o que é o mesmo sistema (6.160)-(6.161). Portanto temos β = 3
4

+ 1
4

√
193 e

o autoestado correspondente é, como ρ12 = 0,

ρ =

 1
12

+ 1
12

√
193

1+ 1
12

+ 1
12

√
193

0

0 1
1+ 1

12
+ 1

12

√
193

 (6.165)

♦

6.7 Cálculos de uma desigualdade

Vamos fazer mais uma análise com a desigualdade

−
k∑
j=1

qj log qj +
k∑
j=1

qj log rj ≤ 0 (6.166)

obtida pelo lema 6.5.1. Ali, temos r1, . . . , rk e q1, . . . , qk duas distribuições
de probabilidade em 1, . . . , k tais que rj > 0, j = 1, . . . , k, e a igualdade vale
se, e somente se, rj = qj, j = 1, . . . , k.

Seja A uma matriz. Se v denota o autovetor à esquerda da matriz eA, tal
que cada entrada é eaij , então a equação veA = βv em coordenadas é∑

i

vie
aij = βvj, ∀j (6.167)

Defina

rij :=
eaijvi
βvj

(6.168)
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Logo,
∑

i rij = 1. Sejam qij > 0 tais que
∑

i qij = 1. Por (6.166), temos:

−
k∑
i=1

qij log qij +
k∑
i=1

qij log rij ≤ 0 (6.169)

Então

−
k∑
i=1

qij log qij +
k∑
i=1

qij log
eaijvi
βvj

≤ 0 (6.170)

Dáı

−
k∑
i=1

qij log qij +
k∑
i=1

qijaij +
k∑
i=1

qij log vi −
k∑
i=1

qij log vj ≤ log β

Ou seja,

−
k∑
i=1

qij log qij +
k∑
i=1

qijaij +
k∑
i=1

qij(log vi − log vj) ≤ log β (6.171)

Se Q denota a matriz com entradas qij, seja π = (π1, . . . , πk) o vetor esta-
cionário associado a Q. Como supomos

∑
i qij = 1, Q é coluna-estocástica

e então escrevemos Qπ = π. Multiplicando a desigualdade acima por πj e
somando em j obtemos

−
∑
j

πj
∑
i

qij log qij +
∑
j

πj
∑
i

qijaij +
∑
j

πj
∑
i

qij(log vi− log vj) ≤ log β

(6.172)
Em coordenadas, Qπ = π é

∑
j qijπj = πi, para todo i. Então

−
∑
j

πj
∑
i

qij log qij +
∑
j

πj
∑
i

qijaij

+
∑
j

πj
∑
i

qij log vi −
∑
j

πj
∑
i

qij log vj ≤ log β (6.173)

Dáı,

−
∑
j

πj
∑
i

qij log qij +
∑
j

πj
∑
i

qijaij

+
∑
i

log vi
∑
j

πjqij −
∑
j

πj log vj
∑
i

qij ≤ log β (6.174)

donde
−
∑
j

πj
∑
i

qij log qij +
∑
j

πj
∑
i

qijaij
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+
∑
i

πi log vi −
∑
j

πj log vj ≤ log β (6.175)

e portanto, como os dois últimos somatórios acima cancelam, obtemos

−
∑
j

πj
∑
i

qij log qij +
∑
j

πj
∑
i

qijaij ≤ log β (6.176)

♦

Definição Chamamos a desigualdade (6.176) de desigualdade clássica
associada à matriz com entradas positivas A e à matriz estocástica Q.

♦

Definição Para k fixado, e para l,m = 1, . . . , k, chamamos a desigual-
dade

hV (W ) +
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(HjρβH

∗
j )

+
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log

((VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm

)
≤ log β, (6.177)

que é equivalente a

hV (W )+
∑
j

tr(WjρWW
∗
j )
∑
i

tr(WiVjρWV
∗
j W

∗
i )

tr(VjρWV ∗j )
log
(
tr(HiρβH

∗
i )

(ViρβV
∗
i )lm

(ρβ)lm

)
≤ log β (6.178)

de desigualdade básica associada ao potencial Hρ =
∑

iHiρH
∗
i e ao QIFS

determinado por Vi, Wi, i = 1, . . . , k. Tal desigualdade foi obtida na seção
6.5 e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j, l,m,

1

β
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm
=
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.179)

♦

Acima ρβ é autoestado de

LH(ρ) =
k∑
i=1

tr(HiρH
∗
i )ViρV

∗
i
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com autovalor β e com antes, definimos a entropia do QIFS como sendo

hV (W ) = −
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j )

k∑
i=1

tr(WiVjρWV
∗
j W

∗
i )

tr(VjρWV ∗j )
log

tr(WiVjρWV
∗
j W

∗
i )

tr(VjρWV ∗j )
,

onde ρW denota o baricentro da única medida atrativa e invariante para o
operador de Markov V associado ao QIFS FW .

Dada a desigualdade clássica (6.176) obtida acima, queremos compará-
la com a desigualdade básica (6.177). Mais precisamente, queremos fazer
o seguinte. Queremos saber se existem Vi tais que dada uma matriz com
entradas positivas A e um matriz Q linha-estocástica, existem Hi e Wi tais
que a desigualdade (6.177) se torna a desigualdade (6.176). De fato, isso é
posśıvel e temos a seguinte proposição.

Proposição 6.7.1 Defina

V1 =

(
1 0
0 0

)
, V2 =

(
0 1
0 0

)
(6.180)

V3 =

(
0 0
1 0

)
, V4 =

(
0 0
0 1

)
(6.181)

Seja A = (aij) matriz com entradas positivas e Q = (qij) matriz linha-
estocástica, ambas de ordem 2. Defina

H11 =

( √
ea11

√
ea11

0 0

)
, H12 =

( √
ea12

√
ea12

0 0

)
(6.182)

H21 =

(
0 0√
ea21

√
ea21

)
, H22 =

(
0 0√
ea22

√
ea22

)
(6.183)

e também

W1 =

( √
q11 0
0 0

)
, W2 =

(
0
√
q12

0 0

)
(6.184)

W3 =

(
0 0√
q21 0

)
, W4 =

(
0 0
0
√
q22

)
(6.185)

Então a desigualdade básica associada a Wi, Vi, Hi, i = 1, . . . , 4, l = m = 1
ou l = m = 2, é equivalente a desigualdade clássica associada às matrizes A
e Q.

Para provar esta proposição usamos o seguinte lema.
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Lema 6.7.2 Para a escolha de Vi dada por

V1 =

( √
v11 0
0 0

)
, V2 =

(
0
√
v12

0 0

)
(6.186)

V3 =

(
0 0√
v21 0

)
, V4 =

(
0 0
0
√
v22

)
(6.187)

onde os vij são números positivos quaisquer, temos que o QIFS associado é
tal que ρW e ρβ são operadores densidade diagonais, para qualquer escolha
de Wi e Hi, i = 1, . . . , 4.

Prova do lema 6.7.2 O operador ρW é ponto fixo de

L(ρ) =
∑
i

tr(WiρW
∗
i )

ViρV
∗
i

tr(ViρV ∗i )

Escrevendo,

ρ =

(
ρ11 ρ12

ρ12 ρ22

)
,

temos que a equação L(ρ) = ρ nos leva a

tr(W1ρW
∗
1 )

tr(ViρV ∗i )

(
v11ρ11 0

0 0

)
+
tr(W2ρW

∗
2 )

tr(V2ρV ∗2 )

(
v12ρ22 0

0 0

)

+
tr(W3ρW

∗
3 )

tr(V3ρV ∗3 )

(
0 0
0 v21ρ11

)
+
tr(W4ρW

∗
4 )

tr(V4ρV ∗4 )

(
0 0
0 v22ρ22

)
=

(
ρ11 ρ12

ρ12 ρ22

)
Portanto, ρ12 = 0 e então ρW é diagonal. Analogamente, o operador ρβ é
autoestado de

LH(ρ) =
∑
i

tr(HiρH
∗
i )ViρV

∗
i

Logo, a equação LH(ρ) = βρ nos leva a

tr(H1ρH
∗
1 )

(
v11ρ11 0

0 0

)
+ tr(H2ρH

∗
2 )

(
v12ρ22 0

0 0

)

+tr(H3ρH
∗
3 )

(
0 0
0 v21ρ11

)
tr(H4ρH

∗
4 )

(
0 0
0 v22ρ22

)
= β

(
ρ11 ρ12

ρ12 ρ22

)
Portanto, ρ12 = 0 e então ρβ é diagonal.
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Prova da proposição 6.7.1 Sejam Vi, i = 1, . . . , 4 como os definidos no
enunciado. Seja A matriz com entradas positivas aij fixadas e seja Q uma
matriz com entradas positivas qij, com

∑
i qij = 1 (i.e., coluna-estocástica).

Defina Wi, i = 1, . . . , 4 e Hij, i, j = 1, 2 como no enunciado. Um cálculo
simples mostra que tal escolha de Hij satisfaz

tr(HijρβH
∗
ij) = eaij (6.188)

(note que ρβ é diagonal, pelo lema 6.7.2). Pelo exemplo 5.7.3, as escolhas de
Vi e Wi que fizemos são tais que a entropia hV (W ) se reduz a entropia de
cadeias de Markov. Desta forma, um cálculo simples mostra

(ViρβV
∗
i )11

(ρβ)11

=
(ρβ)11

(ρβ)11

= 1 (6.189)

Analogamente,
(ViρβV

∗
i )22

(ρβ)22

=
(ρβ)22

(ρβ)22

= 1 (6.190)

Então da desigualdade básica, para l = m = 1 ou l = m = 2,

hV (W )+
∑
j

tr(WjρWW
∗
j )
∑
i

tr(WiVjρWV
∗
j W

∗
i )

tr(VjρWV ∗j )
log
(
tr(HiρβH

∗
i )

(ViρβV
∗
i )lm

(ρβ)lm

)
≤ log β (6.191)

obtemos

hV (W ) +
∑
j

tr(WjρWW
∗
j )
∑
i

tr(WiVjρWV
∗
j W

∗
i )

tr(VjρWV ∗j )
log tr(HiρβH

∗
i ) ≤ log β

(6.192)
Finalmente como tr(HijρβH

∗
ij) = eaij , obtemos após alguns cálculos simples,

observando que Qπ = π, que a desigualdade (6.192) se torna a desigualdade
clássica (6.176).

�

Exemplo 6.7.3 O seguinte exemplo ilustra um cálculo da desigualdade básica
com um potencial composto por coordenadas complexas. Também ilustramos
aqui a renormalização de tal potencial. Sejam

H1 =

(
2i 2i
0 0

)
, H2 = I, H3 =

(
i
√

2 i
√

2
0 0

)
, H4 = I
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Então

H∗1 =

(
−2i 0
−2i 0

)
, H∗2 = I, H∗3 =

(
−i
√

2 0

−i
√

2 0

)
, H∗4 = I

No caso particular em que os Vi são os do teorema 6.7.1, temos que ρβ é
diagonal e então

tr(H1ρβH
∗
1 ) = 4, tr(H2ρβH

∗
2 ) = 1, tr(H3ρβH

∗
3 ) = 2, tr(H4ρβH

∗
4 ) = 1

Dáı LH(ρ) = βρ implica o sistema

4ρ11 + ρ22 = βρ11

2ρ11 + ρ22 = βρ22

Um cálculo simples fornece

β =
5 +
√

17

2

com autoestado

ρβ =
4

7 +
√

17

(
3+
√

17
4

0
0 1

)
Estamos interessados em obter os Wi que maximizam a desigualdade

básica (6.177) neste caso particular. Lembrando que pelo teorema 6.7.1, a
escolha dos Vi que fizemos é tal que

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm
= 1,

temos

hV (W ) +
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(HjρβH

∗
j ) ≤ log β (6.193)

E vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j, l,m,

1

β
tr(HjρβH

∗
j )

(VjρβV
∗
j )lm

(ρβ)lm
=
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.194)

Escolha, por exemplo, l = m = 1. Então a condição (6.194), para os Vi,
Hi fixados consiste de 16 igualdades (i.e., i, j = 1, . . . , 4) que nos permitem
determinar os Wi.

1

β
tr(HjρβH

∗
j ) =

tr(WjViρWV
∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.195)
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Para simplificar cálculos, escrevemos Ŵi = W ∗
i Wi e escrevemos Ŵi = (wiij).

Alguns cálculos nos fornecem

tr(HiρβH
∗
i )

β
= wi11 = wi22, i = 1, . . . , 4 (6.196)

Portanto, conclúımos que

Wi =
1√
β

( √
tr(HiρβH∗i ) 0

0
√
tr(HiρβH∗i )

)
, i = 1, . . . , 4 (6.197)

Ou seja,

W1 =
2√
β
I, W2 =

1√
β
I, W3 =

√
2√
β
I, W4 =

1√
β
I (6.198)

Note que ∑
i

W ∗
i Wi =

4 +
√

2√
β

I 6= I

Para resolver isso, renormalizamos o potencial, definindo

H̃i :=
√
αHi (6.199)

onde

α :=

√
β

4 +
√

2
(6.200)

Desta forma, um cálculo mostra que a equação LH̃(ρ) = β̃ρ nos fornece o
mesmo autoestado que obtivemos antes, ou seja, ρβ̃ = ρβ. Mas note que o au-

tovalor associado é β̃ = αβ. Agora, note que é posśıvel renormalizar os Wi de
modo a ter W̃i, com

∑
i W̃

∗
i W̃i = I, e que maximizam a desigualdade básica

para os Hi fixados inicialmente. Com efeito, dados os H̃i renormalizados,
definimos

W̃i =
√
αWi, i = 1, . . . , 4 (6.201)

Note que temos
∑

i W̃
∗
i W̃i = I. E também obtemos

hV (W̃ ) +
k∑
j=1

tr(W̃jρW̃ W̃
∗
j ) log tr(

√
αHjρβ

√
αH∗j ) ≤ logαβ (6.202)

o que equivale a

hV (W̃ ) +
k∑
j=1

tr(W̃jρW̃ W̃
∗
j ) log(αtr(HjρβH

∗
j )) ≤ logα + log β (6.203)
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Ou seja

hV (W̃ ) +
k∑
j=1

tr(W̃jρW̃ W̃
∗
j ) logα

+
k∑
j=1

tr(W̃jρW̃ W̃
∗
j ) log tr(HjρβH

∗
j ) ≤ logα + log β, (6.204)

e cancelando os termos logα, obtemos a mesma desigualdade para os Hi não
renormalizados. Como vimos, tais W̃i fornecem a igualdade. Portanto,

hV (W̃ ) +
k∑
j=1

tr(W̃jρW̃ W̃
∗
j ) log tr(HjρβH

∗
j ) = log β (6.205)

Isso conclui o exemplo.

♦

6.8 Sobre logaritmos e a positividade de um

operador

Faremos a seguir algumas considerações sobre operadores positivos. Lembre
que um operador linear A é positivo, denotado por A ≥ 0, se 〈Av, v〉 ≥ 0,
para todo v, ou equivalentemente, se A = M∗M para alguma matriz M , ou
equivalentemente, se todos os seus autovalores são positivos. Ainda, se B é
outro operador linear, escrever A ≤ B significa B − A ≥ 0.

Proposição 6.8.1 Temos:

1. Se A ≥ 0, B ≥ 0 então A2 ≥ 0 e A+B ≥ 0.

2. Se A ≥ 0, B ≥ 0 e AB = BA então AB ≥ 0.

3. Se Ai são operadores lineares positivos tais que
∑k

i=1Ai = I então para
todo i = 1, . . . , k, temos I − Ai ≥ 0.

Prova A prova de 1 e 3 é elementar. Sobre a prova de 2, ver [17].

�
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O espectro de um operador linear T , denotado por σ(T ), é o conjunto
de todos os números λ tais que T − λI não é invert́ıvel. O raio espectral
de T é definido por

ρ(T ) := max{|λ| : λ ∈ σ(T )}

Defina o logaritmo de um operador A tal que ρ(I−A) < 1 da seguinte forma:

logA := −
∞∑
k=1

(I − A)k

k
(6.206)

Agora fazemos os seguintes cálculos. Sejam Qi operadores positivos, i =
1, . . . , k tais que

∑
iQi = I. Pelo item 3 da proposição 6.8.1, I − Qi ≥ 0.

Note que I−Qi comuta com Qi, para todo i. Então pelo item 2 da proposição
6.8.1, Qi(I −Qi) ≥ 0. Agora, observe que para qualquer i, e para todo n,

−Qi

(
−

n∑
m=1

(I −Qi)
m

m

)
= Qi

n∑
m=1

(I −Qi)
m

m
≥ 0 (6.207)

e portanto, se para todo i temos ρ(I −Qi) < 1 então o operador

ϕ(Qi) = −Qi logQi (6.208)

é positivo. Podemos ainda tomar outro conjunto de operadores Pi positivos,
i = 1, . . . , k tais que

∑
i Pi = I. Dáı, se para todo i temos ρ(I − Pi) < 1

então, para os Qi fixados acima, podemos definir os operadores

ηi(Pi) = −Qi logPi (6.209)

Exemplo 6.8.2 Sejam k = n = 2 e

Q1 =

(
1/4 0
0 1/5

)
, Q2 =

(
3/4 0
0 4/5

)
P1 =

(
1/3 0
0 1/6

)
, P2 =

(
2/3 0
0 5/6

)
Claramente as matrizes acima determinam operadores positivos e tais que
Q1 + Q2 = P1 + P2 = I. Além disso, uma inspeção simples mostra que
ρ(I − Pi) < 1 e ρ(I − Qi) < 1, i = 1, 2 e também que os autovalores da
matriz

2∑
i=1

ηi(Pi)−
2∑
i=1

ϕ(Qi) (6.210)

são positivos, e portanto

−
2∑
i=1

Qi logPi +
2∑
i=1

Qi logQi ≥ 0 (6.211)
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♦

Dado o exemplo acima, queremos saber se o seguinte resultado, ou algo
semelhante, é verdadeiro.

Conjectura 6.8.3 Sejam Qi, Pi operadores positivos tais que ρ(I−Pi) < 1,
ρ(I −Qi) < 1,

∑
i Pi =

∑
iQi = I, i = 1, . . . , k. Então

k∑
i=1

ηi(Pi)−
k∑
i=1

ϕ(Qi) ≥ 0 (6.212)

ou seja

−
k∑
i=1

Qi logPi +
k∑
i=1

Qi logQi ≥ 0 (6.213)

e vale a igualdade se, e somente se, Pi = Qi, i = 1, . . . , k.

♦

Observação Podemos aumentar o domı́nio de convergência da série (6.206).
Defina

logA := 2
∞∑
k=0

1

2k + 1

[
(A− I)(A+ I)−1

]2k+1

(6.214)

que é convergente para toda matriz A tal que ρ[(A− I)(A+ I)−1] < 1. Isto
implica que tal série converge para todas as matrizes cujo espectro esteja
situado sobre o semiplano aberto à direita do eixo imaginário [9].

♦

6.9 Uma variante do operador de Ruelle

Defina LH,V : PHN → PHN ,

LH,V (ρ) :=
k∑
i=1

HiρH
∗
i ViρV

∗
i (6.215)

Para ver porque tal operador é positivo, note que

tr(LH,V ) =
∑
i

tr(HiρH
∗
i ViρV

∗
i )
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=
∑
i

tr(V ∗i HiρH
∗
i Viρ) =

∑
i

tr(V ∗i Hiρ
1/2ρ1/2H∗i Viρ

1/2ρ1/2)

=
∑
i

tr(ρ1/2V ∗i Hiρ
1/2ρ1/2H∗i Viρ

1/2) =
∑
i

tr(AiA
∗
i ),

onde
Ai = ρ1/2V ∗i Hiρ

1/2

De fato, note que

A∗i = (ρ1/2V ∗i Hiρ
1/2)∗ = ρ1/2(ρ1/2V ∗i Hi)

∗

= ρ1/2H∗i (ρ1/2V ∗i )∗ = ρ1/2H∗i V
∗
i ρ

1/2

Sabemos que para qualquer operador positivo A 6= 0, se {v1, . . . , vN} é uma
base ortonormal para HN , temos

tr(A) =
N∑
i=1

〈Avi, vi〉 > 0

Portanto,

tr(LH,V ) =
∑
i

tr(AiA
∗
i ) =

∑
i

∑
j

〈Aivj, vj〉 > 0

Proposição 6.9.1 Existem ρ ∈MN e β > 0 tais que LH,V (ρ) = βρ.

Prova Defina Ln :MN →MN ,

Ln(ρ) :=
LH,V (ρ+ I

n
)

tr(LH,V (ρ+ I
n
))

, n ≥ 1

Tal operador está bem definido. De fato, note que

tr
[∑

i

Hi(ρ+
I

n
)H∗i Vi(ρ+

I

n
)V ∗i

]
=
∑
i

tr
(
Hi(ρ+

I

n
)H∗i Vi(ρ+

I

n
)V ∗i

)

=
∑
i

tr((HiρH
∗
i +

1

n
HiH

∗
i )(ViρV

∗
i +

1

n
ViV

∗
i ))

=
∑
i

tr(HiρH
∗
i ViρV

∗
i )+

1

n
tr(HiρH

∗
i ViV

∗
i )+

1

n
tr(HiH

∗
i ViρV

∗
i )+

1

n
tr(HiH

∗
i ViV

∗
i )

Agora note que

tr(HiρH
∗
i ViV

∗
i ) = tr(V ∗i HiρH

∗
i Vi) ≥ 0
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pois V ∗i HiρH
∗
i Vi = AiA

∗
i , onde Ai = V ∗i Hiρ

1/2. Analogamente,

tr(HiH
∗
i ViρV

∗
i ) = tr(H∗i ViρV

∗
i Hi) ≥ 0

pois H∗i ViρV
∗
i Hi = BiB

∗
i , onde Bi = H∗i Viρ

1/2. Ainda,

tr(HiH
∗
i ViV

∗
i ) = tr(V ∗i HiH

∗
i Vi) ≥ 0

pois V ∗i HiH
∗
i Vi = CiC

∗
i , onde Ci = V ∗i Hi. Logo,

tr
[∑

i

Hi(ρ+
I

n
)H∗i Vi(ρ+

I

n
)V ∗i

]
≥
∑
i

tr(HiρH
∗
i ViρV

∗
i ) = tr(LH,V )

E sabemos que para qualquer operador positivo P 6= 0, se {v1, . . . , vN} é uma
base ortonormal para HN , temos

tr(P ) =
N∑
i=1

〈Pvi, vi〉 > 0

Logo, tr(LH,V (ρ+ I
n
)) > 0, n ≥ 1, e portanto Ln(ρ) está bem definida.

Sabemos queMN é compacto e convexo, então podemos aplicar o teorema
de Schauder para cada uma das aplicações Ln, n ≥ 1 e obter ρn ∈ MN tais
que

Ln(ρn) = ρn ⇒ LH,V (ρn +
I

n
) = βnρn, n ≥ 1

onde

βn := tr(LH,V (ρn +
I

n
))

Pela compacidade de MN , podemos escolher um ponto ρ ∈ MN que seja
limite da sequência {ρn}∞n=1 e então, por continuidade, LH,V (ρ) = βρ, onde
β = tr(LH,V (ρ)). Ainda, note que β ≥ 0, pois para {v1, . . . , vN} base orto-
normal de HN ,

tr(LH,V (ρ)) =
N∑
i=1

〈LH,V (ρ)vi, vi〉 ≥ 0,

pois LH,V (ρ) é positivo, e a desigualdade será igual a zero apenas se LH,V (ρ)
for o operador nulo. Assim mostramos que existem ρ ∈MN e β > 0 tais que
LH,V (ρ) = βρ.

�
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Sejam Vi, Wi, operadores lineares, i = 1, . . . , k, com
∑

iW
∗
i Wi = I e seja

Hρ :=
k∑
i=1

HiρH
∗
i (6.216)

uma operador autoadjunto. Estamos interessados em obter uma versão do
prinćıpio variacional de pressão para o nosso contexto. Veremos que a pressão
atingirá o máximo quando houver uma certa relação entre o potencial H e a
distribuição de probabilidade considerada (representada aqui pelos Wi).

O potencial (6.216) em conjunto com os Vi induz um operador dado por

LH(ρ) :=
k∑
i=1

HiρH
∗
i ViρV

∗
i (6.217)

Sabemos que tal operador admite um autovalor β e um autoestado associado
ρβ. Então LH(ρβ) = βρβ implica

k∑
i=1

HiρβH
∗
i ViρβV

∗
i = βρβ (6.218)

Em coordenadas, (6.218) pode ser escrito como

k∑
i=1

(HiρβH
∗
i ViρβV

∗
i )lm = β(ρβ)lm (6.219)

onde a notação (B)lm significa a coordenada (l,m) da matriz associada ao
operador B, l,m = 1, . . . k.

Defina

rjlm =
(HjρβH

∗
j VjρβV

∗
j )lm

β(ρβ)lm
(6.220)

Portanto, temos
∑

j rjlm = 1.

Seja

qij := tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
(6.221)

onde, como antes, ρW denota o ponto fixo associado ao operador renormali-
zado L̂W,V , induzido pelo QIFS (MN , Fi, pi)i=1,...,k,

Fi(ρ) =
ViρV

∗
i

tr(ViρV ∗i )
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e
pi(ρ) = tr(WiρW

∗
i )

Note que temos

k∑
j=1

qij =
1

tr(ViρWV ∗i )

k∑
j=1

tr(W ∗
jWjViρWV

∗
i )

=
1

tr(ViρWV ∗i )
tr(

k∑
j=1

W ∗
jWjViρWV

∗
i ) = 1

Logo, podemos aplicar o lema 6.5.1 para rjlm, qij, j = 1, . . . k, com i,l,m
fixados, para obter

−
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)

+
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log
((HjρβH

∗
j VjρβV

∗
j )lm

β(ρβ)lm

)
≤ 0 (6.222)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j, l,m,

(HjρβH
∗
j VjρβV

∗
j )lm

β(ρβ)lm
=
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.223)

Então

−
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)

+
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log
((HjρβH

∗
j VjρβV

∗
j )lm

(ρβ)lm

)
≤
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log β

o que equivale a

−
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)

+
∑
j

tr(WjViρWV
∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
log
((HjρβH

∗
j VjρβV

∗
j )lm

(ρβ)lm

)
≤ log β (6.224)
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Multiplicando por tr(WiρWW
∗
i ) e somando em i obtemos

hV (W ) +
∑
i

tr(WiρWW
∗
i )

tr(ViρWV ∗i )

∑
j

log
((HjρβH

∗
j VjρβV

∗
j )lm

(ρβ)lm

)
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

≤
∑
i

tr(WiρWW
∗
i ) log β = log β (6.225)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j, l,m,

(HjρβH
∗
j VjρβV

∗
j )lm

(ρβ)lm
=
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.226)

Vamos reescrever a desigualdade (6.225). Primeiro, usamos o fato de que

ρW é ponto fixo de L̂W,V ,

k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

ViρWV
∗
i

tr(ViρWV ∗i )
= ρW (6.227)

Agora, compomos ambos os lados da igualdade acima com o operador

k∑
j=1

log
((HjρβH

∗
j VjρβV

∗
j )lm

(ρβ)lm

)
W ∗
jWj (6.228)

(i.e., multiplicamos à direita) e então obtemos

k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

ViρWV
∗
i

tr(ViρWV ∗i )

k∑
j=1

log
((HjρβH

∗
j VjρβV

∗
j )lm

(ρβ)lm

)
W ∗
jWj

= ρW

k∑
j=1

log
((HjρβH

∗
j VjρβV

∗
j )lm

(ρβ)lm

)
W ∗
jWj (6.229)

Tomando o traço em ambos os lados, e rearranjando termos obtemos

k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

tr(ViρWV ∗i )

k∑
j=1

log
((HjρβH

∗
j VjρβV

∗
j )lm

(ρβ)lm

)
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

=
k∑
j=1

log
((HjρβH

∗
j VjρβV

∗
j )lm

(ρβ)lm

)
tr(ρWW

∗
jWj) (6.230)
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Note que o lado esquerdo de (6.230) é uma das somas em (6.225). Portanto,
substituindo (6.230) em (6.225) nos fornece a seguinte desigualdade:

hV (W ) +
k∑
j=1

log
((HjρβH

∗
j VjρβV

∗
j )lm

(ρβ)lm

)
tr(WjρWW

∗
j ) ≤ log β (6.231)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j, l,m,

(HjρβH
∗
j VjρβV

∗
j )lm

(ρβ)lm
=
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.232)

♦

6.10 Exemplo

Exemplo 6.10.1 Seja N = 2, k = 3, seja ρ operador densidade e Vi, Wi

lineares, i = 1, 2, 3.

ρ =

(
ρ11 ρ12

ρ12 ρ22

)
, V1 =

( √
2 0

0 0

)
, V2 =

(
i 0
1 0

)
, V3 =

(
0 0

0
√

2

)

W1 =

( 1√
3

0

0 0

)
, W2 =

 √
2
3

0

0
√

2
3

 , W3 =

(
0 0
0 1√

3

)
Temos que

∑
iW

∗
i Wi = I. Ainda, como ρ11 + ρ22 = 1, alguns cálculos

fornecem

tr(W1ρW
∗
1 )

V1ρV
∗

1

tr(V1ρV ∗1 )
=

1

3
ρ11

(
1 0
0 0

)
(6.233)

tr(W2ρW
∗
2 )

V2ρV
∗

2

tr(V2ρV ∗2 )
=

1

3

(
1 i
−i 1

)
(6.234)

tr(W3ρW
∗
3 )

V3ρV
∗

3

tr(V3ρV ∗3 )
=

1

3
ρ22

(
0 0
0 1

)
(6.235)

E portanto

L(ρ) =
∑
i

tr(WiρW
∗
i )

ViρV
∗
i

tr(ViρV ∗i )

=
1

3
ρ11

(
1 0
0 0

)
+

1

3

(
1 i
−i 1

)
+

1

3
ρ22

(
0 0
0 1

)
=

1

3

(
1 + ρ11 i
−i 1 + ρ22

)
(6.236)
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Então uma inspeção simples mostra que, por exemplo, o operador

ρ0 =

(
1
2

i
3

− i
3

1
2

)
,

(obtido pela expressão (6.236) ao fazer ρ11 = ρ22 = 1/2), é um estado densi-
dade e além disso, temos L(ρ0) = ρ0.

♦

6.11 Sobre o problema de pressão e mecânica

quântica

Uma das questões que nos interessam neste trabalho é entender de que forma
podemos formular um prinćıpio variacional de pressão em um contexto de in-
formação quântica. Uma combinação apropriada destas duas teorias poderia
ter como ponto de partida relacionar a desigualdade para números positivos

−
∑
i

qi log qi +
∑
i

qi log pi ≤ 0,

fundamental para diversas demonstrações de prinćıpio variacional de pressão,
com a entropia de QIFS que definimos anteriormente. Procedendo dessa
forma, obtivemos a desigualdade básica, que em uma de suas versões é

hV (W ) +
k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
)
tr(WjρWW

∗
j ) ≤ log β (6.237)

onde vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j,

1

β
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j ) =

tr(WjViρWV
∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.238)

Ainda, podemos supor que os Vi são unitários. Desta forma, combinamos de
maneira natural um problema de formalismo termodinâmico e uma evolução
de caráter quântico. Neste caso particular, temos para cada i que ViV

∗
i =

V ∗i Vi = I e portanto

tr(VjρβV
∗
j ) = tr(ViρWV

∗
i ) = 1,

então a desigualdade básica se torna

hV (W ) +
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(HjρβH

∗
j ) ≤ log β (6.239)
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e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j,

1

β
tr(HjρβH

∗
j ) = tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j ) (6.240)

E temos o seguinte:

Lema 6.11.1 Dado um QIFS com dinâmica unitária (i.e., com Vi unitário,
para cada i), existem Ŵi que maximizam (6.237), ou seja, tais que

hV (Ŵ ) +
k∑
j=1

tr(ŴjρŴ Ŵ
∗
j ) log tr(HjρβH

∗
j ) = log β (6.241)

Prova Defina, para cada j,

Ŵj :=

√
1

β
tr(HjρβH∗j )I (6.242)

onde I é a matriz identidade. A condição de igualdade (6.240) é satisfeita
por tais Ŵj, donde segue o lema.

�

Observação O lema acima também vale para a desigualdade básica em
coordenadas, dada por (6.177) e condição de igualdade (6.179), página 146.

Observação É imediato obter uma versão semelhante ao lema acima
para todo QIFS tal que os Vi são múltiplos da identidade; também é imediato
obter uma versão semelhante ao lema acima para todo QIFS tal que ρW fixa
cada um dos ramos, ou seja, tal que

ViρWV
∗
i

tr(ViρWV ∗i )
= ρW

♦

6.12 Apêndice: cálculo alternativo para o pro-

blema de pressão

Sejam Vi, Wi, operadores lineares, i = 1, . . . , k, com
∑

iW
∗
i Wi = I e seja

Hρ :=
k∑
i=1

HiρH
∗
i (6.243)
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uma operador autoadjunto. Estamos interessados em obter uma versão do
prinćıpio variacional de pressão para o nosso contexto. Veremos que a pressão
atingirá o máximo quando houver uma certa relação entre o potencial H e a
distribuição de probabilidade considerada (representada aqui pelos Wi).

O potencial (6.243) em conjunto com os Vi induzem um operador dado
por

LH(ρ) :=
k∑
i=1

tr(HiρH
∗
i )ViρV

∗
i (6.244)

Sabemos que tal operador admite um autovalor β e um autoestado associado
ρβ. Então LH(ρβ) = βρβ implica

k∑
i=1

tr(HiρβH
∗
i )ViρβV

∗
i = βρβ (6.245)

Em coordenadas, (6.245) pode ser escrito como

k∑
i=1

tr(HiρβH
∗
i )(ViρβV

∗
i )jl = β(ρβ)jl (6.246)

onde a notação (B)jl significa a coordenada (j, l) da matriz associada ao
operador B, j,l = 1, . . . k.

Observação Fazendo uma comparação com o problema análogo para
cadeias de Markov, a equação (6.245) pode ser visto como o análogo da
expressão

leA = λl (6.247)

que teŕıamos para o problema clássico para matrizes. Ali, a matriz A faz o
papel do potencial, eA é a matriz com coordenadas eAij e lj denota a j-ésima
entrada do autovetor à esquerda l associado ao autovalor λ. Em coordenadas,∑

i

lie
Aij = λlj, i, j = 1, . . . , k (6.248)

♦

De (6.245) obtemos

k∑
i=1

1

β
tr(HiρβH

∗
i )tr(ViρβV

∗
i ) = 1 (6.249)
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o que é apenas a expressão expĺıcita para β que calculamos no teorema de
autovalores,

β =
k∑
i=1

tr(HiρβH
∗
i )tr(ViρβV

∗
i ) (6.250)

Com isso em mente, defina

rj =
1

β
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j ) (6.251)

Portanto, temos
∑

j rj = 1.

Observação A definição de rj acima é a diferença fundamental entre a
análise feita aqui, e que é feita na seção 6.5.

♦

Seja

qij := tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
(6.252)

onde, como antes, ρW denota o ponto fixo associado ao operador renormali-
zado L̂W,V , induzido pelo QIFS (MN , Fi, pi)i=1,...,k,

Fi(ρ) =
ViρV

∗
i

tr(ViρV ∗i )

e
pi(ρ) = tr(WiρW

∗
i )

Note que temos

k∑
j=1

qij =
1

tr(ViρWV ∗i )

k∑
j=1

tr(W ∗
jWjViρWV

∗
i )

=
1

tr(ViρWV ∗i )
tr(

k∑
j=1

W ∗
jWjViρWV

∗
i ) = 1

Logo, podemos aplicar o lema 6.5.1 para rj, q
i
j, j = 1, . . . k, com i fixado,

para obter

−
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
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+
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log
( 1

β
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
)
≤ 0 (6.253)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j,

1

β
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j ) =

tr(WjViρWV
∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.254)

Então

−
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)

+
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log
(
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
)

≤
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log β

o que equivale a

−
∑
j

tr
(WjViρWV

∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)
log tr

(WjViρWV
∗
i W

∗
j

tr(ViρWV ∗i )

)

+
∑
j

tr(WjViρWV
∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
log
(
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
)
≤ log β (6.255)

Multiplicando por tr(WiρWW
∗
i ) e somando em i obtemos

hV (W )+
∑
j

log
(
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
)∑

i

tr(WiρWW
∗
i )

tr(ViρWV ∗i )
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

≤
∑
i

tr(WiρWW
∗
i ) log β = log β (6.256)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j,

1

β
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j ) =

tr(WjViρWV
∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.257)

Vamos reescrever a desigualdade (6.256). Primeiro, usamos o fato de que

ρW é ponto fixo de L̂W,V ,

k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

ViρWV
∗
i

tr(ViρWV ∗i )
= ρW (6.258)
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Agora, compomos ambos os lados da igualdade acima com o operador

k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
)
W ∗
jWj (6.259)

e então obtemos

k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

ViρWV
∗
i

tr(ViρWV ∗i )

k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
)
W ∗
jWj

= ρW

k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
)
W ∗
jWj (6.260)

Rearranjando termos, obtemos

k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
) k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

tr(ViρWV ∗i )
ViρWV

∗
i W

∗
jWj

= ρW

k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
)
W ∗
jWj (6.261)

Tomando o traço em ambos os lados, obtemos

k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
) k∑
i=1

tr(WiρWW
∗
i )

tr(ViρWV ∗i )
tr(WjViρWV

∗
i W

∗
j )

=
k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
)
tr(ρWW

∗
jWj) (6.262)

Note que o lado esquerdo de (6.262) é uma das somas em (6.256). Portanto,
substituindo (6.262) em (6.256) nos fornece a seguinte desigualdade:

hV (W ) +
k∑
j=1

log
(
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j )
)
tr(WjρWW

∗
j ) ≤ log β (6.263)

o que equivale a

hV (W ) +
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(HjρβH

∗
j )
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+
k∑
j=1

tr(WjρWW
∗
j ) log tr(VjρβV

∗
j ) ≤ log β (6.264)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j,

1

β
tr(HjρβH

∗
j )tr(VjρβV

∗
j ) =

tr(WjViρWV
∗
i W

∗
j )

tr(ViρWV ∗i )
(6.265)

♦
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Caṕıtulo 7

Função de Wigner

7.1 Relações de Weyl discretas

Esta seção é inspirada em [4]. Considere o espaço de Hilbert H = CN . Seja
{|k〉}N−1

k=0 uma base ortonormal. Fixe αu, αv ∈ [0, 1] e defina as seguintes
matrizes UN , VN ∈MN(C):

UN := e
2π
N
iαu

N−1∑
k=0

e
2π
N
ik|k〉〈k|, VN := e

2π
N
iαv

N−1∑
k=0

|k〉〈k − 1| (7.1)

juntamente com a identificação |j〉 = |j mod N〉. Tais operadores são unitários
e temos

UN |l〉 = e
2π
N
i(αu+l)|l〉, VN |l〉 = e

2π
N
iαv |l + 1〉 (7.2)

Definindo n := (n1, n2) ∈ Z2, temos que UN e VN satisfazem as relações de
Weyl discretas:

Un1
N V n2

N = e
2π
N
in1n2V n1

N Un2
N (7.3)

Ainda, inspirados no caso cont́ınuo, definimos os operadores de Weyl dis-
cretos:

WN(n) := e−i
π
N
n1n2Un1

N V n2
N (7.4)

Tais operadores satisfazem

W †
N(n) = W (−n) (7.5)

e
WN(n)WN(m) = ei

π
N
σ(n,m)WN(n+m) (7.6)

onde σ(n,m) := n1m2 − n2m1.
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Quando normalizados, os operadores de Weyl discretos formam uma base
ortonormal para MN(C). De fato, usando (7.2) e (7.4), temos

tr(WN(n)) =
N−1∑
l=0

e−i
π
N
n1n2〈l|Un1

N V n2
N |l〉

=
N−1∑
l=0

e−i
π
N

(n1n2+2n1(αu+l)−2n2αv)〈l|l + n2〉

= δn2,0

N−1∑
l=0

e−
2πin1
N

(αu+l) = Nδn,0 (7.7)

Isso nos permite obter

tr(W †
N(n)WN(m)) = Nδn,m (7.8)

e portanto para todo A ∈MN(C),

A =
1

N

∑
n∈Z2

N

tr
(
W †
N(n)A

)
WN(n) (7.9)

onde Z2
N := {n = (n1, n2) : 0 ≤ ni ≤ N − 1}.

♦

7.2 Introdução à função de Wigner

Esta seção segue partes de [31]. Estamos interessados em obter uma outra
forma de representar a função de onda Ψ(x). Tal forma será a função de
Wigner, que será dependente de duas variáveis, momento e posição. Para se
entender tal objeto, será importante estudar a estrutura de espaços de fase.

A função de Wigner consiste de uma maneira especial de descrever ope-
radores densidade. A prinćıpio, podemos dizer que o operador densidade
é uma estrutura mais fundamental do que a sua representação de Wigner.
Por exemplo, a representação de Wigner é incapaz de descrever os operadores
densidade correspondentes a sistemas de dois ńıveis. Entretanto, devido a sua
simplicidade, veremos que compreender a distribuição de Wigner nos fornece
maneiras de se entender melhor certos aspectos dos operadores densidade.
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Definição Dada uma função de onda Ψ(x), a função distribuição de
Wigner é

W (q, p) :=
1

2π~

∫ ∞
−∞

eisp/~〈q − s

2
|Ψ〉〈Ψ|q +

s

2
〉ds (7.10)

onde acima, estamos usando a notação de Dirac

〈q − s

2
|Ψ〉 = Ψ(q − s

2
) (7.11)

〈Ψ|q +
s

2
〉 = Ψ∗(q +

s

2
) (7.12)

Defina a mudança de coordenadas

x = q +
s

2
, x′ = q − s

2
(7.13)

e então obtemos

W (q, p) =
1

2π~

∫ ∞
−∞

e
i
~p(x−x

′)〈x′|Ψ〉〈Ψ|x〉ds (7.14)

Ou seja, a distribuição de Wigner é obtida ao se calcular o produto Ψ(x′)Ψ∗(x)
e depois aplicando a transformada de Fourier em s = x−x′. Tal distribuição
tem as seguintes propriedades:∫ ∞

−∞
W (q, p)dp = 〈q|Ψ〉〈Ψ|q〉 = |Ψ(q)|2 (7.15)

∫ ∞
−∞

W (q, p)dq = 〈p|Ψ〉〈Ψ|p〉 = |Ψ̃(p)|2 (7.16)∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

W (q, p)dpdq = 1 (7.17)

onde Ψ̃ é a representação de momento da função de onda Ψ.

Agora, note que (7.14) pode ser escrito como

W (q, p) =
1

2π~

∫ ∞
−∞

e
i
~p(x−x

′)〈x′(|Ψ〉〈Ψ|)x〉ds =
1

2π~

∫ ∞
−∞

e
i
~p(x−x

′)〈x′|ρ|x〉ds

(7.18)
onde

x = q +
s

2
, x′ = q − s

2
(7.19)
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onde definimos o operador densidade de estados puros por

ρ := |Ψ〉〈Ψ| (7.20)

A definição mais geral de ρ inclui os estados puros e os misturados:

ρ =
∑
i

pi|Ψi〉〈Ψi| (7.21)

onde pi ≥ 0 e
∑

i pi = 1. Tal equação descreve ρ como uma superposição
incoerente de operadores densidade de estados puros |Ψi〉〈Ψi|, onde Ψi é
uma função de onda, mas não necessariamente um autoestado de energia.
Na equação (7.21) os pi denotam as probabilidades de se encontrar o sistema
no estado |Ψi〉.

Portanto, além da interpretação probabiĺıstica usual para se encontrar a
part́ıcula descrita por uma certa função de onda em uma certa posição, temos
também uma distribuição de probabilidade de que tal part́ıcula se encontre
em estados distintos.

♦

Denote por 〈A〉t o valor esperado de um observável A correspondendo a
um operador Â. Então

〈A〉t = 〈Ψ(t)|Â|Ψ(t)〉 = tr(|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|Â) = tr(ρÂ) (7.22)

Logo,
〈A〉t = tr(ρÂ) (7.23)

Observe que a expressão acima é o análogo da expressão de mecânica clássica
para a média de um observável A(p, q) com respeito a uma densidade clássica
ρ(p, q), ou seja

〈A〉cl =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

A(p, q)ρ(p, q)dpdq (7.24)

Ou seja, em mecânica quântica o operador traço faz o papel de uma inte-
gração sobre p e q em mecânica clássica.

♦
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7.3 Função de Wigner discreta

Esta seção segue partes de [25] e [34]. Em dimensão 1, a função de Wigner,
caso cont́ınuo, está em correspondência 1-1 com uma matriz densidade ρ e
é definida por

W (q, p) :=
1

2π~

∫ ∞
−∞

eiλp/~〈q − λ

2
|ρ|q +

λ

2
〉dλ (7.25)

Tal função é determinada de forma única pelas seguintes propriedades [25],[34]:

1. W (q, p) ∈ R

2. O produto interno entre dois estados ρ1 e ρ2 pode ser computado a
partir da função de Wigner da seguinte forma:

tr(ρ1ρ2) = 2π~
∫
W1(q, p)W2(q, p)dqdp (7.26)

3. (Propriedade de projeção) A integral ao longo de uma linha no espaço
de fase, descrita pela equação a1q + a2p = a3, é a densidade de pro-
babilidade de que a medição do observável a1Q̂ + a2P̂ tenha a3 como
resultado.

Observação A propriedade de projeção enunciada acima nos diz, em
outras palavras, que a projeção da função de Wigner ao longo de qualquer
direção do espaço de fase é igual à distribuição de probabilidade de um certo
observável, a1q + a2p, associado com aquela direção. Dois casos especiais
desta propriedade são bem conhecidos:∫

W (q, p)dq (7.27)

é a distribuição de probabilidade para o momento, e∫
W (q, p)dp (7.28)

é a distribuição de probabilidade para a posição. Entretanto a propriedade
3 é mais forte do que apenas esses dois casos particulares. Sobre a validade
de tais propriedades para a função de Wigner, ver [34].

♦
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Podemos escrever W como o valor esperado de um certo operador, cha-
mado operador de Fano, de modo que

W (q, p) = tr(ρÂ(q, p)) (7.29)

onde Â pode ser escrito como

Â(q, p) =
1

(2π~)2

∫
exp
[
− λ

~
(P̂ − p) + i

λ′

~
(Q̂− q)

]
dλdλ′ (7.30)

=
1

(2π~)2

∫
D̂(λ, λ′)exp

[
− i

~
(λ′q − λp)

]
dλdλ′ (7.31)

onde

D̂(λ, λ′) := exp
[
− i

~
(λP̂ − λ′Q̂)

]
(7.32)

Ainda, podemos reescrever Â como

Â(q, p) =
1

π~
D̂(q, p)R̂D̂∗(q, p) (7.33)

onde R̂ é o operador que age em autoestados de posição de modo que R̂|x〉 =
| − x〉.

A prova de que a função W definida acima satisfaz as propriedades de
unicidade 1 a 3 segue de propriedades simples do espaço de fase. O fato de
que W (q, p) ∈ R é consequência de Â(q, p) ser hermitiano. A propriedade 2
segue da relação de completude de Â(q, p). De fato, é posśıvel mostrar que
tais operadores satisfazem a relação

tr
(
Â(q, p)Â(q′, p′)

)
=

1

2π~
δ(q − q′)δ(p− p′) (7.34)

Como consequência disso, é posśıvel inverter a equação (7.29) e expressar o
operador densidade como uma combinação linear dos operadores de Fano. A
função de Wigner determina os coeficientes de tal expansão:

ρ = 2π~
∫
W (q, p)Â(q, p)dqdp (7.35)

A propriedade 2 segue da fórmula acima. Quanto a propriedade 3, observe
que integrar Â(q, p) ao longo de uma linha no espaço de fase fornece um
operador projeção. Logo,∫

δ(a1q + a2p− a3)Â(q, p)dqdp = |a3〉〈a3| (7.36)
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onde |a3〉 é um autoestado do operador a1Q̂ + a2P̂ com autovalor a3. Tal
identidade pode ser provada ao se escrever a função delta como a integral de
uma exponencial e então realizando a integração no espaço de fase. Depois
faremos a prova do caso discreto, de forma semelhante a que acabamos de
descrever.

♦

Agora estamos interessados em definir a função de Wigner no caso dis-
creto. Primeiro faremos algumas observações preliminares. O primeiro passo
é definir um espaço de fases discreto. Iremos considerar um espaço de Hilbert
de dimensão N . Considere uma base

Bx = {|n〉, n = 0, . . . , N − 1},

que será uma base de posições discretas. Iremos impor a condição de
contorno periódica |n+N〉 = |n〉, para todo n. Agora, queremos definir uma
base de momentos conjugados, que denotaremos por

Bp = {|k〉, k = 0, . . . , N − 1}

Uma maneira natural de introduzir a base de momentos a partir da base de
posições é através da transformada de Fourier discreta. Então podemos
obter os estados de Bp a partir dos estados de Bx da seguinte forma:

|k〉 =
1√
N

∑
n

exp[2πink/N ]|n〉 (7.37)

Portanto, assim como no caso cont́ınuo, posição e momento estão relaciona-
dos pela transformada de Fourier.

Observação Podemos relacionar a dimensão do espaço de Hilbert com a
constante de Planck da seguinte forma. Estamos considerando que o espaço
de fase possui uma área finita, que podemos supor igual a 1. Nessa área
podemos comportar N estados ortogonais. Se cada estado ocupar uma área
do espaço de fase que é igual a 2π~, temos que N = 1/2π~. Em outras
palavras, N faz o papel do inverso da constante de Planck, e o limite para
N tendendo ao infinito pode ser visto como o limite semiclássico [25].

♦
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Dadas as bases de posição e momento, podemos definir os seus respec-
tivos operadores de deslocamento. Para sistemas discretos podemos definir
operadores de translação finitos, Û e V̂ , de forma semelhante ao que temos
em (7.1) e (7.2) na seção 7.1:

Ûm|n〉 := |n+m〉, Ûm|k〉 := exp[−2πimk/N ]|k〉 (7.38)

onde as somas de vetores é mod N . De forma semelhante, o operador V̂ é
um shift na base de momentos e é diagonal na de posições

V̂ m|k〉 := |k +m〉, V̂ m|n〉 := exp[2πimn/N ]|n〉 (7.39)

Então é posśıvel mostrar que

V̂ pÛ q = e2 π
N
ipqÛ qV̂ p, (7.40)

as relações de Weyl discretas (7.3), vistas na seção 7.1. Vamos também definir
um operador de reflexão como sendo R̂|n〉 := | − n〉. Vale a seguinte relação

ÛR̂ = R̂Û−1, V̂ R̂ = R̂V̂ −1 (7.41)

O operador de reflexão está relacionado com a transformada de Fourier da
seguinte forma. Denote por UFT o operador que realiza a transformada de
Fourier discreta, ou seja, o operador cujas entradas na base Bx são

〈n′|UFT |n〉 = exp[2πinn′/N ] (7.42)

Então vale que
R̂ = U2

FT (7.43)

Observação O uso da transformada de Fourier discreta (DFT) para rela-
cionar posição e momento implica que temos condições de contorno periódicas
em ambas as variáveis, e portanto temos a geometria de um toro sobre o
espaço de fase. Não somos obrigados a considerar a transformada, mas a
escolha do toro como a geometria preferida para os problemas que nos inte-
ressam também se deve ao fato de que a DFT é bastante usada no estudo de
algoritmos quânticos [25].

♦

Para definir a função de Wigner discreta, precisamos ainda definir um
operador de translação T̂ e um operador pontual Â (correspondente ao
operador de Fano definido no caso cont́ınuo). Isso é o que faremos a seguir.
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Defina
T̂ (q, p) := Û qV̂ p exp[iπqp/N ] (7.44)

Tais operadores satisfazem

T̂ (λq, λp) = T̂ λ(q, p) (7.45)

Observação Em R2 definimos o operador de translação na posição q e
momento p como sendo

T̂ (q, p) = e−
i
~ (qP̂−pQ̂) (7.46)

Ao invés das definições (7.38) e (7.39) para Û e V̂ podeŕıamos, a prinćıpio,
definir Û e V̂ como sendo a exponencial de dois operadores Q̂ e P̂ definidos
como sendo diagonais em Bx e Bp. No entanto, operadores Q̂ e P̂ infinite-
simais que satisfazem as relações de comutatividade canônicas (CCR) não
podem ser definidos em um espaço de Hilbert discreto [10],[34]. Portanto
iremos usar os shift ćıclicos finitos, dados por (7.38) e (7.39).

♦

Seja α = (q, p) ponto do espaço de fase reticulado, com q e p assumindo
valores entre 0 e 2N − 1. Defina

Â(α) :=
1

(2N)2

2N−1∑
λ,λ′=0

T̂ (λ, λ′) exp
[
− 2πi

(λ′q − λp)
2N

]
=

1

2N
Û qR̂V̂ −peiπpq/N

(7.47)
Podemos expressar o operador de translação em termos de Â(α) ao inverter
a definição acima, e então obtemos a transformada de Fourier de Â:

T̃ (n, k) =
2N−1∑
q,p=0

Â(q, p) exp[−i 2π

2N
(np− kq)] (7.48)

Note que como definimos os operadores de Fano acima sobre um reticulado
de 2N × 2N pontos, temos um total de 4N2 operadores. Entretanto, tal
conjunto não é independente. De fato, é posśıvel mostrar que apenas N2

deles o são, pois

Â(q + σqN, p+ σpN) = Â(q, p)(−1)σpq+σqp+σqσpN (7.49)

para σq, σp = 0, 1. Defina

GN := {α = (q, p) : 0 ≤ q, p ≤ N − 1}
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E o conjunto G2N irá denotar o reticulado completo de ordem 2N .

Uma relação entre Â e T̂ é a seguinte:

Â(α)Â(α′) = T̂ (α− α′)exp[i(π/N)(qαpα′ − qα′pα)]

4N2
(7.50)

Tomando o traço da equação acima obtemos

tr(Â(α)Â(α′)) =
1

4N
δN(q′ − q)δN(p′ − p) (7.51)

onde α e α′ estão em GN e

δN(q) :=
1

N

N−1∑
n=0

e−2πiqn/N (7.52)

é a delta de Dirac periódica, que é igual a zero a menos que q ≡ 0 mod N .

Definição A função de Wigner discreta é

W (α) := tr(Â(α)ρ) (7.53)

onde α ∈ G2N . Esses 4N2 valores não são independentes, pois a função de
Wigner obedece a mesma relação satisfeita pela função pontual Â:

Ŵ (q + σqN, p+ σpN) = Ŵ (q, p)(−1)σpq+σqp+σqσpN (7.54)

para σq, σp = 0, 1. Como os operadores Â(α) formam um conjunto completo,
podemos escrever o operador densidade como uma combinação linear dos
Â(α). Podemos ver que a função de Wigner W (α) fornece os coeficientes de
tal expansão. Portanto, é posśıvel mostrar que

ρ = 4N
∑
α∈GN

W (α)Â(α) = N
∑
α̃∈G2N

W (α̃)Â(α̃) (7.55)

Observação É posśıvel mostrar que a função de Wigner discreta definida
acima satisfaz as propriedades de unicidade 1 a 3, enunciadas no ińıcio desta
seção. A propriedade 1 é consequência do fato de que Â(q, p) são hermitianos.
A propriedade 2 segue da completude do conjunto Â(α), o que nos permite
mostrar que

tr(ρ1ρ2) = N
∑
α∈G2N

W1(α)W2(α) (7.56)

A prova da terceira propriedade requer uma análise do reticulado GN e refe-
rimos o leitor à seção 7.6 deste caṕıtulo para mais detalhes.
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♦

Um resumo Definimos a função de Wigner discreta para sistemas sobre
um espaço de Hilbert de dimensão N < ∞ qualquer. A função de Wigner
é definida como sendo o valor esperado do operador Â(α) definido sobre o
espaço de fase, dado pela equação (7.47). A definição é tal que W (α) ∈ R.
Tal definição pode ser usada para calcular o produto interno entre estados
e fornece as distribuições marginais corretas quando somadas ao longo de
qualquer linha no espaço de fase que, por sua vez, é um reticulado G2N com
4N2 pontos. Ainda, os valores de W (α) no subreticulado GN são suficientes
para reconstruir o espaço de fase, uma vez que o conjunto Â(α) é completo
quando α pertence a GN .

♦

7.4 Calculando funções de Wigner

Para calcular a função de Wigner de um estado quântico, iremos usar (7.38),
(7.39) e (7.47) para escrever W na seguinte forma conveniente:

Lema 7.4.1

W (q, p) =
1

2N

N−1∑
n=0

〈q − n|ρ|n〉 exp
[2πi

N
p(n− q/2)

]
(7.57)

Prova Nos cálculos a seguir, lembramos que o produto interno é linear na
segunda variável. Temos

W (q, p) = tr(Aρ) =
1

2N
exp[iπpq/N ]tr(U qRV −pρ)

=
1

2N
exp[iπpq/N ]

N−1∑
i=0

〈n|U qRV −pρ|n〉 =
1

2N
exp[iπpq/N ]

N−1∑
i=0

〈U−qn|RV −pρ|n〉

=
1

2N
exp[iπpq/N ]

N−1∑
i=0

〈n−q|RV −pρ|n〉 =
1

2N
exp[iπpq/N ]

N−1∑
i=0

〈q−n|V −pρ|n〉

=
1

2N
exp[iπpq/N ]

N−1∑
i=0

〈V p(q − n)|ρ|n〉

=
1

2N
exp[iπpq/N ]

N−1∑
i=0

exp[−2πip(q − n)/N ]〈q − n|ρ|n〉
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Ainda, note que

iπpq/N −2πip(q−n)/N =
ipπ

N
(q−2(q−n)) =

ipπ

N
(2n− q) =

2πip

N
(n− q/2)

Logo,

W (q, p) =
1

2N

N−1∑
n=0

〈q − n|ρ|n〉 exp[
2πip

N
(n− q/2)]

�

Exemplo 7.4.2 Seja N = 2, e seja |ψ〉 = a|0〉 + b|1〉 uma superposição
de estados. Sejam W1(α) e W2(α) as funções de Wigner para |0〉 e |1〉,
respectivamente. Temos que a função de Wigner W para |ψ〉 é tal que

W (α) = |a|2W1(α) + |b|2W2(α) + 2Re{ab∗〈1|A(α)|0〉} (7.58)

De fato, basta notar que

W (α) = tr(A(α)ρ) = tr
(
A(α)(|a|2|0〉〈0|+ |b|2|1〉〈1|+ ab∗|0〉〈1|+ a∗b|1〉〈0|)

)
= |a|2W1(α) + |b|2W2(α) + ab∗tr(A(α)|0〉〈1|) + a∗btr(A(α)|1〉〈0|)
= |a|2W1(α) + |b|2W2(α) + ab∗tr(〈1|A(α)|0〉) + a∗btr(〈0|A(α)|1〉)

donde segue o resultado.

♦

Vamos analisar algumas caracteŕısticas da função de Wigner para estados
puros. Neste caso temos que ρ é um operador projeção. Então expandindo
ρ em termos dos operadores de espaço de fase, como na equação (7.55) e
impondo a condição ρ2 = ρ, obtemos

W (α) = 4N2
∑

β,γ∈GN

Γ(α, β, γ)W (β)W (γ) (7.59)

onde a função Γ(α, β, γ), dependente de 3 pontos do espaço de fase (i.e., de
um triângulo) é dada por

Γ(α, β, γ) := tr(Â(α)Â(β)Â(γ)) =
1

4N3
exp

[2πi

N
S(α, β, γ)

]
, (7.60)

se 2 ou 3 dos pontos (α, β, γ) possuem coordenadas q e p pares. Caso
contrário, definimos

Γ(α, β, γ) := 0, (7.61)
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e na expressão acima, válida para N par, o valor S(α, β, γ) é a área do
triângulo formado por tais pontos do espaço de fase (medido em unidades
do triângulo elementar formado por 3 pontos que estão à distância de uma
posição).

♦

Agora calculamos a função de Wigner de um autoestado de posição,

ρq0 = |q0〉〈q0| (7.62)

Obtemos a seguinte expressão fechada para W :

Wq0(q, p) =
1

2N
〈q0|Û qR̂V̂ −p|q0〉eiπpq/N

=
1

2N
δN(q − 2q0)(−1)p[(q−2q0) mod N ] (7.63)

De forma semelhante é posśıvel fazer o cálculo para um autoestado de mo-
mento,

ρk0 = |k0〉〈k0| (7.64)

Podemos também analisar a função de Wigner de um estado, que é uma
superposição linear:

|ψ〉 =
1√
2

(|q0〉+ e−iφ|q1〉) (7.65)

Novamente é posśıvel obter uma expressão fechada para W , que é

W (q, p) =
1

2

(
Wq0(q, p) +Wq1(q, p) + ∆Wq0,q1(q, p)

)
(7.66)

onde o termo de interferência é

∆Wq0,q1(q, p) :=
1

N
δN(q̃)(−1)q̃p cos

(2π

λ
p+ φ

)
(7.67)

onde

q̃ = q0 + q1 − q, λ =
2N

q0 − q1

(7.68)

Esta é uma expressão expĺıcita para o que calculamos no exemplo 7.4.2.

♦
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Agora fazemos algumas considerações sobre a evolução temporal de siste-
mas quânticos no espaço de fase. Se U é o operador de evolução unitário que
leva o estado do sistema do tempo t ao tempo t+ 1 então a matriz densidade
evolui da seguinte forma

ρ(t+ 1) = Uρ(t)U∗ (7.69)

Usando tal fato é posśıvel mostrar que a função de Wigner evolui da seguinte
forma:

W (α, t+ 1) =
∑
β∈G2N

ZαβW (β, t) (7.70)

onde a matriz Zαβ é definida por

Zαβ := Ntr
(
Â(α)UÂ(β)U∗

)
(7.71)

Portanto, a evolução temporal no espaço de fase é representada por uma
transformação linear, o que é uma consequência da equação de Schrödinger.
A unitariedade impõe algumas restrições sobre a matriz Zαβ. De fato, como
a pureza dos estados é preservada, a evolução temporal deve preservar a
restrição dada pela equação (7.59). Portanto, a matriz deve deixar invariante
a função Γ(α, β, γ), ou seja,

Γ(α′, β′, γ′) =
∑
α,β,γ

Zα′αZβ′βZγ′γΓ(α, β, γ) (7.72)

A matriz real Zαβ contém toda a informação sobre a evolução temporal do
sistema. Em geral, tal matriz relaciona um ponto α com diversos outros
pontos β. Portanto, a evolução será, em geral, não local no espaço de fase, o
que é uma caracteŕıstica única da mecânica quântica. Em sistemas clássicos
o valor da função distribuição clássica W (α, t + 1) é igual ao valor W (β, t)
para algum ponto β, o que consiste em uma função de α e t bem definida.
Entretanto, temos em [25] alguns exemplos de operadores unitários que geram
uma evolução dinâmica local no espaço de fase.

♦

7.5 Funções de Wigner e QIFS

Considere a seguinte expressão para a função de Wigner, obtida na seção 7.4:

W (q, p) =
1

2N

N−1∑
n=0

〈q − n|ρ|n〉 exp
[2πi

N
p(n− q/2)

]
(7.73)
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Considere o operador agindo em operadores densidade

Λ(ρ) =
k∑
i=1

ViρV
∗
i (7.74)

onde Vi, são lineares. Primeiramente seja ρq0 = |q0〉〈q0|, onde q0 = 0 ou 1.
Já vimos como calcular a função de Wigner de tais estados (dada pela eq.
(7.63), página 180):

Wq0(q, p) =
1

2N
〈q0|Û qR̂V̂ −p|q0〉eiπpq/N =

1

2N
δN(q − 2q0)(−1)p[(q−2q0) mod N ]

(7.75)

♦

Agora considere Vi operadores lineares, i = 1, . . . , k tais que
∑

i V
∗
i Vi = I.

Então Λ(ρ) =
∑

i ViρV
∗
i ∈MN . Logo,

WΛ(ρ)(q, p) =
1

2N

N−1∑
n=0

〈q − n|Λ(ρ)|n〉 exp
[2πi

N
p(n− q/2)

]

=
1

2N

N−1∑
n=0

k∑
i=1

〈q − n|ViρV ∗i |n〉 exp
[2πi

N
p(n− q/2)

]
=

1

2N

N−1∑
n=0

k∑
i=1

〈(q − n)Vi|ρ|V ∗i (n)〉 exp
[2πi

N
p(n− q/2)

]
(7.76)

Escrevendo ρ =
∑N−1

j=0 ρj|j〉〈j|,
∑

j ρj = 1, obtemos

WΛ(ρ)(q, p) =
1

2N

N−1∑
n,j=0

k∑
i=1

ρj〈(q − n)Vi|j〉〈j|V ∗i (n)〉 exp
[2πi

N
p(n− q/2)

]
(7.77)

Portanto a função de Wigner de Λ(ρ) é obtida de forma simples a partir da
função para ρ.

Observação Note que a função de Wigner é linear com respeito a soma
de operadores densidade, pois

Wρ+η(α) = tr(A(α)(ρ+ η)) = tr(A(α)ρ) + tr(A(α)η) = Wρ(α) +Wη(α)

No entanto, é claro que o fato análogo com respeito a funções de onda não é
verdadeiro, pois se ψ = a|0〉 + b|1〉 é uma função de onda então o operador
induzido é

|ψ〉〈ψ| = (a|0〉+b|1〉)(a∗〈0|+b∗〈1|) = |a|2|0〉〈0|+|b|2|1〉〈1|+ab∗|0〉〈1|+a∗b|1〉〈0|

Portanto, Wψ+φ(α) 6= Wψ(α) +Wφ(α). O mesmo ocorre no caso cont́ınuo.
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♦

7.6 Propriedades básicas da função de Wi-

gner discreta

Enunciamos novamente as propriedades básicas que determinam a função de
Wigner [25],[34]:

1. W (q, p) ∈ R

2. O produto interno entre dois estados ρ1 e ρ2 pode ser computado a
partir da função de Wigner da seguinte forma:

tr(ρ1ρ2) = 2π~
∫
W1(q, p)W2(q, p)dqdp (7.78)

3. (Propriedade de projeção) A integral ao longo de uma linha no espaço
de fase, descrita pela equação a1q + a2p = a3, é a densidade de pro-
babilidade de que a medição do observável a1Q̂ + a2P̂ tenha a3 como
resultado.

Já vimos na seção 7.3 que a função de Wigner discreta

W (α) = tr(Â(α)ρ) (7.79)

satisfaz as propriedades 1 e 2. Agora vamos analisar a propriedade 3. Rees-
crevemos aqui as definições para W . Temos que ρ =

∑
i pi|i〉〈i|,

∑
i pi = 1 é

um operador densidade. Temos uma base de posições

Bx = {|n〉, n = 0, . . . , N − 1},

e uma base de momentos

Bp = {|k〉, k = 0, . . . , N − 1}

onde

|k〉 =
1√
N

∑
n

exp[2πink/N ]|n〉 (7.80)

Ainda,
Ûm|n〉 := |n+m〉, Ûm|k〉 := exp[−2πimk/N ]|k〉 (7.81)

V̂ m|k〉 := |k +m〉, V̂ m|n〉 := exp[2πimn/N ]|n〉 (7.82)
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T̂ (q, p) := Û qV̂ p exp[iπqp/N ] (7.83)

R̂|x〉 = | − x〉 (7.84)

Â(α) :=
1

(2N)2

2N−1∑
λ,λ′=0

T̂ (λ, λ′) exp
[
− 2πi

(λ′q − λp)
2N

]
=

1

2N
Û qR̂V̂ −peiπpq/N

(7.85)

T̃ (n, k) =
2N−1∑
q,p=0

Â(q, p) exp[−i 2π

2N
(np− kq)] (7.86)

Para provar a propriedade 3 devemos mostrar que ao somar os operadores
Â(q, p) sobre os pontos do espaço de fase que estão em uma reta L, obtemos
um operador de projeção. Isso implica que somar os valores da função de
Wigner sobre todos os pontos de uma reta nos fornece um número positivo,
que pode ser interpretado como sendo uma probabilidade.

Iniciamos definindo retas no nosso espaço de fase. Uma reta L é um
conjunto de pontos do reticulado definido por

L = L(n1, n2, n3) = {(q, p) ∈ G2N : n1p−n2q = n3, 0 ≤ ni ≤ 2N−1} (7.87)

Ainda, dizemos que duas retas são paralelas se elas forem parametrizadas
pelos mesmos inteiros n1 e n2.

Agora, vamos mostrar que ao somar os operadores A sobre uma reta,
obtemos operadores de projeção. Estamos interessados no operador

ÂL =
∑

(q,p)∈L

Â(q, p) (7.88)

Como δN(q) = 1
N

∑N−1
n=0 e

−2πiqn/N , podemos reescrever tal operador como

AL =
2N−1∑
q,p=0

Â(q, p)δ2N(n1p− n2q − n3)

=
1

2N

2N−1∑
λ=0

2N−1∑
q,p=0

Â(q, p) exp[−i 2π

2N
λ(n1p− n2q − n3)]

=
1

2N

2N−1∑
λ=0

T̂ λ(n1, n2) exp[i
2π

2N
n3λ] (7.89)

onde usamos a transformada de Fourier (7.86) de Â para obter a última
igualdade. Como T̂ é unitária, possui N autovetores |φj〉 com autovalores
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exp[−2πiφj/N ]. Além disso, tal operador é ćıclico e satisfaz T̂N = I. Por-
tanto, como os seus autovalores são ráızes N -ésimas da unidade, os φj são
inteiros. Logo, podemos reescrever (7.89) como

ÂL =
1

2N

2N−1∑
λ=0

N∑
j=0

exp[−i 2π

2N
(2φj − n3)λ]|φj〉〈φj|

=
N∑
j=0

δ2N(2φj − n3)|φj〉〈φj| (7.90)

Segue que ÂL é um operador de projeção sobre um subespaço gerado por um
subconjunto de autovetores do operador de translação T̂ (n1, n2).

♦

7.7 Sobre transformada de Fourier discreta e

W -transformada

Exemplo 7.7.1 Este exemplo segue [25]. Para uma reta Lq definida por
q = n3 (ou seja, n1 = 1, n2 = 0), a função de Wigner somada sobre todos os
pontos de Lq é ∑

(q,p)∈Lq

Wρ(q, p) =
∑
p

Wρ(n3, p) = 〈n3/2|ρ|n3/2〉 (7.91)

se n3 for par, e igual a zero caso contrário.

♦

Registramos o resultado acima na seguinte proposição:

Proposição 7.7.2 Seja N par e ρ operador densidade. Então

2N−1∑
p=0

Wρ(2q, p) = 〈q|ρ|q〉, q = 0, 1, . . . , N − 1 (7.92)

e
2N−1∑
p=0

Wρ(2q + 1, p) = 0, q = 0, 1, . . . , N − 1 (7.93)
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Prova Primeiramente, para ver porque o caso q ı́mpar implica que a função
de Wigner é igual a zero, considere a expressão para W dada por

Wρ(q, p) =
1

2N

N−1∑
n=0

〈q − n|ρ|n〉 exp
[2πi

N
p(n− q/2)

]
(7.94)

Escreva ρ =
∑

j cj|j〉〈j|, cj > 0. Então

〈q − n|ρ|n〉 =
∑
j

cj〈q − n|j〉〈j|n〉 (7.95)

e tal valor é 6= 0 se e somente se j = q−n = n para algum j. Em particular,
a fim de que o produto interno acima seja não nulo, é necessário que q seja
par, pois q − n = n implica q = 2n.

Agora suponha que q = 2q0. Pela análise acima, vemos que na soma dos
termos que formam a função de Wigner (expressão (7.94)), basta somar os
ı́ndices tais que a equação modular

q − n = n⇔ 2q0 − n = n (7.96)

é satisfeita. Tal equação possui duas soluções, a saber, n = q0 e n = q0 +N/2
(por exemplo, se N = 2, e q = 0, as soluções de −n = n são n = 0 e n = 1;
se N = 4 e q0 = 0 as soluções de −n = n são n = 0 e n = 2; se N = 4 e
q0 = 1 as soluções de 2− n = n são n = 1 e n = 1 + 2 = 3, etc.).

Para ver que existem apenas duas soluções para (7.96), procedemos da
seguinte forma. De 2q0 − n = n obtemos 2(q0 − n) = 0. Sabemos que n = 0
e n = q0 +N/2 soluções. Note que x = 0 e x = N/2 são soluções de 2x = 0.
Agora, se y é solução de 2x = 0 então y−N/2 também é. Claramente se y é
um elemento entre 0 e N/2 então 2y será no máximo igual a 2N−2, portanto
2y 6= 0. Finalmente, seja y elemento entre N/2 e N e por absurdo suponha
que 2y = 0. Então pelo que observamos antes, temos que z = 2y − N/2
também é solução, e z está entre 0 e N/2. Mas não existem soluções de
2x = 0 entre 0 e N/2. Isso mostra que 2x = 0 admite apenas as duas
soluções dadas acima.

Agora, note que se n for igual a q0 então

exp
[2πi

N
p(n− q/2)

]
= 1 (7.97)
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Se n = q0 +N/2, temos que a exponencial acima é igual a ±1, sendo positivo
ou negativo se p for par ou ı́mpar, respectivamente. Portanto, para N par e
q = 2q0, temos

Wρ(2q0, p) =
1

2N
(〈q0|ρ|q0〉 ± 〈q0 +N/2|ρ|q0 +N/2〉) (7.98)

onde o sinal ± depende de p. Para q fixo e considerando todos os p posśıveis
(p = 0, . . . , 2N − 1), temos que o segundo produto interno acima terá sinal
positivo nas N possibilidades em que p for par e terá sinal negativo nas N
possibilidades restantes. Portanto,∑

p

Wρ(2q0, p) = 〈q0|ρ|q0〉 (7.99)

Isso conclui a prova.

�

Corolário 7.7.3 Se q é ı́mpar então Wρ(q, p) = 0, para qualquer p e qualquer
ρ operador densidade.

Prova Ver primeiro parágrafo da demonstração do lema.

�

Definição Seja ψ um estado. A W -transformada de ψ é

φ(p) :=
2N−1∑
q=0

Wψ(q, 2p) (7.100)

para p = 0, . . . , 2N − 1.

Seja φ a W -transformada de ψ, e seja Fψ a transformada de Fourier
discreta de ψ.

Pergunta:

|(Fψ)(p)|2 ?
= φ(p), p = 0, 1, . . . , N − 1 (7.101)

Resposta Para N = 2 e ψ = |0〉 ou |1〉, a resposta é sim. Com efeito, seja
|ψ〉 = |0〉 = (1, 0). Então

F|0〉 =
1√
2

∑
j

exp [2πij0/2]|j〉 =
1√
2

(|0〉+ |1〉)
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⇒ (F|0〉)(0) =
1√
2
⇒ |(F|0〉)(0)|2 =

1

2

E

φ(0) =
∑
q

W|0〉(q, 0) =
1

4
+ 0 +

1

4
+ 0 =

1

2

Ainda

(F|0〉)(1) =
1√
2
⇒ |(F|0〉)(1)|2 =

1

2

E

φ(1) =
∑
q

W|0〉(q, 2) =
1

4
+ 0 +

1

4
+ 0 =

1

2

Portanto, neste caso,

|(Fψ)(p)|2 = φ(p), p = 0, 1 (7.102)

Agora seja |ψ〉 = |1〉 = (0, 1). Então

F|1〉 =
1√
2

∑
j

exp [2πij/2]|j〉 =
1√
2

(|0〉+ exp [2πi/2]|1〉) =
1√
2

(|0〉 − |1〉)

⇒ (F|1〉)(0) =
1√
2
⇒ |(F|0〉)(0)|2 =

1

2

E

φ(0) =
∑
q

W|1〉(q, 0) =
1

4
+ 0 +

1

4
+ 0 =

1

2

Ainda,

(F|1〉)(1) = − 1√
2
⇒ |(F|0〉)(0)|2 =

1

2

E

φ(1) =
∑
q

W|1〉(q, 2) =
1

4
+ 0 +

1

4
+ 0 =

1

2

Portanto, neste caso,

|(Fψ)(p)|2 = φ(p), p = 0, 1 (7.103)

Vamos ver um exemplo em que o estado considerado é misturado. Seja
ψ = 1/

√
2(|0〉+ |1〉). Então

F|ψ〉 =
1√
2

(F|0〉+F|1〉) =
1√
2

[ 1√
2

(|0〉+|1〉)+
1√
2

(|0〉−|1〉)
]

= |0〉 (7.104)
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Então |(Fψ)(0)|2 = 1 e |(Fψ)(1)|2 = 0. Agora vamos calcular φ(p), p = 0, 1.
Por definição, temos φ(p) =

∑
qWψ(q, 2p). Podemos usar a expressão (7.66):

Wψ(q, 0) =
1

2

(
W|0〉(q, 0) +W|1〉(q, 0) + ∆0,1(q, 0)

)
(7.105)

Wψ(q, 2) =
1

2

(
W|0〉(q, 2) +W|1〉(q, 2) + ∆0,1(q, 2)

)
(7.106)

Então

Wψ(0, 0) =
1

2
(
1

4
+

1

4
+ 0) =

1

4

Wψ(1, 0) =
1

2
(0 + 0 +

1

2
) =

1

4

Wψ(2, 0) =
1

2
(
1

4
+

1

4
+ 0) =

1

4

Wψ(3, 0) =
1

2
(0 + 0 +

1

2
) =

1

4

o que implica φ(0) = 1 = |(Fψ)(0)|2. Analogamente,

Wψ(0, 2) =
1

2
(
1

4
+

1

4
+ 0 + 0) =

1

4

Wψ(1, 2) =
1

2
(0 + 0− 1

2
) = −1

4

Wψ(2, 2) =
1

2
(
1

4
+

1

4
+ 0 + 0) =

1

4

Wψ(3, 2) =
1

2
(0 + 0− 1

2
) = −1

4

o que implica φ(1) = 0 = |(Fψ)(1)|2.

♦

Inspirados no cálculo acima, provamos o seguinte lema, cuja prova abaixo
vale para estados puros apenas. Depois, provaremos o resultado para opera-
dores densidade quaisquer.

Lema 7.7.4 Seja ψ = |m〉 ∈ {|0〉, . . . , |N−1〉}, N par, e φ a W -transformada
de ψ. Então

|(Fψ)(p)|2 = φ(p), p = 0, 1, . . . , N − 1 (7.107)

189



Prova Temos

F|m〉 =
1√
N

N−1∑
j=0

exp [2πijm/N ]|j〉

Logo,

(F|m〉)(p) =
1√
N

exp [2πipm/N ]⇒ |(F|m〉)(p)|2 =
1

N

Vamos calcular φ(p) =
∑2N−1

q=0 W|m〉(q, 2p). Pelo corolário 7.7.3, basta somar

os q pares. Então φ(p) =
∑N−1

q=0 W|m〉(2q, 2p). Pela proposição 7.7.2 obtemos,
usando a expressão (7.98), que

Wρ(2q0, p) =
1

2N
(〈q0|ρ|q0〉+ 〈q0 +N/2|ρ|q0 +N/2〉) (7.108)

onde o sinal do segundo produto interno é positivo porque 2p é par. Agora,
observe que apenas um dos dois produtos internos pode ser não nulo, pois
ρ é por hipótese um estado puro. Mais ainda, ρ puro implica que tais pro-
dutos internos são iguais a 1. Finalmente, como q varia entre 0 e 2N − 1
temos exatamente dois termos não nulos na soma de φ(p) a saber, os termos
correspondentes a m e m+N/2. Logo,

φ(p) = 1/2N + 1/2N = 1/N = |(F|m〉)(p)|2

Isso conclui a prova.

�

O seguinte resultado, inspirado no anterior, completa a proposição 7.7.2,
que relaciona a função de Wigner discreta e a base de posições. Agora fazemos
a prova referente a base de momentos.

Proposição 7.7.5 Seja N par e ρ operador densidade. Seja |p〉 vetor da
base de momentos, ou seja, obtida via transformada de Fourier discreta a
partir da base de posições:

|p〉 =
1√
N

N−1∑
j=0

exp [2πijp/N ]|j〉 (7.109)

Então
2N−1∑
q=0

Wρ(q, 2p) = 〈p|ρ|p〉, p = 0, 1, . . . N − 1 (7.110)

2N−1∑
q=0

Wρ(q, 2p+ 1) = 0, p = 0, 1, . . . N − 1 (7.111)
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Prova Vamos calcular φ(p) =
∑2N−1

q=0 Wρ(q, 2p). Pelo corolário 7.7.3, basta

somar os q pares. Então φ(p) =
∑N−1

q=0 Wρ(2q, 2p). Pela proposição 7.7.2
obtemos, usando a expressão (7.98), que

Wρ(2q, 2p) =
1

2N
(〈q|ρ|q〉+ 〈q +N/2|ρ|q +N/2〉) (7.112)

onde o sinal do segundo produto interno é positivo porque 2p é par. Escreva
ρ =

∑
i ci|i〉〈i|. Tome, por exemplo, q = 0. Então

Wρ(0, 2p) =
1

2N
(〈0|ρ|0〉+ 〈0 +N/2|ρ|0 +N/2〉)

=
1

2N
(
∑
i

ci〈0|i〉〈i|0〉+ 〈N/2|i〉〈i|N/2〉) =
1

2N
(c0 + cN/2) (7.113)

Como sabemos, Wρ(1, 2p) = 0. Tomando q = 2 obtemos

Wρ(2, 2p) =
1

2N
(c1 + cN/2+1) (7.114)

e assim por diante (notando que sempre temos zeros quando q é ı́mpar).
Desta forma, somamos todos os coeficientes ci duas vezes (pois q varia entre
0 e 2N − 1) e obtemos que

φ(p) =
2N−1∑
q=0

Wρ(q, 2p) =
1

N
(c0 + c1 + · · ·+ c2N−1) =

1

N
(7.115)

Pelo cálculo acima, resta calcular 〈p|ρ|p〉 e mostrar que tal número é igual
a 1/N . Com efeito, lembrando que o produto interno é linear na segunda
variável, temos, escrevendo ρ =

∑
m cm|m〉〈m|:

〈p|ρ|p〉 =
∑
m

cm
1

N

N−1∑
j=0

exp [−2πijp/N ]
N−1∑
l=0

exp [2πilp/N ]〈j|m〉〈m|l〉

=
∑
m

cm
1

N

N−1∑
j=0

exp [−2πijp/N ] exp [2πimp/N ]〈j|m〉 =
1

N

∑
m

cm =
1

N

(7.116)

�

191



Conclusão Pelas proposições 7.7.2 e 7.7.5 temos para a transformada de
Wigner discreta que se N é par e ρ é operador densidade então

2N−1∑
p=0

Wρ(2q, p) = 〈q|ρ|q〉,
2N−1∑
p=0

Wρ(2q + 1, p) = 0, q = 0, 1, . . . , N − 1

(7.117)
e se

|p〉 =
1√
N

N−1∑
j=0

exp [2πijp/N ]|j〉 (7.118)

então

2N−1∑
q=0

Wρ(q, 2p) = 〈p|ρ|p〉,
2N−1∑
q=0

Wρ(q, 2p+1) = 0, p = 0, 1, . . . N−1 (7.119)

Tais expressões são os análogos discretos do resultado para a função de Wi-
gner, caso cont́ınuo, que relaciona as marginais com a transformada de Fou-
rier F : se ρ = |ψ〉〈ψ| então∫

Wρ(q, p)dp = |ψ(q)|2,
∫
Wρ(q, p)dq = |Fψ(p)|2 (7.120)

Ver [11] para mais detalhes.

♦

Exemplo 7.7.6 Denote por Wρ a matriz com entradas Wρ(q, p) para q, p =
0, . . . , 2N − 1. Por exemplo para N = 2, e escrevendo os vetores |0〉, |1〉
em coordenadas ou seja, |0〉 = (1, 0) e |1〉 = (0, 1), temos que Wρ contem a
imagem da função de Wigner para cada ponto do espaço de fase. Como era
de se esperar, a função é real em cada ponto e a integral do espaço é igual a
1:

W|0〉〈0| =


1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0
1
4
−1

4
1
4
−1

4

0 0 0 0

 , W|1〉〈1| =


1
4
−1

4
1
4
−1

4

0 0 0 0
1
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0

 (7.121)

Podemos usar as proposições anteriores para verificar o valor das marginais.
Por exemplo, pela proposição 7.7.2 verificamos que para ρ = |0〉〈0|, vale que∑

pW (q, p) é igual a 1, 0, 0 e 0, para q = 0, 1, 2, 3, respectivamente. Pela
proposição 7.7.5, calculamos as somas

∑
qW (q, p), para p = 0, 1, 2, 3, e por

uma inspeção simples na matriz W acima, tais valores devem ser iguais a
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1/2, 0, 1/2 e 0, respectivamente. Com efeito, exibimos tal cálculo a seguir.
Seja ρ = |0〉〈0|. Então por (7.110) e (7.111), temos que as somas

∑
qW (q, p)

para p = 0, 1, 2, 3 são iguais a 〈0|ρ|0〉, 0, 〈1|ρ|1〉 e 0. Mostremos que

〈0|ρ|0〉 = 〈1|ρ|1〉 = 1/2

Por (7.109), temos que

F|0〉 =
1√
2

(|0〉+ |1〉), F|1〉 =
1√
2

(|0〉 − |1〉) (7.122)

Então

〈0|ρ|0〉 =
1

2

(
|0〉+ |1〉, (|0〉〈0|)(|0〉+ |1〉)

)
=

1

2

(
|0〉+ |1〉, |0〉

)
=

1

2

Analogamente,

〈1|ρ|1〉 =
1

2

(
|0〉 − |1〉, (|0〉〈0|)(|0〉 − |1〉)

)
=

1

2

(
|0〉 − |1〉, |0〉

)
=

1

2

Isso confirma o que esperávamos e conclui o exemplo.

♦

Exemplo 7.7.7 Denote por Wρ a matriz com entradas Wρ(q, p) para q, p =
0, . . . , 2N − 1. Seja N = 4, e escrevendo os vetores |0〉, |1〉, |2〉, |3〉 em
coordenadas ou seja, |0〉 = (1, 0, 0, 0), |1〉 = (0, 1, 0, 0), |2〉 = (0, 0, 1, 0),
|3〉 = (0, 0, 0, 1), temos que Wρ contem a imagem da função de Wigner para
cada ponto do espaço de fase:

W|0〉〈0| =



1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1
8
−1

8
1
8
−1

8
1
8
−1

8
1
8
−1

8

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0



W|1〉〈1| =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1
8
−1

8
1
8
−1

8
1
8
−1

8
1
8
−1

8

0 0 0 0 0 0 0 0
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W|2〉〈2| =



1
8
−1

8
1
8
−1

8
1
8
−1

8
1
8
−1

8

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0



W|3〉〈3| =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1
8
−1

8
1
8
−1

8
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♦

Observação 1 O que ocorre em geral para estados puros: a função de
Wigner W|q0〉〈q0| é zero exceto em duas faixas localizadas em q ≡ 2(modN).
Quando q = 2q0, W toma o valor 1/2N , e quando q = 2q0 ± N assume
o valor 1/2N para valores pares de p e −1/2N para valores ı́mpares. Tais
oscilações são t́ıpicas de franjas de interferência e podem ser interpretadas
como surgindo da interferência entre a faixa q = 2q0 e uma imagem espelhada
formada a uma distância de 2N de 2q0, induzida pelas condições de contorno
periódicas [25].

Observação 2 O fato de que a função de Wigner assume valores negativos
na faixa de interferência é essencial para se poder recuperar as distribuições
marginais corretas. Somar os valores de W (q, p) ao longo de uma reta vertical
fornece a probabilidade de se medir q/2, que deve ser igual a 1 se q = 2q0, e
igual a zero, caso contrário. Um cálculo semelhante pode ser feito para um
autoestado de momento ρ = |k〉〈k|. O resultado é semelhante, exceto que
desta vez as faixas serão horizontais [25].

♦

7.8 Transformadas discretas e canais quânticos

Lema 7.8.1 Defina Λ : MN → MN , Λ(ρ) =
∑

i ViρV
∗
i , com Vi lineares,∑

i V
∗
i Vi = I e seja WΛ(ρ) a função de Wigner discreta associada. Então
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dados (q, p) existem Mi = Mi(q, p) tais que

WΛ(ρ)(q, p) =
∑
i

tr(MiρM
∗
i ) (7.123)

Prova Primeiro, como A(q, p) é hermitiano, temos uma decomposição

A = UDU−1

onde U é unitária e D é diagonal (e real). Então

A1/2 = UD1/2U−1

onde (A1/2)2 = A, D1/2 é a matriz diagonal cujas entradas são as ráızes
quadradas positivas das entradas de D. Então

WΛ(ρ)(q, p) = tr(Â(q, p)Λ(ρ)) = tr(Â
∑
i

ViρV
∗
i ) =

∑
i

tr(ÂViρV
∗
i )

=
∑
i

tr(A1/2ViρV
∗
i A

1/2) =
∑
i

tr(UD1/2U−1ViρV
∗
i UD

1/2U−1) (7.124)

Definindo Mi = UD1/2U−1Vi e notando que U−1 = U∗, podemos escrever

WΛ(ρ)(q, p) =
∑
i

tr(MiρM
∗
i )

�

Corolário 7.8.2 Sejam

V1 =

( √
p11 0
0 0

)
, V2 =

(
0
√
p12

0 0

)
, (7.125)

V3 =

( √
p21 0
0 0

)
, V4 =

(
0 0
0
√
p22

)
(7.126)

onde os pij formam uma matriz coluna estocástica. Então os Mi = Mi(q, p)
citados no lema são dados por

M1 =
1

det(U)

(
(u11

√
d11u22 − u12

√
d22u21)

√
p11 0

u21u22(
√
d11 −

√
d22)
√
p11 0

)

M2 =
1

det(U)

(
0 (u11

√
d11u22 − u12

√
d22u21)

√
p12

0 u21u22(
√
d11 −

√
d22)
√
p12

)
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M3 =
1

det(U)

(
u11u12(

√
d22 −

√
d11)
√
p21 0

(u22

√
d22u11 − u21

√
d11u12)

√
p21 0

)
M4 =

1

det(U)

(
0 u11u12(

√
d22 −

√
d11)
√
p22

0 (u22

√
d22u11 − u21

√
d11u12)

√
p22

)
onde D = (dij), U = (uij), e A = A(q, p) = U(q, p)D(q, p)U−1(q, p) é a
decomposição para A dada no lema.

Lema 7.8.3 Seja Λ(ρ) =
∑

i ViρV
∗
i e defina F (ρ) = FρF∗, onde F é a

transformada de Fourier discreta. Então existe G : MN → MN tal que o
diagrama abaixo comuta:

MN
F−−−→ MN

Λ

y yG
MN

F−−−→ MN

(7.127)

Prova Primeiro, note que F−1(ρ) = F∗ρF . Observe que F é unitária,
portanto temos F−1 = F∗. Defina G = F ◦ Λ ◦ F−1. Explicitamente,

G(ρ) = F (
∑
i

ViF∗ρFV ∗i ) = F
[∑

i

ViF∗ρFV ∗i
]
F∗

=
∑
i

FViF∗ρFV ∗i F∗ =
∑
i

ṼiρṼ
∗
i

onde Ṽi = FViF∗. E uma inspeção simples mostra que

F (Λ(ρ)) = G(F (ρ)) =
∑
i

FViρV ∗i F∗

�

Observação O lema 7.8.3 vale se tomarmos F (ρ) = GρG∗, onde G é
qualquer aplicação MN →MN unitária.

♦

Exemplo 7.8.4 Considere N = 2. Então a transformada de Fourier dis-
creta é dada por

F =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
(7.128)
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Neste caso, temos F−1 = F . Sejam

V1 =

( √
p11 0
0 0

)
, V2 =

(
0
√
p12

0 0

)
, (7.129)

V3 =

( √
p21 0
0 0

)
, V4 =

(
0 0
0
√
p22

)
(7.130)

onde os pij formam uma matriz coluna estocástica P . O lema 7.8.3 para este
exemplo mostra que G(ρ) =

∑
i ṼiρṼ

∗
i , onde

Ṽ1 = FV1F∗ =
1

2

√
p11

(
1 1
1 1

)
, Ṽ2 = FV2F∗ =

1

2

√
p12

(
1 −1
1 −1

)

Ṽ3 = FV3F∗ =
1

2

√
p21

(
1 1
−1 −1

)
, Ṽ4 = FV4F∗ =

1

2

√
p22

(
1 −1
−1 1

)
E então, de p11 + p21 = 1, p12 + p22 = 1 e escrevendo

ρ =

(
ρ11 ρ12

ρ21 1− ρ11

)
e para o lema 7.8.3, obtemos a expressão

F (Λ(ρ)) = G(F (ρ)) =
∑
i

FViρV ∗i F∗

=

(
1
2

p11ρ11 + p12(1− ρ11)− 1
2

p11ρ11 + p12(1− ρ11)− 1
2

1
2

)
(7.131)

No caso em que o vetor π = (ρ11, 1− ρ11) é fixo para a matriz estocástica P ,
podemos reescrever a expressão acima como

F (Λ(ρ)) = G(F (ρ)) =

(
1
2

ρ11 − 1
2

ρ11 − 1
2

1
2

)
(7.132)

♦
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Lista de Śımbolos

PN Estados puros 6
ρ∗ Adjunto de ρ 7
ρ† 7
MN Operadores densidade 7
S(ρ) Entropia de Von Neumann 8
M1(Ω) Medidas de probabilidade em Ω 14
HN 69
PHN Operadores positivos 69
fa(X) 69
ca(X) 70
bfa(X) 70
bca(X) 70
M(X) Medidas em X 70
M fin(X) 70
r(µ) Baricentro de uma medida 71
V + 71
f+(x) 71
f−(x) 71
‖x‖f 72
e 72
B 73
(C, τ) Estrutura compacta 73
BC 73
V Operador de Markov 76
mb(X) 76
I(x) 76
U Dual de V 76
〈f, µ〉 76
(P, {Pi}) Par de Markov 79
MV(X) 80
MF(X) Medidas invariantes para F 80
Ik 81
Ink 81
Fιi 81
Xιi 81
pιi(x) 81
Ink (x) 82
V (µ) 83
S(µ) 83
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Lim(µn)n∈N 83
SF(µ) 83
H(U,A) 88
Hdyn(U) 89
h0(ν) 90
η(x) 92
h(x) Entropia de Shannon-Boltzmann 92
Hn(x) 92
H(x) 93
Hn(µ) 93
H(µ) Entropia de uma medida 93
hV (W ) Entropia de um QIFS 99

L̂FW 100
LFW 100
MF 102
Vp(µ) 102
H(P ) Entropia de uma cadeia de Markov 104
CΛ Capacidade de Holevo 126
Hmin(Λ) 126
C(a) 127
LH 130
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Índice Remissivo

Amplitude, 25
condicional, 25

Aplicação
afim, 76
biestocástica, 19
completamente copositiva, 40
completamente positiva, 19, 39
k-copositiva, 39
k-positiva, 39

Baricentro de uma medida, 71

Cadeia markoviana quântica, 26
Canais quânticos, 126
Capacidade de Holevo, 126
Cone, 71

base de um, 72
decomposição mı́nima de um, 72
gerador, 71
positivo, 72
próprio, 71

Conjectura
da aditividade, 126
da entropia mı́nima de sáıda, 127

Desigualdade
básica, 146
clássica, 146

Efeito, 9
Entropia

de von Neumann, 8
da partição, 89
de estados coerentes, 89

de matriz estocástica, 104
de Shannon-Boltzmann, 93
de uma medida, 93
inferior em um ponto, 93
mı́nima de sáıda, 126
parcial, 88, 93

de uma medida, 93
superior em um ponto, 93

Esfera de Bloch, 7
Espaço

de estados, 72
de probabilidade quântica, 25
vetorial ordenado, 71

Estado
misturado, 6
puro, 6

Estrutura compacta, 73

Forma de Stinespring-Kraus, 19
Função capacidade-custo, 127
Função de Wigner, 170

cont́ınua, 172
discreta, 177

IFS, 14
hiperbólico, 14
PIFS, 75
QIFS hiperbólico, 18
QIFS homogêneo, 17
QIFS para estados misturados, 16
QIFS para estados puros, 16

Instrumento, 10

Métrica de Fubini-Study, 6
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Medida
atrativa, 80
de Markov, 110
invariante, 80
invariante para uma dinâmica, 90

Medida com valores em operações, 10

Observável, 9
Operação, 10
Operador

de Fano, 173
de Feller, 83
de Markov

assintoticamente estável, 99
para estados, 77
para medidas, 76

positivo, 7, 65
submarkoviano, 78

Operador densidade, 8
Operadores de Weyl discretos, 168
OVM, 10

Par de Markov, 79
Processo estocástico quântico, 12

homogêneo, 29
Markov, 12, 29
não homogêneo, 37

QIFS
hiperbólico, 18
homogêneo, 17
não homogêneo, 17
para estados misturados, 16
para estados puros, 16

QSP, 12
Qubit, 6
Qutrit, 7

Relações de Weyl discretas, 168

Topologia
fraca, 74

fraca∗, 74
Transformada de Fourier discreta, 174
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[6] Bengtsson, I., Życzkowski, K. Geometry of Quantum States. Cambridge
University Press, 2006.

[7] Bouten, L. Applications of quantum stochastic processes in quantum
optics. Physical Measurement and Control 266-33, California Institute
of Technology, 1200 E. California Blvd., Pasadena, CA 91125, USA.

[8] Busch, P., Ruch, E. The measure cone: irreversibility as a geometrical
phenomenon, Int. J. Quantum Chemistry. 41, 163-185, 1992.

[9] Cardoso, J. Logaritmos de matrizes, aspectos teóricos e numéricos. Uni-
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