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Resumo

A literatura estat́ıstica tem refletido bastante interesse em métodos para análise

de dados de tempos de sobrevivência. Entretanto, existem poucos métodos dispońıveis

implementados computacionalmente para descrever a distribuição de tempos de so-

brevivência na presença de covariáveis quando os tempos de falha são dados com

censura intervalar.

Dados com censura intervalar surgem quando o tempo até a ocorrência de um

evento de interesse somente é conhecido por ter ocorrido dentro de um intervalo de

tempo. Tais dados surgem, por exemplo, em experimentos cĺınicos ou longitudinais

em que pacientes podem ser acompanhados somente através de exames periódicos.

Uma metodologia aplicada para avaliar o efeito de covariáveis no risco de falha é

o modelo de riscos proporcionais de Cox quando os dados são exatos ou de censura

à direita. Entretanto, existem poucos métodos para ajustar este modelo quando os

tempos de falha possuem censura intervalar.

Este trabalho tem por objetivo descrever um método para a regressão de Cox com

dados de censura intervalar, a fim de comparar os resultados quanto a v́ıcio, precisão

e tamanho de amostra. O método é baseado na imputação múltipla através de dois

algoŕıtmos muito utilizados no contexto de regressão de dados censurados (Pan,

2000b). O desempenho dos algoŕıtmos será examinado no estudo de simulação.

Além disso, pretende-se ampliar o trabalho fazendo uma suavização da curva de

sobrevivência base estimada na metodologia proposto por Pan.

Palavras Chave: Modelo de riscos proporcionais; Censura Intervalar; PMDA;

Imputação Múltipla; Suavização.



Abstract

The interest in the development of survival data analysis techniques has been

growing in the past few years. However, very few of them have been implemenented

computationally when data are interval censored.

Interval censored data come up when the event of interest is known to have

happened in a time interval, as for example, in clinical trials or longitudinal studies

where patients are observed only in periodical examinations.

The Cox’s proportional hazards model is widely used to evaluate the effects of

covariates on the failure risk when the failure time is observed or right censored.

However, there are few methods to fit that model under interval censoring.

The goal of this work is to describe a method to fit the proportional hazards

model for interval censored data, and compare the results regarding bias, variability

and sample size. The method is based on multiple imputation and two algorithms

used for regression procedures with censored data were applied (Pan, 2000b). The

performance of the algorithms was examined in the simulation study. Also, we

smoothed the baseline survival function for the imputation process in the method

proposed by Pan.

Key words: proportional hazards model, interval censoring, PMDA, multiple im-

putation, smoothing.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A análise de sobrevivência tem grande importância em diversas áreas de pesquisa,

tais como medicina, biologia, saúde pública, epidemiologia, engenharia, economia,

direito, dentre outras. Embora os métodos estat́ısticos sejam aplicados em todas

essas áreas, o enfoque desse trabalho será voltado para a área médica.

A análise de sobrevivência é o conjunto de técnicas e modelos estat́ısticos usados

na análise do comportamento de variáveis positivas, tais como: tempo decorrido

entre o ińıcio do tratamento até a morte do paciente, peŕıodo de remissão de uma

doença, tempo até o desenvolvimento de uma doença, ou simplesmente tempo até

a morte. A variável resposta é o tempo até a ocorrência de um evento de interesse,

denominado tempo de falha.

Uma caracteŕıstica importante dos dados de tempos de falha é a presença de

censura, que representa a observação parcial da resposta. Isto refere-se às situações

em que alguns indiv́ıduos encontram-se livres do evento por terem, por exemplo,

sido retirados mais cedo do estudo ou pelo término do experimento. Enquanto

comum na prática, a censura impede o uso de alguns procedimentos estat́ısticos

convencionais. Em consequência, métodos nessa área têm sido desenvolvidos e o

interesse pelo assunto, crescido significativamente após a publicação do artigo de

Cox (1972).
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A distribuição dos tempos de sobrevivência é usualmente caracterizada por três

funções: a função densidade, a função de sobrevivência e a função taxa de falha.

Para modelar os dados de sobrevivência, basicamente, existem dois tipos de modelos:

os paramétricos e os semiparamétricos, sendo o modelo semiparamétrico de maior

interesse para esse trabalho.

O modelo de riscos proporcionais de Cox é a metodologia mais aplicada para

avaliar o efeito das covariáveis no risco de falha. Este método tem sido extensiva-

mente desenvolvido e aplicado no caso em que tempos de falha são exatos ou de

censura à direita. Entretanto, existem poucos métodos implementados computa-

cionalmente desenvolvidos para ajustar um modelo de riscos proporcionais quando

os tempos de falha possuem censura intervalar, ou seja, o tempo de falha somente é

conhecido por ter ocorrido dentro de algum intervalo de tempo.

1.1 Motivação

A motivação do tema de estudo surgiu pelo fato de existirem poucos métodos

dispońıveis na literatura estat́ıstica para descrever a distribuição de tempos de so-

brevivência quando os tempos de falha apresentam censura intervalar. Pan (2000b)

propôs um método baseado na imputação múltipla para regressão de Cox com dados

de censura intervalar. A idéia básica consiste em imputar tempos de sobrevivência

exatos para dados com censura intervalar finita usando dois algoritmos para análise

de dados de regressão censurados. Após a imputação inicial, tem-se dados com

censura à direita. Pode-se, então, estimar o vetor de coeficientes β e a função de

sobrevivência base S0 pelos procedimentos computacionais usuais e utilizar estas

estimativas iterativamente no processo de imputação dos dados.

3



1.2 Objetivos

O objetivo é aplicar a proposta de análise apresentada por Pan (2000b), a fim

de comparar os resultados quanto a v́ıcio e variabilidade, para vários tamanhos de

amostra, com aqueles por ele encontrados.

Além disso, pretende-se ampliar o trabalho fazendo uma suavização da curva de

sobrevivência base estimada na metodologia proposta por Pan (2000b), a fim de

eliminar o problema da diminuição progressiva nos pontos de salto a cada iteração,

e que pode ser grave para amostras pequenas.
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Caṕıtulo 2

Revisão da Literatura

Peto (1973) foi o primeiro a propor um método não paramétrico para estimação

da distribuição de sobrevivência sob censura intervalar. Este artigo descreve um al-

goritmo de Newton-Raphson para a estimativa não paramétrica de máxima verossim-

ilhança da função de distribuição acumulada.

Turnbull (1976) obteve o mesmo estimador que Peto, mas usando uma aproxi-

mação diferente na estimação. Ele deriva o mesmo estimador usando um algo-

ritmo iterativo de auto-consistência, o algoritmo EM. Gentleman e Geyer (1994)

mostraram que este estimador de auto-consistência não é sempre o estimador de

máxima verossimilhança (EMV), e que o EMV não é necessariamente único. Os au-

tores discutem, ainda, condições sob os quais este estimador pode ser determinado.

Lindsey e Ryan (1998) compararam os modelos paramétricos, semiparamétricos

e não paramétricos que estão dispońıveis em softwares estat́ısticos padrões ou que po-

dem ser facilmente programados. As autoras conclúıram que os modelos paramétricos

apresentam melhor desempenho. Kaplan e Meier (1958) desenvolveram métodos não

paramétricos para analisar dados com observações incompletas.

Finkelstein e Wolfe (1985) propuseram uma técnica semiparamétrica para análise

de regressão para dados com censura intervalar que modela a função de probabi-

lidade do tempo de resposta, T , e uma covariável aleatória, Z, como o produto de
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um modelo paramétrico, P (Z|T ), e uma distribuição não paramétrica, P (T ), para

o tempo de resposta. Finkelstein (1986) também considerou ajuste do modelo de

riscos proporcionais para dados com censura intervalar utilizando o algoritmo de

Newton-Raphson.

Huang e Wellner (1995) estabeleceram a normalidade assintótica do estimador

não paramétrico de máxima verossimilhança (ENPMV) do coeficiente de regressão.

Kooperberg e Clarkson (1997) modelaram a função de risco base usando splines.

Satten et al. (1998) propuseram aproximação marginal para imputar os ranks dos

tempos de falha censurados.

Honda (2004) propôs um estimador de regressão não paramétrico para dados de

status corrente (caso 1 de censura intervalar) fazendo uma modificação no estimador

de correlação de rank máximo (MRC), que foi desenvolvido por Han (1987), para

modelos lineares. Esta modificação foi feita devido à falta de eficiência do estimador

MRC (Sherman, 1993).

Lin et al. (1998) estudaram métodos semiparamétricos para analisar dados de

status corrente sob o modelo de regressão de riscos aditivos. Este modelo especifica

que a função de risco para o tempo de falha associado com um conjunto de covariáveis

dependentes do tempo é a soma de uma função de risco base arbitrária e o vetor de

covariáveis.

Shiboski (1998) propôs uma aproximação semiparamétrica para estimação em

modelos de regressão de dados de status corrente usando técnicas de modelagem

aditiva generalizada e de regressão isotônica. Este procedimento fornece estimativas

simultâneas da distribuição de tempos de falha e efeitos de covariáveis.

Huang e Rossini (1997) descreveram o comportamento de amostras finitas de

um estimador de máxima verossimilhança restrita para o modelo de chances pro-

porcionais com dados de censura intervalar. Rabinowitz et al. (2000) propuseram

uma aproximação para ajustar o modelo de regressão de chances proporcionais para

dados de censura intervalar. A aproximação é baseada em rotinas de regressão
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loǵıstica condicional em pacotes estat́ısticos padrão.

Kooperberg et al. (1995a) introduziram a regressão de risco (HARE) para es-

timar a função log-risco condicional baseada em modelos lineares. Kooperberg e

Clarkson (1997) também extendem a metodologia HARE para acomodar dados de

censura intervalar.

Li e Zhang (1998) desenvolveram M-estimadores para os coeficientes de regressão

assim como estimadores assintoticamente eficientes.

Self e Grossman (1986) descreveram a estat́ıstica de rank linear para diferença

entre grupos quando os dados são de censura intervalar. Esta estat́ıstica é aproxi-

madamente relacionada àquela descrita por Prentice (1978) para dados de censura

à direita.

Rabinowitz et al. (1995) propuseram ajustar o modelo de tempo de falha acelera-

do para dados de censura intervalar utilizando uma classe de estat́ıstica score que

pode ser usada para procedimentos de estimação e de intervalos de confiança.

Uma caracteŕıstica do modelo de Cox é que, para o caso de tempos exatos e de

censura à direita, o método não fornece especificação ou estimação do risco base.

Embora uma forma funcional seja assumida para o efeito de covariáveis, a estimação

depende somente do rank ordenado dos tempos de falha exatos e censurados. Para

dados de censura intervalar, não é posśıvel identificar o rank exato dos tempos de

falha. Assim, a metodologia que tem sido desenvolvida para dados exatos e de

censura à direita não pode ser diretamente aplicada ao caso de censura intervalar.

Goggins et al. (1998) propuseram ajustar o modelo de riscos proporcionais para

tempos de falha com censura intervalar usando um algoritmo EM com métodos de

Monte Carlo via Cadeia de Markov.

Como os dados de censura intervalar podem ser vistos como dados incompletos,

uma aproximação para o problema de regressão é derivar a estimativa de máxima

verossimilhança marginal do modelo de riscos proporcionais usando o algoritmo EM

(Dempster et al., 1977). Outros autores têm proposto métodos de simulação que
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não são baseados no algoritmo EM. Satten (1996) estima o modelo de Cox para da-

dos de censura intervalar usando uma aproximação estocástica baseada no processo

Robbins-Munro e uma amostragem de Gibbs para amostras de ranks consistentes

com os dados observados.

Frequentemente, dados de censura intervalar são analisados substituindo cada

intervalo do tempo de falha com um único valor. Um método muito utilizado é o da

imputação do ponto médio, que toma o ponto médio do intervalo de cada indiv́ıduo

como sendo o tempo exato. Este método, entretanto, pode conduzir a estimativas

viciadas se os intervalos forem grandes e variados (Law e Brookmeyer, 1992). Além

disso, ele subestima os erros-padrões dos coeficientes pois trata os tempos de sobre-

vivência como conhecidos, quando na verdade não são. Outra aproximação comum

é usar o limite superior dos intervalos como tempo de falha. Este estimador tem

desvantagens similares àquela da imputação do ponto médio.

Goetghebeur e Ryan (2000) desenvolveram uma aproximação semiparamétrica

para análise de regressão de riscos proporcionais de dados com censura intervalar.

Um algoritmo EM baseado em verossimilhança aproximada que envolve maximizar

uma verossimilhança parcial de Cox padrão para a estimativa dos coeficientes de

regressão e assim usar o estimador de Breslow para o risco base desconhecido. A

imputação múltipla parece produzir estimativas da variância melhores do que os

métodos assintóticos para conjuntos de dados de tamanho pequeno a moderado.

Pan (1999) propôs uma extensão do algoritmo iterativo do minorante convexo

para ajuste do modelo de Cox para dados com censura intervalar. Ele reformu-

lou o algoritmo iterativo do minorante convexo (ICM), proposto por Groeneboom

e Wellner (1992), como um método de projeção do gradiente generalizado (GGP).

Pan e Chappell (2002) mostraram que o estimador não paramétrico de máxima

verossimilhança (ENPMV) do coeficiente de regressão e a sobrevivência base fun-

ciona bem para o modelo de riscos proporcionais de Cox com dados de censura in-

tervalar e dados truncados à esquerda, utilizando duas alternativas: a aproximação
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de verossimilhança marginal e a estimativa de máxima verossimilhança monótona.

Taylor et al. (2002) descreveram procedimentos de imputação múltipla não

paramétrica para tratar tempos de falha faltantes para observações censuradas no

contexto de testes e estimação da sobrevivência não paramétrica.

Wei e Tanner (1991) apresentaram dois algoritmos semiparamétricos para a

análise de dados de regressão censurada: o algoritmo de dados aumentados do “po-

bre homem” (PMDA) e o algoritmo de dados aumentados da normal assintótica

(ANDA). Estes algoritmos foram motivados pelo algoritmo de dados aumentados

encontrado em Tanner e Wong (1987a) para análise de problemas de dados faltantes.

Bebchuck e Betensky (2000) apresentaram um algoritmo de dados aumentados para

estimar a função risco baseado em dados de censura intervalar. Os autores aplicam

métodos de imputação múltipla e de verossimilhança local para obter estimativas

não paramétricas suavizadas para a função de risco.

Métodos mais complexos também têm sido propostos para analisar dados de

tempos de falha com censura intervalar. Brookmeyer e Goedert (1989) propõem um

modelo de regressão de dois estágios para análise de tempos latentes de censura

intervalar, mas este depende das suposições paramétricas. Sinhá et al. (1994)

usaram o algoritmo EM de Monte Carlo (MCEM) para estimar os parâmetros do

modelo de Cox com dados de tempos de falha agrupados.
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Caṕıtulo 3

Análise de Sobrevivência

Neste caṕıtulo, são apresentadas algumas definições importantes na Análise de

Sobrevivência, além de uma descrição do modelo de riscos proporcionais.

3.1 Conceitos Básicos

Os conjuntos de dados de sobrevivência são caracterizados pelos tempos de falha

e pelas censuras. Estes dois componentes constituem a resposta. O tempo de falha

é determinado pelo tempo inicial de observação, pela escala de medida e pelo evento

de interesse, comumente associado à falha.

3.1.1 Censura

Em geral, nos métodos de análise de sobrevivência, existem três mecanismos de

censura que são diferenciados em estudos médicos:

• Censura Tipo I: ocorre quando o tempo para a realização de um estudo é

pré-estabelecido;

• Censura Tipo II: ocorre quando o tempo de censura é determinado por um

número pré-estabelecido de falhas a serem observadas;

• Censura Aleatória: ocorre quando o indiv́ıduo é retirado no decorrer do estudo
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sem ter ocorrido a falha, sendo este o tipo de censura que mais ocorre na prática

médica.

Os mecanismos apresentados são conhecidos por censura à direita, quando o

tempo de ocorrência do evento de interesse está à direita do tempo registrado; por

censura à esquerda, quando o evento de interesse já aconteceu quando o indiv́ıduo

foi observado. Neste trabalho, o foco principal é o tipo de censura mais geral, que é o

da censura intervalar, quando se conhece somente que o evento de interesse ocorreu

em um certo intervalo, ou seja, para cada observação, temos censura à direita, ou

censura à esquerda, ou ambas. Este tipo de censura surge em experimentos cĺınicos

e estudos longitudinais, e será discutido no próximo caṕıtulo.

Uma representação do mecanismo de censura à direita é feita utilizando-se duas

variáveis aleatórias. Seja T uma variável aleatória representando o tempo de falha

e seja C uma outra variável aleatória, independente de T , representando o tempo

de censura. Os dados são representados por

t = min(T, C)

e

δ =





1 se T ≤ C

0 se T > C

onde δ = 1 representa uma observação não censurada e δ = 0 representa a presença

de censura.

A suposição de independência entre as variáveis T e C simplifica a análise es-

tat́ıstica dos dados e é razoável em vários estudos cĺınicos.
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3.1.2 Funções de Sobrevivência

A distribuição dos tempos de sobrevivência é usualmente caracterizada por três

funções:

• A função densidade é definida em termos da probabilidade de um indiv́ıduo

falhar em um curto intervalo de tempo (∆t):

f(t) = lim
∆t→0

P (t ≤ T < t + ∆t)

∆t

Através da função densidade, podemos obter a probabilidade para qualquer in-

tervalo de tempo.

•A função de sobrevivência é definida como a probabilidade de um indiv́ıduo

sobreviver até o tempo t.

S(t) = P (T ≥ t) = 1− F (t) = 1−
∫ t

0

f(u)du

S(t) é uma das principais funções probabiĺısticas usadas para descrever estudos

de sobrevivência.

• A função taxa de falha ou de risco é definida em termos da probabilidade

de um indiv́ıduo falhar durante um intervalo [t, t + ∆t) dado que ele não tenha

falhado até o tempo t > 0.

h(t) = lim
∆t→0

P (t ≤ T < t + ∆t|T ≥ t)

∆t

A função de risco representa a razão de falha instantânea para um indiv́ıduo que

sobreviveu até o tempo t.
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Essas funções são matematicamente equivalentes, ou seja, se uma delas é dada,

as demais podem ser obtidas facilmente. O relacionamento entre as funções bem

como as propriedades de cada uma delas podem ser encontradas em diversos textos

na área de análise de sobrevivência, como Lawless (1982), Lee (1992), Collet (1994)

e Klein e Moeschberger (1997).

3.2 Descrevendo Dados de Sobrevivência

Em análise de sobrevivência, a descrição dos dados é feita através de técnicas

não paramétricas que permitem incorporar censuras à análise. Existem diversos

métodos para estimar a função de sobrevivência, sendo o estimador produto-limite

(ou de Kaplan-Meier) o mais conhecido entre eles (Colosimo, 2001) para o caso em

que censuras à direita são observadas.

• Estimador de Kaplan-Meier

O estimador de Kaplan-Meier é um estimador não paramétrico da função de

sobrevivência. Este estimador é, também, conhecido como estimador produto-limite.

Na sua construção, considera-se um número de intervalos de tempo igual ao

número de falhas distintas, sendo os limites dos intervalos os tempos de falha da

amostra. Para obter o estimador Kaplan-Meier, os tempos de sobrevivência obser-

vados devem estar ordenados de tal forma que t1 < t2 < . . . < tn. O estimador da

função de sobrevivência é dado por:

Ŝ(t) =
∏

i/ti≤t

(
1− di

ni

)

onde ni é o número de indiv́ıduos sob risco no tempo ti, e di é o número de falhas

observadas no tempo ti.
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Em geral, o estimador de Kaplan-Meier se aplica a qualquer tamanho de amostra,

mas quando essa amostra é muito grande, é mais conveniente agrupar os tempos de

falha em intervalos e realizar a análise através da Tabela de Vida. Assim, podemos

dizer que o Kaplan-Meier é um caso especial da Tabela de Vida, onde cada intervalo

contém uma observação distinta (na ausência de empates).

As propriedades desse estimador estão detalhadas em Collet (1994) e em Klein e

Moeschberger (1997). Para estimar a função de sobrevivência, existem também os

estimadores da Tabela de Vida e de Nelson-Aalen.

• Estimador da Tabela de Vida

O estimador da Tabela de Vida é uma das técnicas mais antigas para análise

de dados de sobrevivência e é utilizado basicamente em grandes amostras. Este

estimador também é conhecido como método atuarial.

A construção de uma tabela de vida consiste em dividir o eixo do tempo em

k intervalos Ii = [ti−1, ti), i = 1, . . . , k em que t0 = 0 e tk = ∞. O estimador da

Tabela de Vida para S(t) é similar ao proposto por Kaplan-Meier com um estimador

ligeiramente diferente para qi = di

ni
uma vez que, nesse caso, tem-se:

• di=no de falhas no intervalo Ii = [ti−1, ti) e

• ni=[no de indiv́ıduos em risco em ti−1]-[
1
2

x (no de censuras em Ii = [ti−1, ti))].

O estimador da Tabela de Vida é, portanto, dado por:

Ŝ(tIi
) =





1 i = 1

Ŝ(tI(i−1)
)(1− q̂i) i = 2, . . . , k.

Para maiores detalhes sobre este estimador, pode-se consultar, por exemplo, Lee

(1980).
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• Estimador de Nelson-Aalen

Este estimador é mais recente do que o de Kaplan-Meier e baseia-se na função

de sobrevivência expressa por:

S(t) = exp(−H(t))

onde H(t) é a função de risco acumulada, isto é H(t) =
∫ t

0
h(u)du. Como S(t) pode

ser estimada a partir de H(t), Nelson (1972) propôs e, posteriormente, Aalen (1978)

provou as propriedades assintóticas do seguinte estimador para H(t):

H̃(t) =
∑

i/ti<t

(
di

ni

)

em que ni e di são definidos como no estimador de Kaplan-Meier.

Desse modo, o estimador de Nelson-Aalen para a função de sobrevivência S(t) é

dada por

S̃(t) = exp(−H̃(t))

Os estimadores de Nelson-Aalen e de Kaplan-Meier apresentam, na maioria das

vezes, estimativas muito próximas para S(t). A vantagem do estimador Kaplan-

Meier é que é posśıvel encontrá-lo implementado em diversos pacotes estat́ısticos, o

que não acontece com o estimador de Nelson-Aalen.

3.3 Modelo de Regressão de Cox

O modelo de regressão de Cox, proposto por Cox (1972), é um dos mais

populares na análise de dados de sobrevivência. Este modelo permite que a análise

dos tempos de vida até a ocorrência de um evento seja realizada considerando-se

as covariáveis de interesse. Cox (1975), assim como outros autores, propõe modelar

dados de sobrevivência, na presença de covariáveis, por meio da função de risco.
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Assume-se, nesse modelo, que os tempos ti, i = 1, . . . , n, são independentes e

que o risco do indiv́ıduo i é dado por:

h(t|Zi) = h0(t)g(Z′iβ) (3.1)

em que h0(t) é conhecida como a função de risco base, ou seja, o risco de um indiv́ıduo

com covariáveis Z = 0, β é o vetor de dimensão p de coeficientes de regressão de-

sconhecidos, e Zi é o vetor de dimensão p de covariáveis observadas para o indiv́ıduo

i.

O componente não paramétrico h0(t) não é especificado, e é uma função não-

negativa do tempo. Devido à presença deste componente no modelo, o componente

paramétrico é geralmente usado na forma multiplicativa na função de risco:

g(Z′iβ) = exp(Z′iβ) = exp(β1Z1 + . . . + βpZp) (3.2)

Uma das vantagens deste modelo está na comparação entre indiv́ıduos ou grupos

distintos. A denominação desse modelo como sendo de riscos proporcionais se deve

ao fato que a razão entre as funções de risco de dois indiv́ıduos,

hi(t|Zi)

hj(t|Zj)
=

h0(t)exp(Z′iβ)

h0(t)exp(Z′jβ)
=

exp(Z′iβ)

exp(Z′jβ)
= exp(Z′iβ − Z′jβ) (3.3)

(i, j = 1, . . . , n e i 6= j), não depende do tempo t.

A suposição básica para o uso do modelo de riscos proporcionais de Cox é,

portanto, que as taxas de falha sejam proporcionais.

A função taxa de falha base acumulada, bem como a correspondente função de

sobrevivência são também de interesse, e estas relacionam-se com a função de risco
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base por, respectivamente,

H0(t) =

∫ t

0

h0(u)du

e

S(t|Z) = exp(−H0(t)exp(Z′β)) = [S0(t)]
exp(Z′β)

onde

S0(t) = exp(−H0(t)).

O principal interesse é estimar β (e eventualmente h0(·)), com base nos dados que

possivelmente contêm censuras. Cox (1975) propôs o método de máxima verossim-

ilhança parcial, no qual elimina a função de base h0(t) e leva em consideração os

tempos de sobrevivência censurados. A metodologia usada na estimaçao de máxima

verossimilhança parcial será apresentada a seguir.

3.3.1 Estimação dos parâmetros no Modelo de Cox

A função de verossimilhança incorporando censura é expressa da seguinte

forma

L(β) =
n∏

i=1

[f(ti,Zi, β)]δi [S(ti,Zi, β)]1−δi

para um conjunto de dados observados (ti,Zi, δi), i = 1, 2, . . . , n. Assim, substi-

tuindo f(ti,Zi, β) pela relação existente entre as funções

f(t,Z, β) = h(t,Z, β)S(t,Z, β),

teremos

L(β) =
n∏

i=1

[h(ti,Zi, β)]δi [S(ti,Zi, β)].

17



Com este resultado, pode-se construir a função de verossimilhança parcial proposta

por Cox.

Para a construção da função de verossimilhança parcial, considere uma amostra

composta de n indiv́ıduos em que k ≤ n falhas distintas ocorrem nos tempos t1 ≤
t2 ≤ . . . ≤ tk, e que a probabilidade condicional do i-ésimo indiv́ıduo vir a falhar no

tempo ti, i = 1, 2, . . . , k, dado que se conhece quais indiv́ıduos que estão sob risco

em ti, é:

hi(ti|Zi)∑
j∈R(ti)

hj(tj|Zj)
=

h0(t)exp(Z′iβ)∑
j∈R(ti)

h0(t)exp(Z′jβ)
=

exp(Z′iβ)∑
j∈R(ti)

exp(Z′jβ)
(3.4)

em que R(ti) é o conjunto de todos os indiv́ıduos ainda em risco no tempo ti. Pode-se

observar que o componente não paramétrico h0(t) desaparece em (3.4).

A função de verossimilhança L(β) a ser usada para fazer inferências no modelo

é, então, formada pelo produto da expressão (3.4) para todos os tempos de falha,

ou seja,

L(β) =
n∏

i=1


 exp(Z′iβ)∑

j∈R(ti)

exp(Z′jβ)




δi

(3.5)

em que δi é o indicador de falha da i-ésima observação.

Os indiv́ıduos censurados entram na função de verossimilhança parcial L(β)

através do conjunto de risco R(ti), e contribuem para esta função somente enquanto

permanecem sob risco.

Os estimadores de máxima verossimilhança parcial são encontradas maximizando

L(β), e são obtidos pela resolução do sistema de equações simultâneas definido por

U(β) = 0, em que U(β) é o vetor escore, composto das primeiras derivadas da função

l(β) = log(L(β)), isto é,
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U(β) =
∂logL(β)

∂β
=

∂l(β)

∂β
=

n∑
i=1

δi


Zi −

∑
j∈R(ti)

Zjexp(Z′jβ)

∑
j∈R(ti)

exp(Z′jβ)




em que l(β) é o logaritmo da função de verossimilhança.

Os estimadores de máxima verossimilhança parcial podem ser obtidos por pro-

cessos iterativos, como por exemplo, o método de Newton-Raphson.

A função de verossimilhança parcial assume que os tempos de sobrevivência são

cont́ınuos, e consequentemente, não pressupõe a possibilidade de empates dos valores

observados. Quando ocorrem empates entre falhas e censuras, utiliza-se a convenção

de que a censura ocorreu após a falha, o que define as observações a serem inclúıdas

no conjunto de risco em cada tempo de falha.

Para incorporar as observações de falhas empatadas, caso estiverem presentes, a

função de verossimilhança parcial deve ser modificada. Existem duas aproximações

que são encontradas com frequência nos pacotes estat́ısticos. A verossimilhança

proposta por Breslow e Crowley (1974) é dada por

L(β) =
k∏

i=1

exp(s′iβ)[
∑

j∈R(ti)

exp(Z′jβ)

]di
(3.6)

onde si é o vetor dado pela soma das p covariáveis para os indiv́ıduos que falham no

tempo ti, i = 1, . . . , k e di é o número de falhas neste tempo. Esta verossimilhança

é bastante simples de calcular, e é uma aproximação adequada quando o número de

observações empatadas não é grande. Por estas razões, este método é usualmente

implementado em pacotes estat́ısticos para análise de sobrevivência.

Efron (1977) propôs

L(β) =
k∏

i=1

exp(s′iβ)

∏di

k=1

[
∑

j∈R(ti)

exp(Z′jβ)− k−1
dk

∑
j∈D(ti)

exp(Z′jβ)

] (3.7)
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como uma verossimilhança aproximada para o modelo de riscos proporcionais, em

que D(ti) é o conjunto de todos os indiv́ıduos que falham em ti. Esta é uma me-

lhor aproximação para a função de verossimilhança (3.5) do que aquela proposta

por Breslow, embora na prática, ambas as aproximações frequentemente forneçam

resultados similares quando o número de empates é pequeno.

3.3.2 Modelo de Regressão de Cox com dados de censura

intervalar

Como visto, anteriormente, a função de sobrevivência S(t|Z) para o modelo de

riscos proporcionais é dada por

S(t|Zi) = S0(t)
exp(Z′iβ)

onde S0 é a função de sobrevivência base desconhecida, Zi é um vetor de covariáveis

e β é o vetor de coeficientes de regressão. Devido à censura, não observa-se o tempo

de falha Ti diretamente. Para cada Ti, sabe-se somente que ele é interno ao intervalo

(Ui, Vi]. A censura à direita é equivalente a termos Vi = ∞. A censura à esquerda

equivale a termos Ui = 0. É usual assumir que Ti é independente do mecanismo de

censura. Para diferenciar da censura à direita, refere-se a uma observação com Vi

finita como censura intervalar finita.

Então, baseado nas n observações (U1, V1, Z1), . . . , (Un, Vn, Zn), deseja-se estimar

o coeficiente de regressão β, seu erro-padrão, e a função de sobrevivência base S0.

Uma alternativa para encontrar-se tais estimativas será utilizando o método da im-

putação múltipla, detalhado no próximo caṕıtulo.
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3.3.3 Estimação da Função de Risco Base

Os coeficientes de regressão β são de grande interesse no modelo de Cox. No

entanto, funções relacionadas com h0(t), tais como as funções H0(t) e S0(t) apresen-

tadas na Seção 2.3, são também importantes.

Se h0(t) fosse especificada parametricamente, seria posśıvel estimá-la por meio da

função de verossimilhança. Entretanto, na construção da função de verossimilhança

parcial, h0(t) é eliminada completamente e, desse modo, os estimadores propostos

serão de natureza não paramétrica.

Um estimador simples proposto para a função de risco base acumulada H0(t),

referenciado como estimador de Nelson-Aalen-Breslow, ou simplesmente de esti-

mador de Breslow, é uma função escada, com saltos nos distintos tempos de falha,

e expresso por:

Ĥ0(ti) =
∑
ti≤t

di∑
j∈R(ti)

exp(Z′jβ)

em que di é o número de ocorrências no tempo ti, e β̂ = (β̂1, . . . , β̂p) é o estimador

de máxima verossimilhança parcial.

Note que, se não existirem covariáveis, então

Ĥ0(ti) =
∑
ti≤t

(
di

ni

)

isto é, o estimador de Nelson-Aalen visto anteriormente.

Uma vez estimada a função de risco base acumulada, pode-se obter a função de

sobrevivência base acumulada, isto é,

Ŝ0(t) = exp(−Ĥ0(t))

e a partir desta, obter a função de sobrevivência estimada que, para um indiv́ıduo

21



com vetor de covariáveis Zi, é expressa por:

Ŝ(t|Zi) = [Ŝ0(t)]
exp(Z′iβ̂) (3.8)

e será, também, uma função escada decrescendo com o tempo.
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Caṕıtulo 4

Censura Intervalar

4.1 Introdução

Dados censurados aparecem por uma variedade de razões e, para fazer dis-

tinção entre os diversos tipos de censura (à direita, à esquerda, intervalar, etc),

deve-se considerar a forma que os dados são obtidos. O termo censura intervalar é

usado para a descrição de situações em que se sabe que o tempo de sobrevivência

de um indiv́ıduo, Ti, ocorre entre dois valores, ou seja, Ti ∈ (Ui, Vi].

É bastante comum dados de sobrevivência com censura intervalar ocorrerem em

ensaios cĺınicos e estudos longitudinais, como por exemplo, em estudos da Śındrome

de Imunodeficiência Adquirida (AIDS) referente a infecção do Vı́rus de Imunode-

ficiência Humana (HIV) e o tempo de incubação da AIDS (o tempo de infecção do

HIV ao diagnóstico da AIDS). Neste caso, se o indiv́ıduo é HIV positivo no ińıcio do

estudo, o tempo de infecção do HIV é usualmente determinado por um estudo re-

trospectivo da história do indiv́ıduo. Assim, somente um intervalo dado pelo último

teste HIV negativo e pelo primeiro teste HIV positivo é conhecido para o tempo de

infecção do HIV.

Em uma aplicação de análise de sobrevivência padrão, indiv́ıduos são acompa-
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nhados com relação à ocorrência de um evento espećıfico. Se o evento observado

ocorrer, os dados são registrados como o tempo de falha, T , e o indicador de censura

δ, é considerado como valor 1. Se no final do peŕıodo da observação o evento não

for observado, a observação é considerada como censura à direita, o valor de T seria

considerado como o último tempo de observação e δ teria o valor 0. Se um indiv́ıduo

foi selecionado para um experimento e o evento de interesse já tenha ocorrido, seu

dado seria censura à esquerda, e δ seria o valor 0. Se o evento não tiver ocorrido

antes de uma visita (tempo U), mas já houver ocorrido quando de uma seguinte

visita (tempo V ), então T é sabido somente pertencer ao intervalo [U, V ). Estes

dados são conhecidos como dados com censura intervalar.

Observe que os tempos exatos de falha tanto quanto os tempos de censura à

direita e à esquerda, são casos particulares de dados com censura intervalar com

Ui = Vi para os tempos exatos de falha, Vi = ∞ para censuras à direita e Ui = 0

para censuras à esquerda. Assim, a função de verossimilhança para os vários tipos

de censura pode ser escrita incorporando as seguintes contribuições:

I. tempos exatos: f(T )

II. tempos de censura à direita: S(U)

III.tempos de censura à esquerda: 1− S(V )

IV. tempos ocorrendo em intervalos: S(U)− S(V ).

onde f(·) denota a função densidade de probabilidade e S(·) a função de sobre-

vivência.

Devido à falta de metodologia estat́ıstica, uma comum aproximação é assumir

que o evento ocorreu no final (ou ińıcio ou ponto médio) de cada intervalo, e então

aplicar métodos para dados de tempos de falha. Entretanto, esta aproximação pode

levar a invalidar a inferência, e em particular, tenderá a subestimar os erros-padrões

dos parâmetros estimados.

Um importante caso especial de dados de censura intervalar é “current status

data” (dados de status corrente). Nesta situação, cada indiv́ıduo é observado so-
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mente uma vez para o estado da ocorrência do evento de interesse no tempo de

observação. Esta estrutura de dados é também conhecida como caso 1 de censura

intervalar, e o caso geral é conhecido como caso 2 de censura intervalar.

Diversos autores assumem diferentes convenções para representar dados de so-

brevivência com censura intervalar. Peto (1973) e Turnbull (1976), por exemplo,

assumem intervalos de tempos fechados, isto é, [Ui, Vi] para facilitar a acomodação

de tempos exatos, ou seja, de observações em que Ui = Vi. Outros autores como, por

exemplo, Finkelstein (1986), assumem intervalos semi-abertos e estabelecem que a

contribuição de qualquer tempo exato de falha, Ti, é S(Ti). Bons argumentos têm

sido utilizados para a escolha de qualquer uma das convenções para definir intervalos

censurados. Na prática, a escolha terá pouco impacto e qualquer convenção pode

ser adotada (Lindsey & Ryan, 1998).

Considerando a convenção de intervalos semi-abertos, e fazendo δi = 1{Ti≤Ui}

e γi = 1{Ti∈(Ui,Vi]} tem-se, para esse estudo, que a contribuição para a função de

verossimilhança dos indiv́ıduos com δi = 1 e γi = 0, assumindo serem censurados

à direita, é de S(Ui), a contribuição dos indiv́ıduos com δi = 0 e γi = 1, é de

S(Ui)−S(Vi), e a contribuição dos indiv́ıduos com δi = 0 e γi = 0, assumindo serem

censurados à esquerda, é de 1−S(Vi). Assim, a função de verossimilhança é definida

por:

L(S, β) =
n∏

i=1

[S(Ui, Zi, β)]δi [S(Ui, Zi, β)− S(Vi, Zi, β)]γi [1− S(Vi, Zi, β)]1−δi−γi

em que Zi é o vetor de covariáveis ao qual está associado a um vetor de parâmetros

desconhecidos β. Assim, o logaritmo da função de verossimilhança é definida por:

l = logL =
n∑

i=1

δilog[S(Ui, Zi, β)] + γilog[S(Ui, Zi, β)− S(Vi, Zi, β)]

+(1− δi − γi)log[1− S(Vi, Zi, β)] (4.1)

A estimação dos parâmetros é feita maximizando-se (4.1), de modo que progra-

mas estat́ısticos podem ser utilizados para essa finalidade.
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Para maximizar a função de verossimilhança sem a presença de covariáveis, uma

forma simples e comum é usar o algoritmo de auto-consistência proposto por Turn-

bull (1976), que pode ser visto como uma aplicação do algoritmo EM. Esta aproxi-

mação é fácil de ser implementada, mas é sabido ter uma taxa de convergência

lenta. Uma alternativa é aplicar o algoritmo iterativo do minorante convexo, intro-

duzido por Groeneboom e Wellner (1992), que converge mais rápido que o algoritmo

de auto-consistência. Todos os algoritmos citados são iterativos e não existe uma

forma fechada para o ENPMV de F .

4.2 Caracterização dos Estimadores Não Paramé-

tricos de Máxima Verossimilhança

Como mencionado anteriormente, existem dois casos de censura intervalar, des-

critos a seguir:

Caso 1. Seja (T1, U1), . . . , (Tn, Un) uma amostra de variáveis aleatórias em

<2
+, em que Ti (tempo de sobrevivência) e Ui (tempo de observação) são variáveis

aleatórias independentes (não-negativas) com funções de distribuição F e G, res-

pectivamente. Suponha que somente observamos as variáveis Ui e δi = 1A onde

A = {Ti ≤ Ui}. O log da verossimilhança para F é dado pela seguinte função

l(F ) = logL(F ) =
n∑

i=1

{δilogF (Ui) + (1− δi)log(1− F (Ui))}. (4.2)

Caso 2. Seja (T1, U1, V1), . . . , (Tn, Un, Vn) uma amostra de variáveis aleatórias

em <3
+, em que Ti é uma variável aleatória (não-negativa) com função de distribuição

F , e em que Ui e Vi são variáveis aleatórias (não-negativas), independentes de Ti, com

função de distribuição conjunta H e tal que Ui ≤ Vi com probabilidade 1. Suponha

que somente observamos as variáveis (Ui, Vi), que são os tempos de observação, e

δi = 1{Ti≤Ui}, γi = 1{Ti∈(Ui,Vi]}. Neste caso, o log da verossimilhança para F é dado
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pela função

l(F ) = logL(F ) =
n∑

i=1

{δilogF (Ui) + γilog(F (Vi)− F (Ui))

+(1− δi − γi)log(1− F (Ui))}. (4.3)

O segundo caso de censura intervalar guarda relação com o caso de “censura

dupla”, onde o valor de Ti é conhecida se Ui ≤ Ti ≤ Vi (Chang, 1990), enquanto que,

na censura intervalar, o valor de Ti é desconhecido, mesmo sabendo que Ui ≤ Ti ≤ Vi.

As partes restantes dos modelos para censura dupla e para censura intervalar, caso

2, são as mesmas.

Para encontrarmos tais estimativas, utilizaremos um procedimento proposto

por Groeneboom e Wellner (1992) que baseia-se em um algoritmo para cálculo de

regressões isotônicas.

4.3 Regressão Isotônica

Primeiro será mostrada a caracterização do estimador não paramétrico de

máxima verossimilhança (ENPMV), usando os conceitos da regressão isotônica, para

censura intervalar, caso 1.

Definição 4.3.1. Seja T o conjunto finito {t1, . . . , tk} com a ordenação simples

t1 ≺ t2 ≺ . . . ≺ tk. Uma função real f em um conjunto Q simplesmente ordenado é

isotônica se t ≺ y implica f(t) ≤ f(y) ∀t, y ∈ Q.

Definição 4.3.2. Seja g uma função qualquer em Q e w uma função positiva em

Q. Uma função g∗ em Q é uma regressão isotônica de g com pesos w se, e somente

se, minimiza, na classe de funções isotônicas f em Q, a soma

k∑
i=1

[g(ti)− f(ti)]
2w(ti).

Assumindo ainda a ordenação simples t1 ≺ t2 ≺ . . . ≺ tk, considere as somas

acumuladas
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Gj =

j∑
i=1

g(ti)w(ti) e Wj =

j∑
i=1

w(ti), j = 1, 2, . . . , k.

A regressão isotônica de g é dada pela inclinação do minorante convexo máximo

do diagrama de soma acumulada formado pelos pontos Pj = (Wj, Gj) no plano

cartesiano. O minorante convexo máximo é o supremo de todas as funções convexas

cujos gráficos se encontram abaixo do diagrama de soma acumulada (Figura 4.1).

W_ j

G
_
 j

Figura 4.1: “Diagrama de Soma Acumulada” e respectivo “Minorante Convexo

Máximo”.

Teorema 4.3.1. Se f é isotônica em Q, a imagem de f está em I ⊂ <, e se φ é

uma função convexa, então g∗ maximiza

∑
t

{φ(f(t)) + (g(t)− f(t))ϕ(f(t))}w(t)

em que ϕ(t) = φ′(t) = dφ(t)/dt.

Note que a expressão (4.2) pode ser escrita na forma acima com
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φ(t) = t log t + (1− t) log(1− t), g(Ui) = δi

ϕ(t) = φ′(t) = log(t)− log(1− t), w(Ui) = 1

Portanto, o estimador não paramétrico de máxima verossimilhança de F é dado

pela regressão isotônica g∗ e calculado da seguinte forma:

ym = max
i≤m

min
k≥m

∑
i≤j≤k δ(j)

k − i + 1

em que ym = ˆF (Um), m = 1, . . . , n.

Essa solução é chamada da “fórmula max-min” para o problema de maximização.

A solução pode ser encontrada graficamente plotando os pontos (0, 0) e (i,
∑

j≤i δ(j)),

i = 1, . . . , n, no plano cartesiano, através do diagrama de soma acumulada, e calcu-

lando o minorante convexo máximo dos pontos em [0, n].

Definição 4.3.3. O minorante convexo máximo é definido como a função H∗ :

[0, n] → < tal que

H∗(u) = sup{H(u); H(i) ≤
∑
j≤i

δj, 0 ≤ i ≤ n,H(0) = 0, H é convexa}

Note que, se δi = 0, 1 ≤ i ≤ k1 e δi = 1, k2 ≤ i ≤ n, para quaisquer 0 < k1 <

k2 < n, então yi = 0, 1 ≤ i ≤ k1 e yi = 1, k2 ≤ i ≤ n. O valor yi é dado pela

derivada à esquerda de H∗ em i para i = 1, . . . , n.

A caracterização do estimador não paramétrico de máxima verossimilhança (ENPMV)

para censura intervalar, caso 2, será apresentada na próxima seção com mais deta-

lhes.

4.4 Algoritmo Iterativo do Minorante Convexo

Em muitos problemas estat́ısticos, o cálculo da estimativa não paramétrica

resume-se a maximizar (minimizar) uma certa função côncava (convexa) L∗ sobre
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um cone convexo C em <n. Para este tipo de problema de otimização, condições

suficientes e necessárias serão discutidas.

Definição 4.4.1. Seja L∗ : <n → (−∞,∞] uma função convexa cont́ınua tal

que L∗ é continuamente diferenciável no conjunto {y
∼
∈ <n : L∗ < ∞}. Seja C ⊂ <n

um cone convexo. Então

ŷ
∼

= arg min
y
∼
∈C
L∗(y

∼
). (4.4)

Seja S = {Uj : δj = 1 ou γj = 1} ∪ {Vj : δj = 0} e Rj=j-ésimo ponto

ordenado do conjunto S, j = 1, . . . , m = n +
∑n

j=1 γj. Definindo yj = F (Rj),

queremos encontrar y
∼

= (y1, y2, . . . , ym) que minimiza

L(F ) = −
n∑

i=1

δilogF (Ui) + γilog(F (Vi)− F (Ui)) + (1− δi − γi)log(1− F (Vi))

tal que y
∼
∈ C, C = {(x1, x2, . . . , xm) : 0 ≤ x1 ≤ . . . ≤ xm ≤ 1}. Note que, a menos

da truncagem no valor 1, C é um cone convexo.

Considere a expansão de Taylor de L(F ) em torno de um ponto y
∼

(k) ∈ C.

L∗(y
∼
) = L(y

∼
(k)) + (y

∼
− y

∼
(k))T∇L(y

∼
(k)) +

1

2
(y
∼
− y

∼
(k))T D(k)(y

∼
− y

∼
(k))

= c +
1

2
{y
∼
− y

∼
(k) + [D(k)]−1∇L(y

∼
(k))}T D(k){y

∼
− y

∼
(k) + [D(k)]−1∇L(y

∼
(k))}

onde D(k) = D(y
∼

(k)) é uma matriz diagonal positiva definida e c não depende de y
∼
.

Queremos encontrar y que minimize L∗(y
∼
) em C. Jongbloed (1995) mostra que

ŷ
∼

= arg min
y
∼
∈C
L∗(y

∼
)

se e somente se

m∑

j=l

∂L∗(y
∼
)

∂yj
∼




≥ 0 para ∀1 ≤ l ≤ m

= 0 se ŷl > ŷl−1 ou l = 1

Em particular, se L∗(y
∼
) é da forma
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L∗(y
∼
) =

1

2

m∑
j=1

(yj
∼
− ξj

∼
)2dj =

1

2
(y
∼
− ξ

∼
)T D(y

∼
− ξ

∼
)

onde ξ
∼
∈ <m é fixo, D = diag(dj) e dj < 0, 1 ≤ j ≤ m, temos que

ŷ
∼

= arg min
y
∼
∈C

1

2
(y
∼
− ξ

∼
)T D(y

∼
− ξ

∼
)

se e somente se

m∑

j=l

dj(ŷj − ξj)




≤ 0 para, 1 ≤ l ≤ m

= 0 se ŷl > ŷl−1 ou l = 1
(4.5)

Considere os pontos Pj, 0 ≤ j ≤ m, em <2 definidos da seguinte forma Pj =

(
∑j

i=1 di,
∑j

i=1 diξi), para 1 ≤ j ≤ m, e P0 = (0, 0). Estes pontos formam um

“diagrama de soma acumulada”. O “minorante convexo máximo” deste diagrama

de soma acumulada é definido como sendo a maior função convexa abaixo dos pontos

Pj, 0 ≤ j ≤ m.

É fácil ver que a caracterização (4.5) tem uma interpretação geométrica. Para

1 ≤ l ≤ m, yl
∼

é a derivada à esquerda do minorante convexo máximo do diagrama

de soma acumulada formado pelos pontos {Pj; 0 ≤ j ≤ m} avaliada em Pl.

De fato, a desigualdade em (4.5) mostra que o minorante convexo é um minorante

do diagrama de soma acumulada. Além disso, como a derivada à esquerda do

minorante convexo só pode mudar (crescer) nos pontos Pl onde o minorante convexo

iguala o diagrama de soma acumulada, a igualdade em (4.5) ocorre nestes pontos.

Considere ξ
∼

= y
∼

(k) − [D(k)]−1∇L(y
∼

(k)). Então, L∗(y
∼
) é maximizada fazendo yl

igual a derivada à esquerda em Pl do minorante convexo máximo do diagrama de

soma acumulada {Pj; 0 ≤ j ≤ m}, com Pj = (
∑j

i=1 di,
∑j

i=1 diξi). Podemos tomar

di = ∂2L(y
∼
)/∂y2

i .

Note que ξ
∼

depende de y
∼

(k) (que é a estimativa corrente de ŷ
∼
). Portanto, temos

que utilizar um algoritmo iterativo para obter ŷ
∼
.
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0) Faça k = 0 e ε pequeno.

1) Escolha y
∼

(k) ∈ C.

2) Construa o diagrama de soma acumulada com {Pj; 0 ≤ j ≤ m} a partir de

y
∼

(k).

3) Obtenha y
∼

(k+1) através da derivada à esquerda do minorante convexo máximo

do diagrama de soma acumulada.

4) Se
||y
∼

(k+1)−y
∼

(k)||
||y
∼

(k)|| > ε, faça y
∼

(k) = y
∼

(k+1) e vá para 2. Caso contrário, faça

ŷ
∼

= y
∼

(k+1).
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Caṕıtulo 5

Modelo de Cox via Métodos de

Imputação

5.1 Introdução

Dados faltantes frequentemente tornam mais dif́ıceis análises de dados para

investigações cient́ıficas, principalmente na área médica. A imputação é uma técnica

comum para tratar conjuntos de dados com valores faltantes. O desenvolvimento de

métodos estat́ısticos para tratar dados faltantes tem sido uma área de pesquisa ativa

nas últimas décadas. Existem alguns fatores de interesse que tipicamente surgem

nessa situação: perda de eficiência, dificuldade em tratar e analisar os dados, e v́ıcio

devido às diferenças entre os dados observados e não observados.

Existem dois tipos de imputação que são encontrados com frequência na liter-

atura: simples e múltipla. O método da imputação simples substitui cada valor

faltante por um único valor imputado. A principal desvantagem da imputação

simples é que ela trata os valores faltantes como se fossem valores imputados, subes-

timando a verdadeira variabilidade. A imputação múltipla supera esta deficiência

substituindo cada valor faltante com dois ou mais valores prováveis. Consequente-
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mente, a imputação múltipla cria os conjuntos de dados imputados, sendo cada qual

analisado separadamente por um método padronizado, e os resultados combinados.

Neste trabalho, o método de imputação será baseado na imputação múltipla

para regressão de Cox com dados de censura intervalar. A idéia básica é imputar

tempos de sobrevivência exatos para dados com censura intervalar finita e aproveitar

métodos desenvolvidos para dados com censura à direita.

5.2 Imputação Múltipla

Rubin (1987) descreve a imputação múltipla como um processo de três passos.

Primeiramente, os conjuntos de valores plauśıveis para as observações faltantes são

criados refletindo a incerteza sobre o modelo de não-resposta. Cada um destes

conjuntos de valores plauśıveis pode ser usado para substituir os valores faltantes e

cria um conjunto de dados completo. Segundo, cada um destes conjuntos de dados

pode ser analisado usando métodos de dados completos. Finalmente, os resultados

são combinados permitindo que a incerteza da imputação seja considerada.

Para imputar os tempos de sobrevivência de dados com censura intervalar, foram

utilizados dois algoritmos semiparamétricos: “Poor Man’s Data Augmentation”

(PMDA) e “Asymptotic Normal Data Augmentation” (ANDA), para análise de

regressão de dados censurados. Em seguida, serão descritos os dois algoritmos.

5.2.1 Algoritmo PMDA para Dados de Censura Intervalar

O PMDA é usado para imputar tempos de sobrevivência de dados com censura

intervalar envolvendo a criação de conjuntos de dados imputados múltiplos num

algoritmo iterativo. Serão usados o sobrescrito (j) e o subscrito (k) para representar

a j-ésima iteração e o k-ésimo conjunto de dados imputados, respectivamente. Os
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parâmetros a serem estimados incluem o coeficiente de regressão β e a função de

sobrevivência base S0. A seguir, descreve-se o algoritmo PMDA:

(1) Supor estimativas iniciais do coeficiente de regressão β̂(j) e da função de

sobrevivência base Ŝ
(j)
0 .

(2) Gerar m conjuntos de posśıveis observações de censura à direita {X(1), δ(1), Z},
. . . , {X(m), δ(m), Z} como segue: para cada observação (Ui, Vi, Zi), i = 1, . . . , n e

k = 1, . . . , m, gera-se o valor Ti a partir da distribuição [Ŝ
(j)
0 ]exp(Ziβ̂

(j)), condicionado

a {Ui < Ti ≤ Vi}, de tal forma que, se

Vi < ∞




X(k),i = Ti

δ(k),i = 1
, e se Vi = ∞





X(k),i = Ui

δ(k),i = 0

(3) Usar cada {X(k), δ(k), Z} para ajustar o modelo de Cox para obter a estimativa

β̂
(j)
(k) e suas covariâncias estimadas Σ̂

(j)
(k).

(4) Baseado em {X(k), δ(k), Z} e β̂
(j)
(k), calcular a estimativa de Breslow da função

de sobrevivência base Ŝ
(j)
0,(k) para k = 1, . . . ,m.

(5) Seja

β̂(j+1) =
1

m

m∑

k=1

β̂
(j)
(k), Ŝ

(j+1)
0 =

1

m

m∑

k=1

Ŝj
0,(k)

Σ̂(j+1) =
1

m

m∑

k=1

Σ̂
(j)
(k) +

(
1 +

1

m

) ∑m
k=1[β̂

(j)
(k) − β̂(j+1)]2

m− 1
(5.1)

(6) Fazer j ← j + 1. Ir para o passo 2 até β̂(j) convergir.

Os β̂(j), Σ(j) e Ŝ
(j)
0 na convergência são as estimativas finais.

No passo 1, como valor inicial para o processo, considera-se β(0) = 0. Para a

estimativa de sobrevivência base inicial S
(0)
0 , é necessário primeiro gerar conjun-

tos de dados imputados, mantendo as observações de censura à direita, para cada

observação de censura intervalar (Ui, Vi]. O tempo de falha exato Ti é extráıdo

aleatoriamente da distribuição uniforme U(Ui, Vi) em que X(k),i = Ti e δ(k),i = 1

35



quando Vi < ∞, para k = 1, . . . , m e i = 1, . . . , n. A estimativa de Breslow da

função de sobrevivência base é dada por

Ŝ
(0)
0 =

m∑

k=1

Ŝ
(0)
0,(k)

m
.

No passo 2, são criados m conjuntos de dados imputados. A experiência geral

é que frequentemente m não necessita ser grande. Usa-se um tamanho moderado,

m = 10. Supondo que, no intervalo (Ui, Vi], [Ŝ
(j)
0 ]exp(Ziβ̂

(j)) tem massa de probabi-

lidade {p1, . . . , pki
} nos pontos {x1, . . . , xki

}, então Ti é extráıdo aleatoriamente de

{x1, . . . , xki
} com probabilidades proporcionais a {p1, . . . , pki

}.
O passo 3 pode ser realizado facilmente usando os métodos desenvolvidos para

dados de censura à direita, tal como o método da verossimilhança parcial, que é

aplicado aos dados imputados para atualizar as estimativas.

No passo 5, obtém-se a estimativa da covariância do coeficiente de regressão esti-

mado em (5.1). Ela é a soma das variâncias dentro (intra) e entre (inter) imputações.

O segundo termo mede a variabilidade extra devido à censura intervalar finita. Um

fator de inflação ( 1
m

) é usado quando estima-se a variância entre (inter) imputações

para incluir o efeito do número finito de imputações (Rubin, 1987; Tanner e Wong,

1987b; Schenker e Welsh, 1988). Na simulação, o critério de convergência utilizado

foi |β(j+1) − β̂(j)| < 0.01 ou j > 50.

5.2.2 Algoritmo ANDA para Dados de Censura Intervalar

Sabe-se que o PMDA pode subestimar a verdadeira variabilidade quando a pro-

porção de dados com censura à direita é grande, enquanto que o algoritmo ANDA

fornece resultados mais precisos (Wei e Tanner, 1991). O algoritmo ANDA pode ser

implementado modificando dois passos no algoritmo PMDA como segue:

(1) No passo 5, a estimativa do coeficiente de regressão é aproximada por uma

combinação de distribuições normais,
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g(j+1)(β) =
1

m

m∑

k=1

N
(
β̂

(j)
(k), Σ̂

(j)
(k)

)

(2) No passo 2, primeiramente, amostre m tempos de g(j)(β) para obter β
(j)
(k),

k = 1, . . . , m; então, para cada k = 1, . . . ,m e cada observação com censura in-

tervalar finita (Ui, Vi, Zi), amostre Ti da distribuição [Ŝj
0]

exp(Ziβ̂
(j)
(k)

), condicionado a

{Ui < Ti ≤ Vi}, mantendo as observações com censura à direita.

Também usa-se o mesmo valor inicial S
(0)
0 , β̂

(0)
(k) = 0, e Σ̂

(0)
(k) = 0. As partes

restantes do algoritmo ANDA serão as mesmas do algoritmo PMDA.

5.3 Suavização da Função de Sobrevivência

Um problema constante na Estat́ıstica é a obtenção da função densidade de

probabilidade de uma variável aleatória. Quando não é posśıvel encontrar uma

distribuição conhecida, utiliza-se a estimação não paramétrica de densidade. Nestes

casos, existem conjuntos de técnicas que podem tornar posśıvel a estimação de uma

função sem a determinação de uma estrutura paramétrica para a mesma.

A suavização pelo método do núcleo é um difundido método não paramétrico

de estimação de uma função densidade de probabilidade. Uma questão crucial na

aplicação deste método é a determinação do parâmetro de suavização ou janela,

freqüentemente chamada h, que controla a quantidade de suavização a ser feita. Na

literatura, a escolha do h é ampla, sendo os métodos de validação cruzada e plug-in

os mais estudados.

5.3.1 Núcleo Estimador

Suponha um processo cont́ınuo univariado com distribuição desconhecida, mas

bem-definida, e seja a distribuição subjacente a ser estimada. Uma solução simples

para o problema de estimação é o histograma.
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Seja f(t) a densidade desconhecida e f̂(t) a estimativa suavizada dos n eventos

nos pontos Ti:

f̂(t) =
1

nh

n∑
i=1

w

(
t− Ti

h

)
(5.2)

onde

w(t) =





1
2
, |t| < 1

0, caso contrário

Observe que na equação (5.2), a função f̂(t) não é cont́ınua. Isso pode ser evitado

substituindo a função w(t) por uma função núcleo K que satisfaça as condições

K(t) ≥ 0, ∀t ∈ <, e ∫ ∞

−∞
K(t)dt = 1. (5.3)

Suponha uma amostra T1, . . . , Tn de observações i.i.d de uma distribuição uni-

variada cont́ınua com função densidade de probabilidade f . O núcleo estimador de

f avaliado no ponto t é definido como

f̂(t) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
t− Ti

h

)
(5.4)

onde h é denominado parâmetro de suavidade ou janela. A função K é chamada de

função núcleo, normalmente uma densidade de probabilidade simétrica. A janela h

controla a quantidade de suavização que é feita. O fator de normalização n−1 faz de

f̂(t) uma função densidade de probabilidade. Dado que K é não-negativa e satisfaz

a condição (5.4), conclui-se que f̂ é uma função densidade de probabilidade. Além

disso, f̂ herda as propriedades de diferenciabilidade e continuidade de K, devido à

sua forma aditiva.

5.3.2 Propriedades do Núcleo Estimador

A seguir são definidas as propriedades do núcleo estimador para a função densi-

dade utilizando algumas medidas do desempenho do estimador f̂ .
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Uma qualidade da estimativa pode ser medida pelo cálculo do Erro Quadrático

Médio (MSE) em t, definido como:

MSEt(f̂) = E{f̂(t)− f(t)}2 (5.5)

Esta medida pode ser reescrita em função do v́ıcio e da variância de f̂ . Observa-

se que uma diminuição do v́ıcio implica no aumento da variância do estimador e

vice-versa.

O Erro Quadrático Integrado Médio (MISE) é uma medida global da discrepância

de f̂ com relação a f , e é definida como:

MISE(f̂) = E

∫
{f̂(t)− f(t)}2dt

O MISE pode ser escrito como a soma do v́ıcio quadrático integrado e da

variância integrada.

Outra medida muito utilizada é o Erro Quadrático Integrado (ISE) definido

como:

ISE(f̂) =

∫
{f̂(t)− f(t)}2dt. (5.6)

Vale ressaltar que o v́ıcio e a variância do núcleo estimador não podem ser

facilmente calculados para o caso geral. Silverman (1986) mostra algumas suposições

que permitem obter aproximações.

5.3.3 Escolha da Função Núcleo

A escolha da função núcleo é uma questão bem discutida na literatura.

Utilizando-se qualquer núcleo razoável obtém-se resultados aproximadamente ótimos

e a função núcleo pode ser escolhida com base em propriedades como a diferencia-

bilidade.
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Alguns núcleos amplamente utilizados são apresentados a seguir:

Epanechnikov K(t) = 0.75(1− t2)I[−1,1](t);

Uniforme K(t) = 1
2
I[−1,1](t);

Quártico K(t) = 0.9375(1− x2)2I[−1,1](t);

Normal K(t) = (
√

2π)−1exp(− t2

2
),−∞ < t < ∞.

5.3.4 Escolha da Janela Ótima

A escolha de h tem mais importância para o bom desempenho do núcleo es-

timador que a escolha da função núcleo, K. A escolha do valor da janela h é

fundamental para o bom desempenho do núcleo estimador, tornando-se importante

o desenvolvimento de métodos automáticos para cálculo da janela ótima. Dentre os

mais usados, destacam-se os métodos plug-in e o de validação cruzada por mı́nimos

quadrados para estimação da função de densidade.

Pan (2000a) propôs um estimador não paramétrico de máxima verossimilhança

(ENPMV) para estimar a função de sobrevivência com dados de censura intervalar

usando um método de suavização através de núcleo estimadores.

Suponha que Ŝ é o estimador não paramétrico de máxima verossimilhança (ENPMV)

da função de sobrevivência, então o núcleo estimador de sua densidade é

f(t; h) = −1

h

∫
K

(
t− u

h

)
dŜ(u) (5.7)

em que K é uma função núcleo e h é a janela ótima. O núcleo estimador da função

de sobrevivência S(t; h) é então obtido integrando o estimador da densidade f(t; h).

Será aplicada uma aproximação de validação cruzada que consiste primeiro em

dividir o conjunto de dados originais D = {Ui, Vi}, i = 1, . . . , n, aleatoriamente

em V conjuntos de igual tamanho D(v), v = 1, . . . , V . Suponha que Ŝ(−v)(·; h) é o

núcleo estimador da função de sobrevivência com base nos dados D −D(v). Então
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a janela ótima h0 é definida como

h0 = arg max
h

V∑
v=1

L(S(−v)(·; h)|D(v))

onde o núcleo estimador da função de sobrevivência é Ŝ(·) = Ŝ(·; h0).

Note que, na seleção de uma janela h apropriada, os métodos usuais baseados nas

distribuições assintóticas para dados completos ou com censura à direita, como os

estimadores “plug-in”, não são dispońıveis em parte devido ao fato que geralmente

não existe forma expĺıcita para o ENPMV dos dados de censura intervalar. Por

exemplo, não é claro como escrever o erro quadrático integrado médio (MISE) do

núcleo estimador com janela h. Além disso, o método de validação cruzada é o

mais confiável para amostras pequenas. Computacionalmente este método é lento e

instável, devido a este fato utilizou-se uma outra metodologia que foi proposta por

Silverman (1986), que será descrita em seguida.

Silverman (1986) propôs uma aproximação natural para escolha da janela ótima,

h, através da minimização do erro quadrático médio aproximado que pode ser

mostrado pelo cálculo simples,

h = k
−2/5
2

{∫
K(t)2dt

}1/5 {∫
f ′′(x)2dx

}−1/5

n−1/5. (5.8)

Uma aproximação muito fácil e natural é usar uma famı́lia padrão de distribuições

atribuindo um valor ao termo
∫

f ′′(x)2dx na expressão (5.8) para a janela ótima

ideal. Por exemplo, a distribuição normal com variância σ2 tem, sendo φ a densi-

dade normal padrão, ∫
f ′′(x)2dx = σ−5

∫
φ′′(x)2dx

=
3

8
π−1/2σ−5 ≈ 0.212σ−5. (5.9)

se o núcleo normal é usado, então a janela ótima será encontrada substituindo o

valor (5.9),

41



h = 1.06σn−1/5. (5.10)

Consequentemente, uma maneira fácil de escolher o parâmetro de suavização é es-

timar σ a partir dos dados e então substituir em (5.10). O desvio-padrão da amostra

usual ou um estimador mais robusto de σ poderiam ser usados. A equação (5.10)

trabalha bem se a população for normalmente distribúıda, mas pode suavizar pouco

se a população for multimodal. A fim de investigar a sensibilidade da janela ótima,

melhores resultados podem ser obtidos usando uma medida robusta de dispersão.

A equação (5.10) escrito em termos da amplitude interquart́ılica A da distribuição

normal torna-se

h = 0.79An−1/5. (5.11)

O uso de (5.11) pode também não suavizar adequadamente quando a população

for bimodal. Para evitar isto, uma alternativa para (5.10) e (5.11) seria usar a

estimativa adaptável de dispersão, que é definida com

A = min(desvio-padrão, amplitude interquart́ılica/1.34). (5.12)

em vez de σ na equação (5.10). Isto servirá para as densidades unimodais e também

para o caso de densidades bimodais.

5.3.5 Problemas de Fronteira

Problemas de fronteira podem afetar os núcleo estimadores quando o suporte

da função a ser estimada é limitado. Sabe-se que todo estimador de f é viciado,

mas perto das fronteiras do intervalo, o v́ıcio do estimador é ainda maior que no

seu interior, com tendência a subestimação. Na literatura, existem alguns métodos

para correção deste problema.

Nas situações em que a variável de interesse tem suporte limitado em um ou

nos dois extremos (por exemplo, assume somente valores positivos), uma maneira
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simples de eliminação do efeito de fronteira é realizar uma transformação na variável

de interesse de modo que ela não tenha mais domı́nio limitado.

O motivo da ocorrência dos problemas de fronteira é que a curva a ser estimada

tem uma descontinuidade no ponto de fronteira, de modo que a expansão do v́ıcio,

que depende de suposições de suavidade, não é mais válida. O efeito da fronteira

também pode afetar a seleção da janela ótima, que é fundamental para o bom

desempenho do núcleo estimador.

Diggle e Marron (1988) adaptaram o método de reflexão (ou “imagem espe-

lhada”) para a correção do método da estimação de densidade. Essa correção toma

as funções núcleo que se estendem além da fronteira e “dobra-as” na fronteira, de

modo que toda a sua massa esteja dentro do intervalo. Este método é válido para

estimação de funções densidade e de intensidade.

Pan (2000b) propôs usar a estimativa de Breslow da sobrevivência base (veja

passo 4 na Seção 5.2.1), podendo haver algumas questões se a estimativa de Breslow

conduz a uma diminuição do suporte da estimativa de sobrevivência base com o

procedimento de iteração. Isto não pareceu ser um problema no estudo de simu-

lação. Entretanto, isto poderia transformar-se numa questão quando o tamanho da

amostra é pequeno.

Para investigar isto, Pan (2000b) fez um estudo de simulação usando o algo-

ritmo PMDA similar ao passo 3, mas com um tamanho de amostra muito pequeno

(n = 40). Em 42 dentre as 1000 simulações independentes, o suporte da estimativa

de sobrevivência base reduziu-se somente a um ponto, levando os coeficientes de

regressão estimados próximos a zero. Para remediar isto, foi proposto suavizar a

sobrevivência base estimada. Em vez de usar a estimativa de Breslow, foi utilizado

a estimativa de Link, que é uma suavização linear da estimativa de Breslow, po-

dendo evitar uma redução do suporte da estimativa de sobrevivência base e assim

corrigir o v́ıcio. Contudo, devido ao bom desempenho com um tamanho de amostra

razoável, usando a estimativa de Breslow pode ser prefeŕıvel a menos que o tamanho
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de amostra seja muito pequeno.

Neste estudo, para a escolha da janela ótima no processo de suavização de S0 via

núcleo estimadores, apresentamos dois métodos. A metodologia proposta por Pan

(2000a) não pode ser utilizado pois tornou-se computacionalmente lenta e instável.

Já a metodologia utilizando a escolha de h ótimo sugerida por Silverman (1986),

além de ser uma aproximação natural e fácil, é bastante viável computacionalmente.
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Caṕıtulo 6

Simulações

Para investigar o desempenho para amostras finitas, foi realizado um estudo de

simulação. Nesse estudo, os dados foram gerados do modelo de Cox usando S-

plus, sendo a distribuiçao de Weibull base com parâmetro de forma 2 e parâmetro

de escala 1, com tamanho de amostra n. Foi considerado uma única covariável

(Zi), binária {0, 1} (isto é, com probabilidade igual) ou uma uniforme cont́ınua

U(0, 2). O verdadeiro coeficiente de regressão (β0) no modelo de Cox foi zero ou

um. O comprimento do intervalo de tempo entre duas examinações cont́ınuas (len)

é constante (len = 0.5) ou como um número aleatório de uma distribuição uniforme

U(0.2, 0.8).

Supondo k + 1 examinações, para gerar um conjunto de dados simulados, foram

repetidos os seguintes passos:

(1) Gerar a covariável Zi da distribuição especificada.

(2) Gerar o tempo de sobrevivência Ti de acordo com o modelo de Cox especifi-

cado.

(3) Gerar o limite superior do primeiro intervalo de tempo de exame Yi ∼ U(0, 1).

(4) Dos intervalos (0, Yi], (Yi, Yi+len], . . . , (Yi+k∗len,∞) escolhe-se (Ui, Vi] como

o único que satisfaz Ui < Ti ≤ Vi. A Tabela 6.1 mostra os 9 casos considerados.
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Tabela 6.1: Casos considerados para simulação.

# β0 Z len k

1 0 {0,1} 0.5 2

2 1 {0,1} 0.5 2

3 1 U(0, 2) 0.5 2

4 0 {0,1} 0.5 1

5 1 {0,1} 0.5 1

6 1 U(0, 2) 0.5 1

7 0 {0,1} U(0.2, 0.8) 2

8 1 {0,1} U(0.2, 0.8) 2

9 1 U(0, 2) U(0.2, 0.8) 2

Foi feita a implementação dos dois algoritmos semiparamétricos: PMDA e ANDA,

conforme metodologia apresentada no Caṕıtulo 5. Como um dos objetivos é suavizar

a curva de sobrevivência base estimada, o procedimento de suavização foi imple-

mentado pelo método do núcleo estimador com objetivo de estimar a sobrevivência

base, utilizando o núcleo normal, apresentado na Seção 5.3.6 do Caṕıtulo 5. Para

cada tamanho de amostra n, foram considerados m conjuntos de dados imputados,

m = 1, . . . , 10.

6.1 Resultados

Para testar a eficiência do algoritmo, será usado o recurso da simulação similar ao

utilizado por Pan (2000b), a fim de comparar os resultados com aqueles encontrados

por ele. Será mostrado o desempenho dos algoritmos PMDA e ANDA.

Foram utilizadas médias de Monte Carlo dos coeficientes de regressão estimados
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e seus erros-padrões estimados (com seus desvios-padrões de Monte Carlo entre

parênteses) e as duas implementações de imputação múltipla: PMDA e ANDA.

Além disso, utilizou-se o núcleo estimador para suavizar a sobrevivência base para

tamanhos de amostras pequenos.

Foram geradas 1000 amostras independentes de tamanhos 25, 50 e 100, e 400

amostras independentes de tamanhos 25 e 50, com número de imputações variando

de 1 até 10, já que é encontrado na literatura que o número de imputação igual a

10 é considerado um tamanho moderado. O verdadeiro coeficiente de regressão no

modelo de Cox utilizado foi zero ou um, para os casos considerados na simulação

(# 1,2,. . . ,9), como está descrito na Tabela 6.1.

6.1.1 Resultados encontrados por Pan(2000b)

Os resultados encontrados pelo método proposto por Pan (2000b) mostram

que os coeficientes de regressão estimados apresentam v́ıcio pequeno. Note que

o desempenho dos dois estimadores são próximos. Posteriormente, considerando o

erro-padrão estimado, é verificado que o PMDA desempenha razoavelmente bem em

muitos casos, mas às vezes subestima ligeiramente a variabilidade se a proporção de

dados com censura à direita é grande (por exemplo, nos casos 8 e 9). Verificou-se que

o ANDA tem um desempenho satisfatório em todos os casos. O erro-padrão médio

estimado é próximo do desvio-padrão de Monte Carlo do coeficiente de regressão

estimado (Tabela 6.2).
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Tabela 6.2: Estimativas de β via Monte Carlo-Pan(n=100, 1000 amostras, m=10).

PMDA ANDA

# β̂ Erro padrão β̂ Erro padrão

1 0.00 (0.23) 0.23 (0.01) 0.01 (0.23) 0.23 (0.01)

2 1.00 (0.25) 0.25 (0.02) 1.00 (0.25) 0.25 (0.02)

3 0.99 (0.24) 0.23 (0.02) 0.98 (0.25) 0.26 (0.04)

4 0.00 (0.27) 0.27 (0.01) 0.00 (0.27) 0.27 (0.01)

5 1.00 (0.28) 0.27 (0.02) 1.00 (0.27) 0.27 (0.02)

6 0.99 (0.25) 0.24 (0.03) 0.98 (0.25) 0.26 (0.04)

7 -0.01 (0.20) 0.21 (0.01) 0.00 (0.20) 0.21 (0.01)

8 1.01 (0.27) 0.26 (0.02) 1.00 (0.26) 0.26 (0.02)

9 0.98 (0.25) 0.24 (0.02) 0.97 (0.25) 0.26 (0.04)

6.1.2 Resultados para o Algoritmo PMDA

Considerando os n casos, pode-se observar que os resultados encontrados

para o algoritmo PMDA não são muito diferentes daqueles encontrados por Pan

(2000b). O coeficiente de regressão estimado (β̂) apresenta v́ıcio muito pequeno

para o tamanho de amostra considerado. O erro-padrão médio estimado é bem

próximo do desvio-padrão de Monte Carlo do coeficiente de regressão estimado.

Verifica-se que a medida que o número de imputações aumenta, o coeficiente de

regressão estimado (β̂) apresenta v́ıcio pequeno. Note que nos casos 3, 6 e 9, os

coeficientes de regressão estimados apresentam v́ıcio e variabilidade muito maior

que nos outros casos. Isto poderia ter sido influenciado pelo fato da covariável ser

uniforme cont́ınua (Tabelas 6.3, 6.4 e 6.5).
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Tabela 6.3: Estimativas de β via Monte Carlo-PMDA (n=100, 1000 amostras).

m = 2 m = 3 m = 4

# β̂ Erro padrão β̂ Erro padrão β̂ Erro padrão

1 -0.01 (0.29) 0.28 (0.01) 0.00 (0.29) 0.28 (0.01) -0.01 (0.29) 0.28 (0.01)

2 1.03 (0.27) 0.26 (0.02) 1.02 (0.27) 0.26 (0.01) 1.04 (0.27) 0.26 (0.01)

3 1.11 (0.25) 0.23 (0.02) 1.10 (0.24) 0.22 (0.01) 1.10 (0.25) 0.22 (0.02)

4 0.00 (0.34) 0.33 (0.02) 0.00 (0.34) 0.33 (0.02) -0.02 (0.33) 0.33 (0.02)

5 1.04 (0.31) 0.30 (0.02) 1.02 (0.30) 0.30 (0.02) 1.04 (0.31) 0.30 (0.02)

6 1.10 (0.25) 0.24 (0.02) 1.10 (0.26) 0.24 (0.02) 1.12 (0.26) 0.24 (0.02)

7 0.00 (0.27) 0.27 (0.01) 0.01 (0.27) 0.27 (0.01) 0.00 (0.28) 0.27 (0.01)

8 1.04 (0.26) 0.26 (0.01) 1.03 (0.26) 0.25 (0.01) 1.03 (0.26) 0.25 (0.01)

9 1.11 (0.24) 0.22 (0.02) 1.13 (0.24) 0.22 (0.02) 1.13 (0.25) 0.22 (0.02)

Tabela 6.4: Estimativas de β via Monte Carlo-PMDA (n=100, 1000 amostras).

m = 5 m = 6 m = 7

# β̂ Erro padrão β̂ Erro padrão β̂ Erro padrão

1 -0.01 (0.28) 0.28 (0.01) 0.01 (0.28) 0.28 (0.01) 0.00 (0.28) 0.28 (0.01)

2 1.02 (0.26) 0.26 (0.01) 1.02 (0.27) 0.26 (0.01) 1.03 (0.28) 0.26 (0.01)

3 1.10 (0.25) 0.22 (0.02) 1.11 (0.25) 0.22 (0.02) 1.13 (0.25) 0.22 (0.02)

4 -0.01 (0.34) 0.33 (0.02) -0.01 (0.33) 0.33 (0.02) 0.02 (0.34) 0.33 (0.02)

5 1.03 (0.31) 0.30 (0.02) 1.04 (0.31) 0.29 (0.02) 1.04 (0.30) 0.30 (0.02)

6 1.10 (0.26) 0.24 (0.02) 1.09 (0.27) 0.24 (0.02) 1.10 (0.27) 0.24 (0.02)

7 0.00 (0.27) 0.27 (0.01) -0.02 (0.26) 0.27 (0.01) 0.00 (0.28) 0.27 (0.01)

8 1.04 (0.26) 0.25 (0.01) 1.04 (0.27) 0.25 (0.01) 1.04 (0.27) 0.25 (0.01)

9 1.14 (0.25) 0.22 (0.02) 1.13 (0.25) 0.22 (0.02) 1.13 (0.25) 0.22 (0.02)
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Tabela 6.5: Estimativas de β via Monte Carlo-PMDA (n=100, 1000 amostras).

m = 8 m = 9 m = 10

# β̂ Erro padrão β̂ Erro padrão β̂ Erro padrão

1 0.00 (0.29) 0.28 (0.01) 0.00 (0.29) 0.28 (0.01) 0.01 (0.28) 0.28 (0.01)

2 1.03 (0.27) 0.26 (0.01) 1.03 (0.27) 0.26 (0.01) 1.04 (0.27) 0.26 (0.01)

3 1.11 (0.25) 0.22 (0.02) 1.13 (0.26) 0.22 (0.02) 1.12 (0.26) 0.22 (0.02)

4 0.00 (0.34) 0.33 (0.02) 0.00 (0.32) 0.33 (0.02) 0.00 (0.35) 0.33 (0.02)

5 1.00 (0.29) 0.29 (0.02) 1.03 (0.31) 0.30 (0.02) 1.04 (0.31) 0.30 (0.02)

6 1.11 (0.27) 0.24 (0.02) 1.11 (0.26) 0.24 (0.02) 1.12 (0.26) 0.24 (0.02)

7 -0.02 (0.26) 0.27 (0.01) -0.01 (0.27) 0.27 (0.01) -0.01 (0.26) 0.27 (0.01)

8 1.04 (0.27) 0.25 (0.01) 1.02 (0.26) 0.25 (0.01) 1.04 (0.28) 0.25 (0.01)

9 1.12 (0.24) 0.22 (0.02) 1.12 (0.26) 0.22 (0.02) 1.14 (0.26) 0.22 (0.02)

Quando diminui o tamanho de amostra de 100 para 25, observa-se que a precisão

do coeficiente de regressão estimado diminui e aumenta a variabilidade dos erros-

padrões estimados. Já considerando os desvios-padrões estimados de Monte Carlo,

verifica-se que os resultados ficam bem diferentes daqueles encontrados quando o

tamanho de amostra é igual a 100 (Tabelas 6.6 e 6.10).

Na Tabela 6.7 pode-se observar que os coeficientes de regressão nos casos 2, 5 e

8 são ligeiramente viciados e a variabilidade é maior comparando com as amostras

de tamanho 100.

Tabela 6.6: Estimativas de β via Monte Carlo-PMDA (n = 25, 1000 amostras,

m = 10).

m = 10

# β̂ Erro padrão

1 -0.02 (0.72) 0.67 (1.43)

7 0.00 (0.65) 0.62 (1.19)
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Tabela 6.7: Estimativas de β via Monte Carlo-PMDA (n = 50, 1000 amostras,

m = 10).

m = 10

# β̂ Erro padrão

1 -0.02 (0.42) 0.41 (0.03)

2 1.07 (0.41) 0.38 (0.03)

4 0.00 (0.49) 0.48 (0.05)

5 1.08 (0.45) 0.43 (0.05)

7 0.00 (0.38) 0.39 (0.03)

8 1.06 (0.42) 0.37 (0.03)

Tabela 6.8: Estimativas de β via Monte Carlo-PMDA (n = 50, 400 amostras,

m = 10).

m = 10

# β̂ Erro padrão

1 -0.01 (0.42) 0.41 (0.03)

2 1.08 (0.41) 0.38 (0.03)

3 1.16 (0.36) 0.33 (0.03)

4 0.02 (0.49) 0.48 (0.06)

5 1.07 (0.42) 0.43 (0.05)

7 -0.01 (0.39) 0.39 (0.03)

8 1.02 (0.39) 0.37 (0.03)
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Tabela 6.9: Estimativas de β via Monte Carlo-PMDA (n = 50, 400 amostras,

m = 5).

m = 5

# β̂ Erro padrão

1 0.01 (0.44) 0.41 (0.03)

2 1.02 (0.40) 0.38 (0.03)

3 1.16 (0.34) 0.33 (0.03)

4 0.02 (0.51) 0.48 (0.06)

5 1.07 (0.43) 0.43 (0.05)

6 1.10 (0.35) 0.35 (0.04)

7 0.00 (0.35) 0.39 (0.02)

8 1.08 (0.41) 0.37 (0.03)

9 1.14 (0.33) 0.32 (0.02)

Tabela 6.10: Estimativas de β via Monte Carlo-PMDA (n = 25, 400 amostras,

m = 5).

m = 5

# β̂ Erro padrão

1 0.03 (0.60) 0.60 (0.07)

4 -0.02 (0.96) 0.94 (3.03)

7 -0.02 (0.75) 0.68 (2.00)
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6.1.3 Resultados para o Algoritmo ANDA

Nas Tabelas 6.11, 6.12 e 6.13 verifica-se que os coeficientes de regressão

estimados apresentam v́ıcio pequeno. A variabilidade destas estimativas se torna

estável a medida que o número de imputações aumenta. No entanto, percebe-se

uma ligeira mudança quando o tamanho amostral passa de 100 para tamanhos 50 e

25 aumentando o v́ıcio do coeficiente de regressão estimado.

Tabela 6.11: Estimativas de β via Monte Carlo-ANDA (n=100, 1000 amostras).

m = 2 m = 3 m = 4

# β̂ Erro padrão β̂ Erro padrão β̂ Erro padrão

1 -0.01 (0.28) 0.28 (0.01) 0.01 (0.27) 0.28 (0.01) -0.01 (0.28) 0.28 (0.02)

2 1.03 (0.27) 0.26 (0.01) 1.02 (0.27) 0.26 (0.01) 1.02 (0.26) 0.26 (0.01)

3 1.08 (0.25) 0.22 (0.02) 1.10 (0.24) 0.22 (0.02) 1.11 (0.25) 0.22 (0.02)

4 -0.03 (0.34) 0.33 (0.02) -0.01 (0.33) 0.33 (0.02) -0.00 (0.34) 0.33 (0.02)

5 1.03 (0.30) 0.30 (0.02) 1.04 (0.31) 0.30 (0.02) 1.04 (0.31) 0.30 (0.02)

6 1.08 (0.25) 0.24 (0.02) 1.10 (0.26) 0.24 (0.02) 1.10 (0.26) 0.24 (0.02)

7 0.01 (0.26) 0.27 (0.01) 0.00 (0.26) 0.26 (0.01) -0.01 (0.27) 0.27 (0.01)

8 1.03 (0.27) 0.25 (0.01) 1.03 (0.26) 0.25 (0.01) 1.03 (0.27) 0.25 (0.01)

9 1.09 (0.24) 0.22 (0.02) 1.12 (0.24) 0.22 (0.02) 1.12 (0.25) 0.22 (0.02)
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Tabela 6.12: Estimativas de β via Monte Carlo-ANDA (n=100, 1000 amostras).

m = 5 m = 6 m = 7

# β̂ Erro padrão β̂ Erro padrão β̂ Erro padrão

1 -0.02 (0.29) 0.28 (0.01) 0.00 (0.27) 0.28 (0.01) 0.00 (0.28) 0.28 (0.01)

2 1.03 (0.27) 0.26 (0.01) 1.04 (0.27) 0.26 (0.01) 1.04 (0.28) 0.26 (0.01)

3 1.12 (0.25) 0.22 (0.02) 1.14 (0.25) 0.22 (0.02) 1.11 (0.25) 0.22 (0.02)

4 0.00 (0.33) 0.33 (0.02) 0.01 (0.34) 0.33 (0.02) -0.01 (0.33) 0.33 (0.02)

5 1.04 (0.31) 0.30 (0.02) 1.06 (0.31) 0.30 (0.02) 1.02 (0.30) 0.29 (0.02)

6 1.12 (0.26) 0.24 (0.02) 1.11 (0.27) 0.24 (0.02) 1.11 (0.27) 0.24 (0.02)

7 0.01 (0.28) 0.27 (0.01) -0.01 (0.28) 0.27 (0.01) 0.01 (0.26) 0.27 (0.01)

8 1.03 (0.27) 0.25 (0.01) 1.03 (0.27) 0.25 (0.01) 1.04 (0.28) 0.25 (0.01)

9 1.12 (0.24) 0.22 (0.02) 1.13 (0.25) 0.22 (0.02) 1.15 (0.25) 0.22 (0.02)

Tabela 6.13: Estimativas de β via Monte Carlo-ANDA (n=100, 1000 amostras).

m = 8 m = 9 m = 10

# β̂ Erro padrão β̂ Erro padrão β̂ Erro padrão

1 0.00 (0.27) 0.28 (0.01) 0.01 (0.28) 0.28 (0.01) -0.01 (0.29) 0.28 (0.01)

2 1.03 (0.29) 0.26 (0.01) 1.01 (0.27) 0.26 (0.01) 1.03 (0.28) 0.26 (0.01)

3 1.12 (0.25) 0.22 (0.02) 1.13 (0.26) 0.22 (0.02) 1.12 (0.25) 0.22 (0.02)

4 -0.01 (0.33) 0.33 (0.02) 0.01 (0.34) 0.33 (0.02) 0.01 (0.34) 0.33 (0.02)

5 1.04 (0.31) 0.30 (0.02) 1.05 (0.31) 0.30 (0.02) 1.05 (0.31) 0.30 (0.02)

6 1.10 (0.26) 0.24 (0.02) 1.11 (0.26) 0.24 (0.02) 1.11 (0.26) 0.24 (0.02)

7 0.01 (0.27) 0.27 (0.01) 0.00 (0.27) 0.27 (0.01) 0.00 (0.28) 0.27 (0.01)

8 1.03 (0.27) 0.25 (0.01) 1.05 (0.26) 0.25 (0.01) 1.05 (0.30) 0.25 (0.01)

9 1.13 (0.24) 0.22 (0.02) 1.12 (0.25) 0.22 (0.02) 1.12 (0.25) 0.22 (0.02)
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No caso 3, observa-se que quando o número de imputações é igual a 5, o coefi-

ciente de regressão estimado aumenta, diminuindo assim a sua precisão. Também

pode-se observar que quanto menor o tamanho amostral maior será a variabilidade e

os desvios-padrões estimados de Monte Carlo apesar deles não serem tão diferentes

dos erros-padrões estimados (Tabela 6.15).

Tabela 6.14: Estimativas de β via Monte Carlo-ANDA (n = 50, 1000 amostras,

m = 10).

m = 10

# β̂ Erro padrão

1 -0.02 (0.40) 0.41 (0.03)

2 1.05 (0.40) 0.38 (0.03)

3 1.14 (0.35) 0.32 (0.03)

4 0.00 (0.48) 0.48 (0.05)

6 1.13 (0.36) 0.35 (0.04)

7 0.01 (0.38) 0.39 (0.03)

8 1.07 (0.41) 0.37 (0.03)

9 1.05 (0.34) 0.32 (0.03)

Tabela 6.15: Estimativas de β via Monte Carlo-ANDA (n = 25, 400 amostras,

m = 5).

m = 5

# β̂ Erro padrão

1 0.01 (0.63) 0.61 (0.08)

3 1.17 (0.49) 0.48 (0.08)

7 -0.01 (0.66) 0.58 (0.08)
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Tabela 6.16: Estimativas de β via Monte Carlo-ANDA (n = 50, 400 amostras,

m = 10).

m = 10

# β̂ Erro padrão

1 -0.02 (0.38) 0.41 (0.03)

2 1.04 (0.40) 0.38 (0.03)

3 1.14 (0.36) 0.32 (0.03)

4 0.01 (0.48) 0.48 (0.06)

5 1.10 (0.46) 0.43 (0.05)

6 1.12 (0.36) 0.35 (0.04)

7 -0.01 (0.40) 0.39 (0.03)

8 1.09 (0.42) 0.37 (0.03)

9 1.13 (0.35) 0.32 (0.03)

Tabela 6.17: Estimativas de β via Monte Carlo-ANDA (n = 50, 400 amostras,

m = 5).

m = 5

# β̂ Erro padrão

1 0.00 (0.42) 0.41 (0.03)

2 1.03 (0.40) 0.38 (0.03)

3 1.13 (0.33) 0.32 (0.03)

4 0.04 (0.51) 0.48 (0.05)

5 1.07 (0.44) 0.43 (0.04)

6 1.08 (0.37) 0.35 (0.04)

7 0.01 (0.41) 0.39 (0.03)

8 1.05 (0.38) 0.37 (0.02)

9 1.14 (0.34) 0.32 (0.03)
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6.1.4 Resultados utilizando a Suavização por Núcleo Esti-

madores

Utilizando a metodologia proposto por Silverman (1986) para escolha da janela

ótima, h, observa-se que os resultados não são muito desejáveis quando o tamanho

de amostra é pequena pois os coeficientes de regressão estimados apresentam v́ıcio

maior e a variabilidade é mais elevada do que aqueles resultados encontrados pelos

algoritmos PMDA e ANDA.

Na Tabela 6.20 pode-se observar que no caso 4, apesar do coeficiente de regressão

estimado estar bem próximo do verdadeiro valor, sua variabilidade é grande e o

desvio-padrão estimado de Monte Carlo é bem diferente do erro-padrão estimado.

Destaca-se também que nos casos 3, 6 e 9, os coeficientes de regressão estimados

apresentam valores bem mais elevados que os outros casos (Tabela 6.19 e 6.20).

Tabela 6.18: Estimativas de β via Monte Carlo por Suavização (n = 25, 1000

amostras, m = 10).

m = 10

# β̂ Erro padrão

1 0.00 (0.62) 0.60 (0.08)

3 1.30 (0.68) 0.52 (0.11)
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Tabela 6.19: Estimativas de β via Monte Carlo por Suavização (n = 50, 400

amostras, m = 10).

m = 10

# β̂ Erro padrão

1 0.00 (0.40) 0.41 (0.04)

2 1.05 (0.40) 0.38 (0.03)

3 1.18 (0.43) 0.33 (0.04)

4 0.02 (0.46) 0.48 (0.05)

5 1.05 (0.46) 0.43 (0.05)

6 1.19 (0.48) 0.36 (0.05)

7 -0.01 (0.42) 0.39 (0.03)

8 1.02 (0.38) 0.36 (0.03)

9 1.20 (0.42) 0.33 (0.04)

Tabela 6.20: Estimativas de β via Monte Carlo por Suavização (n = 25, 400

amostras, m = 5).

m = 5

# β̂ Erro padrão

1 0.02 (0.64) 0.61 (0.09)

3 1.25 (0.64) 0.52 (0.10)

4 -0.02 (1.16) 1.21 (4.20)

6 1.30 (0.77) 0.57 (0.14)

7 0.02 (0.58) 0.57 (0.06)

9 1.27 (0.69) 0.52 (0.11)
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Tabela 6.21: Estimativas de β via Monte Carlo por Suavização (n = 50, 400

amostras, m = 5).

m = 5

# β̂ Erro padrão

1 0.00 (0.42) 0.41 (0.03)

2 1.04 (0.37) 0.38 (0.02)

3 1.17 (0.41) 0.33 (0.04)

4 0.02 (0.49) 0.49 (0.06)

5 1.07 (0.47) 0.43 (0.05)

6 1.15 (0.43) 0.36 (0.05)

7 0.04 (0.38) 0.39 (0.03)

8 1.04 (0.40) 0.37 (0.03)

9 1.23 (0.42) 0.34 (0.05)

6.2 Comparação dos Métodos

Nesta seção, serão apresentados os resultados graficamente para a comparação

do desempenho dos seguintes métodos: Algoritmo PMDA, Algoritmo ANDA e

suavização por Núcleo Estimador. Todos os resultados foram baseados na geração

de 400 amostras de tamanhos 50 e 25.

A Figura 6.1 apresenta os coeficientes de regressão estimados com seus respec-

tivos erros-padrões estimados. Nota-se que não há quase nenhuma diferença quando

comparamos os resultados entre os três métodos em estudo pois eles se aproximam

do verdadeiro valor do coeficiente de regressão do modelo de Cox, mesmo para tama-

nhos de amostra 25 e 50. Na Figura 6.2, os coeficientes de regressão estimados são

quase não viciados e os erros-padrões apresentam pouca variabilidade. Observa-se

que quando o número de imputações é igual a 10, o algoritmo PMDA tem coeficiente

de regressão estimado mais elevado do que os outros.
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Figura 6.1: “Estimativas de β com seus respectivos erros-padrões (# 1)”.
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Figura 6.2: “Estimativas de β com seus respectivos erros-padrões (# 2)”.

Pode-se observar que no caso 3, os coeficientes de regressão estimados são vici-

ados e que os erros-padrões dos métodos em estudo não variam muito entre eles,

mesmo mudando o número de imputação de 10 para 5. Também pode ser verificado

que os resultados do algoritmo PMDA e do método pelo núcleo estimador são mais

próximos que do algorimo ANDA (Figura 6.3).
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Figura 6.3: “Estimativas de β com seus respectivos erros-padrões (# 3)”.

61



A Figura 6.4 apresenta os coeficientes de regressão estimados que são ligeiramente

viciados e seus erros-padrões têm uma variabilidade similar entre os métodos que

estão em análise. Na Figura 6.5, observa-se que os algoritmos PMDA e ANDA, e o

método pelo núcleo estimador apresentam coeficientes de regressão estimados com

v́ıcio pequeno.
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Figura 6.4: “Estimativas de β com seus respectivos erros-padrões (# 4)”.
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Figura 6.5: “Estimativas de β com seus respectivos erros-padrões (# 5)”.
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No caso 6, observa-se que os coeficientes de regressão e erros-padrões estimados

dos algoritmos PMDA e ANDA apresentam semelhança, enquanto que pelo método

do núcleo estimador mostra que o coeficiente de regressão estimado tem um v́ıcio

ligeiramente mais elevado do que os resultados encontrados utilizando os algoritmos

PMDA e ANDA (Figura 6.6).
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Figura 6.6: “Estimativas de β com seus respectivos erros-padrões (# 6)”.
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A Figura 6.7 mostra que nas 400 amostras de tamanho 25 e 50 para número de

imputação m = 5, 10, os coeficientes de regressão estimados estão bem próximos do

valor verdadeiro, apresentando v́ıcio pequeno. No entanto, quando o tamanho da

amostra é igual a 25, os erros-padrões são mais elevados com variabilidade muito

grande. Considerando o caso 8, pode-se verificar que o algoritmo ANDA tem o

coeficiente de regressão estimado um pouco mais viciado que os outros métodos,

quando o número de imputações é igual a 10 (Figura 6.8).
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Figura 6.7: “Estimativas de β com seus respectivos erros-padrões (# 7)”.
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Figura 6.8: “Estimativas de β com seus respectivos erros-padrões (# 8)”.

Na Figura 6.9 observamos que os valores dos coeficientes de regressão estimados

estão bastante afastados de seu valor verdadeiro, ou seja, são viciados, aumentando

a sua variabilidade. Nota-se que o método pelo núcleo estimador destaca-se pois o

v́ıcio e sua variabilidade são maiores que o dos algoritmos PMDA e ANDA.
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Figura 6.9: “Estimativas de β com seus respectivos erros-padrões (# 9)”.
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No intuito de verificar o problema de convergência, foi feito um estudo nos

métodos em estudo. Para ilustrar, utilizamos um critério de convergência, |β̂(j+1)−
β̂(j)| < 10−6 ou j > 500, diferente daquele proposto por Pan (2000b). Os resul-

tados parecem indicar que os algoritmos PMDA e ANDA, e o método pelo núcleo

estimador não convergem.
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Figura 6.10: “Beta Estimado dos métodos em estudo”.
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A Figura 6.11 apresenta o número de pontos de salto a cada iteração para taman-

hos de amostra 20 e 100, com número de imputações 5 e 10 para o algoritmo PMDA.

Quando o tamanho de amostra é igual a 100, os pontos de salto aumentam, enquanto

para o tamanho 20 diminui o número dos pontos de salto. Quanto ao número de

imputações, este parece ter pouca influência. Foi com intuito de eliminar o pro-

blema da diminuição progressiva nos pontos de salto a cada iteração que utilizamos

a suavização da curva de sobrevivência base estimada na metodologia proposta por

Pan (2000b).
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Figura 6.11: “Pontos de salto para o algoritmo PMDA”.
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6.3 Aplicação

Foi realizado um estudo retrospectivo considerando os dados do estudo de

câncer de mama (Finkelstein e Wolfe, 1985; Finkelstein, 1986). Haviam 94 pa-

cientes de câncer de mama que tinham sido tratados por dois tratamentos após

tumorectomia, isto é, os pacientes tratados somente com radioterapia e os tratados

com radioterapia primária com quimioterapia. O objetivo deste estudo é investigar

qual tratamento tem melhor efeito “cosmético” à longo prazo, ou seja, comparar

os pacientes que receberam a radioterapia primária com quimioterapia àqueles que

receberam somente o tratamento de radioterapia para determinar se a quimiote-

rapia afeta a taxa de deterioração do estado cosmético. Neste estudo, os pacientes

foram assistidos em visitas na cĺınica a cada 4 a 6 meses e para aqueles que viviam

em lugares mais afastados da cĺınica os intervalos de seguimento foram frequente-

mente mais longos. Tomamos o grupo somente com radioterapia como o grupo

de referência com covariável Zi = 0, e radioterapia primária com quimioterapia

com Zi = 1. Nossa aproximação da imputação múltipla proposta usando PMDA e

ANDA produz os coeficientes de regressão (erro-padrão) 0.87 (0.29) e 0.86 (0.29),

respectivamente. Quando utilizamos o método do núcleo estimador, a estimativa

do coeficiente de regressão do modelo de Cox é 0.88 com erro-padrão estimado igual

a 0.29. Percebe-se que os resultados encontrados pelos algoritmos e suavização

por núcleo estimador são bem próximos. Já os resultados encontrados por Pan

(2000b) produz, para os algoritmos PMDA e ANDA, 0.90 (0.29) e 0.92 (0.29), re-

spectivamente. Portanto, podemos concluir que os nossos resultados não diferem

significativamente daqueles encontrados por Pan (2000b).
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Caṕıtulo 7

Conclusões

Foi proposto usar imputação múltipla como uma metodologia geral para regressão

de Cox com dados de censura intervalar, com objetivo de verificar o desempenho

dos algoritmos PMDA e ANDA, comparando os resultados quanto a v́ıcio e vari-

abilidade para vários tamanhos de amostra, com os resultados encontrados por Pan

(2000b), além de suavizar a curva de sobrevivência base estimada através do núcleo

estimador a fim de eliminar o problema de diminuição nos pontos de salto para

amostras pequenas.

A partir dos métodos propostos, de suas aplicações a dados reais e dos estudos

de simulações, as seguintes conclusões foram obtidas:

• Foi utilizado um procedimento estat́ıstico padrão que é fácil de implementar

para dados com censura à direita, tal como o método de verossimilhança parcial;

• Através da simulação, observamos que os algoritmos PMDA e ANDA apre-

sentam bons resultados estimando o coeficiente de regressão no modelo de riscos

proporcionais para amostras médias e pequenas;

• A suavização pelo núcleo estimador apresenta bons resultados, no entanto,

mostra-se inferior aos algoritmos PMDA e ANDA. Uma posśıvel explicação para isso

é o fato de que, o coeficiente de regressão e seu erro-padrão estimado apresentarem

v́ıcio e variabilidade elevados;

69



• Para os métodos apresentados, o número de imputações não pareceu ter grande

influência, mesmo modificando o tamanho da amostra;

• O número de pontos de saltos a cada iteração para vários tamanhos de amostra

decresce significativamente, mas os resultados indicam que isto não afeta as estimati-

vas obtidas com os algoritmos PMDA e ANDA. Quanto maior o tamanho de amostra

melhor será a curva de sobrevivência base para o algoritmo PMDA;

• Em alguns casos, o programa no S-plus não gerou alguns betas, apresentando

problemas de convergência no ajuste do modelo de riscos proporcionais de Cox;

• Utilizamos um critério bem menor do que aquele proposto por Pan (2000b) e

verificamos que existe o problema de convergência mesmo aumentando o número de

iterações para todos os algoritmos e tamanhos de amostra.
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