MARTA HELENA DE OLIVEIRA

METODOS NUMERICOS,NAO
OSCILATORIOS APLICADOS AS LEIS DE

CONSERVACAO HIPERBOLICAS
UNIDIMENSIONAIS

®

UNIVERSIDADE FEDERAL DE U’BERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
2010



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



MARTA HELENA DE OLIVEIRA

METODOS NUMERICOS,NAO
OSCILATORIOS APLICADOS AS LEIS DE

CONSERVACAO HIPERBOLICAS
UNIDIMENSIONAIS

Dissertacao apresentada ao Programa de Péds-
Graduagao em Matematica da Universidade Federal de
Uberlandia, como parte dos requisitos para obtencao do
titulo de MESTRE EM MATEMATICA.

Area de Concentragao: Matematica.
Linha de Pesquisa: Analise Numérica.

Orientador: Prof. Dr. César Guilherme de Almeida.

UBERLANDIA - MG
2010



Dados Internacionais de Catalogagao na Publicagéo (CIP)
Sistema de Bibliotecas da UFU, MG , Brasil

048m

Oliveira, Marta Helena de, 1977-

Métodos numéricos nao oscilatérios aplicados as leis de conser-
vagao hiperbdlicas unidimensionais [manuscrito] / Marta Helena de
Oliveira. - 2010.

130 f. :il.

Orientador: César Guilherme de Almeida.

Dissertacao (mestrado) — Universidade Federal de Uberlandia,
Programa de Pés-Graduagado em Matematica.

Inclui bibliografia.

1. Andlise numérica - Teses. |. Aimeida, César Guilherme de. Il.
Universidade Federal de Uberlandia. Programa de Pdés-Gradua-
¢ao em Matematica. Ill. Titulo.

CDU: 519.6




v

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
Av. Jodo Naves de Avila, 2121, Bloco 1F, Sala 1F 152
Campus Santa Moénica, Uberlandia - MG, CEP 38400-902

ALUNA: Marta Helena de Oliveira

NUMERO DE MATRICULA: 93818.

AREA DE CONCENTRACAO: Matemética.

LINHA DE PESQUISA: Analise Numérica.
POS-GRADUACAO EM MATEMATICA: Nivel Mestrado.

TITULO DA DISSERTAGAO: METODOS NUMERICOS NAO OSCILATORIOS APLI-
CADOS AS LEIS DE CONSERVACAO HIPERBOLICAS UNIDIMENSIONAIS

ORIENTADOR: Prof. Dr. César Guilherme de Almeida.

A dissertacao foi APROVADA, em reunido publica, realizada na Sala Multiuso da Faculdade
de Matemaética, Bloco 1F, Campus Santa Moénica, em 01 de abril de 2010, as 8 horas, com a
seguinte Banca Examinadora:

7
| » R
Prof. Dr. César Guilherme de Almeida & // ya éé

UFU - Universidade Federal de Uberlandia

Profa. Dra. Alice de Jesus Kozakevicius u/&x e AR 7{&»,, L\;&?Lw—‘
UFSM - Universidade Federal de Santa Maria

Profa. Dra. Simone Sousa Ribeiro St . ks QL\}@{«,@
UFF - Universidade Federal Fluminense

Profa. Dra. Ana Maria Amarillo Bertone %

UFU - Universidade Federal de Uberlandia W S

Uberlandia, 01 de abril de 2010.



Dedicatoria

Este trabalho é dedicado aos meus pais

José Severino e Aurea Maria.



vi

Agradecimentos

Todo grande sonho nasce amparado. Cada parte de sua realizacao tém o suor, a dedicacao

e a conquista de quem ousou sonhar junto.
Acima de tudo agradego a Deus e a Nossa Senhora por todas as gracas concebidas.

Aos meus pais, José e Aurea, pela confianca, pelo apoio, pelos incentivos e pelo amor in-

condicional dedicados durante esta jornada.
Aos meus irmaos Ailton, Meirinés e Inés por todo apoio e por todo incentivo.
As minhas amigas Raquel, Vanessa e Viviane pela presenca, mesmo que na distancia.
As minhas amigas Patricia Barreto e Marline Ilha da Silva pelo apoio e pela colaboracao.

Aos amigos do mestrado Milena, Alessandra, Carolina, Marcelo Lopes e Danilo por todas

as solucoes sanadas e pelo convivio.
Ao Fred pelos carinhos, pelas angtstias, pelas alegrias e acima de tudo pela compreensao.
A todos os funcionarios da FAMAT pela hospitalidade.
A todos docentes do Programa de Mestrado-FAMAT que muito contribuiram para a
realizacao deste trabalho, especialmente Ana Maria Amarillo Bertone, Santos Alberto Enriquez

Remigio e Alessandro Alves Santana.

Ao programa de Pés-Graduacao em Matematica pelo apoio financeiro e ao professor Edson

Augustini cordialidade.

Aos professores Ana Maria Amarillo Bertone, Simone Souza Ribeiro por participarem da
banca examinadora e, de mesma forma, agradeco aos professores suplentes Alessandro Alves
Santana e Alex André Schmidt.

A professora Alice de Jesus Kozakevicius pela orientagdo nos momentos precisos.

Ao meu orientador, César Guilherme de Almeida pela excelente e competente orientacao,

bem como pela paciéncia, pela tolerancia e pela compreensao.

A todos aqueles que contribuiram, direta ou indiretamente, e participaram desta vitéria

meus eternos agradecimentos.



vil

OLIVEIRA, M. H. METODOS NUMERICOS ESSENCIALMENTE NAO OSCILATORIOS
APLICADOS AS LEIS DE CONSERVACAO HIPERBOLICAS UNIDIMENSIONAIS 2010.
130 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

A solucao de uma lei de conservacao pode desenvolver descontinuidades do tipo choque
ou ondas de rarefacao, mesmo que a condicao inicial seja suave. Assim, é desejavel o de-
senvolvimento de esquemas numéricos capazes de reproduzir esses comportamentos. Além
de representar corretamente as descontinuidades, os esquemas possuem a tarefa de obter a
solucao correta conhecida como solucao de entropia. O objetivo dessa dissertacao é o es-
tudo de métodos numéricos nao-oscilatorios para aproximar solugoes de leis de conservacao
hiperbdlicas escalares unidimensionais. Para alcancar tal objetivo é preciso estudar alguns
esquemas numéricos especiais, tais como esquemas ‘upwind’, esquemas TVD, esquemas con-
servativos e esquemas monotonos. Para critério de comparacao entre os métodos numéricos
serd utilizada a solugdo classica de equagoes conhecidas da literatura (Equacao de Burgers e
Equagao de Advecgao). Para o cdlculo das solugoes analiticas serd empregada a teoria envol-
vendo as equacgoes caracteristicas. A aproximacao numérica da lei de conservacao se divide em
duas etapas: a aproximacao no espaco e a aproximacgao no tempo. Para a aproximacao no
espaco, serao utilizados os esquemas ENO (FEssentially Non-Oscillatory - essencialmente nao
oscilatério) e WENO (Weighted Essentially Non-Oscillatory - essencialmente nao oscilatério
ponderado); para a aproximacao no tempo, serd utilizado o método numérico Runge-Kutta
TVD (Total Variation Dimishing).

Palavras-chave: Leis de conservacao, métodos numéricos nao-oscilatorios, ENO, WENO, Runge-
Kutta TVD
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OLIVEIRA, M. H. APLICATION OF NUMERICAL METHODS ESSENTIALLY NON OS-
CILATORY CONSERVATION LAWS ONE DIMENSIONAL 2010. 130 p. M. Sc. Dissertation,
Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The solution of a conservation law may develop discontinuities like shocks and rarefactions
waves, even if the initial condition is a smooth function. Then, numerical schemes should be
able to generate efficient approximations in order to reproduce the same behavior as the ana-
lytic solution. Besides, these schemes have to capture the physically correct solution or entropy
solution. The goal of this master dissertation is to study non-oscillatory schemes applied to
one-dimensional scalar hyperbolic conservation laws. In order to reach the is objective, it is
necessary to understand some special methods, such as, upwind scheme, TVD schemes, conser-
vative schemes and monotone schemes. The effectiveness of the methods will be verified through
the comparison with the well-known classical solutions exhibited in literature: Advection Equa-
tion and Burgers’ Equation. The characteristic equations will be employed for getting analytic
solutions of conservation laws. We will derive numerical approximations for conservation laws
using ENO (Essentially Non-Oscillatory) and WENO (Weighted Essentially Non-Oscillatory)
schemes for space discretization, and Runge-Kutta TVD (Total Variation Dimishing) for time

discretization.

Key-words: Conservation Laws, Numerical Methods non-oscillatory, ENO, WENO and Runge-
Kutta TVD
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Introducao

Leis de conservagao sao equagoes diferenciais parciais (EDP’s) de primeira ordem que
avaliam a mudanga no valor total de uma entidade (substancia) fisica, contidos em qualquer
regiao do espaco, devido ao fluxo da entidade fisica nas fronteiras da regiao. As leis de con-
servacao modelam varios fenomenos fisicos, tais como, dinamica dos gases, acustica, Otica,
geoffsica, biomecanica, aerodinamica, astrofisica e engenharia de trafego. Veja Thoe (1986)
[32], Cheng e Shu [2], Leveque (2004) [18] e De Azevedo e Eschenazi (2004) [7].

A solucao da lei de conservacao frequentemente desenvolve descontinuidades conhecidas
como choques ou ondas de rarefacao. A captura destes choques é uma tarefa dificil de ser
realizada pelos métodos numéricos. Desta forma, o estudo das equagoes mais simples como a
equacao de advecgao e a equagao de Burgers, tém um papel importante tanto no entendimento
das propriedades das leis de conservacao quanto no desenvolvimento dos métodos numéricos

que aproximam suas solugoes.

Existem varios métodos numéricos convergentes que podem ser aplicados as leis de con-
servagao, porém a convergéencia destes métodos sao de baixa ordem e nao apresentam bons

resultados na regiao onde ocorre a formacao do choque.

Na busca de se obter métodos numéricos de ordem mais elevada e que nao possuam os-
cilagoes na regiao de choque, Harten et al (1987) [13] desenvolveu o método numérico Essen-
cialmente Nao-Oscilatérios (do inglés Essentially Nonoscillatory - ENO). Esse método é baseado
nas técnicas de interpolacao polinomial e no método de reconstrugao desenvolvido por Colella
e Woodwardem (1984) [3]. Harten et al uniu esses métodos e adicionou a busca do melhor
esténcil, dentro da malha numérica, através do menor valor absoluto das respectivas diferencas
divididas, obtendo um método numérico nao-oscilatério de alta ordem pertencente a classe
dos métodos numéricos de Variagao Total Decrescente (do inglés Total Variation diminishing -
TVD). A propriedade TVD ¢é importante na construgao de métodos numéricos nao oscilatérios,
pois a variacao total da funcao diminui quando evolui o tempo. O esquema ENO apresentou
grandes avancos em relagao aos métodos numeéricos tradicionais que aproximam as leis de con-

servacao, apresentando resultados de alta ordem.

O esquema numérico Essencialmente Nao-Oscilatério Ponderado (do inglés Essentially Non-



oscillatory Weighted - WENO) foi desenvolvido por Liu, Osher e Chan (1994) [22] usando a
combinagao convexa de todos os possiveis polinomios, obtidos na busca realizada pelo método
ENO dentro do esténcil, resultando em um método numérico que apresenta, na regiao onde
a solucao é suave, resultados de ordem mais elevada do que a ordem do interpolador ENO
e preserva a ordem deste interpolador na regiao onde a solucao ¢ descontinua. O sucesso do
WENO esta relacionado aos pesos da combinacao convexa. Depois disto, Jiang e Shu (1996)
[15] introduziram, no método numérico WENO, novos pesos (3,) que melhoraram ainda mais a
ordem de precisao. Estes coeficientes 3, sao chamados de sensores de suavidade, ou seja, sao ca-

pazes de detectar a regularidade da solugao numérica nos pontos de um determinado esténcil S,..

Para o calculo da aproximagao numérica da fungao de fluxo f serd considerado a teoria
dos métodos de alta resolugao (métodos que possuem no minimo segunda ordem de precisao
em regides suaves e nao possuem oscilagdo em regioes de descontinuidades) através do fluxo

‘splitting” de Lax-Friedrichs.

Frequentemente é utilizado os métodos semi-discretos ( ‘method of lines’) para discretizacao
do dominio (Shu (1988) [30]). Estes métodos consideram a discretizagdo em dois estagios,
primeiro a discretizacao é feita somente no espaco considerando o problema continuo no tempo,
este processo transforma a EDP em um sistema de EDO’s no tempo, chamadas de equagoes
semi-discretas. Logo apos faz-se a discretizacao no tempo utilizando um método numérico
padrao para sistemas de EDQO’s. Esta técnica é utilizada, particularmente, no desenvolvimento
de métodos de ordem maior que dois. Pode-se definir alta ordem de aproximacao para a funcao
fluxo nas fronteiras das células, no instante de tempo, utilizando ENO ou WENO para inter-
polacao no espaco. Para encontrar alta ordem de precisao no tempo serd utilizado o método
numérico Runge-Kutta pertencente a classe dos métodos TVD, o que nos garante que o método

nao sera oscilatério. (Leveque (1992) [17]).

Nesta dissertacao sera considerado o estudo dos métodos numéricos ENO e WENO em ma-
lhas estruturadas, igualmente espacadas, devido a maior facilidade tanto do estudo analitico

do método como de sua implementagao numérica.

O objetivo maior deste trabalho é estudar a aplicacao dos métodos numéricos nao-oscilatérios

ENO e WENO as leis de conservagao hiperbdlicas escalares unidimensionais.

Essa dissertacao esta dividida em quatro capitulos e dois apéndices.

No capitulo 1 serda apresentada a teoria para se obter as solugoes analiticas das equacoes
lineares e quase-lineares de acordo com Evans (1998) [9], Leveque (1992) [17], Leveque (2004)
[18], Smoller (1994) [28], Thoe e Zachmanoglou (1986) [32], Logan (1994) [24] e Marotti (2008)
[25].



No capitulo 2, serd feito um estudo da teoria dos métodos numéricos e suas propriedades
baseado nas técnicas de Diferengas Finitas (DF) e de Volumes Finitos (VF), analizando a
convergencia desses métodos aplicados a leis de conservagao. Serd considerado como objeto de

estudo:

1. os métodos numéricos conservativos;

2. as fungoes de fluxo numérico de Lax - Friedrichs;

3. os métodos numéricos monétonos e TVD;

4. os métodos ‘upwind’;

5. fungao de variagao total;

6. os teoremas necessarios para convergencia dos métodos;

7. o teorema de Lax - Wendroff,

de acordo com Leveque (1992) [17], Leveque (2004) [18], Rezzolla (2004) [26] e Marotti (2008)
[25].

No capitulo 3 serd apresentada a discussao tedrica do esquema numérico ENO, da
aproximacao (baseada nos esquemas ENO e WENO) para leis de conservagao escalares unidi-
mensionais via diferencas finitas, de acordo com Shu (1997) [29] e Krylov (2005) [16]. Também é
objeto de estudo deste capitulo os métodos numéricos de Runge-Kutta TVD para aproximacao
no tempo, de acordo com Butcher (1987) [1], Gottlieb e Shu (1998) [10], Shu e Osher (1998)
[30] e Suresh e Huynh (1997) [31].

No capitulo 4 serao apresentados os resultados obtidos pelo método numérico Runge-Kutta
de segunda e de terceira ordem (apresentado no capitulo 3), para a equagao de advecgao e para

a equagao de Burgers (estudadas no capitulo 1); as conclusoes e as perspectivas futuras.

No apéndice A serd apresentado o esquema numérico WENO, de acordo com Shu (1997)
[29], Liu; Osher e Chan (1994) [22] e Jiang e Shu (1996) [15]. No apéndice B esta exposto o
esquema via volumes finitos para lei de conservacao, através dos esquema ENO e WENO, de
acordo com Shu (1997) [29].



Capitulo 1

Leis de Conservacao Unidimensionais

Nesse capitulo sera apresentado:

e A deducao das leis de conservacao, de acordo com seus principios fisicos;
e O desenvolvimento das solucoes analiticas;

e As propriedades fisicas e matematicas referente a solugao analitica.

Esse estudo serd iniciado com uma equac¢ao mais simples do tipo linear. Logo apds sera
analizada uma equagao quase-linear, explorando uma solugao analitica a qual deve obedecer a
condigao de entropia. Para equagoes nao lineares existem dificuldades adicionais no célculo das
solugoes analiticas em todo o dominio. Por exemplo, a introducao de efeitos nao lineares na lei
de conservacao pode ocasionar a formacao de choque, ilustrado na Figura 1.11, ou a formacao
de leques de rarefagao, ilustrado na Figura 1.14, que sao fendmenos a serem considerados na
solucao da equacgao. Tais fenomenos também aparecem quando a condigao inicial é descontinua,
ver Eq. (1.55). Assim surge a necessidade de se estudar novas técnicas matematicas para se
obter solugoes analiticas, em todo o dominio, quando ocorrer tais fenomenos.

Sera desenvolvida a teoria das equacgoes caracteristicas para obter a solucao analitica da
lei de conservagao. Para os problemas que apresentam a formacgao de choque ou a formacgao
de leque de rarefagao se faz necessario utilizar a teoria das solucoes fracas, cuja formulacao

também serd exposta.

1.1 Forma Integral e Forma Diferencial da Lei de Con-

servacao Unidimensional

Considerando um problema de dinamica dos fluidos sera feita a deducao da equagao da lei de
conservagao na forma diferencial e na forma integral. Considera-se um tubo unidimensional, de
fronteira impermeével, através do qual flui um gas com velocidade ¢(z,t) conhecida no ponto x

e no instante ¢, Figura 1.1. Em problemas de dinamica dos fluidos deve-se considerar a funcao
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velocidade ¢(x,t) (¢ representa o movimento do fluido) variando apenas em fungao do tempo

t e da distancia percorrida ao longo do tubo.

Sendo ¢(x,t) uma fungado conhecida deseja-se, entdo, apenas modelar a concentragao ou
densidade de alguma espécie quimica presente no gés. Serd denotada por u(z,t) a densidade
(ou concentragao) do tragador quimico (veja observagao 1.1) na posigao x e no tempo t. Para
intervalos de tempo ¢t > 0 existe a densidade de massa u(z,t), bem determinada tal que seja

possivel calcular a massa total m(7,¢) no intervalo I = [x1, 3] no instante t.

massa

Observacao 1.1 e densidade = . .
comprimento do intervalo

logo m(x,t) = u(z,t)Az.

e Tracador ¢ uma substancia presente, no fluido em estudo, em pequenas concentragoes de

modo que sua magnitude ndo afeta a concentracao da dinamica do fluido. (Ver Leveque

(2004) [18]).

direcio positiva do gas

L

- 1 /Xz

Figura 1.1: Tubo de gas

Considere uma partigdo do intervalo [z1,73], em n subintervalos de comprimento

Az = an Para o caso dicreto obtém-se

3

m(l,t) =Y wu(x;,t).Ax (1.1)

fazendo Az — 0 tem-se o caso continuo

m(I,t) = /mu(x,t) dz, (1.2)

1

pois o somatério na Eq. (1.1) aproxima a integral de Riemann.
Caso se estude uma substancia que nao é criada ou extinta na secao x; < x < T € con-
siderando que a integral na Eq. (1.2) varia com o tempo, entdao a massa total dentro da secao

pode mudar apenas devido ao fluxo de particulas através dos extremos da secao z; e xs.

Definicao 1.1 O fluzo de massa no ponto (x,t) € definido por

u(x,t).¢(x,t) =TF (z,t). (1.3)



Por convengao F(z,f) > 0 corresponde ao fluxo da esquerda para a direita e
F (x,t) < 0 corresponde ao fluxo da direita para a esquerda. Para esta construgao sera conside-
rado F (z,t) > 0. A taxa de variacdo de massa no intervalo I = [z1, x5] se mede pela diferenca

dos fluxos em x; e x9 no instante t. Pela Eq. (1.2) tem-se

im([,t):%/mu(x,t)d:vzﬂ?(xl,t)—F(mg,t). (1.4)

Pela definicao 1.1 tem-se

T2

7 u(x,t)de =u(xy,t).¢(21,t) —u(x2,t) .0 (22,1). (1.5)
X1
Portanto, integrando em t a Eq. (1.5) obtém-se
t2
t1

/lt2 % /:2 u(x,t)dedt = / (u(z1,t) @ (x1,t) —u(z2st) @ (2,1)) dt,

1

trocando os limites de integracao obtemos

/12 (u (2 ts) — u (2, 11)) da = / Cwlan ) 6 (a0) — u (w9, t) 6 (xe, ) . (1.6)

Tl t1

Se u, ¢ sao suficientemente diferencidveis, a Eq. (1.6) pode ser reescrita como

[ty [ [ 2D, .

Assim, invertendo a ordem das integrais em relagdo ao tempo e ao espago a Eq. (1.7) se

reescreve como

/: / [augt:,t) L O (I’Qf @,t))} ndt — 0. s

Como [z1,x9] € [t1,%2] sdo intervalos quaisquer, pode-se concluir que o integrando, na

Eq. (1.8), deve ser identicamente nulo, ou seja

ou(z,t)  0(u(x,t)(x,t))
ot * Ox

= 0. (1.9)

Sabendo que ¢ (z,t) é uma fun¢ao conhecida, pode-se reescrever a funcao fluxo F na
definicao 1.1 como F (z,t) = f(u,z,t). Substituindo nas Eqs. (1.9) e (1.4) obtém-se, res-

pectivamente,

ou (z,t) n Of (u(x,t))

o S =0 (1.10)




%/mQU(ZE,t)dI:f(U(Il,t))_f(u(x%t))- (1-11)

1

As Egs. (1.10) e (1.11) sao chamadas de forma diferencial conservativa e forma inte-

gral, respectivamente, da lei de conservacao.

Quando as derivadas parciais sao denotadas por subscritos, a Eq. (1.10) se reescreve como
u + (f (w)), =0. (1.12)

Sendo f uma fungao suave, pode-se reescrever a Eq. (1.12) como
u + f'(u) (u), = 0. (1.13)

Essa equacao é conhecida como forma diferencial nao-conservativa da lei de conservacao.

Nesse capitulo serao estudadas duas leis de conservagao escalares da forma Eq. (1.12), sendo
xr € Re f:R — R uma funcao linear no primeiro caso e nao-linear no segundo caso. Tais
equagoes sao EDP’s hiperbdlicas de uma incégnita v = wu (z,t), ou seja, leis de conservacao

unidimensionais.

O estudo das leis de conservagao se inicia com o caso mais simples, quando a EDP é linear
com coeficiente constante. Quando a velocidade é constante, nao depende de x ou de t, a funcao
fluxo é dada por F (z,t) = f (u) = a.u, sendo a constante. Substituindo essa fun¢ao fluxo na

Eq. (1.12), obtém-se a equagao de advecgao dada por
u 4+ a u, = 0. (1.14)

A equagao Eq. (1.14) possui esse nome porque modela a advecgao (veja observagao 1.2) de um

tracador ao longo da corrente fluida.

Observacao 1.2 Na engenharia mecanica ou mna engenharia quimica, advecg¢ao € um
mecanismo de transporte de uma substancia, ou uma propriedade conservada, com um fluido
em movimento. (Ver Leveque (2004) [18]).

Logo apos serd considerado como objeto de estudo a equacao de Burgers na sua forma

conservativa

2
u + (%) =0, (1.15)



ou na sua forma nao-conservativa

u + uu, = 0, (1.16)

2
tal que f (u) é uma fungao escalar nao-linear dada por f(u) = 5

Observacgao 1.3 A equacdo de Burgers pode ser vista como um protétipo unidimensional da
equacgdo de Fuler e, neste caso, a incognita u = u (z,t) € interpretada como sendo a velocidade
unidimensional de uma particula de fluido que passa pela posicdo x no instante t. Do ponto de
vista da mecanica Lagrangeana, a equacdao de Burgers descreve o fato de que num escoamento

incompressivel e sem viscosidade a velocidade de uma particula fixada se mantém constante ao

longo do caminho percorrido por ela no campo de escoamento. Veja Marotti (2008) [25].

1.2 Equacoes Caracteristicas

Uma lei de conservagao associada a uma condi¢ao inicial compoem o que chamamos de pro-
blema de valor inicial ou problema de Cauchy. Para o estudo das equacoes caracteristicas
serd considerado o problema de Cauchy unidimensional composto pela lei de conservacao uni-

dimensional na forma nao conservativa
u + ' (u) (u), =0, (1.17)
no dominio —oo < x < 400, t > 0, acrescido de uma condi¢ao inicial
u(x,0) = u(xg) = up (). (1.18)

As caracteristicas sdao curvas que transportam informagoes da equacao diferencial parcial
no plano (z,t). E essas curvas sdo importantes no estudo de problemas de valor inicial pois
permitem um tratamento mais simples das equagoes, mesmo para equagoes nao-lineares, que
em geral sao de tratamento dificil. De acordo com Thoe e Zachmanoglou (1986) [32] e Evans
(1998) [9], o método das equagbes caracteristicas consiste em tranformar a EDP em um sistema
de equagoes diferenciais ordinarias (EDO’s). Dada a solu¢ao u no ponto inicial z, utilizando o
método das equacoes caracteristicas, deseja-se calcular a solugao analitica em todo o dominio.

Nesta secao sera apresentada a teoria das equagoes caracteristicas para equacoes diferenciais

parciais quase-lineares de primeira ordem. De maneira geral estas equagoes se escrevem como
P(z,y,2) %+ Q(2,y,2) 2y = R(2,y,2), (1.19)

sendo P, Q, R de classe C!' em algum dominio Q C R? e nao se anulam simultaneamente nos

pontos de Q. A solucdo da equagao quase-linear Eq. (1.19) é uma fungao definida implicita-



mente por z = g (z,y), de classe C' em (z,y) € 2 C R?, que satisfaz as seguintes condigoes:

1. Para todo ponto (z,y) € Q, o ponto (x,y, g (x,y)) pertence ao dominio Q das funcoes
P,Q,R.

2. Quando z é substituida em Eq. (1.19) a equacao resultante é uma identidade em z,y

para todo (z,y) € Q.

A solugao z = g (z,y) pode ser vista como uma superficie S em R3 sendo V = (P, Q, R)

um campo de vetores.

Para que z seja solugdo da Eq. (1.19), o vetor normal a superficie S deve ser ortogonal
ao campo de vetores V. Por defini¢do, o vetor normal a superficie dada por z = g(x,y) é o

gradiente da funcao G = g (z,y) — 2, logo 7 = (2, 2, —1).

Observacao 1.4 Temos a sequinte condi¢ao de ortogonalidade

P(I’,y, Z) (Zz) + Q (xvwa) (Zy) B R(l‘,y, Z) <_1) =0

A solugao da EDP quase-linear Eq. (1.19) estd associada ao cdlculo de solugoes, ou su-

perficies integrais, do campo V' da seguinte EDP
Pu, + Quy + Ru, = 0, (1.20)

sendo

u = u(x,y,z), para todo (x,y,z) € (1.21)

solugao de Eq. (1.20).

De acordo com Thoe e Zachnomanoglou (1986) [32], a Eq. (1.20) pode ser resolvida para
z em termos de x e y e assim a fungao z é solugao da Eq. (1.19). Esse fato serd mostrado no
Lema 1.1.

Lema 1.1 Seja v uma funcio de classe C' em QcCR3e suponha que, para todo ponto, a

superficie integral Eq. (1.21) satisfaz as sequintes condigoes:

1. Puy + Quy+ Ru, =0, V(r,y,z)€Q;

2. u, # 0.
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A Eq. (1.21) implica que g (x,y) = z e satisfaz a EDP (1.19). Ou seja, Pz, + Qz, = R.
Demonstracao:

Por hipdtese u, # 0, entdo seque pelo teorema da fungdao implicita (veja Lima (2006) [21]) que
g(z,y) =2 Seja U (x,y) =u(z,y,9(z,y)), V(z,y) € Q. Calculando as derivadas parciais de

U tem-se:
ou Ou
_gw v 1.22
Ua or 07" (122)
e
ou Ou
= — 4+ —2z,. 1.2
Uy ay + 82 Zy ( 3)

Substituindo as derivadas parciais no primeiro membro da Eq. (1.19), obtém-se

P(Uy =) - +Q(Uy — uy) - = o (PUp + QU,) — o~ (Puy + Quy) = —- (Ru.) = R

sendo que na peniltima passagem foi usado o item (1) do lema. [ ]

O célculo das solucoes analiticas obtidas nesse trabalho usa a teoria das equacgoes

caractericticas, de acordo com a definigao 1.2.

Definicao 1.2 Uma curva C em Q C R3 ¢ uma curva integral do campo V = (P,Q, R) se V
é tangente a curva C' em cada um de seus pontos. Define-se como equacoes caracteristicas o

sistema de EDO’s associadas a V :

Cfl_f :P<x7yaz)a
% :R(.T,y,Z),

comt € [—€,+€], € > 0.

Observagao 1.5 Se P # 0 (ou seja (‘é—f =+ 0)) entdo o sistema dado em Eq. (1.24) pode ser
reescrito eliminando a varidvel t. De fato,

Se

{y=yuu»,
2=2(x(t),

entao

2= 2,0 = 2, P,

{ y/:yzl‘.:yzpa
de onde seque que

(1.25)

—
& F

|
Tl NSIQ
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Uma construgao andloga pode ser feita se Q) # 0 ou se R # 0. Note que o sistema dado
na Fq. (1.24) € equivalente ao sistema da Eq. (1.25). Sendo Q = Q(z,y(z),z(x)) e
R=R(z,y(z),z(z))

Definigao 1.3 Define-se como curva caracteristica da EDP hiperbolica uy + f' (u) (u), =0 a
solugio da EDO caracteristica %z (t) = f' (u(z (t))).

Uma curva caracteristica é uma curva ao longo da qual a equagao diferencial parcial (1.17)

se transforma em uma equacgao diferencial ordinaria.

Se u = wu(x,t) é solugdo da lei de conservacao Eq. (1.17), entdo ao longo das curvas
caracteristicas = (t) tem-se que u é constante. De fato, seja u (z,t) uma solu¢ao da lei de

conservagao Eq. (1.17). Calculando as derivadas parciais de u obtém-se

(@), ) = u (@ (t),t) +ug (z(t),1) G,

ou seja
gu@ (), t) = w(x(t), )+ f (uz(t),t)u (z(t),1)
Entao
iu xz(t),t) =0 (1.26)
dt (z(®), ’ '

o que conclui a afirmacao.

O fato da solugao u ser constante sobre as curvas caracteristicas diz que estas curvas devem
ser retas, independente da linearidade da EDP. A diferenca é apenas a inclinacao das retas:
no caso linear a inclinagao das retas é a mesma ao passo que para as equacoes nao-lineares, o
angulo de inclinagdo varia. Para o caso linear veja as Figuras 1.2 e 1.3 (pagina 13) e para o

caso nao-linear veja as Figuras 1.11 e 1.13 (péginas 24 e 26, respectivamente).

Vamos agora calcular a solucao analitica para o problema de valor inicial, considerando a

equacao de advecgao

Uy + aug = 0, —oco<r<—+4oo, t>0, (1.27)

u(x,0) = ug (). (1.28)

Fazendo uma analogia entre as Eqgs. (1.20) e (1.27) tem-se
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Entao, resolver o problema de Cauchy dado pelas Eqgs. (1.27) e (1.28) é equivalente a resolver

os sistemas de equacoes caracteristicas

dr _
{ a =& (1.29)

sendo xy uma constante, e

{ i =0 (1.30)
u(0) =u(x(0),0) = u(xo,0) = up (x0) .

Integrando as EDO’s em relagao a t nas Eqgs. (1.29) e (1.30) obtém-se

{ z(t) = at+c, (1.31)

u(z,t) = ca,

sendo ¢; e ¢y constantes.

Das condigoes iniciais, u (0) = ug (x9), e da Eq. (1.31) tem-se que
u (0) = ug (zg) = ca. (1.32)
Das Egs. (1.29) e (1.31) tem-se que z9 = ¢;. Logo
ro = =z (t) — at. (1.33)
Das Egs. (1.31) e (1.32) tem-se que
u(x,t) =up (x — at), (1.34)

é a solugao analitica do problema de valor inicial composto pelas Egs. (1.27) e (1.28), em todo

o dominio. De fato,

ou ou  Oug Oug  dug ds dug ds , ,
el T U T Y a1 =
3t+aax ot +a€9x ds dt+ads dx - (—a) + a-tg 0,

sendo s = x — at.

A equagao de advecgao definida na Eq. (1.14) é uma EDP linear, escalar, do tipo hiperbdlica.
Suas curvas caracteristicas sao retas cujas equacoes sao dadas pela solugdo da equacao
caracteristica ‘fl—f = a, isto é, as curvas caracteristicas da equagao de adveccao sao dadas por
x (t) = at + xo, no plano (z,t), sendo que xz, faz parte da condigao inicial. A Eq (1.26) diz que

ao longo das curvas caracteristicas a solucao u é constante.

Da Eq. (1.33) tem-se que, no plano (z,t), o coeficiente angular das curvas caracteristicas é

dado por
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tanf = é,

e xg ¢ o ponto de intersecao da curva caracteristica com o eixo x. Como o coeficiente angular
das curvas caracteristicas nao varia, as retas sao paralelas. As curvas caracteristicas da equacao

de adveccao sao ilustradas nas Figuras 1.2 e 1.3 considerando o sinal do coeficiente a.

tn t

a>0 AN a<o0

Figura 1.2: Curvas caracteristicas da equacao Figura 1.3: Curvas caracteristicas da equagao
de adveccao, a > 0 de adveccao, a < 0

A interpretacao dessa solucao é que, dado uma informagao inicial, ug(x), a equagdo de
advecgao simplesmente desloca essa informacao para direita (a > 0) ou para esquerda (a < 0)

com velocidade a.

Através de um procedimento inteiramente andlogo ao descrito para equacao de adveccao,
obtém-se a solugao analitica para um problema de Cauchy qualquer definido em Eq. (1.17) e

Eq. (1.18). Logo os sistemas de equagoes caracteristicas para este problema é dado por

fl_f:fl(u)7
0

z (0) = xo,
u(0) =u(x(0),0) =u(x,0) = up (xg) .

Integrando as EDO’s obtém-se

{I:f%mt+q’ (1.35)

U = Cg,

sendo ¢y, co constantes. Das condigoes iniciais tem-se

1 = Zo,

{ u (0) = ug (z9) = co,

logo ©9 = ¢ = = — f'(u)t, e substituindo 7y na equagdo anterior, obtém-se ug(xy) =
up (x — f'(u)t). Portanto a solugao analitica do problema de Cauchy, para leis de conservagao

escalares, é dada por

u(z,t) =ug(x— f (u)t). (1.36)
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Note que, para o problema de Cauchy, as curvas caracteristicas sao dada por
x(t) = f (u)t + xo. (1.37)

Assim, pode-se concluir que a solugdo da EDP é constante e igual a u (zg,0), ao longo da curva

caracteristica, de acordo com Eq. (1.26).

Serao apresentadas a teoria da formacao de choque e a formulagao matematica das solugoes
fracas para que seja possivel fazer um estudo da equagao nao-linear, utilizando o procedimento

das equagoes caracteristicas.

1.3 Formacao de Choques

A solugao de uma lei de conservacao pode ser suave em todo o dominio ou apenas em parte
dele. O surgimento de descontinuidades pode estar relacionado a dados iniciais descontinuos
ou a inclusao de efeitos nao lineares na equagao ao longo do tempo (para solugoes suaves, veja
Figuras 1.4 e 1.6). Esse efeito é conhecido como a formac¢ao de choque. A curva onde a
solugao possui descontinuidade é formada pelos pontos nos quais as curvas caracteristicas se
intersectam, como sera visto na equagao de Burgers. Quando ocorre a formagao do choque, nao
se tem solucao classica ao longo da curva de descontinuidade da EDP. Quando nao houver o
cruzamento das curvas caracteristicas ocorre o fenomeno conhecido com ondas de rarefagao.

A solugao é procurada em todo o dominio e nao apenas em parte dele, logo a andlise
matematica do choque formado envolve a generalizacao da solucao da lei de conservacgao ao longo
da descontinuidade. Surge entao a teoria das solugoes fracas. Quando ocorre a formacao do
leque de rarefagao o problema em questao possui infinitas solu¢ées. Como as leis de conservagao
sao equagoes que modelam fenomenos fisicos, deseja-se que essas solugoes também tenham
significado fisico. Com a teoria das solugoes fracas ganha-se no encontro de uma solucao, mas
perde-se na unicidade da solucao. Para determinar qual serd a melhor solucao fraca utiliza-se
uma condicao chamada de ‘entropia’. Uma solucao entrépica é uma solucao da EDP que possui

significado fisico (de acordo com o problema estudado).

Exemplo 1.1 Como ilustracio da formacao de choque para condig¢oes iniciais suaves, Serao
apresentados neste exemplo apenas os resultados numéricos, pois o cdlculo da solucao analitica
deste tipo de problemas nao é objeto de estudo desta dissertagao. Para mais detalhes veja
Harten et al (1987) [14]. Considere, entao, o problema de Cauchy, composto pela equacao de

Burgers uy + uu, = 0 e pela condi¢ao inicial suave
ug () = sen (7 (x + 1)) —1<z<1L (1.38)

A Figura 1.4 exibe a condi¢cdo inicial suave dada na Fq. 1.38; a Figura 1.5 exibe a solugao

antes da formagao do choque, em t = 0.2; a Figura 1.6 exibe a formacgao do choque que ocorre
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Figura 1.4: Condigao inicial suave N = 100, CFL =0.6,t =10

emt = % e em x = 0. Na fronteira esquerda do dominio utilizou-se a sequinte condi¢ao:

u(—1,t) = 0. Em todas as simulagdes foram utilizados N = 100 subintervalos de [—1,1] e

condi¢cao CFL = 0.6.
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Figura 1.6: Solucao na formagao de

Figura 1.5: Solugao antes da formacao do
choque: t = %, N =100, CFL = 0.6.

choque: t =0.2; N =100e CFL = 0.6.

1.3.1 Solucgao Fraca

Quando ocorre a formagao de choque (ver Figura 1.11) ou a formagao de um leque de
rarefacao (ver Figuras 1.13 e 1.16), a lei de conservagao nao possui solugao classica em todo
seu dominio. A perda da solucao classica é real, ou seja, nao é devido a técnica utilizada para
encontrar as solugoes, mas sim devido a nao linearidade da funcao fluxo f (dependéncia de f
sobre u). A técnica matemdtica utilizada para se obter uma solugdo fraca consiste em multi-
plicar a lei de conservagao, na forma diferencial dada na Eq. (1.12), por uma fungao teste, de
forma que a equacao modificada requeira menos suavidade da solucao u. Solugao fraca é uma

solugao a qual obedece a lei de conservagao modificada e nao necessariamente a original.
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Seja @ € CJ (R x R) uma fungao teste, sendo Cj o espago das fungoes continuamente
diferenciaveis com suporte compacto. Neste caso o suporte da funcao @, supp ®, é um conjunto
compacto S = [z, 2] X [t1,12] C R x (0, +00) tal que ® = 0, para todo z € S¢ (complementar
de 9).

Multiplicando a Eq. (1.12) por ® e integrando em relagdo a = e em relagao a t, obtém-se

/O m / " e+ (F ().] @ dudt = 0, (1.39)

/:o /Omut@ dtdr + /;OO /:o (f (), ® dzdt =0, (1.40)

Como & ¢ suficientemente diferenciavel, usando integracao por partes, pode-se escrever

+oo +o00
D (z,t)u g™ —/ Q,udt = / O (z,t) uydt,
0 0

+o0 +o00
Bt f) [T [ sl [ @, de
Como ¢ tem suporte compacto, tem-se
+o00 +o0

—® (z,0)u(z,0) —/ Oyudt :/ Du,dt, (1.41)

0 0

+00 “+oo

0— / O, f (u)dx = / Qf (u), dz. (1.42)

Substituindo as Eqgs. (1.41) e (1.42) na Eq. (1.40), obtém-se

/ - / :o (B + @,f (u)) deds = | 8 (2, 0)u (x,0) d. (1.43)

[e.9]

Defini¢ao 1.4 A fun¢do u € chamada solugao fraca do problema de valor inicial Eq. (1.17),
Eq. (1.18) se satisfaz a Eq. (1.43), para todo ® € C}.

E possivel mostrar que toda solugao classsica é uma solucao fraca, no entanto uma solugao
fraca pode nao ser uma solugao classica, pois essas tultimas podem nao ser diferenciaveis. A
solucao fraca nao é unica. Para resolver a questao da falta de unicidade, surge a definicao de
condicao de entropia. Existem algumas definicoes de condicao de entropia, porém é possivel
provar que sob certas condigoes todas sao equivalentes, veja Smoller (1994) [28]. Sera apresen-
tado, na definicao 1.5, a condicao de entropia utilizada no estudo das equagoes apresentadas
neste trabalho. Para um estudo mais completo das solucoes fracas é necessario que a velocidade

de propagacao do choque seja calculada pela condi¢ao de Rankine - Hugoniot.
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1.3.2 Condigao de Rankine-Hugoniot

Quando ocorre a formacao de choque as curvas caracteristicas se cruzam, assim ¢é preciso
calcular uma curva ao longo da qual se conheca a solucao da equagao. Essa curva é calculada

pela condicao de Rankine-Hugoniot.

Para o cédlculo da condigao de Rankine - Hugoniot, considera-se a situacao na qual u nao é
continua, porém possui uma estrutura simples em uma regiao aberta V' C R x (0, +00). Seja u
uma solugao fraca, satisfazendo Eq. (1.43) em V. Suponha que u seja suave em cada uma das

duas regioes V7, Vg de V separadas por um curva suave C', sobre a qual u é descontinua.

Figura 1.7: Regiao aberta V' C R x (0, +00) para condi¢ao de Rankine-Hugoniot.

Suponha, ainda, que u e suas primeiras derivadas sejam uniformemente continuas em V7, e
Vg. Primeiramente escolha ® com suporte compacto em Vy, a Eq. (1.43) pode assumir sua

forma original na Eq. (1.39), como segue

/0+°° /:O ® [uy + (f (w)),] dedt = 0.

Para o calculo da condicao de Rankine-Hugoniot sera apresentado um lembrete da teoria

do divergente. Seja o campo de vetores G = @ (f (u),u) = (®f (u), Pu), entao
Vx,tG = (I)xf (U) + (Df (U)x + q)tu + (I)Ut,

e o teorema da divergéncia diz que

/ Vo Gdrdt = / Giids,
VL 8‘/L

sendo 77 = (ny,ny) é o vetor normal exterior a fronteira de V. Entao

P [uy + f (u),] dedt = /av (Pung + O f (u)ny)ds, (1.44)

/V [ f o) dot /

|43
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/ [Dyu+ D, f (u)] dedt = —/ P [uy + f (u),] dedt + / (Pung + O f (u)ny) ds.
\%7 |47 vy

Observagao 1.6 Quando fronteira de Vi, for composta pela curva C e pelo intervalo (—oo, xq),
sendo xo o ponto sobre a curva C' = C'(t) no ponto t = 0. Obtém a situagdo estd ilustrada na

Figura 1.8. Note que it = (0, —1), na fronteira inferior de V.
y, ;= Cl 4

x5

n=(0-1)

Figura 1.8: Caso particular para fronteira da condi¢cao de Rankine-Hugoniot

De acordo com o teorema da divergéncia e sabendo que ® possui suporte compacto em Vp,
concluimos ® (z (t),t) = 0, para todo (x (t)) € C (t) (z (t) estd sobre a curva C). Assim

Grids = /C(fﬁ(a:(t),t)nl (x(t),t) f (u) (z(t),t)+ P (x(t),t)ns (m(t),t)U)dt—&—/jO —® (2,0) u(x,0) dz.

o (1.45)
Como ® (x(t),t) =0,V (x(t)) € C(t), temos que
+o0o
/ Grds = —/ O (2,0)u(x,0)dx.
ovy, —0oo
Portanto pela Eq. (1.44), tem-se
+o0
/ [Dyu+ P, f (u)] dedt = —/ Q [u + f (u),] dedt — / O (2,0)u(x,0)dx.  (1.46)
%3 %3 —00

Para que u seja solugdo da lei de conservagao em Vi tem-se, pela Eq. (1.44), que a primeira

integral, no sequndo membro da Eq. (1.46) deve se anular, ou seja

+o00

/ [Diu+ D, f (u)] dedt + / O (2,0)u(x,0)dx = 0. (1.47)

—00

Para o caso geral, se o suporte da ® nao possui pontos da forma (z,0), entao ® (z,t) = 0.
Em geral pode-se considerar o suporte da ® longe da fronteira contendo os pontos (z,0), e

portanto vale a Eq. (1.48)

/ [Du+ P, f (u)] dxdt = 0. (1.48)
VL
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Analogamente, se ® tem suporte compacto em Vi tem-se que
/ (@ + B, f ()] dedt = 0. (1.49)
Vr

Agora, seja uma funcao teste com suporte compacto em V', mas que nao necessariamente se an-
ula em C. Seja G = (Pf(u),Pu); o divergente do campo G é dado por
V.G =@, f (u) + @f (u), + Pu+ Puy, entdo pelo teorema da divergéncia tem-se

+o0 +oo
/ V.. Gdrdt = V. Gdxdt + Vi Gdxdt + / V.. Gdxdt, (1.50)
0 —o0 Vi Va Q

sendo 2 =R x [0, 4+00) — V, — V.

Tem-se que ® se anula fora de V' entao ¢, e ®; também se anulam fora de V', portanto a
Eq. (1.50) se reduz a

+o0 +oo
/ Vi Gdrdt = Gny,ds + Gny, ds
0 —00 ovy, OVR

=/ [@ (2 (2) f(u (), t)nL + P (x(8)ulz(t),t)ngL]dt +

/C =0 (7 (1)) f (u(F (1), ) g + © (3 (1)) w (3 (£) ,£) nag) .

Observacgao 1.7 Tem-se que:

1. ug (z(t)) = lim w(z,(t)) tal que lim =z, (t) = x(t) € C(t) sendo z, € VL para todo

n—-4o00 n—-+o0o

n € [0, +00).

2. ug (Z(t)) = lim wu(Z,(t)) tal que lim Z, (t) = 7 (t) € C(t) sendo Z,, € Vg para todo

n—-+00 n—-+00

n € [0, +00).

De acordo com o provado até o momento, tem-se que

+o0

/‘/Lq)xf(uL)+<I>tuL+/oo (IJ(x,O)u(:v,O)dx:/0+oo/:oooq)[ufjtf(uL)x} dxdt

+oo

/VRCI)xf(uR)—l—@tuR—i—/_oo CID(a:,O)u(x,O)d:U:/O+OO/_;OO(I>[uf%—f(uR)m} dxdt.

Usando o fato da funcao teste ® ter suporte compacto, obtém-se

/ Of (u) + Pudrdt = / O [uy + f(u),] dedt.

\%4
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Portanto,

/ Of (u) + Prudedt =0
.

se, e somente se,

/ & [ug + f (u),] dudt = 0.

Assim

/ [Df (ur)ny + Pupng] dt = / (@ f (ur) ny + Pugns] dt
c c

portanto
[ 105 ) = o+ [l o)t = 0
C(t)
Como ® nao é a funcao nula, tem-se que

[f (ur) — f (ur)l 1 + [ur, — uglng =0, (1.51)

para todo t tal que x(t) € C(t). Como a curva C(t) = C (x(t),t), tem-se que C’(t) =

C (2’ (t),1) e o vetor normal apontando para fora da curva C' (na dire¢ao de Vi, para Vi) é

dado por
P P e O) (1.52)
L+ (=2 (1))
Substituindo a Eq. (1.52) na Eq. (1.51), obtém-se
[f (ur) = f (ug)] = [ur — ug] 2’ (t).
Seja s = ' (t), entao
5 — f (UL) - f (U’R) (153>

Uy, — UR

A Eq. (1.53) é conhecida como condi¢ao de Rankine - Hugoniot e pode ser escrita como

sendo s a velocidade na qual viaja a descontinuidade da solucao da lei de conservagao.

Defini¢ao 1.5 : (Condi¢do de Entropia)

Para a lei de conservagao escalar, a propagacgao da descontinuidade com velocidade s satisfaz
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a condicao de entropia se

() > s> f(u), (1.54)

sendo f' (w) e f'(u,) a velocidade caracteristica imediatamente a esquerda e a direita de s

respectivamente.

Pode-se verificar que para fungoes convexas (ou concavas), a condi¢ao de entropia Eq. (1.54)
é sempre satisfeita, pois a derivada de uma fun¢ao convexa (ou concava) é sempre crescente
(decrescente). A solugdo u que satisfaz a condigao de entropia é chamada solu¢ao entrépica e

¢ a melhor solucao, pois é a mais préxima da solucao com significado fisico.

Teorema 1.1 Se a funcao de fluro f € convera e suave, a menos de um conjunto de medida
nula, a solucao de entropia € unica.
Demontragao: Veja Evans (1998) [9].

1.4 Problema de Riemann

Uma lei de conservagao associada a uma condicao inicial constante por partes, com uma
descontinuidade simples, é conhecido como Problema de Riemann, Figura 1.9.

O objetivo é resolver os problemas de Riemann, descritos nas Egs. (1.55) e (1.57) para uma
fungao fluxo convexa, isto é, f” > 0 (f’ é crescente) para que se satisfaga a Teorema 1.1.

Para complementar o estudo feito na secao 1.2 serd realizado o estudo do problema de

Riemann composto pela equacao de adveccao
U + au, = 0,
com condigao inicial

u;, se x <0,

u(z,0) =wug(z) = { (1.55)

u., se x>0,

no dominio —oo < x < 400 et > 0, sendo u; e u, constantes.

A solucao analitica da equagao de advecgao é dada por u (x,t) = ug (x — at), veja Eq. (1.34).
Assumindo que a > 0 (procedimento andlogo pode ser feito para a < 0), a descontinuidade da
condicao inicial em x = 0, ilustrada na Figura 1.9, se propaga para o interior do dominio, da

esquerda para a direita, com velocidade a e distancia at, no tempo t.

Para o problema de Riemann, Eq. (1.55), a curva caracteristica que passa por z = 0 é
importante, pois é a tnica através da qual a solucao muda. Essa curva caracteristica é dada

por x = at e separa as outras curvas caracteristicas em duas partes:
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toa
u;

Figura 1.9: Condicao inicial do Problema de Riemann

e 2 esquerda, cuja solucao é wy

e a direita, cuja solugao € u,.,
como ilustra a Figura 1.10.
Claracteristica

4+ w-at=10

s-ak = 1) x-at = [

Figura 1.10: Curva caracteristica e solugao da equagao de adveccgao.
De acordo com o exposto acima, a solu¢ao do problema de Riemann, Eq. (1.55), é dada por

u;, se x —at <0,

u(z,t) =up(x —at) = (1.56)

U, se x —at>0.

Por qualquer ponto z, no eixo x, passa uma reta caracteristica e como a é constante todas
as retas sao paralelas umas as outras, nao ocorrendo a formacao de choque. Como ilustra a

Figura 1.2.

A equacao de Burgers é uma equacao escalar, quase-linear de classe C!' em t > 0, com
fungao de fluxo f convexa, pois f” (u) =1 > 0 para todo t > 0 ( f" é crescente). Ao contrario
da equacao de adveccao, para a equacao de Burgers nao existe uma solugao analitica global.

Tem-se o cruzamento das curvas caracteristicas o que diz que ocorre, na solucao da equacao, a
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formagao de choque ou a formagao de leque de rarefacao.

Considere o problema de Riemann composto pela equagao de Burgers na forma nao conser-

vativa
u + uuy, =0
e a sua condicao inicial

u;, se x <0,

u(z,0) =wug(z) = { (1.57)

u., se x>0.

no dominio —oo < x < 400 e t > 0, sendo u; e u, constantes.

Se u é solugao desse problema entédo, para todo A > 0, a funcao uy dada por uy = u (A\x, \t)
também é solucao da mesma equagao. Como o interesse é obter a solug¢ao de entropia do pro-
blema, devido a sua unicidade, é natural considerar somente solucoes as que dependam do raio
x/t. Veja Smoller (1994) [28].

Da Eq. (1.36), tem-se que a solugdo da equagado de Burgers, para uma condigao inicial g

qualquer, é dada por

u(x,t) =up(x —ut), (1.58)
w2
pois f (u) = 5 De acordo com a Eq. (1.37), tem-se que as curvas caracteristicas da equagao
de Burgers sao dadas por
x (t) = u.t + xo, (1.59)

sendo u constante ao longo das curvas caracteristicas, logo pode-se concluir que essas curvas
sao retas. O valor constante de u ao longo das retas caracteristicas, as quais se originam no

ponto (zg,0) do plano (z,t), é dado por ug (zg) e o coeficiente angular dessas retas é dado por
1

tanf = —. (1.60)
u

Como o coeficiente angular depende de u, é de se esperar que as curvas caracteristicas se cruzem,

pois u varia, formando ondas de choques ou ondas de rarefacao.

Para resolver o problema de Riemann, Eq. (1.57), é preciso considerar dois casos:

1. w > u,
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Como [’ é crescente tem-se que
fHw) > f' (). (1.61)

Isso diz que a informacao a esquerda se propaga mais rapidamente do que a informagao

a direita, resultando no cruzamento das curvas caracteristicas e na formacao de choque.

Sejam 6; o angulo correspondente a u; e 6, o angulo correspondente a u,. Para a

equagao de Burgers, tem-se que f’(u) = u. Das Egs. (1.60) e (1.61) deduzimos que

tan 0, < tand,. (1.62)

=

Figura 1.11: Formacao de choque através da colisao das curvas caracteristicas.

Quando ocorre o cruzamento das curvas caracteristicas, como ilustra a Figura 1.11, tem-
se a formagao de choque. Nesse ponto f’(u;) = f' (u,), o que contradiz a desigualdade
da condicao de entropia. Isso sugere que a solucao analitica da equacao de Burgers nao
¢é encontrada ao longo de todo dominio. Essa argumentacao indica que, na presenca de
choques, a solucao procurada deve ser descontinua. Essa descontinuidade é calculada pela
condicao de Rankine-Hugoniot na Eq. (1.53), sendo s a velocidade com a qual viaja a

descontinuidade da solucao dentro do dominio. Para a equagao de Burgers temos

5= - er o (1.63)

De acordo com a Eq. (1.58) e com a condi¢ao de Rankine-Hugoniot, tem-se que a solugao
da equacao de Burgers para u; > u, ¢ dada por

u, se

u(z,t) =g (x —ut) = { - (1.64)

SIS
V
V)

Up, S€

Pode-se verificar que essa solugao satisfaz a condigao de entropia Eq. (1.54). Como

u, < u; entao

2, < Up + u, < 2u4. (1.65)



25

Dividindo por 2

U ”;r“ <. (1.66)
Da Eq. (1.63), obtém-se
ur < s < uy. (1.67)

A Eq. (1.67) mostra que esta solugao satisfaz a condi¢ao de entropia Eq. (1.54).

Para exemplificar o processo da formacao de choque considere como condicao inicial do

problema de Riemann

1, se =<0,

(1.68)
0, se = >0,

u(x,O):u()(a:):{

no dominio —oco <z < +oo et > 0.

Tem-se que:

e sc x < 0 as curvas caracteristicas emanam do eixo x com coeficiente angular
tanf = =1 logo 6 = 45°,

1
U

e se x > 0 as curvas caracteristicas emanam do eixo x com coeficiente angular

tanf = u—lr = % logo 6 = 90°.

Assim, pela Eq. (1.63), a condigao de Rankine-Hugoniot é s = 1/2.

Este exemplo ¢ ilustrado na Figura 1.12.

o x=—t

[

u=1 u=0

Figura 1.12: Formagao de choque - equacao 1.68
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2. u < u,

Como f’ é crescente, tem-se que

f () < f (ur) (1.69)

o que diz que a informacao a esquerda se propaga mais lentamente do que a informacao a
direita. Neste caso as curvas caracteristicas nunca se cruzam e o que ocorre é a formagao
do que se define como leque de rarefacao. Com mesma analise realizada no caso anterior
tem-se das Egs. (1.60) e (1.69) que

tan 0, > tané,., (1.70)

o que garante que realmente as curvas caracteristicas nao se cruzarao. Como ilustra a
Figura 1.13.

NN

Figura 1.13: Leque de rarefacao

A fungao u dada em Eq. (1.64) também é solucao do problema de Riemann Eq. (1.57),

porém nao satisfaz a condi¢ao de entropia.

E possivel construir uma solucao que satisfaga a condicao de entropia. Essa solugao
serd construida para um caso particular, para melhor compreensao do problema. Con-

sidere como condicao inicial para o problema de Riemann

0, se =<0,

1.71
1, se x>0. ( )

u(x,O):uo(a:):{

Analogamente ao caso anterior, tem-se:

e se x < 0 as curvas caracteristicas emanam do eixo z com coeficiente angular
tand = L logo 6 = 90°;
Ur

e se x > 0 as curvas caracteristicas emanam do eixo x com coeficiente angular
tanf = =1 logo 6 = 45°.

1
U
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Pela Eq. (1.63) a condi¢ao de Rankine-Hugoniot é s = 1/2. Na regiao do plano (z,t)

que possui curvas caracteristicas elas sao dadas, de acordo com Eq. (1.59), por

rg, se x <0,
t+ x9, se x> 0.

i

X

Figura 1.14: Curvas caracteristicas - Equacao 1.71

Uma solucao do problema é dada por

(2.1) 0, se z<0<1t,
u(x,t) =
1, se 0<t<uz,

porém nao satisfaz a condicao de entropia.

E preciso construir uma solucao que satisfaca a condicao de entropia. Para
0 < x <t (regido na qual o problema nao possui curvas caracteristicas) pode-se veri-
ficar que a solucao u (x,t) = x/t satisfaz a equagao de Burgers. A solugdo u (z,t) = x/t
é encontrada inserindo curvas caracteristicas partindo da origem (descontinuidade) de
forma que u seja constante ao longo delas e u varie continuamente de 0 para 1, como

ilustra a Figura 1.15.

Figura 1.15: Construgao da solugao que satisfaz a condigao de entropia

Entao a solugao entrépica do problema de Riemann Eq. (1.57), com condigao inicial dada

em Eq. (1.71), em todo plano (z,t) é dada pela Eq. (1.72) e ilustrada na Figura 1.16.

0, se rz <0,
u(z,t)=q z/t, se 0<x<t, (1.72)

1, se t <z,

Y
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&=
I
o

Figura 1.16: Solucao entrépica para equacao de Burgers

Para verificagdo analitica que essa solucao satisfaz a condicao de entropia ver os livros
Evans (1998) [9] e Smoller (1998) [28].

Pode-se construir outra solucao, descontinua, preenchendo as lacunas sem curvas
caracteristicas ao longo de uma curva diferencidvel x/t iniciando no ponto (0,0) com
inclinagao igual a 1/2, da condi¢do de Rankine - Hugoniot. A solucao procurada é dada

pela Eq. (1.73) e ilustrada na Figura 1.17.

u(x,t) :{ 0. se v<5 (1.73)

1, se x>

N+ N+

Figura 1.17: Solugao nao entrépica para equacao de Burgers

Pode-se verificar que essa solugdo nao satisfaz a condi¢do de entropia. (Veja Smoller
(1994) [28]).

E possivel calcular o ponto em que as curvas caracteristicas se cruzam, porém nao é

objetivo desse trabalho, para mais informagoes ver Marotti (2008) [25].



Capitulo 2
Métodos Numeéricos

Mesmo para modelos mais simples de equacoes diferenciais parciais pode ser dificil obter
solugoes analiticas. Neste caso, é fundamental o desenvolvimento de métodos numéricos para
se obter solucoes aproximadas destas equagoes. Contudo, outra dificuldade surge ao se analisar
os resultados numéricos. Devido a inexisténcia de uma teoria matematica que abranja todas
as complexidades envolvidas nas equagoes diferenciais parciais hiperbdlicas, principalmente as
equacoes nao-lineares. Muitos resultados nao podem ser rigorosamente comprovados através de
teoremas de andlise numérica. Alguns resultados sao demonstrados para as equacoes lineares
e transferidos para as equagcoes nao-lineares. Mesmo sem a prova desses resultados, na pratica
os métodos numéricos tém apresentado bons resultados para as equagoes nao-lineares. Varias
sao as dificuldades que podem surgir na busca das solugoes exatas: complexidade da regiao de
busca, os coeficientes da equacao diferencial podem variar ponto a ponto e até mesmo depender
da prépria solucao (problemas nao-lineares).

Nesse capitulo se dard o inicio do estudo dos métodos numéricos que permitem encontrar
aproximagoes para as solucoes analiticas das leis de conservagao (estudadas no capitulo 1),
baseadas no método das diferencas finitas tradicionais.

Sera apresentada a teoria necessaria para analise da consisténcia, da estabilidade e da con-
vergéncia dos métodos numéricos para equacoes lineares e equagoes nao-lineares. Como prin-
cipais resultados deste capitulo tem-se o teorema de Lax-Wendroff (teorema 2.2), o teorema
que garante a convergéncia dos métodos numéricos (teorema 2.3) e o teorema que garante a

convergéncia para a solucao de entropia (teorema 2.5).

2.1 Meétodos Numéricos para Equacoes Lineares

Seja o problema de Cauchy unidimensional

Uy + au, = 0,
{ u(z,0) =wug (z), (21)

no dominio —oo < x < +o0, t>0.

A discretizagao do problema de Cauchy unidimensional Eq. (2.1), é feita em uma malha

29
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uniforme, no espago e no tempo, escolhendo como respectivos passos Az e At, ou seja, nos

pontos discretos da malha tem-se

rj=730Ar j=...,-1,0,1,...,
t,=nAt n=0,1,2,...,

é preciso definir também o ponto médio do intervalo I = [z}, z;41] como sendo

Az o1 A
Ij+%:$j+7: j+§ Z.

Os métodos numéricos discutidos podem ser aplicados em malhas variaveis, mas por simpli-
cidade tedrica e computacional serao usadas malhas uniformes sendo Az e At constantes. Seja
U" € R a aproximagao da solugao u (x,t,) nos pontos da malha numérica. O valor da solucao
verdadeira, nos pontos da malha, serd denotado por u} = u (xj,tn).

No desenvolvimento dos métodos numéricos para leis de conservagao é preferivel considerar

U como uma aproximagao média de u (z,t) na célula I; = |z._1,x., 1| definida por
J = J J—3577+35

1 Tivd

ul = —
J Ax |,
.

—NnN —

u(x,t,)dr, (2.2)
3
a qual aproxima melhor o valor da solugao verdadeira uj do que o método de diferengas fi-
nitas, porém para simplificar os calculos sera considerado o método das diferencas finitas. A
interpretacao por aproximacao dos valores médios das células é natural uma vez que a forma
integral da lei de conservacao Eq. (1.11) descreve a evolugao no tempo da integral Eq. (2.2).

Como aproximagao para o dado inicial ug (z) serd utilizado U}, ou seja, uj = U ou
preferencialmente U ]Q = ﬂ?. Serd definido, ainda uma funcao constante por partes Un; (z,t)

da seguinte forma
Ui (2,) = U, Y (a,t) € [xj_%,xj+%) X [ty nsr) (2.3)

De acordo com Leveque (1992) [17], para equagoes hiperbélicas dependentes do tempo, é
t

comum assumir que a razao % = cte fixa quando At — 0, que é o caso das leis de conservacao.
Para o estudo numérico da Eq. (2.1), na pratica, é computado um dominio numérico
finito a < x < b. O procedimento de obter as aproximacoes é recursivo; define-se U° como
uma aproximacao do dado inicial ug e apartir de U° encontra-se U', a partir de U! encontra-se
U? e assim sucessivamente, até obter U™+,

Sempre que métodos numéricos sao usados para resolver uma EDP, deve-se ter uma pre-
ocupacao com as propriedades de precisao e convergéncia das aproximagoes.

O método numérico, e principalmente o cédigo implementado, deve ser testado em proble-
mas simples, para os quais a solucao exata é conhecida, ou em problemas onde comparacoes
com solucoes de alta precisao podem ser realizadas. Em alguns casos solugoes experimentais

podem estar disponiveis.
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Em problemas reais, geralmente nao se possui a solugao verdadeira para fins de comparagcao.
Entao, na pratica o que se faz é estudar a convergéncia de um método numérico para equagoes as
quais se conhece a solugao (geralmente problemas lineares) e aplicar esses métodos numéricos
aos problemas para os quais as solucoes nao sao conhecidas, mesmo sem a garantia de con-
vergencia para tais equagoes.

O ideal é provar que o método escolhido converge para a solugao correta quando se refina a

malha.

O teorema fundamental da convergéncia dos métodos numéricos para equacoes diferenciais

lineares, pode ser resumido em:
consisténcia + estabilidade <= convergéncia.

Logo, para se estudar convergéncia de um método numérico é preciso estudar sua estabilidade

e sua consisténcia.

2.1.1 Condicao CFL

De acordo com Leveque (1992) [17], o primeiro artigo sobre diferengas finitas para EDP’s
foi escrito por Courant, Friedrichs e Lewy (1928) [5], do qual existe uma tradugao em inglés
(1967) [6]. Eles usaram o método das diferencas finitas na prova da existéncia de solugoes
analiticas para certas EDP’s. A idéia é definir uma sequéncia de aproximacoes, via diferencas
finitas da equacao e provar sua convergencia para solucao exata quando a malha é refinada.
Eles mostraram que os termos da sequéncia satisfazem a EDP, no limite, obtendo a existéncia
da solucao.

No decorrer da demonstracao da convergéncia desta sequéncia, eles identificaram que uma
condicao necessaria para estabilidade do método numérico é que o dominio de dependéncia do
método de diferencas finitas deve estar contido no dominio de dependéncia da EDP
(secao 2.1.2) ao menos em limite, ou seja, quando At, Az — 0. Esta condi¢do é conhecida

como condicao CFL devido a Courant, Friedrichs e Lewy.

Definicao 2.1 Condicao CFL: Para que um método numérico seja convergente € necessario
que o dominio de dependéncia numérico esteja contido no dominio de dependéncia da EDP, ao
menos quando At e Ax tendem a zero. Leveque (2004) [18].

E preciso observar que a condicao CFL nao é uma condigao suficiente para estabilidade,
pois pode existir um ponto £ dentro do dominio de dependéncia da EDP que nao pertenca
ao dominio de dependéncia numérico. Se alterar o valor do dado inicial em ¢ pode-se afetar
a solugao verdadeira, mas nao a solu¢ao numérica (ver Leveque (1992) [17] e Leveque (2004)
[18]). A condigao CFL estabelece que um método deve ser aplicado de forma que a informagao
tenha a chance de se propagar com velocidade fisicamente correta, como determinado pelos
valores de f' (U).
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Supondo que se aplique um método numérico para a lei de conservagao de forma que a
solucdo exata se mova, dentro do dominio, a uma velocidade f’ (u) e a uma distancia f’ (u).At
durante um intervalo de tempo. A condicao CFL exige que a distancia percorrida, durante um
intervalo de tempo, deve ser menor do que uma célula (ou seja, |f' (u) .At| < Az, de acordo
com Eq. (2.8)).

Observagao 2.1 Pode-se provar que para o método de Lax - Friedrichs, Eq. (2.26) a condi¢do
CFL é também uma condig¢ao suficiente para estabilidade do método (ver Leveque (1992) [17]).

Definicao 2.2 Define-se como esténcil o conjunto de pontos, da malha numérica, envolvidos

na calculo da aprorimagao numérica de U}”l.

A Figura 2.1 ilustra um esténcil contendo trés pontos {U L UnU j’ﬂrl} com os quais se constroi

a aproximagao para a solucao no instante n + 1; (U ;LH).

2.1.2 Dominio de Dependéncia

Dominio de dependéncia da EDP é o conjunto de pontos, dentro do dominio, os quais
dependem apenas da condicao inicial. Se u é a solucao do problema de Cauchy definido nas
Egs. (1.17) e (1.18), entao de acordo com Eq. (1.36) u deve satisfazer

u(z,t) =ug(x—f (u)t), =xzeR >0, (2.4)

Seja (X,T) um ponto fixo no plano (z,t). Entao a solu¢ao u (X,7T) depende apenas da
condigao inicial uy e do ponto (X — f'(u)T') e assim define domino de dependéncia da EDP

como sendo o conjunto
DX, T)={x€eR;, =X — f'(u)T}. (2.5)

O dominio de dependéncia numérico é definido de forma similar, ou seja, é o conjunto de

pontos da malha computacional que dependem apenas da condicao inicial:
Dae (X, T) = {xs;uo (xzy) é usado para o calculo da aproximagao numérica de u (X,T)}, (2.6)

sendo u a solu¢do numérica em (X, 7).

Segue a apresentacao da condicao necessaria, consequéncia da condicao CFL, para
estabilidade de um método numérico, em uma malha numérica igualmente espacada, baseado
no método de diferencas finitas, conforme o esténcil dado na Figura 2.1.

A aproximacao Ua (x4,t,) depende dos valores z;_1,x;, z;+1 no tempo t, 1, ou seja, de-

pende de x4, ¢ = —1,0,1. Por sua vez esses valores dependem de ¢ = —2,—1,0,1,2 no
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n+1

‘j tn+]_

Figura 2.1: Diagrama para condi¢ao CFL da aproximacao U j"+1.

tempo t,_. Continuando esse processo até o tempo tg = t,,_,, vemos que a solucao no tempo t,
depende apenas do dado inicial nos pontos x4, ¢ = —n,...,—2—1,0,1,2,...,n como ilustra

a Figura 2.2.

, )

Xj+n

o
5
HM ¥

Figura 2.2: Triangulo computacional da condicao CFL para um esquema de diferencas finitas
de trés pontos, ilustrado no diagrama 2.1.

Para o caso n = 2, de acordo com a Figura 2.2, o dominio de dependéncia numérico satisfaz
Dy (xj,t2) C {x; |z — z;] < 2Ax}.

Para o caso geral tem-se que o dominio de dependéncia numérico é dado por
Dy (xj,t,) C {x; |z — x| < nAz}. (2.7)

Agora considere um ponto fixo (X,T), entao Da, (X, T) C {x; |z — X| < % Ax}, pois
T = nAt.

Se refinar a malha com At/Az fixo, ou seja, At/Ax = r sendo r constante, entao
T
Dat (X, T) C {az; lr — X| < —},
-

para todo passo de tempo At.
A condicao CFL requer que

D(X,T) C Day (X, T),
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logo, usando a defini¢do do dominio de dependéncia expressa na Eq. (2.5), tem-se

T
(X =7 @T)-X| <,
ou seja
T
[f ()T < —,
’
que é equivalente a
At

Definicao 2.3 A quantidade acpr = max‘f’ (u) %‘ é chamada de nimero de Courant ou

numero CFL.

Segundo Leveque (1992) [17], uma condigdo necessaria para que um método numérico, com
estéencil definido como acima, seja estavel é que o ntimero de Courant seja no maximo 1, ou

seja,

At

£ (u) Ar <1 (2.9)

Qcopr = IMax

2.1.3 Convergéncia

Para saber o quanto U}' aproxima a solugao verdadeira u (), t,) = u, primeiro € preciso
encontrar uma forma de quantificar o erro numérico. Para solugoes suaves € interessante escolher
o valor pontual u} obtido pelo método de diferengas finitas, assim o erro pontual ¢ dado por

n __ n__ ,mn
Ej_Uj u; .

(2.10)

Para leis de conservagao, em alguns momentos, é mais conveniente considerar o erro relativo

dado por

E =U"—a" (2.11)

<
B
)

onde u}, dado na Eq. (2.2), obtido pelo método dos volumes finitos .
Se a fungao u ¢ suficientemente suave o valor pontual U}" concorda com o valor médio da

célula I; em Eq. (2.2) na ordem Az?. Esta propriedade estd demonstrada na Eq.( 3.24).

Para unificar os casos acima, define-se a funcao erro dada por

Ent (x,t) = Une (2,t) — une (2, 1), (2.12)
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sendo E7' o valor nos pontos da malha de Ea, (j,tn), Ej é o valor médio de Ea, no tempo t,

e Uny (w,t) = UF para (z,t) € [xjfé,:cﬂ%) X [tnytnit).
Para quantificar o erro deve-se escolher alguma norma, para que seja medido o erro em um

tempo fixo e também para que se verifique a convergencia do método numérico.
Definigao 2.4 Um método numérico € dito convergente em uma norma ||.|| se

|Ea: (1, 8)]] = 0  quando At — 0, (2.13)
para todo t > 0 fixo e para qualquer dado inicial ug.

A norma mais natural para leis de conservacao, em geral, é a norma Lq; ao passo que para
equacoes lineares a norma mais apropriada é a norma Ly. Para o caso discreto a norma L é

definida como

+oo
U™, = Az > |U7. (2.14)

j=—o0

Segundo Leveque (2004) [18], o fator Az na Eq. (2.14) é muito importante para corrigir a
escala e a ordem de precisao, a medida que a malha é refinada. Para o caso continuo as normas

Ly e Ly sao definidas nas Eqgs. (2.15) e (2.16), respectivamente.

= [ w@lde o (2.15)

(e 9]

lvlly, = {/joo v (z)]? dx} 1/2. (2.16)

o0

Neste trabalho sera considerada apenas a norma L, dispensando assim o subscrito.
Para analise da estabilidade e da consisténcia do método numérico sera utilizado o erro de

truncamento local definido na subsecao 2.1.4.

2.1.4 Estabilidade e Consisténcia

Geralmente é impossivel obter uma uma forma para o erro global (Eqs. (2.10) e (2.11)) ap6s
centenas ou milhares de passos de tempos. Ao invés de se obter o erro global diretamente, o
estudo do erro numérico pode ser obtido em um passo de tempo simples resultando em um erro
local (Leveque (2004) [18]). O erro de truncamento local fornece uma indicagdo da mag-

nitude do erro global, e particularmente da ordem de precisao, em casos onde o método ¢é estavel.

O erro de truncamento local, que serd indicado por La, é um operador que avalia se U}
¢ uma boa aproximagao da solucdo verdadeira u (x;,%,) nos pontos da malha computacional.

Assim erro de truncamento local computa, localmente, a discrepancia entre esses valores. Para
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o calculo do erro de truncamento local, considera-se que as solucoes u sao suaves e substitui-se
o valor da aproximagao U}' pelo valor da solucao da equagdo u (x,t). Serd visto um exemplo
na secao 2.1.5. (Veja Leveque (1992) [17] e Leveque (2004) [18]).

Definicao 2.5 Um método numérico € dito consistente em uma norma ||.|| se
|Lat (-, t)]| = 0  quando At — 0, (2.17)

para todo t > 0 fizo.

Definicao 2.6 Um método numérico € dito de ordem p se

. ’LAI‘/ (l‘, t)‘ _
Al}tIEo N constante, (2.18)
para todo t > 0 fixo.
Observagao 2.2 Seja f wma fungio real, dizemos que f(h) = O (hk) se
lim f () = constante.
h—0| hk

A definigao formal de estabilidade pode ser encontrada nos livros Leveque (1992) [17] e

Leveque (2004) [18]. Neste trabalho considera-se que um método numérico é estével se

[omHE < o) (2.19)

2.1.5 Método de Lax - Friedrichs para Equacao de Adveccgao

O método de Lax-Friedrichs é um método explicito de nivel dois para funcoes u suaves,
baseado na expansao em série de Taylor do esténcil {U U }‘H}, ilustrado na Figura 2.3, esse

esténcil corresponde a {u (z — Az, t),u (x + Az, t)} no caso continuo.

UJ tn+1
U, Ui,

Figura 2.3: Diagrama para o Método de Lax-Friedrichs

Fazendo a expansao em série de Taylor de u (z, t) na varidvel x, para aproximar u,, obtém-se

Az? Az?
u(r+ Az, t) = u(z,t) + ug (2,1) Az + Uy, (z,1) 2—? + Uy (T, 1) .3—$‘,
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T entre x e x + Ax.

A 2 A3
u(r — Az, t) =u(x,t) — uy (v,6) Az + ugy (2,1) 2—3:; — Uggs (T, 1) '3_x|’

7 entre x e x + Az. Portanto temos
u(z+ Az, t) —u(z — Az, t) = 2u, (v,t) Az + O (Az?),

de onde concluimos

Uy (x,t) = ulz+ As, ﬂz;; (z=Az,t) O (Az?). (2.20)

Fazendo a expansao em série de Taylor de u (x,t) na varidvel ¢, para aproximar u;, obtém-se

At?
u (x,t + At) =Uu (x,t) -+ Uy (x,t) WAV + Ut (l‘,g) .T,
para ¢ entre ¢ e t + At. Entao, devemos ter
t+ At) — t
() = LELEBD Zu(@ D) o npy (2.21)

At

Substituindo as Eqs. (2.21) e (2.20) na equagao de advecgao u; + au, = 0, obtém-se

u(x, t+ At) —u(z,t) u(r+ Ax,t) —u(r — Az, t)

A7 — O (At) + a. AT -0 (Az?)| =0,
ou seja
u(x,t+At) —u(x,t) = —a.ﬁ—tx [u(x+ Ax,t) —u(x — Az, t)] +
O (Az?) .a.At + At.O (At). (2.22)

Fazendo, novamente, a expansao em série de Taylor de u (x,t) na variavel z, escrevemos
u(x + Az, t) = u(x,t) + u, (7,1) Az,
com T entre x e x + Ax e
u(r — Ax,t) =u(x,t) —u, (z,t) Az,

com 7 entre x e x + Ax. Portanto, reunindo estas conclusoes

(x + Az, t) +u(z — Ax,t)
2

u(x,t) = “

+0(Az). (2.23)
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Substituindo a Eq. (2.23) na Eq. (2.22), obtém-se

u(x+ Az, t) +u(z — Az, t) At
2 ~tgag
O (Az?) .a.At + O (At?) + O (Ax) (2.24)

u(z,t+At) = r+ Az, t) —u(x — Az, t)] +

ou seja, o método de Lax-Friedrichs na forma continua é dado por

At

“9Ax
O (Az®) + O (A?). (2.25)

u(x, t+At) = %(u(w+Am,t)+u(m—Ax,t))— [u(x 4+ Az, t) —u(z — Az, t)] +

No caso discreto é dado por

At

Urtl = S——
J 2Ax

(Ujs + Uf) = a(Ufy = Ujy). (2.26)

N[ —

O operador erro de truncamento local, La; (z,t), para o método de Lax - Friedrichs, obtido
da Eq. (2.25), desconsiderando os termos O (At?) e O (Az?), ou seja

Lag (z,t) = u(:c,t—|—At)—;(u(x—FA:c,t)—l—u(x—Ax,t))} é—l—ﬁ(u(z+Az,t)+u(z—Ax,t)).
(2.27)

Como u é suave pode-se expandir La; (z,t) em série de Taylor (para facilidade de notagao

serd omitido (z,t)), e eliminando os termos opostos, obtém-se

2
LAt (l’,t) = (Ut + aum) + % (At Ut — AA_xtuxx> + @) (AxQ) . (228>

Se u é solugao de (u; + au,) = 0, entdao Eq. (2.28) se reduz a

1 A Az? Ag?
Por outro lado, sabendo que u; = —au,, tem-se que
Uy = — AUy = — AUy = —0 (—Algy) = 0 Uy (2.30)
Substituindo este resultado na Eq. (2.29), obtém-se
1 ,  Ax? )
Las (z,1) = §At (a - A_zf?) Uye + O (AZ?) . (2.31)
Como a razao % é constante podemos escrever, por exemplo, Ax = cAt onde ¢ é uma constante.
Entao ﬁfj = ¢ também é constante. Portanto a Eq. (2.31) pode ser escrita em funcao de At

ao invés de Az, isto é,

L (5,0) = 54 (a2 = ) e + O (AP). (2.32)
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Agora, usando a Eq. (2.18), tem-se que

= lim % (a® = ) ugy (z,t) + O (At)| = cte = = (a° — ) Uy (2, 1) . (2.33)

N | —

Observe que na Eq. (2.33) o ponto (z,t) esta fixado. Assim, de acordo com a defini¢do
2.6, o método de Lax - Friedrichs para a equacao de adveccao é de ordem 1 no tempo, ou seja,
Lai (x,t) = O (At) quando At — 0. Com andlise semelhante, verifica-se que esse método ¢é de

ordem O (Ax?) no espaco, logo a ordem do método é O (At, Az?) quando At — 0.

De acordo com Leveque (1992) [17] é possivel mostrar que o método de Lax-Friedrichs, para

a equacao de advecgao, é consistente.

Sera analisada, agora, a estabilidade do método de Lax-Friedrichs. De acordo com a
condigao CFL, Eq. (2.8), para a equacao de advecgao, o médodo de Lax - Friedrichs é estavel

se

At
a_

<1. .
e (2.34)

Sera usado a condigao Eq. (2.19) para mostrar a estabilidade do método, usando a forma

discreta do método de Lax-Friedrichs Eq. (2.26), logo tem-se

n+1 — n+1 — At n n
HU Hl = Az Z |Uj ‘ = Az Z J+1) o 2Axa (UJH Ujfl)
j=—o0 j==o0

+
1 At o1 At
= AJ?Z’ ]+1(§—(ZE>+Uj1(§+am>‘

j=—00

Az | & At < At
< 7 [;OO U]Jrl( G,E>’+j:_oo U (1+6LM)‘
De Eq. (2.34) tem-se que
At
l—a——>
“9Ax
e
1+ At >0
“9nr =

logo podemos concluir

. Az At At <=
o=ty < 57| (1-05t) 3 ol + (1ast) 3 ol
Jj=—00 j=—00

IN

1 AN oo AN o n
2[R+ (1Rt ) = e,
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e portanto
[um), < o, (2.35)

Assim, conclui-se que o método de Lax - Friedrichs para a equacao de adveccao é estavel. De
acordo com o teorema fundamental da convergéncia dos métodos numéricos lineares, tem-se

que o método numérico de Lax - Friedrichs para a equacao de adveccao é convergente.

2.1.6 Método Upwind

Para problemas hiperbdlicos é esperado que a informacao se propague ao longo das curvas
caracteristicas. Tanto a direcdo quanto a velocidade de propagacgao da informacao, ao longo
das curvas caracteristicas, varia de equacao para equagao, entao é preciso considerar cada caso
separadamente.

Para a lei de conservacao escalar de adveccao, se a > 0 a propagacao da informacao ocorre
da esquerda para a direita com velocidade a ao passo que se a < 0 a propagacao ocorre da
direita para a esquerda, também com velocidade a. Logo, um método numérico utilizando um
esténcil centrado normalmente nao ¢ a melhor escolha, veja Figuras 2.5 e 2.6.

Métodos ‘upwind’ sao métodos numéricos os quais buscam os resultados numéricos na

melhor direcao, ou seja, a direcao com a qual se propaga a informacao caracteristica.

Figura 2.4: Diagrama do método ‘upwind’ quando a > 0

O método ‘upwind’ explicito de nivel dois, para a equacao de advecgao com a > 0, definido
abaixo, na Eq. (2.36), para fungdes u suaves, foi desenvolvido utilizando-se o esténcil {U U ]”}

e a expansao em série de Taylor.

At
+1 _
Uit = Uf = e (U7 = UjLy) (2.36)
Com analise semelhante a descrita para o método de Lax-Friedrichs, tem-se que o método
‘upwind’ é estével (se 0 < a% < 1), é consistente e portanto convergente. A ordem do método

‘upwind’ Eq. (2.36) ¢ de O (A#?, Ax).

Para leis de conservagao o interesse é calcular a convergéncia no intervalo no qual ocorre a

formacao do choque, ou seja, no intervalo no qual ocorre a descontinuidade da solugao. Sera



ilustrado nas Figuras 2.5 e 2.6 o método de Lax-Friedrichs (Eq. (2.26)), e o método ‘upwind’
Eq. (2.1) para a = 1:
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(Eq. (2.36)), respectivamente, para o problema de Riemann definido pela equacao de advecgao

Ut + Uy
com o dado inicial ug dado por

=0,

u(:z:,O):uo(a:):{ L se

no dominio 0 <z <1,

x < 0;
(2.37)
0, se x>0,
t>0.
I e} \:ax-Fried;ichs OI Métlndn Upvluind
1 Solugan analitica I Solugan analitica Il
y=uix,0.9) y=u{x 05
Re)
0GF ‘E%
- & = o
2
04r Q)Cb 04f Oo
R o
nz2t % 1 o2t %
o.... =3
0 Ry ol %‘»
0.1 EI.IZ D.I3 DIA EI.IS D.IB DIY DIE 09 o EII‘\ EI.‘Z EI.‘3 DIA DIE EI.‘B D.I7 D.IB EIIB
% %
Figura 2.5: Método de Lax-Friedrichs: no
dominio [0, 1], Az = 0.01, t = 0.5, At =
0.02e CFL=0.2.

Figura 2.6: Método ‘Upwind’: no dominio
[0,1], Az = 0.01 e t = 0.5, At = 0.02,
CFL=0.2.

0e

0af

<y = Erro pontual

Figura 2.7: Ilustracao do erro pontual do
método de Lax-Friedrichs para N = 100 no
intervalo [0, 1].

Figura 2.8: Tlustracao do erro pontual do
método ‘upwind’ para N = 100 no inter-
valo [0, 1].

As Figuras 2.5 e 2.6 ilustram a solugdo numérica do problema de Riemann, Eq. (4.2), cal-
culada com os métodos numéricos descritos acima, com os seguintes dados: t = 0.5, At = 0.02,
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CFL = At/Az = 0.2; no dominio [0,1] e Az = 0.01.

Para comparacao dos métodos numéricos usou-se a solugao analitica do problema, de acordo
com Eq. (1.56) dada por

1 se T <t
u(x,t) = ’ ’ 2.38
(%) { 0, se x>t. ( )
Método Erro:L4

Lax-Friedrichs | 1.219¢ — 1
‘Upwind’ 5.123¢ — 2

Tabela 2.1: Tabela de erros para equacao de advecgao, na norma L;, com N = 100.

Pode-se observar, nas Figuras 2.5 e 2.6, a suavizacao da solugdo numérica na regiao de
descontinuidade, especialmente no método de Lax-Friedrichs. A tabela 2.1 mostra o erro, na
norma L; (Eq. (2.14)), entre as solugoes numérica e analitica da equagao de advec¢ao, relativo
ao método de Lax-Friedrichs e ao ‘upwind’. Os valores apresentados nesta tabela nao sao
muito pequenos porque, na regiao onde ocorre o choque, qualquer método numérico possui
baixa ordem de precisao e isto é evidenciado pela norma L; do erro. As Figuras 2.7 e 2.8
ilustram os comportamentos dos erros pontuais para o método de Lax-Friedrichs e para o
método ‘upwind’, respectivamente. Neste estudo, foi considerada uma malha computacional
de N = 100 subintervalos. Observe que na regiao onde a solugao é suave o erro entre a
solugao numérica, de ambos os métodos, e a analitica esta préximo de zero. Na regiao de
descontinuidade, o método ‘upwind’ apresenta resultados mais precisos do que o método de

Lax-Friedrichs, conforme mostra a tabela 2.1.

2.2 Métodos Numéricos Conservativos

Quando se resolvem leis de conservagao nao-lineares encontram-se dificuldades adicionais,
tanto tedricas quanto numéricas, comparado com as equacoes lineares. Para solugoes suaves
u, os métodos numéricos de problemas nao-lineares podem ser linearizados e os resultados
da teoria dos métodos de diferencas finitas podem ser aplicados para se obter resultados de
convergéncia. Porém este trabalho trata de problemas com solucoes descontinuas e o uso
destes métodos pode apresentar resultados desastrosos, de acordo com a literatura de leis de
conservagao. (Veja Leveque (1992) [17]).

As dificuldades adicionais referentes as equagoes nao-lineares podem ser resumidas em:

e 0 método numérico pode ser instavel;

e 0 método numérico pode convergir para uma solucao errada, ou seja, pode convergir para

uma solucao que nao € solucao de entropia.
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Um método na forma conservativa garante que a solucao discreta seja conservativa. Para
solugoes fracas envolvendo choques, a forma integral da lei de conservagao possui mais funda-
mentos do que a equacao na forma diferencial e também forma a base da teoria matematica das
solugoes fracas, juntamente com a condicao de Rankine-Hugoniot, a qual modela a forma e a
velocidade das ondas de choques. Isto justifica o fato de que um método conservativo baseado
na forma integral da lei de conservacao pode ter mais sucesso do que métodos baseados na
forma diferencial da equacao. Para leis de conservacao nao-lineares é muito importante que o
método numérico esteja na forma conservativa para possibilitar que a solucao fraca, da lei de

conservagao, seja aproximada corretamente.

Para deducao formal da forma conservativa de um método numérico, considere a forma

integral da lei de conservacao no intervalo [I; = [a;jfé, T; +%] dada por

A () BT CTON) R

1
2

Integrando a Eq. (2.39) em relagao a t de t,, a t,,1, obtém-se

:rj+% xj_‘_% tn+1
/ w(x, tyyr)de — / u(x,t,)de = / f (u <xj7%,t>) dt —
T . x. tn
tnt1
/tn f(u(a:],r%?t)

_1 _1
72 I=32
e dividindo por Az ambos os membros da Eq. (2.40), temos
1 ["i+} 1 [%i+} 1 bt
A 1 u(z,tysr)de = Al 1 u(as,tn)d:ﬁ—i—A—x[/tn f(u (xj_%,t»dt_
1= JI=3

/tu ; (u (g;j+%, t)) dt} , (2.41)

Usando a aproximagao média, conforme a Eq. (2.2), pode-se escrever

o1 Ti+d

e fazendo a funcao de fluxo numérico como sendo

1 tn+1

Fo=x ) (u <xj+%, )) dt, (2.43)
a Eq. (2.41) se reduz a
At
n+1l __ n
Ut = Up - (Fry = Froy) - (2.44)

Para que um método numérico esteja na forma conservativa ele deve ser escrito de acordo com
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a Eq. (2.44).

Segundo Leveque (2004) [18], a fungao de fluxo numérico F' pode depender de varios argu-
mentos, mas como para problemas hiperbdlicos a informacao se propaga com velocidade finita
é razoavel que a fungao de fluxo numérico dependa apenas de dois argumentos e a Eq. (2.44)

pode ser escrita como

At
n+l _ g n n . n n
Ut =07 = - (F (U] Uf) = F (UL, U7) - (2.45)
x
Para ilustrar a importancia do método numérico conservativo serd exposto, para a equagao
de Burgers, um método ‘upwind’ na forma nao conservativa e um método ‘upwind’ na forma

conservativa.

Forma nao conservativa

Dada a equagao de Burgers na forma quase-linear u; + uu, = 0 (assumindo que U}' > 0
para todo n,j), fazendo-se uma pequena modificagdo no método ‘upwind’ (Eq. (2.36)) para
a equacao de adveccao, obtém-se o método ‘upwind’ nao conservativo para a equacao de

Burgers

Urtt = Uy — Al (ur-ur,). (2.46)

J Ax ? J J

Forma conservativa

Para obter um método numérico conservativo é preciso considerar a equacao de Burgers na

u2
wt(g), =0

2
u
onde a fungao fluxo é dada por f (u) = TR Neste caso, substituindo a fun¢ao de fluxo numérico,
2
v
dada por F' (v,w) = 5 ha Eq. (2.45), obtém-se o método ‘upwind’ na sua forma conser-

sua forma conservativa

vativa

Uit =Up = 51— ((Uj ) - (Uj71)2> : (247)

Como condigao inicial sera considerado

1.2, se xz <0,

(2.48)
0.4, se x>0,

u(x,()):uo(x):{

no dominio 0 <z <1, t>0.

O estudo numérico do problema de Riemann, composto pela equagao de Burgers e pela
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Eq. (2.48), através dos métodos numéricos ‘upwind’ conservativo e nao-conservativo, foi rea-
lizado no dominio [0,1] com At/Az = 0.5, Az = 0.01; t = 1, At = 0.005. Os resultados

numeéricos sao ilustrados nas Figuras 2.9 e 2.10.

Para comparacao dos métodos numéricos usou-se a solugao analitica do problema, de acordo

com Eq. (1.64), dada por:

1.2,

u(z,t) = 04

09+ b
= 08+ T
07+ T
ner C Upwind Mao Congervativo o] |

nsk Solugan analitica i
y=u(x, 1]

04r

03 L L L L L L L L L L
i}

Figura 2.9: ‘Upwind’ nao conservativo: no
dominio [0,1] com At/Az = 0.5, Az =
0.01; t =1, At = 0.005.

0.1
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Figura 2.11: Ilustracao do erro pontual do
método ‘upwind’ nao conservativo no in-
tervalo [0, 1].

se x<0.8t,

(2.49)
se x> 0.8 t.

09 B

= 08} 4
{97 o 4
0B B
05p O Upwind Consarvativa 1
Solugao analitica
Dy y=ui1)
03 ! ! 1 1 1 ! 1 . ! 1
1) 0.1 02 03 04 05 06 07 08 08 1
X
Figura 2.10: ‘Upwind’ conservativo: no

dominio [0,1] com At/Az = 0.5, Az =
0.01; t = 1, At = 0.005.

o =
usl ¥ = Erro pontual i

04t :

02f B

01F q
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Figura 2.12: Tlustracao do erro pontual
para método ‘upwind’ conservativo no in-
tervalo [0, 1].

Pode-se observar que o método numérico nao conservativo, ilustrado na Figura 2.9, apresen-

tou um retardo da solucao na regiao da formacao de choque, ao passo que o método numérico

conservativo, ilustrado na Figura 2.10, reproduziu com maior precisao a descontinuidade da

solugao, porém ainda apresenta suavizacao nesta regiao. A tabela 2.2 mostra o erro, na norma

L; (Eq. (2.14)), entre as solugbes numérica e analitica da equagao de Burgers, relativo ao
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Método Erro:L;

‘Upwind’ Conservativo 9.574e — 3
‘Upwind’ Nao Conservativo | 8.223e — 2

Tabela 2.2: Tabela de erro para equacao de Burgers, na norma L;, com N = 100.

método ‘upwind’ conservativo e ao ‘upwind’ nao conservativo. Os valores apresentados nesta
tabela nao sao muito pequenos porque, na regiao onde ocorre o choque, qualquer método
numeérico possui baixa ordem de precisao e isto é evidenciado pela norma L; do erro, espe-
cialmente para o método ‘upwind’ nao conservativo devido ao atraso na solu¢ao numérica. As
Figuras 2.11 e 2.12 ilustram os comportamentos dos erros pontuais para o método ‘upwind’
nao conservativo e para o método ‘upwind’ conservativo, respectivamente. Neste estudo, foi

considerada uma malha computacional de N = 100 subintervalos.

2.3 Meétodos Numéricos para Equacoes Nao-Lineares

Definicao 2.7 Um método numérico conservativo € consistente com a lei de conservacao se
a fun¢ao numérica F' se reduz a fungao fluro verdadeira f para o fluro constante, ou seja, se
u(z,t) = entio F(u,u) = f(u).

Defini¢ao 2.8 Uma func¢ao F (u,v) satisfaz a condi¢ao de Lipschitz em rela¢ao a u se existe

uma constante L > 0 tal que
|F(w,v) — f (@) < Lmaz (Jlw—1l, |v—7]), (2.50)

para todo |w — | e |[v — | suficientemente pequenos. A constante L é chamada de constante
de Lipschitz.

A constante L pode depender de 7.
Dizemos que I’ é Lipschitz continua se é Lipschitz em todo ponto do dominio.
Segundo Leveque (1992) [17], para que a fungao de fluxo numérico F' seja consistente é

suficiente que F' seja Lipschitz continua em cada variavel.

2.3.1 Estabilidade Nao-Linear

O objetivo dessa secao é provar a convergencia dos métodos numéricos nao lineares, para isso
é preciso que os métodos numéricos sejam estaveis. Sera apresentada uma forma de estabilidade
para uma ampla classe de métodos, no entanto essa técnica tém obtido sucesso completo apenas
para o caso escalar, segundo Leveque (1992) [17]. J4 existem resultados sobre convergéncia em
alguns casos especiais, veja por exemplo DiPerna (1982) [8], Leveque e Temple (1985) [19] e
Liu (1977) [23].

O fato de provar a convergéncia para equagoes escalares nao garante que os métodos

numéricos para equagoes nao-lineares também sejam convergentes, mas na pratica os métodos
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numeéricos que obedecem aos critérios impostos abaixo tem apresentado bons resultados. (Veja
Leveque (1992) [17]).
A prova da convergéncia dos métodos numéricos para leis de conservacao apresenta algumas

dificuldades. A primeira delas é que o erro global dado por
Eni (x,t) = Upng (2,t) —u (2, 1),

nao é bem definido quando a solucao u nao é tnica. Para resolver esse problema, o erro global
é medido como sendo a distancia da aproximacao numérica Ua, (z,t) ao conjunto de todas as

solugdes fracas (Defini¢ao 1.4), definido como
W = {v(x,t);v é uma solugao fraca da lei de conservacao} . (2.51)

Para se medir essa distancia a norma utilizada é a norma L sobre um intervalo de tempo
finito [0, 7] definida por:

T T ptoo
e = [ loola= [ [ ool 252

Essa norma é chamada de norma-T e o erro global é definido por
Ent (z,t) = dist (Uae, W) = vlélvfl‘/ [Uat — vl 7 - (2.53)

Provar a convergéncia dos métodos numéricos é o mesmo que provar que dist (Uay, W) — 0
quando At — 0, sendo W definido na Eq. (2.51).

Para provar a convergéncia dos métodos numéricos para equagoes nao-lineares se faz
necessario o uso da definicao apropriada de estabilidade para tais equacgoes. A convergeéncia
desses métodos s6 é possivel em conjuntos compactos. Para todo espaco linear normado de
dimensao finita, conjunto compacto é um conjunto fechado e limitado; porém em espacos de
dimencao infinita nao se tém essa caracterizacao, logo é preciso uma definicao geral, que seja

equivalente a citada anteriormente.

Definicao 2.9 Um conjunto K é um conjunto compacto se toda cobertura aberta de K admite

subcobertura finita.
Veja Lima (2006) [20] e Conway (1990) [4] para maiores detalhes.

Proposicao 2.1 Seja K um conjunto compacto definido em um espaco normado. Toda sequéncia
nfinita definida em K possui subsequéncia convergente para algum elemento de K.
Demonstragao: Veja Conway (1990) [4].

Toda construcao definida abaixo segue na direcao de encontrar um conjunto compacto para

que se possa provar a convergéncia dos métodos numeéricos, usando a proposicao 2.1. Para isso,
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seguem algumas definigoes.

Para evitar que aparecam oscilagdes que nao sejam fisicas, o método numérico precisa medir

as oscilagoes da solucao, isso se faz sob a teoria de variacao total de uma funcao.

Definicao 2.10 Para uma func¢ao discreta U a variagao total é definida como

+o0
TV(U)= Y |U; = Ul (2.54)
j=—o00
Defini¢ao 2.11 Para uma fung¢ao arbitrdria u(x) a variagdao total é definida como
N
TV (u) = sup 3 Ju (3) — u (51)] (2.55)
j=1

sendo que o supremo é tomado sobre toda subdivisao da reta real —co =29 <2, < ... < zy = +00.

Definigao 2.12 O espaco de funcoes Ly consiste de todas as fungoes de x com norma ||v||;

finita, ou seja,

Ly ={v:R—R;|jv||; < co}.

Definicao 2.13 O espago de fungoes Ly 1 consiste de todas as fungoes de x e det com a norma

[vll, 7 finita, ou seja,
Lir= {v ‘R — R; [[v]l, 5 < oo} .

O objetivo é definir um conjunto compacto em L; 7; porém primeiramente serd construido
um conjunto compacto em L; para maior esclarecimento. O primeiro passo ¢ considerar o

conjunto
A={ve Ll :TV(v)<R e supp(v)C[-M, M|}, (2.56)

que é um conjunto compacto.

Proposicao 2.2 Seja o conjunto A definido na Eq. (2.56). Entao ||U||L1(R) < MR, para toda
ve A

Demonstracao:

Considere x € [—M, M] e uma particao do intervalo [—M, M| dada por P = {—M,z, M}.
Como v tém suporte compacto em [—M, M| existe 6 > 0 tal quev (=M —0) =0ev (M +6) =0
logo

2w ()= (=M —=96) —v(z)|+|v(z) —v(M+0)| <TV (v) <R,
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para & > 0. Assim pode-se concluir que

lv(z)| < 5 bara cada x € [—M,M].
Portanto
M M R
ol = [ lo@lde< [ Tar=2R (2.57)
—M —M

Definigao 2.14 define-se a variagao total da fungao u € Ly 1, no intervalo [0,T], no espago e

no tempo como

1 T —+o00
TVr(u) = limsup - / / lu(x + €,t) — u(x,t)| dedt +
0 —o0

e—0

1 T —+o0
lim sup — / / |u(z,t + €) — u(x, t)| dzedt. (2.58)
€Jo —o0

e—0

Desde que as fungdes Un, (x,t) sejam sempre constantes por partes, a definigao 2.14 pode ser

escrita como:

Definicao 2.15 Para dados discretos a defini¢ao 2.14 se reduz a

T/At +oo
TVe(U) =D Y (AU, = UF| + Ac Ut — U7 ]

n=0 j=—o0
A definicao acima pode ser escrita em termos da variagao total, ou seja:

T/At
Definigdo 2.16 TVp(U)" = Y [AtTV(U™) + |[U" = U"|[].

n=0

Para provar a convergéncia do método numérico no conjunto L; 7 trabalha-se com o seguinte

conjunto
K={ueLip;TVr(u) <R e supp(u(.,t)) C[-M,M], V te|0,T]}, (2.59)

o qual é um conjunto compacto em L; r, de acordo com a definigao 2.9. (Leveque (1992) [17]).

Definicao 2.17 Dizemos que um método numérico é de Variacao Total FEstdvel, ou simples-
mente TV-estdvel, se toda aproximacao Upny com At < Aty, estd contido em algum conjunto
fixro K da forma Eq. (2.59). Os nimeros R e M podem depender do dado inicial ugy, da fun¢ao

fluzo f (w), mas ndo do valor de At.

O teorema 2.1 exibe uma forma mais simples de verificar se um método numérico é
TV-estavel.
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Teorema 2.1 Considere um método numérico conservativo com uma fun¢ao fluxo numérico
F(U;j) Lipschitz continua e suponha que, para cada dado inicial ug, existem constantes
Atg, R > 0 tais que

TV(U™) < R, para todo n, At com At < Aty e nAt <T.

Entao o método é TV-estavel.
Para a demontragao do teorema 2.1 ¢é preciso o lema 2.1.

Lema 2.1 Considere um método numérico com as hipoteses do teorema 2.1. Entao existe
a > 0 tal que entao || U™ — U™||, < aAt, para todo n, At com At < Aty e nAt <T.
Demonstracao:

Um método numérico conservativo € da forma

At
Uurtt = Uj — == [F (U, UF) — F (U UM)], (2.60)

J

e trabalhando com essa equacao, para todo j, obtém-se

+00 +0oo
Av Y |t = U = At 3 |F (U U7) = F (U7 UL
j=—o00 j==00

Pela definicao de norma Ly, temos que
+o0
|UFT = U]l = At Y |F (U}, Uf) = F (U7, US| (2.61)

j=—o00

Da demonstracao da proposicao 2.2, considerando o caso discreto, tem-se que

R .
‘Uf < 50 para todo j,n com nk<T,

ou seja, U;" € uniformemente limitada. Como F' € continua e F (U™ j) € Lipschitz continua,

tem-se que

|F (U4, UF) = F (U7, UL | < Lomaz {[Ufy, = UFL|U.

Ui = Uil }s

ou seja

1
|F( J+1’Un) F (U;L’anfl)‘ < L Z ‘U}lﬂ' - ]TLJrz'fl :
i=—1
Como a equagao acima € vdlida para todo j, concluimos que

> PR~ OO LY Y [~ U]

j=—00 i=—1j=—00
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Agora, multiplicando essa equacao por At, usando a Eq. (2.61) e a defini¢io de variagao total
em Eq. (2.54), obtém-se

1
|Ur = U, <L At Y TV (U, (2.62)

i=—1

logo devemos ter
|t = UP||, < At(3 L R). (2.63)

Portanto, existe o« = 3 L R tal que |[|[Upyy — Uy, < a@At, para todo n, At com At < Aty e
nAt <T. ]

Agora procederemos a demonstracao do teorema 2.1.

Demonstragao:
Devemos provar que a aprorimagao numérica Up; estd contida em algum conjunto compacto
K definido em Eq. (2.59).

Por hipdtese temos TV (U™) < R, logo pelo lema 2.1, ||[U™ — U™||, < aAt. Considerando

a variacao total discreta da definicao 2.15 tem-se que

T/At

Ve (U™ = > [ATV (U + Ut - o]
n=0
T/At

> (AtR + aAt)

n=0
T
A il
t(R+«) A7
< (R+a)T,

IN

IA

para todo At < Aty. Pode-se, entao se dizer que TV (U,) € uniformemente limitada quando
At — 0. Por outro lado, como a lei de conservacao tem velocidade de propagacdo finita,
tem-se que o suporte de U™ é compacto e como consequéncia Uy estda contido em um conjunto

K compacto. Além disso, por definicio o método é TV-estavel. [ ]

Como parte preliminar do objetivo do capitulo, segue o teorema de Lax-Wendroff, o qual
garante a convergencia de um método numérico para uma solucao fraca da lei de conservacao.
Porém a convergéncia é hipétese do teorema e nao sua conclusao. Para demonstracao desse

teorema usa-se soma por partes, o que nada mais é do que uma reorganizagao dos termos de
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um somatorio. Dados quaisquer a; e b;

Z CL] b — bj 1 = (a11)1 — albo) + (a2b2 — agbl) + ...+ (ambm — ambm_1>
7=1
= —a1by + (a1by — azby) + ... + (@m—1bm—1 — Ambp—1) + amby,
m—1
= ambm - albo — Z (Clj+1 — CLJ') bj. (264)
j=1

Teorema 2.2 ( Teorema Laz-Wendroff) Considere uma sequéncia de grelhas indexadas por
l=1,2,..., com os respectivos parametros Ax;, Aty — 0 quando | — oc. Se U (x,t) denota
a aprorimacao numérica computada com um método numérico conservativo e consistente na
[ — ésima grelha. E ainda, se U, (z,t) converge para uma fun¢do u (z,t) quando !l — oo entdo
u € uma solucao fraca da lei de conservacao.

Demonstracao:

Para demonstrar esse teorema assume-se que U; converge quase-sempre para u, ou seja, Uy — u,
a menos de um conjunto de medida nula, e que TV (U)) < R, V¥V 0<t¢t<T, [=1,2,....

Serd mostrado que u é uma solugdo fraca da lei de conservagdo, ou seja, para toda ® € C}
vale a Eq. (2.65)

/;OO /_:O (Pru + @ f (u))dedt = _\/_—&-oo(p(x’()) w. (2.65)

oo

Por hipdtese o método numérico é conservativo, ver a Eq. (2.60). Multiplicando essa
equagao por @ (z;,t,), sendo ® € C}, obtém-se

At
D (zj,tn) UM = @ (x),t,) U} — @ (x,t,) A—x[F (Ur UM — F(UNUR,)],  (2.66)

J

para cada n, j.

Para simplificar a notacdo, a indezacao | da grelha em Ax', At' e Uy (x,t) serd omitida e
consequentemente U] (z,1) serd representado por U} (x,t).
Se a Eq. (2.66) for avaliada Vj e ¥n > 0 e realizando algumas modifica¢oes, na respectiva

equacao, serd obtido

+oo  +oo ) At +oo  +oo
NN G(agita) (UFT - UP) = _EZ > ®(xjtn) [F(USLUR) - F(URUR)] . (267)
n=0j=—o0 n=0 j=—o0

Usando soma por partes na Eq. (2.67), em ambos os lados, sendo que no primeiro termo a
soma serd feita em n e no sequndo termo em j e usando o fato de que ® tem suporte compacto
em [a,b] x [0,T] obtém-se

+oo +oo too  +oo
- Z ® (z;,t0) U - Z Z (xj,tny1) — O (25, t, Z Z (Tj41,tn Q)(mj,tn))F;l%.
Jj=—00 j=—ocon=1 n=0 j=—o0

(2.68)
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Agora multiplicando essa equacdo por Ax e rearranjando os termos, obtém-se:

AtAzx [f f (), n+1 — O (z, b UnjLJri.O f (@41, tn @(xj,tn))Fn =

Ax 72
—oo n=1 n=0 j=—o0

+o00
Az Y @ (x5,10) Uy (2.69)

j=—o0

essa equagao € andloga a derivagao da Eq. (2.65), ou seja, fazendo | — oo com At;, Ax; — 0
na Eq. (2.69), obtém-se a Eq. (2.65). Lembrando que Uy (z,t) = Uf (x,t), que por hipdtese

|Ur — ull, 7 — 0 e que ® € suave, concluimos que

+oo 400 (I)nJrl +00
AtlhArE_)OAtlelZ > - / / ®, (z,t) u (x,t) dadt. (2.70)

n=1 j=—o0

Se U} € a aprozimagao do dado inicial ug, o lado direito da Eq. (2.69) se reduz a

() +oo
_ 00 — —
Alélrgo Ax Z o, U; / O (2,0)u(x,0)dx. (2.71)

Jj=—00 oo

Para mostrar a convergéncia do termo restante na Eq. (2.69), o qual envolve F;_1, precisa-se
2

de mais exigéncias sobre F' e U. O wvalor de F;_1 depende de dois argumentos: U;_y e Uj.

2
Usando a consisténcia da F, temos que

[P (U;0,U)) = 1 (U (g, ta)| < LJUT = U2, (272)

sendo L € a constante de Lipschitz. Além disso, para todo T existe R > 0 tal que TV (U;) < R,
ou seja, U (xj,t,) — Ui (zj-1,t,)] — 0 quando | — oo quase-sempre. Como U; — u e f €

suave entdo f(U;) — f(u) e conclui-se que

Fy 1= FUj,Uj) = f(Ui(2,t0)) = [ (u) (2.73)

e assim

00 n +oo
. ]+1 j
Atl}lAIg_)oAtlelZ Z Az, Fy 1= / / (x,t) f (u) dxdt. (2.74)

n=0 j=—o0

Finalmente, substituindo as Fqs. (2.74), (2.71) e (2.70) na Eq. (2.69), obtém-se a Eq. (2.65).

Portanto u € uma solugao fraca. [ ]

Teorema 2.3 Considere uma aprorimacao Ua; computada por um método numérico conserva-
tivo com uma funcao fluro numérico F(U; j) Lipschitz, consistente com uma lei de conservagao

escalar. Se o método numérico é TV-estavel entao ele converge.
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Demonstracao:

Serd provado que dist (Uae, W) — 0 quando At — 0.

Suponhamos, por absurdo, que dist (Uay, W) ndo converge para 0 quando At — 0, ou
seja, Ve > 0 eziste uma sequéncia de aprozimagoes {Unat,, Unty, ...} tal que At; — 0 quando

J — o0 e
dist (Upy, W) > € quando j — ©00.

Como Upy € TV-estavel, Uat, € K Vjoe At € compacto, entao Unt, possui subsequéncia con-

vergente em K. Pode-se supor, sem perda de generalidade, que Uat;, — v em K, logo

dist (Uae, W) < €
quando j — oo. Pelo teorema de Lax-Wendroff temos que v € W, pois é uma solucao fraca.
Absurdo, portanto devemos ter

Alir_rgo dist (Upy, W) = 0.

2.3.2 Convergéncia para Solucao de Entropia

O restante deste capitulo se destina a obter mais propriedades para uma importante classe
de métodos, bem como a construcao da teoria necessaria para que se tenha a convergéncia para
a solucao de entropia.

Para que um método numérico seja convergente é necessario que ele seja TV-estavel. Um
caminho para assegurar este fato é exigir que tais métodos tenham variacao total nao-crescente
quando o tempo evolui. Assim a variacao total serd uniformemente limitada pela variacao
total do dado inicial, quando evoluir o tempo. Os métodos numéricos que tém variacao total
nao-crescente sao conhecidos como métodos TVD (do inglés Total Variation Diminishing) e

garante que o método numérico nao sera oscilatorio.
Definicao 2.18 Um método numérico é chamado de Variacao Total Decrescente (TVD) se
TV (U™ <1V (U™,
para toda funcdo numérica discreta U™.
Como mencionado anteriormente, se um método numérico é TVD entao

TV (U™) <TV (U°) < TV (uo), Y n>0.
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Pode-se mostrar que a solucao verdadeira da lei de conservacao escalar tem a propriedade
TVD, isto é,

TV (u () STV (u(.t1)), Vot >t

Uma dificuldade associada as aproximacoes numéricas é o surgimento de oscilacoes nas
descontinuidades. Uma exigéncia natural para eliminar essa possibilidade é que o método
numérico preserve a monotonicidade.

Se a aproximacao numérica do dado inicial U ]Q ¢ uma fungao mondtona de j (ndo-crescente
ou nao-decrescente), entdo, se a solugao Uj" possul a mesma propriedade de monotonicidade
para todo n dizemos que o método numérico preserva monotonicidade. Ou seja, se UJQ >
U]QH, para todo j entao Ul > U}, para todo n,j. Um exemplo de método numérico que
preserva monotonicidade é o método ‘upwind’ conservativo, para equacao de Burgers, dado pela
Eq. (2.47) e representado na Figura 2.10. Dessa forma as oscilagdes nao surgem na propagacao

das descontinuidades.

Teorema 2.4 Todo método numérico TVD preserva monotonicidade.
Demonstragcao: Ver Leveque (1992) [17].

Definicao 2.19 Dizemos que um método numérico U é mondtono se toda aprorimagao numérica

obedecer
vi>ur o= VMUt (2.75)
para todo j.

Para verificar se um método numérico é monétono € suficiente provar que

ourt!
8&” >0, para todo 1,5, U™, U™, (2.76)

ou seja, se o valor de U]* cresce entao o valor de U ;”“1 nao pode decrescer.

A generalizacao do método de Lax-Friedrichs para equagoes nao-lineares é feita considerando
a funcao fluxo numérica
Ax

F (U3, Up) = g (U = Uyn) 5 (U5) + F (Ur0), (2.77)

no método conservativo Eq. (2.45), obtendo

At

anH - ( Jn+1 + Ufﬂ) - E (f (U;‘Ll) —f (Uffl)) : <2'78>

N —



56

Exemplo 2.1 O método numérico de Lax-Friedrichs Eq. (2.78) é mondtono sob a condi¢ao

CFL.

O método de Laz-Friedrichs é dado na Eq. (2.78), logo

s 1+ A (Ufy)], se i=j—1
O ) - AL (Ur)], se i=j+1
oun

O nos OUtT‘OS Ccasos.

e a condi¢cio CFL garante que [1 £+ &L f'(U)] > 0 para todo i. Entdo

iUﬂ“ >0, Y i, 7. (2.79)

aur

De acordo com Eq. (2.76) o método de Lax-Friedrichs € mondtono.

Termina-se o capitulo com o teorema que garante a convergéncia do método numérico para

a solucao fracamente correta, ou seja, para a solugao de entropia.

Teorema 2.5 A solucdo numérica computada com um método mondtono consistente com

At/Ax fizo, converge para a solugdo de entropia quando At — 0.
Demonstragao: Ver Grandall e Majda (1980) [11] e Harten; Hyman e Lax (1976) [12].



Capitulo 3

Discretizacao Espacial e Temporal

Tanto os métodos numéricos de diferengas finitas (ou volumes finitos) quanto a interpolacao
polinomial tradicionais sao baseados em esténceis fixos. Tais métodos funcionam bem para
problemas cujas fungoes sao suaves, porém para funcoes descontinuas esses métodos nao con-
seguem boas aproximacoes nas regioes das descontinuidades. Podem suavizar a solugao na
regiao da descontinuidade, como visto nas Figuras 2.5 e 2.6. O método numérico Essencial-
mente Nao-Oscilatério (ENO), proposto por Harten et. al. (1987) [13],[14], apresenta resul-
tados significativamente melhores com respeito a diminuicao da dissipagao numérica além de
produzirem solugoes essencialmente nao-oscilatérias (ou seja, além de evitarem ao maximo os-
cilagbes) nas regioes de descontinuidades (choques) da solugao. O esquema ENO nada mais
¢ do que uma interpolacao polinomial, baseada no método classico de diferencas finitas sobre
um estencil adaptativo, sendo que o niimero de pontos do esténcil é fixado a priori. A ordem
de precisao do esquema ENO na regiao da descontinuidade pode ser escolhida tao alta quanto
se queira. O melhor esténcil, dentro das possibilidades existentes com a mesma quantidade de
pontos na malha numérica, é escolhido de acordo com o valor das diferencas divididas. Supondo
que k é a quantidade de pontos escolhidos para o esténcil veremos que a ordem do esquema
ENO sera O (Az*).

Na literatura existem diferentes abordagens para a construcao desses métodos numéricos.
Neste trabalho sera apresentado o procedimento baseado na reconstrugao por fungao primitiva,
segundo Chi-Wang Shu (1997) [29].

O esquema numérico Essencialmente Nao-Oscilatério Ponderado (do inglés Essentially
Nonoscillatory Weighted - WENO) foi desenvolvido por Liu, Osher e Chan (1994) [22]
usando a combinacao convexa de todos os possiveis polinomios, obtidos na busca realizada
pelo método ENO dentro do esténcil, resultando em um método numérico que apresenta, na
regiao onde a solugao é suave, resultados de ordem mais elevada do que a ordem do interpolador
ENO e preserva a ordem deste interpolador na regiao onde a solugao é descontinua. O sucesso
do WENO esté relacionado aos pesos da combinagao convexa. Depois disto, Jiang e Shu (1996)

[15] introduziram, no método numérico WENO, novos pesos ((3,) que melhoraram ainda mais

27
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a ordem de precisao. Estes coeficientes (3, sao chamados de sensores de suavidade, ou seja, sao
capazes de detectar a regularidade de uma fungao em relagao aos pontos de um determinado

esténcil S,.

Os esquemas numéricos ENO e WENO (apéndice A) foram construidos de modo que a pro-
priedade TVD fosse satisfeita. Na pratica é o que realmente acontece nos resultados numeéricos,
porém nao se conseguiu obter esse resultado analiticamente. O fato é que acerca deste assunto
pouco se tém demonstrado e o que se conseguiu provar, até o momento, é apenas para o caso
unidimensional. (Veja Chi-Wang Shu (1997) [29]).

O processo de discretizacao do dominio serd realizado em dois estagios, primeiro a dis-
cretizagao é feita somente no espago considerando o problema continuo no tempo (métodos
semi-discretos). Isto leva a EDP a um sistema de EDO’s no tempo, chamadas de equagoes
semi-discretas. A discretizagao no tempo é feita utilizando um método numérico padrao para
sistemas de EDO’s. Esta técnica é utilizada, particularmente, no desenvolvimento de métodos
de ordem maior que dois. Pode-se definir alta ordem de aproximacao para a funcao fluxo nas
fronteiras das células, no instante de tempo, utilizando ENO ou WENO para interpolagao no
espago. Para encontrar alta ordem de precisao no tempo sera utilizado o método numérico
Runge-Kutta pertencente a classe dos métodos TVD, o que nos garante que o método nao sera
oscilatério. (Leveque (1992) [17]). Os métodos Runge-Kutta TVD apresentados estao escritos

de maneira que se requeira menor armazenamento computacional. (Shu (1988) [30]).

3.1 Esquemas ENO via Diferencas Finitas para Leis de

Conservacao Escalares Unidimensionais

Para o método das diferencas finitas resolve-se a lei de conservacao na forma diferencial
conservativa Eq. (1.12), diretamente e nao na sua forma integral como no método dos volumes
finitos (ver apéndice B). Considerando uma grelha uniforme usa-se a aproximacao conservativa,
de acordo com Eq. (2.44), para aproximar a derivada da funcao fluxo f (u), no espago, como

mostra a Eq. (3.1)

2. F
dt Ax

gtz i

du; (1) ! <F ) , (3.1)

N

sendo u; é a aproximagdo numérica do ponto u(z;,t) e F a aproximacao da funcao fluxo
f- A fungao de fluxo numérica F; 41 depende dos argumentos w;_,, ..., u;j;s, de acordo com
Eq. (3.66).

Precisa-se obter a funcao de fluxo numérica de maneira que as seguintes condigoes sejam

satisfeitas:

e [ ¢ Lipschitz continua em todos seus argumentos;
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e F' ¢ consistente com a fungao de fluxo fisica f (u).

O teorema de Lax-Wendroff garante que: se a solucao converge entao ela converge para uma

solugao fraca do problema.

A fungao de fluxo numérica F; 1 é obtida pelo esquema ENO (ou pelo esquema WENO o

qual se encontra no apéndice A), fazendo

v(z) = f(u(z,1)) (3.2)

em Eq. (3.22). Para a reconstrugao da fungao de fluxo através do método das diferencas finitas

é usado

W= f (ula;.t)). (3.3)

Existem algumas maneiras de se calcular a fungao de fluxo numérica h, Eq. (3.70). De acordo

com Shu (1997)[29] é mais robusto usar ‘flux splitting’:

flu)=f"(w)+ [ (w), (3.4)
tal que
df ™ (u) df~ (u)
T >0 e T <0, (3.5)

sendo que tanto a parte positiva f* quanto a parte negativa f~ da funcao, devem possuir
derivadas da ordem do esquema. O ‘splitting’ separa a funcoe f nas funcoes f* e f~ obede-
cendo o movimento dos fluxos, de acordo com a direcao ‘upwind’. Na ocorréncia do choque o
movimento do fluxo ocorre da esquerda para direita antes do choque e da direita para esquerda
apods o choque, justificando a Eq. (3.5).
Um exemplo de fluxo suave é o fluxo ‘splitting’ de Lax-Friedrichs:
fru) =

(f (u) + au) e f(uw)=5(f(u)—au), (3.6)

N —
N =

tal que « é dado por
a =max |f (u)]. (3.7)

Pois do nimero CFL, definigdo 2.3, & = max !f’ (u) 2] < 1. De acordo com Leveque (2004)
[18], pode-se tomar a como na Eq. (3.7) sem prejuizo para o método numérico.
Observe que todo fluxo ‘splitting’ da forma Eq. (3.4), satisfazendo Eq. (3.5), é um fluxo

mondtono (veja apéndice B), tal que a fungao de fluxo numérica h (Eq. (3.70)) é dada por

h(y,z)=f"(y)+f (2). (3.8)
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E importante considerar que nem todo fluxo monétono que pode ser escrito na forma Eq. (3.4).
Veja Shu (1997) [29].

Com o ‘splitting’ aplica-se o esquema ENO (se¢ao 3.4) ou o esquema WENO (apéndice A)

para aproximar

£ (u(z,t)) (3.9)
e
[ (u(z, 1)) (3.10)
O fluxo ‘splitting’ de Lax-Friedrichs é utilizado para obter as aproximacgoes numéricas F] J; , e
2
Fj;% cuja soma aproxima Fj+% em Eq. (3.1), ou seja,
_ ot -
Fj+é —Fj%+Fj+%. (3.11)
Analogamente obtém-se a aproximagao numérica F;_ 1, 0u seja
Fy :F]t% +F, (3.12)

Procedimento para o esquema de diferencas finitas no caso escalar unidimen-

sional
Sera descrito o processo para encontrar um fluxo ‘splitting’ Eq. (3.4), satisfazendo Eq. (3.5)
1. Identifique

v = f" (uy) (3.13)

e use o processo de reconstrugao através dos esquemas ENO (segao 3.4) ou WENO
(apéndice A) para obter as aproximacoes em cada fronteira das células v;? L1 =D (xj n %>,
2

para todo 7 =1,..., N. Veja Figura 3.1.
2. Faca a funcao de fluxo numérica positiva F;rl como
2

Fr, =v°

J+3 T ity

(3.14)

3. Identifique

v = [ (u)) (3.15)
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e use o processo de reconstrucao através dos esquemas ENO ou WENO para obter as

aproximacoes em cada fronteira das células v;l+1 =D (a:j+;>, para todo 7 =1,..., N.
2 2

4. Faga a funcao de fluxo numérica negativa Fy_+ , como
2

Fo,o=v . (3.16)

=Ff, +F,. (3.17)

6. Forme a aproximagao (3.1), através da Eq. (3.17).

d u
1 its! .
|
—_— 2 __ | .
I
. I _
1 —e,
e | :ud f
/U/, 11 | +i
73 i x
g I : I .
- L, i j Ty 1 o
i=3 ity

Figura 3.1: Aproximagao ENO: fluxo‘splitting’ Lax-Friedrichs

Observacao 3.1 Resumindo o procedimento acima tem-se:

_ ENO / WENO

5= () = 3 () +au] TOST e = FE

_ _ . ENO / WENO 4 TE b= =FL L+
v =1 () = 3 [f (w) — o] = Vi = E : ’

Observagao 3.2 Para se obter a aproximacao da derivada da func¢do fluxo numérico (FJ’) (de
acordo com a Eq. 3.1) nas fronteiras esquerda (x; = Tinicia = 1) € direita (; = Tfina = TN)
do dominio, foram consideradas as expressoes Eqs. (3.18) e (3.19), respectivamente. Veja
Figura 3.2.

Considere F (u(x)) = Fou(x) = G(x). Fazendo a expansio em série de Taylor de
G (m + %) e considerando x = x1, obtém-se uma aproximacgao da deriwada da funcao fluxo

na fronteira esquerda do dominio. Note que

G (:1:—1— %) =G (z)+ %G’ (z) + O (Az?)
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entao

G (an) = = (F (um)) = F (1)) + O (Az).

Como os valores da funcao F nos pontos inteiros da malha computacional sao conhecidos e

coincidem com os valores da funcdao f, obtém-se

F (1) = G() = 5 (F () — f (). (315)

onde Uy, € o valor da fun¢do u no primeiro ponto da malha metade (malha numérica composta
pelos pontos médios j + % para todo j) e uy € o valor da fungdo u no primeiro ponto da malha
inteira (malha numérica composta pelos pontos inteiros j para todo j).

De forma andloga se obtém uma expressao para a aprorimac¢ao na fronteira direita. Basta

observar que

G@—%) —G(x)—%G/(x)—i—O(sz),

entao, para r = Ty, tem-se que:

F (i) = = e (F (1) = f (1)), (3.19)

onde Uy,, € o valor da funcao u no ultimo ponto da malha metade e uy € o valor da fungao u

no ultimo ponto da malha inteira.

u u u u
1 2 - ‘_N'l N
+_l.lmw ) l.lm_N+
— =
Ax Az
2 2

Figura 3.2: Malha numérica apresentando os primeiros e os tiltimos pontos, da malhas numéricas
inteira e metade, para ilustrar a condi¢ao de fronteira do método de diferencas finitas.

Para EDP’s lineares unidimensionais com coeficientes constantes, o esquema de diferencas
finitas e o esquema de volumes finitos, apresentado no apéndice A, sao equivalentes. Isto nao

ocorre para equagoes nao-lineares. Veja Shu (1997) [29].

3.2 Reconstrucao Unidimensional

Para obter uma aproximagao espacial de alta ordem para a lei de conservacao Eq. (1.12) é

preciso definir a fungao de fluxo numérica F' de forma que F};, 1 seja uma boa aproximagao para
2

a funcao fluxo f <u (a:j L1 t)) =f; 11 Seguindo a linha de construir um método numérico con-

servativo Eq. (2.44) para a lei de conservacao Eq. (1.12), recaimos na construgao pelos valores
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médios Eq. (2.2) em cada célula [; = [xj_%, a:j+%]

A questao é: dado somente a aproximacao média da célula I;, Eq. (2.2), como construir

uma aproximagao polinomial de alta ordem, para Fj 1 e F; 1, usando esses valores?
2 2

Uma elegante resposta a esta questao é dada por Colella e Woodward (1997) com o método
PPM (do inglés Piecewise Parabolic Method) em [3], conhecido como reconstrucao via fungao
primitiva. Essa reconstrucao utiliza o método classico dos volumes finitos e a forma integral da
lei de conservagao dada pela Eq. (2.39).

a - x 1 < x 3 < P < x 1 = b
b bl N+§ )

define-se como centro das células e o tamanho das células, respectivamente

O i ik i S (3.20)
2
Azj =1 —x; 1 (3.21)

dentro do intervalo [a, b], sendo N é o nimero de células da malha computacional.

O processo da reconstrugao via funcao primitiva é baseada no método dos volumes finitos,
porém os esquemas nao-oscilatérios, ENO e WENO (apéndice A), podem trabalhar tanto com
volumes finitos quanto com diferencas finitas, mudando o enfoque da funcao primitiva. Ou
seja, para o método de volume finito é considerado a aproximacao média da célula dada na
Eq. (2.2) ao passo que, para o método das diferencas finitas, considera-se a média @ como uma
aproximacao para a funcao f (u), dada na Eq. (3.3). Esse processo sera visto detalhadamente

para o caso de diferencas finitas na secao 3.1 e para volumes finitos no apéndice A.

3.2.1 Reconstrucao via Func¢ao Primitiva

Os esquemas numéricos ENO e WENO (apéndice A) podem ser formulados tanto no método
das diferengas finitas quanto dos volumes finitos. Tendo em vista o diferente enfoque dos es-
quemas ENO e WENO e para melhor compreensao, o processo de reconstrucao serd feito para

uma funcgao qualquer v.

Dada uma funcao suave v (z,t), define-se a aproximacao média de v (z,t) na célula I;, de

acordo com Eq. (2.2), como

_ 1 Titd
;= Ar /x v (&, t)dE, com ¢ € <xj_%,xj+%) , (3.22)

i—

[

para todo 7 =1,..., N.
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Sendo v (z,t) uma funcdo integravel para x € (a,b), é possivel mostrar que U, estd bem
definido. Seja v uma funcao integrével e V (z) sua primitiva v (x), isto é, V' (z) = v (z). Do

teorema do valor médio existe ¢ € [a, b] tal que

1 b
V' (c) = - a/a v (z)dr =7. (3.23)
Portanto V' (¢) = v para algum ¢ € [a,b]. Por outro lado ¢ € [a,b] se e somente se existe

ze -3, 1] tal que c =2 + 2 (b —a).

De fato,

<:>) se ¢ € [a,b] entdo existe z € [—1,1] tal que ¢ = 2 + 2 (b — a). Seja

_ atb
c 2

b—a '’

z =

co1m

entao temos

a+b C—aTer

c=— + b_a.(b—a)

(<:) Temos que mostrar que ¢ > a e ¢ < b. De fato,

b 1
c—aq="2" +z(b—a)—a—(b—a)<2+§>20 =  c>a e
a+b 1
c—b=——+z(b-a)=b=(b-a)(z-5) <0 = c<b,

logo ¢ € (a,b). Assim,

6:‘/'(0):‘/’(&—2’_6%—2’(6—&)), 7§z§

Portanto, se v for continua temos que

L , o fatby a+b
U—il{)III)V(C) —V( 5 )—v( 5 )

Por outro lado, a aproximagao 7; concorda com o valor pontual de v; na ordem O (Az?), ou
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seja, U; = v; + O (Az?). De fato, dada uma malha uniforme, se V' é uma primitiva de v entao

V(2s) =V (2,1) -

G-
Al’j

Por outro lado, fazendo a expansao em série de Taylor de V' (z;) para aproximar Vii 1e

V._1, tem-se
J—3

V (xH%) -V <[Ej_%

ou seja
7; = v+ O (Az?). (3.24)

O objetivo é encontrar um polinémio p; () de grau no maximo k — 1 para cada célula I;, ou
seja, deve-se obter o polindémio p; () que aproxime a fungao suave v (z) com ordem de precisao

O (Aa:k) no interior de cada intervalo [}, para todo j =1,..., N,
p; (z) = v (z) + O (Az¥), xel, j=1,...,N. (3.25)

A definicao de ordem de erro é a definicao usual de interpolagao polinomial.

Em particular, as aproximagoes nas fronteiras da célula [; = <:Ej_; y Tl ) sao dadas por:
2 2

U;Jr% =p; (q:ﬁ%) e U;l_% =p; (xj;%) , j=1,...,N. (3.26)

as quais possuem ordem de precisao igual a k, pois

v;+% :v(ijr%) —i—O(Amk) e v(,i_% :v<xj7%) —|—O(A:ck), j=1,...,N.(3.27)

J

Observacao 3.3 1. O polinomio U;+l ¢ a aprorimacao realizada através da célula a es-
2

[

1 d
2 J—

querda, [; = (xj_;,xﬁ;), do ponto x;, ¢ a aprorimacao realizada através da
2 2

1
2

célula & direita, I; = (,_

%7$j+%>’ do ponto Tio1.

N . d A . L ) o N . e
2. 0 polinomio Vi tem como referéncia a célula I, = <xj+%,xj+%> e o polinomio Vi1

tem como referéncia a célula I;_; = (:Ej_g,xj_;>, como ilustra a Figura 3.3.
2 2

As condicgoes de fronteira serao discutidas na observacao 3.6 da secao 3.4.

Para determinar o polindémio p (), o primeiro passo é escolher o esténcil para se trabalhar.
Dada a ordem de precisao k e a célula I; escolhemos um esténcil, dentro da malha computa-

cional, baseado em r células a esquerda e s células a direita da célula I;, sendo que r, s sao
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Ve e
PR ¢ Vo
J7 3 j+§
Lo JTa }' it -~
] I €T
~ : i
-1 . }
J7 3 JT35

Figura 3.3: Aproximagoes a esquerda e a direita das fronteiras das células.

nimeros que devem ser escolhidos de modo que r + s + 1 = k. Logo o esténcil é dado por
S(]):{[J,T,IJ,TJrl,,[j,,[]JrS}, ]:1,,N (328)

Observa-se que o esténcil S (j) em Eq. (3.28) é formado por k células e k& pontos conhecidos.

Existe um tinico polinomio de grau no maximo k — 1 = r + s cujos valores médios para cada

célula de S (j) é aproximado por:

1 Ti+d
UV = —— =) =T ..., ] : 2
= an [ e@ds s (329)

X,
i—

Observe a diferenca dos indices: o indice j varia em toda a malha computacional,
j =1,...,N, e o indice i varia dentro de cada esténcil S (j), para todo j. Para que fique
mais claro segue um exemplo da malha computacional com poucos pontos, apenas para melhor

visualizacao.

Exemplo 3.1 Considere a malha computacional com N = 10 na qual deve-se obter um polinomio

interpolador com ordem de precisao k = 4.

Logo o grau do polinomio serd k—1 = 3 e precisamos de 4 pontos conhecidos. Consideremos
a célula I, uma possibilidade de esténcil é dada porr =1 es =2, ou seja S (5) = {I4, I5, Is, I}
Logoj=1,...,10 et =4,...,7 como mostra a Figura 3.4.

I;
A
X, X T L Wy M Ay g x.9 x,m,
Xi Xy Xy Xy N Vi X, W Ry X Ay
2 T 7 % 3 2 e 2 z 2 2
I Is I;
5(3)

Figura 3.4: Tlustracao da diferenga entre o indice 7 e o indice j.

O esténcil S (5) possui k =4 células e k + 1 =5 pontos médios e k = 4 pontos conhecidos.
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O objetivo ¢ utilizar os valores conhecidos 7; nos centros das células, /;, para encontrar uma

aproximacao nas fronteiras das células, Vi1, para j=0,..,N.

A questao é: dado o ponto de referéncia j como escolher o valor de r, a esquerda de j7 A

resposta a essa questao serda dada na secao 3.4.

Note que existem pontos que pertencem a duas células adjacentes, ou seja o ponto x;, 1
2
pertence as células I; e I; ;. Analogamente tem-se que o ponto Tj 1 pertence as células I;_; e

j+l enaor células

serao as mesmas.

I;, logo se identificarmos o valor de  como sendo r pontos a esquerda de x

a esquerda de [;, as constantes obtidas para a aproximacao de v;t’ e v;l

¢ Vg

NI

Se r é identificado com a célula j, o esténcil S () é dado pela Eq. (3.28), mas como o ponto

T, 1 pertence a célula I, se identificarmos r com esta célula, o esténcil é dado por
S (j + 1) - {Ij—'f'-‘r17 Ij—'f'-‘rl) s 7Ij+17 BRI ]j-‘rs-‘rl} 3 .] = 17 R N7

obtendo duas possibilidades de polinomios. Porém se definirmos r como sendo a quantidade de

pontos a esquerda de 1,0 esténcil dado por

?: {.ijrfl,...,l'j,...,Ql]j+s},

fornecera o mesmo polinomio para aproximar v;f , € v;l Por isso é suficiente considerar, para
2

+
o processo de reconstrucao, apenas um valor. Ou seja, dado k aproximagoes médias

_1-
2

Vjpy oy Ujmptk—1

existem constantes ¢,; tal que o valor de reconstrugao na fronteira z;, 1 da célula I; é dado por
2

UjJr% = Criﬂjfﬂri- (330)

V(z) = /ﬂf v (§) dE. (3.31)

O valor de V (xj +%> pode ser escrito como

V()= [ Ho@ae [T

[e.o]
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Continuando com esse processo e usando Eq. (3.22) obtém-se

( Z / §)d§ = EJ: U, A (3.32)

i=—00 1=—00

A Eq. (3.32) diz que conhecido as aproximagoes médias das células v; conhece-se também o
valor de V' (x) na fronteira da célula I;. Denote por P (z) o tnico polinomio de grau no maximo

k, o qual interpola V' (xj+%> nos k + 1 pontos

{xjf,_%, . ,xHH%} (3.33)
e cuja derivada é o polinomio p

P'(x)=p(x). (3.34)

o TG Alx ey de
TFC é <P <$i+%> - <xz—§>>
= <V g$z+§> i (x i>>

< L s [

1 7'+2
= — d
v AL
-2
= para 1=4)—=7r,...,]+S.

Note que a terceira igualdade é vélida porque P (x) interpola V (x) nos pontos Ti1 € Ty,
comi=j—r,...,j+s. Estaaveriguacao diz que p (x) realmente é o polinémio o qual estamos
procurando.

Uma maneira de obter essas constantes ¢,;, do polinémio p(z), definidas em Eq. (3.30) é

utilizar o polinomio interpolador de Lagrange:

k — .
-3 (xj_T+m_%) I1 x”j;l}‘; , (3.35)

m=0 1=0 xj—T-l—m—%

subtraindo V/ (:L‘j_r_%> na Eq. (3.35) e observando que

k k
j r+l——
> H — — =1, (3.36)

m=0 | j—r+m—3 j—r+—3
#m
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obtém-se
- i L= Tj_pqg—1
P) =V (2y) =3 (V(2iny) =V (2)) T1 * (3.37)
2 — 2 2 l’;O xj—r—&-m—% - xj—r—l—l—%
Trabalhando com a Eq. (3.32), pode-se escrever
j—r+m—1
v <xj,r+m,%) —V (x(j,r+m,1)+%> - Y v (3.38)
e
j—r—1
V (l'jfrfé) =V <9c(j71_1)+%) = Z v; Az (3.39)

Comom =0,...,k, tem-se que j —r—% < j—r—l—m—% e subtraindo a Eq. (3.39) da Eq. (3.38)

obtemos

j—r—1 m j—r—1
V <xjfr+mf%> -V (xjfr%) = Z v;Ax + Z v;Ax — Z v; Az
1=—00 t=j—r 1=—00
m—1
= Z@j—r+iA$]’—r+i- (340)
i=0
Substituindo a Eq. (3.40) na Eq. (3.37), concluimos
k m—1 k
r—X; 1
. _ Jj—r+l—3
P (33) -V <$]frf§> - Z . UJ*rJrzAx]*rJrz H T, -z 1 (341>
m=0 i=0 1=0 “j—r+m—s3 j—r+l 3
l#m
Agora, derivando a Eq. (3.41), obtém-se
kE -m—1 Zki:o Hkq_o r— T, 1
j—rt+a—3
p (.23) = P/ (.CE) = Z E]—r-i-zAxJ—r-H k o sz : (342)
m=0 i=0 ll;g (xj—r+m—% - xj—r+l—%>
e avaliando Eq. (3.42) em = = ;41 temos que
k—1 k Zkl:O Hkq=° T., 1 — T, 1
Jt+3 J—r+q—3
Uj-{—% =D (‘/L‘j-i-%) = Z :ﬁm azbm 2 : Amj—r—l—i @j—r—ﬁ—i- (343)
i=0 | m=i+1 le;gz <xj—'r+m—% - Ij_ﬂrl_%)
Comparando a Eq. (3.30) com a Eq. (3.43), segue que as constantes ¢,; sdo dadas por
k Zkizo Hkq:O $+l _:L'7T+ _1
Cri = Z ki#m a#lm T2 J 4—3 AZE]‘_T_H’. (344)
m=i+1 H;;?L (xj—r—i-m—% - xj—r—&—l—%)
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Observe que as constantes c¢,; dependem do tamanho da célula Az, da ordem de precisao
requerida k e do valor de r escolhido para se definir o esténcil. As constantes ¢,; sao dadas pela
Eq. (3.44) quando a malha nao for uniforme. Para uma malha uniforme a Eq. (3.44) pode ser

escrita como

Sl [t (e )]s

_ l#m qg#l,m
Cri = E

m=i+1H]:l;g [x%—k(j—r—km—l)—<m%+(j—r—|—l—1)>}AaZ

(3.45)

e cancelando os termos comuns na Eq. (3.45), obtém-se

kS [TF=0 r—q+1
Ci= Y —rm e . (3.46)

m=i+1 H]ZZ% (m - l)

De acordo com a Eq. (3.46), as constantes ¢,; para uma malha uniforme, nao dependem de
j ou de Az, apenas de r e k. Os valores das constantes ¢,;, para uma malha uniforme, sao

fornecidos na tabela 4.1.

obtém-se V1 =p (:L}-,;).

Analogamente se a Eq. (3.42) for avaliada em z = 1

1
2

Exemplo 3.2 Escolhido a ordem de precisao k = 4, pode-se tomar r = —1,0,1,2,3 e temos
j=0,1,2,3. De acordo com Eq. (3.43) temos

k-1

Uj+% - E Cm’Uj—r—l—i-

=0

Para r =0,1,2,3 temos, respectivamente
V1 = CooU; + Co1Uiq1 + Co2Uipa + Co3U; —|—O(Aa74)
1 00U + Co1Vj+1 + Co2Uj42 + Co3Vj+3 )
Vip1 = C1oUj_1 + c11Tj + 120541 + 130542 + O (Az?)
i+3 10Vj—-1 11Y5 12V +1 13Vj542 )

_ _ _ _ 4
UjJr% = Co0Vj—2 + C21Vj_1 + Co2V; + Co3Vj11 + 0] (ASE ) )

= = = = 4
Uj—l—% = C30V;—-3 + C31V;—2 + C32V;5—1 + C33V; + @ (Al’ ) .

Consultando a tabela 4.1 obtém-se, respectivamente

13 5 1

Vit = 70+ G0~ e + s + O (M),
1_ T_ T _ 1_
Uy = Tt 10+ 150~ g5+ 0 (A0,
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Vjpl = %@-2 — %@jl + %@- + i@w + 0 (Az?),
Yity T —i@—s + %@‘—2 - %@‘—1 + %@j +0 (Az').
12+ So;ugao E;ZJF‘ 12t Co;wdlgéo Iln|C|a\ H
: ° YNt 1 z ° o
05+ 0&r
06+ 06}
B 0.4 " 04l
n2t ook
ot ot
02r e 02k 4
1] DI1 0‘2 0‘3 lei D.IS DIE 0‘7 D‘B DIQ 1 1] D|1 0‘2 0‘3 DI4 DIS D‘B DIF DIS DIB 1
; :

Figura 3.6: Interpolagao de grau 3 com r =
1 e Az = 0.01, no intervalo [0, 1].

Figura 3.5: Interpolagao de grau 3 com r =
0 e Az = 0.01, no intervalo [0, 1].

Solugao EDP H 12} Solugao EDFP H
Interpolagdo =2 ) Interpalagdo =3
y=ulx O y=ulx 0)

o]

08 0af

06 06|
041 0.4F

0z2r 02f

a2 1 02t 1

Figura 3.8: Interpolagao de grau 3 com r =
3 e Az = 0.01, no intervalo [0, 1].

Figura 3.7: Interpolagao de grau 3 cor = 2
e Az = 0.01, no intervalo [0, 1].

As Figuras 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8 ilustram as oscilagoes da aproxrimacdo numérica na reqiao da

descontinuidade, da condicao inicial

1, se  x<0.5,

3.47
x> 0.5, ( )

0, se
para r = 0,1,2, 3 respectivamente

Para melhorar a aproximacao na regiao da descontinuidade da solucao surgiu a idéia do

estéencil adaptativo, na qual se baseia o esquema ENO.



k[ ] =0 | i=1 i=2 i=3 i=4 =5 i=6
1] -1 1
0 1
-1 3/2 -1/2
2100 1/2 1/2
L] -1/2 3/2
-1 11/6 -7/6 1/3
3100 1/3 5/6 -1/6
1] -1/6 5/6 1/3
2] 173 -7/6 11/6
1] 25/12 | -23/12 | 13/12 -1/4
0] 1/4 13/12 | -5/12 1/12
4 1] -1/12 7/12 7/12 -1/12
2 | 1/12 -5/12 13/12 1/4
3 -1/4 13/12 | -23/12 | 25/12
-1 ] 137/60 | -163/60 | 137/60 | -21/20 1/5
0] 1/5 77/60 | -43/60 17/60 -1/20
50 1] -1/20 9/20 47/60 | -13/60 1/30
2 1/30 [ -13/60 | 47/60 9/20 -1/20
3] -1/20 | 17/60 | -43/60 | 77/60 1/5
4] 1/5 -21/20 | 137/60 | -163/60 | 137/60
1] 49/20 | -71/20 | 79/20 | -163/60 | 31/30 -1/6
0] 1/6 29/20 | -21/20 | 37/60 | -13/60 1/30
1] -1/30 | 11/30 | 19/20 | -23/60 7/60 -1/60
6|2 1/60 | -2/15 | 37/60 37/60 -2/15 1/60
3 | -1/60 7/60 | -23/60 19/20 11/30 | -1/30
4] 1/30 [ -13/60 | 37/60 [ -21/20 | 29/20 1/6
5] -1/6 31/30 | -163/60 | 79/20 [ -71/20 [ 49/20
-1 || 363/140 | -617/140 | 853/140 | -2341/420 | 667/210 | -43/42 1/7
0 1/7 ]223/140 [-197/140 | 153/140 |-241/420 | 37/210 | -1/42
1| -1/42 | 13/42 | 153/140 | -241/420 | 109/420 | -31/420 | 1/105
7 2] 1/60 | -19/210 | 107/210 | 319/420 [-101/420 | 5/84 | -1/140
3] -1/140 | 5/84 [-101/420 | 319/420 | 107/210 [ -19/210 | 1/105
4 | 1/105 | -31/420 | 109/420 | -241/420 | 153/140 | 13/42 [ -1/42
5| -1/42 | 37/210 [-241/420 | 153/140 |-197/140 [ 223/140 | 1/7
6 | 1/7 | -43/42 | 667/210 | -2341/420 | 853/140 | -617/140 | 363/140

Tabela 3.1: Constantes ¢,; referente a Eq. (3.46)

3.3 Diferencas Divididas

Para resolucao de leis de conservacao ha um interesse especial na classe de funcgoes suaves
por partes. Uma funcao suave por partes é uma fungao suave exceto para um numero finito de

pontos isolados. Assume-se que tais pontos possuem limites laterais para v (x) e suas derivadas.

A idéia basica do esténcil adaptativo é evitar introduzir no esténcil pontos nos quais a fungao

possua variacoes bruscas, sempre que possivel. Na pratica o que se faz é procurar o melhor
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esténcil possivel para se trabalhar.

A escolha do melhor esténcil estd relacionada com as diferengas divididas, portanto, primeiro
serd feito uma andlise da teoria das diferencas divididas e do polinomio de Newton.

Dada a funcao V (z) definida em Eq. (3.31)-Eq. (3.32), a diferenga dividida de ordem

zero ¢ definida por:

V [q:j%] =V <:z:j+%> (3.48)
e para uma ordem qualquer ¢ > 1 as diferencas divididas sao definidas por:

V _V|::L‘]+%7"'7xj+7/—%i|_V|:$]—%7"'7$]+1—% 349
IJ_%,$]+%7...,JIJ_H_%,J}J_H_% = . ( . )

Tivi-g = Tj-

N

As diferencas divididas de V' podem se escrever em fungao das aproximagoes médias v

} aet ¥ (%%) -V (xf*%> 332 (3.50)

ou seja, a diferenga dividida de primeira ordem de V' (z) é igual a célula média .

O polinémio interpolador de Newton P (z), de grau k, o qual interpola a fungdo V (x) nos

k + 1 pontos dados em Eq. (3.33) pode ser escrito como:

P(z) = Z 1% [.Ij_r_%, . ,xj_TJri_%] (3: — xj_Ter_%) : (3.51)

k i—1 i—1
px)=3V [xj,r,%,... T, } I1 ( o ) (3.52)

=1 m=0 =0

l#m

a qual representa o polinomio p (x) dado na Eq. (3.34).

Note que na Eq. (3.52) apenas aparecem as diferencas divididas de ordem maior que um,
pois a derivada da diferenca dividida de ordem zero se anula. De acordo com este fato é possivel
expressar p (x) totalmente em fungao das diferengas divididas de v usando Eq. (3.50), sem fazer

nenhuma referéncia a V' (x). Ver Shu (1997) [29].

Teorema 3.1 Se a fungao V (x) € continua no esténcil {xg,x1,...,T,, x} entao

6
|

wror e (3.53)

Vizo, T1,... ,xp,x] =
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Demonstragao: Veja Ruggiero (1997) [27].

A Eq. (3.53) diz que em regices de suavidade da funcao V', as diferengas divididas sao

proporcionais ao erro da interpolacao.

De acordo com Krylov (1992) [16], pode-se mostrar que

To, T T,] = Y Viz))
Vieo 21, n] ;(93]—930)(xj—:vl)...(xj—xj_l)(:w—:BJH)...(:UJ—:UH)' (3:54)

Se a fungao V () é descontinua em algum ponto do esténcil vale a propriedade de diferengas

divididas no teorema 3.2, a qual serd demonstrada para uma malha numérica igualmente

espacada.
Teorema 3.2 Se a fungio V (x) € descontinua no esténcil {xo,x1,...,T,, x} temos que
v ot
T, X1, ..., Tp| = .
0y L1, 9 Al‘n
Demonstracao:

Para n =1, o resultado é facilmente comprovado, pois

V(1) =V (20)
Ax ’

V ['1:07 xl] =

entao

V (z1) =V (20)

= constante,

ou seja,

V(wo,21] = O (Aixl) |

O caso geral € uma consequéncia imediata da Eq. (3.54). Basta observar que o denominador

de cada parcela que aparece em tal equacdo serd um mailtiplo de Ax™.

Os teoremas 3.1 e 3.2 relacionam as diferencas divididas com a ordem do erro da
aproximagao de uma fungao. O teorema 3.1 diz que em regides suaves a diferenga dividida
é proporcional a ordem do erro enquanto o teorema 3.2 diz que em regices onde a funcao possui
descontinuidades (choques) as diferengas divididas sao inversamente proporcionais a ordem do
erro. Ou seja, quanto menor a diferenca dividida, mais suave sera o esténcil e melhor serd a

aproximacao. O esquema ENO se baseia nessas propriedades.
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3.4 ENO

O esquema ENO sera descrito usando o polinémio de Newton dado em Eq. (3.51), ja que

a escolha do esténcil se baseia nas diferencas divididas.

Seja k a ordem do polinémio interpolador (ENO), o objetivo é encontrar um esténcil com
k+1 pontos consecutivos nos quais estejam incluidos os pontos § 1,T5,1 } e tal que a fungao

V (x) é o mais suave possivel dentro do esténcil.

Exemplo 3.3 Dado o grau do polinomio k = 3 o esténcil deve ser composto por 4 pontos.

Fizado o esténcil inicial {xj_;, xj+;} existem 3 possibilidades:
2 2
{mjfé,ijr%,ijr%,iL‘jJrg} > {xjfg,wjfé,xﬂé,x#%} ou {l’jfg,xjfg,l‘j7%,$j+%} .
O objetivo é encontrar qual é o melhor esténcil, dentre as trés possibilidades.
O processo se inicia com o esténcil composto por apenas dois pontos

S, (j) = {g;j_%,xﬁl}, v (3.55)

2

e acrescenta-se os pontos, de um em um, de acordo com o menor grau de diferencas divididas.

Dado o esténcil inicial em Eq. (3.55), o segundo passo é escolher o préximo ponto: Se

‘V [a:jfg,:cjfé,xﬁ%] < ‘V [xjfé,:cj%,xﬂ%} , Vg, (3.56)
o esténcil S (j) é dado por
S3() ={e g}, ¥ (3.57)
sendo o esténcil S3 (j) é dado por
S3(j) = {xj—%vzﬁé’xﬂ%} ; vj. (3.58)

O terceiro passo é andlogo ao anterior. Caso o esténcil escolhido ,Ss (), for dado pela Eq. (3.58),

o proximo esténcil é obtido da seguinte forma:

: vJ, (3.59)

Jj—3’ j+§7 j+§7

<‘V[QE- 1,L:,1,2 3xj+%]
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o esténcil Sy (5) é dado por
Si(j) = {xj_%,xj_%,xﬂ%,xﬁ%}, 22 (3.60)
e sendo o esténcil Sy (j) é dado por
5.(j) = {xj l,xﬁl,xﬁg,xﬁ%}, Vj. (3.61)

Se o esténcil escolhido Ss (j) for dado pela Eq. (3.57) o processo é andlogo, diferindo ape-
nas pela inclusao dos pontos. E este processo se repete até que se obtenha o esténcil com a

quantidade de pontos desejados.
Apés a escolha do esténcil, o polinémio de Newton Eq. (3.51) é construido.

Considerando o exemplo 4.3 e o esténcil S, (j) dado na Eq. 3.61, o polindmio de Newton

vem definido por

P(a:):V[]_,]—i—V[j_%,mﬂ_}(m—mj >+V[ 1 Ty, j+%] (m—xj_%)

1
(x—ijr%)—i—V[ 1T, T 3,:EJ+O] (x—.rj_%> (x—.rj+%> (x—.rj+%>. (3.62)

Note que cada esténcil S de V possui um esténcil correspondente S de T de acordo com
Eq. (3.50). Por exemplo, para o esténcil Eq. (3.55) corresponde um esténcil .S de o composto

por um 1nico ponto

S() = {5}

e assim o polinomio Eq. (3.62) pode ser reescrito em fungao dos valores de v. Na prética, para

o esquema de diferencas finitas, o interpolador ENO ¢ escrito em termos de 7.

Para a condigao inicial Eq. (3.47), pagina 71, o interpolador ENO de grau 3 é ilustrado
na Figura 3.9. Pode-se observar que, de fato, o interpolador ENO nao apresenta oscilagao na
regiao da descontinuidade da condigao inicial. Comparando a Figura 3.9 com as Figuras 3.5,

3.6, 3.7 e 3.8 podemos ver o ganho, em relacao as oscilagoes, quando utilizado o interpolador
ENO.

Observacao 3.4 Para um polinomio de grau 3 é preciso adicionar ao esténcil inicial 3 pontos
para que cada esténcil seja composto por k + 1 pontos e a escolha do melhor ponto para ser

adicionado se inicia na coluna da tabela de diferencas divididas de ordem 1.
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T T T T
Condigéo Inicial
ENO
y=u(x0

08r B

04t .

02F A

Figura 3.9: Aproximacao ENO de grau 3 com Az = 0.01, no intervalo [0, 1].

Roteiro para o cédigo do ENO
% k - grau do polinomio
% is - o ponto mais a esquerda do esténcil

% m - é a coluna, da tabela das diferengas divididas, na qual se encontra a diferenca dividida
de ordem 1
1. discretizacao do dominio: construcao da malha inteira (j), para todo j;

2. construcao da malha metade (j + %), para todo 7, a partir da malha inteira;

Z; + Tjt1 )
2 )

[NIES

3. dadas as aproximagoes médias v; da fungdo v (x), constréi-se a tabela de diferencas divi-

didas fazendo 7 = ug (z;) ;
4. escolha do melhor esténcil utlizando o processo Eq. (3.55)-Eq. (3.61)
® is=j
o for m=2:k
if (abs (V (is —1,m)) < abs (V (is,m)))
1s =15 — 1
else

end

5. Usando a forma polinomial de Lagrange Eq. (3.42) ou a forma polinomial de Newton

Eq. (3.52), construir o polinomio de grau no maximo k —1 em S; para todo j, com ordem
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de precisao desejada na Eq. (3.25) quando a funcao for suave em I;. Utilizar p; (x) para

aproximar a fungao v (x) nas fronteiras das células

d
U;+%:p] (xﬁé) e Vi1 = Djt1 (a:ﬁ%),
d
Vi1 =D (xj_%) e U;,% =pj-1 <xj_%> . (3.63)

Observagao 3.5 Na prdtica € mais conveniente contruir as aprozimacgoes Eq. (3.63) uti-
lizando o polinomio de Newton, visto que a escolha do esténcil € feita através das diferencas
divididas.

Observacao 3.6 O caminho mais natural para o tratamento das condigoes de fronteira para
o esquema ENO é avaliar somente valores dentro do dominio computacional onde se dd a
escolha do melhor esténcil. Na prdtica, para que o codigo decida qual esténcil esta totalmente
contido no dominio computacional cria-se um conjunto de células fantasmas fora do dominio
computacional com valores ‘grandes’ e grandes variagoes (isto €, u_; = (103')10 se x_; para
j = 1,2,...). Dessa maneira teremos altos valores para as diferencas divididas, for¢cando o
esquema a ficar dentro do dominio desejado.

Outra opcao € construir o polinomio de Newton convencional nas fronteiras.

Propriedades do Interpolador ENO

Segue algumas propriedades esquema ENO. Essas propriedades serao apenas comentadas,

para informagoes adicionais consultar Shu (1997) [29].

1. A ordem de precisao, x € [}, ¢ vdlida para toda célula I; a qual nao contém a descontinui-
dade. Isso significa que o esquema ENO pode recuperar a alta precisao da interpolacao

até para a célula a qual contém a descontinuidade.

2. O polinomio P; (x) é monétono em qualquer célula I; a qual contém a descontinuidade
de V ().

3. O processo de recontrucao obedece a propriedade TVD. Esta tultima propriedade é con-

sequéncia das duas primeiras.

O interesse maior é conseguir uma interpolagao de alta ordem no intervalo de choque (na
descontinuidade) a qual nao seja oscilatéria (ndo possua oscilagoes na interpolagdo préxima a

descontinuidade). De acordo com estas propriedades, é o que ocorre com o interpolador ENO.

Segue um esbogo da propriedade 2, para o problema de Riemann Eq. (1.55)

V(x) = (3.64)

u;, se x <0,
u., se x> 0.
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Seja P; (z) o polinémio de grau k que interpola V' (x) nos k + 1 pontos
x% <JJ% <...<:L‘k+%
e seja

Tig-1 < 0< Tigtls

a célula que contém a descontinuidade, para algum iy € (0, k). Para toda célula que nao contém

a descontiuidade [%—%a%—%] , 1 # i, tem-se

Prig) =V (nig) =V () = P ().

considerando ¢ < ig e ¢ > iy, separadamente. Pelo teorema do valor médio existe £ €

(:Ei_%,xiJr%) tal que
P'(&) =0, REEN

como a grelha possui k— 1 células, as quais nao possuem a descontinuidade, entao existem k —1
pontos ¢; tais que P’ (§;) = 0. Como P (z) é um polindomio de grau no maximo k — 1, entao ele

pode conter no méximo k — 1 zeros distintos, logo P’ (§;) # 0 Vx € (%0757%0%)' Ou seja,

P (z) é monétono na célula que contém a descontinuidade <35i0—%’ xig—i—%), pois P’ (£,) < 0 ou
P’ (&) > 0 nesta célula.

3.5 Esquemas ENO para Leis de Conservagao Unidi-

mensionais

Nesta segao descrevemos a discretizagao espacial através do esquema ENO (ou do esquema
WENO (apéndice A) o qual se encontra no apéndice A) para leis de conservagao unidimension-
ais, definidas em Eq. (1.12) com condigoes iniciais ug. O dominio serd discretizado como na

secao 3.2.

3.5.1 Reconstrucao da Funcao Fluxo Numérica

Dados os valores discretizados da fungao v (x)

v; =v(x;), j=0,1,..., N, (3.65)
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deseja-se encontrar uma fungao de fluxo numérico F; 1 relativa ao esténcil Eq. (3.28), ou seja,
Fj+%EF(vj_r,...,vj+s), j=0,1,..., N, (3.66)

de forma que a aproximacao da derivada v’ (z), da ordem de Az*, seja dada por

ﬁ (F.+% — F. %) =1/ (z;) + O (Az¥), j=0,1,...,N, (3.67)

J J—

de acordo com Eq. (2.44).

A solucao deste problema é essencial para um esquema conservativo de alta ordem, baseado

nos valores dos pontos (diferencas finitas) ou nas aproximagoes médias (volumes finitos).

Assumimos que a malha numérica ¢ uniforme Az; = Az, para que se possa obter uma
aproximacao conservativa de qualquer grau. Os esquemas ENO e WENO podem se basear em
uma malha numérica variavel, porém nao se consegue uma aproximacao conservativa de ordem

maior que dois, de acordo com Shu (1997) [29].

Se for possivel encontrar uma fungao h (), a qual depende do tamanho da grelha, definida

implicitamente por

v(e) = 5 / h(€) de. (3.68)

entao

, 1 Az Ax
Portanto, deve-se ter
Fii=h (:Uﬂ%) +0 (AzF) (3.70)

para obter Eq. (3.67).

Na pratica nao é ficil aproximar h (z) através de Eq. (3.68). Pela defini¢ao de h (z) no-
tamos que a fun¢ao conhecida v (z) é a aproximagao média da fungao desconhecida h (x);

assim para encontrar a fungao h () basta usar o processo de reconstrugao exibido na se¢ao 3.2.1.

Seja a primitiva de h, definida por

H (x) = /x h(§) d¢, (3.71)
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usando a Eq. (3.68), tem-se claramente que

H (xj%) - zj: /+ h(€)dE = z]: A, (3.72)

1=—00

Assim, dado os valores nos pontos v;, identifica-se as aproximagdes médias da funcao h (z)

em Eq. (3.68), entao a fungao primitiva H (x) é conhecida nas interfaces das células z = x; L1

Usando o processo de reconstrugao, secao 3.2.1, encontra-se uma aproximagao para h (:cj +;>
2

a qual forma o fluxo numérico Fj, 1 em Eq. (3.67).

Em outras palavras, se o esténcil para a funcao F’J-Jr%, em Eq. (3.67), é dado por

§: {l'j_r,...,flij,...,ﬂfj_,_s}, (373)

sendo r + s = k — 1, entao o fluxo numérico é dado por
CriVj—r4i,

sendo que as constantes c,; sao dadas na tabela 4.1.

3.6 Métodos Runge-Kutta TVD

Até o momento foi considerado apenas a discretizacao espacial. Esta secao trata da dis-
cretizagao temporal. Com o processo descrito nas segoes anteriores, a EDP (1.12) se transforma
em um sistema de equagoes diferenciais ordinarias. Para resolver este sistemas de EDO’s usa-se
métodos numéricos padroes, porém para se evitar resultados numéricos pobres e oscilagoes nao-
fisicas do problema estudado, é importante que o método utilizado seja um método pertencente
a classe TVD. Para maiores detalhes sobre o assunto consultar as referéncias Butcher (1987),
Gottlieb e Shu (1998), Shu e Osher (1988) e Suresh e Huynh (1997) [1], [10], [30] e [31].

A classe dos métodos Runge-kutta TVD de alta ordem foi desenvolvido em Shu e Osher
(1988) [30]. Estes métodos sao usados para resolver um sistema de EDO’s, com condigao inicial

escrito da formas

ur = L (u) (3.74)

uo = u(0), (3.75)
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resultante do método de discretizacao espacial da EDP

Vale ressaltar que este método se aplica a qualquer EDP e nao apenas para leis de con-

servacgao.

Note que L (u) na Eq. (3.74) é uma aproximacao para a derivada — f (u)_, usando o esquema
ENO ou o esquema WENO.
De acordo com Shu e Osher (1988) [30] e Butcher (1987) [1], um método Runge-kutta
explicito, para Eq. (3.74), pode ser escrito na foma:
i—1
u® = 4@ + At ZCikL (u(k)), i1=1,....m
k=0
0 — 4, ul™ =y (3.76)

para problemas nao dependentes do tempo, sendo m o nimero de estagios do método.

Observacao 3.7 Comparando as duas maneiras de se escrever os métodos de Runge-Kutta,

pode-se verificar que a Eq. (3.76) € equivalente aos métodos Runge-kutta tradicionais.

Quando o operador L (u) depende explicitamente de t ou quando as condigoes de fronteira
dependem do tempo, a férmula geral dos métodos explicitos de Runge-kutta Eq. (3.76) se

escreve commo

i1
u® = 4@ + At Z cinL (u(k), t© 4 /\kAt) , i=1,....m
k=0
u® =", u™ =yt (3.77)

tal que

k—1
>\k = Z Cll.- (378)
=0

Observacao 3.8 Quando se fala em problemas que nao dependem do tempo, temos equacies
para as quais o operador L (u) ndo possui a varidvel t explicita em sua expressdo, ou seja, $Go

da forma
® Uy = U,
ao passo que equagoes dependentes do tempo sao da forma

o Uy =u-+t
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Para facilidade de notagao, serao consideradas as equacgoes para problemas nao dependentes
do tempo, o outro caso é inteiramente analogo. Com o objetivo de encontrar o método Runge-

Kutta TVD, reescreve-se a Eq. (3.76) como segue

i—1 i—1
0 — Z au® + At Z%L (u(k)) : (3.79)
k=0 k=0

sendo a;;, > 0 e Z;;lo ;. = 1. Ou seja
i1 i1

k=1 k=0

Da Eq. (3.76) temos que
u® = u® — At car L (u(l)) (3.81)

e substituindo a Eq. (3.81) na Eq. (3.80) temos

i—1

i—1
u(l) — Oéiou(o) +Zaik ( — At ZCML (l ) + At Zcsz ))

i—1 i—1
= Z Oéiku — At Z Qi Z Cle (l —|— At Z CZkL (k
k=0 k=1

i1 i1 k—1
= Z [aiku(k) + At ¢ L (u(k))] — Atz Qi cr L (u(l)) . (3.82)
k=0 k=1 1=0

O somatorio 22;11 Qi Z;:ol el (u(l)) serd reescrito para que a Eq. (3.82) fique mais con-

cisa. Abrindo este somatorio e colocando L (u(k)) em evidéncia, concluimos

i—1 i—1

S o oot (1) = 3| 3 o] 1) <5 | B o] £0) a0

I=k+1 k=0 Li=k+1

onde a ultima igualdade é valida, pois para k — 1 se obtém uma parcela nula. Substituindo a
Eq. (3.83) na Eq. (3.82) obtém-se

i—1
u® =3 Jagu® + At ey L (u Atz [Z azzcm] uM),
0 k=0 Li=k+1

ou seja

u? = {Oéiku + AtL [clk — Z azlclk] } (3.84)

I=k+1
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Definindo
i1
Bik = cik — Z Qi Cil, (3.85)
I=k+1
obtemos
i—1
u® = (aiku(k) + Bir, AtL (u(k))) ) 1=1,2,...,m (3.86)
k=0

De acordo com Gottlieb e Shu (1998) [10], sob certas condigbes para as constantes o, Big, 0

esquema Eq. (3.86) é TVD, como diz o teorema 3.3.

Teorema 3.3 O método Runge-kutta Eq. (3.86) é TVD se o coeficiente CFL ¢ satisfaz

¢ =min — 3.87
i,k |6zk| ( )

para oy, > 0, By negativo. Temos ¢ é o coeficiente CFL para discretizagao temporal de alta

ordem.

Demonstracao: Veja Gottlieb e Shu (1998) [10].

De forma andloga tem-se, para as equagoes dependentes do tempo, que a Eq. (3.77) pode

ser reescrita como

[y

u® — (aiu® + By ALL (u® #© 4+ N\ At)) i=1,2,...,m. (3.88)
0

b
Il

Neste trabalho seréa usado Runge-Kutta de terceira ordem:

U(l) = Oélou(o) + ﬁloAt L (U,(O)) s (389)
U(Z) = OCQOU,(O) + ﬁgoAt L (U(O)) + OéZlu(l) + ﬁQlAt L (u(l)) € (390)

’U,(g) = Oégou + ﬂgoAt L ( ) + 063111, + ﬂglAt L ( ) + aggu —|— 632At L ( ) (391)

Para menor armazenamento computacional, pode-se reescrever as Egs. (3.89) - (3.91) de
forma que seja preciso calcular o operador L apenas do passo anterior. Da Eq. (3.89), tem-se
0)

1 _ (
0 u a1oU
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Substituindo a Eq. (3.92) na Eq. (3.90), obtemos

u® = (%o - 2_2%0) ©+ (Om B %) u® + il (u) (3.93)

10

e, consequentemente,

Wy _ | _ B (0) _ B\ ] 1
L (u ) = {u <0620 Buy 0410) ut’ + (0421 ﬁm) U } NG (3,94)

Substituindo as Eqgs. (3.92) e (3.94) na Eq. (3.91), chegamos a que

ﬁSO /631 620 ﬁSO B 620

(3) — _ 30 _ M8l _ 0 (0) 720 (1)

! {“30 B0 " Bar (“2“ 510a10)}u * [ﬁlﬁ ant g ( 21*510)}“
By

(ﬂ_ + (132) U(g) + ﬁngt L (U(z)) s (395)
21

o método Runge-Kutta com menor armazenamento é composto pelas Egs. (3.89), (3.93) e
(3.95). Para obter as constantes do método Runge-Kutta seja TVD é preciso comparar as Eqs.
(3.89), (3.93) e (3.95) com a expansao em série de Taylor, segundo Gottlieb e Shu (1998) [10],

resultando no sistema.

agy =1 —as; — agp

__3B10—2
Ps2 = 6P(6m P)

fo1 =
ﬂ B
< 631 12&3253120[321 Pp32 (396)
o B1o

530 =1~ 0431510 — g P — 531 - 0432532
. B0 = P — az1510 — P,

sendo que amy, g, a1, Big € P = [ag + 91010 + (P21 sdo parametros livres. A analise para
se obter os valores das constantes nao é objeto de estudo deste trabalho. Segundo Gottlieb e
Shu (1998) [10], ap6s extensiva busca para se resolver o sistema Eq. (3.96), de acordo com as

exigéncias dos possiveis parametros, se obtém

u® = u® 4 At L (u®)

3 1 1
2) 0 1 1
u()—zu()+1u()+ZAtL(u( ) e
1 2 2
u® = 2u® 4 Su® 4+ SALL (u). (3.97)

As Eqgs. (3.97) compoem o método Runge-Kutta TVD com menor armazenamento computa-

cional do que o método Runge-Kutta TVD escrito na sua forma original
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u® — 4 4 At L (),

u® =40 4 AtL( )+ AtL( ) e
u® = 4 éL (u@) + EAt L (uW) + §At L(u?), (3.98)

pois requer o calculo do operador L apenas do passo anterior.

Comparando Eq. (3.96) e Eq. (3.98), pode-se recuperar (obter) os valores para as constantes

a, 3, expostos nas tabelas 3.2 e 3.2, respectivamente.

0410:1
agg = 1| a9y =0

T )
azp =75 | a31 =0 ] ag =3

Tabela 3.2: Constantes «;; para Runge-Kutta de 3* ordem

Bro =
Bog = 5 | Bo1 =
B0 =0 P31 =0/ B3 =2

Tabela 3.3: Constantes (3;;, para Runge-Kutta de 3* ordem

O sl =
|
O =

Para os problemas dependentes do tempo, falta apenas obter as constantes \;. De posse
das constantes ay, B, pode-se obter as constantes A.

Da Eq. (3.85) tem-se

i—1

Cik = Bir + E Q1 Cle e

I=k+1

1—1 1—1 i—1 -1
Cik = Bir + E QG Cl-
=kt

k=0 k=0 k=01 1

Da Eq. (3.78), obtemos

logo

i—1 i—1
A= B+ oud, 1<i<m-1 (3.99)
pa -1
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Para o método Runge-Kutta TVD de trés estagios, dependentes do tempo, precisa-se de

duas constantes A1, A2. De acordo com a Eq. (3.99) e com as tabelas 3.2-3.3, obtém-se

Al=1|X =

L
2

Tabela 3.4: Constantes \; para Runge-Kutta de 3* ordem

Assim como para os problemas nao dependentes do tempo, pode-se reescrever o método
Eq. (3.88) de forma que requeira menor armazenamento computacional, como ji obtido nas
Egs. (3.98) para problemas nao dependentes do tempo. Como os célculos sao inteiramente

analogos serd apresentado apenas o resultado:

3 1 1
2 — 2,0 & =™ L AL (0™ 0 LA
u® = Ju® 4 2ul + AL (1Y + AL e
®3) 1 (0) 2 (2) 2 @ 40 , 1
u? = qu +§u +§AtL ut +§At . (3.100)

Como ilustracao da eficiéncia dos métodos Runge-Kutta TVD sera apresentado o exemplo 3.4.

Exemplo 3.4 Considere o problema de valor inicial

{ Zt(; izt (3.101)

Como a equagao diferencial ordindria depende explicitamente de t, o método utilizado para

aprozimd-la € dado pela Eq. (3.100).  Na Figura 3.10 comparou-se o método de Runge-

28

57l < Runge-Kutta TvD i
Solugdo Analitica

y=uit)

261

251

= 24

23F

220

211

1 1
1 1058 1.1 1.15 12 125

Figura 3.10: Runge-Kutta TVD de 3* ordem para EDO’s

Kutta TVD de 3* ordem com a solugio analitica u (t) = 4 =Y —t—1. A Figura 3.11 ilustra o
comportamento do erro pontual, para o método Runge-Kutta TVD de 3* ordem, da aprorimagao
numérica exibida na Figura 3.10 e pode-se notar que este método apresenta uma aproximacao

de alta ordem, ou seja, da ordem de 1077,
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O

2 y=Emo pontual para t=1.2

o5t o 4

e o] 4

35 : !
1 108 11 115 12 125

Figura 3.11: Ilustragao do erro pontual do método de Runge-Kutta de 3* ordem para N = 10
no intervalo [0, 1.2].

E importante observar que, mesmo trabalhando com métodos nao-oscilatérios na discretizacao
espacial, ENO-WENO, se o método da aproximacao temporal, Runge-Kutta, nao pertencer a
classe dos métodos TVD, os resultados na regiao do choque (descontinuidade da soluc¢ao) po-
dem apresentar oscilacoes. As Figuras 4.6 e 4.9 trazem uma comparacao entre os métodos de
Runge-Kutta TVD de segunda ordem

u =u® At L (u(o))
1 1 1
2) _ 0 1 [ 1

e os métodos de Runge-Kutta de segunda ordem nao-TVD

u = u® —20At L (u?)
41 1
@ = O 4 2= 0y _ — (1)
u =u +4OAtL(u ) 4OAtL(u ). (3.103)



Capitulo 4

Resultados Numéricos e Conclusoes

4.1 Resultados Numeéricos

Os resultados numéricos obtidos neste capitulo utilizaram, para a aproximacao no tempo os
métodos Runge-Kutta de terceira ordem dado na Eq. (3.97) e de segunda ordem dado na Eq.
(3.102) (paginas 85 e 88) e, para a aproximagao no espago, o esquema das diferengas finitas na

segao 3.1 (pagina 58) baseado no esquema ENO de quarta ordem.

Exemplo 4.1 Para a equagdo de advecgao o fluxo ’splitting” Eq. (3.6), pagina 59, € dado por

1 1
[ (u) = 3 (a.u+ au)e f(u) = 5 (a.u— au), (4.1)
onde o = |a|. Considere o problema de Riemann, com 0.1 < z < 1 et > 0, composto pela

equacao de advec¢ao com a = 1:
up + uy =0,
e condicao inicial dada por:

(2) 1, se x <0,
ug () =
’ 0, se z > 0.

Para este caso, tem-se que o = 1. Os resultados numéricos, para este problema, foram obtidos
para o dominio [—0.1,1], com t = 0.5 e CFL = 0.5. A Figura 4.1 exibe a solu¢ao obtida
com o método Runge-Kutta TVD de 3% ordem, At = 0.00275 e¢ Ax = 0.0055. Na Figura
4.2 estao ilustrados os resultados numéricos obtidos com o método Runge-Kutta TVD de 2%,
At =0.00275 ¢ Ax = 0.0055.

Comparando os resultados obtidos através do método numérico semi-discreto ilustrado nas
Figuras 4.1 e 4.2, para a equacao de advecgao, com o método numérico de Laz-Friedrichs
e o método numérico ‘upwind’ dados pelas Fqs. 2.26 e 2.36 e ilustrados nas Figuras 2.5 e

2.6, respectivamente, observa-se um ganho significativo em relagao a suavizacao da solucao na

89
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Figura 4.1: Aproximacao do exemplo 4.1: Runge-Kutta de 3* ordem no dominio [—0.1, 1] com
Az = 0.0055, t = 0.5, At = 0.00275 ¢ CFL = At/Az = 0.5,
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02r
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Solugao Analitica

Aproximagdo Numérica
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Figura 4.2: Aproximacao do exemplo 4.1: Runge-Kutta de 2* ordem no dominio [—0.1, 1] com
Az = 0.0055, t = 0.5, At = 0.00275 e CFL = At/Ax = 0.5.
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Figura 4.3: Tlustracao do erro pontual para

a aproximagao ilustrada na figura 4.1.
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Figura 4.4: Tlustracao do erro pontual para
a aproximacao ilustrada na figura 4.2.
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H Método ‘ N ‘ Erro H

10 | 1.062e-1
R-k 2% ordem | 50 | 3.643e-2
100 | 3.131e-2
200 | 2.062e-2
10 | 1.21e-1
R-k 3% ordem | 50 | 2.673e-2
100 | 1.627e-2
200 | 9.602e-3

Tabela 4.1: Tabela de erros para equacao de advecgao, na norma L, com ENO de 4* ordem.

regiao da formacgao de choque. De acordo com a tabela 4.1 os métodos Runge-Kutta TVD para
a equagao de advecgao, de sequnda e de terceira ordem, apresentam resultados com ordem de
precisao semelhante para uma malha computacional de até 100 subintervalos, com o mesmo
valor da condi¢cao CFL. Quando se refina a malha computacional o método Runge-Kutta TVD
de terceira ordem apresentou maior ordem precisao do que o método Runge-Kutta TVD de
sequnda ordem e também apresentou menor suavizag¢do, na regiao da formac¢dao do choque.
Como pode ser visto nas Figuras 4.1 e 4.2 e na tabela 4.1.

As Figuras 4.3 e 4.4 ilustram o comportamento do erro pontual da aproximacdo numérica,
para equacgao de advecgao, ilustradas nas Figuras 4.1 e 4.2 respectivamente. Podemos ver que em
regioes de suavidade o erro pontual € praticamente zero; jd na regiao do choque, hda um aumento
significativo do mesmo. Ainda assim, estes erros sao menores do que 0s erros cometidos pelos

métodos numéricos tradicionais.

Exemplo 4.2 Para a equagao de Burgers

U2
Ut -+ (5)33 = 0,

o fluzo ’splitting’ Eq. (3.6), pdgina 59, € dado por
1 [ u? 1 [u?
+ _ = - = —— 4.2

onde a« = mdz|ul, o qual deve ser atualizado a cada passo de tempo real do Runge-Kutta.
Considere o problema de Riemann composto pela equacdo de Burgers, na qual a funcao fluzo

¢ dada por f (u) = Y ¢ pela condicdo inicial:

2
1.2, se r <0,

uo () =
0.4, se x>0,

no dominio —0.1 < x < 1.6, t > 0. Os resultados numéricos obtidos através do método Runge-
Kutta de 3% ordem sao ilustrados na Figura 4.5 e na Figura 4.6 estd ilustrado os resultados

numéricos obtidos através do método Runge-Kutta TVD de 2% ordem. Os resultados numéricos,



para ambos os métodos, considerou o dominio [—0.1,1.6] com t =1, At = 0.00425, CFL = 0.6

e Az = 0.0085.
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Figura 4.5: Aproximagao do exemplo 4.2: Runge-Kutta de 3* ordem no dominio [—0.1,1.6],

Solugao Analitica
Aproximagdo Mumérica
y=uinl)
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0.a

Az =0.0085 et =1, At =0.00425, CFL = 0.6.

09r

= 08F
07
06
0sr
04F

03
0

Figura 4.6: Aproximagao do exemplo 4.2: Runge-Kutta de 2* ordem no dominio [—0.1,1.6],

Solugao Analitica
Aproximagda Numerica [
y=uixl]

1 1 L
0.2 0.4 06

Az =0.0085 e t =1, At =0.00425, CFL = 0.6.

Tabela 4.2: Tabela de erros para equacao de Burgers, na norma L;, com ENO de 4* ordem.

H Método \ N \ Erro H

10 -

R-k 2% ordem | 50 —
100 | 8.629e-3
200 | 4.299e-3
10 | 1.7494e-1

R-k 3* ordem | 50 | 3.003e-2
100 | 5.486e-3
200 | 3.337e-3
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Figura 4.7: Erro pontual da aproximacao Figura 4.8: Erro pontual da aproximacao
ilustrada na figura 4.5. ilustrada na figura 4.6.

Comparando os resultados obtidos, através do método numérico semi-discreto ilustrados nas
Figuras 4.5 e 4.6, para a equacao de Burgers, com o método numérico ‘upwind’ dado pela
Eq. (2.46) e ilustrado na Figura 2.10 observa-se o ganho em rela¢Go a aproximagdo obtida
na regiao da descontinuidade da solu¢ao. As Figuras 4.5 e 4.6 ilustram que a aproximac¢ao
numérica consequiu reproduzir a descontinuidade da solu¢ao sem suavizd-la e de acordo com
a tabela 4.2 temos que esta aprorimacao € de alta ordem quando a malha computacional é
refinada.

As Figuras 4.7 e 4.8 ilustram o comportamento do erro pontual da aprorimacdo numérica,
para equacao de Burgers, ilustradas nas Figuras 4.5 e 4.6 respectivamente. Podemos ver
que os métodos Runge-Kutta TVD de sequnda e de terceira ordem apresentam resultados
numéricos semelhantes. Podemos ver que em regioes de suavidade da solugao o erro pontual,
da apro rimac¢ao numérica, € praticamente zero aumentando significativamente na regiao do
choque. Ainda assim, apresentam erros menores do que os métodos numéricos tradicionais. De
acordo com a tabela 4.2 os métodos Runge-Kutta TVD de terceira ordem e de sequnda ordem
apresentaram ordem de precisao semelhantes para uma malha computacional de 100 e de 200
subintervalos e esta relagao se mantém quando a malha € refinada (a0 menos para os valores
testados 300 e 400 subintervalos). Para uma malha computacional de 10 e de 50 subintervalos

o método Runge-Kutta TVD de sequnda ordem nao consequiu aproximar a solu¢ao.

Para exibir a importancia dos métodos Runge-Kutta TVD ¢ ilustrado, na Figura 4.9, os
resultados numéricos obtidos para o problema do exemplo 4.2, através do método numérico
Runge-Kutta nao TVD de segunda ordem Eq. (3.103).
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Figura 4.9: Aproximacao Runge-Kutta nao TVD de 2* ordem: [—1,1.6], Az =0.026 e t = 1,
At =0.01, CFL = 0.3846.

Exemplo 4.3 Este exemplo traz o estudo numérico do problema de Riemann, estudado mo

capitulo 1, composto pela equacdio de Burgers

U2
Ut -+ (5)33 = 0,

(z) 0, se x <0,
up () =
’ 1, se x>0,

e pela condicao inicial

no dominio —0.2 < x < 1.5, t > 0. Neste caso temos a formagao do leque de rarefagcdo (como
visto na pagina 26).

Os resultados foram obtidos no dominio [—0.2,1.5], com At = 0.0085, CFL =0.5 e Az =
0.017 e sao ilustrados nas Figuras 4.10, 4.11 € 4.12, parat = 0,t = 0.5 et = 1 respectivamente.
Podemos ver que o método numérico consegquiu aproximar a solugcdo de entropia (Eq. (1.72))
da lei de conservacao quando ocorre a formacao do leque de rarefagao. Na Figura 4.13 estd
tlustrado a comparagao entre a solugcao exata nos tempos citados. Podemos ver, nesta figura, a
formacao do leque de rarefacdo. Nas Figuras 4.14 e 4.14 estd ilustrado o erro pontual, para as
aprozimacao obtidas nas Figuras 4.10 e 4.12 respectivamente, o qual é da ordem de 1072. A

tabela 4.3 mostra o erro na norma Ly, deste exemplo, para t =0, 1.

H Tempo ‘ Erro norma [, H

0 4.25e-3
1 7.179e-3

Tabela 4.3: Tabela de erros na norma L, para a onda de rarefacao, com ENO de 4* ordem e
Runge-Kutta de 3* ordem.
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Figura 4.12: Aproximacao Runge-Kutta de
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Figura 4.14: Erro pontual da aproximacao
ilustrada na figura 4.10.
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Figura 4.11: Solucao do exemplo 4.3: no
dominio [—0.2,1.5], Az = 0.017 e t = 0.5,
At = 0.0085, CFL = 0.5.
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para t = 0,0.5,1,5: [-0.2,1.5], Az =
0.017, At = 0.0085, CFL = 0.5.
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4.2 Conclusoes

Os esquemas Runge-Kutta TVD apresentam alta ordem de precisao em regioes de suavidade
da solugao, decaindo significativamente na regiao de choque, porém a aproximacao numérica
¢ ainda melhor do que a aproximacao numérica dos métodos tradicionais. Para a equacao de
Burgers as aproximagoes numéricas obtidas pelos métodos Runge-Kutta TVD de segunda e de
terceira ordem sao muito préximos, ao passo que, para a equacao de adveccao as aproximagoes
numéricas obtidas apresentam uma diferenca consideravel.

E importante a utilizacao do método Runge-Kutta TVD, pois mesmo tendo utilizado um
método nao oscilatério para aproximagao espacial (ENO) quando o método utilizado para a
discretizacao temporal foi um método Runge-Kutta nao TVD o resultado numérico apresentou
oscilacao.

De acordo com Shu (1997) [29] existem poucos resultados tedricos sobre os esquemas ENO
e WENO, mas na pratica estes métodos sao muito robustos e estavéis.

De acordo com Jiang e Shu (1996) [15] o esquema WENO possui alta ordem de precisao
(O (Ax%_l)) em regioes de suavidade da fungao fluxo, onde a ordem do esquema ENO é de
(O (Amk)) ao menos para k = 2,3. Contudo em regices de descontinuidades a ordem do inter-
polador WENO é a mesma do interpolador ENO.

A continuidade natural deste trabalho se resume em:

o estudo de funcoes de fluxos descontinuas;

o estudo de aplicacao dos métodos numéricos semi-discretos para diferentes equagoes;

o estudo destes métodos em malhas nao-estruturadas;

o estudo destes métodos em dominios de dimensoes mais elevadas.



Apeéendice A

WENO

O método numérico Essencialmente Nao-Oscilatério Ponderado (WENO) é a combinagao
convexa de todos os possiveis polinomios dentro do esténcil. Logo o esquema WENO trabalha
com todos os esténceis possiveis e resulta no decaimento das oscilagoes na regiao da desconti-
nuidade, com maior precisao do que a apresentada pelo ENO. O esquema WENO foi proposto
por Liu, Osher e Chan (1994) em [22]. Supondo que k é a quantidade de pontos escolhidos

para o esténcil veremos que a ordem do esquema WENO serd O (Ax%_l).

Deficiéncias do ENO

1. Quando ambos os lados da Eq. (3.59) for zero ocorre a livre escolha do esténcil. Isto
acontece nas células proximas aos zeros da solucao e de suas derivadas, ocasionando a

escolha errada do esténcil e, consequentemente, prejuizos na aproximacao.

2. O processo de escolha do estencil envolve estrutura ’if’, o que pode nao ser muito conve-

niente computacionalmente.

3. Para um polinomio de grau k precisa-se de k + 1 pontos, obtendo k células. No total
de possibilidades dos k esténceis tem-se um total de 2k — 1 células. No esquema ENO ¢é
usado apenas um estencil de k células resultando na k-ésima ordem de precisao e se todos

os possiveis esténceis forem usados, obtém-se a ordem de precisao 2k — 1.

Exemplo A.1 Para um polinomio de ordem k = 3, tem-se 3 possiveis esténceis. Con-

sidere a célula inicial {x3, x4}, as possibilidades de esténceis sao :
S() = {ZE37JZ4,1’5}, Sl = {ZEQ,I3,$4} € SQ = {ZL‘l,IQ,JJg}.
resultanto no esténcil total
{1'1, Lo, T3,Ly, 1'5} s

composto por 2k — 1 pontos da malha inteira (2k — 1 células) logo a ordem de precisao do

polinomio é 2k — 1 = 5.

97
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Figura A.1: Possibilidades de esténceis para o interpolador ENO de ordem 3.

De acordo com Shu (1997) [29], na literatura encontram-se algumas propostas para resolver
estas questoes, com alguns resultados positivos. O ganho realmente significativo ocorreu com
o esquema WENO desenvolvido em Liu; Osher e Chan (1994) [22]. Para simplicidade serd

considerada uma grelha uniforme Az; = Az.

A idéia basica do WENO, baseado em um esténcil fixo, é usar a combinacao convexa de
todos os polinomios gerados nos possiveis esténceis, ao invés de usar apenas um candidato,
como no esquema ENO.

Sejam os k esténceis
Sy () ={xjrs Tjras - Tjph ) com r=0,1,...,k—1, (A1)
sendo que cada esténcil possui k + 1 pontos e 2k — 1 células.

Observacao A.1 Temos que

§0 (]) = {'Tjwrj—i-lv v 717j+k—1}7
S1(7) = {zjs1, Tjsa, - T}
gk—l (J) = {xj—k+1,$j—k+27 e ;xj} com j=1,...,N.

Os k esténceis produzem k diferentes valores de reconstrugao para v; 1. De acordo com Eq. 3.30

1
2
tem-se as aproximacoes dadas por

(r)
Vit

D=

k—1
= Zcm@j_rﬂ com r=0,1,...,k—1. (A.2)
i=0

O processo de reconstrucao WENO trabalha com todos os possiveis valores Uj(:_) ,, para isto faz-
2

se a combinagao convexa de todos esses valores, para estimar uma melhor aproximacgao para v
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nas fronteiras das células v,, 1 7 =0,..., N.
I3

Sejam as constantes w, tais que

k—1
dw, =1 (A.3)
r=0

e w, > 0, a aproximacao WENO ¢ dada por

k—1
i1 = wwﬁl com r=0,1,...,k—1. (A.4)
2
=0

Aparentemente a chave para o sucesso do WENO esta na escolha das constantes w,., entao

o célculo do método WENO se resume em calcular essas constantes.

Se a fungao v (z) é suave em todos os esténceis da Eq. A.1, a teoria de interpolagao

polinomial tradicional garante que existem constantes d,. tais que

B
—

.
—+
N[
|
o

i

Para encontrar os valores das constantes d, deve-se igualar os polinomios de Lagrange con-
struidos para cada um dos k esténceis, de modo que cada esténcil possui k + 1 pontos (veja
observagao A.1) e para o esténcil composto pelos 2k pontos. Na Eq. A.5 é dada a combinagao

convexa dos valores v;, 1 nos k esténceis de Eq. A.1. Por outro lado deseja-se aproximar v, 1
2 2
utilizando o esténcil composto por 2k — 1 células.

O caso geral nao sera exposto aqui, como ilustracao serd feito o caso k = 3.
Considerando os 3 possiveis esténceis S, (j), em Eq. A.1,
So(j) =Azj zje,wm2t. Si() ={zjn 25050t e So () ={zj-2 x50, 25}, (A6)
as respectivas aproximagoes para v, 1 sao dadas por

o _ _
V11 = Coolj + Co1Vj41 + Co2Vj42,
2
(1)
v
i+3
2 _

v =
it3

= C19Uj—1 + 1105 + €12V 41,

CQQUJ;Q + 02163;1 + CQQﬁj. (A?)
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Consultando a tabela 4.1 para k =3, r=0,1,2 e i =0,1,2, as Egs. (A.7) se reduzem a

o _ L. 5 -
Vit = 3V + gl — gl
(1) L S
Uj-i—% = —E’Uj_l + EU]' + §Uj+17
(2) 1_ 7_ 11
Uj—&-% = ng_Q + _évj_l + Eﬂj. (A8>

Sustituindo as Eqgs. A.8 na Eq. (A.5) tem-se
_ (0) 1) )
Vi1 = dovj+% + dlvj+% + dgvﬂé
1 1 7 11 5 1 1 5 1
Vjp1 = gdg Vj_2 — (6d1 — 6d2> Vi1 + (6d2 + Bdl + 3d0> v; + <3d1 + 6d0> Vj41 — 6d0 Vjt2 (Ag)

Por outro lado, desenvolvendo o polinomio de Lagrange para 2k—1 = 5 células, cujo esténcil

é dado por S (j) = {zj_2,Tj_1,2;,Tj41,Tj42}, obtem-se

V-2 V-1 YV Vil Vo2
e ———————%
X D & 3 X T | xX. 3 X.. 5
Iz 2y Tt g g Mg

Figura A.2: Esténcil do polinémio interpolador de Lagrange para cédlculo das constantes d,;

r=20,1,2.

(2k—1)—1
Vip1 = E CriUjyi—2 = CooUj_2 + C21Uj_1 + Co2U; + C23Uj11 + Co4Uj 12,

i=0
e de acordo com a tabela 4.1 o polinomio de Lagrange se reduz a

1_ 13_ A7 9 _ 1_
Uj—l—% = %Uj_g — @Uj—l —+ @’I}j + 2—0Uj+1 — %Uj—l—? (A10>

Igualando as Egs. (A.9) e (A.10) obtém-se o sistema
(1 _ 1
Ly = &

(A.11)

\

de onde temos



S
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(A.12)

De maneira analoga pode-se calcular os valores de d,., para qualquer valor de r. Na tabela A.1

encontram-se os valores para k = 1,2, 3,4. Verifica-se que Zf;é d. = 1.

k [i=0]i=1i=2 | i=3
1] 1
2 1
3| 16 | 5 | 1d
LTI TR I
35 35 35 35

Tabela A.1: Constantes d, referentes a Eq. (A.5)

Realizando céalculos analogos aos anteriores é possivel verificar que o sistema resultante,

quando se iguala as Eqs. (A.9) e (A.10) para obter as constantes d, nos k esténceis, possui

2k — 1 equagdes sendo que k — 1 equagbes serao repeticoes das outras (veja sistema formado

na Eq. (A.11)). Sempre ocorrerda um sistema compativel determinado e a combinagao sempre

sera convexa.

Para o caso suave deseja-se que

w,,:d,,—l-O(Axk_l) para r=0,1,...,k— 1.

O que implicard uma ordem de precisao igual a (2k — 1)

I
g
S

I

v, ) v <$j+%> +O(Aa:2k_l) para r=20,1,...

pois

(A.13)

k=1,  (A.14)
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= 2 (0 o (o)) oo =)

1=0

= Zl @) (A:Ek) .0 (A:Ek_l)

= 0.

Na primeira igualdade usou-se a Eq. (A.3) e a Eq. (A.13), pois

k

Zl(dr—wr)v<wj+§> :v(xﬂ%) <§d7n—§wr> = 0. (A.15)

1=0

Na quarta igualdade tem-se que UJ(-:); aproxima v (xj +%> com a ordem de precisao O (Axk’)
2

Isso mostra que a aproximagao para v;, 1 estd bem definida.

T2

Quando a fungao v (z) possui descontinuidade(s) dentro do esténcil Eq. (A.1), pode-se es-
colher como peso(s) correspondente(s) w, sendo zero. Outra consideragao é que os pesos devem
ser fungoes suaves dentro do esténcil envolvido. De acordo com Jiang e Shu (1996) [15], os

pesos dados pela Eq. (A.16) sao de classe C* e eficientes computacionalmente.

Levando em conta essas consideracoes chega-se aos pesos da forma:

(6%
Wy = ——F— ) r=0,1,...,k—1, (A.16)
>eso s
com
d,
€ r

O termo € > 0 foi introduzido para evitar que o denominador de Eq. (A.17) seja zero. E
em Jiang e Shu (1996) [15], foi utilizado em todos os testes ¢ = 107%. Os coeficientes (3, sao

chamados de indicadores de suavidade do esténcil S,.

No primeiro trabalho onde o esquema WENO foi construido (veja Liu; Osher e Chan (1994)
[22]), os coeficientes (3, foram determinados utilizando diferengas divididas, de acordo com a
filosofia do ENO, considerando a Eq. (3.53) e o teorema 3.2. Em Jiang e Shu (1996) [15], ap6s

intenso experimentos, os coeficientes [, sao escolhidos de forma diferente, obtendo melhorias
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no método.

Seja p, (x) o polindomio de reconstrucao do esténcil S, (j); define-se

— Cith a-1 [ Opr (2) ?
=0 ‘Tj—%

O lado direito da Eq. (A.18) é a soma dos quadrados da norma Ly para todas as derivadas

do polinémio interpolador p, (x) sobre o intervalo <1:j_%, ; +%>. O fator Az2-" foi introduzido

para remover toda dependéncia de Ax nas derivadas de p, ().
Os coeficientes (3, serao calculados para k = 2,3, de acordo com Jiang e Shu (1996) [15].

Para k = 2 tem-se

T, 1 Tl 2
Bo :/ 7 A (po (x))zdx —|—/ " Ag! <8p§ (x)) dx (A.19)
. 1 Ij—% x
e
Tit} 2 Tity Op1 () ?
163} :/ Az (p1 (2)) dx—i—/ Ax? < 5 ) dx, (A.20)
T. 1 x].i% x

sendo py o polinémio de Lagrange, dado na Eq. (3.42), que interpola v(x) no esténcil
So(j) = {xj,zj:1} e p1 é o polindmio de Lagrange, que interpola v(z) no esténcil
S1(j) = {1, 25}

Para k = 2, com a grelha uniforme e de acordo com a Eq. (3.43), o polinémio p (x) é dado

por

1 2 Z%ZO H2q:o T— X 1
) =3 | X ] (a21)

i i H2 T 1 —XT 1
=0 \m=j+1 ll::r)z Jj—r+m—3 Jj—r+l-5

que é equivalente a

<x—xj_r+%) + (ac—xj_T_%> N

p(r) =
(%’—H% - %’—r—%> (‘Ij—r-i-% - Ij—r+%> (%’—M% - xj—r—%) <33j—r+% - xj—r+§>

A.I'Ej,erl. (A22>

Al’@jfr -+

Derivando a Eq. (A.22), obtém-se

, 2 2 _ 2 _ 1 _
¥ 0= (i + o) 0o+ () Ao = 3 B —T) (A
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e parar =0 e r =1 tem-se, respectivamente

B =@ -T) e
P () = 5 (5~ 7). (A21

Substituindo as Eqs. (A.24) nas Egs. (A.20), tem-se

Titd 1 . 2
60 = /I ? Ax <E (’Uj+1 — Uj)) dx e
Ti+s r . 2
51 = /x Az E (Uj — ’Uj_l) dzx. (A25)

Como (U417 —7;) e (; —T;_1) sdo constantes, calculando as integrais em Eq. (A.25) e elimi-

nando os termos possiveis em Az, tem-se as constantes 3y, 31 para k = 2 dadas por

Bo = (Ujs1 — Uj)Q e (A.26)

B = (0; —v-1)°

Analogamente tem-se para k = 3. Como os calculos da derivada sao um pouco mais complica-
dos, serd feito aqui um esbogo dos célculos. De acordo com Eq. (3.43), o polinémio de Lagrange

para k = 3 em uma grelha uniforme é dado por:

p(z) = _(x—xj_H%) <x —a:j_ﬂrg) + <x —xj_r_%> (m—xj_r+g> + (m—mj_r_%> <x —xj_r+%>_

Uiy
2_Ax2

+ _(x—xj_H%) <x —xj_rJr%) + <x —xj_r_%> (x—a:j_r+%> + (:L“—xj_r_%> (1’ —a:j_T,Jr%)_

Vjr +Vjr1
—2Ax?

+ [(3: —xjﬂdr%) (m - a:j,,ur%) + <ac - xj,,,%) (:v - xj,H%) + (a: —wjfr%) <x - :L'jfr%)}

Vjp +Uj_py1 +Vj_pgo

6Az2

a derivada de p (z) é dada por

/ [ | @j—r
P (z) = (:L’—xj,,ur%) + <a:—xj,,,+%> + (x—xjfr,%> AL? +
~ b _‘—7" +_‘—7‘
[ T E'—r + U'—T—i—l + U'—r+2
(x — :cj,,,Jr%) + <:C — xj,H%) - (:c — xjﬂnf%)_ . JBAxZ ! (A.27)

e fazendo uma mudanca de varidvel

r=x; 1 +yAz (A.28)



105

na Eq. (A.27), obtém-se

Ui,
P (xj_r_% + yAa:) = [(—=3Ax + yAzx) + (2Ax + yAz) + (yAz)] ijz (A.29)
— [(—=3Az 4+ yAx) + (—Az + yAzx) + (yAx)] %
—Azx
Vjop +Vjpi1 | Uj—r + 5'—r‘—‘,—l + E'—T—Q—Z
—2Az + yA Az +yA Az) - i ! I
(2804 ye) + (a4 yda) + () B o
Reoordenando os termos, tem-se
/ 1 _ _ _ _ _ _
P (xj—r—% + yAaf) = Ag W @i-r = 20jori1 + Tjmry2) + (=20 + 30jori1 = Tjorpa)] - (A.30)
de onde, para r = 0, 1, 2, tem-se respectivamente
/ L _ o _
Dy (:L‘ —z;_1+ yAx) = Az [y (U; — 2041 + Ujpa) + (—20; + 3041 — Ujto)]
1
Py (m —x;_3+ yA:zc) = Az [y (Tjm1 — 20, + Uj41) + (—20j1 + 30; — Uj41)] (A.31)
1 _ _ _ _ _ _
Py (:c — x5+ yA:z:*) = A [y (Uj—o — 20;_1 +7;) + (=202 + 30,1 — 7;)] .
Derivando a Eq. (A.30), obtém-se as derivada segunda do polinémio p (z)
/! 1 — — —
p <93j—7~_% + yAfE) = A2 (W= = 201 + Tjmria)] (A.32)
de onde, para r = 0, 1, 2 tem-se, respectivamente
/! 1 — — —
Yo <$j—% + yAl") = A2 (05 — 2011 + Vj42)]
1

1 _ _
P (xjf% + Z/Aﬂﬁ) = 2 [(Wm2 = 20520 +75)].

Para k =3, r =0 a Eq. (A.18) se reduz a

fo= [ At @) e+ [ A8 G @) e
71 71

Considerando a troca de varidvel Eq. (A.28) e substituindo pf, e pj na equacao acima obtém-se

! R+ L\* !
o= / Ar (y Az ) dy + / Azt (0; = 20511 + Tj12)" dy, (A.34)
0 0

sendo R = (U; —20j41 +Uj42) € L = (—20; + 30,41 — Uj42). Calculando as integrais na
Eq. A.34, tem-se
RZ

fo=5 +RL+ L? 4 (T — 20,41 + Tjy2)” .



106

Substituindo as variaveis R, L, obtém-se

4
fo = 50 =20+ Tjy2)” + (U = 20541 + Vjpa) (=205 + 30141 — Vj) +

(=20, + 3041 — Tjy2)”

13
12 12
(207 + 307,y — 5U;Uj11 + UjUj12 — Uj41Tj42) -

Bo (U — 2041 + Tju2)” + = (T — 20j41 + Vjpa) +

Desenvolvendo o quadrado da segunda parcela e tirando minimo multiplo comum com a terceira,

parcela concluimos que

13

b=

1
(5j — 25]‘4_1 + @j+2)2 + Z (35]‘ — 45]‘_;_1 + 5j+2)2 . (A35)

Agora, realizando célculos analogos aos descritos para [y, obtém-se os valores de (1 e 5 sao

dados por
13 1
pr = i (Tj—1 — 205 + Tj41)° + 1 (V-1 = Vjs)°
13 - _ —\2 1 — — — \2
fo = 35 (Uj—2 = 20521 +05)" + 7 (Tj-2 — 40521 + 375)" . (A.36)

Segue a verificagao da ordem de precisao dessas constantes. Se o esténcil é suave, pela série de

Taylor, tem-se

4Az%_,  8Ax? S

§j72:@<$j—2A:L'):ﬂj—2Ax 5;-—# 5 v — N
= — _ _ Ax? Ax?
U1 =0 (2 — A2) =T; — Av T; + — ) — —=Tj,
Ax? Az?
i1 =0 (z;+Ax) =7, + Az 6} + Twﬁg’ + Tx@;ﬂ’
4Ax? 8Ax?
Tjro = U (x5 + 2Ax) = U; + 201 7; + 5 v + : 7.

Substituindo o desenvolvimento de Taylor nas Eqs. (A.35) - (A.36), tem-se

_2 5/{/ 1 EI{/ 2 1 6// 1 g/{/U/{ 1 6/‘”
1+ Az? (——J - —Agz:Qu LB BT Bl :

B = (Az ;)% +
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=11 =1\ 2 =1\ 2
1+ Az? lv_i—i-iAxQ v__] —|—E U_i e
3 U/j 36 U/j 12 U/j

9 7" 9 T 2 13 7" 2 7" " 2
14+ A2 | = 5 + ZAz? (_i) + — (_—J) —2Ax—LL + Ag? (_—J) .
3 (v;)" 9 V') 12\ v v

B = (Az )" +

By = (Axv;)? +

ou seja
By = (Aij)Q + (1+ 0 (Az?)) para r=20,1,2. (A.37)

Note que as constantes (3, em Eq. (A.35) - Eq. (A.36) foram encontradas considerando a
direcao 'upwind’, a movimentacao do fluxo da esquerda para a direita. Se a direcao do fluxo se
inverter, o procedimento para obter as constantes pode ser modificado simetricamente usando

;1 na mudanga de variavel Eq. (A.28).

De acordo com Shu (1997) [29], a ordem de precisao das constantes 3, ¢ dada por:
e Se a fungao v (z) é suave no esténcil S, (j), tem-se: (3, = O (Az?).
e Se a fungao v (z) possui uma descontinuidade no esténcil S, (j), tem-se: 3, = O (1).

Utilizando a Eq. (A.16) e a Eq. (A.17), tem-se:
e Se a fungao v () é suave no esténcil S, (j), tem-se: w, = O (1).

e Se a funcao v (x) possui uma descontinuidade no esténcil S, (5), tem-se: 3, = O (Az?).

Roteiro para o codigo WENO

Dado as aproximagoes médias v; da fungao v(x), para cada célula I;, obtém-se a

aproximacao 'upwind’ para a fun¢do v (z) nas fronteiras das células v?ﬁl e v;f L1 da seguinte
2 2

maneira:

1. Obtenha os k valores de reconstrucao ")

r)
41 €Y
Eq. (3.30), parar =0,1,... k — 1.

J(_ de acordo com a Eq. (A.2), usando

D=

2. Obtidas as constantes d,., tabela A.1, obter as constantes (3, de acordo com Eq. (A.18),
parar =0,1,...,k—1. Para k = 2,3 as constantes sao dadas pelas Eq. (A.27), Eq. (A.35)
- Eq. (A.36).

3. Obter as constantes w,, de acordo com Eq. (A.16) e Eq. (A.17).

4. Encontre a aproximagao nas fronteiras das células, de acordo com a Eq. (A.4).



Apeéendice B

Esquemas ENO e WENO via Volume Finito para Leis de Conservagao Escalares

Para o método dos volumes finitos, ou esquemas baseados na aproximacao dos valores médios

das células, nao se resolve a lei de conservagao na sua forma diferencial como na Eq. (1.12) mas
sim sua versao na forma integral

d
pr g u(x,t)de

sobre o intervalo I, = |z, 1. x.,1|. Fazendo
J J—=5"1+5

1 (B.1)
obtemos a
Sy, t) Arg) = = [ (u (203:t)) = 7 (u (2,-31))]
Assim
00 = 5 [y ] (B2)
onde Fy,1,Fy_y s

Sao

_ as fllIlCOGS de fluxo numéricas as quals aprox1mam respectlvamente

(S

2 ]

/(o (1))

A fungao de fluxo numérica F; 1 é definida por

Fioo=h(ut, ., ul e
I3 J3’ ity
Fv=h{ut ,ul

i3 i=3" i3

(B.3)

Para que o método obedeca ao teorema 2.5, se deve obter uma funcao de fluxo monodtona

108
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Definigao B.1 Uma fun¢ao de fluzo h, de dois argumentos h (y, z), € dita um fluro mondtono

se.

e se h(y,z) é Lipschitz continua em ambos os argumentos;
e se h(y,z)€é uma fungdo nao-decrescente em y e nao-crescente em z;
e se h(y,z) € consistente com a fungao fluxo f, ou seja, h(y,y) = f (y)

De acordo com o exemplo 2.1, visto na secao 2.3.2, tem-se que o método de Lax-Friedrichs

¢ monotono. Além disso a funcao de fluxo numérica de Lax-Friedrichs também é uma funcao

de fluxo monétono. Fazendo na Eq. (2.77) y = U; e z = Uj41 obtém-se

W2 =5 [ W)+ 1)~ (1) (B.4)

Novamente, tem-se que o = max |f' (u)| e a Eq. (B.4) se reduz a

(B.5)

h(y,z) =5 [f () + [(2) —a(z—y)].

N —

E importante lembrar que o esquema conservativo Eq. (B.2), segundo o teorema de Lax-

Wendroff, se convergir devera ser para uma solucao fraca do problema.

Procedimento para o esquema de volume finito no caso escalar unidimensional

1. Obtenha as aproximagoes para os valores

(B.6)

usando o esquema ENO ou o esquema WENO.
2. Calcule o fluxo monétono, Eq. (B.5).

3. Forme o esquema, Eq. (B.2).
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