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Resumo
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Introducao

Essa dissertagao trata do estudo dos pesos generalizados de Hamming para certos codigos
lineares em que ¢ conhecida a sua matriz checagem de paridade. Para este estudo vamos
utilizar a cota da pegada e os resultados provados por Geil em [2].

Este trabalho estd dividido em trés capitulos, sendo que no primeiro, veremos conceitos e
resultados relacionados a anéis de polindmios que serao aplicados para estimar o tamanho de
certas variedades, dentre estes conceitos estao ordem de monomios e algoritmo da divisao em
K[Xi,...,X,], a cota da pegada e a resultante entre dois polinomios em K[X7,..., X,].

No segundo capitulo, veremos conceitos e alguns resultados relacionados a teoria de codigos,
como o que sao os pesos generalizados de Hamming e a cota de Singleton generalizada.

No tltimo capitulo, fazemos a ligacao entre os pesos generalizados de Hamming e o tamanho
de certas variedades. Neste capitulo, apresentaremos resultados relacionados aos pesos genera-
lizados de Hamming e duais de cddigos de avaliagao sobre uma variedade.

Na tultima secao deste capitulo, estimamos os pesos generalizados de Hamming para alguns
c6digos (no primeiro caso dos c6digos de Klein melhorados, calculamos estes pesos) e também
obtemos uma cota inferior para estes pesos no caso de cédigos construidos através de pegadas.
O primeiro capitulo estd baseado em resultados de [1], o segundo em resultados encontrados
em [4] e [3], e o ultimo capitulo foi baseado em [2].

DANILO ADRIAN MARQUES
Uberlandia-MG, 25 de fevereiro de 2010.



Capitulo 1

Divisao em Anéis de Polinomios

1.1 Conceitos Preliminares

Vamos trabalhar com o anel de polinomios K[X7,..., X,].
Definicao 1.1.1 Um monéomio em Xq,...,X, € um produto da forma

(6% (65 (6%
XL Xg2 . X,

onde todos os expoentes ayq, . .., ay, sao inteiros nao-negativos. O grau total deste monomio € a
soma

ap+ - Q.

Observagao 1.1.2
Podemos simplificar a notacao para monomios como a sequir:
Seja o = (g, . . ., ) uma n-upla de inteiros nao-negativos. Entdo definimos:

X% = X0 X592 XOom,

Definicao 1.1.3 Seja n um inteiro positivo. Chamamos de Nj o conjunto:
0 ={(a,...,ap) s, ..., Sdo inteiros nao-negativos}.

Observacao 1.1.4 Temos que a observagao 1.1.2 estabelece uma correspondéncia bijetiva entre
monomios em K [Xi,...,X,] e o conjunto Njj. Além disso, qualquer ordem > sobre o espago
N§ nos dard uma ordem sobre monomios: se o > 3, de acordo com esta ordem, também diremos
que X > X5,

Definicao 1.1.5 Um subconjunto I C K [Xy,...,X,] € um ideal se satisfaz as sequintes
condigoes:

i) 0el.
ii) Se f,g €I, entdo f+ g€ 1.

iii) Se fel ehe K[Xy,...,X,], entio hf € I.



Definicao 1.1.6 Sejam fi,..., fs polinomios em K [Xy,...,X,]. Chamamos de ideal gerado
por fi,..., fs 0o conjunto:

<f1,.--,fs> = {Zhifi2h1,...,hsGK[Xl,...,Xn]}.
=1

1.2 Ordens Sobre Monoémios

Examinando em detalhes o algoritmo da divisao em K [X]| e o escalonamento para sistemas de
equagoes lineares (ou matrizes), veremos que uma nogao de ordem de termos é um ingrediente
chave em ambos (embora isto nao seja freqiientemente enfatizado). Por exemplo, dividindo
f(X)=X°-3X2+1por g(X)=X?—-4X + 7 pelo método padrio, farfamos o seguinte:

i) escreveriamos os termos do polinomio em ordem decrescente de grau de X;

ii) no primeiro passo, o termo lider (o termo de maior grau) em f é:

X =X?%. X?=X?. (termo lider em g) .
Entao, subtraimos X3-g (X) de f para cancelar o termo lider, obtendo 4X*—7X3—-3X?+1;

iii) entao, repetirfamos o mesmo processo sobre f(X) — X3 . g(X), etc. até obtermos um
polinémio de grau menor que 2.

Logo, para o algoritmo da divisao sobre polinomios de uma variavel, lidamos com a ordem
de grau sobre monomios de uma variavel:

> XTM S XM s > X2 > X > 1 (1.1)

Similarmente, nas equagoes lineares, isto é expressado pela ordem das variaveis X, ..., X,
como a seguir:

Xi>Xo>...>X,. (1.2)

Escrevemos os termos nas nossas equacoes em ordem decrescente. Além disso, num sistema
na forma escalonada (onde a primeira entrada nao nula de cada linha é 1, e todas as outras
entradas na coluna contendo um lider 1 sado zero) as equagoes sao listadas com seus termos
lideres em ordem decrescente.

Da evidéncia acima, podemos imaginar que uma componente muito importante de alguma
extensao da divisao e escalonamento para polinomios arbitrarios em varias variaveis seja uma
ordem de termos em polinomios em K [Xi,...,X,]. Aqui, discutiremos as propriedades de-
sejaveis que as ordens poderiam ter, e construiremos varios exemplos diferentes que satisfarao
nossas necessidades. Cada uma destas ordens serd usada em diferentes contextos.

Defini¢ao 1.2.1 Uma ordem monomial em K [Xi,...,X,]| € qualquer relagao > sobre N
(equivalentemente, uma relagdo no congunto dos monémios X<, a € Ny ), satisfazendo:

i) A relagio > € uma ordem total (ou linear) sobre N, isto é, para todo par o, 3 € Ng,
exatamente uma das trés condi¢oes € verdadeira:

a>p03 ou a=pF ou a</p;

ii) Sea>f ey e Ny, entao a+v > 3+ ;



iii) > € uma boa ordenacgdo sobre Ny. Isto significa que todo subconjunto ndo vazio de Nf
tem um elemento minimo em rela¢ao a >.

Dada uma tal relagio > sobre Ni, escrevemos X > XP se, e somente se, a > f3.
O Lema a seguir nos ajudard a entender o que a condicao da boa ordenacao significa.

Lema 1.2.2 Uma relagao de ordem > sobre Nj é uma boa ordenacao se, e somente se, toda
sequeéncia estritamente decrescente em Nf

01 > Qg >Q3 > ...

¢ finita.

Demonstragao:
Provaremos a contra-positiva: A relagao > nao é uma boa ordenacao se, e somente se, existe
uma seqiiéncia infinita estritamente decrescente em Nf.

(=) Se > ndo é uma boa ordenacao, entao algum subconjunto nao vazio S C Nf ndo possui
elemento minimo. Seja oy € S. Ja que a; nao é o elemento minimo, podemos encontrar
ag € S tal que a; > as em S. Entao as também nao é o elemento minimo, logo existe ag € S
tal que ay > as > a3 em S. Continuando este processo, conseguimos uma seqiiéncia infinita
estritamente decrescente: oy > g > az > ...

(<) Dada uma seqiiéncia infinita estritamente decrescente, ay > s > az > ..., temos
que o conjunto {a; ,as, as,...} é um subconjunto nao-vazio S C Nfj que ndo possui elemento
minimo, e entao > nao é uma boa ordenacao. a

Esse lema serd usado para mostrar que varios algoritmos terminam, pois alguns de seus
termos sao estritamente decrescentes (com respeito a uma determinada ordem fixada) em cada
passo do algoritmo.

Como um exemplo simples de uma ordem de monomios, vemos que a ordem numérica usual

>m+1>m >...>3>2>1>0

nos elementos de Ny satisfaz as trés condigoes da Defini¢ao 1.2.1. Entao, a ordenagao grau (1.1)
sobre monémios em K [X] é uma ordem de monomios.

Nosso primeiro exemplo de uma ordem sobre n-uplas serd a ordem lexicografica (ou ordem
lex, abreviadamente).

Definigao 1.2.3 (Ordem Lexicografica) Sejam o = (aq,...,ay), 8= (B1,...,0,) € Nj.
Dizemos que a >, 0 se no vetor diferenca o — 3 € Z™ a primeira entrada nao-nula a partir
da esquerda é positiva. Escrevemos X® >, XP se o >4 .

Exemplo 1.2.4 i) (1,2,0) >, (0,3,4) jd que « — = (1,—1,—4);
i) (3,2,4) > (3,2,1) jd que « — 3 = (0,0, 3);
iii) As varidveis X, ..., X, foram ordenadas de maneira usual pela ordem lex, pois:
Xl — X(l,O,...,O)) X2 — X(07170»~~-,0)7 . Xn — X(0,0,...,l)

€ como



temos que

Xl Zlex X2 Slex -+ - Zlex Xn

A ordem Lex é andloga a ordem de palavras usadas em diciondrios (por isso o nome). Assim
podemos ter em vista as entradas das n-uplas a € Nj como analogo das letras numa palavra,
que sao ordenadas alfabeticamente por a>b> ... >y > z.

E importante dar-se conta que existem varias ordens lex, dependendo de como as variaveis
sao ordenadas. Até agora, temos usado a ordem lex com X; > Xy, > ... > X,,. Mas dada
alguma ordem das variaveis X1, Xs, ..., X, existe uma ordem lex correspondente. Por exemplo,
se as variaveis sao X e Y, temos entao uma primeira ordem lex com X > Y e uma segunda
com Y > X. No caso geral de n variaveis, existem n! ordens lex. No que segue, a frase “ordem
lex”sempre se refere para a primeira com X; > X5 > ... > X,,, a menos que explicitada de
outra forma. E na pratica, quando trabalhamos com polinomios em duas ou trés variaveis,
chamamos as variaveis de X, Y e Z ao invés de X7, X5 e X3.

Observe que na ordem lex, independentemente do grau total, uma varidavel é maior que
qualquer monémio envolvendo variaveis menores, por exemplo, utilizando a ordem lex
com X >Y > Z, temos X >, Y°Z3. Para alguns propdsitos, podemos querer levar em
consideracao também o grau total dos monomios e ordenar monémios de maior grau primeiro.
Nossa primeira forma de se fazer isso, é a ordem lexicogréfica graduada (ou ordem grlex).

Definigao 1.2.5 (Ordem Grau-lex) Seja o, 3 € Nj. Dizemos que & >gpiep 3 s€:

n n
|af == Z%‘ > |B| = Zﬁz‘
=1 i=1
ou
|Oé|=|ﬁ| € QO >ieg ﬁ

Assim temos que, a ordem grlex primeiro ordena pelo grau total e, caso os monomios
possuam o mesmo grau total, “desempata” pela ordem lex.

Exemplo 1.2.6 i) (1,2,3) >guee (3,2,0) jd que |(1,2,3)] =6 > 5 =|(3,2,0)]:
i) (1,2,4) >gee (1,1,5) jd que |(1,2,4)] = [(1,1,5)] e (1,2,4) >0 (1,1,5);

ii1) As varidveis sao ordenadas de acordo com a ordem lex, pois:

1(1,0,...,0)[ = (0,1,0,...,0)| = ... =[(0,0,...,1)| = 1.

Como no caso da ordem lex, existem n! ordens grlex sobre n variaveis, dependendo de como
as variaveis sao ordenadas.

Mais adiante, definiremos uma ordem que usaremos bastante, a ordem grau-ponderada
lexicografica (ver pagina 35).



1.3 Ordenando Polinomios

Se f = >, X" é um polindmio em K [X;,...,X,] entdo dada uma ordem monomial >
podemos ordenar os monomios de f sem ambigiliidades com respeito a >.

Exemplo 1.3.1 Seja f =4XY?Z +47% - 5X3 +7X?72? € K[X,Y, 7]
a) Na ordem lex, f fica ordenado em ordem decrescente da sequinte forma:
f=-5X34+7X?Z2 +4XY?*Z +47°
b) Na ordem grlex, temos:
f=7TX272 4+ 4XY?Z — 5X3 + 422
Usaremos a seguinte terminologia:

Definigao 1.3.2 Sejam f = Y a.X* um polinomio ndo nulo em K [Xi,...,X,] e > uma
ordem monomial.

i) O multi-grau de [ é:
multigr (f) = max{a € Njj : a, # 0} (0 mdzimo é dado com respeito a >).
ii) O coeficiente lider de [ é:
CL (f) = amutig'r(f) e K.
iii) O mondémio lider de f é:
ML (.f) _ Xmultigr(f)‘

iv) O termo lider de f é:

TL (f) =CL (f) ML (f) = Gmutigr(f) * Xmultigr(f).
Exemplo 1.3.3 Seja f = —5X° 4+ 7X?Z? + 4XY?Z + 42Z* ordenado pela ordem lex. Entao:

multigr (f) = (3,0,0)
CL(f)=-5
ML(f) = X*
TL(f)=-5X*

Nao é dificil provar o seguinte resultado.

Lema 1.3.4 Sejam f,g € K [Xy,...,X,] polinomios ndo-nulos. Entao:
i) multigr (f.g) = multigr (f) + multigr (g)
ii) Se f+ g # 0, entdo multigr (f + g) < max(multigr (), multigr (g)).

Se, além disso, multigr (f) # multigr (g), entdo a igualdade ocorre.



1.4 Algoritmo da Divisao em K [X3,..., X)]

Vamos formular um algoritmo de divisao para polinomios em K [X7,...,X,] que estende o
conhecido algoritmo para K [X]|. No caso geral, a meta é dividir f e K[X;,...,X,]
por fi,...,fs € K[Xy,...,X,] com resto “pequeno”. Como veremos, isto significa expressar
f na forma:

f=afi+.. . +asfs+r

onde os “quocientes” aj,...,as e o resto r estao em K [X7,...,X,]. Alguns cuidados serao
necessarios para caracterizar o resto e neste momento usaremos as ordens de monomios intro-
duzidas.

A idéia basica do algoritmo é a mesma do caso de uma variavel: queremos cancelar o termo
lider de f (com respeito a ordem de monomios escolhida) pela multiplica¢ao de algum f; por um
monomio apropriado e subtrai-lo de f. Entao esse monomio torna-se um termo correspondente
a;. Ao invés de escrever o algoritmo no caso geral, primeiro trabalharemos com alguns exemplos
para ver o que é envolvido.

Exemplo 1.4.1 Primeiro dividiremos f = XY? +1 por fy = XY +1 e fo =Y + 1 usando a
ordem lex com X >Y. Queremos empregar o mesmo esquema para divisao de polinomios de
uma varidvel, a diferenca sendo, que agora existem vdrios divisores e quocientes.

XY?2+1 | XY +1;Y+1

Os termos lideres TL (f1) = XY e TL(fy) =Y ambos dividem o termo lider TL (f) = XY?.
Jd que fi € listado primeiro, usaremos ele. Dividindo XY? por XY, temosY e entdo subtraimos

Yfl de f

XY?+1 XY +1; YV +1
—-XY2-Y Y ;
Y +1

Agora repetimos o mesmo processo sobre —Y + 1.  Dessa vez usaremos fo jd que
TL(f1) = XY ndo divide TL (=Y + 1) = =Y. Assim obtemos:

XY?2+1 XY +1;Y+1
—XY?-Y Y ; (—1)
-Y +1
Y +1
2

Ja que TL(f1) e TL(fs) ndo dividem 2, o resto é r = 2 e concluimos a divisio. Entao,
temos escrito f = XY?2 + 1 na forma:

XY?4+1=Y (XY +1)+ (1) (Y +1)+2

Exemplo 1.4.2 Neste exemplo, encontraremos uma sutileza inesperada que pode ocorrer quando
se trabalha com polinomios de mais de uma varidvel. Vamos diwvidir f = X?Y + XY? +Y? por
fi=XY ~1efo,=Y2—1. Como no ezemplo anterior, usaremos a ordem lex com X >Y .

X?Y + XY? 4+ Y? XY —1; Y2 -1
-X?Y + X X+Y ;
XY24+ X +Y?2
~XY?24+Y
X+Y24Y




Observe que nem TL (fy) = XY nem TL(fy) = Y? dividem TL (X + Y2 +Y) = X. Entre-
tanto, X + Y2 +Y ndo é um resto adequado jd que TL (fy) divide Y? (ou seja, ainda podemos
fazer uma divisao). Entao, se movermos X para o resto, podemos continuar dividindo.

Observacao 1.4.3 Este é um problema que nunca acontece no caso de uma varidvel: uma vez
que o termo lider do divisor ndao divide mais o termo lider do dividendo intermedidrio (neste
caso, o polinomio chamado de dividendo intermedidrio é X +Y? +Y ), o algoritmo termina.

Para executar essa idéia, criamos uma coluna de resto r, do lado esquerdo do dividendo,
onde colocamos os termos que pertencem ao resto. E entao continuamos dividindo até o divi-
dendo intermedidrio seja zero. O préximo passo € mover X para a coluna do resto (como
indicado pela seta):

r X2Y + XY? +Y? XY —1; Y2 -1
~X?Y + X X+Y;
XY2 4+ X +Y2
—-XY?+Y
X — X+Y24+Y
Y24+Y

Agora continuamos dividindo. Se podemos dividir pelo TL(f1) ou TL(fy), procedemos
como usualmente e, se nenhum divide, movemos o termo lider do dividendo intermedidario para
a coluna do resto. Aqui estd o resto da divisao:

r X%Y + XY?2+Y? XY —1; Y2 -1
-X?Y + X X+Y ;1
XY2 4+ X +Y?2
—-XY?2+Y
X — X+Y2+Y
Y24+Y
-Y?24+1
X+Y — Y +1
X+Y+1 — 1
0

Entao, o resto ¢ X +Y + 1, e obtemos:

XY+ XY+ Y =(X+Y)(XY - 1)+1(Y*—1)+ X +Y + 1 (1.3)

Observe que o resto é uma soma de monomios, nenhum dos quais € divisivel pelos termos
lideres TL (f1) ou T'L (f2).

O exemplo acima é uma ilustracao bastante completa de como o algoritmo da divisao fun-
ciona. Este exemplo nos mostra também uma propriedade que queremos que o resto tenha:
nenhum dos seus termos podem ser divisiveis pelos termos lideres dos polinomios que estao
dividindo.

Podemos agora enunciar a forma geral do algoritmo da divisao.

Teorema 1.4.4 (Algoritmo da Divisao em K [Xi,...,X,]|) Fize uma ordem de monomios
> sobre Ni e seja = (f1,...,fs) uma s-upla ordenada de polindmios em K [Xi,...,X,].
Entao todo f € K[Xy,...,X,] pode ser escrito como:



f=afi+. . +afs+r

onde a;, r € K[X1,...,X,] e, 7 =0 our é uma combinagao linear, com coeficientes em K, de
monomios, nenhum dos quais € divisivel por nenhum dos TL (f1),...,TL(fs). Chamaremos r
de um resto de f na divisao por F. Além disso, se a;f; # 0, entao temos:

multigr (f) > multigr (a; f;) .

Demonstracao: A demonstracao consiste em mostrar que o algoritmo abaixo

Imput : f1,..., fs, f

Output : ay, ..., a7
a;:=0,...,a,:=0,7r:=0
=f
While p # 0 Do
1:=1

divisaoocorreu = false
While i < s and divisaoocorreu = false Do
If TL(f;) divides TL (p) Then
a;:=a;+TL(p) /] TL(f:)
p:=p—(TL(p) /TL(f))fi
divisaoocorreu = true
Else
1:=1+1
I f divisaoocorreu = false Then
r:=r+TL(p)
p=p—TL(p)

determina os coeficientes aq, ..., as € r como no enunciado e termina apds um numero finito de
passos. O leitor interessado pode ver a demonstragdo completa em [1], pagina 62.
(I

Infelizmente, esse algoritmo nao possui as mesmas propriedades agradaveis da versao de
uma variavel.

Uma propriedade importante do algoritmo da divisao em K [X]| é que o resto é unicamente
determinado. Para ver como isto pode falhar quando existe mais de uma varidvel considere o
seguinte exemplo:

Exemplo 1.4.5 Vamos dividir f = X?Y+XY?+Y? por f; =Y?—1e fo = XY —1. Usaremos
a ordem lex com X >Y. FEste é o mesmo exemplo 1.4.2, exceto que mudamos a ordem dos
divisores.

=

XY + XY?4+Y? V2 —-1; XY —1

-X?Y + X X+1;X
XY?2 4+ X +Y?

- XY?24+ X

2X — 2X +Y?

Y2
-Y?2+1

2X +1 — 1
0
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Isto mostra que:
XY+ XY?4+Y? = (X+1) (Y?-1)+ X (XY — 1) +2X + 1. (1.4)

Comparando esta equagao com a equagao (1.3), vemos que os restos sao diferentes.

Isto mostra que o resto nao é unico apenas pela exigéncia que nenhum dos seus termos
sejam divisiveis pelos TL (f1),...,TL(fs), ou seja, para cada ordem F = (fi,..., fs), existe
um resto na divisao de f por F.

1.5 Ideais de Monomios e o Lema de Dickson

Definicao 1.5.1 Um ideal I C K [Xy,...,X,] € um ideal de mondémios se existe um
subconjunto A C N (possivelmente infinito) tal que I € o conjunto de todos os polindmios que
sao combinagoes lineares finitas da forma Y ., hoX®, onde h, € K[Xi,...,X,]. Neste
caso, escrevemos I = (X :a € A) e dizemos que o ideal I € gerado por X a € A.

Exemplo 1.5.2 O conjunto I = (X1Y? X3V X?Y5) é um exemplo de um ideal de mondomios
onde A= {(4,2).(3,4).(2.5)}.

Lema 1.5.3 Seja [ = (X : a € A) um ideal de monémios. Entdo um monémio X” pertence
a I se, e somente se, X° ¢ divisivel por X® para algum o € A.

Demonstragao:

(=) Se X? € I, entao X =577  h; X% ondeh; € K [Xy,...,X,] ea; € A. Se expandimos
cada h; como uma combinacao linear de monomios, temos que todo termo do lado direito da
equacdo é divisivel por algum X®. Entao, o lado esquerdo, que é o monémio X?, possui a
mesma propriedade.

(<) Se X# é um miiltiplo de X para algum a € A, entdao X? € I pela defini¢ao de ideal.
O

Observe que X” é divisfvel por X® exatamente quando X” = X% - X7 para algum v € Ng,
o que é equivalente a = o + 7. Entao, o conjunto

a+ N} ={a+~v:v€eN;}

consiste dos expoentes de todos os monomios divisiveis por X*. Esta observacao e o Lema
1.2.2 nos permite desenhar uma ilustracao dos monomios de um ideal de monomios dado.
Por exemplo, se I = (X*Y?2 X3Y* X?2Y®) entdo os expoentes dos monomios em [ formam o
conjunto

((4,2) + N U ((3,4) +N3) U ((2,5) + N7).

Podemos visualizar este conjunto como a uniao de pontos com coordenadas inteiras nao-
negativas no primeiro quadrante do plano.
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R
[ ] L] [ ] L ] [ ]
L] L] . L] L]
(2.5)
L] L ] L ] [ ]
(3.4)
. L] .
L ] L ] L ]
(4.2)
m
(m,n) e x™y"

Mostraremos a seguir que se um polinomio f dado pertence a um ideal de monomios, ele
pode ser determinado apenas pela inspecao dos monomios de f.

Lema 1.5.4 Seja I um ideal de monomios, e seja f € K [Xy,...,X,]. Entao as sequintes
condicoes sao equivalentes:
i) fel;

ii) Todo termo de f estd em I;
iii) f € uma combina¢ao K-linear de mondmios em I.

Demonstragao:
As implicagoes (ii7) = (i) = (i) sao triviais.

- (i) = (iid)

Se felentao f=5 7  hX* comh; € K[Xy,...,X,]eq; €A
Se expandimos h; como uma combinacao de monomios, temos:

f= 28: (Z%Xﬂ> X — Zaﬁi){ﬁ—l—ai
i=1 \ 3 3 i=1

onde ag € K. Como XA+ ¢ divisfvel por X, pelo Lema 1.5.3, temos que X#*% € I. Logo,
f é uma combinacao K-linear de monomios em /. a

Uma conseqiiéncia imediata da parte (ii7) do lema é que o ideal de monoémio é unicamente
determinado por seus monomios. Entao, temos o seguinte corolério:

Corolario 1.5.5 Dois ideais de monomios sao iguais se, e somente se, eles contém os mesmos
monomios.

O principal resultado desta segao é que todos os ideais de monémios de K [X7, ..., X,,] sdo
finitamente gerados.

Teorema 1.5.6 (Lema de Dickson) Um ideal de monémios I = (X* : a € A) C
K[Xy,...,X,] pode ser escrito sobre a forma I = (X ... X*) onde ay,...,as € A. Em
particular, I tem uma base finita.
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Demonstragao: Ver demonstragao em [1] na pagina 69.
O

Utilizando o Lema de Dickson vamos provar o seguinte fato importante sobre ordens de
monodmios em K[Xy,..., X,].

Corolario 1.5.7 Seja > uma relagao sobre N satisfazendo:
i) > € uma ordem total sobre Nj;
ii) sea > (3 ey €Ny entio a+~v> [+
Entao > é uma boa ordenagao se, e somente se, o > 0 para todo o € Nfj.

Demonstracgao:
(=) Assumindo que > é uma boa ordenagao, seja o o elemento minimo de Njj. E suficiente
mostrar que ag > 0.

Suponha, por absurdo, que 0 > «p. Entao pela hipdtese (ii), podemos somar o em ambos
os lados da equagao obtendo ag > 2ay, 0 que é um absurdo, ja que ag ¢ o elemento minimo de
Ng.

(<) Assumindo a > 0 para todo a € NfJ, seja A C Ny nao-vazio. Precisamos mostrar que
A tem um elemento minimo. Ja que I = (X* : a € A) é um ideal de mondmios, pelo Lema
de Dickson temos que existem aq,...,as € A tal que I = (X*,... X%). Reordenando, se
necessario, podemos assumir que a; < Qg < ... < Q.

Afirmagao 1.5.8 : «; € o elemento minimo de A

Demonstracao: (Afirmagao)

Para provar isto, seja o € A. Entao, X* € [ = (X*,..., X*) e, pelo Lema 1.5.3, X* é
divisivel por algum X . Isto diz que o = o; + 7y para algum vy € Nj. Entao v > 0 e a hipdtese
(77) implica que:

a=o;+7>20;+0=q; > .

Entao, a; é o elemento minimo de A O
E assim, termina a prova. 0

Como um resultado desse corolario, a definicao de ordem monomial dada na Definicao 1.2.1

pode ser simplificada. Podemos substituir a condi¢ao (#i7) pela condi¢do mais simples, a > 0
para todo a € Nj. Isto facilita a verificagao de que uma ordem dada ¢ uma ordem monomial.

1.6 O Teorema da Base de Hilbert e Variedades
Algébricas

Definigao 1.6.1 Seja I C K [Xy,...,X,] um ideal diferente de {0}.

i) Denotamos por TL(I) o conjunto dos termos lideres dos elementos de I. Ou seja,

TL(I):={cX%:existe fel com TL(f)=cX"}.
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ii) Denotamos por (T'L(I)) o ideal gerado pelos elementos de T L(I).

Ja vimos que os termos lideres tém um importante papel no algoritmo da divisao. Com
isso, surge uma sutileza que deve ser mencionada: dado um conjunto gerador finito
para I, digamos I = (fi,...,fs), temos que (T'L(f1),...,TL(fs)) e (T'L(I)) podem ser
ideais diferentes. E verdade, pela definicio, que TL(f;) € TL(I) € (TL(I)) o que implica
(TL(f1),...,TL(fs)) C (TL(I)). Entretanto, (I'L(I)) pode ser estritamente maior. Para ver
isto, considere o exemplo a seguir.

Exemplo 1.6.2 Sejam I = (fy, fo2), onde fi = X3 —2XY e fo = X?Y —2Y? + X e a ordem
grlex sobre monémios em K [X,Y]. Entio, X -(X?Y —2Y2+ X)-Y (X3 -2XY)=X? ¢
X?2el. Logo, X*=TL(X?) € (TL(I)). Entretanto, X? € I ndo ¢ divisivel por TL(f,) = X
ou TL(fy) = X?Y, logo, X* nao pertence (T L(f1), TL(f2)) pelo Lema 1.5.3.

Agora mostraremos que (T'L(/)) é um ideal de monomios e isto nos permitira aplicar os
resultados anteriores. Em particular, seguird que (T'L(I)) é gerado por um nimero finito de
termos lideres.

Proposicao 1.6.3 Seja I C K [Xy,...,X,| um ideal.

i) O conjunto (TL(I)) é um ideal de mondmios.

ii) Ezistem g1,...,g; € I tal que (TL(I)) = (T'L(g1),...,TL(g:))-

Demonstragao:

i) O monoémio lider ML(g) dos elementos g € I — {0} gera o ideal de monomios
(ML(g): g € I —{0}). JA que ML(g) e TL(g) diferem apenas por uma constante nao-
nula, pelo Corolério 1.5.5 temos que (ML(g) : g € I —{0}) = (T'L(g) : g € I —{0}) =
(T'L(I)), pois possuem os mesmos monomios. Entdo, (T'L(I)) é um ideal de monémios.

ii) Ja que (T'L(I)) é gerado pelos mondmios M L(g) para g € I — {0}, o Lema de Dickson
garante que (T'L(I)) = (ML(¢1),..., ML(g;)) para finitos ¢1,...,g; € I. J& que M L(g;)
difere de TL(g;) apenas por uma constante nao nula, novamente pelo Corolario 1.5.5,
temos que (T'L(I)) = (ML(g1),...,ML(g)) = (T'L(¢1),...,TL(g)) e isto completa a

prova.
O

Agora, podemos usar a Proposicao 1.6.3 e o Algoritmo da Divisao para provar a existéncia

de um conjunto gerador finito para todo ideal de polinémios. Seja I C K [Xq,...,X,] um ideal

qualquer e considere o ideal associado (T'L([)) como na Defini¢do 1.6.1. Como sempre, sele-
cionamos uma ordem monomial particular para usar no algoritmo da divisao e na computacao
dos termos lideres.

Teorema 1.6.4 (Teorema da Base de Hilbert) Todo ideal I C K [Xy,...,X,] tem um
conjunto gerador finito. Isto, é, I = (g1,...,9:) para algum gy,...,g; € I.

Demonstragao:

Se I = {0}, tomamos nosso conjunto gerador como {0}, que certamente é finito.

Se [ contém algum polindbmio nao-nulo, entdo um conjunto gerador ¢i,...,¢g; para [
pode ser construido como a seguir. Pela Proposicao 1.6.3, existem g¢;,...,9, € [ tal que

(TL(I)) =(TL(¢1),...,TL(g;)). Afirmamos que I = (g1,...,:)-
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E claro que {g1,--.,9:) C I, jd que cada g; € I. Por outro lado, seja f € I um polindmio
qualquer. Aplicando o algoritmo da divisao para dividir f por (gi,..., ;) chegamos numa
expressao da forma:

f=ag+...+a;9,+7

onde nenhum termo de r é divisivel por nenhum dos T'L(g1), ..., TL(g:). Afirmamos que r = 0.
Para ver isto, observe que:

r=f—ag+...+ag9 €1.

Se r # 0, entao TL(r) € (TL(I)) = (T'L(g1),-..,TL(g:)), e pelo Lema 1.5.3, segue que
TL(r) deve ser divisivel por algum T'L(g;). Isto contradiz o fato dele ser o resto e, conseqiien-
temente, r tem que ser zero.

Entao,
f=ag+. ... +agi+0€ (TL(g1),...,TL(g:))
o que mostra que I C {(g1,...,9:) e, portanto, I = (g1, ..., ). O
A base {g1,...,9:} wusada na prova do Teorema 1.6.4 tem a propriedade

especial (T'L(I)) = (T'L(¢1),...,TL(g;)). Como nem todas as bases possuem essa propriedade,
como vimos no Exemplo 1.4.2, as essas bases daremos o seguinte nome.

Defini¢ao 1.6.5 Fize uma ordem de monomios. Um subconjunto finito G = {g1,...,9:} de
um ideal I é dito ser uma base de Groebner (ou base padrdo) se

(TL(g1), ..., TL(g)) = (TL(I)).

Equivalentemente, um conjunto {gi,...,9;} C I é uma base de Groebner para I se, e
somente se, o termo lider de qualquer elemento de I é divisivel por um dos T L(g;).

De fato,

(=) Trivial.

(<) Sabemos que (T'L(g1),...,TL(g:)) C (TL(I)).

Seja f € I. Entao TL(f) € (T'L(I)). Como o termo lider de qualquer elemento de

I é divisivel por um dos T'L(g;), ¢ = 1,...,t, temos que TL(f) = a;TL(yg;), para algum i, ou
seja, TL(f) = a1TL(¢g1) + ... + atTL(g:), onde a; # 0 para algum i e a; = 0 para s # i.
Logo, (T'L(I)) € (TL(g1),...,TL(¢g:)). Assim, (TL(g1),...,TL(g:)) = (T'L(I)), ou seja,
{g1,...,9:} C I é uma base de Groebner para I.

A prova do Teorema 1.6.4 também estabelece o seguinte resultado.

Corolario 1.6.6 Fize uma ordem monomial. Entdo todo ideal I C K [X;,...,X,] diferente
de {0} tem uma base de Groebner. Além disso, qualquer base de Groebner para um ideal I é
uma base de I.

Demonstragao:

Dado um ideal nao-nulo, o conjunto G = {gi,...,¢9;} construido na prova do Teorema
1.6.4 é uma base de Groebner pela definicao. Para segunda afirmacao, observe que
se (TL(I)) = (T'L(g1),-..,TL(g:)), entdo o argumento dado no Teorema 1.6.4 mostra que
I={g1,...,9), e entdo G é uma base para I. a
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Definigao 1.6.7 Seja K wum corpo e sejam fi,...,fs polinomios em KI[Xi, ..., X,].
Chamamos de variedade algébrica, ou simplesmente variedade, definida por f1,..., fs 0 sequinte
conjunto:

V(fi,.-, fs) ={(a1,...,a,) € K" : fi(as,...,a,) = 0,para todo 1 <i < s}.

Pelo Teorema das Bases de Hilbert, faz sentido falar na variedade definida por um ideal
I CK[Xy,...,X,]

Definigao 1.6.8 Seja I C K [X1,...,X,] um ideal. Denotamos por V(I) o conjunto
V({I):={(a,...,a,) € K" : f(ay,...,a,) =0 para todo f € I}.

Ainda que um ideal I nao-nulo sempre contenha infinitos polindémios diferentes, o conjunto
V(I) ainda pode ser definido por um conjunto finito de equagdes polinomiais.

Proposicao 1.6.9 Temos que V(I) é uma wvariedade. Em particular, se I = (fi,..., fs),
entao V(I) =V (f1,..., fs).

Demonstragao:

Pelo Teorema das Bases de Hilbert, I = (fi,..., fs) para algum conjunto gerador finito.
Afirmamos que V(1) = V(f1,..., fs).

Primeiramente, ja que f; € [ e f(ay,...,a,) = 0 para todo f € I, temos que

filat,...,a,) =0eentao V(I) CV(fi,..., fs)

Por outro lado, seja (ay,...,a,) € V(f1,...,fs) eseja f € I. Jad que I = (fi,...,[s),
podemos escrever

f=>_hif;
i=1
para alguns h; € K [X,..., X,].
Entao:

S S

flay,...,a,) = Zhi(al,...,an)fi(al,...,an) = Zhi(al,...,an).o =0.

=1 =1
Entdo, V(f,..., fs) C V(I).

Portanto, V(I) = V(f1,..., fs), como queriamos provar. O

No tltimo capitulo estudaremos variedades definidas sobre corpos finitos e relacionaremos
sua cardinalidade ao estudo de certos parametros de cédigos.
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1.7 Propriedades das Bases de Groebner

Como mostrado na Segao 1.6, todo ideal ndao-nulo I C K [Xj,..., X,] tem uma base de Groeb-
ner. Nesta se¢ao, estudaremos as propriedades das Bases de Groebner e aprenderemos como
detectar quando uma base dada é de Groebner. Comecaremos mostrando que o comportamento
indesejavel do algoritmo da divisdo em K [X7, ..., X, que observamos em alguns exemplos nao
ocorre quando dividimos por elementos da base de Groebner.

Primeiramente provaremos que o resto é unicamente determinado quando dividimos por
uma base de Groebner.

Proposicao 1.7.1 Sejam G = {g1,...,9:} uma base de Groebner para um ideal
I c K[Xy,...,X,] e fe K[Xy,...,X,]. Entao existe um unico r € K [Xy,...,X,] com
as sequintes propriedades:

i) Nenhum termo de r € divisivel por algum TL(gy),...,TL(g;).
ii) Existe g € I tal que f=g+r.

Em particular, r € o resto da divisao de f por G, independente de como os elementos de G
sao listados quando usado o algoritmo da divisao.

Demonstragao:

i) O algoritmo da divisao fornece f = ajg; + ... + a;g; + r, onde nenhum termo de r é
divisivel por nenhum dos T'L(g1), ..., TL(g;).

ii) Sejag=a191 + ... +awg € I. Temos que r = f — g € K[Xy,...,X,] e entao isso prova
a existéncia de r.

Para provar a unicidade, suponha que f =g+ r = ¢ + ' satisfazendo (i) e (ii).
Entao, r—r'=¢ —g e Il.

Se r # ', entao TL(r —r') € (TL(I)) = (TL(¢1),...,TL(g)), pois G é uma base de
Groebner. Pelo Lema 1.5.3, segue que T'L(r — ') é divisivel por algum TL(g;), o que é um
absurdo, ja que nenhum termo de r ou 7’ é divisivel por algum T'L(gy),...,TL(g;). Entao
temos que:

r—r'=0=r=1r

r—r'=g-g9g=¢-9g=0=g=y4.
Logo, temos provada a unicidade de r. O
O resto r é chamado “a forma normal de f”. Embora o resto r seja tnico, mesmo
para uma base de Groebner, os “quocientes” a; produzidos pelo algoritmo da divisao
f=a1g1 + ...+ arg: + r podem mudar se listarmos os geradores numa ordem diferente.
Como um corolario, temos o seguinte critério para quando um polinomio estd em um ideal.

Corolédrio 1.7.2  Sejam G = {¢1,...,q} wuma base de Groebner para um ideal
ICK[Xy,...,X,] efeKI[Xy,...,X,]. Entio f € I se, e somente se, o resto na divisio de
f por G € zero.

Demonstragao:

Se o resto é zero, ja observamos que f € I. Por outro lado, dado f € I, entao f = f+0
satisfaz as duas condigoes da Proposicao 1.7.1. Assim segue que 0 é o resto da divisao de f por
G. O

Usaremos as seguintes notagoes para o resto.
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Definicao 1.7.3 Denotaremos  por TF o resto da divisao de f pela s-upla ordenada
F = (fi,...,fi). Se F é uma base de Groebner para (f1,..., fi), entdo podemos considerar
F como um conjunto (sem nenhuma ordem particular) pela Proposicao 1.7.1.

Por exemplo, com F = (X?Y — Y2 X*Y? —Y?) C K[X,Y] e usando a ordem lex temos:

X5y = XYy?

ja que o algoritmo da divisao produz:

XY = (XP 4+ XY) (X% = Y?) + (0)(X'Y? - Y?) + XY?.

A seguir, discutiremos como distinguir se um dado conjunto gerador de um ideal é ou nao
uma base de Groebner. A “obstrugao” para {fi,..., fs} ser uma base de Groebner é a possivel
ocorréncia de combinagoes polinomiais dos f;’s, cujo termos lideres nao estejam no ideal gerado

pelos TL(f;)’s. Uma possibilidade que pode ocorrer é se os termos lideres na combinagdo
conveniente

aXf; —bXPf;

se cancelam, deixando somente termos menores. Por outro lado, aX®f; — bX?f; € I, logo seu
termo lider estd em (T'L(I)). Para estudar esse fenémeno de cancelamento, introduziremos as
seguintes combinagoes especiais.

Defini¢ao 1.7.4 Sejam f,g € K [X,...,X,] polinomios nao-nulos.

i) Se multigr(f) = a e multigr(g) = 3, com a = (..., ) € 8= (01,...,0,), entdo
seja v = (Y,...,7), onde v; = max(«y, 3;) para cada i. Chamamos X7 o minimo
maltiplo comum de ML(f) e ML(g) e denotamos por X7 = MMC(ML(f), ML(g))

ii) O S-polinomio de f e g é a combinagao:

B X’Y f_ X’Y
T TL() T TL(g)?

Exemplo 1.7.5 Sejam f = X3Y2 - X?Y34+ X, g =3X'Y+Y? € K[X,Y] com a ordem grlex.

S(f,9)

Temos multigr(f) = (3,2) e multigr(g) = (4,1). Logo, v = (4,2) e

X4y?2  xty?
= vz T axw

1 1
S(f.9) g=Xf-3Yg=-XV"—2y? 4+ X%
Um S-polinémio S(f,g) é definido para produzir o cancelamento dos termos lideres. De
fato, o seguinte lema mostrard que todo cancelamento de termos lideres entre polinémios de
mesmo multi-grau resulta deste tipo de cancelamento.

Lema 1.7.6 Suponha que exista wma soma [ = Y.,  ¢fi, onde ¢ € K e
multigr(f;) = 6 € N para todo i. Se multigr (37 _, ¢;fi) < 0, entdo Y i, cif; é uma com-
binacdo linear, com coeficientes em K, de S-polinomios S(fj, fr) para 1 < 5.k < s. Além
disso, cada S(f;, fr) tém multi-grau menor que 0.
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Demonstragao:
Ver demonstracao em [1] na pégina 81.
O
Quando fi,..., f; satisfaz as hipéteses do Lema 1.7.6, temos uma equacao da forma:
Z afi = Z kS (s fr)-
i=1 j.k

Considerando onde o cancelamento ocorre; na soma da esquerda, cada parcela c¢;f; tem
multi-grau d, entao, o cancelamento ocorre somente depois de soma-los. Entretanto, na soma
da direita, cada parcela c;S(f;, fr) tem multi-grau menor que 0 e, entdo, o cancelamento ja
ocorreu. Intuitivamente, isto significa que todo cancelamento vem de S-polindomios.

Usando S-polinomios e o Lema 1.7.6, podemos provar o seguinte critério de Buchberger,
para quando uma base de um ideal é uma base de Groebner.

Teorema 1.7.7 Seja I um ideal polinomial. Entao uma base G = {g1,...,q:} para I é uma
base de Groebner para I se, e somente se, para todo par i # j, o resto na divisio de S(g;, g;)
por G (listada em alguma ordem) € zero.

Demonstracao:
Ver demonstragao em, [1] na pagina 82.
O

O Teorema 1.7.7 é chamado “Critério S-par de Buchberger”’e é um resultado chave sobre
as Bases de Groebner. Vimos que as Bases de Groebner tem varias propriedades agradaveis,
mas ¢ dificil determinar se uma base é de Groebner. Entretanto, usando o Critério S-par,
torna-se agora, mais facil mostrar quando a base dada é uma base de Groebner. Além disso,
mostraremos que o Critério S-par também conduz a um algoritmo para computar bases de
Groebner.

Exemplo 1.7.8 Considere o ideal [ = (Y — X? 7 — X?) da cubica torcida em R®. Afirmamos
que G ={Y — X2, Z — X3} é uma base de Groebner para a ordem lex comY > Z > X.

Para provar isto, considere o S-polinomio:

YZ (
7
Usando o algoritmo da divisao, temos:

YZ
Y - X3 - (Z-X})=YX®-ZX">

Y - X2 7 - X3 =
S( ) ) Z

VX3 —ZX?=(X*.(Y - X))+ (-X*.(Z-X*)+0

de forma que S(Y — X%, 7 — X3)G = 0.

Entao pelo Teorema 1.7.7, G € uma base de Groebner de I.

Exemplo 1.7.9 Temos que T ={Y — X* Z — X3} nao é uma base de Groebner para
I={ —X%7—xX3) com a ordem lex X >Y > Z.

Considere o S-polinomio:

X3yZ
—_X3

XYz

S(=X*+Y, X'+ 2) = —

(=X%+Y) - (=X3+2)=-XY*Z+YZ~
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Usando o algoritmo da divisao, temos:

—XY?Z+YZ*=(0).(—X*+Y)+ (0).(-X*+ 2) - XY*Z + Y Z*.

Como S(—X?+4+Y,-X3 +Z)T # 0 temos pelo Teorema 1.7.7, que T nao é uma base de
Groebner de 1.

1.8 A Cota da Pegada

Defini¢ao 1.8.1 Seja > uma dada ordem de monémios em K[Xy,...,X,] . A pegada de I
com respeito a > é:

AS(I) :=={M um monomio em K[X1,..., X,,]:

M nao é um monémio lider de qualquer polinémio em I}.

Quando a ordem de mondmios é clara para o contexto, usamos abreviadamente A(I). Vari-
ando a ordem de mondémios, em geral, muda-se a pegada. Entretanto, quando o tamanho (de
uma delas) é finita, esta serd finita independente da escolha de >, isto é uma conseqiiéncia da
Proposicao 1.8.4 adiante.

Exemplo 1.8.2 Considere o ideal [ = (X3Y? -V, X*—Y? XV3 - X2 Y1-XY) e R[X,Y] e
a ordem grau-lex. Como na Secdo 1.5, podemos desenhar um diagrama em N3 para representar
0s expoentes dos monomios de (TL(I)) = (X3Y? X4 XY3 Y1), Os elementos de

((3,2) + N§) U ((4,0) + Nj) U ((1,3) + Ng) U ((0,4) + Np)

representam os expoentes dos monomios em (T'L(I)). Assim, podemos representar os monomios
em (T'L(I)) por pontos com coordenadas inteiras ndao-negativas na regiao sombreada em N2
COMO G SEqUIT:

n p L] . . L] L] L]
p L] . L] ] L] L]
{(04) 9 . . . . . .
. L] . . L ] L
(1.3)
[s] L ] L ] L ] L ]
(3.2)
Q o ] L L] L]
& . -~ -~
(4.0 m
(#,71) &= x™M

E assim, temos que os elementos da pegada sao os pontos que estao na regiao nao-sombreada,
ou seja,

AL = {1,X, X%, X* Y, XY, X?Y, X?V, Y% XY? X?Y? X*Y?}.
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Proposicao 1.8.3 Fize wuma ordem de mondémios > sobre K[Xy,...,X,| e seja
I C K[Xy,...,X,,) um ideal.

i) Todo f € K[Xy,...,Xn] é congruente médulo I a um tnico polindmio r que € uma
combinagao K-linear de mondmios em A (I);

i) Os elementos de A~ (I) sao linearmente independentes modulo I, isto €, se Y caX* =0
mod I, onde X® € A-(I) e cy, € K para todo a, entio c, = 0 para todo «.

Demonstracgao:

i) Seja G uma base de Groebner para [ e seja f € K[X1,..., X,,]. Pelo algoritmo da divisao,

o resto r :7G satisfaz f = q¢+r, onde ¢ € I. Entao f —r =q € I e temos, f =r mod
I. O algoritmo da divisao também diz que r é uma combinacao K-linear de monémios
X* e A.(I). A unicidade de r segue da Proposigao 1.7.1.

ii) Seja G’ uma base de Groebner para I. Entao se ) co X* = 0 mod I temos ) co X* € I
e logo >, caXaG = 0.
Como X* € A.(I), Va, temos que:

G

ZCQXC“ = anXa.

« (0%
Assim, de ) ¢, X* =0, vem que ¢, =0, para todo a.

O

Proposicao 1.8.4 Seja I C K[Xy,...,X;] um ideal. Entao K[Xq,...,Xn,]/1 € isomorfo ao
K -espago vetorial S = Span{A~(I)}.

Demonstragao: Pela Proposicao 1.8.3, a aplicagao ® : K[Xq,...,X,,]/I — S definida

por ®([f]) = TG define uma correspondéncia 1 a 1 entre as classes em K[Xi,...,X,,|/I e os
elementos de S. Entao, resta provar que ® preserva as operacoes do espaco vetorial. Considere a
operagao soma em K[ X1, ..., X,,]/I, ouseja, [f]+][g] = [f+yg], para [f], 9] € K[Xq1,...,Xn]/I.

Como [f],[g] s@o elementos de K[Xi,...,X]/] entdo, pela Proposigao 1.8.3, podemos
padronizar nosso polindmio representativo pela computacao dos restos com respeito a base de
Groebner G para I. Como temos mc = ?G +9%, entdo se ?G =Y caX¥egt =3 d,X?
(onde a soma ¢ sobre aw com X € A- (1)), entao:

—a
FHg = (ca+tda)X”
(6%
Concluimos assim, que com a representacao padrao, a operacao de somaem K[Xy, ..., X,,|/T
¢ a mesma da soma vetorial no K-espaco vetorial S.
. . —G . - ~
Além disso, se a € K, segue que af = ) ac,X®, mostrando assim que a multiplicagdo
por a em K[Xy,...,X,,]/I é a mesma da multiplicacdo por escalar em S. Isto mostra que a

aplicacao ® ¢ linear e, logo é um isomorfismo.
O

Observe que se §(A-(])) < oo entdo, das Proposigoes 1.8.3 e 1.8.4 segue que

dimK[Xy, ..., Xu)/I = (A (1)),
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Definigao 1.8.5 Seja V C K™ uma variedade. Entao:

I(V):={fe K[Xy,...,Xu]: flar,...,an) =0 para todo (ay,...,an,) € V}.

O seguinte teorema é conhecido como a Cota da Pegada.

Teorema 1.8.6 Sejam K um corpo e J C K[Xy,...,X;] um ideal. Se A-(J) € finito entdo
1(Vie () < £(A- (7).

Demonstragao:
Primeiro mostraremos que dados pontos distintos Py, ..., P, € K™, existe um polinémio
fi € K[Xy,...,X] com fi(P)=1e fi(P2) =... = fi(P.) = 0. Para provar isto, observe se

A # B € K™, entao eles tem que se diferenciar em alguma coordenada, digamos a j-ésima, e
assim g = % satisfaz g(A) = 1, g(B) = 0. Se aplicarmos esta observagao para cada par P,
P, com Py # P;, i > 2, temos polindmios g; tal que g;(P) =1 e ¢;(P;) = 0 para ¢ > 2. Entao
fi =92+ 93 g tem a propriedade desejada.

Neste argumento que acabamos de dar, nao existe nada em especial com P;. Se aplicarmos
o mesmo argumento com cada P;, i > 1, teremos polindémios fi,..., f, tal que fi(P) = 1 e
fi(Py) = 0 para i # j.

Agora, podemos provar o Teorema.

Suponha que Vi = {P,..., P}, onde os P;’s sao distintos. Entao temos fi,..., f, como

acima, ou seja, fi(P) = 1 e fi(P;) = 0 para i # j. Se provarmos que
[fi], .-, [fr] € K[X4,...,X,,]/J s@o linearmente independentes, entao
r < dim(K[X, ..., X)) = #As () (15)

segue e o teorema esta provado.

Para provar a independéncia linear, suponha que >, a;[fi] = 0 em K[X},...,X,,]/J, onde
a; € K. Voltando em K[Xj,...,X,,], isto significa que se g = Y_'_, a;f; € I, entdo g se anula
em todos os pontos de Vi ={Py,..., P }.

Entao, para 1 < 57 < r, temos:

0=g(P) =) aifi(P) =0+a;f;(P}) = a
i=1
e a independéncia linear segue.
O

Observacgao 1.8.7 De acordo com [1, Proposi¢do 8, pdgina 232] a igualdade ocorre se, e so-
mente se, K é um corpo algebricamente fechado e I é um ideal radical (isto €, se f™ € I para
algum inteiro m > 1 implica que f € I).

1.9 Resultante de Dois Polinéomios
Defini¢ao 1.9.1 Sejam f,g € K[Xq,...,X,] de grau positivo em X;. Entao podemos escrever

f=aoX! - —a;, comag#0

g="0bo X" — -+ — Dby, comby#0
onde a;,b; € K[Xs,...,X,)], para todoi=0,...,l e j=0,...,m. Definimos a resultante de f
e g com respeito a Xy e denotamos por Res(f, g, X1), como sendo o determinante

(1.6)
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ao .. a/l
ao .. al
ao DY al
R@S(f,g,Xl) = b b
o o by
bo - by
bo - by
onde 0s espagos vazios sao zeros, os coeficientes a;’s, i = 0,...,l, ocupam m linhas e o0s
coeficientes b;’s, 7 = 0,...,m, ocupam | linhas.

Proposicao 1.9.2 Sejam f,g € K[Xy,...,X,]| de grau positivo em X;.
Entao Res(f,g,X1) = 0 se, e somente se, f e g tém um fator comum em K[Xy,..., X,]
que tem grau positivo em X;.

Demonstragao: A prova encontra-se em [1], pagina 158. a

Corolario 1.9.3 Seja K o fecho algébrico do corpo K. Se f,g € K[X], entio Res(f,g,X) =0
se, e somente se, f e g tém uma mesma raiz em K.

Demonstracgao:
(=) Como Res(f, g, X) =0, pela Proposicao 1.9.2, temos que f, g possuem um fator comum

e como K ¢ algebricamente fechado, entao possuem um fator comum de grau 1. Assim, podemos
escrever f = (aX +b)f1 e g = (aX 4+ b)g1, onde fi,g1 € K[X]. Assim, —b/a é raiz de f e g.

(«) Seja a a raiz em comum de f e g. Assim, temos que f = (X —a)fi e g = (X — a)g,
onde fi,g1 € K[X] e, logo, f,g possuem um fator comum, o que implica , pela Proposi¢ao
1.9.2, que Res(f,g,X) =0. O

Proposicao 1.9.4 Sejam f,g € K[X1,...,X,], tais que:
f=aX! - —a;, comay#0
g="by X" —---— by, comby#0

onde a;,b; € K[Xs,...,X,], para todoi=0,...,lej=0,...,m.

Se Res(f,g,X1) € K[Xa,...,X,)] se anula em (ca,...,c,) € Fn_l, entao

i) ag ou by se anula em (cq, ..., cpn), 0U

ii) existe ¢, € K tal que f e g se anulam em (c1,...,¢c,) € K .

Demonstracgao: Primeiro introduziremos algumas notagoes para simplificar a prova. Sejam
c=(ca...,cn) e f(X1,¢) = f(X1,co,...,c,). E suficiente provar que f(Xi,c) e g(Xi,c) tém
uma mesma raiz quando ag(c) e bg(c) sao ambos nao-nulos. Para provar isto, escreva

f(X1,¢) = ap(c) XL — -+ —ac), com ag(c) # 0
g9(X1,¢) = bo(c) X" — -+ — by(c), com by(c) # 0.

Por hipétese, h := Res(f, g, X1) se anula em c. Entao

(1.7)

0 = h(c) = Res(f(X1,c),g(X1,c), Xq).



23

Entao, do Corolério 1.9.3, temos que f(Xy,c) e g(X1, c) tem uma mesma raiz e a proposicao
estd provada.
O
No 1ultimo capitulo utilizaremos a teoria de resultantes para estimar o nimero de solugoes
para alguns sistemas de equacoes polinomiais.



Capitulo

Codigos Lineares

2.1 Introducao aos Cdédigos Lineares

Definicao 2.1.1 Denotamos por F, o corpo finito com q elementos.

Consideraremos o espago vetorial n-dimensional Fj, cujo os elementos sao n-uplas
a = (a,as,...,a,) com a; € F,, paratodoi=1,...,n.

Defini¢ao 2.1.2 Seja A um conjunto. Denotamos por §(A) o nimero de elementos do conjunto

A.

Definigao 2.1.3 Uma métrica num conjunto A é uma funcio d : A x A — R que associa a
cada par de pontos x,y € A um nimero real d(x,y), chamado a distancia do ponto x ao ponto
y, de tal modo que:

1) d(z,z) =

9) d(z,y) >0 sex #y.

5) d(z,y) = d(y,z).

) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2) quaisquer que sejam z,y,z € A.

Definigao 2.1.4 Seja a = (ay,as, ..., a,), b = (b1, b, ..., b,) € Fy. A fungao d : Fy x Fy — Ny
definida por

d(a,b) = #({i : a; # b;})

¢ chamada de distancia de Hamming sobre Iy
A distancia de Hamming é uma métrica sobre [y .
Definigao 2.1.5 O peso de um elemento a € Fy é definido como:
w(a) :=d(a,0) =4({i:a; #0}) =n —1({i: a; = 0}).
Definigao 2.1.6 Um cddigo linear C (sobre o alfabeto F,) é um subespago vetorial de Fy, onde
os elementos de C' sao chamados de palavras do codigo. Chamamos de n o compmmento

de C e dimC (como F,-espago vetorial) a dimensao de C. Um cddigo [n, k] é um cddigo de
comprimento n e de dimensao k.

24
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Neste trabalho tratamos apenas de codigos lineares, chamados a partir de agora somente de
cédigos.

Defini¢ao 2.1.7 A distancia (de Hamming) minima d(C) de um cddigo C' # 0 € definida

como:

d(C) := min{d(a,b)| a,b € C e a # b}.

Como C' € um espago vetorial temos d(a,b) = d(a —b,0) = w(a —b) e logo a distancia minima
¢ igual a:

d(C) :=min{w(c)| c € C e c # 0}.
Um cédigo [n, k] com distancia minima d é dito ser um cédigo [n,k,d).

Definigao 2.1.8 A distribui¢do de peso de um cddigo [n, k] é a (n+1)-upla (Ao, ..., A,) € Ni™
dada por:

A= t({c € Crl) = i}).
Evidentemente Ay =1e A; =0 para 1 <i <d(C) — 1.

Definicao 2.1.9 O polinomio

Weo(X) = iAiXi € Z[X]

¢ chamado de polinomio enumerador de peso do codigo C.

Defini¢ao 2.1.10 Para um cddigo C' com distancia minima d = d(C'), definimos t = [%]
(onde [x] denota a parte inteira do nimero real x, isto €, v = [x]+e com [x] EZ e 0 <e < 1).

Entao C € chamado corretor de t-erros.

Lema 2.1.11 Seu € F ¢ d(u,c) <t para algum ¢ € C entao ¢ é a unica palavra do cédigo
com d(u,c) <t.

Demonstracao:
Suponha que existam ¢y, cs € C,c1 # o, tal que d(u, ;) < te d(u,cy) <t. Assim,

d(cy,co) < d(u,cq) +d(u,c) <t4+t=2t<d-—1

o que é um absurdo, pois contraria o fato de d ser a distancia minima de C. Logo, ¢ é unica
palavra do cédigo com d(u,c) < t.
(I

Definigao 2.1.12 Seja C um cédigo [n, k| sobre F,. Uma matriz geradora de C' € uma matriz
k x n onde as linhas formam uma base para C.

Definigao 2.1.13 O produto interno canonico de Fy € definido por:

<CL, b> = i aibi
i=1

para a = (ay, ...,a,), b= (by,...,b,) € Fy.
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Definigao 2.1.14 Se C C Fy € um cddigo, entao

Ct={uc 7| (u,c) =0, para todo c € C'}

¢ chamado o dual de C. C ¢é chamado auto-dual (respectivamente, auto-ortogonal) se
C = C* (respectivamente, C C C*).

A dlgebra linear diz que o dual de um cédigo [n, k] é um cédigo [n,n — k] e (CH)*+ = C.

Definicao 2.1.15 Uma matriz geradora H de C* ¢ dita ser uma matriz de checagem de pari-
dade para C. Claramente uma matriz de checagem de paridade de um codigo C' é uma matriz
H de ordem (n — k) x n e posto n — k, e temos

C = {ueF| Hu' = 0}

(onde u', a transposta de u, € um vetor coluna). Entao a matriz de checagem de paridade
verifica quando um vetor u € Fy € uma palavra do cddigo ou nao.

2.2 Cota de Singleton Generalizada

Um dos problemas bésicos em teorias de cédigos ¢ construir, sobre um alfabeto IF, fixado,
c6digos cuja dimensao e a distancia minima sao grandes em comparagao com seu comprimento.
Entretanto, existem algumas restri¢oes: se a dimensao de um cédigo é grande (com respeito ao
seu comprimento) entdo sua distancia minima é pequena. A cota mais simples é a seguinte:

Proposicao 2.2.1 (Cota de Singleton): Para um cddigo C, [n,k,d|, seque que:

kE+d<n+1.

Demonstragao:
Considere o subespago linear W C [y dado por

W= {(a1,...,an) € Fy| a; = 0 para todo i > d}.

Qualquer a € W tem peso menor ou igual a d — 1 e C' tem peso maior ou igual a d. Assim,
segue que, W N C = 0. Como dimW = d — 1, obtemos:

k4 (d—1) = dimC + dimW = dim(C + W) +dim(CNW) =dim(C+ W) <n

ou seja,

kE+d<n+1.

O
Cédigos com k + d = n + 1 sao, num certo sentido, 6timos. Tal cédigos sao chamados de
codigos M DS (cédigos de distancia maxima separaveis).

Definigao 2.2.2 Dado U C F} define-se o suporte de U como:

Supp(U) :={i| Ju € U com a i-ésima entrada ndo-nula}.
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Definicao 2.2.3 Considere um codigo C de dimensao k. Para h = 1,...,k, o h-ésimo peso
generalizado de Hamming € definido por:
dp, := min{8(Supp(U))| Ué um sub-cédigo de C de dimensdo h}.
O conjunto {dy,...,dy} € chamado hierarquia de pesos para C'.

Teorema 2.2.4 (Monotonicidade) Seja C' um cddigo [n, k] com k > 0. Entao:

1 <di(C) <dy(C) < -+ < dp(C) <.

Demonstragao: Seja D um sub-cédigo de C' tal que §(Supp(D)) = d, e dim(D) = r. Sejam
ainda i € Supp(D) e D; :={x € D : x; = 0}. E claro que D; C D. Assim, existe y € D\D;.
Note que fazendo y = (y1, ..., ¥yn), temos que y; # 0. Mostremos agora que D = D; @ (y).

De fato,

se © := (21,...,x,) € D, entdo existe A\ € F, tal que z; = \y;. Assim, x = (z — A\y) + Ay
com (z — A\y) € D; e Ay € (y). Além disso, se z € D; N (y), entdo x; = 0 e existe A € F?
tal que x = Ay. Assim, 0 = x; = A\y; com y; # 0. Logo, A = 0 e, portanto, x = 0, ou seja,
D; N (y) = {0}. Segue entao, que D = D; @& (y).

Entao, temos que, dim(D;) = dim(D) — 1. Dal,

dr1(C) < 4(Supp(D;)) = 4(Supp(D)) — 1 = d,(C) =1 < d,.(C).

Falta mostrar que d;(C) > 1 e di(C) < n. Mas, se D é um sub-cédigo de C' de dimensao
um, D # {0}, logo existe x € D tal que = # 0, isto é, Supp(D) # 0, ou ainda, §(Supp(D)) > 1.
Assim, como D foi tomado arbitrariamente, d;(C) > 1. Como os elementos de C' tém no
méximo n coordenadas, §(Supp(C)) < n. Dai, dp(C) < #(Supp(C)) < n. O

Corolario 2.2.5 Sejam C um cddigo [n, k|, r € {1,...,k} et € {0,...,k —r}. Entdo:

d.(C) +t < dpy4(C).

Demonstragao: Utilizaremos indugao sobre ¢. Fixado r € {1,...,k}, é claro
que d,(C)+0<d,o(C). Suponha que d,(C) +t < d,4+(C) comt € {0,...,k—r—1}. Pelo
Teorema 2.2.4, temos d,(C) < dy1441(C). Assim, d,y41(C) > dp((C)+1 > d,.(C) +t + 1.

O

Corolario 2.2.6 (Cota de Singleton Generalizada) Sejam C um cddigo [n,k] e
re{l,...,k}. Entao

d.(C)<n—Fk+r.

Demonstragao:
Basta tomar ¢t = k—r no Coroldrio 2.2.5. Assim, de d,(C)+k—7r < dr(—r)(C) e di(C) < n
segue que:

d,(C) <dp(C)—k+r<n—Fk+r.



Capitulo 3

A Cota da Pegada e Pesos
Generalizados de Hamming

3.1 Resultados Sobre Pesos GGeneralizados

Dada uma matriz checagem de paridade H := [hy, ..., h,|T, ou seja, as linhas da matriz H sao
os r vetores hq,...,h,, defina

i—1
[hi = {hz‘+z&jhj| a; € Fq}

j=1

parai=1,...,7.

D{[hilL-.-,[his]} :=maz {n — 1§ (Supp({h},,... 0 })) |k}, € [hy),t=1,..., s}

paral <13 <... <153 <7,

Dy i=maz{Dg,  popll i< <i <)

paras=1,...,7r.

Existe uma importante relacao entre os nimeros Dy e os pesos generalizados de Hamming
para os codigos com matriz checagem de paridade H. Para explicar esta relagao necessitamos
da seguinte proposicao.

Proposicao 3.1.1 Seja C' um cddigo com matriz checagem de paridade H. FEntao dj € o
h-ésimo peso generalizado de Hamming se, e somente se, dy € o maior numero tal que qualquer
dp — 1 colunas de H constituem uma matriz de posto maior ou itgual a dp — h.

Demonstracao: A demonstragio encontra-se em [5, Proposition 2.4] O
A relagao mencionada acima é:
Teorema 3.1.2 Seja C' um coédigo de comprimento n com matriz checagem de paridade
H = [hy,..., )T (ndo necessariamente de posto mdximo). Para qualquer d* < r + h,

h <k,d* <n as sequintes equivaléncias sao verdadeiras.

i) dp > d* & Dyp_geipyr < dF—2

i) dp < d* < Dy_geyp > d*

28
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Demonstragao:

i) (<) Como C é um cédigo de comprimento n e H possui 7 linhas temos que H é uma
matriz r X n e assim podemos representar H por:

hll h12 h13 hln
o |1 e e ]
hrl hr2 h?“3 hrn

ou seja, as linhas de H sao dadas por h; := (h;1, ..., hy,) paratodoi=1,...,7.

Assuma dj, < d*. Pela Proposicao 3.1.1 existe uma sub-matriz de H, r x (d* — 1),

hiji hagy hagy o Mg,
. h2j1 h2j2 h2j3 Y h2jd*—1
- . . . . )
thl thz hrjs e thd*—1
cuja as linhas de M sdo dadas por m; = (hy,...,hij,._,) para todo ¢ = 1,...,r, de
posto no maximo d* — h — 1.
Assim, existem no minimo ¢t := r — (d* — h — 1) linhas m,;,, [ = 1,...,¢, tais que

m;, = 22;11 agmy, para todo [ = 1,...,t (onde oy, € F, para todo k =1,...,4, — 1), ou
seja, hyj, = 22;11 arhi;,, paratodo I =1,...,tes=1,...,d*—1.

i—1 .~ . .

Logo, quando fazemos h;, — > "}'_; ayhy temos que as posigoes ji, ..., jg—1 se anulam,
. i—1

pois, hj, — > — axhgj, =0, paratodol=1,...;tes=1,...,d* —1.

Assim, h; — 22;11 aghy € [h;] possui no minimo d* — 1 zeros sempre que i = i,
Le{l,....t}, oque leva a §(Supp({h;,,...,hg})) < n—(d"—1) para h; € [he,],
n=1,....t e 1<o;<... <oz, <r.

d* — 1, ou seja, D{[h01]7,,_7[h0t]} > d* — 1 e, portanto, D,_g+ypiq1 > d* — 1, 0 que é contra
nossa hipodtese.

Portanto d;, > d*.

(=) Suponha por absurdo que D; > d* — 1, onde t = r — (d* — h — 1), ou seja, existem

B ..., hi, comhi € [hy],k=1,...t tal que n—4(Supp({h;,,..., h;t})) >d*—1o0que
implica §(Supp({h;, ..., hi,})) < n—(d"—1), ouseja, hy, = hy; — S ayhy possuem no
minimo d* — 1 zeros para todo j = {1,...,t}.

Assim, existe uma sub-matriz M, r x (d* — 1), de posto no méaximo

r—t=r—(r—d" +h+1)=d*—h—1e, pela Proposicao 3.1.1, temos que dj, # d*.

Provemos agora que, d;, < d*.
Suponha, por absurdo, que d;, > d*. Fazendo u := d;, — d*, considere a sub-matriz M’,
como sendo a matriz M aumentada de u colunas e, portanto, de tamanho r x (d* — 1+ u),
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ou seja, r X (dn, — 1).

Pela Proposicao 3.1.1, temos que M’ é uma matriz de posto no minimo dj;, — h.

Por outro lado, temos que M’ possui posto no maximo igual a posto de M mais posto de
U, onde U é uma matriz r X u, cujas colunas sao as colunas que nao fazem parte de M.
Assim,

postoM' <r —t+u=d" —h—1+u=d,—h—1

contradizendo a Proposicao 3.1.1.
Logo, d;, < d*.
E assim, temos que D; < d* — 1.

ii) (=) Assuma que D,_g4«yp < d*, ou seja, D, gy, < d* — 1. Entao,

Dy _gein = Dy_(grg1yphir <dF—1=(d"+1) -2
E, por (i), temos dj, > d* + 1, o que é um absurdo.
Logo, Dr—d*-i—h Z d*.

(<) Assuma dj, > d* + 1. Por (i) temos D,_(g11)4ht1 < (d*+1) —2=d" —1, 0 que é
um absurdo.
Logo, d;, < d*.

3.2 Duais de Cdédigos de Avaliacao Sobre uma Variedade

Seja V = {Py,..., P} CF uma variedade, digamos, V' = Vg, (I), onde
[={(Gi( X1 Xon)se Go(Xi, o X)) CE X, X

Considere a fungao

{ F,[Xy,...,Xn — Iy

Sejam Fy, ..., F, € F [ Xq,..., X] eseja fi = p(F;), i=1,...,r.

O cédigo cuja matriz geradora é da forma H := [f,..., f.]7 é chamado de cédigo de
avaliacao sobre a variedade V. O cdédigo cuja matriz checagem de paridade é da forma
H:=[f1,..., f]T é chamado de dual de um cédigo de avaliacao sobre V. Estes sdo os c6digos
que vamos estudar. Seja H := [f1,..., f,]7. Definimos:

i1
[-Fz] = {F, + ZOéjFHOéj S Fq}
j=1
parat=1,...,r.
D{[Fil] 77777 5} = max {#{P; e V|F/ (P;)=...=F/_(P;) =0}; onde F| € [F;], t=1,...,s}
=maz {{{Q € F'|F}(Q) = ... = F(Q) = G1(Q) = ... = G,(Q) = 0}; onde

(2

F e[F,], t=1,...,s}

paral <11 <... <15 <7,
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Observacao 3.2.1 A igualdade vem do fato que como {Gi,...,Gy} gera o ideal entdo

Gi(Q)=0,¥ie Qe V.

..........

......

Pelo Teorema 3.1.2, o problema de estimar o peso generalizado de Hamming ¢é traduzido
para o problema de estimar o niimero de solu¢oes comuns para um certo conjunto de equagoes
polinomiais, ou, em outras palavras, para estimar o tamanho de certas variedades.

Poderia-se pensar que a igualdade em D, _4ypq < d* — 2 implicaria d, = d*. O seguinte
exemplo mostra que isto nao é o caso.

Exemplo 3.2.2 Sejam V := F% = {(0,0);(1,0);(0,1);(1,1)} e ¢ como na Segdio 3.2, onde
o anel de polinomios agora € F [X,Y]. Considere o codigo sobre Fy com matriz checagem de
paridade

H = [p(1),0(X), o(Y)]" =

O O =

1 11
1 01
011

Como dimV =4 e dimC*+ = 3 temos que dimC = dimV — dimC+ =4 —3 =1 logo h = 1.
Temos:

(1] ={1};
[(X]={X; X +1};
Y ={YV;Y+LY+X;Y +X+1}.
Assim,

® D3 =0, pois Dypyx)v)y = 0;
[ J D{[lL*} = 0 e D{[XL[Y]} = ]. :> D2 = mCL.I{O, 1} = 1;

° D{m} =0, D{[X]} =2e D{[Y]} =2=D;= m&l‘{o, 2} = 2.
Pelo Teorema 3.1.2, temos que:

Dy goypi1 <d"—=2= D3 gey141 <d"—2= Ds_g- < d* —2.

Assim, se d* =2 = D3 <0, porém, como d =4, temos d # d*.
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3.3 Estimando o Numero de Zeros Comuns - Estudos de
Casos

No que se segue, vamos querer estimar o nimero de solugoes comuns em Fi* de um conjunto
de equagoes

Fl(Xl,. .. ,Xm) =0
E: : (3.1)
FoX1,...,Xm) =0

onde Fi(Xy,...,X,,) € F,[Xy,...,X,,] para todo i=1,...,s. Equivalentemente, queremos
estimar a cardinalidade da variedade V C ;" definida pelo ideal

J = <F1(X1, ce s 7Xm>7 ces ,FS<X1, e 7Xm)>7
usando o Teorema 1.8.6, temos que #(V (J)) < #(A-(J)).

Definicao 3.3.1 Seja E qualquer conjunto de equagoes da forma (3.1). Dada uma ordem de
monomios > sobre F [ X1, ..., X,,], definimos o ideal

Liead := (ML(F), ..., ML(F,)).
Lema 3.3.2 A.(I) C Ax(Lieaa)

Demonstracao: Para provar isto, utilizaremos o fato que se A C B C (' entao B¢ C A€,
onde A, B e C sao conjuntos e A¢, B¢ sao os complementares de A, B, respectivamente, com
relacao a C.

Sejam

A:={M : M é um mondmio lider de um polindémio em [}

B :={M : M é um monémio lider de um polinémio em Ijcqq}

Observe que A-(I) = A® e As(Ljeqq) = B¢ Assim provando que B C A temos nossa
afirmacao provada. Provemos entao que B C A.

Seja f = fi-ML(F))+ ...+ fs- ML(F;) € Ijcqq- Temos que ML(f) € B é obtido por
t1- ML(Fy)+...+ts- ML(Fy), onde t; é um termo de f;,i=1,...,s.

Seja também, g =t - F +...+t;-F; € I. Temos que ML(g) € A é dado por
ty - ML(Fy) 4 ...+ ts- ML(F), pois t; - ML(Fy) + ... +ts- ML(Fs) # 0 (j& que é monomio
lider de f e ML(t; - F;) = t; - ML(F}), para todo i = 1,...,s), ou seja, ML(f) = ML(g) € A
e, assim B C A.

E assim, A~ (1) € A< (Lieqq)-

([

Assim, usando a afirmagao anterior temos que o nimero de solugoes para (3.1) é no maximo
8(As (Lieaa)), ou seja, 8(As (jeaq)) € uma cota para o ntimero de solugoes de (3.1). Observe que
I.qq depende apenas da escolha da representacao de I e da escolha da ordem de monomios.

Proposicao 3.3.3 Sejam i, e j;, numeros naturais, s =1,2,...,n, onde
11 >0>...>0,=0e0=71 <js<...<Jn

Seja K um corpo e considere os polinomios
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G1<_X'7 Y) :Flo(Y)Xil + Fll(Y)Xil_l + ...+ Fhl(Y)
GZ(X7 Y) :Fjgo(yv))(i2 + le(y)Xiz—l + ...+ FQZ‘Q (Y)

Gn(X,Y) =F,e(W) X" + By (V)X ..+ F,, (V)
em K[X,Y], onde Fyy é um polinomio de grau j;,;i = 1,...,n. O conjunto de equagoes
GiI(X,)Y)=G(X,)Y)=... =G, (X,)Y)=0

tem no mdximo
Ja(iy — i2) + Js(ia —i3) + ... + Jnin—1

solugoes.
Demonstracgao: Considere a ordem lexicografica >, com X >, Y.

O mondmio lider de Gy, s = 1,...,n, ¢ ML(G,) = X*Y’:. Em particular, ML(G,) = X"
e ML(G,) = Y'". Defina

[:=(G(X,Y),...,Go(X,Y)) C K[X,Y]

e assim temos que:
Ilead — <X“,XZ2YJ2, . ,X'Lnflyjnflj an>.

Logo,
As (Ljeaq) = {X'Y?| para todo s =1,...,n vale i < is ou j < js}.
Logo,
ﬁ(A>([lead)) :len - (21 - ZZ)(]n - ]2) - (22 - ZS)(]n - ]3) - (in72 - Z‘nfl)(jn - jnfl)

=jo(i1 — i2) + j3(ia —i3) + ... + Jnin_1.

Proposicao 3.3.4 Considere

Seja Y71 Zk o monémio lider de Fyo(Y,Z) com respeito a ordem lexicogrdfica onde
X >0 Y >0 Z. O numero de solugoes do conjunto de equagoes

Gi1(X,Y,Z)=G(X,Y, Z) =G3(X,Y, Z) = Hy(X,Y, Z) =0
€ no mdaximo
i1 - Jo - kg — (i1 — i4) (2 — Ja) (ks — ka)

quando iy > iy, Jo > Ja4, k3 > k4 € € no maximo igual a iy - Jo - k3, caso contradrio.
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Demonstragao:
Sejal = (G1(X,Y, 2),Go2(X,Y, Z2),G3(X,Y, Z), H(X,Y, Z)). Usando a ordem de mondmios
da proposicao, temos:
Dieaa = (X, Y2 ZFs XYy ds zke),

Assim, temos quatro casos a analisar.

1) Se ’il S 7;4.

Assim, temos que Ijeqq se reduz & leqg = (X, Y72 75 j4 que XY Z* ¢ maltiplo de
X,
Logo, temos que

As(Tjeaq) = {XYIZF i <iyej<jyek<ks}

e entao
]i(A>(]lead)) - il . j2 : kS-
2) Se j2 < ja.
Assim, temos que Ijeqq se reduz a Ijeqq = (X, Y72 75 j4 que XY Zk ¢ maltiplo de
Y2,

Logo, temos que

As(Tiead) = {XYIZF i<itej<joek<ks}

e entao
8(AS (Licaa)) = i1 - J2 - k.
3) Se kg S k4.
Assim, temos que Ijegq se reduz & Ijeeq = (X, Y7 Z%3) i que XY 7 ZF ¢ miltiplo de
Zks,

Logo, temos que
As(Tieaq) = {XYIZF i <iyej<jyek<ks}

e entao

ﬁ<A>(Ilead)) - il . jQ . ]{53.

4) Sei1>i4,j2>j4ek3>k4.

Definindo jl = kl = ig = kz = ig = jg = 0 temos
As (Ieqq) = {X'Y?Z*| para todo s = 1,...,4 vale i < i, ou j < j, ou k < k,}

Assim,
8(As (Lieaa)) = 11 - Jo - ks — (i1 — 14) (2 — ja) (ks — ka).

O

Defini¢ao 3.3.5 Dado um monémio M = X" -...- X2 € K[Xy,...,X,], o grau-ponderado
de M (com pesos w(X;):=a; € Ry, Vi=1,...,m) €

grp(M) = a0 + . .. + Ay,

Uma fungao ordem grau-ponderada lexicogrifica é aquela dada por:
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M > N <= grp,(M) > gr,(N)

ou

M >, N se gT’p(M) = g?”p(N)

Proposicao 3.3.6 Defina uma fun¢ao grau-ponderada em K[X,Y] dada pelos pesos
w(X)=bew(Y)=a. Considere

F(X,Y)=X"+aY"+ F'(X,Y)
G(X,Y)=X"YI +G'(X,Y)

onde « € nao-nulo, a,b>0, w(F')<ab e w(G') <bi+aj. O conjunto de equagoes
F(X,Y)=G(X,Y) =0 tém no mdzimo bi + aj solugdes.

Demonstracgao:

Considere a ordem grau-ponderada lexicogréfica sobre K[X,Y], dada pela funcao grau-
ponderada da proposi¢ao combinada com a ordem lexicogréfica Y >, X. Como, w(X?*) = ba,
w(Y?) = ab, w(F') < abe Y >, X, temos que ML(F) = Y. Além disso, também temos
w(XY7) = bi +aj e w(G') < bi + aj, logo ML(G) = X'Y7. Vamos mostrar que podemos
tomar 7 < b.

Se j > b entao escrevemos

XY =Xyt
= XY (0 ' F(X,Y) —a ' X — o' FI(X,Y))
=a ' XYITPR(X,Y) — ot Xy It o L XY R (XY,

Assim,
G(X,Y)=XY7+G'(X,Y)
=o' XYITPR(X,)Y) — ot XY I o L XYITP R (X Y) + GU(XLY).
Tomando
Gi(X,Y) = —a(—a ' XTyi™ _ o I XYITPF(X)Y) + G/(X,Y))

=XV 4 XYITUR(XY) - oG (X,Y)
=Xyt L GU(X,Y)

temos que G(X,Y) = o ' X'YIPF(X,Y) — a™'G1(X,Y), logo é claro que (F,G) = (F,G}), e
portanto V((F,G)) = V((F,Gy)). Temos também que

ML(Gy) = XY=t (XY T8 = bi + aj = w(XY7) e w(Gy) < bi+ aj.
De fato:

W(XTYT)y =b(i+a)+a(j—b) =bi+aj
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WXYIPF(X,Y)) <bi+a(j—b)+ab=bi+aj e

w(—aG'(X,Y)) < bi + aj.

Se j —b<b, acabam2§. Caso contrario, repetimos o processo. Vamos entao supor
que G(X,Y) := XY/ + G (X,Y) com j < b.
Observamos agora que um outro polinomio que pertence ao ideal [ é

H(X,Y) :=aS(F,G)
Xyt Xyt
F—Z
il 5 @)
XX+ aY' + F) —aY" (XY + @)
=X 4 XF — oY G

:a(

com monomio lider X, j4 que,

WXHY =bitab , W(X'F)<bi+ab e w¥"IG)<alb—j)+bi+aj="bi+ ab.

Assim, utilizando o fato que I := (F,G) = (F,G) e definindo I, := (Y?, X*Y7 X**+) temos
que

A(I) CA(L) ={XYPla<a+i, B<b a<iouf<j}

$(A(L)) = (a+d)b— (a+i—1i)(b—j) = w(X'Y?) = bi + aj.

E assim, temos que o conjunto de equagdes possui no méaximo w(X'Y7) = bi + aj solugdes.
O

Coroléario 3.3.7 Defina uma fun¢ao grau-ponderada por w(X) =c ew(Y)=a+0b. Considere
F(X,Y)=XY7 +aX"+ F'(X,Y)
G(X,Y) =X"YI 4 3y° 4+ G'(X,Y)

onde a, 3 sGo nao-nulos, ci+ (a+b)j > ac > w(F') e w(G") < ac+be. O conjunto de equagdes
F(X,Y)=G(X,Y) =0 tém no mdzimo (a + b)j + ci solugdes.

Demonstragao:
A partir do S-polindémio S(F,G) definimos
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H(X,Y):==S8(F,G)
Xitbys Xitbyy
(v # i)

HQIHQIHQIHQIH

=—(X*F(X,Y) - G(X,Y))
=—(X"(X'Y? +aX* + F'(X,Y)) — (X"Y7 + BY° + G'(X,Y)))

(X’“’Y’ +aX P 4 XPF - XTYT gy — G'(X,Y))

Pye_Lenx vy

et Ly
(6% « [0

g

=X _Zy° L H'(X)Y
(8%

)
=X —mY°+ H'(X,Y)
onde m # 0, pois a, 3 # 0 e w(H') < w(X?) = w(Y°).
Agora, se (z,y) ¢é solugao de F(X,Y)=G(X,Y) =0 entdo (z,y) é solugdo de
H(X,Y)=F(X,Y)=0.
De fato,

Seja (x,y) solugdo de F(X,Y)=G(X,Y) =0 entdao F(z,y) = G(z,y) = 0. Como,
H(X,Y)=1(X"F(X,Y) - G(X,Y)), temos que:

H(r,y) = ~("F(r.y) - Glr,y) = (20~ 0) =0

Logo, considerando o conjunto de equagdes H(X,Y) = F(X,Y) = 0 e aplicando o
Proposicao 3.3.6 onde a = a+b, b = ¢, 1 = i e j = j, temos que existem no maximo
bi +aj = ci + (a + b)j solugdes. Logo, F(X,Y) = G(X,Y) = 0 tem no mdaximo
bi + aj = ci+ (a + b)j solugoes.

1
o
Y

(Il
Corolario 3.3.8 Defina uma fungao grau-ponderada como na Proposi¢cdo 3.3.6. Considere
F(X,Y)=X"+aY"+ F'(X,Y)
G(X,Y)=XY+G'(X,Y)
onde o € ndo-nulo, a,b >0, j <b, w(G") <bi+aj, w(F') < ab e qualquer monémio em F' de

peso ab nio é X, Y? nem X°Y" onde t < j. O conjunto de equagoes F(X,Y)=G(X,Y)=0
tém no mdzximo bi + aj solugoes.

Demonstragao:
A partir do S-polinémio S(F,G) definimos

H(F,G) :=aS(F,G)
Xyt - Xiy?
- ( T XY G)
=X'F —aY" G
=X X+ aY' + F) - aY" (XY + @)
=X XY+ X'F — aX'YP — Y IE
=X L X — Y
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onde w(X ) = bi + ab, w(X'F') < bi+ ab e w(Y*IG') < bi + ab.

Observe que, em principio, nao podemos determinar qual é o monomio lider de H, ja
que w(X'F’) < bi + ab. Provemos que se os monoémios de F’ com peso ab niao sao X2, Y nem
X*Y" onde t < j temos que ML(H) = Xt

De fato, como qualquer polinémio em F’ de peso ab nao é X¢, Y® nem X*Y! onde t < 7,
temos que os mondmios de F' sao da seguinte forma: X™Y! com [ # 0, m # 0, 1 > j e, sem
perda de generalidade, podemos assumir, [ como sendo a maior poténcia de Y nessas condicoes.

Temos que

X"yl = xmoiyl-i xiyd

e assim, reduzindo H médulo G, temos:

H— X" Y'G =aS — (XY + XY E)
:Xi-l-a + XZF/ o ayb—jG/ . Cmel . CXm—iyl—jG/

onde ¢ é uma constante que elimine o termo X™Y"' de F’ ao se fazer a diferenca X'F' —cX™Y!,
Caso ainda possua mais termos da forma X™ Y efetuamos novamente reduciao de H médulo
(G, até eliminarmos todos esses termos. Esse processo é finito, devido ao fato que consideramos
[ como sendo a maior poténcia de Y que satisfaz as condi¢oes acima.
Assim, apés eliminarmos todos os termos da forma XY, temos que H, possui mondmio
lider igual a X“™® e o resultado segue pelo final da demonstracio da Proposicao 3.3.6.
O

Proposigao 3.3.9 Defina uma fungio grau-ponderada sobre K[X,Y,Z] por w(X) = b2,
w(Y) =ab e w(Z) = a*. Considere

Gi(X,Y,Z) =X"+aY"+ G(X,Y, Z)
Go(X,Y, Z) =Y+ BZ" + GH(X,Y, Z)
Gs(X,Y,2) =X"YIZF + G4(X,Y, Z)

onde o, 8 sao nao-nulos e onde w(G}) < ab?, w(G,) < a®b e w(GY) < ib* + jab + ka*. O
conjunto de equagoes

G1<X7Y7Z) = GQ(X>Y7 Z) = G3(X7Y7 Z) =0

tem no mdrimo w(GYy) = ib* + jab + ka® solugoes.

Demonstracgao:

Considere a ordem grau-ponderada lexicogréfica sobre K[X,Y, Z] dada pela fungao grau-
ponderada em combinacao com a ordem lexicografica X >, Y >, Z. Assumiremos sem
perda de generalidade que a > b (caso contréario, basta substituir X por Z e Z por X, que
voltamos para o caso em que o expoente de X é maior que o expoente de Y em Gy e o expoente
de Y é maior que o expoente de Z em G3). Agora G3 pode ser reduzido médulo {G1, Gy} para
um polinémio com monodmio lider X?Y7Z*, onde i, j < a.

De fato,

Antes de provar isto necessitamos da seguinte observacao

Observacao 3.3.10 Calcular as raizes do conjunto de equagoes

GI(X7Y7 Z) - GZ(X7Y7 Z) - G3(X7Y7 Z) =0
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¢ equivalente a calcular as raizes do ideal (G1,Ga,G3). Por outro lado, pelo algoritmo da
divisao temos que G3 = a1G1+asGay+r com ay,as, 7 € K[X,Y, Z]. Observe que (G1,G2,G3) C
<G1, GQ,T>, pOiS Gg = a1G1+a2G2+T (& <G1,G2,7’> Q <G1, GQ, G3>, pOiS r = Gg—alGl—CLQGQ
e, portanto temos (G1,Ga,Gs3) = (Gq,Ga,r). Assim, calcular as raizes do conjunto de
equagoes G1(X,Y,Z) = Go(X,Y, Z) = G3(X,Y, Z) = 0 € equivalente a calcular as raizes do
ideal (G1,Ga,r).

Agora, voltemos a nossa demonstragao. Se i < a e j < a nao temos nada a fazer. Se ¢ < a
e j > a vamos direto para o passo 2. Se ¢ > a, entao vamos para o Passo 1.

Passo 1:
Da primeira equacio, temos que X¢ = G} — Y — G| e substituindo em G5 obtemos:
Gs =X"Y' 7" + G
=X XYIZR 1+ G
=X G — oY = GH)YIZF + Gy
=X"TYIZRG — a XYM ZE - XY I ZREG + G
=X""YIZ8Gy + 0Gy — a XY Z8 — XTI ZEG + G
e utilizando a observacéo acima, onde r = —a X~ *Y"H Z¥F — X1=0Y7 7k G| 4G, podemos trocar
G por 7. Temos que w(r) = w(G3), porém, a poténcia i de X no M L(r) (neste caso, i = i—a) é
menor que a poténcia de X no M L(G3), ou seja, i < i e a poténcia de Y no M L(r) (neste caso,
j = b+ j) é maior que a poténcia de Y no M L(G3), ou seja, j > j. E agora, se i < a vamos
para o Passo 2, caso contréario voltamos para o Passo 1 e repetimos o processo até obtermos

um 7 < a.
Agora, se temos j < a, concluimos a demonstragao, caso contrario, segue o Passo 2.

Passo 2:

Por uma questao de simplicidade, suponha que ao se fazer o Passo 1, apenas uma vez,
obtemosi=i—a<aej=b+j>a.

Da segunda equacao, temos que Y = Gy — $Z° — (& e substituindo em r obtemos:

r=—aX'YIZ" - XYV G+ Gy
= —aX'YIOYeZh - XYIhey e Zzh G 4 G
= — aX'YTY Gy — B2 — GY)ZF — XY TGy — BZY — GY)ZFG, + G
= — aX'YTZ Gy + aBXYTO 2 4 a XY T ZE Gl — XY T 2R GGy
XY Iz G 4 XTIz GGl + G
=0G, + (—a XY~ ZF — XTYT 00 ZkG)Gy + aBX YT 020 4 o XY T Z4G),
XY TbmaZb G 4 XTIz GGl + G,
Novamente, pela observacao 3.3.10 podemos trocar r por
7= af Xiyd—a btk ta xiyi-a Zk:G/2 + 4 Xy J-b-a Zk+bG/1 i XiyJ-b-a Zk:G/I G+ G

Assim, continuamos o Passo 2 até obtermos um polindomio que no monoémio lider tenha a
poténcia de Y menor que a. Observe que quando estamos fazendo o Passo 2, a poténcia de X,
no monomio lider, nao se altera e, portanto, conseguimos assim, um polinomio com ¢,; < a.
Observe também que w(7) = w(G3).
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Para facilitar a notagao, assumiremos, sem perda de generalidade, que G5 é da forma como
no enunciado, com i, j < a.
Assim, existem 2 casos a considerar:
Caso 1: a<b+j.

Seja o S-polinémio

Xeyigk XeYyizk
(G o) =5~ Sy n O

=YIZFG, — Xl

=X"YIZF 4 oY ZF 4 YIZFG) - XY ZF — X' GY

=aY"iZk L YIiZEG) — XTIGY.
Como w(Y*HZF) = ab® + abj + a*k, w(YIZFG)) < ab® + abj + @’k e w(X*'G}) <
ab® + abj + a*k, temos que M L(S(Gy,G3)) = YbHiZk,
Reduzindo S(G1, G3) médulo Gy, obtemos:

Gy = —afY =0 ZM L YIZEG) — oY e ZE Gy — XOTIGY
com ML(Gy) = YUHi—ezktb,
De fato,
Dividindo-se oYt ZF 4+ YIZFG| — X*7'GYy por Y + 3Z° + G, obtemos quociente

aYttizazk o resto —aBYUHITeZMY L YIZEG) — oY HITe ZRGY — X9T1GY, ou seja,
S(G,Gs) = —aBY =zt L yighQl — aYPTe ZRGL — XOTUGY (mod Gy).
Portanto, tomando Gy := —aBY ezt L YIiZrkG) —aYPHi—aZkG, — X7iGY,, temos
w(YPHmazk Y — ab? + abj + ok,
w(Y'Z*G)) < ab® + abj + a*k,
w(YPHTeZRGY) < ab® 4 abj + a*k e
w(X'GY) < ab® + abj + a*k,
o que implica M L(G) = Yti—azkt,

Além disso, sejam

G5 Z:S(GQ, G4>
Yazk+b Yazk—i—b
= 9 — - G4
Ya —aﬁYb"‘J_“Zk“‘b
Y2a—b—j
=7bGy + Gs
af

Y2a7bsz/1 Yye ZkG’Q Xafiy2a7b7j Gé
af g af
Y'azch«/2 Xafiy2a7b7j Gg
s af

:Yazk+b 4 /622b+k 4 Zk+bG/2 _ Yaszrb +

Y2aszkG/1
af

=327k + + 270G —
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onde, w(Z*t*) = 2a?b + a?k, w(Y?*°ZFG) < 2a?b + ok, w(ZFTPGY) < 2a?b + a?k,
w(YeZFGY) < 2a%b + a’k e w(X* Y270 7IGY) < 2a%b + a®k, ou seja, M L(G5) = Z20+k;

e

GG Z:S(GQ, Gg)
_ X'yezk Xiyegzk .
T ye % Xxiyigk?®

=X'ZFGy — Y IG,
—XTYZR 4 BXTZR 4 XIZRGY — XY ZR — YOG,
=BX' 7 + X1 ZMGY — YOI Gy

onde, w(X'ZFP) =1? + a?k + a®bh, w(X'Z*G,) <b?i+a*k+ad* e w(YIG,) <
b%i + a?k + a®b, ou seja, M L(Gg) = X' ZFF0,

Observacao 3.3.11 Para o cdlculo de G5 temos que
MMC(ML(Gy), ML(Gy)) = Y Z*t?,

pelo fato de b < a e j < a, o que implica b+ 7 < 2a, ou seja, b+ j —a < a.
Assim, detectamos os seguintes monomios lideres em (G, Ga, G3),
(X0, Y0, Z%+k ybrizaghtb xightb xiyigh)
Agora, definindo
I, = (X, Y©, Z20+k ybrizaghtd xightt xiyi gk

temos

H(A(L)=a-a-(2b+k)—i-(a—b—j+a) - 2b+k—b—Fk)
—j-(a=d)-(2b+k—-b—k)—(a—1i)-(a—j) - (2b+k —k)
= a’k + V% + jab
e de A(I) C A(L,) vem que existem no maximo a?k + b%i + jab solugoes.
Caso 2: a>b+
Temos os seguintes S-polinémios:
Gy = S(G1,G3) = Y 78 L YIZEG) — X*'GY

com ML(S(Gy,G3)) = YtHiZk e,
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G5 I:S(GQ, G4)
Yzt vezh
T ya T2 qybrigk 4
Ya—j—b
—7"Gy — Gy

Yaszk / Xafiyafbfj /
=Y Z" + B2 428Gy - Y ZF — Gy “
(67 «

Ya—bZkGll N Xa_iY“_b_jGé
Q

:ﬁzk—i-b_i_szlg .

onde w(ZF?) = a2k + b, w(Z*G))) < @’k + a®b, w(Y*PZEG)) < d®k + a®b e
w(Xetye=t=iGY), ou seja, M L(G5) = ZF.

Agora, detectamos os seguintes mondmios lideres em (G, G, G3),
(X2, ye, Zz0tF yoizh XiyIzk)

Agora, definindo

]* — <Xa,ya7 Zb+k,Yb+jZk,XinZk>

temos

fA(L)=a-a-(b+k)—i-(a—j—=b)-(b+k—k)—(a—i)-(a—j) - (b+k—k)
=a’k + b% + jab = w(G3)

e de A(I) € A(I,) vem que existem no maximo a*k + b%i + jab solugoes.

Proposicao 3.3.12 Considere

F(X,Y)=Y +aX + 0
G(X,Y) =G1(X,Y) + Go(X,Y)

onde Gy € irredutivel e homogéneo de multi-grau m maior ou igual a 1, e onde Gy € de multi-
grau menor que m. O conjunto de equagoes F(X,Y) = G(X,Y) = 0 tem no mdzimo m
solugoes.

Demonstragao:

Seja H(X) := G(X,—aX — (3); temos que H(X) é um polinémio de grau no méximo m.
Se H(X) nédo é o polinomio nulo entdo temos que H(X) tem no méximo m solugdes e nossa
proposigao segue. Resta mostrar entao que H(X) nao pode ser o polinomio nulo.

O coeficiente para X™ em H(X) é G1(1, —a). De fato,
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seja G = amX™ + 1 XY + .+ 0o XY™ 2 4 a XY™ 4 Y™, Assim:

H(X)=G(X,—aX — )
=G1(X, —aX — ) + Go(X, —aX — 3)
= X"+ 1 X" —aX = B) + ...+ X (—aX — B)" 2+
+a X' (—aX — B)" 1+ ap(—aX — B)"™ + Go( X, —aX — f3)
=(m — Q1 + Pap_g .. (1)) X™ + ...
=G1(1,—a) X™ + ...
Observe que G2(X,Y) ndo influencia no coeficiente de X™, j& que o multi-grau dele é menor
que m.

Assim, se G1(1, —a) = 0, temos que « é raiz do polinomio G1(1,T), logo podemos escrever
G1(1,T) = (T + a)P(T') nos dando

G1(X,Y) = X"G1(X,Y/X) = (Y + a)P(X,Y)

o que é um absurdo, visto que G1(X,Y) é irredutivel.

3.4 Estudo da Hierarquia de Pesos de Certos Cdédigos

A seguir vamos encontrar ou estimar a hierarquia de peso para alguns codigos. Para isso,
lembremos que pelo Teorema 3.1.2, o problema de estimar o peso generalizado de Hamming é
traduzido para o problema de estimar o niimero de solu¢des comuns para um certo conjunto de
equagcoes polinomiais.

A Cédigos de Klein Melhorados

Seja V o conjunto dos 22 pontos sobre a curva de Klein X3Y + Y3 4+ X = 0 sobre Fg.
Considere o cédigo sobre Fg com a matriz checagem de paridade

H = [p(1),0(X),0(Y), o(X?), o(XY), (X?), (Y )"

onde ¢ é definida como na Secao 3.2.
Encontraremos Dy, D, e estimaremos Ds.

Primeiro determinaremos D;.

[ ] D{[l]} = (0 é ébvio.
® Dyxp <3
Queremos estimar o nimero maximo de solucoes para o conjunto de equagoes

X +a =0
XY 4+Y3+4X =0

onde a € Fg. Fazendo X = —a em X3Y +Y3+ X, temos Y? —a3Y —a, um polinoémio
nao-nulo em Y de grau 3. Assim existem no médximo 3 solugoes. Logo, Dyix)y < 3.

® Diypy <4

Queremos estimar o nimero méaximo de solugoes para o conjunto de equacgoes
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Y+aX+b =0
X3 +Y34+X =0
onde a, b € Fg.

Se a = 0, temos Y = —b e substituindo em X3Y + Y? + X, obtemos um polinémio
nao-nulo em X de grau no maximo 3. Assim existem no maximo 3 solugoes.

Se a # 0, pela Proposicao 3.3.6 (onde a, b, ¢ e j, da proposicao sao, respectivamente,
1,1,3, 1, F' = g e G = Y3+ X), temos no maximo bi + aj = 4 solugdes. Logo,
Dy = 4.

Dyix2;y <6

Considere o conjunto de equagoes

X24+aY +bX +¢c =0
XYW 4+Y3+X =0

onde a, b, c € Fg.
Escolhendo w(X) =1 e w(Y) = 1.6 e tomando

I=(X?4+aY +bX +¢, XY +Y? + X)

temos

Tiead = (X2, Y?) e logo A(Lieed) = {1, X,Y,Y? XY, XY?}

Assim, o niimero maximo de solugoes ¢ 6. Logo, Dyx2)y < 6.
Dyxyyy <7
Considere o conjunto de equagoes

XY +aX?4+0bY +cX+d =0
{ XY +Y34+ X =0
onde a, b, c,d € Fg.
Se a # 0, temos pelo Corolario 3.3.7 (onde 4, j, a, b e ¢ do coroldrio sdo, respectiva-
mente, 1, 1,2, 2,3, F' =bY +cX+de G’ = X), existem no méximo (a+b)j+ci =7
solugoes.

Se a = 0, temos:

XY +bY +cX+d =0
XYW +Yi+X =0

e entao a resultante com respeito a X é:

c+Y W +d 0 0

0 c¢4+Y bY+d 0 | _
0 0  c+Y bY+d
Y 0 1 ys

YO 4+3c¢Y® + (3¢ —b)Y* + (¢* — 3be — d)Y? + (—3bc® — 3de)Y? + (—bc® — dc)Y — dc?

que é um polinémio em Y de grau 6. Esse polinomio tem seis solugoes em Fg, logo
tem no méaximo seis solugoes em Fg. Assim, pela Proposigao 1.9.4 (ii) temos que
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para cada solucao a desse polinomio diferente de —c ou 0 temos uma tnica solucao
do sistema, pois (a + ¢)X + ba+ d tem grau 1 em X; pelo mesmo motivo, temos no
méximo uma solugao da forma (3,0) ou (3, —c). Portanto, o nosso sistema tem no
maximo 6 solucoes.

LOgO, D{[Xy}} < 7.
Dy <9

Considere o conjunto de equagoes

X34+ aXY +bX?2+cY +dX +e =0
XY +Y34+ X =0

onde a, b, c,d, e € Fg.
Escolhendo w(X) =1 e w(Y) = 1.6, temos:
Tiead = (X3, Y?) e logo A(Lieeq) = {1, X, X2 Y, Y2 XY, XY? X?Y, X?Y?}

Assim, o nimero maximo de solugoes é 9. Logo, Dyxsp < 9.
Dyy2)y <9

Considere o conjunto de equagoes

Y24 aX3 4+ 0XY +cX?24+dY +eX+f =0
XY +Y3+ X -0

onde a,b,c,d, e, f € Fs.

Se a = 0 mas ¢ # 0 temos:
Y24+ bXY +cX?2+dY +eX+f =0
XY +Y3+ X =0
o que é equivalente a:
X2+ 3y2 4 XY 44y +ex 4+ L =0
XY +Y3+ X =0

Pelo Corolario 3.3.8 (onde os elementos a, b, i e j do coroldrio sdo, respectivamente,
2,23, 1, F' = ZE’XY+%Y+§X+£ e G' =Y3+ X), temos no miximo bi + aj = 8
solugoes.

Se a=0ec=0 temos:

Y24+ bXY +dY +eX +f =0
XY +Y3+X =0

a resultante com respeito a X é:

bY +e Y2 +dY + f 0 0
0 bY +e Y2+dY + f 0 B
0 0 bY +e Y24dY + f
Y 0 1 Y3

— YT+ (b* = 3d)Y® + (3b%e — 3d* — 2f)Y + (3be* — b* — 6df — d*)Y*+
+ (=b*d — 2be + €* — 3f% — 3d*f)Y? + (—2bde — b*f — €* + 3df*)Y?
+ (=de* —bef + f3)Y —bef — e*f
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que é um polindémio em Y de grau 7. Esse polinomio tem sete solucoes em Fg, logo
tem no maximo sete solugoes em Fg. Assim, pela Proposigao 1.9.4 (ii) temos que para
cada solucao « desse polindomio diferente de —e/b, se b # 0 (respectivamente, —e, se
b= 0), ou 0 temos uma tinica solugao do sistema, pois (@) +bX (o) +d(a) +eX + f
tem grau 1 em X; pelo mesmo motivo, temos no maximo uma solucao da forma
(8,0) ou (B, —c) (respectivamente, (3,0) ou (3, —e), se b = 0). Logo, existem no
maximo 7 solugoes.

Agora, se a # 0, substituindo Y2 = —aX?® -~ bXY — cX? —dY —eX — f na segunda
equacao, temos:

XY +Y 4+ X =0 XY +YY? 4+ X =0
SXY 4 Y (—aX? —bXY —cX?—dY —eX — f)+ X =0
S(1=a)X3Y —bXY? —cX?Y —dY? —eXY — fY + X =0

Como as mudancas feitas nao alteram as solugoes do sistema original, vamos entao
resolver o seguinte sistema:

Y24 aX34+0XY +cX?24+dY +eX + f =0
(1—a)X3Y —bXY?2—cX?Y —dY? —eXY — fY + X =0
Agora:
—Sea#0ea#1

Podemos transformar o sistema para:

X+1iy? 4 bXxy +ex?+dy 4+ eX + L =0
(1—a)X3Y —bXY? — X2 —dY? —eXY — fY +X =0

Assim, pela Proposigao 3.3.6 (onde os elementos a, b, i e j, da proposigao
sdo, respectivamente, 3, 2, 3, 1, F' = EXY + §X2 + gY +£X +£ e
G = —bXY? - cX?Y —dY? — eXY — fY + X), temos no maximo bi +aj = 9
solucoes.

—Sea#0,a=1eb#0

O sistema torna-se

X34+Y?2+0XY +cX?+dY +eX+f =0
XY2+eX?Y +49Y2 4 XY + LY +1X =0
Assim, pela Proposi¢ao 3.3.6 (onde os elementos a, b, i e j da proposicao
sao, respectivamente, 3, 2, 1, 2, F/ =bXY +cX?+dY +eX +f e
G =X +4Y? + £XY + %Y + +X), temos no maximo bi + aj = 8 solugoes.
—Sea#0,a=1,b=0ec#0

O sistema torna-se
X34Y24eX?24+dY +eX+f =0
XY 4+4y?4eXy +1y +1X =0

Assim, pela Proposi¢ao 3.3.6 (onde os elementos a, b, i e j da proposi¢ao sao,
respectivamente, 3, 2, 2, 1, F' = cX?+dY +eX+fe G = %Y2+§XY+%Y+%X),
temos no maximo bi + aj = 7 solugoes.
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—Sea#0,a=1,b=0ec=0
O sistema torna-se

X34+Y24+dY +eX+f =0
—dY? —eXY —fY +X =0

Fazendo a resultante em relacao a X temos:

1—eY —dY?—fY 0 0
0 1—eY  —dY?—-fY 0
0 0 1—eY —dY? — fY
1 0 e Y2+dY + f

=dYO + (3d?f — e*)Y® + (3df* + 3e2)Y* + (de? + f* — 3e) Y3+
+(1+ fe* —2de)Y? + (d — 2fe)Y + f
que é um polindbmio em Y de grau no maximo 6. Como antes, concluimos,

usando a Proposigao 1.9.4 que existem no maximo 6 solugoes em FZ, ja que o
segundo polindmio tem grau igual a 1 em X.

LOgO, D{[yz]} <9.

Assim, Dy < 9.

Pela inspecao do conjunto de equacoes

X34+ XY +X?+Y+X+1 =0
XY +Y3+X =0

temos nove solugoes: (1, ), (1,a?), (1,044), (a,ab), (a2, a®), (a3, a?), (044,oz3), (a® ) e

(b, a*), onde a é uma raiz em T3 + T + 1.

De fato,

Podemos representar Fg como

Fs =Fo[X]/(X34+ X +1)={0,T,X,T+ X, X2 1+ X2 X + X2, 1+ X + X2}

Tomando a = X, temos que:

o &®=1+aq,jd que, 0 = a® + a+ 1 implica o® = —(1 + a) mas, como em Fy temos
1= -1, entdao o® =1+ a;

e a'=0a(a?)=a(l+a)=a+a’
e 0’ =(a®)(a?)=(1+a)(a?)=a’+a®=1+a+a’

e o/ =(a?)(a®) = (1+a)(1+a)=1+2a+ a® mas, como em Fy temos 2 = 0, entao
ab =1+

e assim, sucessivamente.
Utilizando esses fatos, temos que:

e (1,a) é solugao do sistema acima.
B4+l-a+1?+a+14+1=4+2-a=0pois, 4=2=0
13-a+a®+1=0pois, a éraiz de X3+ X +1
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e (1,a?) é solugao do sistema acima.
B4+1l-a?+1°4+a®>+1+1=2-a*>+4
{ Ba?+(@®)P+1=a’+a’+1=a?+1+a*+1=2-0*+2-a+2-1=0 "
Os outros casos sao semelhantes.

Entao, temos Dy > 9 e concluimos Dy = 9.

Agora, vamos determinar D.

o D{[l],*} = 0 ¢é ébvio.
* Diixyep =3

Queremos estimar o nimero méaximo de solucoes para o conjunto de equagoes

* =0
X +a =0
XY +Y3+X =0
onde * representa um polindomio do tipo bY? + cX3 +dXY +eX?+ fY +gX + h
com a,b,c,d,e, f,g,h € Fg e nem todos b, c,d, e, f nulos.

Como vimos,

X +a =0
XY 4+Y3+4X =0

possui no maximo 3 solugoes. Logo,

* =0
X +a =0
X3V +Y3+X =0
possui no maximo 3 solugoes e Dy(x .+ < 3.
® Dy =4

Queremos estimar o nimero méaximo de solucoes para o conjunto de equagoes

* =0
Y+aX+b =0
XYW +Y3i+X =0
onde * representa um polindomio do tipo Y2 + dX? + eXY + fX? + gY + hX +i
com a,b,c,d,e, f,g,h,1 € Fg e nem todos c,d, e, f nulos.

Como vimos,

Y+aX +0b =0
XY 4+Y3+4X =0

possui no maximo 4 solugoes. Logo,

* =0
Y+aX+b =0
XY +Y34+X =0

possui no maximo 4 solugoes e Dyypy < 4.
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* Dixzy <6
Considere o conjunto de equagoes

* =0
X?+aY +bX +c =0
XY +Y3i+X =0
onde * representa um polinomio do tipo dY? + eX? + fXY 4+ gX2 + hY +iX +j
com a,b,c,d,e, f,g,h,1,7 € Fg e nem todos d, e, f nulos.

Como vimos,

X24+aY +bX +¢ =0
XY 4+Y3+X =0

possui no maximo 6 solugoes, logo

* =0
X24+aY +bX +¢ =0
XY +Y*4+X =0

possui no maximo 6 solugoes e Dyix2)y < 6.

® Dipxvypxep <5
Considere o conjunto de equagoes

XY +aX?+0Y +cX +d =0
X3+ eX?+ fY +gX+h =0
XY +Y3+ X =0

onde a,b,c,d, e, f,qg,h € Fs.
Se f # 0, aplicando a Proposi¢ao 3.3.6 nas duas primeiras equagoes (onde os elemen-
tosa, b, i e j da proposicao sao, respectivamente, 3, 1, 1, 1, F' = eX?+gX +h
e G' =aX?+bY + cX + d) temos no maximo bi + aj = 4 solugoes.
Se f =0, temos que resolver o sistema:

XY +aX?+bY +cX+d =0
X3+eX?+gX +h =0 .
X3Y +VY34+ X =0

Assim, resolvendo a segunda equagao, temos no méaximo 3 solugdes para X. Se
nenhuma solucao ¢ igual a —b entao para cada uma que substituimos na primeira
equacao temos apenas um valor para Y, e entao temos 3 solugoes para o nosso
sistema. Se —b é uma das solucoes da segunda equagao, observe que a primeira
equacao nao possui mais a variavel Y e, na terceira equacao, encontramos no maximo
mais 3 valores para Y. Assim, temos no maximo 5 solugoes para o sistema. Logo,
Dyixvyixen <5

® Dyxyvany <5
Considere o conjunto de equacoes

XY +aX?+0Y +cX +d =0
Y2+eX3+ fX?2+gY +hX +i =0
XY +V3+ X =0

onde a,b,c,d, e, f,g,h € Fs.
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Se e # 0, aplicando a Proposigao 3.3.6 nas duas primeiras equagoes (onde os elemen-
tos a, b, i e 7 da proposicao sao, respectivamente, 3, 2, 1, 1, F' = %XZ—{—gY—i— %X+é
e G' =aX?+bY + cX + d) temos no maximo bi + aj = 5 solugoes.

Se e = 0 mas a # 0, fazendo, w(X) = 1 e w(Y) = 1.1 podemos considerar o
S-polinomio:

X3y X3y
Fi, F) = XY +aX?+bY +¢cX +d) — XY +Y 4+ X
=X} (XY +aX?+bY +cX +d) — (XPY + Y + X)

=aX*+bX%Y +eX?P+dX?-Y? - X

e assim, temos
L = (XY, Y?, X*Y, X*) e logo A(L) = {1, X, X* X* Y},

ou seja, temos no maximo 5 solugoes, pois A(1) C A(L,).
See=a=h=0ce f#0 temos:

XY +bY +cX +d =0
X2+ Y244y + 4 =0
XY +Y3i+X =0

e utilizando a Proposi¢ao 3.3.6 nas duas primeiras equagoes (onde os elementos a, b, i
e 7 da proposicao sao, respectivamente, 2, 2, 1, 1, F' = %Y—k} e G =bY +cX +d)
temos no maximo bi + aj = 4 solugoes.

See=a=f=0eh#0 temos:

XY +bY +cX+d =0
X+1Y24+92Yy +4 =0
XY +Y3+X =0

e utilizando a Proposicao 3.3.6 nas duas primeiras equagoes (onde os elementos a, b, i
e 7 da proposicao sao, respectivamente, 1, 2, 1, 1, F' = %Y+% e G'=b0Y +cX +d)
temos no maximo bi + aj = 3 solugoes.

See=a=0, f#0eh#0 temos:

XY +bY +cX+d =0
X242 4y + 45X+ 4 =0
XY +Y3+ X =0

e utilizando a Proposicao 3.3.6 nas duas primeiras equagoes (onde os elementos a, b, i
e j da proposicao sao, respectivamente, 2, 2, 1, 1, F' = Y + % + % e bY +cX +d)
temos no maximo bi + aj = 4 solucoes.

Finalmente, se e = a = f = h = 0 temos:

XY +0Y +cX +d =0
Y2+ gY +i =0 .
XY +Y'+X =0

Assim, resolvendo a segunda equagao, temos no maximo 2 solugoes para Y. Se
nenhuma raiz ¢ igual a —c entao substituindo na primeira equacao, temos apenas
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um valor para X e entao temos 2 solugoes para o nosso sistema. Se —c é uma das
solucoes da segunda equagao, observe que a primeira equacao nao possui mais a
variavel X e, na terceira equacao, encontramos no maximo mais 3 valores para X.
Assim, temos no mdximo 4 solugoes para o sistema. Logo, Dyxy) ey < 5.

® Dyixsy ey <6

Queremos resolver o conjunto de equagoes

X2 4+aXY +bX?+cY +dX +e =0
Y24+ fX34+gXY +hX?2+iY +j X +k =0
XY +YV34+ X =0

onde a,b,c,d,e, f,g,h,1,7, k € Fs.
Fazendo, w(X) =1 e w(Y) = 1.6, temos
Deaa = (X2, Y2 Y?) = (X3 Y?) e logo A(Lieaa) = {1, X, X?,Y, XY, X?Y},

ou seja, o sistema possui no maximo 6 solugoes.

LOgO, D{[X:sHyQ}} < 6.

Portanto, Dy < 6.

Pela inspecao do conjunto de equacoes

X241y 41 —0
X34+ XY +X24+Y 4+ X+1 =
XY +VvY34+ X =0
tém as solugoes (a,a®), (a?a%), (a3,a?), (a* a?), (o®,a) e (a®a'). Entao

Dyix2),(x3)y = 6 e concluimos que Dy = 6.

Observacao 3.4.1 Para provar que o sistema acima tem estas solucoes dadas acima, o
procedimento € andlogo ao caso de Dy .

Agora estimaremos Dj.

® Dijssr =0, Dix1s0) < 3 € Dyy] 5y < 4 como acima.

° D{[XQ],[XY],[YQ]} < 3.
Considere o conjunto de equagoes

X2 +aY +bX +c¢ =0

XY +dX?+eY + fX +g =0

Y2+ hX3+iXY +j X2+ kY +1X+m =0
X3Y+V34+ X =0

onde a,b,c,d,e, f,g,h,1,7,k,[,m € Fs.
Fazendo, w(X) =1 e w(Y) = 1.6, temos
Deaa = (XZ, XY, Y2 Y?) = (XY, X?Y?) e logo A(ljeaa) = {1, X, Y},

ou seja, o sistema possui no maximo 3 solugoes.

Portanto, D{[X2},[XY],[Y2]} < 3.
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* Dipeaypea oy < 4

Considere o conjunto de equagoes

X2 +aY +bX +¢ =0

X3 +dXY +eX?+ fY +gX +h =0
Y2 +iX3+ jXY + kX2 4+ 1Y +mX +n =0
XY +V34+ X =0

onde a,b,c,d,e, f,g,h,1,7,k,[,m,n € Fg.
Fazendo, w(X) =1 e w(Y) = 1.6, temos

Dieaa = (X2, X2 Y2 Y3 = (X2 Y?) e logo A(Lieaa) = {1, X, Y, XY},
ou seja, o sistema possui no maximo 4 solugoes.
Portanto, D{[X2},[X3],[Y2]} < 4.

* Dipxvypxe ey < 4.
Considere o conjunto de equacoes

XY +aX?+bY +cX +d =0

X34+ eXY 4 fX2+gY + hX +i =0
Y2+ X34+ kXY +IX?24+mY +nX+0 =0
X3Y +Y3+ X =0

onde a,b,c,d,e, f,g,h, 1,7, k,l,m,o € Fg.
Fazendo, w(X) =1 e w(Y) = 1.6, temos

Teag = (XY, X2 Y2 Y3) = (Y2 XY, X?) e logo A(Ljeaq) = {1, X, X%, Y},

ou seja, o sistema possui no maximo 4 solugoes.

Portanto, D{[Xy},[xzs],[yz]} <4.

® Dyx2xy)xey < 4
Considere o conjunto de equagoes

X2 +aY +bX +¢ =0

XY +dX?+eY + fX +g =0
X3+ hXY +iX?+jY +kX +1 =0
XY +VY34+ X =0

onde a,b,c,d,e, f,qg,h,1,7,k,[ € Fg.
Fazendo, w(X) =1 e w(Y) = 1.6, temos

Dead = (XZ, XY, X V?) = (X%, XY, Y?) e logo A(Ljeea) = {1, X,Y,Y?},
ou seja, o sistema possui no maximo 4 solugoes.

Portanto, D{[XZ},[XY],[X3]} S 4.

Assim, D5 < 4.

Agora, tratemos das distancias generalizadas do cédigo. E ébvio que n = 22. A seguir
determinaremos a hierarquia de pesos.
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Temos que d; = 6, ja que pelo Teorema 3.1.2, de D7 _¢y141 = D3 < 4 temos dy > 6 e de
D7_6+1 = D2 > 6 vem que dl S 6.
Temos que dy = 8, ja que pelo Teorema 3.1.2, de D7 _gi9,1 = Dy < 6 temos dy > 8 e de
D7 g9 =D; > 8 vem que dy < 8.

Analogamente, temos que d3 = 9, ja que pelo Teorema 3.1.2, de D7 g,3.1 = Dy < 7
temos d3 > 9 e de D;_g,3 = D; > 9 vem que d; < 9.

Agora, por um lado, d; > i + 7 para i = 4,...,k, jd que Dy_(iz7)4it1 = Dy < 9. Por
outro lado, a Cota de Singleton Generalizada implica que d; < i+ (n—k) para i < k, e de
i+7<d; <i+(n—k)temosn—k > 7. Como n—k nao pode exceder o nimero de linhas
de H, pois dimC+ =n —k e H é a matriz geradora de C*, temos que n — k < 7. Assim,
n —k =7 o que implica 22 — k = 7, ou seja, k = 15. Logo, concluimos que d; =i+ 7
parai=4,... k.

Vamos agora considerar outro cédigo sobre Fg, que é o c6digo com matriz checagem de
paridade

H = [p(1), o(X), 0(Y), p(X?), o(XY), o(X* + V)|

onde ¢ é dada como na Segao 3.2. Como acima V é o conjunto de pontos da quartica de
Klein sobre [Fg.

Vamos estimar os valores de Dy, Dy e Ds.

Primeiro estimaremos D, .

e Dy =0, Dyxpy <3, Dyypy <4, Dyx2)y < 6 e Dyxypy < 7 sao encontrados como
anteriormente.

[ ] D{[X3+Y2]} S 8
Considere o conjunto de equagoes

X34+Y2+aXY +bX2+cY +dX +e =0
X3Y +Y3+ X =0
onde a,b,c,d,e € Fg.
Multiplicando a primeira equacao por Y e subtraindo a segunda equagao desta,
obtemos aXY?2+bX?Y +cY2+dXY +eY — X = 0 e o nosso sistema fica equivalente

a0 sistema:

X34+4Y24+aXY +bX24+cY +dX +e =0
aXY?2+bX?Y +¢Y?4+dXY +eY — X =0

Se a # 0, pela Proposicao 3.3.6 (onde os elementos a,b,i e j da proposi¢do sao,
respectivamente, 3, 2, 1, 2, F' = aXY +bX?+cY +dX +ee G = gXQY + £Y? +
gXY + Y — %X), temos no maximo bi + aj = 8 solucoes.

Se a =0 e b # 0, pela Proposicao 3.3.6 (onde os elementos a,b,7 e j da proposigao
sdo, respectivamente, 3, 2, 2, 1, F/ = aXY +bX? +cY +dX +ee G = §Y? +
CElXY + 7Y — %X), temos no maximo bi + aj = 7 solugoes.

Sea=b=0ec#0, fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.1, temos:

Teag = (X2, Y?) e logo A(Lieed) = {1, X, XY, XY, X?Y}

e assim, temos que o sistema possui no maximo 6 solugoes.
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Sea=0b=c=0ed+# 0, pela Proposicao 3.3.6 (onde os elementos a,b,7 e j da
proposigao sdo, respectivamente, 3, 2, 1, 1, ' =dX +ee G' = Y — éX), temos
no maximo bt + aj = 5 solugoes.

Se a =b=c=d =0 temos o seguinte sistema:

X34+Y24+e =0
XYW +Y3i+X =0

Observe que de X3 +Y? + ¢ = 0 temos X3 +Y? = —¢, logo X3Y + Y3 = —¢Y e
assim, nosso sistema fica equivalente ao sistema:

X34+Y?4+e =0
—-eY+X =0
Substituindo X = eY na primeira equagao temos no maximo 3 solugoes.

LOgO, D{[X3+Y2}} <8.

E, assim, D; < 8.

Agora, vamos determinar Ds.

® Dy = 0, Dyixy4p < 3, Dypy1,y < 4 sao encontrados como anteriormente.

* Dyxaxvyy < 4
Considere o conjunto de equacoes

X?+aY +bX +¢ =0
XY +dX?+eY +fX+g =0
XY +Y3+ X =0

onde a,b,c,d,e, f,g € Fs.
Considerando w(X) =1 e w(Y) = 1.6, temos:

[lead = <X2,XY, Y3> (§] IOgO A<[lead> = {1,X, Y, Y2}

e assim, temos que o sistema possui no méximo 4 solugoes.

Logo, D{[XQ},[XY]} é 4.

L] D{[XQ],[X3+Y2]} S 4.
Considere o conjunto de equagoes

X24+aY +bX +¢ =0
X3+Y?+dXY +eX?+ fY +gX +h =0
XY 4+Y34+ X =0

onde a,b,c,d, e, f,g,h € Fs.
Considerando w(X) =1 e w(Y) = 1.6, temos:
Dieaa = (X2, Y2 Y?) = (X2, Y?) e logo A(Ljeaa) = {1, X,Y, XY}

e assim, temos que o sistema possui no maximo 4 solugoes.

Logo, D{[Xz}’[xs+y2]} < 4.
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* Dixvypeosyoy <0
Considere o conjunto de equagoes

XY +aX?+bY +cX +d =0
X34+Y2+eXY + fX2+gY +hX +i =0
X3Y +Y3+ X =0

onde a,b,c,d e, f,g,h,1 € Fg.

Pela Proposicao 3.3.6 (onde os elementos a,b,i e j da proposicao sao, respectiva-
mente, 3,2, 1, 1, I = eXY + fX?+ gY + hX +i e aX?+bY +cX +d), temos no
maximo bi 4+ aj = 5 solugoes.

LOgO, D{[XY},[X3+Y2]} < 5.

Assim, Dy < 5.

Vamos determinar Ds.

® Dy =0, Dix)ep < 3520 encontrados como anteriormente.

* Diyyxzxvy < 2.
Considere o conjunto de equagoes

Y +aX +0 =0
X?24+cY +dX +e =0
XY + fX?+gY +hX +i =0
XY +Y34+ X =0

onde a,b,c,d,e, f,g,h,1 € Fg.
Considerando w(X) =1 e w(Y) = 1.1, temos:

Ilead = <Y> X2>XY7 X3Y> = <Y7 X2> € logo A(Ilead) = {17X}

e assim, temos que o sistema possui no maximo 2 solugoes.
Logo, Dy pxz)xvyy < 2

* Diryixaxeryay < 2.
Considere o conjunto de equagoes

Y+aX+0 =0

X?2+cY +dX +e =0

X34+ Y2+ fXY +gX?2+hY +iX+5 =0
XY +V34+ X =0

onde a,b,c,d,e, f,g,h,1,7 € Fg.
Considerando w(X) =1 e w(Y) = 1.1, temos:

Ilead = <Y7 X27X3aX3Y> = <Y7 X2> € 10g0 A(]lead) = {]->X}

e assim, temos que o sistema possui no maximo 2 solugoes.

LOgO, D{[y]’[X2]7[X3+Y2” < 2.
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* Dyvyxy)xe+yay < 3.
Considere o conjunto de equagoes

Y+aX+D =0

XY +cX?+dY +eX + f =0
X34+Y2 4+ gXY +hX?2+iY +j X +k =0
XY +V34+ X =0

onde a,b,c,d,e, f,qg,h,1,7, k € Fs.
Considerando w(X) =1 e w(Y) = 1.1, temos:

Dieaa = (Y, XY, X? X3Y) = (Y, X?) e logo A(ljeaa) = {1, X, X?}
e assim, temos que o sistema possui no maximo 3 solugoes.
Logo, Dyy,ixy)x3+vzy < 3.

* Diperjxvypxesyay < 3
Considere o conjunto de equacoes

X2 +aY +bX +c =0

XY +dX?*+eY + fX +g =0
X3+ Y2+ hXY +iX2+ Y +EkX +1 =0
X3Y +Y3+ X =0

onde a,b,c,d e, f,g,h,1,75,k, 1 € Fs.
Considerando w(X) =1 e w(Y) = 1.6, temos:

Teag = (X3, XY, Y2 Y3 = (X2 XY, Y?) e logo A(Ljeaq) = {1, X, Y}

e assim, temos que o sistema possui no maximo 3 solugoes.

LOgO, D{[X?'},[XY],[X3+Y2]} < 3.

Assim, D3 < 3.

Agora tratemos as distancias generalizadas do codigo. Novamente, n = 22. Da Teorema
31.1temosdy >5,dy, >7,dy>8ed; >1+6parat=4,...,k, jaque D3 <3, Dy <5
e D; < 8. A Cota de Singleton Generalizada implica que d; < i+ (n — k) para qualquer
1 < k. Usando o fato que n — k nao pode exceder o nimero de linhas de H temos k = 16
ed;=1i+6parai=4,..., k.

B Cédigo Hermitiano Melhorado

Seja V os 64 pontos sobre a curva Hermitiana X° + Y +Y = 0 sobre F5. Considere o
c6digo sobre Fig com matriz checagem de paridade

H = [p(1), o(X), 0(Y), 9(X?), o(XY), o(Y?), o(X?), 0o(Y? + X[

onde ¢ é definida como na Secao 3.2.

Vamos estimar Dy, Dy D3 e D, e, a seguir vamos estimar a hierarquia de pesos da curva
Hermitiana.

Primeiro considere D;.

L] D{[l]} = 0 é ébvio.
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® Dy =4
Queremos estimar o nimero méaximo de solugoes para o conjunto de equagoes
X+a =0
XP+Yi'4+Y =0
onde a € FIG-
Fazendo X = —a em X° +Y? 4+ Y, temos Y* — a® + Y, que se torna um polindémio
nao-nulo em Y de grau 4. Assim existem no méximo 4 solugoes. Logo, Dyx)y < 4.
® Dy =9

Queremos estimar o nimero maximo de solucoes para o conjunto de equagoes

Y+aX+b =0
XP4+Yi4+Y =0

onde a, be ]Flﬁ.
Fazendo Y = —aX — b e substituindo em X° + Y4 + Y, obtemos um polinomio
nao-nulo em X de grau no maximo 5. Assim existem no maximo 5 solugoes.

Logo, Dy < 5.
® Dipeay <8
Considere o conjunto de equagoes

X2 4+aY +bX +c =0
X°+Y'+Y =0

onde a, b, c € Fyg.
Escolhendo w(X) =1 e w(Y) = 1.3, temos

Tieag = (X2 Y* e logo A(Lieeq) = {1, X, Y, Y2 Y3 XY, XY? XY?}
Assim, o nimero maximo de solucoes é 8, e temos Dyix2py < 8.

* Dyxypy = 9.
Considere o conjunto de equacoes

XY +aX?+0Y +cX +d =0
XP+Yi+Y =0
onde a, b, c,d € Fg.
Pela Proposicao 3.3.6 (onde os elementos a,b,i e j da proposicao sao, respectiva-
mente, 5,4, 1,1, ' =Y e G' = aX? +bY + cX + d) temos no maximo bi + aj = 9
solugoes, logo Dyxypy < 9.
° D{[y2]} <10

Considere o conjunto de equacoes

Y24+aXY +bX2+cY +dX +e =0
X°+Yi4+Y =0

onde a, b, c,d, e € Fy.
Considerando w(X) =1 e w(Y) = 1.1, temos

Tieaa = (Y2, X?) logo A(Lieaq) = {1, X, X2, X? X1 Y, XY,, X%V, X3V, X'V}

e assim o sistema possui no maximo 10 solugoes, logo Dyy2)y < 10.
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° D{[Xs]} <12
Considere o conjunto de equacoes

X34+ aY?+bXY +cX?+dY +eX+f =0
XP+Y'+Y =0

onde a,b,c,d e, f € Fy;.
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.3, temos

Ilead = <X37 Y4>
logo,
AlLiag) = {1, X, X3V, Y2 Y? XY, XY? XY? X?Y, X?Y? X?Y3}.
Assim, o nimero maximo de solugoes é 12, e Dyxs); < 12.

[ ] D{[Y3+X4]} S 16
Considere o conjunto de equagoes

Y34 X4+ aX3 4 0Y2 + XY +dX2+eY + fX +g =0
XP4+Y'+Y =0
onde a,b,c,d, e, f,g € Fy5.
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.3, temos

Ilead = <X47 Y4>

logo,

A(lead) = {1, X, X2, X3 Y, V2 V3 XY, XY% XY3 X%V, X?Y? X?Y3,
X3Y, X3Y? X3Y3},

Assim, o niimero maximo de solugoes ¢ 16 e Dyxs)y < 16, logo Dyjys, x4y < 16.

Portanto, D; < 16.
Tratemos agora da estimativa de Ds.
® Dinsy = 0, Dyxyey < 4, Dyyyey <5, Dyix24y < 8, segue do fato de Dy = 0,
Dyxpy =4, Dy <5, Dyxepy < 8.

* Dyxvyey = 6.
Considere o conjunto de equagoes

XY 4+aX?+bY +cX +d =0
Y24+ eXY + fX?2+gY +hX +i =0
X°+Y44Y =0

onde a,b,c,d,e, f,g,h,1 € F5.
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.1, temos

Tieag = (XY, Y? X?) logo A(Lieqq) = {1, X, X? X? X* Y}

Assim, o nimero maximo de solugoes é 6, e Dyixy,y2) < 6.
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* Dyxyypxeay < 6.
Considere o conjunto de equagoes

XY +aX?+bY +cX +d =0
X3 +eY?+ fXY +gX?+hY +iX+5 =0
XP+Y'+Y =0

onde a,b,c,d,e, f,g,h, 1,7 € Fyg.
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.3, temos

Tieaa = (XY, X2, Y*) logo A(iead) = {1, X, X2, Y, Y3 Y3}

Assim, o nimero maximo de solugoes é 6, e Dyixy]x3)) < 6.

* Dixvypyarxay < 7.
Considere o conjunto de equagoes

XY +aX?+bY +cX +d =0
Y2+ X4+ eX3+ Y2+ gXY +h X2 +iY +j X +k =0
X°4+Yi4Y =0

onde a,b,c,d,e, f,qg,h, 1,7,k € Fg.
Considerando apenas as duas primeiras equagoes e aplicando a Proposicao 3.3.6
(onde os elementos a, b, i e j da proposigdo s@o, respectivamente, 4, 3, 1,
1, F'=eX3+ fY? 4+ gXY + hX?+iY +jX + ke G' = aX?+bY +cX + d) temos
no maximo bi + aj = 7 solugoes, logo, Dyixy]ys+xay < 7.

[ ] D{[YQ},[X3]} S 6
Considere o conjunto de equacoes

Y24+ aXY +bX?2+cY +dX +e =0
X3+ Y24+ gXY +hX?2+iY +jX+k =0
X5+Y4+Y =0

onde (I,b, ) d767f7g7h77;7j7k S IFlG-
Fazendo w(X) =1e¢ w(Y) = 1.1, temos

Teag = (Y3, X3 XP) = (Y%, X?) logo A(Lieaq) = {1, X, X2, Y, XY, X?Y}.

Assim, o nimero maximo de solugoes ¢ 6, e Dypy2)x3)) < 6.

* Dz rarxay < 8.
Considere o conjunto de equagoes

Y2 +aXY +0X?2+cY +dX +e =0
Y34+ X4+ X34+ gY2+hXY +iX?2+ Y + kX +1 =0
XP4+Yi4+Y =0

onde a,b,c,d,e, f,qg,h,1,7,k,1 € Fyg.
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.1, temos

Deaa = (Y2, X% XP) = (Y2, X*) logo A(Lieaq) = {1, X, X%, X3 Y, XY, X?Y, X3Y'}.

Assim, o nimero maximo de solugoes é 8, e Dypy2) ys4xay < 8.
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* Dixaypysexay 9.
Considere o conjunto de equacoes

X3 4+aY? +0XY +cX?+dY +eX + f =0
Y34+ X4 4+ gXB 4+ hY?2 +iXY + X2+ kY +1X +m =0
XP+Y44Y =0

onde a,b,c,d,e, f,g,h,1,7,k,[,m € Fg.
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.4, temos
Ilead - <X37Y37Y4> - <X37Y3>

logo,
A(Leaq) = {1, X, X%V, Y2 XY, XY? XY, X?Y?}.

Assim, o niimero maximo de solugoes ¢ 9, e Dyxs)ys; x4y < 9; portanto, Dy < 9.
Considere Ds.

° D{[l],*,*} =0, D{[X},*,*} < 4, D{[y],*7*} < 5 segue do fato de D{[l]} =0, D{[X]} < 4,
Dy <5.

* Dxrpyipy < 3.
Considere o conjunto de equagoes

X2 +aY +bX +¢ =0

XY +dX?*+eY + fX +g =0
Y2+ hXY +iX?+ Y + kX +1 =0
X°+Y44Y =0

onde a,b,c,d,e, f,qg,h,1,7,k,1 € Fyg.
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.3, temos
Deaa = (X2, XY, Y2 YY) = (X2, XY, Y?) logo A(ljeqa) = {1, X, Y}

Assim, o nimero maximo de solugoes é 3, e Dyx2)xy],y2y < 3.

* Dyxa)xy)xoy < 5
Considere o conjunto de equacoes

X2 +aY +bX +c =0

XY +dX?*+eY + fX +g =0
X3+ hY?+iXY +j X2+ kY +I1X +m =0
X +Y44Y =0

onde a,b,c,d,e, f,g,h,1,7,k,[,m € F.
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.3, temos

Deag = (X3, XY, X3, VY = (X2 XY, Y logo A(Ijeaq) = {1, X, Y, Y% Y3}

Assim, o nimero maximo de solugoes ¢ 5, e Dyix2) xyy,x3)} < 5.



Dyixz vy iye+xay < 5.
Considere o conjunto de equagoes

X2 +aY +bX +c =0

XY +dX?*+eY + fX +g =0

Y3+ X4+ h X3 +iY?2 + j XY + kX2 + 1Y +mX +n =0
X5+Y4+Y =0

onde CL,b, ) d767f7g7h7i7jakal7man S IF16-
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.3, temos

Tieaa = (X2, XY, X4 V) = (X2, XY, V) logo A(Leaq) = {1, X, Y, Y2 Y?}.

Assim, o niimero maximo de solugoes ¢ 5, e Dyx2) xy],[v3+x4} < 5.

Dy vz xa)y < 4.
Considere o conjunto de equacoes

X2 +aY +bX +¢ =0

Y2 4+dXY +eX?+ fY +gX +h =0
X3 +iY?2 4+ j XY + kX2 4+ 1Y +mX +n =0
X 4+Y4+Y =0

onde a,b,c,d,e, f,g,h, 1,7, k,[,m,n € Fy.
Fazendo w(X) =1e w(Y) = 1.1, temos

Teag = (X2 Y2 X2, X% = (X2 Y?) logo A(Ljead) = {1, X, Y, XY}

Assim, o nimero maximo de solugoes € 4, e Dyx2] y2) x5} < 4.

Dipen oy ysexy < 4.
Considere o conjunto de equagoes

X2+ aY +bX +c =0

Y2 +dXY +eX?+ fY +gX +h =0

Y34+ X4 4+iX3 4+ Y2+ kXY +1X2+mY +nX +0 =0
X54+Y4+Y =0

onde CL,b, ) d767f7g7h7i7jakal7man70 € F16-
Fazendo w(X) =1e w(Y) = 1.1, temos

Teaa = (X2, Y2, X%, XP) = (X2 Y?) logo A(Lieaa) = {1, X,Y, XY}

Assim, o niimero maximo de solugoes € 4, e Dyx2)yv2),yvs+x4) < 4.

Dypxz)ixayye+xay < 6.
Considere o conjunto de equacoes

X2 +aY +bX +c¢ =0
X34+dY?+eXY + fX?+gY +hX +i =0
Y3+ X4+ X3+ kY2 4+ XY +mX?2+nY +0X +p =0
XP+Yi+Y =0

onde a’ab) ¢, d767 f,g,h,i,j,k:,l,m,n,o,p € ]Flﬁ'
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.4, temos
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Teag = (X2, X2 Y2 YY) = (X2 Y?) logo A(Lieeq) = {1, X,Y, Y2 XY, XY?}.

Assim, o nimero maximo de solugoes é 6, e Dyix2]x3)[y3+x4 < 6.

* Dipxvyve ey < 4.
Considere o conjunto de equacoes

XY +aX?+0Y +cX +d =0

Y2+ eXY + fX?+gY +hX +i =0
X34+ Y2+ kXY +1X24+mY +nX +0 =0
XP+Y44Y =0

onde aab7 G, d767f7g7h7i7jakalaman>0 € F16-
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.1, temos

Tieag = (XY, Y2 X3 X% = (XY, Y? X?) logo A(jeaq) = {1, X, X?, Y}

Assim, o nimero maximo de solugoes é 4, e Dyixy),py2)x3)) < 4.

* Dyxy] e ya+xi} < 5.
Considere o conjunto de equagoes

XY +aX?+bY +cX +d =0

Y2+ eXY + fX?+gY +hX +1 =0

Y3+ X444 X3 4+ kY2 +IXY +mX?24+nY 40X +p =0
X°+Yi4+Y =0

onde (I,b, ) d,e,f,g,h,i,j,k;,l,m,n,o,p S IE‘16'
Fazendo w(X) =1e w(Y) = 1.1, temos

Tieaa = (XY, Y2 X% XP) = (XY, Y2, X*) logo A(iead) = {1, X, X2, X3, Y}

Assim, o niimero maximo de solugoes é 5, e Dyxy) yv2),yvs+x4} < 5.
[ ] D{[YQ],[X3],[Y3+X4]} S 6

Considere o conjunto de equagoes

Y24+ aXY +bX?2+cY +dX +e =0
X34+ Y2+ gXY +hX?+4iY +jX +k =
Y34+ X4+ 1X3+mY?2+nXY +0X2+pY +gX +1r =
X +Y44+Y =0

onde a’ab7 ¢, d767 f,g,h,i,j,k:,l,m,n,o,p, q,T € FIG'
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.1, temos

Tieaa = (Y2, X2, X% XP) = (Y2, X?) logo A(Lieaa) = {1, X, X?)Y, XY, X?Y'}.
Assim, o niimero maximo de solugoes ¢ 6, e Dyjy=] x3) [ys+x4)} < 6, portanto, D3 < 6.

Considere Dy.



Dipjssy = 0, Dy[x]5,54) < 4 segue como anteriormente.

Dy xzxvyyey < 2
Considere o conjunto de equacoes

Y +aX +b =0

X?+cY +dX +e =0

XY + fX2+gY +hX +i =0
Y24+ XY + kX2 +1Y +mX +n =0
X°+Y44Y =0

onde a,b,c,d,e, f,g,h,1,j,k, [,m,n & Fq.
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.1, temos
Teag = (Y, X2, XY, Y% X?) = (Y, X?) logo A(Ijeaq) = {1, X }.

Assim, o nimero maximo de solugoes ¢ 2, e Dy x2),(xv], v < 2.

Dy xezxy ey < 2.
Considere o conjunto de equacoes

Y+aX+0D =0

X?2+cY +dX +e =0

XY + fX2+gY +hX +i =0

X34+ Y2+ kXY +1X24+mY +nX +0 =0
X +Yi+Y =0

onde a,b,c,d,e, f,g,h, 1,7, k,[,m,n,o € Fg.
Fazendo w(X) =1e w(Y) = 1.1, temos

Teag = (Y, X2, XY, X3 X°) = (Y, X?) logo A(Ljeaq) = {1, X}.
Assim, o nimero maximo de solugoes € 2, e Dy (x2),(xv],[x?]} < 2-

Diyyix2)ixv) veexay < 2.
Considere o conjunto de equagoes

Y +aX +0b =0
X?24cY +dX +e =
XY + fX?+gY +hX +i =0
Y34+ X445 X3+ kY2 +IXY +mX24+nY +0X +p =0
X54+Y44Y =0

Onde a’ab) c, d,@, f,g,h,i,j,k:,l,m,n,o,p S ]Flﬁ'
Fazendo w(X) =1e w(Y) = 1.1, temos
Tieag = (Y, X2, XY, X* X°) = (Y, X?) logo A(Ljeaq) = {1, X}.

Assim, o nimero maximo de solugoes ¢ 2, e Dy (x2),(xv],x?]) < 2-

Dy pxyyive)xe) < 3.
Considere o conjunto de equagoes



Y+aX +0b =0

XY +cX?+dY +eX + f =0

Y2+ gXY +hX?+4iY +5X + k =0
X34+1Y?24+mXY +nX?+0Y +pX +q =0
XP+Y44Y =0

onde Cl,b, ¢, d767 f7g7h7i7j7k7lam7n70ap7q € ]Flﬁ'
Fazendo w(X) =1e w(Y) = 1.1, temos

Tieag = (Y, XY, Y2, X3 X®) = (Y, X?) logo A(Ljeaq) = {1, X, X?}.

Assim, o nimero maximo de solugoes ¢ 3, e Dy (xv],[v2),[x3) < 3.

Dy ixv) vepye+xey < 4
Considere o conjunto de equacoes

Y +aX +b =0
XY +cX?+dY +eX + f =
Y24+ gXY +hX?+iY + X + k =0
Y34+ X4+ 1X3+mY?2 +nXY +0X? +pY +gX +7r =0
X°+Y44Y =0

onde (I,b, ) d767 f7g7h77;7j7 kalaman707p7 q,r € IF16-
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.1, temos

Teaa = (Y, XY, Y2 X% XP) = (Y, X*) logo A(L1eaq) = {1, X, X%, X3},
Assim, o nimero maximo de solugoes ¢ 4, e Dy [xv],[v2),[ys+x4) < 4.

Dy v e ys+xa)) < 3-
Considere o conjunto de equagoes

Y+aX+0 =0

Y24+ ceXY +dX?+eY + fX +g =0

X34+ hY?+iXY + X2+ kY +1X +m =0
Y34+ X4+ nX34+0Y2+pXY +¢X?+7rY +sX +t =0
X54+Y44Y =0

onde a7b7 ¢, d767f7g7h7i7j7k7l7m7n707p7 Q7T7t € ]FIG‘
Fazendo w(X) =1e w(Y) = 1.1, temos

[lead = <}/7 Y27X37X4>X5> = <}/7 X3> lOgO A([lead) = {17X7 X2}
Assim, o niimero maximo de solugoes ¢ 3, e Dyjy) y2),x3),ys+x4} < 3.

Dy ixa e e < 2-
Considere o conjunto de equagoes

Y+aX +0b =0
X24+cY+dX +e =0
Y2+ fXY +gX2+hY +iX +j =0

XP4+EY?2+IXY +mX24+nY 40X +p =0
X°+Y44+Y =0



onde a,b,c,d,e, f,g,h,1,7,k,[,m,n,o,p € Fyg.
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.1, temos

Teaa = (Y, X2, Y2 X? X?) = (Y, X?) logo A(Ljeaq) = {1, X}.

Assim, o nimero maximo de solugoes € 2, e Dy x2),v2),[x3) < 2.

Dypyy [xz)fxe) ysexay < 2-
Considere o conjunto de equagoes

Y +aX +b =0

X?+cY +dX +e =0

X3+ fY?+gXY +hX?2+iY +jX + k =0
Y34+ X4+ 1X3 4+ mY?24+nXY +0X?+pY +¢gX +7 =0
XP+Y4+Y =0

onde a7b7 &) d7€7 f7g7h7i7j7k7lam7n707p7 q,r € ]F16'
Fazendo w(X) =1e w(Y) = 1.1, temos

[lead - <K XZanaX4aX5> = <Y7 X2> logo A(Ilead) = {LX}

Assim, o nimero maximo de solugoes ¢ 2, e Dy (x2),1x3],[v3+x4} < 2.

Dy x2v2) fra+xay < 2-
Considere o conjunto de equagoes

Y +aX+b =0
X2 +cY +dX +e =
Y2+ fXY +gX2+hY +iX +j =0
Y34+ X4+ kX3 +1Y2 4+ mXY +nX2+0Y +pX +q =0
X+Y'+Y =0

onde avb7 G, d7evf7g7h7i7jakalaman70ap7q € IFIG-
Fazendo w(X) =1e w(Y) = 1.1, temos

Tieaa = (Y, X2, Y2 X% XP) = (Y, X?) logo A(Ljeaq) = {1, X}
Assim, o nimero maximo de solugoes é 2, e Dy x2),[v2),[ys+x4) < 2.
Dy ixvyixsyys+xay < 3.

Considere o conjunto de equagoes

Y+aX+0b =0
XY +cX?24+dY +eX + f —
X34+ gY2+ hXY +iX?+ Y + kX +1 =
Y34+ X4+ mX34nY?2+0XY +pX2+qY +1rX +5 =0
X54+Yi4+Y =0
onde a,b,c,d,e, f,g,h, 1,5, k,l,m,n,0,p,q,7r,s € Fy.
Fazendo w(X) =1e w(Y) = 1.1, temos

Tieaa = (Y, XY, X3 X* XP) = (Y, X?) logo A(ILjeaq) = {1, X, X?}.

Assim, o nimero maximo de solugoes é 3, e Dy [xv],[x3),[y3+x4} < 3.



Dyixz ey iva ey < 3.
Considere o conjunto de equagoes

X?+aY +bX +c¢ =0

XY +dX?*+eY + fX +g =0

Y2+ hXY +iX?2+5Y + kX +1 =0
X34 mY?24+nXY +0X?+pY +¢gX +r =0
X +Y44+Y =0

onde a7b7 ) d767f7g7h7i7jak7lam7n707p7 q,r € IFIG-
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.1, temos

Lead = (X2, XY, Y2, X3 X% = (X%, XY,Y?) logo A(Ljead) = {1, X,Y}.

Assim, o niimero maximo de solugoes é 3, e Dyx2) xy],[v2,x3) < 3.

Dy fxyyiyve prsexy < 3.
Considere o conjunto de equagoes

X2 +aY +bX +¢ =0

XY +dX?+eY + fX +g =0

Y2+ hXY +iX2+ Y + kX +1 =0

Y34+ X4+ mX3+nY2 4+ oXY +pX2+qYV +rX +s =0
X +Y44Y =0

onde avb7 &) d7€7 f7g7h7i7j7kvlaman707p7 q,7r,8 € IFIG'
Fazendo w(X) =1e w(Y) = 1.1, temos

Dieag = (X3, XY, Y2 X XP) = (X2, XY, Y?) logo A(Ljeaq) = {1, X,Y}.

Assim, o nimero maximo de solugoes € 3, e Dyix2] [xv],[v2),[y3+x4} < 9

Dyxa vy peye+xay < 4.
Considere o conjunto de equagoes

X?+aY +bX +¢ =0

XY +dX?*+eY + fX +g =0

X34+ hY?+iXY +j X2+ kY +1X +m =0
Y34+ X4 4 nX34+0Y2+pXY +¢X?+1rY +sX +t =0
X°+Y44Y =0

onde a7b7 C, d767f7g7h7i7j7k7l7m7n707p7 Q7T787t S ]Flﬁ'
Fazendo w(X) =1 e w(Y) = 1.4, temos

Teag = (X3, XY, X2 V3 YY) = (X%, XY, Y?) logo A(Liead) = {1, X, Y, Y?}.

Assim, o nimero maximo de solugoes € 4, e Dyix2] xy],[x3),[v3+x4)) < 4.

Dyxa) vy xa)ys+xay < 4.
Considere o conjunto de equagoes

X2 +aY +bX +¢ =0
Y2 +dXY +eX?+ fY +gX +h =
X34+iY2 + XY + EX2+ 1Y +mX +n =0

Y34+ X4 4 0X3 4+ pY 2+ XY +rX2+sY +tX +u =0
X5+Y4+Y =0
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onde a7b7 ¢, d7€7 f7g7h7i7j7k7lam7n707p7 q7Ta37t7U € Flﬁ'
Fazendo w(X) =1e w(Y) = 1.1, temos

Teaa = (X2, Y2, X2, X% XP) = (X2,Y?) logo A(Jieaq) = {1, X, Y, XY}

Assim, o niimero maximo de solugoes € 4, e Dyx2)v2),[x3),[ys+x4} < 4.

* Dyxyy e pxeye+xay < 4.
Considere o conjunto de equagoes

XY +aX?+0Y +cX +d =0

Y2 +eXY + fX2+gY +hX +i =0

X34+ iY2 4+ kXY +1X?2+mY +nX +o =0
Y34+ X4+ pX3 4+ qY2 +rXY +sX2+tY +uX +v =0
X 4+Y44Y =0

onde avb7 ¢, d7€7 f7g7h7i7j7k7lam7n707p7 q,T,S,t,U,U € ]Flﬁ'
Fazendo w(X) =1e w(Y) = 1.1, temos

Tieaa = (XY, Y2, X? X% XP) = (XY, Y?, X?) logo A(Lieaq) = {1, X, X2, Y}

Assim, o niimero maximo de solugoes ¢ 4, e Dyixy) v, x3),yvs+x4y < 4, portanto,
Dy < 4.

Agora, tratemos as distancias generalizadas do codigo.

e Como Dg gi111 = Dy < 4 segue pelo Teorema 3.1.2 que d; > 6.
e Como Dg gi911 = D3 < 6 segue pelo Teorema 3.1.2 que dy > 8.
e Como Dg g,3,1 = D3 < 7 segue pelo Teorema 3.1.2 que d3 > 9.

e Como Dg_(iy7)4it1 = Do < k+ 7 segue pelo Teorema 3.1.2 que d; > i + 7.
Similarmente ao que foi feito anteriormente, pela Cota de Singleton Generalizada e
pelo nimero de linhas de H, concluimos que n — k = 8, ou seja, 64 — k = §, logo
k = 56.

Assim, como Dg_(i47)1i+1 = Do < 63 segue pela Proposicao 3.1.2, que d; > i + 7.

C Codigos Sobre uma Curva no Espaco

Seja

Vo= Ve, (X3 + Y24 Y, Y34+ 22+ 7).

Do estudo de curvas hermitianas vem que V' tem 16 pontos da forma (o, 3,v) € F3, onde
a €Ty, B€F,eétal que a®+ 32+ 8 =0 (existem dois 3’s para cada o dado) e v € Fy
é tal que 32 +~+% + v = 0 (existem dois 7’s para cada 3 dado).

Considere o codigo cuja matriz checagem de paridade é dada por

H = [p(1),0(X),0(Y),po(X?),0(Z),p(XY),po(XZ + Y Z)]".

onde ¢ é definida como na Secao 3.2.

Afirmamos que a distancia minima desse codigo é 4.

Para ver isto, tomamos Fy = Fo[X]/(X?+ X +1) = {0,1, X, 1 + X}. Temos:



68

° F:1+X,jéque,6:X2—l—X+_1:ﬁ—|—1+X, ou seja, X2 = —(1 + X) mas,
como em Fy temos 1 = —1, entao X2 =1+ X;

o« X3 =X(X? =

X1+X)=X+X2=X+(14+X)=2X+1 mas, como em [y

temos 2 = 0, entao X3 = 1.

e assim, sucessivamente.

Seja a = X. Entdo o conjunto de equacdes

([ Y +X+1 =0
X2+ X+1 =0
XY +1 =0
XZ+YZ+7Z =0
X34+Y?’+Y =0
Y3+22+27 =0

\

tém as solugoes (a, a?, a), (a,a?, a?), (a? a,a) e (o, a,a?). Logo, Dy = D7_4y1 > 4 e,
pelo Teorema 3.1.2, temos que d; < 4.

Por outro lado, temos que D5 < 2, pois:

[ ] D{[l],*7*7*7*} =0 ¢é 6bvio.

* Dixmpxeznixvy < L
Considere o conjunto de equagoes

( X +a =0
Y +bX +c =
X?2+dY +eX + f =
Z+gX?+hY +iX +j =

XY +kZ4+1X?+mY +nX +0 =0

X3 4+Y?+Y =0

Y34+ 22+ 7 =0

\

onde a,b,c,d,e, f,qg,h, 1,7, k, l,m,n, o€ Fy.
Fazendo w(X) =1, w(Y) = 1.2 e w(Z) = 2.1, temos

]lead - <X7 Y7 X2,Z, X}/a X3722> = <X7 Y7 Z> IOgO A(Lead) - {]-}

Assim, o nimero maximo de solucoes é 1, e Dyix) v]x2,1z,xv]} < 1.

* Dyxixa iz ixz+yzy < 1.
Considere o conjunto de equagoes

(

\

X +a =0
Y +bX +c =
X?2+dY +eX + f =0

Z+gX?+hY +iX +j
XZ+YZ+kXY +1Z+mX?>+nY +0X +p =0
X34+Y24Y =0

Y3422+ 7 =0

Onde a767c7d767 f?g?h7/[:7.j7 k7l7m7n707p e F4‘



Fazendo w(X) =1, w(Y) = 1.1 e w(Z) = 2.2, temos

Ilead = <X7 Ya X27 Za YZa X3a Z2> = <X7 Y7 Z> IOgO A(Ilead> = {1}
Assim, o niimero maximo de solugoes ¢ 1, e Dyxyv),ix2),1z),xz+v 2] < 1.

Dy vy x2)x vl xz+vz) < 2
Considere o conjunto de equagoes

(

X +a =0
Y +bX +c¢ =0

X2 +dY +eX + f =

XY +9Z +hX?+1Y +jX + k =
XZ+YZ+IXY +mZ +nX?+0Y +pX +q =0
X3+Y?2+Y =0
Y3+ 2247 =0

\
Onde a7b7c7d767 f7g7h77;7j7 k7l’m7n70’p7q E ]P‘4'
Fazendo w(X) =1, w(Y) = 1.1 e w(Z) = 2, temos

Deas = (X, Y, X2, XY, Y Z, X? Z%) = (X,Y, Z*) logo A(Ljead) = {1, Z}.

Assim, o niimero maximo de solugoes € 2, e Dyx]v],(x2),[xY],[x2+Y 2]} < 2.

Dyxy vy iz xvlxz+yz)y < 1.
Considere o conjunto de equagoes

( X+a =0
Y +bX +c =
Z+dX?+eY + fX +g =
XY +hZ +iX?+ Y + kX +1 =
XZ+YZ+mXY +nZ+0X?+pY +¢X +r =0
X3+Y2+Y =0
\ Yi4+Z2+7Z =0

Onde a7b’c7d’€7 f’g’h7i7j7 k7l’m7n707p7q7T E I[?4'
Fazendo w(X) =1, w(Y) = 1.1 e w(Z) = 2.2, temos

Deas = (X,Y, 2, Y Z, X?, Z*) = (X, Y, Z) 1ogo A(leaa) = {1}.
Assim, o nimero maximo de solugoes é 1, e Dyix) v],(z],[xY],[x2+v 2]} < L.

Dy pxe) 21 (xv] (X 24y 2)) < 2.
Considere o conjunto de equacoes

( X+a =0
X2 4+b0Y +cX +d =0
Z+eX?+ fY +gX +h =0

XY +iZ +j X2+ kY +1X +m =
XZ+YZ+nXY +0Z+pX?*+qY +rX+s =0
X34+Y24Y =0
Y3+ 22+ 7 =0

\

Onde a7b7c7d767f?g?h7/[:7.j7k7l7m7n707p7Q7r78 E IF4'
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Fazendo w(X) =1, w(Y) = 1.6 e w(Z) = 2.2, temos

Deas = (X, X, Z, XY, YZ,Y*Y?) = (X,Y? Z) logo A(ILjeaq) = {1, Y}
Assim, o nimero maximo de solugoes ¢ 2, e Dyx) x2],[2],[xY],[X2+Y 2]} < 2.

* Dy ez ixviixz+yz)y < 2
Considere o conjunto de equagoes

( Y +aX +0b =
X2 +cY +dX +e =
Z+fX?+gY +hX +i =
XY +jZ + kX2 +1Y +mX +n =
XZ+YZ+0XY +pZ +qX?>+rY +sX +t =0
X34+Y24+Y =0
Y3+ 22+ 7 =0

\
Onde a7b7c7d767 f7g7h77:7j7 k7l’m7n70’p7Q7T’ S7t 6 ]B‘4'
Fazendo w(X) =1, w(Y) =12 e w(Z) = 2.1, temos

Deas = (Y, X?, Z, XY, YZ X?, Z%) = (X?,Y, Z) 10g0 A(I1eaq) = {1, X}.
Assim, o nimero maximo de solugoes ¢ 2, e Dy (x2),[2],[xY],[x2+Y 2]} < 2.

Do que tratamos acima vem que Dy = D;_4.141 < 2. E, novamente, pelo Teorema 3.1.2,
temos d; > 4, concluindo assim que d; = 4.

D Cédigos construidos a partir de Pegadas

Considere uma variedade V' = {Py,..., P,} C F". Seja {G1,...,G} CFy[Xq,..., X,
uma base de Groebner para J := I(V) com respeito a alguma ordem de mondmios
> no conjunto de monoémios de F,[Xi,...,X,,]. Suponha que §(A(J)) = n e seja
A(J)={Fy,...,F,},onde F;;1 > F;,i=1,...,n—1, a pegada de J := (V).

Dado 7 € {1,...,n} considere o cédigo F,-linear C;- (respectivamente, C,) com matriz
checagem de paridade (respectivamente, matriz geradora)

H:=[hy,....h]" (3.2)

onde h; = (Fy(P),...,F;y(P,)) paratodoi=1,...,r.

Sabemos pela Proposigao 1.8.4 que quando J C K[X] é um ideal e A(J) é a pegada,
entdao {M + J|M € A(J)} constitui uma base para K[X]/J como um espago vetorial
sobre K. No presente caso, entdo, {hy, ..., h,} constitui uma base para Fy.

Assim, em particular, hy, ..., h, sdo linearmente independentes, o que leva a dimensao
de Cit igual a k :=n —r e a dimensao de C, igual a r.

A seguir, vamos determinar as cotas inferiores para os pesos generalizados de Hamming

de C:-.
Primeiramente, vamos investigar D;.

Para um F; fixo o nimero de solugoes P para
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Fy(P) + Zz:aij(P) —Gy(P)=...=G,(P)=0

é limitado pelo tamanho de A (I), onde I := <E + Z;;ll a;F;, Gy, ... ,GS> )

Entretanto,

A(I) € A(Jjeaq)

onde

Tead == <ML <F + iiaij> ML(GY), . .. ML(GS)> — (F,, ML(GY), ..., ML(G,))

j=1

pois, Fip 1 > F;,i=1,...,n— 1. E assim, temos A(Ijeqq) C A(J), mais ainda,
A(liead) = {X* € A(J)| F, nao divide X1,

Agora, defina:

Mgy = ANALeaq) = {X* € A(J)| F; divide X}

St=min{i(A@)|i=1,...,r}

Afirmamos que D; é limitado por D; < n — Sj.
De fato, lembrando que $(A(J)) = n, temos que Sy = min{#(Agy)| i =1,...,7} e logo

n— 51 = mar{t(A(Ljeaq))| i = 1,...,7}.

E utilizando o fato que

Dy <max {ﬁ ({P|E(P) + iaij(P) =G(P)=...=G4P)=0,i=1... ,n}) }

<mar {§(A(fieaa)) | i =1,...,7}

temos, D7 <n — 5.

Agora, vamos estimar D; para j arbitrario, 1 < j <r. Temos que:

Liews = (Fiy, Fiyy .., Fy , ML(Gh), ..., ML(Gy))

g

A(Lieag) = {X* € A(I)| F;, ndo divide X*, ¥t =1,...,j}.
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E generalizando a terminologia definida acima, temos:

Afivin,..iy =1X" € A(I)| F}, divide X® para algum ¢ € {1,...,j}}

J
=Unum
=1

Sji=min {§( Ay isip)| 1 < iy <ig <...<ij <r}.

Logo, D; ¢ limitado por D; < n — 5.

Teorema 3.4.2 Considere o cédigo Ci- sobre F, com matriz checagem de paridade dada
por (3.2). Seja h, i inteiros com 1 < h<n—-r, 1 <i<r. Ser+h—-1—i>n-.25,
entdo dn, > n — S; + 2.

Demonstracao: Dados h, i inteiroscom 1 < h < n—r,1 <i <r,definad* := r+h+1—i.
Assumar+h—1—1i>n— 5, isto é, assuma d* > n — S; + 2. Temos:

Dy_geypnt1=D; <n—9; <d" —2

que pelo Teorema 3.1.2 implica d;, > d*. Mas d* > n — S; + 2 e o teorema segue.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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