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RESUMO

RAMOS, Patrícia de Siqueira. Proposta e avaliação de uma solução bayesiana
para o problema de Behrens-Fisher multivariado. 2009. 76p. Tese (Doutorado
em Estatística e Experimentação Agropecuária) - Universidade Federal de Lavras,
Lavras. *

Um dos problemas mais comuns na estatística aplicada é o de comparar
as médias de duas populações se a razão entre suas variâncias for desconhecida e
diferente de 1 e se as populações forem normais, que é denominado problema de
Behrens-Fisher. Aproximações para a estatística t foram utilizadas no caso uni-
variado. No caso multivariado, a maior parte das soluções busca ajustar os graus
de liberdade para obter uma melhor aproximação qui-quadrado ou T 2 de Hotel-
ling. Nos dois casos, há soluções bayesianas propostas por alguns autores. Este
trabalho foi realizado com os objetivos de propor uma solução bayesiana computa-
cional para o problema de Behrens-Fisher baseada na complexa proposta analítica
de Johnson & Weerahandi (1988); avaliar seu desempenho por meio de simulação
Monte Carlo, em relação às taxas de erro tipo I e poder e compará-la com a me-
lhor solução frequentista, o teste de Nel & Merwe modificado (Krishnamoorthy &
Yu, 2004). As inferências foram realizadas acerca da diferença δ dos vetores de
médias populacionais e foi delineado um procedimento para a obtenção da região
de credibilidade 100(1 − α)%. Utilizou-se uma distribuição a priori conjugada
para o vetor de médias populacionais (µi) e para a matriz de covariâncias (Σi),
obtendo-se uma distribuição a posteriori t multivariada para µi, para i = 1, 2.
Um exemplo real foi utilizado para ilustrar o novo método. Em geral, o teste baye-
siano foi conservativo para amostras de tamanhos diferentes e liberal em alguns
casos de amostras de tamanhos iguais e pequenos. Seu poder foi igual ou supe-
rior ao de seu concorrente em amostras grandes e/ou situações de balanceamento.
Como a nova solução possui vantagens, superando seu principal competidor em
algumas situações, sua utilização em experimentos reais deve ser recomendada.

Palavras-chave: comparação de médias, heterogeneidade de covariâncias, simu-
lação Monte Carlo, erro tipo I, poder.

*Orientador: Daniel Furtado Ferreira - UFLA
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ABSTRACT

RAMOS, Patrícia de Siqueira. Proposal and evaluation of a bayesian solution
to the multivariate Behrens-Fisher problem. 2009. 76p. Thesis (Doctor in Sta-
tistics and Agricultural Experimentation) - Federal University of Lavras, Lavras. *

One of the most common problems in applied statistics is to compare two
normal population means when the ratio of variances is unknown and not equal
to 1. That is the known Behrens-Fisher problem. There are many approaches for
the distribution to the t-statistic in the univariate circumstance under the Behrens-
Fisher problem. In the multivariate case, most solutions are based on adjusting the
degrees of freedom to obtain a better chi-squared or Hotelling’s T 2 approximati-
ons of the distribution of the test statistic. In both circumstances there are bayesian
solutions proposed by some authors. This work aimed to propose a computatio-
nal based bayesian solution to the multivariate Behrens-Fisher problem based on
the complex analytical solution of Johnson & Weerahandi (1988), to evaluate its
performance through Monte Carlo simulation computing the type I error rates and
power and to compare it with the modified Nel & Merwe test (Krishnamoorthy
& Yu, 2004), that is considered the best frequentist solution. The inferences were
made to the population difference δ of the mean vectors and a procedure for obtai-
ning a region of 100(1− α)% of credibility was outlined. It was used a conjugate
prior distribution for the population mean vector (µi) and covariance matrix (Σi)
obtaining a posterior multivariate t distribution to µi, for i = 1, 2. In general,
the bayesian test was conservative for samples of different sizes and liberal some
circumstances of equal and small sample sizes and its power was equal to or gre-
ater than that of its competitor in large samples and/or in balanced circumstances.
The new solution has competitive advantages and surpasses its main competitor,
therefore its use in real cases should be recommended.

Keywords: means comparison, covariances heteroscedastic, Monte Carlo simula-
tion, type I error rate, power.

*Guidance Committee: Daniel Furtado Ferreira - UFLA
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1 INTRODUÇÃO

Um dos problemas mais comuns na estatística aplicada é o de comparar

as médias de duas populações normais quando a razão entre suas variâncias for

desconhecida e diferente de 1 e se as populações forem normais (Scheffé, 1970).

No caso univariado, a estatística t de Student é utilizada para testar a igualdade das

médias quando as variâncias das duas populações são iguais e os dados são nor-

malmente distribuídos. Porém, a estatística t é sensível à falta de homogeneidade

das variâncias e, por isso, várias aproximações foram propostas.

Behrens (1929) foi o primeiro a apresentar uma solução no contexto de

teste de hipótese e, depois, Fisher (1935) mostrou que tal solução poderia ser jus-

tificada utilizando-se inferência fiducial. Por terem sido esses os primeiros autores

a estudarem o problema de comparar as médias de duas populações normalmente

distribuídas quando as variâncias das duas populações não são assumidas iguais,

este foi batizado de problema de Behrens-Fisher. A primeira abordagem bayesi-

ana para o problema univariado foi apresentada por Jeffreys (1940), cuja solução

é equivalente à obtida pela inferência fiducial.

O problema de Behrens-Fisher multivariado ocorre quando há necessidade

de comparar dois vetores de médias normais, sendo as covariâncias populacionais

heterogêneas e desconhecidas. No caso multivariado, há várias alternativas pro-

postas na literatura para contornar o problema de Behrens-Fisher. A maior parte

delas busca ajustar os graus de liberdade para obter uma melhor aproximação qui-

quadrado ou T 2 de Hotelling (Ferreira, 2008). Algumas dessas soluções foram

propostas por James (1954), Yao (1965), Nel & Merwe (1986), Johnson & Wee-

rahandi (1988), entre outras.

Os desempenhos de várias soluções foram avaliados, por meio de simula-
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ção Monte Carlo, por Subrahmaniam & Subrahmaniam (1973), que compararam

três métodos; por Christensen & Rencher (1997), que compararam sete dessas

soluções aproximadas e por Lix et al. (2005), que avaliaram seis procedimentos

frequentistas, sob diferentes situações, além de outros autores. De acordo com os

resultados obtidos nesses trabalhos, verifica-se que não há uma solução definitiva,

que apresente bom desempenho em qualquer situação.

Há poucas soluções bayesianas para o problema multivariado. Johnson &

Weerahandi (1988) apresentaram uma delas, não tendo sido, porém, avaliada por

simulação Monte Carlo. Alguns autores justificam o uso de métodos computaci-

onais frequentistas para avaliar o desempenho de testes bayesianos e os utilizam

em diferentes contextos. Dentre eles, destacam-se Gopalan & Berry (1998), em

comparações múltiplas; Ghosh & Kim (2001), no problema de Behrens-Fisher

univariado; Agresti & Min (2005), em tabelas de contingência e Biase (2009), em

comparações múltiplas de proporções binomiais.

Além de o desempenho do teste bayesiano proposto por Johnson & Wee-

rahandi (1988) não ter sido avaliado, a solução obtida é complexa, requerendo a

obtenção numérica da inversa da função de distribuição a posteriori de uma forma

quadrática que envolve as diferenças de médias paramétricasµ1 −µ2 e as diferen-

ças observadas experimentalmente Ȳ 1 − Ȳ 2. Essa forma quadrática tem função

de distribuição expressa como uma série infinita que combina uma função peso

aplicada ao valor esperado de uma variável beta com a função de distribuição F .

Acredita-se que o grau de dificuldade envolvido nessa solução seja muito grande,

e, consequentemente, nenhuma referência sobre tal artigo tenha sido encontrada

em trabalhos aplicados na literatura científica.

Assim, este trabalho foi realizado com o objetivo de propor uma solução

bayesiana computacional para o problema de Behrens-Fisher multivariado base-
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ada na complexa proposta analítica apresentada por Johnson & Weerahandi (1988).

Além disso, pretende-se avaliar o desempenho do procedimento proposto por meio

de simulação Monte Carlo, avaliando-se as taxas de erro tipo I e poder, sob dife-

rentes graus de heterogeneidade das covariâncias das duas populações normais

multivariadas, considerando várias combinações de tamanhos amostrais e diferen-

ças em erros padrões entre os vetores de médias para distintos valores nominais

de significância. Objetivou-se também comparar o desempenho da nova proposta

com o teste de Nel & Merwe modificado, considerada a melhor solução frequen-

tista, de acordo com Krishnamoorthy & Yu (2004) que o propuseram e o avaliaram.

Um exemplo real foi utilizado para ilustrar a aplicação do novo método.

3



2 REFERENCIAL TEÓRICO

2.1 O problema de Behrens-Fisher

Um problema muito comum na estatística experimental é o de comparar

as médias de duas populações normais quando a razão entre suas variâncias for

desconhecida e diferente de 1 e se as populações forem normais (Scheffé, 1970).

Behrens (1929) foi o primeiro a apresentar uma solução no contexto de teste de

hipótese, H0 : µ1 = µ2 × H1 : µ1 6= µ2 e, depois, Fisher (1935) mostrou que tal

solução poderia ser justificada utilizando inferência fiducial.

Scheffé (1943) apresentou a primeira solução frequentista para o problema

univariado. Um procedimento comum na prática é testar a igualdade de variâncias

e aplicar o teste t de Student usual se as variâncias forem consideradas iguais

ou, caso contrário, aplicar um teste aproximado da estatística t, tais como a es-

tatística t de Welch (1947) ou o teste t com graus de liberdade aproximados de

Sattherthwaite (1946). Entretanto, o procedimento de Welch não é robusto à mai-

oria das distribuições não-normais (Reed, 2003).

Kim & Cohen (1998) apresentam algumas soluções frequentistas para o

problema, tendo algumas delas sido avaliadas em relação às taxas de erro tipo I

e poder. De acordo com o autor, as soluções mais importantes, do ponto de vista

frequentista, são as de Welch (1947), Aspin (1948, 1949) e Tsui & Weerahandi

(1989), das quais a última leva à mesma conclusão obtida pelas teorias fiducial e

bayesiana. Reed (2003) desenvolveu um programa para as estatísticas sugeridas

por três outros trabalhos que lida com os casos de violações às suposições.

Há também soluções não-paramétricas propostas. Geralmente, tais méto-

dos buscam avaliar a informação nos dados, substituindo valores esperados com

postos ou usando permutações dos dados, sendo alguns trabalhos citados por Leh-
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mann (1975) e Munzel (1999).

Mais referências sobre soluções para o problema de Behrens-Fisher univa-

riado podem ser encontradas em Duong & Shorrock (1996), Ghosh & Kim (2001)

e Reed (2003).

2.2 O problema de Behrens-Fisher multivariado

No caso multivariado, para se testar a hipótese nula de igualdade dos veto-

res de médias de duas populações normais dada por

H0 : µ1 = µ2 = µ,

não se pode construir um teste exato baseado na distribuição T 2 de Hotelling, ex-

tensão multivariada da distribuição t univariada. O teste T 2 baseia-se nas suposi-

ções de igualdade das matrizes de covariâncias e de normalidade das observações.

É uma distribuição útil para a realização de testes de hipóteses envolvendo médias

e diferenças de médias de populações normais multivariadas (Ferreira, 2008). No

problema de Behrens-Fisher multivariado, como há heterogeneidade das matrizes

de covariâncias, ou seja, Σ1 6= Σ2, o teste T 2 se torna viesado, especialmente

se os tamanhos das amostras forem diferentes (Lix et al., 2005). Por essa razão,

várias soluções aproximadas foram propostas, como as de Bennett (1951), James

(1954), Yao (1965) e Kim (1992), entre outras, em que há um ajuste que permite a

aproximação da estatística T 2 de Hotelling ou qui-quadrado e seus graus de liber-

dade. Porém, as desvantagens desses métodos são sua complexidade e dificuldade

de uso prático.

Há poucos trabalhos que propõem uma abordagem bayesiana para o pro-

blema multivariado, sendo um deles o de Johnson & Weerahandi (1988). Entre-
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tanto, este envolve aproximação numérica e cálculos complexos. Outra solução

bayesiana foi proposta por Buckley (2004), baseada em simulação Monte Carlo

via cadeias de Markov. Nas seções seguintes, algumas dessas soluções serão ex-

plicitadas.

2.3 Soluções não-bayesianas para o problema multivariado

Um dos métodos não-paramétricos para o caso multivariado foi proposto

por Brunner et al. (2002). Foram consideradas duas amostras independentes e

com distribuições marginais assumidas não iguais. O modelo adotado abrangia o

caso de observações empatadas e as matrizes de covariâncias foram consideradas

desconhecidas. Para se testar a hipótese de efeitos iguais, os autores consideraram

versões da estatística de Wald e do tipo da análise da variância, sugerida por Brun-

ner et al. (1997) para modelos não-paramétricos univariados. Pelos resultados das

simulações, os autores concluíram que a estatística do tipo da análise da variância

controlou as taxas de erro tipo I, mesmo para amostras pequenas, enquanto a outra

estatística tendeu a ser liberal. As duas versões foram praticamente idênticas em

relação ao poder.

No caso paramétrico, geralmente, têm-se extensões do caso univariado.

Bennett (1951) generalizou o procedimento univariado de Scheffé (1943), defi-

nindo um vetor envolvendo as observações multivariadas das duas populações e

os tamanhos amostrais n1 e n2. Para se testar a hipótese H0 : µ1 − µ2 = δ0,

uma estatística T 2 foi proposta. Sob H0, a estatística segue a distribuição T 2 de

Hotelling, com dimensão p e ν = n1 − 1 graus de liberdade.

A solução proposta por James (1954) usa uma expansão assintótica de pri-

meira ordem de formas quadráticas, permitindo utilizar uma aproximação para a

distribuição da estatística
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T ∗2 = (Ȳ 1 − Ȳ 2)>S−1
e (Ȳ 1 − Ȳ 2), (2.1)

como uma soma de qui-quadrados, em que Se = S1/n1 + S2/n2. A estatística

T ∗2 apresenta valor crítico χ2
α,p(A+Bχ2

α,p), em que

A = 1 +
1
2p

2∑
i=1

1
ni − 1

[
tr

(
S−1
e Si
ni

)]2

,

B =
1

2p(p+ 2)

{
2∑
i=1

1
ni − 1

2tr

[(
S−1
e Si
ni

)2
]

+
[
tr

(
S−1
e Si
ni

)]2
}
,

e χ2
α,p é o quantil superior 100α% da distribuição qui-quadrado com p graus de

liberdade. James (1954) ainda propôs um teste de segunda ordem, porém, de maior

complexidade computacional.

Yao (1965) propôs uma extensão multivariada da distribuição t de Student.

Os graus de liberdade (ν) do teste são estimados por uma expressão que envolve

os tamanhos amostrais, as matrizes de covariâncias e a estatística (2.1). Sob a

hipótese nula H0 : µ1 − µ2 = δ0, a estatística T ∗2 possui distribuição T 2 de

Hotelling com ν graus de liberdade e dimensão p. Rejeita-se H0 se T ∗2 > T 2
α,p,ν ,

sendo T 2
α,p,ν o quantil superior 100α% da distribuição T 2 de Hotelling.

O teste de Johansen (1980) é outra solução que utiliza ajustes nos graus de

liberdade. O valor crítico aproximado para o teste de H0 : µ1−µ2 = δ0 é Fα,p,ν ,

quantil superior 100α% da distribuição F com p e ν graus de liberdade.

A sugestão de Nel & Merwe (1986) também utiliza a mesma estatística uti-

lizada por James (1954), aproximadamente distribuída como uma T 2 de Hotelling

com dimensão p e ν graus de liberdade, em que
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ν =
tr[(Se)

2] + [tr(Se)]
2

2∑
i=1

1
ni−1

{
tr

[(
Si
ni

)2
]

+
[
tr
(

Si
ni

)]2
} . (2.2)

Rejeita-se a hipótese nula quando T ∗2 > νpFα,p,ν+1−p/(ν − 1 + p).

A estatística de Hwang & Paulson (1986) é parecida com a razão F e seus

autores fornecem tabelas com os valores críticos de sua estatística. Esta solução e

a de Nel & Merwe (1986) não são invariantes a transformações não-singulares dos

dados.

Kim (1992) apresentou uma extensão dos graus de liberdade univariado de

Welch (1947) em que, primeiramente, deve-se resolver um sistema de equações

homogêneas envolvendo autovalores e autovetores, o que equivale à maximização

de formas quadráticas. A estatística do teste é calculada por uma expressão que é

função de uma transformação linear e de outras quantidades calculadas e que, sob

a hipótese nula, possui distribuição F aproximada.

Krishnamoorthy & Yu (2004) propuseram uma modificação do teste de Nel

& Merwe (1986) para obter um teste invariante a transformações não-singulares.

O ajuste nos graus de liberdade é dado por

ν =
p+ p2

2∑
i=1

1
ni−1

{
tr

[(
SiS

−1
e

ni

)2
]

+
[
tr
(

SiS
−1
e

ni

)]2
} . (2.3)

A rejeição da hipótese nula se dá como no teste de Nel & Merwe (1986).

Em ambos os casos, os graus de liberdade são os mesmos para p = 1. Assim, no

caso univariado, os testes são equivalentes e reduzem-se à solução da aproximação

dos graus de liberdade de Welch (1947), o que também ocorre com a aproximação
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de Yao (1965).

2.4 Inferência bayesiana

Metodologias utilizando a teoria bayesiana têm avançado muito nas últi-

mas décadas. Um dos primeiros livros a tratarem de métodos bayesianos aplicados

foi o de Box & Tiao (1992), cuja primeira edição é de 1973, que aborda a inferên-

cia baseando-se na distribuição normal.

Segundo Gelman et al. (2003), a inferência bayesiana busca tirar conclu-

sões sobre quantidades não observáveis a partir de dados numéricos. Conclusões

estatísticas bayesianas sobre um parâmetro θ, ou dados não observáveis ỹ, são ob-

tidas em termos de afirmações probabilísticas. Essas afirmações são condicionadas

ao valor observado de y e sua notação é p(θ|y) ou p(ỹ|y). Esse condicionamento

em dados observados diferencia a inferência bayesiana da frequentista que, por

sua vez é baseada em uma avaliação retrospectiva do procedimento para estimar θ,

ou ỹ, dentro da distribuição dos possíveis valores de y condicionados ao valor real

desconhecido de θ.

Métodos frequentistas e bayesianos diferem quanto à natureza da proba-

bilidade, parâmetros e inferências. Segundo a teoria frequentista, apenas eventos

repetíveis têm probabilidades. Sob a abordagem bayesiana, a probabilidade des-

creve a incerteza devido à variabilidade aleatória ou ao pouco conhecimento sobre

a situação. Essa diferença na noção de probabilidade implica na noção de pa-

râmetros. Frequentistas não fazem afirmações probabilísticas sobre parâmetros,

por não os considerarem aleatórios, mas fixos. Já a perspectiva bayesiana permite

formulá-las simplesmente porque parâmetros são desconhecidos. Outra diferença

se encontra nas inferências. A interpretação frequentista é realizada em termos de

amostragem repetida e a bayesiana é feita em termos de evidência provida pelos
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dados observados (O’Hagan & Luce, 2003).

2.4.1 Teorema de Bayes

Os dados têm a função de aumentar o conhecimento e, por isso, atualizar

o que pode ser dito sobre os parâmetros e hipóteses de interesse. Informação a

priori, ou seja, o que se tem conhecimento antes da coleta dos dados, pode ser

expressa na forma de uma distribuição a priori dos parâmetros desconhecidos do

modelo estatístico. Essa informação, unida à informação proveniente dos dados,

produz a distribuição a posteriori que expressa o que se sabe sobre os parâmetros

após a observação dos dados. O teorema de Bayes é o mecanismo responsável

por essa junção. Sob a abordagem bayesiana, qualquer inferência é derivada da

distribuição a posteriori (O’Hagan & Luce, 2003).

Para produzir afirmações probabilísticas sobre θ dado y (os dados), as-

sume-se um modelo da distribuição de probabilidade conjunta de θ e y. Essa

densidade pode ser escrita como o produto de duas densidades, referidas como

distribuição a priori p(θ) e a distribuição amostral p(y|θ) (Gelman et al., 2003):

p(θ,y) = p(θ)p(y|θ).

Condicionar o valor conhecido y, usando a propriedade básica da probabi-

lidade condicional, conhecida como regra de Bayes, leva à densidade a posteriori

(Gelman et al., 2003):

p(θ|y) =
p(θ,y)
p(y)

=
p(θ)p(y|θ)
p(y)

, (2.4)
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em que p(y) =
∫
p(θ)p(y|θ)dθ, se θ for contínuo. Uma forma equivalente a

(2.4) omite o denominador, que não depende de θ e pode ser considerado como

constante, para y fixo. Assim,

p(θ|y) ∝ p(θ)p(y|θ). (2.5)

Utilizar a regra de Bayes com um modelo de probabilidade escolhido sig-

nifica que os dados y afetam a inferência a posteriori (2.5) apenas pela função

p(y|θ), a função de verossimilhança (Gelman et al., 2003). A função de verossi-

milhança p(y|θ) é aquela por meio da qual os dados modificam o conhecimento a

priori sobre θ, ou seja, representa a informação sobre θ advinda dos dados (Box &

Tiao, 1992).

2.4.2 Distribuições a priori

De acordo com O’Hagan & Luce (2003), a informação a priori representa,

ao mesmo tempo, os pontos forte e fraco da abordagem bayesiana. A maior parte

das críticas à análise bayesiana vem da subjetividade da informação a priori, o que

torna a distribuição a posteriori e todas as inferências baseadas nela subjetivas. O

ponto forte é permitir que mais informação seja incluída na análise para produzir

inferências mais poderosas. Porém, a escolha de uma distribuição a priori inade-

quada pode levar a resultados ruins.

A utilização da informação a priori na inferência bayesiana requer a espe-

cificação de uma distribuição para a quantidade de interesse θ. Essa distribuição

deve representar probabilisticamente o conhecimento que se tem sobre θ, antes da

obtenção dos dados (Ehlers, 2007).

O teorema de Bayes atribui pesos à informação a priori e aos dados para
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obter a distribuição a posteriori. Se a informação a priori é vaga, ela terá pouco

peso ao se unir aos dados e a distribuição a posteriori será baseada inteiramente

nos dados por meio de sua função de verossimilhança. À medida que mais dados

são adquiridos, o teorema de Bayes atribui a eles mais peso. Essa característica

reflete o processo da ciência, em que o acúmulo de evidência objetiva é o processo

segundo o qual diferenças de opinião são resolvidas (O’Hagan & Luce, 2003).

Os parâmetros da distribuição a priori são denominados hiperparâmetros.

Quando a distribuição a posteriori segue a mesma forma paramétrica da distribui-

ção a priori, esta é chamada de “conjugada”. A família conjugada é matemati-

camente conveniente porque, dessa forma, a distribuição a posteriori segue uma

forma paramétrica conhecida (Gelman et al., 2003). Se F é uma classe de dis-

tribuições amostrais p(y|θ) e P é uma classe de distribuições a posteriori para θ,

então, a classe P é conjugada de F se

p(θ|y) ∈ P para todo p(·|θ) ∈ F e p(·) ∈ P.

O interesse está em tomar P como o conjunto de todas as densidades que

apresentam a mesma forma funcional da verossimilhança. Porém, para modelos

mais complexos, em que não é possível utilizar distribuições a priori conjugadas,

devem ser utilizadas distribuições a priori não-conjugadas.

Quando há completa “ignorância” em relação a θ, a proposta de Laplace,

princípio da razão insuficiente ou critério de Bayes-Laplace, consiste em atribuir

igual probabilidade aos valores de θ, com uma distribuição a priori uniforme, po-

rém, sua utilização está sujeita a críticas, por não satisfazer ao axioma de probabi-

lidade total unitária (Paulino et al., 2003). Uma propriedade básica de uma função

densidade de probabilidade f(y) é que ela integre ou que a soma sobre seus va-

lores possíveis seja 1. Porém, se f(y) = k é uniforme no intervalo (−∞;∞),
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k > 0, f(y) não será uma densidade própria, já que a integral

∫ ∞
−∞

f(y)dy = k

∫ ∞
−∞

dy

é imprópria, não importando quanto k seja pequeno. Distribuições desse tipo são

denominadas impróprias (Box & Tiao, 1992).

Quando não há informação a priori disponível ou quando há pouco conhe-

cimento em relação à informação amostral, utilizam-se distribuições a priori não-

informativas (vagas, difusas), no caso de informação a priori insuficiente que torne

difícil a obtenção de uma distribuição considerada adequada. Essas distribuições

também são tidas como uma forma de deduzir as crenças a posteriori para quem

parte de um grau de conhecimento escasso e permitir a comparação com resulta-

dos da inferência frequentista que apenas utiliza a informação amostral (Paulino et

al., 2003).

Jeffreys (1961) propôs uma classe de distribuições a priori não-informa-

tivas que é invariante a transformações um a um. O método se baseia no uso da

medida de informação de Fisher sobre θ ∈ R (Paulino et al., 2003).

Há críticas quanto ao uso de distribuições a priori não-informativas, mas

não se pode negar seu apelo prático. Ghosh & Kim (2001) ressaltam que a cres-

cente aceitação de técnicas bayesianas, tanto em áreas teóricas quanto práticas,

pode ser atribuída ao fato de que, até mesmo com pouca ou vaga informação a

priori, essas técnicas podem ser utilizadas com sucesso, por meio da adoção de

distribuições a priori não-informativas.
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2.4.3 Distribuições a posteriori

A distribuição a posteriori p(θ|y) é o elemento fundamental que serve de

base ao desenvolvimento de toda a inferência bayesiana (Paulino et al., 2003). A

distribuição p(θ|y) contém toda a informação atual sobre o parâmetro θ. Para se

resumir essa informação, podem ser utilizados gráficos, medidas de posição, como

média, mediana e moda da distribuição, e medidas de variabilidade, como desvio

padrão e quantis (Gelman et al., 2003).

Em contraste com a inferência frequentista, cujas questões são formuladas

em termos de testes de significância, intervalos de confiança e estimadores não-

viesados, a inferência bayesiana pode usar a distribuição a posteriori de forma

flexível para fornecer respostas relevantes e diretas aos mais variados tipos de

questões (O’Hagan & Luce, 2003).

Métodos de Monte Carlo simples e via função de importância (Paulino et

al., 2003) e métodos de reamostragem (Smith & Gelfand, 1992), como o da rejei-

ção, são métodos de simulação em que se obtém uma amostra da distribuição a

posteriori em um único passo. Os valores são gerados de forma independente e

não há preocupação com a convergência do algoritmo, bastando que o tamanho da

amostra seja suficientemente grande. Dessa forma, esses métodos são chamados

não-iterativos. Porém, em muitas situações, pode ser difícil encontrar uma densi-

dade de importância que seja uma boa aproximação da distribuição a posteriori e

que seja fácil de ser amostrada. Os métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov

(MCMC) são alternativas em problemas complexos (Ehlers, 2007).

Simulação por cadeias de Markov é utilizada quando não é possível (ou

ineficiente) amostrar θ diretamente de p(θ|y). Assim, amostra-se iterativamente de

forma que, a cada passo do processo, espera-se amostrar de uma distribuição mais

próxima de p(θ|y) (Gelman et al., 2003). Os métodos MCMC correspondem à
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associação de algoritmos para simulação de distribuições com o método de Monte

Carlo para a aproximação de integrais. O objetivo dos métodos iterativos e não-

iterativos é obter uma amostra da distribuição a posteriori e calcular estimativas

amostrais de características dessa distribuição (Ehlers, 2007).

O amostrador de Gibbs (Gelfand & Smith, 1990), caso particular dos méto-

dos MCMC, é definido em termos de subvetores de θ. Sejam k subvetores (θ1, θ2,

. . ., θk)′ e que as distribuições condicionais de cada parâmetro θi, dados os outros,

sejam conhecidas. Essas distribuições são denominadas condicionais completas e

denotadas por f1(θ1|θ2, . . . ,θk,y), . . ., fk(θk|θ1, . . . ,θk−1,y). Após a conclusão

das iterações, a amostra de valores obtidos forma uma amostra aleatória de valores

de θ, utilizada para se aproximar as distribuições marginais a posteriori e, assim,

realizar inferências (Gelman et al., 2003). Se as condicionais completas não forem

conhecidas, deve-se utilizar o algoritmo de Metropolis-Hastings (Metropolis et al.,

1953; Hastings, 1970).

2.5 Soluções bayesianas para o problema de Behrens-Fisher

A primeira solução bayesiana para o problema de Behrens-Fisher univari-

ado, dada por Jeffreys (1940), mostra que um cálculo bayesiano baseado na distri-

buição a priori π(µ1, µ2, σ1, σ2) ∝ (σ1σ2)−1 leva a um intervalo de credibilidade

para µ1−µ2, que é algebricamente equivalente ao intervalo fiducial de Fisher, em-

bora com outra interpretação. Por essa razão, Ghosh & Kim (2001) a denominam

distribuição a priori independente de Jeffreys, diferente da regra geral de Jeffreys,

que é a raiz quadrada positiva do determinante da matriz de informação de Fisher

que, no exemplo, seria proporcional a (σ1σ2)−2. Esses autores estudaram o pro-

blema de Behrens-Fisher do ponto de vista da teoria bayesiana, propondo uma

distribuição a priori alternativa à de Jeffreys (1940). Pelos resultados das simu-
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lações, a utilização dessa distribuição alternativa apresentou desempenho superior

por levar a valores mais precisos da probabilidade de cobertura nominal, que é um

critério frequentista.

Duong & Shorrok (1996) apresentaram um procedimento bayesiano para

o problema de comparar duas médias normais por meio de uma generalização de

uma distribuição beta de dois para três parâmetros. Uma abordagem bayesiana

empírica foi utilizada para estimar o novo parâmetro da distribuição a priori, re-

lacionado à razão das variâncias. O método provê uma maneira operacional de

avaliar a plausibilidade de vários valores do novo parâmetro, utilizando os dados.

Além de ser um método simples de se implementar, pode ser estendido para a

comparação de muitas médias.

Moreno et al. (1999) propõem uma análise padrão completa bayesiana

para o problema de Behrens-Fisher, convertendo distribuições a priori impróprias

convencionais, uniformes para os parâmetros de posição e o log dos parâmetros de

escala, em distribuições a priori para as quais o fator de Bayes seja bem definido.

Uma solução bayesiana para o problema de Behrens-Fisher multivariado

foi apresentada por Johnson & Weerahandi (1988). O objetivo do procedimento

foi obter regiões de credibilidade elipsoidais a posteriori para a diferença entre

duas médias normais multivariadas. As distribuições a priori propostas eram não-

informativas ou conjugadas. Para o primeiro caso, a distribuição foi

π(µ1,Σ1,µ2,Σ2) = (|Σ1||Σ2|)−1/2, i = 1, 2,

em queµi ∈ Rp e Σi > 0, eµ1 eµ2 eram independentes. A diferençaµi−ȳi tem

distribuição Tp(V i/(ni − p)ni,ni − p), i = 1, 2, em que Tp(A,ν) é a distribuição

t multivariada p-dimensional com parâmetrosA e ν.
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No segundo caso, utilizaram-se distribuições a priori conjugadas. Con-

siderou-se que µi|Σi é distribuída como Np(ai,Σi/qi) e Σi é distribuída como

W−1
p (Ri,ri), i = 1 ,2, em que W−1

p (A,ν) é a distribuição Wishart invertida com

parâmetrosA e ν. Assim, a distribuição conjunta deµ1 eµ2 é definida da seguinte

forma: µ1 e µ2 são independentes e µi− ẏi é distribuída como Tp(U i/(ni + ri−

2p),ni + ri − 2p), i = 1, 2, em que ẏi = (niȳi + qiai)/(ni + qi) e

U i =
[

1
(ni + qi)

] [
W i +Ri +

niqi
(ni + qi)

(ai − ȳi)(ai − ȳi)>
]
, i = 1, 2.

Para ambas as distribuições a priori, a inferência é realizada sobre δ =

µ1 − µ2 e, para isso, é preciso calcular as probabilidades baseadas na convolução

de duas distribuições t multivariadas. Para a inferência, os autores consideraram a

forma quadrática dada por

Q = (δ − d)>V −1(δ − d)

centrada na média a posteriori d = Ȳ1 − Ȳ2 de δ. A matriz positiva definida

conhecida V pode ser escolhida para facilitar os cálculos das probabilidades deQ.

A função de distribuição acumulada de Q é uma combinação de distribuições F

centrais, Fr,s, com r e s graus de liberdade, dada por

FQ(q) =
∞∑
j=0

E(ωj)Fp+2j,n

[
nq

θ(p+ 2j)

]
,

em que θ é uma constante arbitrária a ser escolhida de forma a obter convergência

rápida do somatório, a esperança é tomada em relação à variável aleatória beta B,
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distribuída como Be[(n1 − p)/2,(n2 − p)/2], e n = n1 + n2 − 2p. A quantidade

ωj(j = 1,2, . . .) é definida, em termos de θ e λj(B), pela relação de recursão

ωr =
1
2r

r−1∑
j=0

Hr−jωj ,

em que w0 =
∏p
j=1(θ/λj)1/2, Hr =

p∑
j=1

(1− θ/λj)r(r = 1,2, . . .) e λj = λj(B),

j = 1, . . . ,p são os autovalores ordenados λ1(B) ≤ . . . ≤ λp(B) da seguinte

matriz:

1
n1B

V −1/2V 1V
−1/2 +

1
n2(1−B)

V −1/2V 2V
−1/2.

Após obtida a distribuição de Q (FQ(q)) e seus quantis, a hipótese H0 :

δ = δ0 = [δ01,δ02]> deve ser rejeitada se a elipsoide obtida não contiver o valor

hipotético δ0. O desempenho dessa solução não foi avaliado por simulação.

Buckley (2004) propõe outra solução bayesiana para o problema de Beh-

rens-Fisher univariado aplicada na área de ciência política, em que o autor apre-

senta um modelo que permite a estimação bayesiana da diferença δ = µ1 − µ2

entre médias populacionais. A distribuição a posteriori dessa diferença, cha-

mada de distribuição Behrens-Fisher, é obtida utilizando-se distribuições a pri-

ori não-informativas para as médias e para o log das variâncias das duas popula-

ções. Interpretações podem ser feitas plotando-se a distribuição a posteriori ou

obtendo-se vários highest posterior density (HPDs) ou regiões de valores que con-

tém 100(1 − α)% da probabilidade a posteriori, para diferentes porcentagens ou

proporções da densidade a posteriori. O modelo é estendido para considerar va-
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riáveis não-normais, distribuições a priori informativas e um teste multivariado

baseado em simulação Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC). Para imple-

mentar o teste multivariado, o autor considerou distribuições a priori conjugadas

para os vetores de médias e para as matrizes de covariâncias das duas populações.

As médias tinham distribuições a priori normais independentes com média 0 e

uma precisão baixa (inverso da variância) e as matrizes de precisão eram indepen-

dentemente distribuídas como Wishart. A distribuição a posteriori da diferença

entre os vetores de médias foi, então, obtida. No lugar de obter probabilidades a

posteriori exatas usando seu modelo ou obter aproximações, o autor utilizou simu-

lação MCMC para estimar as densidades marginais a posteriori. Infelizmente, as

deficiências do trabalho de Buckley (2004) são que detalhes das distribuições e da

implementação não são apresentados no artigo original e não foi realizada simu-

lação Monte Carlo para avaliar sua solução, apenas exemplos de aplicação foram

utilizados para ilustrar o método.

A solução proposta por Buckley (2004) foi uma tentativa de contornar a

complexidade da solução de Johnson & Weerahandi (1988) e fornecer uma alter-

nativa mais simples, embora detalhes de sua solução não sejam apresentados pelo

autor. Assim, observa-se uma carência na literatura científica por uma solução

bayesiana simples para o problema multivariado.

2.6 Formas quadráticas

Pode-se definir uma forma quadrática a partir de uma matriz simétrica

A(n× n) por (Ferreira, 2008):

Q(y) = y>Ay =
n∑
i=1

aiiy
2
i + 2

n−1∑
i=1

n∑
k=i+1

aikyiyk (2.6)
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em que y 6= 0 é um vetor definido em Rn.

A expressão (2.6) é denominada forma quadrática por apresentar apenas

termos quadráticos ou duplos produtos dos elementos do vetor y. Como os ele-

mentos de A são conhecidos, Q(y) representa uma função do vetor y. As propri-

edades das formas quadráticas são importantes para distâncias entre dois vetores,

pois espera-se que estas sejam sempre positivas ou nulas (Ferreira, 2008).

A classificação das formas quadráticas pode ser feita de acordo com os

resultados que produzem para uma matrizA. A matrizA simétrica pode ser clas-

sificada de acordo com a forma quadrática Q(y). Tem-se a seguinte regra de

classificação das formas quadráticas (∀y 6= 0):

Q(y)



> 0 positiva definida

> 0 positiva semidefinida

< 0 negativa definida

6 0 negativa semidefinida

(2.7)

A matriz A correspondente a cada caso de (2.7) recebe a mesma classifi-

cação da forma quadrática (Ferreira, 2008).

2.7 Distribuições multivariadas

A família de distribuições elípticas simétricas, com propriedades similares

à normal multivariada, tem sido considerada para avaliar a sensibilidade de um

teste ou de um processo de estimação por região aos desvios de normalidade de

dados multivariados (Ferreira, 2008).

Seja um vetor aleatório Y = [Y1,Y2, . . . ,Yp]> ∈ Rp com média µ =

[µ1,µ2, . . . ,µp]> ∈ Rp e matriz de covariâncias que é função da matriz simétrica e
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positiva definida Σ(p×p), as distribuições elípticas simétricas podem ser definidas

como funções da forma quadrática (y − µ)>Σ−1(y − µ) da seguinte maneira:

fY (y) = |Σ|−1/2g[(y − µ)>Σ−1(y − µ)],

em que g é uma função definida em [0,∞) que satisfaz à condição
∫

Rp g(z>z)

dz = 1 para todo z ∈ Rp.

Teorema 1 (Transformações lineares nas distribuições elípticas). Se Y = [Y1,

Y2, . . ., Yp]> ∈ Rp é um vetor aleatório com distribuição elíptica simétrica com

parâmetros dados pelo vetor de médias µ = [µ1,µ2, · · · ,µp]> ∈ Rp e matriz

simétrica e positiva Σ(p × p), então, Z = Σ−1/2(Y − µ) possui distribuição

elíptica simétrica com parâmetros µ = 0 e I ou, mais precisamente, esférica

simétrica, em que Σ−1/2 é a inversa da matriz raiz quadrada de Σ, tal que Σ =

Σ1/2Σ1/2.

Um exemplo da família de distribuições elípticas simétricas é o caso da

distribuição normal multivariada. Se a distribuição elíptica for representada por

Ep(µ,Σ,g), em que a função g pode ser omitida ou não, a distribuição Np(µ,Σ)

é dada por

fY (y) = (2π)−p/2|Σ|−1/2exp
{
−1

2
(y − µ)>Σ−1(y − µ)

}

para y ∈ Rp e g(z) = (2π)−p/2exp{−z/2}, z ≥ 0.

Outra distribuição muito importante é a t de Student multivariada com ν

graus de liberdade. A função de densidade do vetor aleatórioY = [Y1, Y2, . . ., Yp]>

∈ Rp com parâmetros dados pelo vetor de médias µ = [µ1, µ2, . . . , µp]> ∈ Rp e
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matriz simétrica e positiva definida Σ (p× p) é (Giri, 2004) :

fY (y) =
Γ(ν+p

2 )
(πν)1/(2p)Γ(ν)|Σ|1/2

[
1 +

1
ν

(y − µ)>Σ−1(y − µ)
]− ν+p

2

.

em que g é dada por g(z) = Γ( ν+p
2

)

(πν)1/(2p)Γ(ν)

(
1 + z

ν

)− ν+p
2 . A variável aleatória Y

tem média µ e matriz de covariâncias νΣ/(ν − 2), no caso de ν > 2.

Efetuando-se a transformaçãoX = Σ−1/2(Y − µ), obtém-se a distribui-

ção t multivariada esférica simétrica, cuja densidade é dada por

fX(x) =
Γ(ν+p

2 )
(πν)1/(2p)Γ(ν)

[
1 +

1
ν

(x>x)
]− ν+p

2

A variável aleatória X terá vetor de médias nulo, matriz de covariâncias

νI/(ν − 2)(ν > 2) e sua função densidade terá contornos de densidades constan-

tes, esféricos (Giri, 2004).

A distribuição Wishart é a análoga multivariada da distribuição χ2 e pos-

sui usos similares. Uma variável aleatória χ2 é definida como a soma de variá-

veis aleatórias univariadas normais padrão ao quadrado (Rencher, 2002). Segundo

Ferreira (2008), a distribuição Wishart é utilizada para modelar a distribuição de

uma variável aleatória matricial W de somas de quadrados e produtos originada

de uma população normal multivariada. A distribuição Wishart invertida aparece

muitas vezes na inferência multivariada. Seja W uma matriz aleatória tal que W

∼Wp(ν,Σ), então a distribuição de S = W−1 é a Wishart invertida W−1
p (ν,Σ).
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2.8 Tipos de erro e poder

Ao realizar qualquer inferência, é preciso ter em mente que há um risco de

tomar decisões incorretas que deverá ser considerado. Os erros podem ser classi-

ficados de três formas (Machado et al., 2005; Mood et al., 1974):

• Erro Tipo I: erro cometido ao se rejeitar a hipótese nula verdadeira, quando

deveria ser aceita. É diretamente controlável pelo pesquisador. A probabili-

dade de se cometer esse erro é dada por: P [Erro Tipo I] = P [rejeitar H0|H0

verdadeira] = α;

• Erro Tipo II: erro cometido ao não se rejeitar a hipótese nula falsa. Não é

controlável diretamente pelo pesquisador. A probabilidade de se cometer

esse erro é dada por: P [Erro Tipo II] = P [não rejeitar H0|H0 falsa] = β;

• Erro Tipo III: erro cometido ao se declarar uma média maior do que a outra

quando, na verdade, ocorre o contrário (Carmer & Swanson, 1973). A pro-

babilidade de se incorrer nesse tipo de erro é: P [Erro Tipo III] = P [rejeitar

H0|H0 falsa, mas a favor de H1 errada]

O poder do teste é a probabilidade de se rejeitar H0, sendo H0 falsa e é

dado por 1−β. O poder corresponde à capacidade do teste de detectar diferenças.

2.9 Simulação Monte Carlo

A simulação é um processo que tenta reproduzir o comportamento de um

sistema real, em geral por meio de programas de computadores, para estudar seu

funcionamento sob condições alternativas. O método de Monte Carlo é uma téc-

nica que consiste na simulação de dados por meio da geração de números pseu-

doaleatórios, usando algum algoritmo em alguma linguagem de programação, de

acordo com determinada distribuição de probabilidade. O objetivo é estudar o
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comportamento de diferentes técnicas estatísticas que poderiam ser empregadas

num problema específico (Dachs, 1988).

Segundo Gentle (2003), o centro da simulação Monte Carlo é a geração

desses números pseudoaleatórios. Milhões de números podem ser gerados, mas

o tempo requerido para fazê-lo representa apenas uma fração do tempo total de

computação. A simulação Monte Carlo é a utilização de experimentos com núme-

ros aleatórios para avaliar expressões matemáticas. As unidades experimentais são

os números aleatórios e as expressões podem ser integrais definidas, sistemas de

equações ou modelos matemáticos complexos. O emprego de simulações é essen-

cial para a avaliação de desempenho dos métodos devido às complexas operações

matriciais envolvidas, dificultando o julgamento analítico comparativo desses mé-

todos. O método de simulação Monte Carlo é muito utilizado para se determinar

propriedades de estimadores ou para se comparar métodos e testes estatísticos.

2.9.1 Avaliação de soluções por meio de simulação

Muitos trabalhos compararam os desempenhos de diferentes soluções fre-

quentistas para o problema de Behrens-Fisher multivariado por meio de simulação

Monte Carlo e avaliaram as taxas de erro tipo I e poder dos procedimentos. Alguns

desses trabalhos são apresentados a seguir.

Yao (1965) estudou uma extensão da solução de graus de liberdade apro-

ximados de Welch e a comparou com a solução de James (1954), concluindo que

a solução proposta é mais conservativa do que a de James.

Subrahmaniam & Subrahmaniam (1973) compararam os desempenhos de

três métodos: os de Yao (1965), James (1954) e Bennett (1951). Os autores ob-

servaram que o procedimento de James tem o maior poder, mas é muito inferior

em relação às taxas de erro tipo I e piora com o aumento da dimensão p, especial-
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mente quando a amostra de menor tamanho está associada à maior covariância. A

solução de Bennett é exata, mas tem baixo poder, especialmente para tamanhos de

amostras muito diferentes.

Segundo Christensen & Rencher (1997), que compararam as soluções de

Bennett (1951), James (1954), Yao (1965), Johansen (1980), Nel & Merwe (1986),

Hwang & Paulson (1986) e Kim (1992), os procedimentos de James, Yao e Johan-

sen apresentaram taxas de erro tipo I mais elevadas. Dentre os procedimentos que

apresentaram taxas de erro tipo I menores, as soluções de Kim e Nel & Merwe

apresentaram maior poder, sendo, por isso, recomendadas pelos autores.

Além de terem proposto a modificação do teste de Nel & Merwe (1986),

Krishnamoorthy & Yu (2004) avaliaram seu desempenho e compararam sua solu-

ção com mais duas soluções também invariantes a transformações não-singulares,

as de Yao (1965) e de Johansen (1980), por meio de simulação. A conclusão

dos autores foi que a sua solução foi a melhor dentre as três para o problema de

Behrens-Fisher multivariado, pois controlou o erro tipo I e apresentou alto poder.

Além disso, comparado ao teste de Nel & Merwe (1986) original, a modificação

teve igual poder para pequenas dimensões e foi mais poderosa para maiores dimen-

sões. Krishnamoorthy & Yu (2004) frisam que uma solução exata com proprieda-

des naturais não existe, havendo um contínuo interesse em desenvolver soluções

aproximadas melhores. Os autores concluem que uma nova solução deverá ser

comparada à sua para confirmar se há superioridade.

Cirillo & Ferreira (2004) compararam quatro métodos em suas versões ori-

ginal e bootstrap com a estatística T 2 de Hotelling. Os autores observaram que o

aumento da correlação ocasionou redução no poder. No caso de homogeneidade

de covariâncias, situação ideal do teste T 2 de Hotelling, o método de Kim (1992)

original foi o mais apropriado para amostras de tamanhos iguais. Para amostras de
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tamanhos diferentes, os métodos de Nel & Merwe (1986) e Yao (1965) apresenta-

ram desempenhos melhores. O método de Johansen (1980) foi o único cuja versão

bootstrap apresentou controle do erro tipo I.

Lix et al. (2005) avaliaram os procedimentos de James (1954), Yao (1965),

Brown-Forsythe (1974), Johansen (1980), Nel & Merwe (1986) e Kim (1992),

sob diferentes distribuições, balanceamento e não-balanceamento, e estimadores

baseados em mínimos quadrados e estimadores robustos. Os autores recomendam

estimadores robustos se não houver normalidade, evitar o método de Johansen

(1980) se os tamanhos das amostras forem muito diferentes e utilizar a solução de

Kim (1992) na presença de alta heterogeneidade de covariâncias.

2.9.2 Medidas frequentistas para avaliação de métodos bayesianos

Alguns trabalhos utilizaram medidas frequentistas como forma de avaliar

o desempenho de procedimentos bayesianos. Em comparações múltiplas, Gopa-

lan & Berry (1998) aplicaram distribuições a priori Dirichlet na forma de combi-

nações priori/verossimilhança para obter probabilidades a posteriori para várias

hipóteses de igualdade de médias. O amostrador de Gibbs foi utilizado devido à

intratabilidade analítica das distribuições a posteriori. Seu procedimento foi mais

poderoso do que o teste de Duncan, sob algumas hipóteses alternativas. Porém,

não há muita flexibilidade na atribuição de probabilidades a priori.

No contexto do problema de Behrens-Fisher univariado, Ghosh & Kim

(2001) utilizaram probabilidades de cobertura para avaliar seus intervalos de cre-

dibilidade, conforme apresentado na seção 2.5.

Agresti & Min (2005) utilizaram argumentos da teoria frequentista para

avaliar o desempenho da inferência bayesiana utilizada para tabelas de contingên-

cia, como probabilidades de cobertura e região de confiança. Os autores analisa-
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ram o desempenho de intervalos de credibilidade para a diferença de proporções,

risco relativo e razão de chances em tabelas de contingência 2 × 2. Os autores

recomendam intervalos de credibilidade alternativos para o risco relativo e para

razão de chances no lugar de intervalos HPD e recomendaram o uso de distri-

buição a priori não-informativa, como a de Jeffreys. Para amostras pequenas, os

autores concluíram que utilizar intervalos de credibilidade com distribuições a pri-

ori mais informativas tendem a apresentar desempenho pior do que os intervalos

frequentistas, demonstrando que, nem sempre, o uso da inferência bayesiana leva

a resultados melhores.

2.9.3 Simulação de dados de distribuições multivariadas

A geração de amostras aleatórias de distribuições multivariadas é mais di-

fícil de ser realizada do que a geração de amostras aleatórias de distribuições uni-

variadas (Johnson, 1987). A seguir, serão apresentadas formas de gerar amostras

aleatórias das distribuições normal e t multivariadas.

Para gerar uma amostra aleatória Y 1,Y 2, . . . ,Y n, de tamanho n de uma

normal com vetor de médias µ e matriz de covariâncias Σ, em que Y j = [Yj1,

Yj2, . . ., Yjp]> é a j-ésima observação amostral, deve-se seguir os passos a seguir.

Gera-se um vetor aleatórioZ = [Z1,Z2, . . . ,Zp]> a partir de uma distribuição nor-

mal com vetor de médias 0 e matriz de covariâncias I . Para gerar cada elemento

desse vetor, pode-se utilizar a transformação de Box-Müller (Press et al., 1992).

Sejam duas variáveis aleatórias uniformes U1 e U2 e as transformações

z1 =
√
−2 ln(u1) cos(2πu2) e z2 =

√
−2 ln(u1)sen(2πu2). (2.8)

Ao isolar U1 e U2 em (2.8), obtém-se
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u1 = e−
1
2

(z21+z22) e u2 =
1

2π
arctan

(
z2

z1

)
.

O jacobiano da transformação é

J =

∣∣∣∣∣ ∂u1
∂z1

∂u1
∂z2

∂u2
∂z1

∂u2
∂z2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
−z1e−0,5(z21+z22) −z2e−0,5(z21+z22)

− z2

2πz21

(
1+

z2
2

z2
1

) 1

2πz1

(
1+

z2
2

z2
1

)
∣∣∣∣∣∣∣ = − 1

2π
e−0,5(z21+z22).

Dessa forma, a função de densidade conjunta de Z1 e Z2 é dada por

f(u1,u2)|J |, sendo

f(z1,z2) =
[

1√
2π

e
−z21

2

] [
1√
2π

e
−z22

2

]
, (2.9)

que é a função distribuição de probabilidade conjunta de duas variáveis aleatórias

independentes Z1 e Z2, ambas tendo distribuição normal padrão.

Por meio de alguma função para a geração de números aleatórios, geram-

se duas variáveis aleatórias uniformes em cada passo e, utilizando a equação (2.8),

obtêm-se duas realizações de variáveis normais N(0,1) independentes. Esse pro-

cedimento é repetido até os p componentes do vetorZ serem obtidos. Outra forma

de se obter o mesmo resultado é, a partir de uma variável aleatória uniforme, ge-

rar uma variável normal padrão, pelo teorema fundamental da transformação de

probabilidades. Assim, é preciso inverter a função de distribuição da variável a

ser gerada no ponto u, em que u representa a realização de uma variável aleatória

uniforme U . Para gerar uma variável normal padrão, deve-se gerar uma realização

u de uma variável aleatória uniforme U(0,1) e obter z, tal que
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u =
∫ z

−∞

1√
2π

exp
{
− t

2

2

}
dt

ou seja, deve-se obter z = Φ−1(u), em que Φ−1(u) é a inversa da função de

distribuição acumulada de u. O procedimento é repetido p vezes para obter os

elementos do vetor Z.

Para se gerar uma variável aleatória com distribuição normal Np(µ,Σ),

deve-se aplicar a transformação linear do vetor Z dada por Y = Σ1/2Z + µ, em

que Σ1/2 é a matriz raiz quadrada de Σ. De acordo com o teorema das combina-

ções lineares, Y possui distribuição normal multivariada com média µ e matriz de

covariâncias Σ. Se o processo for repetido n vezes, a amostra desejada terá sido

obtida. Há a possibilidade de se utilizar a decomposição de Cholesky de Σ = ΓΓ>

e a combinação linear X = ΓZ + µ para se gerar n vetores aleatórios amostrais

(Ferreira, 2008).

Para se gerar variáveis aleatórias p-dimensionais da distribuição t multi-

variada com ν graus de liberdade e parâmetros µ e Σ, Ferreira (2008) sugere

proceder-se da forma a seguir. Seja um vetor aleatório Z com distribuição Np (0,

I) e a variável aleatória U com distribuição qui-quadrado com ν graus de liber-

dade, então o vetor aleatórioX , dado pela transformação

X =
√
ν
Z√
U
, (2.10)

possui distribuição t multivariada esférica com ν graus de liberdade. O vetor Y

obtido pela transformação linear
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Y = Σ1/2X + µ (2.11)

possui distribuição t multivariada elíptica com ν graus de liberdade e parâmetros

µ e Σ (Teorema 1). Dessa forma, devem-se aplicar (2.10) e (2.11) n vezes para se

obter uma amostra de tamanho n da distribuição t multivariada.

Outra maneira de se obterem amostras da distribuição t multivariada elíp-

tica é utilizando-se a decomposição de Cholesky. Simula-se o vetor X da distri-

buição t multivariada esférica com vetor de médias 0, parâmetro de covariação I

e ν graus de liberdade, ou seja, X ∼ tp(0, I, ν). Tendo-se Σ = ΓΓ>, faz-se a

transformação Y = ΓX + µ. Dessa forma, obtém-se Y ∼ tp(µ,Σ, ν).

Uma das dificuldades do método é obter n variáveis qui-quadrado. Estas

podem ser geradas utilizando o teorema fundamental da transformação de proba-

bilidades, o que pode ser feito por meio de algoritmos para se inverter a função de

distribuição qui-quadrado ou utilizarem-se os métodos de aceitação/rejeição (Press

et al., 1992).
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3 METODOLOGIA

Uma solução bayesiana foi proposta para o problema de Behrens-Fisher

multivariado, inspirada na solução apresentada por Johnson & Weerahandi (1988).

O desempenho do método proposto neste trabalho foi avaliado em relação às taxas

de erro tipo I e poder. Para isso, foram realizadas simulações Monte Carlo sob a

hipótese nula (H0) e sob a hipótese alternativa (H1), em situações de diferentes

graus de heterogeneidade de covariâncias das duas populações.

3.1 Solução bayesiana proposta

Sejam Y 11, . . ., Y 1n1 e Y 21, . . ., Y 2n2 amostras aleatórias independentes

de tamanhos n1 e n2 obtidas de duas populações normais p-variadas Np(µ1,Σ1)

e Np(µ2,Σ2), respectivamente, em que µi é o vetor de médias p× 1 e Σi a matriz

de covariâncias p×p da i-ésima população, i = 1, 2. Para caracterizar o problema

de Behrens-Fisher, as matrizes Σ1 e Σ2 são diferentes e desconhecidas. Para

a realização de inferências sobre o vetor resultante da diferença dos vetores de

médias populacionais δ = µ1 − µ2, foi proposto um teste bayesiano para se testar

a hipótese nula

H0 : δ = δ0 =


δ01

δ02

...

δ0p

 (3.1)

e um procedimento para a obtenção de uma região de credibilidade 100(1− α)%.

Particularmente, o interesse no teste da hipótese nula (3.1) foi direcionado para
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o caso em que δ0 = [0,0, . . . , 0]>, ou seja, de igualdade dos vetores de médias

das duas populações. Porém, o valor de δ0 pode ser escolhido de acordo com o

interesse do pesquisador.

Para a construção do teste, utilizou-se o procedimento descrito em Johnson

& Weerahandi (1988) e apresentado na sequência. Inicialmente, foram obtidos os

vetores de médias amostrais e as matrizes de somas de quadrados e produtos por

Ȳ i =
1
ni

ni∑
j=1

Y ij , (3.2)

V i =
ni∑
j=1

(Y ij − Ȳ i)(Y ij − Ȳ i)>, (3.3)

em que i = 1, 2.

Foi utilizada uma distribuição a priori conjugada para µi e Σi, conforme

apresentado por Johnson & Weerahandi (1988), em que µi|Σi ∼ Np(ai,Σi/qi)

e Σi ∼ W−1
p (Ri,ri), sendo W−1

p a distribuição Wishart invertida com dimensão

p. Nesse caso, ai, qi, Ri e ri são hiperparâmetros. Fazendo ai = 0, qi → 0 e

Ri → 0 (p×p), então, a distribuição a posteriori de µi é Tp(Ȳi,V i/[ni(ni+ ri−

2p)],ni+ri−2p), em que Tp(A,ν) é uma distribuição p-dimensional tmultivariada

com parâmetro de covariação A e graus de liberdade ν. O hiperparâmetro ri foi

escolhido de tal forma que ni + ri − 2p variasse entre ni − p e ni − 1. Assim, ri

deve variar entre p e 2p− 1. Verificou-se que, quanto mais próximo de ni o valor

de p se encontrava, pior era o desempenho do teste proposto. O teste se tornava

liberal se ni + ri − 2p fosse substituído por ni − 1. De forma semelhante, se o

valor de ni + ri − 2p se aproximasse de ni − p, o teste se tornava conservativo.
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Foi verificado que o desempenho do teste caminhava de liberal para con-

servativo de uma forma não-linear dependente de ri. Assim, a informação neces-

sária para se estabelecer o valor do hiperparâmetro ri estava contida em p e ni,

expressa como uma função de p/ni. Portanto, o valor de ri foi definido empirica-

mente por

ri = (2p− 1)
(

p

2p− 1

)(
p
ni

)3

, (3.4)

que varia entre p e 2p− 1.

Para se realizar inferência sobre δ = µ1 − µ2 é necessário obter-se a con-

volução de duas t multivariadas, o que é uma estratégia muito difícil. Assim,

optou-se por utilizar uma função de δ e de Ȳ 1 − Ȳ 2 e obter sua distribuição a

posteriori computacionalmente por meio de simulação Monte Carlo. Isso é o que

diferencia o presente trabalho da proposta de Johnson & Weerahandi (1988), que

obtiveram uma distribuição analítica dessa função e calcularam seus quantis a pos-

teriori por meio de métodos numéricos, utilizando a distribuição exata e algumas

aproximações. Essa função é dada pela forma quadrática

q = (δ − d)>V −1
p (δ − d),

em que d = Ȳ1− Ȳ2, δ = µ1−µ2 e V p (V pooled) é uma combinação linear das

matrizes V 1 e V 2 dada por

V p =
(n1 − 1)V 1 + (n2 − 1)V 2

n1 + n2 − 2
. (3.5)
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Como a função de distribuição deQ a posteriori obtida por Johnson & We-

erahandi (1988) é muito complexa e envolve uma série infinita, a proposta deste

trabalho é obtê-la computacionalmente. Assim, dadas as amostras multivariadas

das duas populações normais consideradas Y 11, . . ., Y 1n1 e Y 21, . . . ,Y 2n2 , fo-

ram estimadas as médias (Ȳ i) e as matrizes de somas de quadrados e produtos

(V i) utilizando (3.2) e (3.3), i = 1,2. Utilizando-se Ȳ i como média da distribui-

ção a posteriori de µi, que foi considerada uma Tp(Ȳi,V i/[ni(ni+ri−2p)],ni+

ri − 2p), simularam-se amostras aleatórias de tamanho N . Sendo µij a j-ésima

observação p-variada dessa distribuição a posteriori correspondente à i-ésima po-

pulação, com j = 1, 2, . . ., N e i = 1, 2, foi obtida a quantidade

qj = (µ1j − µ2j − d)>V −1
p (µ1j − µ2j − d). (3.6)

O valor esperado de µ1j−µ2j−d é o vetor nulo p×1. Assim, a distribui-

ção de qj corresponde à distribuição sob a hipótese nula de igualdade das médias

populacionais. Para se aplicar o teste da hipótese nula H0 : δ = δ0, foi obtido o

valor da quantidade

qc = (d− δ0)>V −1
p (d− δ0). (3.7)

O valor da probabilidade empírica, denotado por credibilidade empíricaC,

usado como evidência para decidir se a hipótese nula deve ou não ser rejeitada foi

obtido por
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C =

N∑
j=1

I(qc ≤ qj)

N
,

em que I(qc ≤ qj) é a função indicadora tal que I(qc ≤ qj) = 1 se qj supera o

valor original qc ou 0, caso contrário. O valor de N considerado foi de 2000.

Para se obter uma região de 100(1 − α)% de credibilidade, os valores de

qj foram ordenados e o quantil superior qα da distribuição a posteriori foi obtido.

A região de 100(1− α)% de credibilidade para δ foi estabelecida por

RC1−α(δ) : {δ ∈ Rp|(δ − d)>V −1
p (δ − d) ≤ qα}.

3.2 Simulação Monte Carlo

Para se avaliar o desempenho da proposta realizada empregou-se simula-

ção Monte Carlo utilizando o programa R (R Development Core Team, 2009).

Duas etapas foram consideradas. Na primeira, avaliou-se o desempenho em rela-

ção ao erro tipo I e, na segunda, em relação ao poder, simulando-se amostras sob

H0 e sob H1, respectivamente.

Sob a hipótese nula de igualdade dos vetores de médias, foram realizadas

M = 2000 simulações Monte Carlo para a obtenção das taxas de erro tipo I. Foram

simuladas amostras de duas distribuições normais Np(µ1,Σ1) e Np(µ2,Σ2), com

tamanhos n1 e n2, em que p é a dimensão (número de variáveis) e Σi (p × p) é

a matriz de covariâncias da i-ésima população, assumida positiva definida. Sob a

hipótese nula
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H0 : µ1 = µ2, (3.8)

e, sem perda de generalidade, os vetores de médias foram considerados iguais ao

vetor nulo p-dimensional 0.

Sob a hipótese alternativa H1 : µ1 6= µ2, foram realizadas M simulações

Monte Carlo em uma segunda etapa para o cálculo do poder. Novamente, foram

simuladas amostras de duas distribuições normais Np(µ1,Σ1) e Np(µ2,Σ2), com

tamanhos n1 e n2, em que as médias diferiam entre si por k erros padrões (k = 2,

4, 8, 16). A média da população 2, µ2, foi obtida a partir da média da população

1, µ1:

µ2 = µ1 + k
√
diag(ΣȲ 1−Ȳ 2

)

sendo ΣȲ 1−Ȳ 2
= Σ1/n1 + Σ2/n2 a matriz de covariâncias da diferença entre

as médias e, sem perda de generalidade, µ1 foi fixado como o vetor nulo, ou seja,

µ1 = [0 · · · 0]> e

√
diag(ΣȲ 1−Ȳ 2

) =



√
σ1
11
n1

+ σ2
11
n2√

σ1
22
n1

+ σ2
22
n2

...√
σ1
pp

n1
+ σ2

pp

n2


em que σi`` corresponde à variância da `-ésima variável (` = 1, . . ., p) na i-ésima
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população (i = 1, 2), de tamanho ni.

Em ambos os casos (sob H0 e H1), as covariâncias foram

Σ1 = σ2



1 ρ ρ · · · ρ

ρ 1 ρ · · · ρ

ρ ρ 1 · · · ρ
...

...
...

. . .
...

ρ ρ ρ · · · 1


, Σ2 = γpΣ1, (3.9)

em que γp = p
√
γ e γ = |Σ2|/|Σ1| refere-se ao grau de heterogeneidade das cova-

riâncias entre as duas populações, sendo considerados os seguintes valores de γ:

1, 2, 8, 16 e 32. O valor γ = 1 determina o caso de homogeneidade das matrizes

de covariâncias das duas populações e, portanto, não contempla o problema de

Behrens-Fisher multivariado, sendo utilizado apenas para comparação do desem-

penho com os outros valores de γ.

Após obtidas as amostras de ambas as populações em cada uma das M

simulações Monte Carlo, os seguintes testes foram aplicados: o teste bayesiano

proposto na seção 3.1 e o teste Nel & Merwe modificado apresentado por Krish-

namoorthy & Yu (2004).

Sob H0, as taxas de erro tipo I foram obtidas pela proporção de casos, em

relação às M simulações realizadas, em que a hipótese nula foi rejeitada, ou seja,

taxa de erro tipo I =

M∑
j=1

I(qcj ≥ qαj)

M
(3.10)

em que I(·) é a função indicadora que retorna 1 se a desigualdade se verifica e
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0, caso contrário, qcj corresponde à estatística do teste obtida sob H0 e qαj é o

quantil 100α%, obtidos na j-ésima simulação.

Testes binomiais exatos considerando um nível nominal de significância

de 0,01 para as hipóteses H0 : α = α0 e H1 : α 6= α0 foram aplicados para

cada um dos valores obtidos das taxas de erro tipo I, sendo os valores testados

de α0 iguais a 0,10, 0,05 e 0,01. Se a hipótese nula for rejeitada e as taxas de

erro tipo I observadas forem consideradas significativamente (valor-p < 0,01)

inferiores ao nível nominal de significância considerado, o teste é conservativo. Se

a hipótese nula for rejeitada e as taxas de erro tipo I observadas forem consideradas

significativamente (valor-p < 0,01) superiores ao nível nominal de significância, o

teste é liberal. Porém, se as taxas de erro tipo I observadas não forem consideradas

significativamente (valor-p > 0,01) diferentes do nível nominal de significância

considerado, o teste é exato.

Sob a hipótese alternativa H1, as simulações foram realizadas para ava-

liar o poder do teste, ou seja, a proporção de casos, em relação às M simulações

realizadas, em que a hipótese nula foi rejeitada corretamente, ou seja,

poder =

M∑
j=1

I(qcj ≥ qαj)

M

em que qcj corresponde à estatística do teste obtida sob H1 e qαj é o quantil

100α%, obtidos na j-ésima simulação.

Foram considerados, nas simulações Monte Carlo, valores de p iguais a 2

e 5 e fixados ρ = 0,5 e σ2 = 1, uma vez que os testes são invariantes a transforma-

ções não-singulares. Os valores dos tamanhos amostrais foram fixados em n1, n2

= 8, 15, 20, 30 e 100, restritos a n1 > p e n2 > p para garantir a singularidade da
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matriz Σ. Para o erro tipo I, foram consideradas as combinações de n1 e n2 dadas

por: (8,8), (15,15), (20,20), (30,30), (100,100), (8,15), (15,8), (8,30) e (30,8).

Para o poder, as combinações consideradas foram (15,15), (30,30), (100,100),

(8,15), (15,8), (8,30) e (30,8). Um total de 90 configurações foi simulado para

o erro tipo I e de 280 para o poder. O programa desenvolvido em R (R Develop-

ment Core Team, 2009) para a simulação e para a aplicação do teste de Nel &

Merwe modificado (Krishnamoorthy & Yu, 2004) se encontra no Anexo A e para

a aplicação do teste bayesiano proposto se encontra no Anexo B.

3.3 Teste de Nel & Merwe modificado

Para aplicar o teste de Nel & Merwe modificado (Krishnamoorthy & Yu,

2004), alteração do trabalho original de Nel & Merwe (1986), é necessário calcular

inicialmente o valor da estatística

T 2
c = (Ȳ 1 − Ȳ 2 − δ0)>

(
V 1

n1(n1 − 1)
+

V 2

n2(n2 − 1)

)−1

(Ȳ 1 − Ȳ 2 − δ0)

e a hipótese nula de igualdade dos vetores de médias das duas populações (3.8)

deve ser rejeitada, ou seja, com δ0 = 0, se T 2
c > νpFα,p,ν+1−p/(ν + 1 − p), em

que ν é calculado pela expressão (2.3) e Fα,p,ν+1−p é o quantil superior 100α% da

distribuição F com p e ν + 1− p graus de liberdade.

Esse teste foi aplicado a cada situação simulada e os resultados da simula-

ção Monte Carlo foram utilizados para fins de comparação com a proposta de teste

apresentada neste trabalho.
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3.4 Exemplo real

Para ilustrar a aplicação do teste bayesiano proposto e do teste de Nel

& Merwe modificado (Krishnamoorthy & Yu, 2004), foi utilizado um exemplo

real. O interesse do estudo original era testar a hipótese de igualdade dos vetores

de médias das variáveis medidas nos solos de capoeira nova e de pastagem da

Amazônia, sendo elas: Ca (cálcio), Mg (magnésio) e SB (saturação de bases).

Assim, p = 3 e os tamanhos amostrais diferentes eram n1 = 30 de capoeira nova

e n2 = 13 de pastagem. Os dados se encontram na Tabela 1, a seguir:

TABELA 1 Dados para as amostras de solos de capoeira nova (população 1) e de
pastagem da Amazônia (população 2), com tamanhos amostrais n1 =
30 e n2 = 13.

Pop. Ca Mg SB Pop. Ca Mg SB Pop. Ca Mg SB
1 3,1 2,1 5,3 1 5,1 2,2 7,4 1 6,4 2,6 9,1
1 4,1 2,4 6,8 1 7,3 1,7 9,2 2 2,3 1,7 4,1
1 8,3 2,6 11,1 1 5,7 1,2 7,0 2 2,5 2,5 5,1
1 5,2 2,3 7,7 1 8,5 3,6 12,3 2 1,8 2,1 4,1
1 8,5 4,1 12,8 1 7,3 2,2 9,6 2 3,4 2,5 6,1
1 4,2 2,5 6,9 1 5,2 1,9 7,3 2 1,8 1,1 3,0
1 10,5 4,8 15,5 1 5,0 2,5 7,7 2 3,7 1,4 5,2
1 6,9 3,1 10,4 1 7,8 2,2 10,3 2 1,4 0,7 2,2
1 3,4 1,6 5,3 1 6,2 1,8 8,2 2 1,5 0,6 2,2
1 2,6 1,8 4,5 1 4,4 2,1 6,6 2 2,8 2,2 5,1
1 7,6 2,1 10,0 1 7,9 3,1 11,2 2 1,4 0,8 2,3
1 5,4 3,6 9,2 1 7,0 2,3 9,6 2 1,8 0,6 2,5
1 4,9 2,1 7,2 1 5,0 2,5 7,6 2 1,9 1,7 3,7
1 10,4 4,8 15,5 1 2,9 1,2 4,4 2 2,8 0,8 3,7
1 7,1 2,2 9,5

FONTE: Ferreira (2008, p. 300).

Os dois testes foram aplicados a esses dados, adotando-se os níveis nomi-

nais de significância de 0,10, 0,05 e 0,01.

40



4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

A seguir serão apresentados os resultados das taxas de erro tipo I e poder

obtidos com as simulações sob H0 e H1 e com diferentes números de variáveis p.

Foram considerados níveis nominais de significância de 0,10, 0,05 e 0,01, diferen-

tes graus de heterogeneidade de variâncias para as duas populações e diferentes

tamanhos amostrais. Em todos os casos simulados sob a hipótese nula, testes para

a hipótese H0 : α = α0 foram realizados considerando-se α0 = 0,10, 0,05 e 0,01

e um coeficiente de confiança de 0,99.

4.1 Taxas de erro tipo I

Na Tabela 2 são apresentadas as taxas de erro tipo I dos testes bayesi-

ano proposto (TB) e Nel & Merwe modificado (TNVM) (Krishnamoorthy & Yu,

2004), em função de n1, n2 e γ, sob H0, para p = 2 e α = 0,10. Para tamanhos

amostrais iguais, ou seja, n1 = n2, os dois testes controlaram as taxas de erro para

todos os graus de heterogeneidade de covariâncias, ou seja, os testes apresentaram

taxas de erro próximas ao nível nominal estabelecido para todos os valores de γ.

Para tamanhos amostrais diferentes, n1 6= n2, o TB apresentou comportamento

conservativo em algumas situações, sendo esse fato mais evidente no caso em que

a amostra de maior tamanho estava associada à população com menor covariância

(n1 = 30, n2 = 8), em que as taxas de erro foram menores do que o nível nominal

de significância adotado de 0,10 para todos os valores de γ. Deve-se ressaltar que

menor covariância implica em menor variância generalizada, ou seja, menor |Σi|,

i = 1, 2. O TNVM controlou as taxas de erro em todos os casos, com tamanhos

iguais ao valor nominal.

Na Figura 1 são apresentadas as taxas de erro dos testes bayesiano e Nel

& Merwe modificado (Krishnamoorthy & Yu, 2004) para p = 2, α = 0,05 e

41



TABELA 2 Taxas de erro tipo I do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modi-
ficado (TNVM), em função dos tamanhos amostrais n1 e n2 e do grau
de heterogeneidade (γ) das variâncias, para p = 2 variáveis e nível
nominal de significância α = 0,10, sob H0.

n1 = 8, n2 = 8 n1 = 15, n2 = 15 n1 = 20, n2 = 20
γ TB TNVM TB TNVM TB TNVM
1 0,0925 0,1035 0,0885 0,0950 0,0945 0,1045
2 0,0870 0,0980 0,1025 0,1075 0,0995 0,1055
8 0,0945 0,0945 0,1085 0,1130 0,1035 0,1085
16 0,0940 0,0965 0,1025 0,1030 0,0960 0,0925
32 0,1105 0,1075 0,1015 0,0990 0,1040 0,1030

n1 = 30, n2 = 30 n1 = 100, n2 = 100 n1 = 8, n2 = 15
γ TB TNVM TB TNVM TB TNVM
1 0,0980 0,1050 0,0925 0,0945 0,0970 0,1170
2 0,0910 0,0930 0,1130 0,1145 0,0860 0,1030
8 0,0955 0,0970 0,1105 0,1105 0,0720++ 0,0910
16 0,0970 0,0960 0,0950 0,0930 0,0940 0,1035
32 0,0890 0,0870 0,1075 0,1075 0,0895 0,0975

n1 = 15, n2 = 8 n1 = 8, n2 = 30 n1 = 30, n2 = 8
γ TB TNVM TB TNVM TB TNVM
1 0,0845 0,0970 0,0730++ 0,1035 0,0740++ 0,0965
2 0,0860 0,1045 0,0725++ 0,1065 0,0680++ 0,1065
8 0,0790++ 0,0975 0,0780++ 0,1005 0,0675++ 0,1085
16 0,0920 0,1095 0,0850 0,1100 0,0700++ 0,0975
32 0,0940 0,1045 0,0840 0,1015 0,0790++ 0,0970
++ Significativamente diferente (valor-p < 0,01) e considerado menor do que o nível de
significância α = 0,10.
∗∗ Significativamente diferente (valor-p < 0,01) e considerado maior do que o nível de
significância α = 0,10.

diferentes γ, sob H0. Nos casos de tamanhos amostrais iguais (Figuras 1a, 1b e

1c), os testes controlaram as taxas de erro tipo I, com apenas uma exceção, em que

o TB se mostrou conservativo para n1 = n2 = 8 e γ = 2 (Figura 1a). A situação

mais extrema, de n1 = 30 e n2 = 8, foi ilustrada na Figura 1d, em que o TB

foi conservativo e o TNVM apresentou tamanho de teste não significativamente

diferente (valor-p < 0,01) do nível nominal de significância para todos os graus de

heterogeneidade γ, para qualquer grau de heterogeneidade.
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FIGURA 1 Taxas de erro tipo I do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modi-
ficado (TNVM), para p = 2, diferentes graus de heterogeneidade γ e
α = 0,05, sob H0. As linhas pontilhadas representam os limites em
que o teste de hipótese H0 : α = 0,05 seria rejeitado, considerando
um coeficiente de confiança de 0,99.

Na Figura 2 são apresentadas as taxas de erro dos testes bayesiano e Nel

& Merwe modificado (Krishnamoorthy & Yu, 2004) para p = 2 e α = 0,01, con-

siderando diferentes γ, sob H0. O mesmo comportamento observado na Figura 1

foi apresentado nessa situação, com os dois testes controlando as taxas de erro nos

casos de tamanhos amostrais iguais (Figuras 2a, 2b e 2c) e com comportamentos

muito semelhantes, tendo o TB quase sempre sido conservativo para γ = 1 e 2,

com n1 = n2 = 8 (Figura 2a). A característica conservativa do teste bayesiano
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se manteve na situação ilustrada na Figura 2d, em que os tamanhos amostrais são

diferentes.
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FIGURA 2 Taxas de erro tipo I do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modi-
ficado (TNVM), para p = 2, diferentes graus de heterogeneidade γ e
α = 0,01, sob H0. As linhas pontilhadas representam os limites em
que o teste de hipótese H0 : α = 0,01 seria rejeitado, considerando
um coeficiente de confiança de 0,99.

Na Tabela 3 são apresentadas as taxas de erro tipo I dos testes bayesiano

proposto e Nel & Merwe modificado (Krishnamoorthy & Yu, 2004), em função de

n1, n2 e γ, sobH0, para p = 5 e α = 0,10. Para tamanhos amostrais iguais, os dois

testes apresentaram taxas de erro próximas ao nível nominal estabelecido, tendo o

teste bayesiano sido considerado liberal em algumas situações e conservativo ape-
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nas no caso de tamanhos amostrais pequenos (n1 = n2 = 8) e sob homogeneidade

de covariâncias (γ = 1). Porém, para tamanhos amostrais diferentes, o comporta-

mento conservativo do TB observado para p = 2 e α = 0,10 (Tabela 2) foi mais

intenso e essa característica se acentuou com o aumento da diferença entre n1 e n2

e se tornou mais evidente no caso de n1 = 30 e n2 = 8. Nessa situação, o TNVM,

que se apresentou liberal apenas em algumas situações de tamanhos amostrais di-

ferentes, tornou-se liberal para todos os graus de heterogeneidade de covariâncias

γ.

Nas situações de grandes diferenças entre os tamanhos amostrais, como

n1 = 8, n2 = 30 e n1 = 30, n2 = 8, o TNVM foi, em geral, liberal, mesmo

sendo as covariâncias populacionais homogêneas. Quando a população de maior

covariância, população 2, estava associada ao menor tamanho amostral (n2 =

8), as taxas de erro tipo I cresceram com o aumento da heterogeneidade entre

as covariâncias, atingindo uma diferença de 3,95 pontos percentuais em relação

ao nível nominal de 0,10. Em todas essas situações, o TB proposto apresentou

resultados opostos no sentido de ser mais conservativo. Em nenhuma situação,

para n1 6= n2, o novo teste foi considerado liberal.

Na Tabela 4 são apresentadas as taxas de erro obtidas sob H0 para diferen-

tes graus de heterogeneidade γ e tamanhos amostrais n1 e n2, considerando p = 5

e α = 0,05. O comportamento dos dois testes foi semelhante ao apresentado para

α = 0,10, com a diferença que o TNVM se apresentou mais conservativo para

tamanhos amostrais iguais menores (8 e 15), associados a menores graus de he-

terogeneidade γ de covariâncias. A característica conservativa do teste bayesiano

para tamanhos amostrais diferentes e a liberal do teste de Nel & Merwe modificado

(Krishnamoorthy & Yu, 2004) para n1 = 30 e n2 = 8 se mantiveram.

Na Tabela 5 são apresentadas as taxas de erro tipo I dos testes bayesiano
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TABELA 3 Taxas de erro tipo I do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modi-
ficado (TNVM), em função dos tamanhos amostrais n1 e n2 e do grau
de heterogeneidade (γ) das variâncias, para p = 5 variáveis e nível
nominal de significância α = 0,10, sob H0.

n1 = 8, n2 = 8 n1 = 15, n2 = 15 n1 = 20, n2 = 20
γ TB TNVM TB TNVM TB TNVM
1 0,0830++ 0,0780++ 0,1090 0,0840 0,1135 0,0890
2 0,0865 0,0845 0,1195∗∗ 0,1015 0,1175 0,0990
8 0,0990 0,0895 0,1300∗∗ 0,1045 0,1110 0,0850
16 0,1100 0,1000 0,1165 0,0885 0,1245∗∗ 0,0955
32 0,0975 0,0890 0,1255∗∗ 0,0915 0,1180 0,0955

n1 = 30, n2 = 30 n1 = 100, n2 = 100 n1 = 8, n2 = 15
γ TB TNVM TB TNVM TB TNVM
1 0,1140 0,1030 0,1070 0,1040 0,0560++ 0,1020
2 0,1055 0,0930 0,0915 0,0905 0,0540++ 0,0925
8 0,1060 0,0965 0,1065 0,0980 0,0575++ 0,0915
16 0,1095 0,0920 0,0935 0,0905 0,0695++ 0,0975
32 0,1095 0,0930 0,1040 0,1010 0,0670++ 0,1000

n1 = 15, n2 = 8 n1 = 8, n2 = 30 n1 = 30, n2 = 8
γ TB TNVM TB TNVM TB TNVM
1 0,0515++ 0,1060 0,0190++ 0,1290∗∗ 0,0185++ 0,1200∗∗

2 0,0620++ 0,1120 0,0280++ 0,1105 0,0170++ 0,1270∗∗

8 0,0540++ 0,1045 0,0245++ 0,1230∗∗ 0,0215++ 0,1295∗∗

16 0,0605++ 0,1250∗∗ 0,0220++ 0,1095 0,0165++ 0,1395∗∗

32 0,0610++ 0,1175 0,0255++ 0,1100 0,0205++ 0,1365∗∗
++ Significativamente diferente (valor-p < 0,01) e considerado menor do que o nível de
significância α = 0,10.
∗∗ Significativamente diferente (valor-p < 0,01) e considerado maior do que o nível de
significância α = 0,10.

proposto e Nel & Merwe modificado (Krishnamoorthy & Yu, 2004), em função

de n1, n2 e γ, sob H0 e para p = 5 e α = 0,01. Nessa situação de α = 0,01

e tamanhos amostrais iguais, n1 = n2, os dois testes controlaram as taxas de

erro tipo I para todos os graus de heterogeneidade considerados, com apenas uma

exceção (n1 = n2 = 15 e γ = 2), em que o teste bayesiano se mostrou liberal,

porém, com taxa de erro pouco maior do que o nível nominal de 0,01 adotado.

Para tamanhos amostrais diferentes, o TB manteve sua característica conservativa
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TABELA 4 Taxas de erro tipo I do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modi-
ficado (TNVM), em função dos tamanhos amostrais n1 e n2 e do grau
de heterogeneidade (γ) das variâncias, para p = 5 variáveis e nível
nominal de significância α = 0,05, sob H0.

n1 = 8, n2 = 8 n1 = 15, n2 = 15 n1 = 20, n2 = 20
γ TB TNVM TB TNVM TB TNVM
1 0,0345++ 0,0335++ 0,0535 0,0340++ 0,0585 0,0460
2 0,0385 0,0375++ 0,0680∗∗ 0,0490 0,0595 0,0485
8 0,0460 0,0460 0,0705∗∗ 0,0460 0,0535 0,0395
16 0,0510 0,0475 0,0590 0,0440 0,0595 0,0495
32 0,0460 0,0410 0,0640 0,0485 0,0620 0,0455

n1 = 30, n2 = 30 n1 = 100, n2 = 100 n1 = 8, n2 = 15
γ TB TNVM TB TNVM TB TNVM
1 0,0610 0,0520 0,0575 0,0520 0,0165++ 0,0540
2 0,0570 0,0465 0,0435 0,0415 0,0175++ 0,0440
8 0,0590 0,0475 0,0595 0,0535 0,0210++ 0,0470
16 0,0590 0,0490 0,0505 0,0485 0,0190++ 0,0425
32 0,0535 0,0420 0,0460 0,0430 0,0260++ 0,0470

n1 = 15, n2 = 8 n1 = 8, n2 = 30 n1 = 30, n2 = 8
γ TB TNVM TB TNVM TB TNVM
1 0,0170++ 0,0550 0,0035++ 0,0665∗∗ 0,0050++ 0,0680∗∗

2 0,0230++ 0,0520 0,0045++ 0,0555 0,0010++ 0,0660∗∗

8 0,0170++ 0,0555 0,0055++ 0,0610 0,0040++ 0,0725∗∗

16 0,0205++ 0,0605 0,0035++ 0,0540 0,0025++ 0,0740∗∗

32 0,0205++ 0,0635 0,0080++ 0,0470 0,0020++ 0,0755∗∗
++ Significativamente diferente (valor-p < 0,01) e considerado menor do que o nível de
significância α = 0,05.
∗∗ Significativamente diferente (valor-p < 0,01) e considerado maior do que o nível de
significância α = 0,05.

para todos os valores de γ, enquanto o TNVM continuou liberal apenas para dois

casos de n1 = 30 e n2 = 8.

O TB apresentou o mesmo comportamento, para diferentes níveis nomi-

nais de significância α, embora tenha sido um pouco mais conservativo quando se

considerou p = 5 variáveis em relação a p = 2. Da mesma forma, o TNVM apre-

sentou diferenças em relação ao número de variáveis envolvidas. Para um menor

número de variáveis p, há controle das taxas de erro tipo I, mas, com o aumento de
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TABELA 5 Taxas de erro tipo I do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modi-
ficado (TNVM), em função dos tamanhos amostrais n1 e n2 e do grau
de heterogeneidade (γ) das variâncias, para p = 5 variáveis e nível
nominal de significância α = 0,01, sob H0.

n1 = 8, n2 = 8 n1 = 15, n2 = 15 n1 = 20, n2 = 20
γ TB TNVM TB TNVM TB TNVM
1 0,0065 0,0065 0,0090 0,0055 0,0135 0,0085
2 0,0070 0,0080 0,0180∗∗ 0,0135 0,0165 0,0125
8 0,0075 0,0090 0,0140 0,0060 0,0110 0,0075
16 0,0100 0,0100 0,0130 0,0080 0,0105 0,0070
32 0,0100 0,0095 0,0120 0,0070 0,0170 0,0115

n1 = 30, n2 = 30 n1 = 100, n2 = 100 n1 = 8, n2 = 15
γ TB TNVM TB TNVM TB TNVM
1 0,0160 0,0135 0,0100 0,0075 0,0000++ 0,0085
2 0,0130 0,0095 0,0085 0,0075 0,0015++ 0,0075
8 0,0135 0,0100 0,0140 0,0115 0,0000++ 0,0070
16 0,0145 0,0090 0,0085 0,0080 0,0015++ 0,0095
32 0,0100 0,0065 0,0115 0,0115 0,0020++ 0,0130

n1 = 15, n2 = 8 n1 = 8, n2 = 30 n1 = 30, n2 = 8
γ TB TNVM TB TNVM TB TNVM
1 0,0005++ 0,0070 0,0000++ 0,0135 0,0000++ 0,0135
2 0,0000++ 0,0105 0,0000++ 0,0115 0,0000++ 0,0125
8 0,0015++ 0,0135 0,0005++ 0,0120 0,0000++ 0,0175∗∗

16 0,0020++ 0,0100 0,0000++ 0,0120 0,0000++ 0,0160
32 0,0010++ 0,0150 0,0000++ 0,0090 0,0000++ 0,0180∗∗
++ Significativamente diferente (valor-p < 0,01) e considerado menor do que o nível de
significância α = 0,01.
∗∗ Significativamente diferente (valor-p < 0,01) e considerado maior do que o nível de
significância α = 0,01.

p (de 2 para 5) e nas situações de tamanhos amostrais bem diferentes e com a maior

covariância associada à população de menor tamanho (n1 = 30 e n2 = 8), esse

teste se mostrou liberal. Tal característica pode ser uma vantagem do teste bayesi-

ano, por apresentar taxas de erro tipo I menores do que o nível nominal adotado,

mesmo quando são considerados tamanhos amostrais bem diferentes, enquanto o

TNVM se torna liberal em situações desse tipo. Krishnamoorthy & Yu (2004), ao

avaliarem os testes de Nel & Merwe original (1986) e o modificado, observaram
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que a versão modificada sempre controlou o erro tipo I, porém, os autores, apesar

de terem simulado situações de tamanhos amostrais diferentes, não atribuíram a

maior covariância ao menor tamanho amostral. Esta situação foi a que apresentou

comportamento liberal, especialmente para maior valor de p, no presente trabalho.

4.2 Poder

Na Figura 3 estão apresentados os valores de poder do TB e do TNVM

para p = 2, em função do grau de heterogeneidade γ e dos tamanhos amostrais

n1 e n2, fixada a diferença entre os vetores de médias em k = 2 erros padrões

para α = 0,10. Para amostras médias (30) ou grandes (100) de tamanhos iguais,

o TB e o TNVM apresentaram valores de poder iguais e indistinguíveis (Figuras

3c e 3d). Nesses casos, o grau de heterogeneidade praticamente não teve efeito no

poder de ambos os testes já que as curvas de poder foram praticamente paralelas à

abscissa. Os valores de poder oscilaram em torno de 0,60 a 0,65, sendo que, com

n1 = n2 = 100 houve valores de poder próximos a 0,65 e, para n1 = n2 = 30, os

valores ficaram próximos de 0,60.

Para o primeiro caso de amostras de tamanhos diferentes, n1 = 8 e n2 =

30 (Figura 3a), em que a menor amostra está associada à população de menor va-

riância generalizada, ou menor covariância, o TB teve poder inferior ao do TNVM

para todos os graus de heterogeneidade. A diferença foi praticamente constante

em todos os casos, girando em torno de 5 pontos percentuais. Convém salien-

tar que o TB foi conservativo no controle do erro tipo I nessas situações relativas

ao tamanho amostral e grande heterogeneidade de covariâncias para p = 2. No

segundo caso, n1 = 30 e n2 = 8 (Figura 3b), houve uma pequena redução dos

valores de poder em relação à situação anterior, o que condiz com o comentário

feito por Kim (1992) de que o poder de alguns testes é afetado quando os dados

associados às maiores covariâncias estão associados ao menor tamanho amostral.
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O desempenho relativo do TB em relação ao TNVM melhorou. Somente para os

casos homogêneos (γ = 1) e de baixa heterogeneidade (γ = 2), o poder do TB foi

menor do que o do TNVM. Nos demais casos, os valores de poder foram iguais.

Esse resultado é surpreendente, pois foi a situação em que o TB foi mais conser-

vativo e o TNVM apresentou tamanhos exatos de teste, exceto pelo erro de Monte

Carlo.
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FIGURA 3 Poder do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modificado
(TNVM), para p = 2, diferentes graus de heterogeneidade γ, k = 2 e
α = 0,10, sob H1.

Na Figura 4 os valores de poder dos testes foram apresentados para as

mesmas configurações da Figura 3, exceto pelo fato de o valor de k ser igual a
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4. Independentemente dos tamanhos amostrais e do grau de heterogeneidade, os

valores de poder de ambos os testes foram praticamente iguais e muito próximos de

1. Para o caso particular de n1 = 30 e n2 = 8, houve uma pequena superioridade

do TB em relação ao TNVM para valores maiores de γ (γ ≥ 16), embora essa

diferença possa ser atribuída aos erros de Monte Carlo.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
0,00
0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00

P
od

er

Grau de heterogeneidade ( )

 TB
 TNVM

(a) n1 = 8 e n2 = 30

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
0,00
0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00

P
od

er

Grau de heterogeneidade ( )

 TB
 TNVM

(b) n1 = 30 e n2 = 8

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
0,00
0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00

P
od

er

Grau de heterogeneidade ( )

 TB
 TNVM

(c) n1 = n2 = 30

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
0,00
0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00

P
od

er

Grau de heterogeneidade ( )

 TB
 TNVM

(d) n1 = n2 = 100

FIGURA 4 Poder do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modificado
(TNVM), para p = 2, diferentes graus de heterogeneidade γ, k = 4 e
α = 0,10, sob H1.

Para k = 8 e α = 0,10, considerando diferentes tamanhos de amostras

e graus de heterogeneidade das covariâncias, os dois testes tiveram desempenhos

iguais e ótimos, com poder de 1, para p = 2 e p = 5, confirmando o que Subrah-
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maniam & Subrahmaniam (1973) obtiveram que, para grandes diferenças entre os

vetores de médias, o poder tende a ser 1. Além desse patamar de diferenças entre

as médias populacionais (k > 8), os valores de poder dos testes também foram

sempre iguais a 1, fixados p = 2 e α = 0,10 e, por essa razão, igualmente não

foram apresentados.

Devido ao fato de os resultados de poder para α = 0,05 serem semelhantes

aos de α = 0,10, apenas algumas situações foram retratadas na Figura 5. Foram

escolhidas situações homogêneas (γ = 1) e de grande heterogeneidade (γ = 32),

sendo os valores de poder expressos em função da diferença k entre os vetores

de médias das populações e fixado o valor de p = 2. Para amostras de mesmo

tamanho, médias (n1 = n2 = 30) ou grandes (n1 = n2 = 100), os testes tiveram

o mesmo desempenho, independentemente da heterogeneidade e do valor de k

(Figuras 5c e 5d).

Para amostras de tamanhos diferentes, n1 = 8 e n2 = 30 (Figura 5a),

o TB apresentou menor poder do que o TNVM para k ≤ 4, com diferenças em

torno de 5 pontos percentuais para k = 2 e de 1 ponto percentual para k = 4.

Para k ≥ 8, os valores de poder foram equivalentes nos dois testes e iguais a 1. A

heterogeneidade provocou pequenos aumentos nos valores de poder dos testes, o

que é, de certa forma, surpreendente, pois, o que se espera é que ocorra o contrário

(Figura 5a). Uma possível explicação pode ser dada pelo fato de a maior amostra

estar associada à maior covariância populacional. Essa característica demonstra

grande robustez de ambos os testes, embora as diferenças no poder tenham sido

muito pequenas. Para o caso de n1 = 30 e n2 = 8 (Figura 5b), diferenças nos

valores de poder entre os dois testes diminuíram, sendo praticamente inexpressivas

em todas as situações considerando-se k e γ.

Na Figura 6 estão apresentados os valores de poder do TB e do TNVM,
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FIGURA 5 Poder do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modificado
(TNVM), para p = 2, valores diferentes de k, γ = 1 e γ = 32 e
α = 0,05, sob H1.

em função de γ, k e dos tamanhos de amostras para α = 0,01 e p = 2. O mesmo

padrão de desempenhos relativos das situações de α = 0,10 e α = 0,05 foram

observados para α = 0,01. O único destaque ocorreu para n1 = 30 e n2 = 8

(Figura 6b), em que as diferenças entre o TB e o TNVM se acentuaram em relação

às diferenças observadas para α = 0,10 (Figuras 3b e 4b) e α = 0,05 (Figura 5b).

Para k ≥ 8, cujos resultados não foram apresentados, os valores de poder foram

sempre superiores a 0,97 e praticamente iguais nos dois testes.

Na Figura 7 estão apresentados os valores de poder do TB e do TNVM,
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FIGURA 6 Poder do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modificado
(TNVM), para p = 2, valores diferentes de γ, k = 2 e k = 16 e
α = 0,01, sob H1.

em função de γ e tamanhos amostrais para k = 2, p = 5 e α = 0,10. Para

amostras iguais e medianas, n1 = n2 = 30, o TB foi superior ao TNVM e, para

n1 = n2 = 100, as diferenças entre os dois testes foram inexpressivas (Figuras 7c

e 7d). Para amostras diferentes, o TB apresentou poder inferior ao do TNVM (Fi-

guras 7a e 7b), sendo que as diferenças foram maiores do que as observadas para

p = 2 (Figuras 3a e 3b). É importante destacar que, nessas mesmas situações, sob

H0, o TNVM foi, quase sempre, liberal, enquanto o TB foi conservativo (Tabela

3). O mesmo comportamento do TNVM, nesse caso, foi obtido por Christensen
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& Rencher (1997) e Subrahmaniam & Subrahmaniam (1973) para a solução pro-

posta por James (1954), que apresentou grande poder, porém, com taxas de erro

tipo I altas, especialmente quando a maior covariância estava associada à popu-

lação de menor tamanho e para maior p. Cirillo & Ferreira (2004) observaram

comportamento semelhante para a solução de Johansen (1980) que, apesar de ter

sido poderoso com α = 0,05 e p = 5, não controlou o erro tipo I, para amostras de

tamanhos diferentes (n1 = 10 e n2 = 15). Assim, a vantagem do desempenho do

TNVM em relação ao poder não deve ser considerada, pois, em situações reais, o

pesquisador não sabe se está sob H0 ou sob H1. Assim, uma rejeição da hipótese

nula de igualdade dos vetores de médias poderia ser atribuída ao erro tipo I, se

estiver sob H0, pois o teste é liberal. A probabilidade desse erro é, de fato, maior

do que o nível nominal α utilizado, o que não ocorre com o TB.

As mesmas situações para o poder da Figura 7, exceto pelo fato de que

k = 4, são apresentadas na Figura 8. Com uma maior diferença entre os vetores

de médias (k = 4), o TB e o TNVM tiveram valores de poder iguais e próximos de

1 quando as amostras tinham tamanhos amostrais iguais (Figuras 8c e 8d). O grau

de heterogeneidade das covariâncias praticamente não teve efeito no desempenho

dos testes, com retas paralelas às abscissas. Para amostras de tamanhos diferen-

tes (Figuras 8a e 8b), as diferenças nos desempenhos dos testes diminuíram em

relação à situação de k = 2 (Figuras 7a e 7b). Como é preconizado pela teoria,

o aumento das diferenças entre os vetores de médias provocou um aumento con-

siderável no poder, como pode ser observado na comparação entre as Figuras 7 e

8.

Mantidos os valores de k = 4 e α = 0,10, porém, considerando-se p = 2

(Figura 4), para tamanhos amostrais iguais, quase não há diferenças entre os valo-

res de poder dos dois testes, ficando sempre acima de 0,99, quando são considera-
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FIGURA 7 Poder do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modificado
(TNVM), para p = 5, diferentes graus de heterogeneidade γ, k = 2 e
α = 0,10, sob H1.

das 5 variáveis no lugar de 2, o que pode ser constatado comparando-se as Figuras

4c e 4d com as Figuras 8c e 8d. Porém, para tamanhos amostrais diferentes, há

uma queda no poder com o aumento de variáveis para os dois testes, sendo o TB

mais afetado do que o TNVM (Figuras 4a e 4b e Figuras 8a e 8b). Esse fato con-

firma o que Subrahmaniam & Subrahmaniam (1973) observaram, ou seja, o poder

dos testes diminui com o aumento de p, para uma dada diferença entre os vetores

de médias.

Na Figura 9 estão apresentados os valores de poder para os testes baye-
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FIGURA 8 Poder do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modificado
(TNVM), para p = 5, diferentes graus de heterogeneidade γ, k = 4 e
e α = 0,10, sob H1.

siano e Nel & Merwe modificado (Krishnamoorthy & Yu, 2004), para p = 5 e

α = 0,05, considerando γ = 1 e γ = 32 e diferentes k, incluindo também o

caso de k = 0, fornecendo informação a respeito do erro tipo I. Comparando-se os

valores de poder com os da Figura 5, que corresponde às mesmas configurações,

mas com p = 2, observou-se que, para tamanhos amostrais diferentes (Figuras 9a

e 9b), as diferenças entre os dois testes se acentuaram, com o TB apresentando

valores menores do que os do TNVM para k = 2 e k = 4. Diferentemente do que

ocorreu com as situações ilustradas nas Figuras 5a e 5b, em que a heterogeneidade
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ocasionou aumento de poder para os testes, no caso da Figura 9, a heterogeneidade

não afetou consideravelmente o desempenho do TB e, para o TNVM, ao contrário,

no caso de k = 2 e n1 = 30 e n2 = 8 (Figura 9b), a homogeneidade de covariân-

cias (γ = 1) apresentou o maior poder, o que se espera que ocorra. Porém, esse

resultado deve ser interpretado com cuidado pois, para k = 0, as taxas de erro tipo

I foram maiores do que o nível nominal de significância. Para diferenças entre

os vetores de médias maiores do que 8 erros padrões, os dois testes apresentaram

valores de poder iguais a 1 e iguais entre si. Para tamanhos amostrais iguais (Figu-

ras 9c e 9d), o TB e o TNVM apresentaram o mesmo comportamento em relação

ao poder, com a falta de influência da heterogeneidade, sendo este afetado apenas

pelo valor de k. Esse fato demonstra a robustez desses testes para lidar com seve-

ras situações do problema de Behrens-Fisher, já que as linhas para γ = 1 e γ = 32

são praticamente indistinguíveis.

Na Figura 10 estão apresentados os valores de poder do TB e do TNVM,

em função de γ, k e dos tamanhos amostrais para α = 0,01 e p = 5. Comparando-

se os valores de poder com aqueles das mesmas configurações, porém, para p = 2

(Figura 6), observa-se queda no desempenho do TB em relação ao TNVM, essen-

cialmente para amostras de tamanhos diferentes (Figuras 10a e 10b), em que o TB

apresentou valores de poder baixos. Houve também redução dos valores de poder

do TNVM, entretanto, em menor escala. Cabe ressaltar que, em relação às taxas

de erro tipo I, o TB foi conservativo para essas situações de tamanhos amostrais

diferentes e o TNVM foi liberal em alguns casos (Tabela 5). Para tamanhos amos-

trais iguais (Figuras 10c e 10d), o desempenho do TB foi levemente superior ao do

TNVM. Para k ≥ 8, cujos resultados não foram apresentados, os valores de poder

foram sempre superiores a 0,97 e praticamente iguais nos dois testes.

No geral, o poder dos dois testes foi diminuído com o aumento do número
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FIGURA 9 Poder do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modificado
(TNVM), para p = 5, valores diferentes de k, γ = 1 e γ = 32 e
α = 0,05, sob H1.

de variáveis de 2 para 5, tendo sido esse efeito mais pronunciado no TB e para

tamanhos amostrais diferentes. A heterogeneidade praticamente não afetou os va-

lores de poder de nenhum dos testes. Considerando-se diferenças entre os vetores

de médias maiores ou iguais a 4 erros padrões, os valores de poder foram muito

altos para amostras de tamanhos iguais para os dois valores de p (valores acima

de 0,97) e para amostras de tamanhos diferentes com p = 2 (valores acima de

0,90) e apenas moderados para amostras de tamanhos diferentes com p = 5 (va-

lores acima de 0,65). Em todos os casos, o poder foi mais baixo quando a maior
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FIGURA 10 Poder do teste bayesiano (TB) e de Nel & Merwe modificado
(TNVM), para p = 5, valores diferentes de γ, k = 2 e k = 16 e
α = 0,01, sob H1.

amostra estava associada à menor covariância (n1 = 30 e n2 = 8).

Algumas combinações de tamanhos amostrais foram simuladas, com (n1,

n2) = (15,15), (8,15) e (15,8), porém, esses resultados não foram inteiramente

apresentados por terem comportamento semelhante às situações de n1 e n2 dados,

respectivamente, por (30,30), (8,30) e (30,8). Porém, como as diferenças entre os

tamanhos amostrais das populações 1 e 2 nas situações não apresentadas eram me-

nores, os valores de poder obtidos foram mais altos, indicando que quanto maior

for o balanceamento, melhor será o desempenho dos testes e mais parecidos eles
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se tornam.

O teste bayesiano apresentou comportamento parecido com o observado

por Christensen & Rencher (1997) para a solução de Kim e de Nel & Merwe ori-

ginal, por terem alto poder e serem conservativas. Como o TB apresentou valores

de poder altos, foi conservativo para as situações adversas (tamanhos amostrais di-

ferentes e com a maior amostra associada à menor covariância) e controlou o erro

tipo I em boa parte das situações, mesmo com alta heterogeneidade, é um teste

que deve ser recomendado. Além do mais, em várias situações sob H0, o TNVM

se mostrou liberal, embora com taxas de erro tipo I não tão expressivamente su-

periores aos valores nominais de significância. Nessas situações, mas sob H1, seu

poder foi superior ao do TB. Essa vantagem não é real pois, sob H0, não houve

controle do erro tipo I. Nessas condições de maiores diferenças entre os tamanhos

amostrais, o pesquisador deveria considerar a possibilidade de utilizar o TB por ser

conservativo no controle das taxas de erro tipo I e apresentar poder competitivo.

Devido ao maior controle do erro tipo I, na maior parte das situações simu-

ladas, o teste bayesiano proposto é recomendado, principalmente para ser utilizado

em situações de balanceamento pois, nessas situações, seu poder foi, no mínimo,

igual ao do TNVM. Novas avaliações considerando escolhas diferentes para os hi-

perparâmetros podem ser realizadas em trabalhos futuros, tendo como perspectiva

a melhoria do desempenho do TB nas situações de não balanceamento (n1 6= n2).

4.3 Exemplo real

Os dados dos solos de capoeira nova e de pastagem da Amazônia do exem-

plo descrito na seção 3.4 se encaixam na situação de tamanhos amostrais diferentes

(n1 = 30 e n2 = 8), com a maior covariância associada à população de maior ta-

manho amostral (população 1). Para verificar que os dados do exemplo seguiam

as pressuposições necessárias para caracterizar o problema de Behrens-Fisher, ou
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seja, que a distribuição dos dados era normal multivariada e as matrizes de covari-

âncias eram heterogêneas, Ferreira (2008) realizou os testes necessários e confir-

mou as duas condições.

Para aplicação do teste bayesiano, foram obtidos os vetores de médias

amostrais (Ȳ 1 e Ȳ 2) e as matrizes de somas de quadrados e produtos (V 1 e V 2):

Ȳ 1 =

 6,1
2,5
8,8

 , Ȳ 2 =

 2,2
1,4
3,8

 ,

V 1 =

 124,40 37,68 163,21
37,68 23,56 61,60
163,21 61,60 226,49

 e V 2 =

 6,83 3,45 10,35
3,45 6,29 9,91
10,35 9,91 20,53

 .

O vetor das diferenças entre as médias amostrais (d), e a matriz V p, obtida

por meio da expressão (3.5) são

d =


3,9

1,1

5,0

 e V p =


89,99 27,66 118,47

27,66 18,50 46,47

118,47 46,47 166,21


Os valores dos hiperparâmetros obtidos por meio de (3.4) para se gerarem

as amostras a posteriori foram r1 = 4,99 e r2 = 4,97. Em seguida, foram geradas

as N = 2000 amostras, os valores das diferenças δ foram obtidos e os valores da

quantidade qj foram calculados pela expressão (3.6). Ordenaram-se os valores de

qj e obtiveram-se os quantis 0,90, 0,95 e 0,99, que foram iguais a 0,022, 0,027 e

0,048, respectivamente. Foi calculado o valor de qc, de acordo com a expressão

(3.7) e que foi igual a 0,191. Como o valor de qc supera os valores dos quan-

tis obtidos, conclui-se que os vetores de médias dos solos de capoeira nova e de

pastagem da Amazônia diferem, pelo TB, com credibilidade de 0,90, 0,95 e 0,99.
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O TNVM também foi aplicado aos dados do exemplo. Foram obtidos os

valores de ν = 36,954, T 2
c = 94,289 e valor-p = 9,907305 × 10−10. Assim, os

vetores de médias dos solos de capoeira nova e de pastagem da Amazônia também

diferem pelo TNVM.
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5 CONCLUSÕES

A solução bayesiana foi obtida com sucesso e foi competitiva com a me-

lhor solução frequentista existente. Em geral, o teste proposto foi conservativo

para amostras de tamanhos diferentes e liberal em alguns casos de amostras de

tamanhos iguais e pequenos. Nas situações em que o teste bayesiano foi liberal, a

diferença entre a taxa de erro tipo I empírica e o valor nominal de significância foi

praticamente inexpressiva.

O teste bayesiano foi conservativo em casos desbalanceados quando o nú-

mero de variáveis foi mais alto (p = 5), enquanto o teste frequentista de Nel &

Merwe modificado (Krishnamoorthy & Yu, 2004) foi liberal.

Como o teste bayesiano possui vantagens competitivas, superando seu

principal concorrente em algumas situações, como em casos de tamanhos amos-

trais diferentes e maior número de variáveis, deve ser recomendada a sua utilização

em experimentos reais.
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PROGRAMA A: Programa R de simulação utilizado para computar o erro tipo I
e o poder dos testes TB e TNVM, sob H0 e sob H1, conforme a situação avaliada

# Função p a r a g e r a r a m o s t r a s da d i s t r i b u i ç ã o t m u l t i v a r i a d a
t p o s t m u l t = f u n c t i o n ( n , Ybi , Vi , nu )

{
y = rmvnorm ( n , s igma= d i a g ( l e n g t h ( Ybi ) ) ) / s q r t ( r c h i s q ( n , nu ) / nu ) ;
y = y %∗% c h o l ( Vi ) +

m a t r i x ( r e p ( Ybi , t i m e s =n ) , n , l e n g t h ( Ybi ) , byrow=T )
re turn ( y )

}

# Função p a r a s i m u l a r de a m o s t r a s no rma i s
s imulanorms = f u n c t i o n ( n , mu , s igma )
{

re turn ( rmvnorm ( n , mu , s igma ) )
}

# Função p a r a a p l i c a ç ã o do t e s t e b a y e s i a n o :
# r e c e b e o N p a r a g e r a r a s a m o s t r a s a p o s t e r i o r i , a s a m o s t r a s
# norma i s o b t i d a s p a r a as duas pop u l ações , os tamanhos
# a m o s t r a i s e o v e t o r d e l t a 0 a s e r t e s t a d o

TB = f u n c t i o n (N, Y1 , Y2 , n1 , n2 , d e l t a 0 )
{

p = n c o l ( Y1 ) # n o v a r i á v e i s
xb1 = a p p l y ( Y1 , 2 , mean ) # o b t e r média da pop . 1
xb2 = a p p l y ( Y2 , 2 , mean ) # o b t e r média da pop . 2
V1 = ( n1−1)∗ v a r ( Y1 ) # o b t e r m a t r i z SQP1
V2 = ( n2−1)∗ v a r ( Y2 ) # o b t e r m a t r i z SQP2
d = xb1 − xb2 # v e t o r das d i f e r e n ç a s das médias a m o s t r a i s
Vp = ( ( n1−1)∗V1 + ( n2−1)∗V2 ) / ( n1 + n2 − 2) #V p oo l ed
Vpinv = s o l v e ( Vp ) # i n v e r s a da V p oo led
r1 = (2∗p−1)∗( p / ( 2 ∗ p−1 ) ) ^ ( ( p / n1 ) ^ 3 ) # h i p e r p a r â m e t r o r1
r2 = (2∗p−1)∗( p / ( 2 ∗ p−1 ) ) ^ ( ( p / n2 ) ^ 3 ) # h i p e r p a r â m e t r o r2
# o b t e r a m o s t r a s a p o s t e r i o r i
a m o s t r a s . p o s t . 1 = t p o s t m u l t (N, xb1 , V1 / ( ( n1 + r1 − 2∗p )∗ n1 ) ,

n1 + r1 − 2∗p )
a m o s t r a s . p o s t . 2 = t p o s t m u l t (N, xb2 , V2 / ( ( n2 + r2 − 2∗p )∗ n2 ) ,

n2 + r2 − 2∗p )
d e l t a = a m o s t r a s . p o s t . 1 − a m o s t r a s . p o s t . 2
# o b t e r os q u a n t i s q
q = ( t ( d e l t a [ 1 , ] − d))%∗%Vpinv%∗%( d e l t a [ 1 , ] − d )
f o r ( i i i n 2 :N)
{

q . t = ( t ( d e l t a [ i i , ] − d))%∗%Vpinv%∗%( d e l t a [ i i , ] − d )
q = r b i n d ( q , q . t )

}
q . o rd = s o r t ( q )
# q u a n t i d a d e qc n e c e s s á r i a ao t e s t e da h i p ó t e s e n u l a
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qc = ( t ( d e l t a 0 − d))%∗%Vpinv%∗%( d e l t a 0 − d )
re turn ( l i s t ( q . o rd =q . ord , qc=qc ) )

}

# Função p a r a a p l i c a ç ã o do t e s t e Nel & Van d e r Merwe m o d i f i c a d o :
# r e c e b e a a m o s t r a da pop . 1 em Y1 e da pop . 2 em Y2
#H0 : mu1−mu2= d e l t a 0 ( d e l t a 0 , deve s e r p a s s a d o p a r a a f u nç ão
# d e f a u l t = 0 ( p x 1)
TNVMM = f u n c t i o n ( Y1 , Y2 , d e l t a 0 = m a t r i x ( 0 , n c o l ( Y1 ) , 1 ) )

{
n1 = nrow ( Y1 ) ; n2 = nrow ( Y2 )
p = n c o l ( Y1 )
i f ( n1>n2 )
{

aux1 = Y1
Y1 = Y2
Y2 = aux1
d e l t a 0 = −1∗ d e l t a 0
n1 = nrow ( Y1 ) ; n2 = nrow ( Y2 )

} # e v i t a r t r o c a s de d imensões n1>n2
S1= v a r ( Y1 ) ; S2= v a r ( Y2 )
Y1b = a p p l y ( Y1 , 2 , mean ) ; Y2b = a p p l y ( Y2 , 2 , mean )
SeI = s o l v e ( S1 / n1+S2 / n2 )
aux=Y1b − Y2b − d e l t a 0
T2 = t ( aux)%∗%SeI%∗%aux
V1 = ( ( S1 / n1)%∗%SeI ) ; V2 = ( ( S2 / n2)%∗%SeI )
v2 = p + p ^2
aux = ( sum ( d i a g ( V1%∗%V1 ) ) + ( sum ( d i a g ( V1 ) ) ) ^ 2 ) / ( n1−1)
aux = aux + ( sum ( d i a g ( V2%∗%V2 ) ) + ( sum ( d i a g ( V2 ) ) ) ^ 2 ) / ( n2−1)
v2=v2 / aux
v1 = p
F=( v2+1−p )∗T2 / ( v2∗p )
p r . F=1 − pf ( F , v1 , v2+1−p )
re turn ( l i s t ( f1 =v1 , f2 =v2+1−p , F = F , p r . F= pr . F , T2=T2 , nu=v2 ) )

}

# Função p a r a a v a l i a r t e s t e − e r r o s t i p o I e I I
# R e t o r n a as t a x a s de e r r o o b t i d a s p a r a a l p h a = 10 , 5 e 1%
SMC = f u n c t i o n (N,M, mu1 , mu2 , Sigma1 , Sigma2 , n1 , n2 , d e l t a 0 )

{
r e s = m a t r i x ( 0 , 3 , 2 ) # m a t r i z p a r a a rmazena r os r e s u l t a d o s

# de 10 ,5 e 1%
dimnames ( r e s ) = l i s t ( c ( "10%" , "5%" , "1%" ) , c ( "TB" , "TNVM" ) )
f o r ( i i n 1 :M)
{

Y1 = s imulanorms ( n1 , mu1 , s igma=Sigma1 ) # o b t e r pop . 1 normal
Y2 = s imulanorms ( n2 , mu2 , s igma=Sigma2 ) # o b t e r pop . 2 normal
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# a p l i c a r TB e TNVM
B = TB(N, Y1 , Y2 , n1 , n2 , d e l t a 0 )
T2NWM = TNVMM( Y1 , Y2 , d e l t a 0 ) ;
# o b t e n ç ã o da p r o p o r ç ã o de c a s o s em que H0 f o i r e j e i t a d a
# p a r a o TB
i f ( B$qc >= B$q . o rd [ 0 . 9 0∗M] ) r e s [ 1 , 1 ] = r e s [ 1 , 1 ] + 1 . 0 /M
i f ( B$qc >= B$q . o rd [ 0 . 9 5∗M] ) r e s [ 2 , 1 ] = r e s [ 2 , 1 ] + 1 . 0 /M
i f ( B$qc >= B$q . o rd [ 0 . 9 9∗M] ) r e s [ 3 , 1 ] = r e s [ 3 , 1 ] + 1 . 0 /M
# p a r a o TNVM
i f (T2NWM$pr . F <= 0 . 1 0 ) r e s [ 1 , 2 ] = r e s [ 1 , 2 ] + 1 . 0 /M
i f (T2NWM$pr . F <= 0 . 0 5 ) r e s [ 2 , 2 ] = r e s [ 2 , 2 ] + 1 . 0 /M
i f (T2NWM$pr . F <= 0 . 0 1 ) r e s [ 3 , 2 ] = r e s [ 3 , 2 ] + 1 . 0 /M

}
re turn ( r e s )

}

# S imulação dos dados
l i b r a r y ( mvtnorm )

N = 2000 ; M = 2000 # número de a m o s t r a s e s i m u l a ç õ e s
s i g 2 = 1 # v a l o r u t i l i z a d o p a r a o b t e r Sigma1
k = c ( 0 , 2 , 4 , 8 , 1 6 ) # d i f e r e n t e s e r r o s p a d r õ e s
gama = c ( 1 , 2 , 8 , 1 6 , 3 2 ) # d i f e r e n t e s g r a u s de

# h e t e r o g e n e i d a d e das c o v a r i â n c i a s
rho = 0 . 5 # c o r r e l a ç ã o e n t r e a s v a r i á v e i s

#Exemplo de o b t e n ç ã o das t a x a s de e r r o t i p o I p a r a :
#k = 0 ( médias i g u a i s ) , gama = 1 ( homogeneidade ) , p = 2 , n1 =8 , n2=8
p = 2
n1 = 8 ; n2 = 8
d e l t a 0 = v e c t o r ( mode = " i n t e g e r " , l e n g t h = p ) # h i p ó t e s e t e s t a d a

# ( d e l t a = v e t o r de z e r o s )
# m a t r i z e s de v a r i â n c i a s e c o v a r i â n c i a s
Sigma1 = s i g 2 ∗ ( ( 1 − rho )∗ d i a g ( p ) + rho ∗m a t r i x ( 1 , p , p ) )
Sigma2 = gama [ 1 ] ^ ( 1 / p )∗ Sigma1
# s i t u a ç ã o de médias i g u a i s
mu1 = v e c t o r ( mode = " i n t e g e r " , l e n g t h = p )
mu2 = mu1
# chamada à fu nç ã o que computa a t a x a de e r r o t i p o I p a r a TB e TNVM
r e s 1 = SMC(N,M, mu1 , mu2 , Sigma1 , Sigma2 , n1 , n2 , d e l t a 0 )
r e s 1

#Exemplo de o b t e n ç ã o do pode r p a r a :
#k = 2 e r r o s pad rões , gama = 1 ( homogeneidade ) , p = 2 ,
#n1 =8 , n2 =15
p = 2
n1 = 8 ; n2 = 15
d e l t a 0 = v e c t o r ( mode = " i n t e g e r " , l e n g t h = p ) # h i p ó t e s e t e s t a d a
# S d i f é a m a t r i z de c o v a r i â n c i a s das d i f e r e n ç a s e n t r e a s médias
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S d i f = v e c t o r ( mode = " i n t e g e r " , l e n g t h = p )
# m a t r i z e s de v a r i â n c i a s e c o v a r i â n c i a s Sigma1 e Sigma2
Sigma1 = s i g 2 ∗ ( ( 1 − rho )∗ d i a g ( p ) + rho ∗m a t r i x ( 1 , p , p ) )
Sigma2 = gama [ 1 ] ^ ( 1 / p )∗ Sigma1
f o r ( i i n 1 : p )
{

S d i f [ i ] = s q r t ( Sigma1 [ i , i ] / n1 + Sigma2 [ i , i ] / n2 )
}
# s i t u a ç ã o de v e t o r e s de médias d i f e r e n t e s por k=1 e r r o pa d rã o
mu1 = v e c t o r ( mode = " i n t e g e r " , l e n g t h = p )
mu2 = mu1 + k [ 2 ]∗ S d i f
r e s 2 = SMC(N,M, mu1 , mu2 , Sigma1 , Sigma2 , n1 , n2 , d e l t a 0 )
r e s 2
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PROGRAMA B: Programa R para realizar os testes TB e TNVM para o problema
de Behrens-Fisher multivariado

# Função p a r a a p l i c a ç ã o do t e s t e b a y e s i a n o (TB ) :
# r e c e b e o N p a r a g e r a r a s a m o s t r a s a p o s t e r i o r i , a s a m o s t r a s
# norma i s o b t i d a s p a r a as duas pop u l ações , os tamanhos
# a m o s t r a i s , o v e t o r d e l t a 0 a s e r t e s t a d o e o v a l o r
# da c r e d i b i l i d a d e nomina l a s e r usada
AplicaTB = f u n c t i o n (N, Y1 , Y2 , n1 , n2 , d e l t a 0 , c . nomina l = 0 . 0 5 )
{

p = n c o l ( Y1 ) # n o v a r i á v e i s
yb1 = a p p l y ( Y1 , 2 , mean ) # o b t e r média da pop . 1
yb2 = a p p l y ( Y2 , 2 , mean ) # o b t e r média da pop . 2
V1 = ( n1−1)∗ v a r ( Y1 ) # o b t e r m a t r i z SQP1
V2 = ( n2−1)∗ v a r ( Y2 ) # o b t e r m a t r i z SQP2
d = yb1 − yb2 # v e t o r das d i f e r e n ç a s das médias a m o s t r a i s
Vp = ( ( n1−1)∗V1 + ( n2−1)∗V2 ) / ( n1 + n2 − 2) #V p oo l ed
Vpinv = s o l v e ( Vp ) # i n v e r s a da V p oo led
r1 = (2∗p−1)∗( p / ( 2 ∗ p−1 ) ) ^ ( ( p / n1 ) ^ 3 ) # h i p e r p a r â m e t r o r1
r2 = (2∗p−1)∗( p / ( 2 ∗ p−1 ) ) ^ ( ( p / n2 ) ^ 3 ) # h i p e r p a r â m e t r o r2
# o b t e r a m o s t r a s a p o s t e r i o r i
y1 = rmvnorm (N, sigma= d i a g ( l e n g t h ( yb1 ) ) ) /

s q r t ( r c h i s q (N, n1 + r1 − 2∗p ) / ( n1 + r1 − 2∗p ) )
a m o s t r a s . p o s t . 1 = y1 %∗% c h o l ( V1 / ( ( n1 + r1 − 2∗p )∗ n1 ) ) +

m a t r i x ( r e p ( yb1 , t i m e s =N) ,N, l e n g t h ( yb1 ) , byrow=T )
y2 = rmvnorm (N, sigma= d i a g ( l e n g t h ( yb2 ) ) ) /

s q r t ( r c h i s q (N, n2 + r2 − 2∗p ) / ( n2 + r2 − 2∗p ) )
a m o s t r a s . p o s t . 2 = y2 %∗% c h o l ( V2 / ( ( n2 + r2 − 2∗p )∗ n2 ) ) +

m a t r i x ( r e p ( yb2 , t i m e s =N) ,N, l e n g t h ( yb2 ) , byrow=T )
d e l t a = a m o s t r a s . p o s t . 1 − a m o s t r a s . p o s t . 2
# o b t e r os q u a n t i s q
q = ( t ( d e l t a [ 1 , ] − d))%∗%Vpinv%∗%( d e l t a [ 1 , ] − d )
f o r ( i i i n 2 :N)
{

q . t = ( t ( d e l t a [ i i , ] − d))%∗%Vpinv%∗%( d e l t a [ i i , ] − d )
q = r b i n d ( q , q . t )

}
q . o rd = s o r t ( q )
q u a n t i l = q . o rd [ ( 1 − c . nomina l )∗N]
# q u a n t i d a d e qc n e c e s s á r i a ao t e s t e da h i p ó t e s e n u l a
qc = ( t ( d e l t a 0 − d))%∗%Vpinv%∗%( d e l t a 0 − d )
C = l e n g t h ( q [ q >= as . numer ic ( qc ) ] ) / N # v a l o r da

# c r e d i b i l i d a d e e m p í r i c a
re turn ( l i s t ( q u a n t i l = q u a n t i l , qc=qc , c . nomina l =c . nominal ,

c . v a l u e =C ) )
}

#Exemplo de a p l i c a ç ã o
# dados de F e r r e i r a , 2008 , p . 241 e 254
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# as p o p u l a ç õ e s eram s o l o s de pas tagem e c a p o e i r a nova
# p a r a as v a r i á v e i s Ca , Mg e SB ( c á l c i o , magnés io e
# s a t u r a ç ã o de b a s e s )
# haviam 13 a m o s t r a s de pas tagem e 30 de c a p o e i r a nova
l i b r a r y ( mvtnorm )

N = 2000
n1 = 1 3 ; n2 = 30
p = 3
d e l t a 0 = v e c t o r ( mode = " i n t e g e r " , l e n g t h = p ) # h i p ó t e s e t e s t a d a

# ( d e l t a = v e t o r de z e r o s )
c . nomina l = 0 . 0 5 # v a l o r da c r e d i b i l i d a d e nomina l a

# s e r u t i l i z a d a p a r a r e a l i z a r o t e s t e
# dados i n s e r i d o s por c o l u n a ( em que as l i n h a s r e p r e s e n t a m a

# a m o s t r a e cada c o l u n a r e p r e s e n t a uma v a r i á v e l )
Y1 = m a t r i x ( c ( 2 . 3 , 2 . 5 , 1 . 8 , 3 . 4 , 1 . 8 , 3 . 7 , 1 . 4 , 1 . 5 , 2 . 8 , 1 . 4 , 1 . 8 , 1 . 9 , 2 . 8 ,

1 . 7 , 2 . 5 , 2 . 1 , 2 . 5 , 1 . 1 , 1 . 4 , 0 . 7 , 0 . 6 , 2 . 2 , 0 . 8 , 0 . 6 , 1 . 7 , 0 . 8 ,
4 . 1 , 5 . 1 , 4 . 1 , 6 . 1 , 3 . 0 , 5 . 2 , 2 . 2 , 2 . 2 , 5 . 1 , 2 . 3 , 2 . 5 , 3 . 7 , 3 . 7 )
, n1 , p )

Y1
Y2 = m a t r i x ( c ( 3 . 1 , 4 . 1 , 8 . 3 , 5 . 2 , 8 . 5 , 4 . 2 , 1 0 . 5 , 6 . 9 , 3 . 4 , 2 . 6 , 7 . 6 , 5 . 4 ,

4 . 9 , 1 0 . 4 , 7 . 1 , 5 . 1 , 7 . 3 , 5 . 7 , 8 . 5 , 7 . 3 , 5 . 2 , 5 . 0 , 7 . 8 , 6 . 2 ,
4 . 4 , 7 . 9 , 7 . 0 , 5 . 0 , 2 . 9 , 6 . 4 , 2 . 1 , 2 . 4 , 2 . 6 , 2 . 3 , 4 . 1 , 2 . 5 ,
4 . 8 , 3 . 1 , 1 . 6 , 1 . 8 , 2 . 1 , 3 . 6 , 2 . 1 , 4 . 8 , 2 . 2 , 2 . 2 , 1 . 7 , 1 . 2 ,
3 . 6 , 2 . 2 , 1 . 9 , 2 . 5 , 2 . 2 , 1 . 8 , 2 . 1 , 3 . 1 , 2 . 3 , 2 . 5 , 1 . 2 , 2 . 6 ,
5 . 3 , 6 . 8 , 1 1 . 1 , 7 . 7 , 1 2 . 8 , 6 . 9 , 1 5 . 5 , 1 0 . 4 , 5 . 3 , 4 . 5 , 1 0 . 0 ,
9 . 2 , 7 . 2 , 1 5 . 5 , 9 . 5 , 7 . 4 , 9 . 2 , 7 . 0 , 1 2 . 3 , 9 . 6 , 7 . 3 , 7 . 7 ,
1 0 . 3 , 8 . 2 , 6 . 6 , 1 1 . 2 , 9 . 6 , 7 . 6 , 4 . 4 , 9 . 1 ) , n2 , p )

Y2
AplicaTB (N, Y1 , Y2 , n1 , n2 , d e l t a 0 , c . nomina l )
#Se o v a l o r de c . v a l u e f o r a l t o , há e v i d ê n c i a p a r a não r e j e i t a r H0
#Se o v a l o r de c . v a l u e f o r baixo , há e v i d ê n c i a p a r a r e j e i t a r H0
#Como o v a l o r de c . v a l u e o b t i d o p a r a e s s e exemplo f o i mui to ba ixo ,
# a h i p ó t e s e H0 de i g u a l d a d e dos v e t o r e s de médias dos s o l o s
# deve s e r r e j e i t a d a
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