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  RESUMO 

           GOUVÊA, Graziela Dutra Rocha. Métodos bayesianos para análise de dados 
de eventos recorrentes considerando uma classe geral de modelos com 
fragilidade multiplicativa. 2010. 137 p. Tese (Doutorado em Estatística e 
Experimentação Agropecuária) – Universidade Federal de Lavras, Lavras. 
  

Em muitas situações há interesse em observar a ocorrência de um único 
tipo de falha, mais de uma vez, em cada indivíduo envolvido na análise. Nesse 
caso, é razoável supor a existência de associação entre tempos de ocorrência de 
eventos. Para considerar a existência de uma possível associação entre os tempos 
de sobrevivência, uma classe de modelos, denominada modelos de fragilidade, 
na qual um efeito aleatório é introduzido no modelo de Cox, vem sendo 
estudada. Peña e Hollander (2004) propuseram uma nova classe de modelos, 
mais geral e flexível, que incorpora simultaneamente os efeitos de covariáveis, o 
impacto da acumulação de tempos de ocorrências de eventos sobre o indivíduo, 
o efeito de variáveis latentes e o efeito das intervenções realizadas após cada 
ocorrência de evento. No que se refere à abordagem bayesiana, os modelos de 
fragilidade já foram explorados por vários autores. Por outro lado, a classe geral 
de modelos para eventos recorrentes ainda não foi estudada sob o enfoque 
bayesiano. Sendo assim, a proposta desta tese foi a utilização de métodos 
bayesianos para a classe geral de modelos com fragilidade para análise de dados 
de eventos recorrentes e também estudar, sob esse enfoque, o modelo de 
fragilidade multiplicativo e o modelo de Cox. Os modelos foram comparados 
considerando os métodos de seleção AIC (Critério de Informação de Akaike) e 
BIC (Critério de Informação Bayesiano). A metodologia proposta foi aplicada 
aos dados de Insuficiência Renal Crônica da Santa Casa de Misericórdia na 
cidade de Lavras, MG, os quais foram coletados exclusivamente para utilização 
nesta tese. Para esse conjunto de dados o efeito das covariáveis foi estudado e as 
fragilidades individuais para os pacientes em tratamento de Hemodiálise foram 
estimadas. Concluiu-se que a classe geral de modelos é importante porque 
considera além dos efeitos presentes nos outros modelos, o efeito da acumulação 
da recorrência dos eventos sobre os indivíduos. A aplicação ao conjunto de 
dados mostrou a importância dos termos de fragilidade e do parâmetro que mede  
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efeito da acumulação da recorrência dos eventos sobre os indivíduos. Foi 
mostrado que o modelo proposto por Peña e Hollander pode ser útil para analisar 
dados de tempos de recorrência de hospitalizações para pacientes em tratamento 
de Hemodiálise. Nesse caso, foi verificado que o efeito do acumulo de 
recorrências de evento é um fator importante para predizer uma nova internação.  
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ABSTRACT 
 

          GOUVÊA, Graziela Dutra Rocha. Bayesian methods for data analysis of 
recurrent events considering a general class of models with multiplicative 
frailty. 2010. 137 p. Thesis (Doctorate in Statistics and Agricultural 
Experimentation) – Federal University of Lavras, Lavras. 
 

In some situations, we may observe that the event of interest occurs 
repeatedly in the same individual, such as when a patient diagnosed with cancer 
tends to relapse over time or when a person is repeatedly readmitted in a 
hospital. In this situation, it is more reasonable to suppose the existence of a 
relationship between times until the occurrence of events. In order to examine 
the association between survival times, a class of models has been studied. 
These are called frailty models and consider a random effect in the Cox model. 
Penã and Hollander (2004) proposed a new class of models, more general and 
flexible, that simultaneously incorporates the effect of covariates, the impact on 
the unit of accumulating event occurrences, the effect of latent or unobserved 
variables which, for each unit, endow correlation among the inter-event times, as 
well as the effect of performed interventions after each event occurrence.With 
respect to Bayesian approach, the frailty models have already been explored by 
many authors. By the other side, the general class of models for recurrent events 
has not been studied under Bayesian approach. Then, the aim of this thesis was 
to explore Bayesian methods for the general class of frailty models for recurrent 
event data analysis and also study, under this focus, the multiplicative frailty 
model and the Cox model. The models were compared using the selection 
methods AIC (Akaike information criterion) and BIC (Bayesian information 
criterion). The proposed methodology was applied to data of chronic renal 
failure from Santa Casa de Misericórdia in Lavras, MG, which was collected 
only for this study. The effect of covariates was studied and the individual 
frailties for the patients in treatment of hemodialysis were estimated. We 
conclude that the general class of models is important because consider, beside 
of effects in other models, the effect of cumulating times of recurrent events in 
the individuals. The application to the dataset showed the importance of both 
frailty terms and the parameter which measures the effect of cumulating times of 
recurrent events. It was showed that the model purposed by Peña and Hollander 
can be useful to analyse recurrent times data of hospitalization to patients in  
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treatment of hemodialysis. In this case, it was checked that the effect of 
cumulating cumulating recurrent events is an important feature to predict a new 
hospitalization.
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1 INTRODUÇÃO 

 

Em análise de sobrevivência considera-se, geralmente, que os tempos de 

ocorrência de eventos de indivíduos distintos são independentes. No entanto, 

existem diversas situações para as quais essa suposição não é adequada. 

Segundo Colossimo & Giolo (2006), situações em que é razoável supor a 

existência de associação entre tempos de sobrevivência caracterizam dados de 

sobrevivência multivariados.  

A suposição de independência entre os tempos de falha não é válida, por 

exemplo, nos casos em que um indivíduo está sujeito a eventos recorrentes. 

Nesses casos, há interesse em observar a ocorrência de um único tipo de falha 

mais de uma vez em cada indivíduo envolvido na análise. Desse modo, mesmo 

tendo experimentado o evento, o indivíduo continua em observação, já que o 

mesmo evento pode ocorrer novamente. Exemplos de eventos recorrentes são 

episódios de gripe, infartos do miocárdio, diarreia, hospitalizações, entre outros. 

Nesses tipos de estudos, em que os dados de sobrevivência são correlacionados, 

o uso de métodos padrões para dados de tempo de falha podem levar a 

inferências inválidas. Sendo assim, incorporar a correlação pode levar a uma 

crescente eficiência na análise (Carvalho et al., 2005). 

Para considerar a existência de uma possível associação entre os tempos 

de sobrevivência, uma classe de modelos, denominada modelos de fragilidade, 

inicialmente proposta por Clayton (1978), vem sendo estudada por diversos 

pesquisadores.  

Os modelos de fragilidade são caracterizados pela introdução de um 

efeito aleatório, representado por uma variável aleatória não observável, no 

modelo de Cox (1972). Esse efeito aleatório, chamado fragilidade, representa as 

informações que não podem ou não foram observadas e tem como objetivo 

explicar a correlação entre os tempos de falha multivariados.  
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Existem vários modelos e métodos de análise de eventos recorrentes. No 

entanto, Peña & Hollander (2004) sugerem que ainda há a necessidade de uma 

classe de modelos mais geral e flexível que incorpore, simultaneamente, os 

efeitos de covariáveis, o impacto da acumulação de tempos de ocorrências de 

eventos sobre a unidade ou indivíduo, o efeito de variáveis latentes ou não 

observadas que, para cada indivíduo, denota a correlação entre os tempos 

interevento, bem como o efeito das intervenções realizadas após cada ocorrência 

de evento. Sendo assim, os autores propuseram uma nova classe de modelos 

com maior generalização do que a maioria dos atuais modelos baseados no 

modelo de Cox.  

Geralmente, a estimação dos parâmetros dos modelos que envolvem a 

variável de fragilidade tem sido feita por meio do algoritmo EM (Esperança-

Maximização), no entanto, alguns autores sugerem que a convergência em 

muitos casos é muito lenta. 

A análise bayesiana é uma alternativa importante aos procedimentos 

clássicos de estimação que vem ganhando espaço crescente em aplicações nas 

mais diversas áreas. Segundo Tomazella (2003), a abordagem bayesiana é 

adequada quando ocorrem situações nas quais os dados avaliados são 

incompatíveis com modelos simples e outros modelos mais realísticos e, 

consequentemente, modelos mais complexos são necessários.  

Do ponto de vista bayesiano, os modelos de fragilidade com distribuição 

gama já foram explorado por alguns autores. A grande dificuldade de se fazer 

inferência com modelos de fragilidade tem sido computacional e os métodos 

bayesianos minimizam esses problemas. 

Por outro lado, a classe geral de modelos para eventos recorrentes com 

fragilidade multiplicativa, proposta por Peña & Hollander (2004), ainda não foi 

estudada sob o enfoque bayesiano. Como esse modelo é ainda mais complexo 

que o modelo de fragilidade usual, supõe-se que a metodologia bayesiana pode 
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ajudar a minimizar também as dificuldades computacionais impostas por tal 

modelo. 

Os modelos de análise de sobrevivência são muito utilizados em 

pesquisas médicas e têm sido considerados bastante úteis no estudo de doenças 

crônicas. 

Uma doença que constitui um grave problema médico e de saúde 

pública é a insuficiência renal (IR), caracterizada pela incapacidade dos rins em 

excretar substâncias tóxicas do organismo de forma adequada (Cardozo et al., 

2006). As causas da insuficiência renal são muitas, algumas das quais acarretam 

uma diminuição rápida da função renal, muitas vezes, com valores inferiores a 

1% ou 2% do índice normal (insuficiência renal aguda). Outras causas de IR 

acarretam a perda gradual e progressiva de grande parte dos néfrons 

funcionantes (Insuficiência Renal Crônica).  

Dada a relevância e o aumento de casos de IR no Brasil (Sociedade 

Brasileira de Nefrologia - SBN, 2009), faz-se necessário o estudo de ferramentas 

estatísticas apropriadas que auxiliem na interpretação dos parâmetros dos 

modelos que podem ser aplicados na análise dos dados relacionados ao 

tratamento dessa doença. As técnicas de análise de sobrevivência são aqui 

consideradas, pois se adéquam cada vez mais aos dados que frequentemente são 

encontrados em vários tipos de estudos, especialmente os clínicos e 

observacionais. As técnicas bayesianas também são consideradas, pois, a cada 

dia, se mostram mais eficientes, especialmente no que diz respeito ao tratado 

computacional. 

 
1.1 Objetivos 

A proposta, neste trabalho, é utilizar métodos bayesianos para a classe 

geral de modelos para análise de dados de eventos recorrentes com fragilidade 

multiplicativa (Peña & Hollander, 2004). 
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A metodologia proposta foi aplicada aos dados de insuficiência renal 

crônica da Santa Casa de Misericórdia, na cidade de Lavras, MG no intuito de 

determinar quais covariáveis estão relacionadas com um aumento e ou uma 

diminuição do tempo até a recorrência do evento de interesse e também estimar 

as fragilidades individuais para os pacientes em tratamento.  

Também é de interesse comparar a classe geral de modelos para eventos 

recorrentes com fragilidade multiplicativa, proposta por Peña & Hollander 

(2004), e o modelo de fragilidade multiplicativo (Clayton, 1978) e o modelo de 

regressão de Cox (1972).  
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2 REFERENCIAL TEÓRICO 

 

2.1 Análise de sobrevivência  

Modelos de análise de sobrevivência objetivam estudar dados de 

experimentos em que, geralmente, a variável resposta é o tempo até a ocorrência 

de um evento de interesse (tempo de falha). Em muitas situações, no entanto, 

não é possível observar o tempo de falha para todos os indivíduos em estudo. 

Isso ocorre por vários motivos, dentre eles, a interrupção do acompanhamento 

de determinados indivíduos ou pelo fato de esses indivíduos não terem 

experimentado o evento até o término do estudo. Sendo assim, para 

determinados indivíduos, não é obtida uma resposta completa, ou seja, não se 

sabe se o evento ocorreu ou quando ele ocorreu. Segundo Kalbfleisch & Prentice 

(2002), essas são as principais características dos dados de sobrevivência: a 

presença de censura e a observação parcial da resposta. 

Existem três tipos de censura: censura à direita, censura à esquerda e 

censura intervalar e três mecanismos de censura: censura tipo I, censura tipo II e 

censura aleatória. A ocorrência ou não de censura é geralmente representada por 

meio de uma variável indicadora de falha, que vale 1 se a observação falhou e 0 

se foi censurada (Carvalho et al., 2005). 

Segundo Colosimo & Giolo (2006), censura tipo I é aquela em que o 

estudo irá terminar após um período de tempo pré-estabelecido pelo 

pesquisador, enquanto a censura do tipo II é aquela em que o estudo termina 

após o evento de interesse ter ocorrido o número de vezes pré-estabelecido. A 

censura do tipo aleatória é aquela na qual a unidade em observação deixa de ser 

acompanhada sem que tenha experimentado o evento de interesse, por motivos 

alheios ao estudo. 

A censura à direita é caracterizada pelo fato de o tempo registrado para a 

ocorrência de evento ser maior do que o tempo que determina o final do estudo, 
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enquanto para a censura à esquerda os tempos de ocorrência de eventos 

registrados são anteriores ao início do estudo. Já a censura intervalar é 

caracterizada pelo fato de não ser conhecido o tempo exato de ocorrência de um 

evento, sabendo-se somente que esse ocorreu num determinado intervalo de 

tempo (Gouvêa, 2006).  

A presença de censuras torna inviável o uso de técnicas estatísticas 

convencionais para a análise dos dados. A aplicação de modelos de regressão na 

análise de sobrevivência também necessita de técnicas específicas para tratar as 

censuras. Assim, alguns métodos nessa área têm sido desenvolvidos e o interesse 

pelo assunto cresceu muito após a publicação do artigo de Cox (1972), no qual é 

apresentado o modelo de riscos proporcionais, que modela a função de risco na 

presença de covariáveis. 

Além do tempo de sobrevivência e da variável indicadora de falha, os 

dados de sobrevivência podem conter um conjunto de variáveis observáveis que 

podem estar relacionadas com esses tempos. Essas variáveis são conhecidas por 

covariáveis ou variáveis explicativas. Quando os tempos de sobrevivência estão 

relacionados com as covariáveis diz-se que a população é heterogênea. Caso 

contrário, a população é dita homogênea (Bastos, 2003). 

Geralmente, em análise de sobrevivência, considera-se que os tempos de 

ocorrência de eventos de indivíduos distintos são independentes. No entanto, 

existem diversas situações para as quais essa suposição não é adequada. Em 

estudos com animais, por exemplo, é razoável supor que exista correlação entre 

os tempos dos animais de uma mesma ninhada, enquanto em estudos com 

humanos pode haver correlação entre os tempos de ocorrência de eventos para 

os membros de uma mesma família, devido a influências genéticas ou a 

ambientes compartilhados. Esses tipos de dados são denominados tempos de 

falha multivariados ou dados multivariados de sobrevida (Giolo, 2003). 
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Outro exemplo ocorre quando cada indivíduo em estudo está sujeito a 

múltiplos eventos do mesmo tipo (eventos recorrentes) tais como gripe, infartos 

do miocárdio, diarreia, entre outros. Eventos de tipos diferentes, tais como 

sequelas múltiplas em pacientes com doenças crônicas, são também exemplos 

nos quais a suposição de independência dos tempos pode não ser válida 

(Colossimo & Giolo, 2006). 

 

2.1.1 Funções básicas em análise de sobrevivência 

Seja , uma variável aleatória não negativa, contínua que representa 

o tempo de falha. Geralmente, essa variável é especificada, em análise de 

sobrevivência, pela sua função densidade de probabilidade, pela função de 

sobrevivência ou, ainda, pela função taxa de falha, também conhecida como 

função de risco ou, simplesmente, função risco. 

A função de distribuição de  é definida como: 

 
e a sua função densidade de probabilidade (fdp) é dada por: 

 
A fdp pode ser representada em termos da probabilidade de ocorrência 

de um evento num intervalo de tempo infinitesimal de tamanho . Assim, tem-

se: 

 
Note que a definição (2.1) é, de fato, a definição da derivada de . 

A função de sobrevivência é definida como a probabilidade de uma 

unidade em observação não falhar até certo tempo , pré-determinado. Em outras 

palavras, a probabilidade de uma unidade em observação sobreviver ao tempo . 

Assim, 
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ou, ainda, 

          

 A função de risco é definida pelo limite da probabilidade de uma 

unidade observada falhar no intervalo de tempo , para  tendendo a 

zero, dado que a unidade tenha sobrevivido até o tempo . A função risco é dada 

pela expressão:  

 
Segundo Klein & Moeschberguer (1997), a função de risco é bastante 

útil para se determinar a distribuição dos tempos de vida e para descrever o 

modo como as chances de ocorrência de um evento mudam com o tempo. 

Quanto às suas características, podem-se observar diferentes tipos de funções 

risco, de acordo com a forma do gráfico de . A função risco pode ser 

constante, crescente, decrescente ou não monótona. 

A função de risco pode ser definida, em termos de (2.1) e (2.2), por meio 

das expressões: 

 
  e   

                                              

em que  é a função de risco acumulada, definida para algum 

 e . 

Utilizando (2.4) e (2.5), a fdp pode ser reescrita em termos da função 

risco, como segue: 
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2.1.2 Construção da função de verossimilhança 

Para um conjunto de dados de sobrevivência D com n indivíduos, 

considere que o tempo de vida do i-ésimo indivíduo seja representado pela 

variável aleatória  e que, associado a esse indivíduo, existe um tempo de 

censura fixo .  

A representação dos dados sujeitos a censuras à direita do tipo I, para 

populações homogêneas, é dada por meio do par de variáveis aleatórias , 

de modo que, para o i-ésimo indivíduo em observação, os dados de 

sobrevivência são dados por , .  

O que se observa para cada indivíduo é, então: 

 
e 

 
Os tempos de sobrevivência  são assumidos independentes e 

identicamente distribuídos (i.i.d), com função densidade de probabilidade 

, em que  é o vetor de parâmetros (Lawless, 1982; Colosimo & Giolo, 

2006). 

A função de verossimilhança para os dados de sobrevivência sujeitos a 

censuras à direita do tipo I é dada por 

 
Por meio da função de verossimilhança (2.7), pode-se observar que a 

contribuição de cada observação não-censurada é a sua função de densidade e 

que a contribuição de cada observação censurada é a sua função de 

sobrevivência (Colossimo & Giolo, 2006). 

Utilizando-se as relações básicas de sobrevivência, pode-se obter uma 

representação da função de verossimilhança expressa unicamente em termos da 
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função risco. Ou seja, a função risco especifica completamente a função de 

verossimilhança. 

Assim, pode-se reescrever a expressão (2.7) como segue: 

 
Para populações heterogêneas, o conjunto  é formado por: 

 
em que  é o valor observado do tempo de sobrevivência, , a função 

indicadora de censura e  é o vetor de covariáveis observadas para o i-ésimo 

indivíduo. 

 A função risco é dependente do vetor de parâmetros  acrescido dos 

parâmetros referentes ao vetor de covariáveis. Sendo assim, a função de 

verossimilhança, dada em (2.8), pode ser reescrita como: 

 
 

2.2 Modelos paramétricos em análise de sobrevivência  

Para a análise estatística de dados de sobrevivência podem ser utilizadas 

distribuições de probabilidade. Há vários modelos probabilísticos utilizados para 

descrever tempos de vida. Dentre eles destacam-se o modelo exponencial, o 

modelo Weibull e o modelo lognormal, além da distribuição gama, devido à 

adequação dos mesmos a diversas situações práticas. 

 

2.2.1 Distribuição exponencial 

Historicamente, segundo Carvalho et al. (2005), a distribuição 

exponencial foi a mais amplamente utilizada para modelar o tempo de vida. 

Segundo as autoras, ao final dos anos 1940, a distribuição exponencial era 
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utilizada em estudos de confiabilidade de sistemas eletrônicos e, posteriormente, 

em estudos de tempos de vida e remissão em doenças crônicas e infecciosas.  

A função densidade de probabilidade para a variável aleatória tempo de 

falha , que segue uma distribuição exponencial com parâmetro , é dada 

por: 

 
Sua função de sobrevivência é dada pela expressão: 

 
Segundo Lawles (1982), como a distribuição exponencial é 

caracterizada pela falta de memória, a função de risco não depende do tempo. 

Nesse caso, a função de risco é expressa por 

 para  

 

2.2.2 Distribuição Weibull 

 A distribuição Weibull tem sido uma das mais utilizadas para modelar 

dados de sobrevivência nos últimos anos (Tomazella, 2003). A sua popularidade 

em aplicações práticas deve-se ao fato de tal distribuição apresentar uma grande 

variedade de formas, todas elas com uma propriedade básica: a sua função taxa 

de falha é monótona, ou seja, ela é crescente, decrescente ou constante no 

tempo. 

Assumindo que o tempo de vida, dado pela variável aleatória , 

apresenta uma distribuição Weibull, a sua função densidade de probabilidade é 

dada por: 

 
em que , o parâmetro de forma, e , o parâmetro de escala, são ambos 

positivos. 

Sua função de sobrevivência é dada por: 
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Diferentemente do caso exponencial, a função risco varia com o tempo 

de acordo com a expressão: 

 
Pode-se observar que, quando , tem-se uma distribuição 

exponencial, logo, a distribuição exponencial é um caso particular da 

distribuição Weibull. Portanto, quando se tem , a função risco é constante 

(como no modelo exponencial). Já no caso em que , a função risco é 

decrescente e quando , a função risco é crescente, como pode ser visto na 

FIGURA 1. 

A função risco acumulado da distribuição Weibull é dada por: 

 
  

 
FIGURA 1 Funções de taxa de falha -- crescente,  constante, - -constante. 
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2.2.3 Distribuição Log-normal 

Assim como a distribuição Weibull, a distribuição Log-normal pode ser 

utilizada para caracterizar tempos de vida de produtos e indivíduos. Segundo 

Colosimo & Giolo (2006), essa distribuição também é utilizada para descrever 

situações clínicas, como, por exemplo, o tempo de vida de pacientes com 

leucemia. 

Assumindo-se que a variável aleatória  segue uma distribuição Log-

normal, isto é, que o logaritmo de  segue uma distribuição normal com 

parâmetros  e , tem-se: 

 
As funções de sobrevivência e de risco nesse caso envolvem integração 

incompleta da distribuição normal padrão (Carvalho et al., 2005). A expressão 

para a função de sobrevivência é dada por: 

 

 

 
em que  é a função de distribuição acumulada da distribuição normal. 

A função de risco pode, então, ser encontrada utilizando-se a expressão 

(2.4), uma vez que, no caso da distribuição Log-normal são conhecidas a função 

densidade de probabilidade e a função de sobrevivência. 

 

2.2.4 Distribuição Gama  

 A distribuição Gama, que também inclui a exponencial como caso 

particular, foi utilizada por Brown & Flood (1947) para descrever o tempo de 

vida de copos de vidro circulando em uma cafeteria. Por se ajustar a uma 

variedade de fenômenos, segundo Carvalho et al. (2005), a distribuição Gama 
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tem sido utilizada para descrever o tempo de vida de produtos e, mais 

recentemente, também na área médica. 

A função densidade da distribuição Gama é caracterizada por dois 

parâmetros,  e , em que  é chamado parâmetro de forma e , é 

chamado parâmetro de escala, e é expressa por: 

 
em que , a função Gama é definida por . 

A função de sobrevivência dessa distribuição é dada por: 

 
Segundo Lawless (1982), a função taxa de falha para a distribuição 

Gama apresenta um padrão crescente ou decrescente, convergindo para um valor 

constante quando  cresce de 0 ao infinito.  

 

2.3 Modelo de regressão de Cox 

Os primeiros modelos de regressão para análise de sobrevida foram 

desenvolvidos na década de 1960 (Harris & Albert, 1991) e eram totalmente 

paramétricos. Em 1972, Cox desenvolveu um modelo de regressão 

semiparamétrico, também conhecido como modelo de riscos proporcionais de 

Cox, modelo de regressão de Cox ou, simplesmente, modelo de Cox. 

O modelo de regressão de Cox, segundo Colosimo & Giolo (2006), 

permite a análise de dados provenientes de estudos de tempo de vida em que a 

resposta é o tempo até a ocorrência de um evento de interesse, ajustado por 

covariáveis. Esse modelo é amplamente utilizado na análise de regressão de 

dados de sobrevivência e representa um grande avanço na análise de dados 

censurados. Nele, a distribuição do tempo de vida é descrita pela função risco.  
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Considere  covariáveis, de modo que  seja um vetor com os 

componentes  . A expressão do modelo de regressão de Cox 

é dada por: 

      

em que  é uma função não negativa que deve ser especificada, tal que 

 e  é o  vetor de parâmetros associado às covariáveis. Este modelo é 

composto pelo produto de dois componentes de naturezas distintas, um não-

paramétrico e outro paramétrico, o que o torna bastante flexível. O componente 

não-paramétrico  não é especificado e é uma função não negativa do 

tempo. Ele é usualmente denominado função de base ou basal, pois 

 quando . A parte paramétrica do modelo, , assume, 

geralmente, a forma .   

Sendo assim, o modelo de riscos proporcionais de Cox pode ser reescrito 

da seguinte forma: 

           

 O termo  no modelo de Cox é interpretado como um risco 

relativo, uma vez que apresenta a razão entre os riscos de ocorrência do evento 

de interesse para uma unidade com covariável  e uma unidade padrão.  

A suposição básica para o uso do modelo de regressão de Cox é que as 

taxas de falha sejam proporcionais. Neste caso, para fazer a verificação da 

proporcionalidade, pode ser utilizado o gráfico do logaritmo da função risco 

acumulado versus o tempo de cada covariável. De acordo com Allison (1995), a 

situação extrema de violação para essa suposição é caracterizada quando as 

curvas se cruzam.  

O modelo de regressão de Cox é caracterizado pelos coeficientes  

que medem os efeitos das covariáveis sobre a função taxa de falha. Dessa 

maneira, é necessário um método de estimação para se fazer inferências no 

modelo. O método de máxima verossimilhança usual não pode ser utilizado 
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nesse caso, pois a presença do componente não paramétrico  na função de 

verossimilhança o torna inapropriado. 

Sendo assim, Cox (1975), para a estimativa do vetor , propôs o método 

de máxima verossimilhança parcial. Na verossimilhança parcial, considera-se 

apenas a informação das unidades sob risco no tempo  por meio do vetor de 

covariáveis , pois a função risco de base  é eliminada devido à 

propriedade de proporcionalidade.  

Considerando que, em uma amostra com  indivíduos, existam  

falhas distintas nos tempos , a verossimilhança parcial, baseada 

no modelo de riscos proporcionais (2.21), é expressa por: 

  

 
em que  é o conjunto de unidades em risco no instante , ou seja, é o 

conjunto de unidades em observação e não censuradas no instante 

imediatamente anterior a . 

Considerando os dados na forma , a verossimilhança parcial 

dada em (2.22) pode ser escrita na forma: 

 
As estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros  são 

obtidas maximizando-se o logaritmo de (2.23) por meio de métodos numéricos. 

Segundo Fogo (2007), essa maximização, geralmente, é alcançada utilizando-se 

o método de Newton-Raphson. 

O modelo de regressão de Cox pode ser tratado parametricamente. 

Nesse caso,  assume uma distribuição de probabilidade paramétrica. Tal 

modelo, como dito anteriormente, é amplamente utilizado para a análise de 

sobrevivência. No entanto, assume que os acontecimentos ocorrem de modo 
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independente, ou seja, que o tempo e a ocorrência de eventos não estão 

relacionados com a formação inicial e as subsequentes ocorrências. Em especial, 

duas características de processos de eventos recorrentes violam o pressuposto de 

independência, segundo Cook & Lawless (2007), a heterogeneidade entre 

indivíduos e a dependência de eventos.  

A heterogeneidade é produzida porque alguns indivíduos têm maior (ou 

menor) taxa de ocorrência de evento do que outros, devido a efeitos 

desconhecidos ou não mensuráveis. Por exemplo, alguns pacientes têm uma 

susceptibilidade genética a desenvolver certas doenças, vivenciando a sua 

primeira, segunda, terceira, enésima recaída mais rapidamente do que o resto da 

população.  

Qualquer correlação entre os eventos podem acarretar duas 

consequências importantes. Em primeiro lugar, as estimativas são ineficientes, 

levando a estimativas de erros padrão incorretas. Esses problemas podem levar a 

conclusões errôneas em relação à significância estatística dos efeitos dos 

tratamentos. Em segundo lugar, a violação do pressuposto de independência 

pode induzir a vieses nos efeitos estimados. Aalen (1988) mostra que a 

heterogeneidade não observada produz estimativas de efeitos de tratamentos 

enfraquecidas.  

A dependência entre os tempos de falha é generalizada por mecanismos 

para os quais, em cada indivíduo, o tempo de uma falha influencia no risco de 

outras. Muitos modelos de sobrevivência com base no modelo de riscos 

proporcionais Cox têm sido propostos para lidar com esse tipo de dados 

(Therneau & Grambsch, 2000; Therneau & Hamilton, 1997; Hosmer & Leme- 

show 1989; Kelly & Lim, 2000; Barai & Teoh, 1997).  

Segundo Aalen et al. (2004), o modelo de riscos proporcionais de Cox 

foi, então, estendido e desenvolvido num contexto mais geral. Nesse contexto, 
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são dadas duas abordagens: modelos marginais e condicionais, dos quais o 

último inclui os modelos de fragilidade, que serão abordados mais adiante. 

 

2.4 Processos de contagem 

A formulação por processos de contagem e teoria martingale 

desempenha papel fundamental na teoria moderna de análise de sobrevivência, 

como pode ser visto em Andersen et al. (1993). 

O desenvolvimento de modelos estatísticos baseados em processo de 

contagem para analisar dados de eventos recorrentes foi originalmente 

introduzido por Aalen (1978). O autor combinou elementos de integração 

estocástica, teoria martingale para tempos contínuos e teoria de processos de 

contagem numa metodologia que permite o desenvolvimento de técnicas de 

inferência para dados de sobrevivência na presença de censuras. Essa 

formulação permite acomodar com facilidade tanto dados com censuras quanto 

situações mais complexas, tais como, covariáveis tempo-dependentes, eventos 

recorrentes e eventos múltiplos. 

 Um processo de contagem ( ){ },  0N t t ≥ é definido como o número de 

eventos de um processo pontual em [ ]0, t , ou seja, ( )N t é um processo 

estocástico que assume os valores 0, 1, 2, ..., registrando um salto do valor  

ao valor i , quando o evento de interesse ocorre pela i-ésima vez, . 

Até que se registre a primeira ocorrência de evento, 

1i −

0,1, 2...i =

( )N t  é igual a zero, 

quando, então, salta para o valor 1. O processo continua até uma nova ocorrência 

de evento e, assim, vão se registrando saltos sucessivos de tamanho 1 até o 

encerramento das observações. 

 Um processo de contagem pode ser entendido como um conjunto de 

variáveis aleatórias ( ){ },  0N t t ≥ , em que: 
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(i) ; ( )0 0N =

(ii) ( )N t < ∞ ; 

(iii)  é contínuo à direita; ( )N t

(iv)  é uma função do tipo “escada”, com saltos de tamanho 1. ( )N t

 Em análise de sobrevivência, o caráter temporal de um processo de 

contagem requer o conhecimento dos indivíduos em cada instante [ ]0,t∈ ∞ . 

Para dados censurados à direita, essa informação no tempo t  inclui o 

conhecimento das censuras e das falhas anteriores a t . Em alguns estudos, essa 

informação pode incluir os valores de um conjunto fixo de covariáveis, como, 

por exemplo, idade e sexo, além de valores de covariáveis dependentes do tempo 

(Fogo, 2007). 

 Esse conhecimento acerca do que aconteceu aos indivíduos até o 

instante  é chamado de história ou filtragem do processo de contagem no 

instante  e é representado por 

t
t . No caso de dados censurados à direita, a 

história no tempo t  consiste do conhecimento dos pares ( ),i iT δ  para os quais 

, para aqueles que experimentaram o evento e para os quais , caso 

contrário. A filtragem do processo estocástico até um instante imediatamente 

anterior a t, denotada por 

iT t≤ iT t>

, representa os dados disponíveis, referentes aos 

conjuntos de tempos de falhas e censuras, até um tempo t t− <  (Andersen et al., 

1993). 

Para a representação da teoria de processos de contagem define-se, 

inicialmente,  como a mudança em ( )dN t ( )N t  em um curto intervalo de 

tempo , 

( ) ( ) ( )dN t N t dt N t− −⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ ,  
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em que ( )dN t  assume os seguintes valores: 

( )
1,  se uma falha ocorreu em ,
0,  se nao ocorreu falha em .

t
dN t

t
⎧

= ⎨
⎩  

Segundo Tomazella (2003), no acompanhamento de n indivíduos, ao 

longo do tempo, até a ocorrência de um evento de interesse, considera-se que 

cada um desses indivíduos dá origem a um processo de contagem. Sob essa 

ótica, a partir do artigo de Aalen (1980), no qual foi sugerido um modelo de 

risco aditivo para analisar dados de sobrevivência, o par de variáveis ( ),i iT δ , 

em que iδ  é o indicador de censura, é substituído pelo par de funções 

, em que ( ) ( ), ,i iN t Y t⎡ ⎤⎣ ⎦  0,1,...,i = n ( )iN t  indica o número de eventos 

observados para o indivíduo i no intervalo [ ]0, t  e ( )iY t  é o processo indicador 

de risco, de modo que , se o indivíduo i encontra-se em risco no tempo 

t e , se o indivíduo i encontra-se fora de risco no tempo t. Os 

indivíduos que se encontram fora de risco são, normalmente, aqueles que já 

experimentaram o evento ou foram censurados. 

 Na FIGURA 2 encontra-se a representação gráfica para processos 

individuais. No gráfico da esquerda, pode-se observar a ocorrência de uma falha 

e, no gráfico à direita, o momento de uma censura. Observe que, em ambos os 

casos, os indivíduos saem de risco, no entanto, apenas no primeiro caso o evento 

de interesse é observado. 
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FIGURA 2 Representação gráfica individual, de falha (x) e censura (o), na 

forma de processos de contagem. 

 

Os processos de contagem individuais podem ser convenientemente 

representados por um processo de contagem multivariado 

( ) ( ) ( ) ( )1 2, ,..., nN t N t N t N t= ⎡⎣ ⎤⎦ . Então, o processo de contagem que 

corresponde ao total de eventos ocorridos até o tempo  é definido por 

 
e

t

( ) ( )
1

n

i
i

N t N t
=

= ∑ ( ) ( )1

n
ii

Y t Y t
=

=∑  é o número de indivíduos em risco em t . 

 A estrutura probabilística de um processo de contagem pode ser descrita 

pelo processo de intensidade multivariado , em 

que  é dado por: 

 
 É importante comparar a função de risco (2.3) com a função intensidade 

(2.24). A função de risco é a probabilidade de que o evento de interesse ocorra 

apenas uma vez no intervalo de tempo , condicionada à sobrevivência 

no início do intervalo, dividida pelo tamanho do intervalo. A função intensidade 

é a probabilidade incondicional de ocorrência do evento (não necessariamente o 
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primeiro) no intervalo , dividida pelo tamanho do intervalo. Assim, 

apesar de diferentes, as funções de risco e intensidade possuem a mesma 

interpretação (Fogo, 2007). Vale ressaltar que a função risco será igual à função 

intensidade quando ocorre apenas uma falha no intervalo . 

 

2.5 Eventos recorrentes 

Segundo Cook & Lawless (2007), um evento é dito terminal quando a 

observação se encerra no exato momento de sua ocorrência. Eventos não 

terminais, por sua vez, ocorrem quando a observação não se encerra com a 

ocorrência do evento de interesse, podendo acontecer por diversas vezes durante 

o período de observação e são conhecidos como eventos recorrentes. Nesse caso, 

o indivíduo continua em observação mesmo depois da ocorrência de cada 

evento.  

Os j tempos de observação de ocorrências de eventos 

para n indivíduos em observação, durante um período de tempo 

pré-estabelecido pelo pesquisador, estão representados na TABELA 1. 

 

TABELA 1 Representação das  ocorrências de eventos para n indivíduos. 

Tempos de observação de ocorrência de eventos  Indivíduo 
 1 2 3 4   

1       
2       
3       
4       
       
       

 

Em ciência e tecnologia, muitas vezes, o interesse reside em estudar 

processos que geram eventos repetidamente ao longo do tempo. Esses processos 

são conhecidos como processos de eventos recorrentes.  
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Segundo Cook & Lawless (2007), esses tipos de processos surgem 

frequentemente em estudos médicos, em que muitos indivíduos podem 

experimentar eventos clínicos repetidamente ao longo de um período de 

observação. Exemplos incluem a ocorrência de asma em estudos respiratórios, 

epilepsia em estudos de neurologia, osteoporose e fraturas, entre outros.  

Segundo Tomazella (2003), eventos recorrentes são muito comuns em 

estudos de confiabilidade quando se observa a ocorrência de falhas de um 

equipamento ou máquina, durante um estudo de sua vida útil. Na pesquisa 

médica, podem-se encontrar dados de eventos recorrentes quando se estuda a 

reincidência de uma doença, como, por exemplo, gripes, tumores, pneumonias e 

ataques epiléticos, dentre outros. 

O interesse em estudos que envolvem eventos recorrentes é caracterizar 

o processo de ocorrência de eventos para os indivíduos e também comparar 

tratamentos com base no tempo até a ocorrência de cada evento distinto. A idéia 

é explicar a natureza da variação entre indivíduos, covariáveis e outros fatores 

que não podem ser medidos. 

Uma característica importante dos dados de eventos recorrentes, de 

acordo com Carvalho et al. (2005), é a dependência temporal ou estocástica, 

permitindo a modelagem desses eventos por meio de métodos de sobrevivência 

em processos de contagem.  

Para analisar corretamente a ocorrência de eventos, é necessário dispor 

de uma escala de tempo adequada. Segundo Duchateau et al. (2003), para 

modelar a evolução temporal da taxa de falha em dados de eventos recorrentes, é 

crucial começar escolhendo a escala temporal que será utilizada. Dependendo da 

escala temporal selecionada, a interpretação da evolução temporal será 

totalmente diferente, tanto em modelos paramétricos quanto em modelos de 

fragilidade semiparamétricos. 
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A escala temporal também envolve a escolha de origem e isso requer 

alguns cuidados quando vários indivíduos se encontram em estudo. O desejável 

é que o pesquisador utilize uma origem que é coerente para todos os indivíduos e 

facilite a análise e interpretação dos dados. Em um estudo relacionado a 

pacientes com determinada doença, o tempo de origem poderia ser tomado como 

sendo o de início da doença. É uma escolha natural, embora esse tempo seja, 

muitas vezes, difícil de determinar precisamente.  

Segundo Cook & Lawless (2007), em estudos clínicos aleatorizados, por 

exemplo, é habitual considerar o tempo de início do tratamento como o tempo 

origem, o que é bastante razoável, pois, em geral, o interesse é justamente fazer 

comparações entre tratamentos. Uma vez escolhida uma escala temporal, é 

necessário decidir se é mais adequado desenvolver modelos baseados em tempo 

total ou tempo entre eventos (gap time). Embora isso possa ser visto como uma 

decisão na especificação do modelo, afeta a análise e interpretação dos 

resultados. 

Matuda (2005) afirma que, em muitos estudos, os dados são coletados 

durante algum período de tempo no calendário e os diferentes indivíduos não são 

necessariamente observados nos mesmos intervalos ao longo de seu processo de 

evento.  

Existe vasta literatura sobre eventos recorrentes, como pode ser visto, 

por exemplo, em Wei et al. (1989), Pepe & Cai (1984), Lawless & Nadeaus 

(1995), Duchateau et al. (2003), Hoover (1996), Lee & Wang (2003), Cook & 

Lawless (2007).  

Ghosh & Lin (2002) propuseram um modelo de regressão 

semiparamétrico que especifica o efeito multiplicativo das covariáveis sobre a 

função marginal. Para isso, concentraram-se na média marginal do número de 

eventos recorrentes ao longo do tempo. A função incorpora o fato de que um 

indivíduo que morre não pode experimentar mais eventos recorrentes.  
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Box-Steffensmeier & De Boef (2002) realizaram uma análise Monte 

Carlo sob uma variedade de condições experimentais para determinar quais 

modelos são os mais adequados para os dados de eventos recorrentes. Um 

estudo de simulação foi realizado com o objetivo de determinar, entre os 

modelos de variância robusta e de fragilidade, qual o que melhor explica a 

dependência de eventos recorrentes. Os resultados apontaram que os dois 

modelos são indicados para análise desse tipo de dados. As autoras reiteram que 

a escolha correta do modelo que melhor representa os dados, tais como a 

existência de eventos repetidos, pode fornecer grandes passos para evitar 

conclusões enganosas. 

Segundo Jackson et al. (2002), as infecções respiratórias agudas, 

incluindo a gripe, têm sido sugeridas como possíveis precipitantes de eventos 

cardíacos agudos. Para avaliar os efeitos da vacinação contra eventos 

coronarianos recorrentes, estes autores realizaram um estudo de base 

populacional em uma coorte de 1.378 inscritos no Grupo Saúde Cooperativa que 

sobreviveram a um primeiro enfarte do miocárdio, de 1992 até 1996. O modelo 

de riscos proporcionais de Cox, com termo de fragilidade, foi utilizado para 

avaliar a associação da recepção de cada ano da vacina contra o risco 

subsequente de recorrentes infartos do miocárdio e morte por doença 

cardiovascular aterosclerótica.  

Liu et al. (2004) propuseram um modelo semiparamétrico para a função 

intensidade de eventos recorrentes e um evento terminal por meio de um modelo 

de fragilidade compartilhada Gama. Os autores estenderam o modelo de 

fragilidade com censura informativa de Huang & Wolfe (2002) e aplicaram o 

método proposto em dados de hospitalização de pacientes candidatos a 

transplante de rins.  

Segundo Mahé & Chevret (1999), as estimativas dos coeficientes de 

regressão obtidas por meio dos modelos de fragilidade somente são 
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interpretáveis condicionalmente à fragilidade não observada. Inversamente, 

modelos de riscos marginais não permitem medir o grau de dependência entre os 

tempos de falha no mesmo indivíduo, o que pode ser uma informação muito 

importante em estudos médicos. Os autores combinaram essas duas 

aproximações e afirmaram que esse seria o único caminho para estimar, 

simultaneamente, parâmetros de regressão marginais que representem o efeito 

médio das covariáveis e a dependência intra-unidades.  

Chiang et al. (2005) consideraram o método dos momentos e o método 

de mínimos quadrados para estimar a função taxa de falha a partir de dados de 

eventos recorrentes. Com uma hipótese de censura independente no processo de 

eventos recorrentes, foram estudadas as propriedades estatísticas dos 

estimadores e propostos procedimentos bootstrap para a seleção da janela 

(núcleo estimadores) e para a aproximação de intervalos de confiança na 

estimativa da função taxa de ocorrência. Os autores declararam que, na execução 

dos procedimentos bootstrap, o método dos momentos é computacionalmente 

mais eficiente que o método de mínimos quadrados. O desempenho dos 

procedimentos propostos foi estudado por meio de simulações Monte Carlo e 

aplicado a um conjunto de dados epidemiológicos sobre usuários de drogas 

injetáveis. 

Fredette & Lawless (2007) apresentaram métodos para predizer eventos 

recorrentes que ocorrem em indivíduos ou em algumas unidades populacionais. 

Os eventos foram modelados utilizando o flexível processo de Poisson não 

homogêneo e uma possível heterogeneidade entre os indivíduos foi modelada 

utilizando efeitos aleatórios. 

Em seu artigo, Huang & Liu (2007) consideraram uma das mais 

complicadas situações, aquela em que todos os eventos recorrentes estão sujeitos 

à censura por uma correlação com o evento terminal. Os autores avaliaram a 
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relação entre reincidência da doença e sobrevivência prolongada, utilizando um 

modelo baseado em gap times.  

Segundo Ye et al. (2007), eventos recorrentes e eventos terminais estão 

fortemente correlacionados e, por esse motivo, os autores propuseram um 

modelo semiparamétrico, ao qual é incorporado um termo de fragilidade para 

modelar, conjuntamente, dados de eventos recorrentes e terminais. O modelo é 

semelhante ao modelo de fragilidade não paramétrico proposto por Huang & 

Wang (2004) e, em relação à análise, houve um notável aumento de eficiência. 

Embora um pressuposto paramétrico para a fragilidade seja feito no modelo 

proposto por Ye et al. (2007), os  estudos de simulação sugerem que o modelo é 

robusto a desvios de suposição, pelo menos nos casos considerados. 

  Liu et al. (2004) utilizaram a estimativa de máxima verossimilhança em 

seu modelo de fragilidade, assumindo que os processos de eventos recorrentes 

seguem um processo de Poisson não homogêneo condicionado à fragilidade. 

Nesse estudo, um algoritmo EM/Monte Carlo/Metropolis-Hastings no passo-E 

foi adaptado para obter o estimador de máxima verossimilhança. No entanto, o 

algoritmo esperança-maximização, ou EM, tem convergência lenta e o método é 

muito mais intenso computacionalmente do que o método proposto por Ye et al. 

(2007).  

De acordo com Cook & Lawless (2007), análises de eventos recorrentes 

podem ter vários objetivos, o que leva à formulação de diferentes métodos e 

modelos para análise dos dados. Nos experimentos em que os doentes são 

distribuídos aleatoriamente para tratamentos mediante a sua entrada no estudo e 

seguidos prospectivamente, por exemplo, comparações simples entre dois ou 

mais grupos de tratamento são frequentemente de interesse, baseadas em 

características marginais. Análises baseadas em contagem de eventos são muito 

úteis nesse contexto, pois proporcionam uma base para comparações de 
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tratamentos simples que exploram a aleatorização e facilitam inferências causais 

quanto aos efeitos dos tratamentos.  

A modelagem de eventos recorrentes pode ser abordada de várias 

formas, as quais são descritas em livros sobre processos estocásticos. Para 

efeitos de ambas, modelagem e análise estatística, os conceitos de função 

intensidade e processos de contagem são especialmente úteis (Cook & Lawless, 

2007, Lee & Wang (2003), Tomazella (2003), Gonzaléz (2006), entre outros.  

 Prentice et al. (1981) propuseram dois modelos para eventos 

recorrentes. Os dois modelos podem ser considerados como extensões do 

modelo de riscos proporcionais de Cox estratificado, sendo os estratos definidos 

pelo número e os tempos de recorrência de eventos. No primeiro modelo, o 

tempo de seguimento começa no início do estudo (verdadeiro tempo zero), 

enquanto, no segundo modelo, o tempo de seguimento começa no tempo de 

falha ou no tempo que precede imediatamente o evento.  

 O modelo proposto por Anderson & Gill (1982) assume que todos os 

eventos são do mesmo tipo e independentes. O conjunto de risco estabelecido na 

verossimilhança é totalmente diferente dos modelos propostos por Prentice et al. 

(1981). O conjunto de risco de um indivíduo no tempo de evento deverá conter 

todos os indivíduos que ainda estão sob observação, independente do número de 

eventos que tenham experimentado antes desse tempo. 

Utilizando uma aproximação marginal, Wei et al. (1989) propuseram um 

modelo para a análise de falhas recorrentes. As falhas podem ser recorrências de 

um mesmo tipo de evento ou de eventos de diferentes naturezas, dependendo de 

como a estratificação é definida. Se os estratos são definidos pelos tempos de 

falhas repetidas do mesmo tipo de evento, de modo similar aos estratos definidos 

nos modelos propostos por Prentice et al. (1981), pode-se utilizá-lo para analisar 

falhas repetidas desse evento. Esse método modela a distribuição marginal de 

cada tempo de falha e não a estrutura de dependência sobre os distintos tempos 
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de falha aos quais os indivíduos foram submetidos. Nesse caso, cada recorrência 

é modelada como um estrato diferente. 

 

2.6 Modelos de fragilidade 

Para considerar a existência de uma possível associação entre os tempos 

de sobrevivência, uma classe de modelos, denominada modelos de fragilidade, 

vem sendo estudada por diversos pesquisadores, dentre eles Oakes (1982), 

Hougaard (1986a; 1986b), Hougaard et al. (1992) e Hougaard (2000).  

Os modelos de fragilidade são caracterizados pela introdução, no 

modelo de Cox (1972), de uma variável aleatória não observável, que representa 

as informações que não podem ou não foram observadas, como, por exemplo, 

fatores ambientais e genéticos, ou informações que, por algum motivo, não 

foram consideradas no estudo (Colosimo & Giolo, 2006). 

Essa variável é introduzida no modelo quando a suposição de 

independência entre os tempos de ocorrência de eventos não é valida, com o 

objetivo de controlar a heterogeneidade não observável dos indivíduos em 

estudo, inclusive a dependência dos indivíduos que partilham os mesmos fatores 

de risco. 

Modelos de fragilidade assumem que a distribuição dos efeitos 

individuais pode ser conhecida ou, pelo menos, aproximada, como sugerem 

Clayton (1978), Oakes (1982), Clayton & Cuzick (1985), Hougaard (1986a; 

1986b), Andersen et al. (1993) e Hougaard (2000).  

O primeiro trabalho nessa área foi atribuído a Clayton (1978), que 

propôs um estudo epidemiológico da incidência de doenças crônicas e analisou a 

tendência familiar na incidência dessas doenças. O termo fragilidade, indicando 

medida de associação, foi introduzido na análise de sobrevivência por Vaupel et 

al. (1979) e, desde então, vários autores consideram o modelo de fragilidade, tais 
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como Andersen et al. (1993), Ripatti & Palmgren (2000), Jensen et al. (2004) e 

Stefanescu & Turnbull (2006). 

Hougaard (1986a) propôs uma classe de distribuições contínuas para o 

tempo de vida multivariado e estudou a dependência entre os indivíduos de um 

mesmo grupo. O autor afirmou que essa dependência pode ser interpretada como 

uma covariável não observada, comum aos indivíduos em estudo.  

McGilchrist & Aisbett (1991) ajustaram um modelo de fragilidade para 

medidas repetidas e, para isso, utilizaram um conjunto de dados de pacientes de 

diálise. Nesse caso, foi estudado o tempo de reincidência de infecção após a 

inserção do cateter em pacientes que utilizam equipamento portátil de diálise. 

McGilchrist (1993) utilizou o mesmo conjunto de dados e propôs uma extensão 

do método utilizado por McGilchrist & Aisbett (1991), utilizando uma 

aproximação do melhor preditor linear não viesado como um passo inicial na 

computação da estimativa de máxima verossimilhança e da estimativa de 

máxima verossimilhança residual.  

Kooperberg (1998) estudou uma coorte retrospectiva de gêmeos 

australianos para analisar a correlação entre gêmeos monozigóticos e gêmeos 

dizigóticos para várias doenças. Segundo o autor, o estudo se justifica pelo fato 

de gêmeos monozigóticos compartilharem ambiente na mesma placenta quando 

no útero da mãe, enquanto gêmeos dizigóticos são gerados em placentas 

separadas.  

 Parner (2001) propôs, como uma alternativa aos modelos aditivo e 

multiplicativo de fragilidade para dados multivariados de sobrevivência, uma 

inferência baseada numa função de verossimilhança composta, que requer 

somente os modelos das distribuições marginais dos pares de tempos de falhas. 

O autor fez um estudo envolvendo filhos e pais adotivos. O estudo foi 

constituído de 965 famílias. A ideia básica neste estudo de adoção foi que a 

semelhança, com respeito ao tempo de sobrevivência, entre as crianças adotivas 
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e pais biológicos, deve-se a fatores genéticos e a semelhança entre crianças 

adotivas e pais adotivos deve-se a fatores ambientais.  

Jones & Rocke (2002) propuseram uma análise de sobrevivência 

multivariada envolvendo dados que apresentavam censura dupla. Os autores 

utilizaram o modelo marginal e o modelo de fragilidade para avaliar o 

tratamento contra câncer para fibroplasia óssea, uma doença muito rara, e ambos 

os modelos sugeriram que o tratamento foi efetivo. Kim (2006) investigou as 

diferentes situações em que a independência na ocorrência de eventos pode não 

ser verdadeira, focando a análise com censura dupla num estudo que envolvia 

hemofílicos contaminados pelo vírus da AIDS. Nesse trabalho, foi aplicado o 

modelo de fragilidade para descrever o efeito das covariáveis e o algoritmo EM 

foi desenvolvido para a estimação dos parâmetros em um estudo de simulação. 

Clayton (1991) foi o primeiro a introduzir uma abordagem bayesiana 

nos modelos de fragilidade. Na abordagem bayesiana, a distribuição de 

fragilidade mais utilizada é a Gama, devido à sua flexibilidade e conveniência 

algébrica. Entretanto, outras distribuições de fragilidade têm sido pesquisadas, 

como, por exemplo, a família de distribuições estáveis positivas (Qiou et al., 

1999). 

Sinha (1993) apresenta uma análise bayesiana para dados de tempos de 

eventos múltiplos, baseada no modelo de intensidade proporcional. Sinha & Dey 

(1997) apresentam uma revisão completa dos modelos multiplicativos sob o 

enfoque bayesiano. Silva (2001) apresentou uma análise bayesiana para modelos 

de sobrevivência com fragilidade, sobretudo modelos de sobrevivência com 

estrutura aditiva para a função risco. Num estudo de câncer de pulmão, Dunson 

& Chen (2004) propuseram prioris, algoritmos computacionais e procedimentos 

para inferência bayesiana nos modelos de fragilidade compartilhada. 

Os modelos de fragilidade podem ser utilizados tanto em estudos de 

sobrevida univariados, quanto multivariados. 
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Num contexto univariado, cada indivíduo tem sua própria fragilidade e, 

nesse caso, pode-se pensar nesse indivíduo como sendo o representante de um 

grupo de tamanho 1. No entanto, se os indivíduos não apresentam tempos de 

sobrevivência multivariados, é razoável supor que não haja necessidade de 

considerar um componente de fragilidade para cada indivíduo. Para justificar a 

presença da fragilidade nesse caso, Colossimo & Giolo (2006) argumentam que, 

em estudos médicos, não importa quantas covariáveis sejam medidas, dois 

indivíduos com exatamente os mesmos valores das covariáveis não são 

esperados experimentar qualquer resposta médica exatamente no mesmo tempo. 

Esse comportamento pode ser explicado por diferenças genéticas, biológicas ou 

psicológicas que não podem ser mensuradas. 

Diferentes abordagens têm sido propostas na literatura para análise de 

dados de sobrevivência multivariados, dentre os quais se destacam a abordagem 

condicional e a marginal. Os modelos de fragilidade, segundo Carvalho et al. 

(2005), classificam-se na abordagem condicional, uma vez que assumem que os 

tempos que apresentam uma possível associação são independentes 

condicionalmente às variáveis de fragilidade. 

Para considerar a heterogeneidade dos indivíduos, que afeta de maneira 

significativa os tempos de sobrevivência observados, um efeito aleatório 

(fragilidade) é introduzido no modelo de Cox (2.21). Esse efeito aleatório, 

considerado em geral, não-negativo, é incorporado na função de risco como um 

fator multiplicativo. Segundo Giolo (2003), o fato de esse efeito atuar de forma 

multiplicativa na função de risco é, em princípio, arbitrário, mas tem sido 

utilizado na maioria dos trabalhos que envolvem dados de sobrevivência.  

A interpretação do efeito aleatório é simples, no sentido de que quanto 

maior for seu valor, maior o risco de ocorrer uma falha, ou seja, mais frágeis os 

indivíduos de um grupo estarão para falhar. 
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Suponha que  indivíduos sejam observados, com  

tempos de falha correlacionados para o i-ésimo indivíduo . 

Sejam  e  os tempos de falha e de censura correspondente à j-ésima falha 

no i-ésimo indivíduo. Sendo assim, os dados observados consistem de 

, em que  

são tempos de falha observados, , isto é,  se  e 

0, caso contrário e, ainda,  denotam os valores das covariáveis para a j-ésima 

observação para o i-ésimo indivíduo. Para garantir a identificabilidade, é 

assumido que o vetor tempo de falha  é independente do 

vetor de tempos de censura  condicional ao vetor de 

covariáveis . 

O modelo de fragilidade estudado por Clayton & Cuzick (1985) formula 

a função risco da j-ésima falha no i-ésimo indivíduo como segue: 

 
em que  é uma função risco de base,  é o vetor de coeficientes de 

regressão desconhecidos de dimensão , e  são variáveis aleatórias 

positivas, independentes e identicamente distribuídas, com distribuição 

conhecida , as quais são denominadas fragilidade.  

Considerando as variáveis de fragilidade , a função de 

verossimilhança completa para o modelo (2.25) é dada por: 

 

 
em que  é a função risco de base acumulada (Su & Fan, 2004). 

Além da forma multiplicativa, as fragilidades podem ser introduzidas 

também de forma aditiva na função risco, como pode ser visto em Petersen 
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(1998), podendo, dessa maneira, responder a diferentes formas de avaliar a 

influência da heterogeneidade entre as unidades na função de risco ou da 

intensidade dos processos de contagem. Nesses modelos, os componentes de 

fragilidade são combinados aditivamente na função risco e, então, atuam 

multiplicativamente nas taxas de risco dos indivíduos. 

Petersen (1998) sugeriu que uma abordagem geral para os tempos de 

falha multivariados deve levar em consideração variações devido a 

características não observadas compartilhadas e não compartilhadas. Sendo 

assim, o autor considerou modelos em que a associação entre os respectivos 

tempos de falha dos indivíduos de cada família deve-se, em parte, a relações 

familiares (fatores genéticos compartilhados) e, em parte, ao ambiente que esses 

indivíduos compartilham (fatores ambientais).  

Tomazella (2003) realizou um estudo dos modelos de fragilidade, tanto 

multiplicativos quanto aditivos, em modelos de regressão para processos de 

Poisson, enquanto em Silva (2001), pode-se encontrar uma abordagem 

bayesiana pra esses modelos. 

 

2.6.1 Distribuições para a variável de fragilidade 

Várias distribuições de probabilidade para a variável de fragilidade têm 

sido propostas na literatura, dentre elas a distribuição Gama, a Log-normal, a 

Gaussiana inversa e a Weibull.  

Clayton (1978) e Oakes (1982) consideram o primeiro modelo de 

fragilidade para dados de sobrevivência multivariados, utilizando a distribuição 

Gama para a fragilidade. Whittmore & Lee (1991) estudaram o modelo com 

fragilidade Gama inversa.  

Em trabalhos aplicados, a distribuição paramétrica mais assumida para 

fragilidades é a distribuição Gama (Vaupel et al., 1979; Clayton & Cuzick, 

1985; Klein,1992;  Andersen et al., 1993). Isso se deve, principalmente, ao fato 
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de tal distribuição ser não negativa, extremamente flexível e algebricamente 

conveniente. No entanto, outras distribuições também têm sido utilizadas. 

Hougaard (1984) sugeriu a distribuição Gaussiana inversa como 

alternativa à distribuição Gama para a variável de fragilidade, já que essa 

distribuição torna a população mais homogênea com o passar do tempo, o que é 

compatível com a ideia de que o evento de interesse ocorre primeiramente nas 

unidades mais frágeis. Hougaard (1986b) utilizou a distribuição estável positiva 

para a fragilidade. A partir das distribuições estáveis positivas, o autor derivou 

uma família de distribuições triparamétrica para a distribuição de fragilidade.  

Segundo Silva (2001), na abordagem bayesiana dos modelos 

multiplicativos com fragilidade, a distribuição mais utilizada para a fragilidade 

também é a distribuição gama. Entretanto, outras distribuições de fragilidade 

têm sido investigadas em modelos multiplicativos bayesianos.  

Considerando problemas de identificabilidade nos modelos de 

fragilidade multiplicativos, Manton et al. (1986) restringiram a função risco de 

base a uma constante ou à função risco Weibull. Os autores compararam 

modelos de mortalidade com fragilidade, utilizando funções de risco de base 

Weibull e Gompertz, juntamente com distribuições da fragilidade Gama e 

Gausiana inversa e concluíram que o melhor ajuste foi obtido com o modelo de 

fragilidade Gama com função risco de base Weibull. 

Elbers & Ridder (1982) apresentam condições para as quais as 

distribuições de fragilidade podem ser identificadas nos modelos de riscos 

proporcionais. Por exemplo, quando existe o valor médio da fragilidade, , e 

pelo menos uma covariável contínua, Elbers & Ridder (1982) apresentaram a 

seguinte suposição de identificabilidade: a fragilidade Z é uma variável aleatória 

não negativa com função de distribuição  e  . 
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2.6.2 Métodos de estimação  

Métodos de estimação para o modelo de fragilidade Gama são mais 

complexos que para os modelos de riscos proporcionais porque, além de , o 

parâmetro  da distribuição de fragilidade deve ser estimado. 

Segundo Klein, (1992) como o modelo é formado por uma parte 

observada e outra não, o algoritmo EM, inicialmente proposto por Dempster et 

al. (1977), tem sido muito utilizado para estimar os parâmetros do modelo de 

fragilidade. Este algoritmo é caracterizado por um processo computacional 

iterativo para a obtenção de estimativas de máxima verossimilhança, entretanto, 

a convergência do algoritmo EM pode ser lenta.  

Uma forma alternativa de estimação, sugerida por Therneau & 

Grambsch (2000), considera uma verossimilhança parcial penalizada, assim 

denominada porque uma função de penalidade, relacionada com a densidade da 

fragilidade, é incluída na log-verossimilhança parcial. Uma vantagem da 

maximização por verossimilhança parcial penalizada é que ela tende a reduzir o 

número de iterações quando comparada com o algoritmo EM.  

Segundo Colossimo & Giolo (2006), procedimentos bayesianos que 

fazem uso de métodos computacionais intensivos, como o Monte Carlo Markov 

chain (MCMC), têm sido também sugeridos para estimação dos parâmetros dos 

modelos de fragilidade gama.  

No modelo de fragilidade compartilhada, ( )0 tλ  pode não ser 

especificado (modelo semiparamétrico), como também pode ser assumida uma 

forma paramétrica específica para o risco basal (modelo paramétrico), sendo o 

processo de estimação para o modelo semiparamétrico, proposto por Ye et al. 

(2007) bem mais elaborado, quando comparado com o modelo paramétrico, 

segundo os próprios autores. 
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2.7 Classe geral de modelos com fragilidade multiplicativa 

Existem, atualmente, vários modelos e métodos de análise de eventos 

recorrentes (por exemplo, Hougaard, 2000; Therneau &Grambsch, 2000). No 

entanto, Peña & Hollander (2004) sugerem que ainda há a necessidade de uma 

classe de modelos mais geral e flexível que incorpore simultaneamente os 

efeitos de covariáveis ou variáveis concomitantes, o impacto da acumulação de 

tempos de ocorrências de eventos sobre a unidade ou indivíduo, o efeito de 

variáveis latentes ou não observadas que, para cada unidade, denota a correlação 

entre os tempos intereventos, bem como o efeito das intervenções realizadas 

após cada ocorrência de evento.  

A maior parte das extensões do modelo de Cox (1972) lida com a 

maioria desses efeitos, mas não simultaneamente. Então, é necessária a 

utilização de um modelo mais geral que permita incorporar diferentes efeitos 

que afetam as ocorrências de eventos. Peña & Hollander (2004) propuseram uma 

nova classe de modelos com maior generalização do que a maioria dos atuais 

modelos de confiabilidade e também baseados no modelo de Cox (1972). Essa 

classe leva em conta, simultaneamente, efeitos de intervenção, efeitos do 

acúmulo de eventos recorrentes e efeitos de variáveis concomitantes e efeito das 

variáveis latentes. 

Segundo Wilson et al. (2005), estudos de confiabilidade geralmente 

tratam modelos que lidam com sistemas reparáveis. Esses modelos incorporam a 

ideia de idade efetiva, também chamada idade virtual, a qual descreve o efeito 

da reparação ou intervenção. Talvez esses modelos sejam mais facilmente 

introduzidos em confiabilidade do que em problemas biomédicos, devido à 

capacidade de controlar a idade efetiva. A principal razão é que, ao fracasso, 

pode-se decidir se o sistema será substituído por um novo idêntico (reparação 

perfeita) ou se será restaurado ao seu estado pouco antes da falha (reparação 

mínima).  
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No entanto, quando a pesquisa trata de pacientes, não se pode decidir o 

seu grau de “reparação”. O objetivo, nesses casos, seria o de sempre, ou seja, 

eliminar todas as manifestações da doença (reparação perfeita). Por outro lado, 

nem sempre é obtida a mesma resposta, podendo-se observar uma remissão 

completa da doença, remissões parciais ou nenhuma resposta. Embora pareça 

natural que se considere o efeito das intervenções realizadas, nenhum dos 

principais modelos utilizados em estudos biomédicos incorpora esse efeito 

(Gonzáles, 2006). 

Exemplificando o efeito das intervenções, considere pessoas com 

doença cardíaca coronariana, às quais se recomendam alterar seu estilo de vida, 

reduzindo o nível de estresse, acabando com o hábito de fumar ou fazendo 

atividade física regularmente. Esses conselhos tentam modificar a probabilidade 

de se apresentar um novo ataque cardíaco. Considerando estudos de câncer, em 

alguns tumores, os médicos podem desempenhar algumas intervenções 

profiláticas ou curativas, como quimioterapia, radioterapia ou transplante de 

medula óssea do paciente para melhorar o status da doença.  

Outra justificativa para se utilizar modelos baseados em idade efetiva é 

que a maioria dos modelos de sobrevivência para eventos recorrentes estudados 

na área de medicina e saúde pública baseia-se em extensões do modelo de Cox 

(1972). Assume-se, então, que o efeito depois de cada intervenção é sempre o 

mesmo. Por exemplo, modelos que empregam a formulação tempo total 

assumem que todas as intervenções produzem uma mínima melhora no paciente, 

ou seja, a doença continua de uma forma estável. Modelos baseados na 

formulação gap time assumem que todas as intervenções conduzem a uma 

perfeita recuperação do paciente, ou seja, a doença desaparece ou uma remissão 

completa é alcançada.  

Muitas vezes, não é verdade que o efeito da intervenção no tratamento 

será sempre o mesmo. Por exemplo, pacientes com recorrência de tumores, 
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geralmente, são tratados depois de cada recidiva e obtêm uma resposta diferente 

após cada tratamento. Alguns pacientes alcançam uma remissão completa, 

outros, uma remissão mínima e outros entre nenhuma e remissão completa (Peña 

et al., 2003). 

González (2006) afirma que, em virtude do modo tempo sequencial 

como os eventos recorrentes ocorrem, existe um aspecto adicional para esses 

estudos, que ainda não haviam sido considerados nos modelos existentes. Esse 

aspecto é a capacidade de realizar intervenções sobre o indivíduo após a 

ocorrência de cada evento. Por exemplo, quando um indivíduo abusa do álcool, 

intervenções na forma de métodos psicológicos e fisiológicos (hospitalização, 

terapia, elevação do nível de açúcar no sangue, hemoterapia, etc.) são realizadas. 

Similarmente, a um paciente que teve ataque cardíaco, seria recomendado que 

ele mudasse seu estilo de vida, isto é, mudança de hábitos alimentares, redução 

no nível de estresse, etc. 

O objetivo primário de tais intervenções é prolongar, se não eliminar, a 

recorrência do evento. Sendo assim, tais intervenções podem ser vistas como a 

melhora do indivíduo ou unidade. A melhora seria possível porque, geralmente, 

as informações obtidas em cada ocorrência do evento podem ser utilizadas, bem 

como o conhecimento que é adquirido entre as ocorrências dos eventos, o que 

pode ajudar na formulação de novas estratégias de intervenção.  

Deve-se levar em conta, porém, especialmente em estudos relacionados 

à medicina e à saúde pública, que normalmente lidam com seres humanos, que, 

apesar de a intervenção poder trazer melhorias, outros fatores, como o efeito de 

enfraquecimento sobre o acúmulo de ocorrências de eventos no indivíduo e os 

efeitos adversos do envelhecimento e de outras covariáveis tempo-dependentes, 

podem superar o efeito da intervenção. Assim, quando todos estes efeitos são 

considerados, segundo Peña & Hollander (2004), o tempo para a próxima 

ocorrência de evento pode ser ainda menor, em um sentido estocástico, em 
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relação ao tempo anterior à interocorrência. É, portanto, de grande importância 

que qualquer tentativa de modelagem leve em consideração os efeitos das 

intervenções simultaneamente com os efeitos de acumulação de eventos 

recorrentes e variáveis concomitantes relevantes. 

González et al. (2005) utilizaram o modelo geral para eventos 

recorrentes proposto por Peña & Hollander (2004), no qual o efeito das 

intervenções é representado pela idade efetiva do processo sobre a função risco 

de base para  tratar repetidas recidivas de câncer.  Para acomodar a situação de 

recorrência do câncer, os autores propuseram uma função de idade efetiva que 

codifica três possíveis respostas terapêuticas: remissão completa, remissão 

parcial, e resposta nula. O modelo proposto também incorpora o efeito de 

covariáveis, o impacto das recidivas anteriores e a heterogeneidade entre os 

indivíduos. Nesse trabalho foram analisados os tempos de recidiva de 63 

pacientes com um determinado subtipo de linfoma e os resultados foram 

comparados com aqueles obtidos utilizando outros métodos existentes na 

literatura. 

Peña (2006) apresentou uma revisão na qual, é possível ter uma visão 

geral dos trabalhos recentes que envolvem a modelagem e a análise de eventos 

recorrentes, tanto na área de engenharia quanto de saúde pública e biomedicina, 

entre outras. O autor enfatiza a importância de incorporar o impacto do acúmulo 

de ocorrências de evento no modelo a ser utilizado, bem como os efeitos das 

intervenções realizadas após cada ocorrência de evento, simultaneamente com os 

efeitos das covariáveis e uma potencial associação entre os tempos interevento 

dentro de uma unidade. O autor apresenta métodos de inferência estatística para 

esta classe de modelos, ilustrados por meio de um conjunto de dados reais.  

González (2006) fornece os procedimentos para estimar os parâmetros 

da classe geral de modelos para eventos recorrentes (Peña & Hollander, 2004). 

Uma aproximação baseada em inferência semiparamétrica foi desenvolvida. 
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Quando o modelo sem fragilidade foi estimado, uma generalização da 

verossimilhança parcial para o modelo de Cox foi obtida. Por outro lado, quando 

as fragilidades foram incluídas no modelo, o algoritmo do EM foi desenvolvido. 

O autor apresenta, ainda, outra metodologia, baseada em uma aproximação da 

verossimilhança penalizada e comprovou a validade da metodologia aplicada 

por meio de um estudo de simulação.  

 Peña et al. (2007) descrevem procedimentos para estimar os parâmetros 

da classe geral de modelos semiparamétricos para eventos recorrentes. Os 

procedimentos de estimação são semiparamétricos, já que a função risco de base 

é especificada não parametricamente. A estimação dos parâmetros é descrita 

para os dois casos, com e sem o termo de fragilidade. As propriedades da 

distribuição amostral dos estimadores são examinadas por meio de um estudo de 

simulação e as consequências de erros de especificação do modelo são 

analisadas. Os autores aplicaram tais procedimentos a um conjunto de dados 

relativos ao tempo até a reincidência de câncer da bexiga e os resultados da 

análise foram comparados com aqueles obtidos quando são utilizados outros três 

modelos para análise de dados de eventos recorrentes: o modelo proposto por 

Andersen & Gill (1982), o proposto por Wei et al. (1989) e o proposto por 

Prentice et al. (1981), que são extensões do modelo de Cox (1972). 

Stocker & Peña (2007) consideraram a classe geral de modelos para 

eventos recorrentes sob uma especificação totalmente paramétrica da função 

risco de base, avaliando dois casos, aqueles em que o modelo incorpora ou não 

os termos de fragilidade. Os autores apresentaram estimadores para os 

parâmetros do modelo e suas propriedades, finitas e assintóticas foram 

verificadas. Para se ajustar a classe geral de modelos com uma função risco de 

base paramétrica, foi utilizada a distribuição Weibull e os procedimentos foram 

aplicados a um conjunto de dados sobre máquinas de subsistemas hidráulicos de 

mineração. 
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2.7.1 Formulação matemática 

Seja , em que t denota vetor/matriz transposta, um 

vetor de covariáveis (idade, raça, sexo, por exemplo) para determinada unidade 

em observação, podendo essas covariáveis ser ou não tempo-dependentes. Sejam 

 os sucessivos tempos de interocorrência de um evento (gap times) e 

 os sucessivos tempos de calendário para ocorrência desse evento.  

Então,  

 
Seja  uma coleção crescente e contínua à direita de -

álgebra para esta unidade, isto é, uma filtragem (Fleming & Harrington, 1991; 

Andersen et al.,1993). Em particular,  contèm informações sobre o número de 

tempos de ocorrência de eventos no intervalo de tempo , informação sobre 

covariáveis e informações sobre os tipos de intervenções efetuadas sobre as 

ocorrências de evento. 

Segundo Peña & Hollander (2004), o modelo probabilístico para as 

sucessivas ocorrências de um evento recorrente é uma especificação de uma 

coleção de funções de distribuições conjuntas de . 

Por causa da natureza dinâmica ou característica tempo sequencial do 

ajuste e como consequência das intervenções que são realizadas, essas 

especificações são facilitadas para reafirmar o modelo em termos de funções 

risco ou intensidades de falhas. 

Seja  o processo que representa o número de ocorrências 

de um evento recorrente de interesse durante o período , e . O 

processo de risco será , se a unidade ainda está sob observação um 

tempo  e  se a unidade não está sob observação no tempo . Seja 

 um processo previsível não decrescente, tal que o processo 

, em que  é um martingale local. 
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Assume-se, como em Andersen et al. (1993), que , em 

que  é um processo previsível não decrescente, satisfazendo 

, em que  é um processo previsível não 

negativo (veja Aalen, 1978). 

 Segundo Jacod (1975), ele terá uma interpretação intuitiva e prática que, 

para , è suficientemente pequeno; a quantidade  representa a 

probabilidade condicional aproximada, dado  dos eventos recorrentes 

ocorridos no intervalo . Como indicado pela sua mensurabilidade com 

respeito a , a intensidade do processo  pode depender das covariáveis da 

unidade e do número de ocorrências de eventos durante o período . 

Assuma, agora, a existência de um espaço de probabilidade completo 

 associado com a filtragem: 

 
em que é o limite superior do período de estudo. 

Toda a realidade aleatória é definida em . Em particular, os 

tempos de interocorrência  os tempos de calendário , de 

ocorrências de eventos e os processos observáveis  e 

 são definidos em . Essa proposta de nova classe de 

modelos postula que a taxa de intensidade do processo , para 

um indivíduo ou unidade com vetor de covariáveis , as quais 

podem ser tempo-dependentes, é da forma: 

 
em que  é uma função risco de base desconhecida;  é uma função não 

decrescente ou não crescente de  em , que pode 

depender de parâmetros desconhecidos com a condição ;  é uma 

função não negativa de  em  que tem forma conhecida 

(usualmente uma função exponencial);  é um vetor de 
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coeficientes de regressão desconhecidos e  é um processo 

previsível observável satisfazendo as condições: 

(i)  quase certamente, em que  é um numero real não negativo; 

(ii)  quase certamente; 

(iii) Para ,  é quase certamente monótona e diferenciável 

com derivada positiva . 

Essa proposta modela a intervenção, tal como uma mudança na idade 

efetiva da unidade, diferente dos outros modelos encontrados na literatura, pois a 

maioria desses modelos incorpora tais efeitos no componente de regressão. 

Nesse caso, segundo Stocker & Peña (2007), se , a reparação causada 

pela intervenção e medida pela idade efetiva do processo é dita mínima e se , a 

reparação é dita perfeita.

No modelo (2.27), a função  representa o efeito de acumulação de 

ocorrência de eventos. Segundo Gonzalez (2006), em muitas situações 

biomédicas, ela será assumida como uma função não decrescente de , uma 

vez que é natural assumir que as ocorrências de evento tenham o efeito de 

enfraquecer a unidade ou indivíduo.  

Esta característica não crescente, segundo Wilson et al. (2005), também 

é prevalente em modelos de confiabilidade em que em cada ocorrência de 

evento, falhas ou defeitos no sistema ou componente são eliminados, o que leva 

a melhorias. Assim, geralmente, exige-se que essa função seja monótona, quer 

não-decrescente ou não-crescente, dependendo do contexto ou situação. 

A função  nesse modelo claramente serve ao objetivo de conter os 

efeitos das variáveis concomitantes. No modelo (2.27), os efeitos das 

intervenções, os efeitos da acumulação de ocorrência de eventos e os efeitos das 

covariáveis são, então, levados em conta simultaneamente. Além disso, segundo 

González (2006), existe uma interação entre esses efeitos, no sentido de que, 
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imediatamente após a intervenção, em um sentido total, a unidade não precisa 

sempre estar melhor, se comparada ao seu estado imediatamente antes da 

ocorrência do evento porque efeitos de melhoria podem ser compensados pelos 

outros dois efeitos. 

Suponha , um vetor de variáveis aleatórias positivas 

independentes e identicamente distribuídas de uma distribuição paramétrica 

conhecida e que essas variáveis aleatórias são não observáveis e afetam a 

ocorrência de evento nos indivíduos. Além disso, seja  a 

filtragem ou a história em algum espaço de probabilidade , tal que  e  

são preditíveis e tal que  são processos de contagem com relação a . 

Finalmente, seja, , a idade efetiva do 

processo.  

A classe geral de modelos proposta por Peña & Hollander (2004) é 

obtida como segue. 

Condicionalmente em , o compensador de  é 

 com  

 
em que  

 

 
A equação (2.29) é a função intensidade relacionada à classe geral de 

modelos para eventos recorrentes com fragilidade multiplicativa. Nela,  é a 

função risco de base desconhecida. Os efeitos de acumulação de ocorrências de 

evento são codificados em  que tem forma 

conhecida , uma vez que  e com . Se 

, há uma indicação de que cada ocorrência de evento aumenta o risco de 
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eventos futuros. Caso contrário, se , cada ocorrência de evento diminui o 

risco de eventos futuros e se  não existe nenhum efeito relacionado ao 

impacto da acumulação de tempos de ocorrências de eventos sobre os 

indivíduos.  

Os efeitos das covariáveis são considerados em , que é uma função 

não negativa com forma conhecida e . A dependência entre os 

tempos de ocorrência de eventos é modelada por  fragilidades não observadas. 

O modelo também incorpora o efeito das intervenções realizadas, , por 

meio da função risco de base.  

A identificabilidade estatística dessa classe de modelos sem fragilidades 

foi estabelecida no teorema 1 de Peña e Hollander (2004). 

 

2.8 Inferência bayesiana  

Segundo Paulino et al. (2003), a análise bayesiana de dados é uma 

alternativa importante em relação aos procedimentos clássicos de estimação e 

testes de hipóteses que vêm recebendo espaço crescente em aplicações nas mais 

diversas áreas.  

A informação que se tem sobre uma quantidade de interesse θ é 

fundamental na Estatística. O verdadeiro valor de  é desconhecido e a ideia é 

tentar reduzir esse desconhecimento. Além disso, a intensidade da incerteza a 

respeito de  pode assumir diferentes graus. Do ponto de vista bayesiano, esses 

diferentes graus de incerteza são representados por meio de modelos 

probabilísticos para . Nesse contexto, segundo Ehlers (2007), é natural que 

diferentes pesquisadores possam ter diferentes graus de incerteza sobre θ 

(especificando modelos distintos). Sendo assim, não existe nenhuma distinção 

entre quantidades observáveis e os parâmetros de um modelo estatístico; todos 

são considerados quantidades aleatórias. 
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Broemeling (1989) e Gelman et al. (2000) relatam que a característica 

essencial da inferência bayesiana está na utilização explícita de probabilidades 

para quantificar as incertezas que se têm sobre o parâmetro de interesse. 

Portanto, a inferência bayesiana é baseada no conceito de probabilidade 

subjetiva, que mede o grau de confiança que alguém deposita no acontecimento 

de um determinado evento do espaço amostral. 

A inferência bayesiana é o processo de encontrar um modelo de 

probabilidade para um conjunto de dados e resumir o resultado por uma 

distribuição de probabilidade sobre os parâmetros do modelo e sobre 

quantidades não observadas, tais como predição para novas observações 

(Gelman et al., 2000). 

De acordo com Paulino et al. (2003), a distribuição a priori é o único 

fator que diferencia a estatística clássica da bayesiana. Portanto, é alvo de crítica 

para muitos dos estatísticos clássicos, que alegam que a situação a priori é um 

processo subjetivo, já que dois pesquisadores podem ter diferentes graus de 

incertezas sobre uma quantidade desconhecida. 

Em linhas gerais, segundo Savian (2009), a metodologia bayesiana 

consiste de informações referentes aos dados amostrais (função de 

verossimilhança), do conhecimento prévio a respeito dos parâmetros 

(distribuição a priori) e da obtenção da densidade a posteriori dos parâmetros 

por meio do teorema de Bayes. A utilização de informação a priori requer a 

especificação de uma distribuição para o parâmetro, devendo esta representar 

probabilisticamente o conhecimento que se tem sobre ele, antes da realização do 

experimento.  

 

2.8.1 Distribuições a priori 

Na inferência bayesiana, à incerteza sobre os parâmetros desconhecidos 

associa-se uma distribuição de probabilidade. 
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A distribuição a priori tem importante papel na análise bayesiana, sendo 

utilizada para descrever uma informação sobre os parâmetros desconhecidos, 

antes que se possam avaliar os dados em questão (Box & Tiao, 1992).  

Segundo Pascoa (2006), a distribuição a priori é uma crença subjetiva e 

expressa o conhecimento que o pesquisador tem a respeito do problema, sendo, 

muitas vezes, baseada simplesmente na expectativa subjetiva do investigador, 

causando, assim, uma controvérsia pertinente de pesquisador para pesquisador. 

O conhecimento prévio que o pesquisador tem sobre o parâmetro é 

incorporado à analise por meio da densidade a priori , a qual deve 

representar a distribuição de probabilidade desse parâmetro antes da observação 

dos dados (Box & Tiao, 1992). O parâmetro pode ser um escalar ou um vetor de 

parâmetros . 

Os parâmetros indexadores das distribuições a priori são chamados de 

hiperparâmetros, distinguindo-os, assim, dos parâmetros de interesse. 

Inicialmente, os hiperparâmetros são considerados conhecidos e traduzem a 

informação que se tem sobre o parâmetro, antes da realização da amostra (Silva, 

2008). 

Uma classe importante de densidades a priori é a das chamadas prioris 

conjugadas. A ideia, segundo Ehlers (2007), é que as distribuições a priori e a 

posteriori pertençam à mesma classe de distribuições e, assim, a atualização do 

conhecimento que se tem de θ envolve apenas uma mudança nos 

hiperparâmetros. Neste caso, o aspecto sequencial do método bayesiano pode ser 

explorado definindo-se apenas a regra de atualização dos hiperparâmetros, já 

que as distribuições permanecem as mesmas.  

No entanto, conforme salientam Gelman et al. (2000), é essencial ter em 

mente que a distribuição deve adequadamente representar a incerteza a priori 

sobre os parâmetros, o que nem sempre ocorre com o uso de prioris conjugadas. 
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As distribuições a priori podem ser informativas ou não informativas. A 

partir do conhecimento prévio sobre o parâmetro pode-se descrever, 

aproximadamente, a distribuição de probabilidade que melhor o representa. Uma 

forma de expressar esse conhecimento, segundo Reis (2009), é utilizando 

informações fornecidas por pesquisas realizadas sobre um determinado assunto. 

Nesse caso, será utilizada uma priori informativa, descrevendo uma densidade 

que represente esse conhecimento. 

Quando se tem pouca ou nenhuma informação sobre o parâmetro, pode-

se usar uma priori não informativa. A utilização de uma distribuição a priori não 

informativa implica que a informação contida nos dados é dominante, no sentido 

de que o conhecimento a priori seja vago (Gelman et al., 2000). A ideia é pensar 

em todos os valores como igualmente prováveis, ou seja, com uma distribuição a 

priori uniforme  em que  é limitado em um intervalo real.  

Segundo Box & Tiao (1992), a priori não-informativa não representa, 

necessariamente, o desconhecimento do pesquisador sobre o experimento, sendo 

utilizada também de forma a viabilizar a inferência a posteriori. 

O argumento primeiramente invocado para gerar distribuições não 

informativas foi o princípio da razão insuficiente de Bayes-Laplace (Paulino et 

al., 2003). De acordo com este princípio, na ausência de razão suficiente para 

privilegiar uma possibilidade em detrimento de outras, decorrente da escassez de 

informação a priori, deve-se adotar a equiprobabilidade. 

Quando o valor de um parâmetro é desconhecido, Jeffreys (1961) 

propõe uma regra para a escolha da distribuição a priori, a qual, segundo ele, 

atinge os casos mais comuns. 

Seja uma observação X com função densidade de probabilidade . 

A priori não informativa de Jeffreys tem função de densidade dada por 

, em que  é a matriz de informação de Fisher. Se  for um 

vetor, então, . 
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Algumas das maneiras de caracterizar a informação a priori são 

detalhadas por Berger (1985), Box & Tiao (1992) e Bernardo & Smith (1994). 

A distribuição a priori do parâmetro , que depende dos 

hiperparâmetros , também pode ser especificada em estágios, sendo 

denominada, nesses casos, de priori hierárquica, denotada por  em vez 

de . Neste caso, os hiperparâmetros não são considerados valores fixos, 

atribuindo-se também a eles uma distribuição a priori , especificando-se, 

assim, o segundo estágio na hierarquia.  

Dessa forma, segundo Bernardo & Smith (1994), a distribuicão a priori 

conjunta é simplesmente  e a distribuição marginal a 

priori de  pode, então, ser obtida por integração: 

 
Segundo Ehlers (2007), teoricamente, não há limitação quanto ao 

número de estágios, mas, devido às complexidades resultantes, as prioris 

hierárquicas são especificadas, em geral, em dois ou três estágios. Além disso, 

devido à dificuldade de interpretação dos hiperparâmetros em estágios mais 

altos, é prática comum especificar prioris não informativas para esses níveis. 

 

2.8.2 Distribuição a posteriori 

A análise bayesiana é conduzida combinando-se uma informação a 

priori  com uma informação amostral . Segundo Paulino et al. 

(2003), a distribuição resultante dessa combinação  é denominada 

distribuição a posteriori de  dado  e é dada por: 

 
Segundo Box & Tiao (1992), a distribuição a posteriori pode ser vista 

como uma regra de atualização de  pelo fato de que a distribuição a priori 

contém pouca informação sobre o parâmetro de interesse. Paulino et al. 

50 
 



 

(2003) salientam que, nesta regra de atualização, está implícito o princípio da 

verossimilhança, pois toda informação sobre o parâmetro está contida na 

distribuição amostral . 

Uma vez que a distribuição a posteriori para os parâmetros está 

disponível, pode-se pensar em inferência. Em princípio, esta distribuição é a 

descrição mais completa possível de toda a informação de que se dispõe. Porém, 

para comparar e discutir resultados, bem como para resumir conclusões, é mais 

prático apresentar algumas quantidades que sintetizam esta distribuição (Gelman 

et al., 2000).  

Segundo Savian (2009), um caso simples é a estimação pontual de , em 

que se resume à distribuição marginal a posteriori por meio de um único valor, 

. É importante também associar alguma informação sobre o quão precisa é a 

especificação deste valor. As medidas de incerteza mais usuais, segundo Ehlers 

(2007), são: a variância e o coeficiente de variação para a média a posteriori, a 

medida de informação observada de Fisher para a moda a posteriori e a distância 

entre quartis para a mediana a posteriori. 

 

2.8.3 Intervalo de credibilidade  

Um resumo da distribuição a posteriori mais informativo do que 

qualquer estimativa pontual é obtido de uma região do espaço paramétrico , 

que contenha uma parte substancial dessa distribuição (Paulino et al., 2003).  

Assim, um intervalo é chamado de intervalo de credibilidade 

 para , se  

 
com . 

Dada a infinidade de intervalos com o mesmo nível de credibilidade 

, interessa selecionar aquele com o menor comprimento possível 
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(Bolfarine & Sandoval, 2001). Os intervalos de comprimento mínimo são 

obtidos tomando-se os valores de  com maior densidade a posteriori. Essa 

região é denominada de HPD ou intervalo de máxima densidade a posteriori. 

Assim, quanto menor for o tamanho do intervalo, mais concentrada é a 

distribuição do parâmetro e a amplitude do intervalo informa sobre a dispersão 

de  (Reis, 2009). 

Segundo Andrade (2008), para distribuições unimodais e simétricas, o 

intervalo de credibilidade e o HPD são idênticos. Havendo assimetria, os dois 

critérios produzem intervalos diferentes, sendo essa diferença dependente do 

grau de assimetria. 

Os intervalos de credibilidade são úteis na análise de um teste de 

hipótese bayesiano. Suponha que o interesse seja testar  versus 

. Para isso, primeiramente, constrói-se o intervalo de credibilidade 

para  e, se  está contido no intervalo,  não é rejeitada. Caso contrário, 

rejeita-se  (Bolfarine & Sandoval, 2001). 

 

2.8.4 Métodos computacionais 

Segundo Paulino et al. (2003), para se inferir em relação a qualquer 

elemento de , a distribuição conjunta a posteriori dos parâmetros deve ser 

integrada em relação a todos os outros parâmetros que a constituem, ou seja, 

procura-se obter a distribuição marginal de cada um dos parâmetros. A 

integração dessa distribuição, geralmente, não é analítica, sendo necessários 

algoritmos iterativos especializados, dentre os quais, os mais utilizados são os  

métodos Markov Chain Monte Carlo, ou MCMC. 

Segundo Savian (2009), os métodos aproximados, baseados em 

simulação estocástica, consistem no tratamento de problemas reais a partir de 

reproduções em ambientes controlados pelo pesquisador. Alguns problemas 

apresentam componentes aleatórios, os quais não podem ser descritos de forma 
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exata e, sim, baseados em informações probabilísticas. Para esses problemas, o 

processo de simulação é estocástico, ou seja, baseado em distribuições de 

probabilidades. 

Segundo Ehlers (2007), existem métodos de simulação não iterativos em 

que as amostras são obtidas da distribuição a posteriori em um único passo. São 

eles os métodos de Monte Carlo (ordinário e via função de importância) e os 

métodos de reamostragem (método da rejeição e método da reamostragem 

ponderada). Os métodos que fazem uso de técnicas de simulação iterativa são os 

métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov (amostrador de Gibbs e o 

algoritmo de Metropolis-Hastings, por exemplo). 

Em alguns casos, a expressão da condicional completa tem a forma 

de uma densidade conhecida e fácil de ser amostrada diretamente. Um método 

de simulação indicado nesses casos é o amostrador de Gibbs, um processo 

iterativo que gera valores que convergem para a densidade marginal, sem que se 

conheça a sua expressão (Gelfand, 2000). 

Embora a distribuição condicional completa a posteriori possa ser obtida 

analiticamente, em determinadas situações, sua expressão não tem a forma de 

uma densidade conhecida ou fácil de ser amostrada. Em tais situações, outros 

métodos de simulação são indicados; entre eles, o algoritmo de Metropolis-

Hastings (Metropolis et al., 1953; Hastings, 1970; Chib & Greenberg, 1995).  

 

2.8.5 Métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov 

Uma cadeia de Markov é um processo estocástico no qual o próximo 

estado da cadeia, , depende somente do estado atual, e dos dados, não 

da história passada da cadeia (Gamerman, 1997). Segundo este mesmo autor, as 

primeiras iterações são influenciadas pelo estado inicial, , e são descartadas. 

Este período é conhecido como aquecimento da cadeia ou burn-in. Também se 

considera uma dependência entre as observações subsequentes da cadeia e, para 
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se obter uma amostra independente, as observações finais devem ser obtidas a 

cada iterações, sendo este valor conhecido como salto, thin ou intervalo de 

amostragem. 

A ideia básica desses métodos é a de transformar o problema estático em 

consideração, num problema de natureza dinâmica, construindo, para tal efeito, 

um processo estocástico temporal, artificial, que seja fácil de simular e que 

convirja para a distribuição marginal (Paulino et al., 2003). 

Sendo assim, o objetivo, nesses casos, é obter uma amostra das 

distribuições marginais a posteriori dos parâmetros de interesse, por meio de um 

processo iterativo, utilizando as distribuições condicionais completas de cada 

parâmetro. 

Por sua vez, esses valores gerados, segundo Reis (2009), são 

considerados amostras aleatórias de uma determinada distribuição de 

probabilidade, caracterizando, assim, o método de simulação Monte Carlo. 

Dessa forma, tem-se uma ação conjunta dos métodos, que resulta no processo 

MCMC, cujos principais algoritmos são o Metropolis- Hastings e o amostrador 

de Gibbs. 

 

2.8.5.1 Metropolis-Hastings 

  O algoritmo de Metropolis-Hastings é um método de Monte Carlo via 

cadeias de Markov (MCMC), definido a partir dos trabalhos de Metropolis et al. 

(1953) e Hastings (1970). 

Quando as distribuições condicionais a posteriori não são facilmente 

identificadas como possuidoras de uma forma conhecida, não sendo possível 

gerar valores diretamente dessas distribuições, utiliza-se o algoritmo Metropolis-

Hastings, o qual é estruturado a seguir: 
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Passo I – Inicializar o contador de iterações  e especificar os valores 

iniciais . 

Passo II – Gerar um novo valor da distribuição proposta . 

Passo III – Calcular a probabilidade de aceitação .  

 

 
 

Passo IV – Gerar .  

Se , então, aceitar o novo valor e fazer . Caso contrário, 

rejeitar o novo valor e fazer . 

Passo V – incrementar o contador de  para  e voltar ao passo II, até atingir 

a convergência. 

 

O algoritmo de Metropolis-Hastings permite gerar uma amostra da 

distribuição conjunta a posteriori , sendo parâmetros, a 

partir das distribuições condicionais completas com formas desconhecidas. Tal 

algoritmo usa a ideia de que um valor é gerado de uma distribuição auxiliar ou 

candidata e este é aceito com uma dada probabilidade (Metropolis et al., 1953; 

Hastings, 1970). 

 Se essas distribuições possuem formas conhecidas, utiliza-se um caso 

especial do Metropolis-Hastings, o amostrador de Gibbs. 

 

2.8.5.2 Amostrador de gibbs (Gibbs Sampling) 

 O amostrador de Gibbs é um método MCMC, utilizado para gerar 

variáveis aleatórias de uma distribuição sem utilizar diretamente sua densidade 

de probabilidade (Tomazella, 2003). 
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 Esse método é um esquema iterativo de amostragem de uma cadeia de 

Markov, cujo núcleo de transição é formado pelas distribuições condicionais 

completas.  

O amostrador de Gibbs foi inicialmente utilizado por Geman & Geman 

(1984) no contexto de restauração de imagens e, desde então, tem sido muito 

discutido e utilizado em diversas áreas de pesquisa (Gelfand & Smith, 1990; 

Gelfand, 2000). 

Para descrever tal algoritmo de forma geral, considere o vetor aleatório 

 com distribuições condicionais completas para que os  

parâmetros estejam disponíveis. Essas distribuições são denominadas por  

,  

 O algoritmo segue os seguintes passos: 

Passo 0 – Especificar os valores iniciais  e inicializar o 

contador de iteração . 

Passo I – Obter um novo valor  a partir de , por meio 

de sucessivas gerações de valores: 

Gerar  

Gerar  

 

Gerar  

Passo II – Incrementar  e voltar ao passo I, até atingir a convergência. 

O número de iterações deve ser suficientemente grande para que a 

sequência de valores gerados se aproxime da distribuição de equilíbrio, ou seja, 

da densidade marginal desejada para cada parâmetro, quando se assume que a 

convergência foi atingida de acordo com Gelfand (2000). 
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2.8.6 Testes para avaliação de convergência 

As técnicas MCMC constituem uma ótima ferramenta para a resolução 

de muitos problemas práticos na análise bayesiana, porém, apresentam algumas 

limitações. Entre elas, segundo Reis (2009), incluem-se as influências dos 

valores iniciais da cadeia, a correlação entre os dados gerados e a falta de 

convergência da cadeia. 

Para a avaliação da convergência da cadeia de Markov para o estado de 

equilíbrio, vários testes foram propostos, dentre eles, os mais relevantes são as 

de Geweke (1992), Gelman & Rubin (1992), Heidelberg & Welch (1993) e 

Raftery-Lewis (1992). Esses testes estão implementados no pacote BOA 

(Bayesian Output Analysis) do software livre R (R Development Core Team, 

2009). 

O método de Geweke (1992) propõe o diagnóstico de convergência para 

cadeias de Markov, baseado no teste de igualdade de médias da primeira e da 

última parte da cadeia de Markov, geralmente dos primeiros 10% e dos últimos 

50%. Ele se baseia em técnicas de análise espectral. Segundo Geweke (1992), a 

cadeia converge quando a maioria dos dados está entre os limites de uma 

distribuição normal padronizada. 

O critério de Gelman & Rubin (1992) é um teste baseado na comparação 

entre duas ou mais cadeias paralelas. Ele analisa as variâncias dentro e entre as 

cadeias e utiliza essa informação para estimar o fator pelo qual o parâmetro 

escalar da distribuição marginal a posteriori deveria ser reduzido se a cadeia 

fosse repetida infinitas vezes. Este fator é expresso pelo valor (fator de 

redução de escala potencial ou fator de diagnóstico da convergência) e sugere 

que valores de  próximos a 1 indicam que a convergência foi atingida para 

iterações (Reis, 2009). 

O método de Raftery & Lewis (1992) é baseado na acurácia de 

estimação do quantil. O método fornece as estimativas do burn-in (número de 
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iterações que devem ser descartadas), o número de iterações que devem ser 

computadas e a distância mínima de uma iteração à outra, thin, para se obter 

a subamostra aproximadamente independente. Outra saída importante, segundo 

Nogueira et al. (2004), é o fator de dependência, o qual é responsável pelo 

acréscimo multiplicativo ao número de iterações necessárias para se alcançar a 

convergência, sendo esta atingida quando esse valor é menor que 5. 

O critério de Heidelberger & Welch (1993) utiliza testes estatísticos para 

avaliar a hipótese nula de estacionariedade da amostra gerada. Se a hipótese nula 

é rejeitada para um dado valor, o teste é repetido depois de descartadas os 

primeiros 10% das iterações. Se a hipótese é novamente rejeitada, outros 10% 

são descartados após o descarte dos 10% primeiros. Este processo é repetido até 

se ter uma proporção de 50% dos valores iniciais descartados. Se a hipótese for 

novamente rejeitada, ou o teste não conseguir ser realizado, isso indica falha da 

estacionariedade, implicando que é necessário um número maior de iterações. Se 

o teste for satisfatório, o número inicial de iterações descartadas é indicado 

como o tamanho do burn-in (Nogueira, 2004). 

Segundo Reis (2009), outro critério utilizado para a verificação da 

convergência é a autocorrelação. De acordo com o autor, esse teste calcula a 

função de autocorrelação da cadeia com determinados valores de defasagens ou 

lags. Se a cadeia apresenta alta correlação, isto é um forte indicativo de falta da 

convergência. 

A verificação informal da convergência utilizando técnicas gráficas é 

também um procedimento bastante útil. Segundo Gelman et al. (2000), os 

gráficos mais frequentes nesta análise são o de  ao longo das iterações e um 

gráfico da estimativa da distribuição a posteriori de , por exemplo, um 

histograma. Problemas podem ser verificados com essas técnicas, pois a 

utilização de gráficos como única ferramenta pode não ser adequada. A escala 

dos gráficos pode fornecer uma falsa impressão de igualdade. 
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Nogueira et al. (2004), após realizarem intenso estudo de avaliação dos 

critérios de convergência, concluíram que, para uma avaliação precisa da 

convergência, deve-se seguir o seguinte procedimento: 

1. aplicar Raftery & Lewis em uma amostra piloto e determinar o 

tamanho ideal da sequência; 

2. determinar o tamanho do burn-in pelo critério de Heidelberger & 

Welch; 

3. monitorar a convergência das sequências nas proximidades do 

tamanho ideal, indicado pelo critério de Raftery & Lewis, por meio dos critérios 

de Gelman & Rubin e Geweke. 

 

2.8.7 Critérios para seleção de modelos 

Em aplicações práticas, em geral, existem incertezas com relação ao 

modelo que melhor se ajusta ao conjunto de dados, sendo necessário algum 

método que auxilie a tomada de decisão em favor do modelo mais plausível. Em 

inferência bayesiana, um dos critérios usados para esse fim é o Fator de Bayes 

(Jeffreys, 1961; Kass & Raftery, 1995). 

Segundo Paulino et al. (2003), existem alguns critérios baseados em 

aproximações ao fator de Bayes entre dois modelos e , dentre os quais 

podem-se citar o critério de informação de Akaike (AIC) e o critério de 

informação bayesiano (BIC). Esses critérios levam em consideração a 

complexidade do modelo no critério de seleção. São critérios que, 

essencialmente, penalizam a verossimilhança, utilizando o número de variáveis 

do modelo e, eventualmente, o tamanho da amostra. Esta penalização é feita 

subtraindo-se do valor da verossimilhança uma determinada quantidade, que 

depende do quão complexo é o modelo (quanto mais parâmetros, mais 

complexo).  
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O critério de informação de Akaike (AIC), desenvolvido por Hirotugu 

Akaike sob o nome de “um critério de informação”, em 1971 e proposto em 

Akaike (1974), é uma medida relativa da qualidade de ajuste de um modelo 

estatístico estimado. Fundamenta-se no conceito de entropia, oferecendo uma 

medida relativa das informações perdidas, quando um determinado modelo é 

usado para descrever a realidade e é dado por: 

 
em que  é o numero de parâmetros.  

Tendo-se um conjunto de dados e vários modelos concorrentes, pode-se 

classificá-los de acordo com o seu AIC, com aqueles com os menores valores de 

AIC sendo os melhores (Burnham & Anderson, 2004). 

O critério de informação bayesiano, também chamado de critério de 

Schwarz, foi proposto por Schwarz (1978) e é um critério de avaliação de 

modelos definido em termos da probabilidade a posteriori, sendo assim 

chamado porque Schwarz o provou por meio de um argumento bayesiano. 

O critério BIC é dado por: 

 
  A regra de decisão baseada no BIC consiste na escolha do modelo que 

apresentar menor valor de BIC. 
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3  MATERIAL E MÉTODOS 
 

Suponha que  indivíduos tenham seus tempos de ocorrência de eventos 

observados por um período de tempo . O tempo “zero” representa a 

entrada do indivíduo no estudo. O tempo  representa o tempo final de 

observação do i-iésimo indivíduo, sendo , pré-fixado pelo pesquisador.  

Para cada indivíduo, são registradas  observações, de 

modo que a última observação poderá ser censurada, caso não haja ocorrência de 

evento no exato tempo . A ocorrência ou não de evento nos respectivos tempos 

de observações é dada por , de acordo com a TABELA 1. Caso haja a 

ocorrência de evento, então, . Caso não haja ocorrência de evento, então,   

 e, nesse caso, a observação é dita censurada. 

Neste trabalho, consideram-se três modelos para analise dos dados: a 

classe geral de modelos de fragilidade propostos por Peña & Hollander (2004), o 

modelo de fragilidade multiplicativo usual (Clayton, 1978), o qual é um caso 

particular da classe geral de modelos e o modelo de regressão de Cox (1972), o 

qual assume que os eventos ocorrem de modo independente, ou seja, que o 

tempo e a ocorrência de eventos não estão relacionados com a formação inicial e 

subsequentes ocorrências. As técnicas bayesianas serão utilizadas para comparar 

tais modelos. Para esta análise serão considerados os métodos de seleção de 

modelos critério de informação de Akaike (AIC) e critério de informação 

bayesiano (BIC).  

Por simplicidade são apresentados primeiramente todos os 

procedimentos relacionados ao modelo de fragilidade multiplicativo e, em 

seguida, para o modelo geral para eventos recorrentes. 

Para o modelo de Cox, considerado mais simples que os demais, pois 

não inclui a variável de fragilidade e assume que os acontecimentos ocorrem de 
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modo independente, a função de verossimilhança pode ser obtida substituindo-se 

a equação (2.21) em (2.6). 

 

3.1 Modelo de fragilidade multiplicativo  

Caso particular do modelo (2.29), considerando  e 

 

 
Para indivíduos com vetor de covariáveis  e com 

, função de verossimilhança para ,  é dada por: 

 

 
em que , em caso de falha e , em caso de censura.  é a 

função risco acumulada. 

Sendo assim, para o indivíduo com fragilidade , tem-se que a função 

de verossimilhança condicional é como segue: 
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. 

 

Fazendo , (  conta o número de falhas do indivíduo ), 

pode-se reescrever  como segue: 

 

 
 

Assumindo , em que  e , a 
função de verossimilhança completa é dada por: 

 

 

 
 

 
 

Segundo Giolo (2003) e Matuda (2005), a estimação dos parâmetros do 

modelo de fragilidade, na versão paramétrica, é baseada na função de 

verossimilhança observada (ou marginal), isto é, na função de verossimilhança 
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não-condicionada, que se obtém ao integrar a função de verossimilhança 

completa, em relação a . 

 

 
 

 
 

 
 

 
Para o -ésimo indivíduo, tem-se que: 
 

 
 

 

 

 
 

. 
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Pode-se observar que esta integral em relação a  se refere a 
uma distribuição Gama .  
 
Então, a verossimilhança marginal para o  -ésimo indivíduo é dada por: 
 

 
 
 

  . 

 
Logo, para  indivíduos,  
 

 
 

 
 
 

3.2 Classe geral de modelos para eventos recorrentes com fragilidade 

multiplicativa 

  Considere-se o modelo (2.29), e o efeito da acumulação de eventos é 

dado por , em que   conta o numero de falhas do indivíduo . 

A função de intensidade para o i-ésimo indivíduo é: 

  

Nesse caso, analogamente ao caso particular descrito na seção 3.1, a 

função de verossimilhança para ,  é como em (3.2). Sendo assim, para o 
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indivíduo com fragilidade , tem-se que a função de verossimilhança 

condicional é como segue: 

 

 

 

 

 

 
 

 
. 

 

A função de verossimilhança completa, assumindo , é 
dada por: 
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A função de verossimilhança marginal é dada por: 

 
 

 

 
 

. 

 
Para o  -ésimo indivíduo, tem-se que: 
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Pode-se observar que esta integral em relação a  se refere a uma 
distribuição Gama  

 
Então, a verossimilhança marginal para o indivíduo  é dada por: 
 

 
 

 . 

 
Logo, para  indivíduos,  
 
 

 

 
 
Considerando que a função risco de base tem uma distribuição Weibull 

dada por: 

,                                                                     (3.9) 

tem-se uma abordagem totalmente paramétrica para o modelo Peña & Hollander 

(2004). 

Levando em conta que a idade efetiva do processo utilizada é , 

isto é, reparação mínima para a variável que mede o efeito das intervenções 
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sobre as ocorrências de evento, a função de verossimilhança para o modelo de 

Peña & Hollander (2004) é dada por: 

 

 

 
 

 

3.3 Análise bayesiana para o modelo de fragilidade multiplicativo  

Nesta seção é considerado o modelo de fragilidade multiplicativo, caso 

particular do modelo proposto por Peña & Hollander (2004), como descrito na 

seção 3.1. A análise bayesiana para o modelo de Cox, por simplicidade, não é 

descrita, sendo análoga à do modelo agora apresentado.  

Sob a hipótese de independência, a densidade a priori conjunta para ,  

e  é dada por: 

 

 
 

Combinando a função de verossimilhança (3.5) com a distribuição a 

priori (3.11), especificando a função risco de base como em (3.19) e a idade 

efetiva do processo como  a distribuição a posteriori conjunta para ,  

e  é dada por: 
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As densidades a posteriori marginais dos parâmetros em (3.12) não são 

facilmente obtidas, pois a integração da densidade a posteriori conjunta não é 

trivial. Uma alternativa para a estimação dos parâmetros em situações como esta 

é a utilização dos métodos MCMC, descritos na seção 2.8.5. 

A distribuição a posteriori condicional para , dado   e , é dada por: 

 

 
 

A distribuição a posteriori condicional para , dado  e , é dada por: 

 

 
 

A distribuição a posteriori condicional para , dados  e , é dada por: 
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Como as distribuições a posteriori condicionais não têm forma 

conhecida, será utilizado o algoritmo Metropolis-Hastings, descrito na seção 

2.8.5.1, para estimação dos parâmetros de interesse. Tal algoritmo permite 

simular observações de distribuições conjuntas a partir das densidades 

condicionais.  

 

3.4 Análise bayesiana para a classe geral de modelos 

Nesta seção será considerado o modelo proposto por Peña & Hollander 

(2004), como descrito na seção 3.2. 

Sob a hipótese de independência, a densidade a priori conjunta para  

,  e  é dada por: 

 

 
 

Combinando a função de verossimilhança (3.10) com a distribuição a 

priori (3.16), a distribuição a posteriori conjunta para ,  e  é dada por: 
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As densidades a posteriori marginais dos parâmetros em (3.17) também 

não são facilmente obtidas. Sendo assim, para a estimação dos parâmetros foi 

utilizado o método MCMC. Para a utilização do mesmo, como visto na seção 

anterior, consideram-se as distribuições a posteriori condicionais completas para 

os parâmetros de interesse. 

A distribuição a posteriori condicional para , dado , e , é dada 

por: 

 

 

 
 

A distribuição a posteriori condicional para , dados , e , é dada 

por: 

 

72 
 



 

 
 

A distribuição a posteriori condicional para , dados , e , é dada 

por: 

 

 
 

A distribuição a posteriori condicional para , dado , e é dada por: 

 
 

Analogamente à seção 3.4.1, as distribuições a posteriori condicionais 

não têm forma conhecida. Assim, é utilizado o algoritmo Metropolis-Hastings, 

para a estimação dos parâmetros de interesse.  

 

3.5 Inferência a posteriori para as fragilidades 

Em estudos para analisar tempos de eventos recorrentes, é natural o 

interesse em se estimar as fragilidades de cada indivíduo.  

Considerando que existem dificuldades para estimar as fragilidades 

individuais para os modelos de fragilidade multiplicativos e aditivos sob o ponto 
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de vista frequentista, contornam-se essas dificuldades utilizando-se as técnicas 

bayesianas para a análise dos parâmetros do modelo (Tomazella, 2003). 

Assim, a distribuição a posteriori condicional para cada , dados 

, pode ser obtida considerando a função de verossimilhança (3.4), que 

corresponde ao caso particular do modelo Peña & Hollander (modelo de 

fragilidade multiplicativo), em que a distribuição a priori para as variáveis de 

fragilidade  é uma distribuição . 

Logo,  

 
então,  

 
 Neste caso,  pode ser estimado via média a posteriori da distribuição 

de , dados  

Logo,  

 
em que as estimativas , ,  são obtidas por meio de amostras geradas via 

MCMC, como descrito na seção 2.8.5. 

 Considerando a função risco de base de uma distribuição Weibull, como 

em (3.9), as estimativas dos  são dadas por   

 
Para o caso geral do modelo Peña & Hollander (2004), a distribuição a 

posteriori condicional para cada , dados , pode ser obtida considerando 
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a função de verossimilhança (3.7) em que a distribuição a priori para as 

variáveis de fragilidade  é uma distribuição . 

Assim, analogamente ao que foi feito para o caso particular do modelo 

descrito anteriormente, tem-se que: 

 

 
e  

 

 
Então,  pode ser estimado via média a posteriori da distribuição de  

dados . Considerando a função risco de base de uma distribuição Weibull, 

como em (3.9), as estimativas dos  são dadas por   

 

 e as estimativas , ,  são obtidas por meio de amostras geradas via 

MCMC. 

 

3.6 Aplicação  

Os dados em análise foram coletados exclusivamente para a aplicação 

neste trabalho e referem-se a 149 pacientes com insuficiência renal crônica 

(IRC), tratados no Centro de Terapia Renal Substitutiva da Santa Casa de 

Misericórdia de Lavras, Minas Gerais, no período de janeiro de 1994 a junho de 

2008.  

Neste estudo foi estipulado um tempo final de observação de 60 meses 

para cada indivíduo, desde o início do seu tratamento. O tratamento 

hemodialítico, segundo Gouvêa et al. (2009), é realizado, geralmente, três vezes 
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por semana, em sessões com duração média de três a quatro horas, com o auxílio 

de uma máquina, dentro de clínicas especializadas no tratamento de hemodiálise. 

No período pré-estipulado, foram observadas as recorrências de eventos; 

após os 60 meses de acompanhamento dos pacientes, as observações passam a 

ser consideradas como censuradas. 

Os eventos recorrentes de interesse neste estudo são as hospitalizações a 

que cada um desses pacientes foi submetido ao longo do período de observação. 

Durante esse período, são registrados os tempos em que ocorreram tais 

hospitalizações, em meses. Por exemplo, para o indivíduo 1, que pode sofrer até 

 hospitalizações, são registrados os tempos, em meses, da seguinte maneira: 

. 

De cada paciente foram obtidas as seguintes informações (TABELA 8, 

no Anexo E) que constituem as covariáveis em estudo: 

  

1. sexo: masculino ou feminino; 

2. estado civil: casado, solteiro, viúvo, separado; 

3. raça: dividida em dois grupos, branca ou parda e negra; 

4. idade no início do tratamento (em anos); 

5. procedência: dividida em dois grupos, microrregião de Lavras e outras 

regiões; 

6. nefrite: (doença também chamada glomerulonefrite, é um termo 

utilizado para descrever enfermidades renais, nas quais a parte filtrante 

do rim, glomérulo, está inflamada) dividida em dois grupos: os que 

possuem e os que não possuem a doença; 

7. diabetes mellitus: (moléstia caracterizada por distúrbios no metabolismo 

de açúcares, gorduras e proteínas que levam à falta de secreção da 

insulina, ao aumento da glicose no sangue e ao comprometimento de 
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vários órgãos, destacando-se os rins) dividida em dois grupos, os que 

possuem e os que não possuem a doença; 

8.  hipertensão: (mais popularmente conhecida como "pressão alta", está 

relacionada com a força que o coração tem que fazer para impulsionar o 

sangue para todo o corpo) dividida em dois grupos, os que possuem e os 

que não possuem a doença; 

9. presença de rim policístico: (distúrbio hereditário no qual ocorre a 

formação de muitos cistos em ambos os rins. Os rins aumentam de 

volume, mas possuem menos tecido renal funcionante) dividida em dois 

grupos, os que possuem e os que não possuem a doença; 

10. outras doenças (outras etiologias identificadas no início do tratamento, 

por meio de avaliação médica, considerada a doença básica que levou o 

paciente a um quadro de insuficiência renal) dividida em dois grupos, os 

que possuem e os que não possuem a doença. 

 

Sendo assim, o vetor de covariáveis, seguindo numeração de 1 a 10 é  

 
Em que existem 11 parâmetros de regressão a serem estimados, associados as 

covariáveis em estudo. O vetor de parâmetros é . 

Considerando o modelo (2.29) e especificando a função risco de base 

como em (3.9), para o conjunto de dados apresentados, a função de intensidade é 

dada por: 

 

 
As características das distribuições a posteriori dos parâmetros dos 

modelos (3.1) e (3.6) com distribuição de fragilidade gama foram estimadas de 

amostras geradas pela técnica de Metropolis-Hastings, no software R (R 

Development Core Team, 2009). Foram geradas duas cadeias de 30.000 
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iterações para os parâmetros. As primeiras 5.000 iterações foram descartadas 

(burn-in) e, para assegurar a independência da amostra, considerou-se um 

espaçamento entre os pontos amostrados, de tamanho 10 (thin). Sendo assim, 

obteve-se uma amostra final de 2.500 observações para cada parâmetro em cada 

amostra. 

Para a utilização do algoritmo Metropolis-Hastings, foram utilizadas, 

para gerar valores candidatos, as próprias densidades a priori. Segundo 

Tomazella (2003), esse procedimento é artificial, mas pode ser aplicado 

juntamente com o monitoramento da saída do algoritmo Metropolis-Hastings 

por meio da taxa de aceitação. Foi aplicado também o critério de convergência 

de Gelman e Rubin e o numero de iterações foi considerado suficiente para a 

convergência (valores de  próximos a 1 indicam que a convergência foi 

atingida para iterações). 

Existem muitas possibilidades para a escolha das distribuições a priori. 

Neste trabalho, a escolha da distribuição foi feita de acordo com o domínio no 

espaço paramétrico. Para o parâmetro , foi assumida a priori 

. Para o vetor de parâmetros , foi assumida uma 

distribuição Normal multivariada com média 0 e variância 10, , 

sendo µ um vetor de médias de dimensão 1x11 e ∑ uma matriz diagonal de 

dimensão 11x11. Para o parâmetro , foi assumida  e para , 

uma distribuição gama, . 

Foi realizado um estudo de sensibilidade considerando outros valores 

para os hiperparâmetros das distribuições a priori, em que as diferentes escolhas 

levaram aos mesmos resultados. 

Os programas desenvolvidos na implementação computacional dos 

exemplos de aplicação para os modelos propostos foram realizados por meio do 

software livre R (R Development Core Team, 2009) e podem ser obtidas 

diretamente com a autora desta tese. 
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

Nesta seção são apresentados e discutidos os resultados relativos ao modelo 

geral (Peña & Hollander, 2004), ao modelo de fragilidade multiplicativo 

(Clayton, 1978) e ao modelo de regressão de Cox (Cox, 1972). 

A suposição de riscos proporcionais para a utilização do modelo de 

regressão de Cox foi verificada por meio dos gráficos do logaritmo da função 

risco acumulado versus o tempo para todas as covariáveis. Os gráficos para 

algumas dessas covariáveis são apresentados no Anexo D. 

 

4.1 Classe geral de modelos para eventos recorrentes com fragilidade 

multiplicativa 

Na TABELA 2 são apresentadas as estimativas da média, desvio padrão, 

intervalo de credibilidade 95%, valores de  para a verificação da convergência 

da cadeia por meio do critério de Gelman e Rubin e taxa de aceitação para os 

parâmetros do modelo. 

Os gráficos do traço da cadeia e da densidade para os parâmetros 

referente à covariável sexo e , referente à covariável estado civil, são 

apresentados nas FIGURAS de 3 e 4. Os gráficos relacionados aos demais 

parâmetros do vetor  são apresentados no Anexo A. 

 

TABELA 2 Resumo da distribuição posteriori do modelo geral para eventos 

recorrentes. Média, desvio padrão (DP), intervalo de credibilidade 

95% (IC), teste de diagnóstico (R) e taxa de aceitação (TA) para os 

parâmetros do modelo. 

Parâmetros Média DP IC R TA 

 -2,76 0,22 [-3,08; -2,36] 1,01 73,98 

 -0,84 0,11 [-1,06; -0,68] 1,01 73,98 
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 1,51 0,62 [0,71; 2,64] 1,01 73,98 

 0,63 0,23 [0,25; 1,00] 1,01 73,98 

 0,03 0,01 [0,02; 0,04] 1,01 73,98 

 0,01 0,01 [-0,01; 0,02] 1,01 73,98 

 0,16 0,13 [0,01; 0,41] 1,01 73,98 

 -2,20 0,3 [-2,76; -1,80] 1,01 73,98 

 -1,76 0,16 [-2,02; -1,36] 1,01 73,98 

 -2,88 0,20 [-3,16; -2,44] 1,01 73,98 

 -1,90 0,35 [-2,66; -1,45] 1,01 73,98 

 0,37 0,02 [0,32; 0,40] 0,99 49,3 

 1,23 0,57 [0,50; 2,32] 1,01 76,44 

 1,80 0,18 [1,49; 2,19] 0,99 54,26 

 

Com base nos resultados observados na TABELA 2, pode-se concluir 

que as covariáveis que estão associadas com um elevado risco de re-internação 

são estado civil ( ), raça ( ), idade ( ) e doença nefrite ( ), pois apresentam 

valores positivos para a média. O risco de reinternações de pacientes do sexo 

masculino é menor do que o risco de pacientes femininos. Pacientes 

solteiros/viúvos/separados têm 4,52 vezes mais risco de reinternações do que 

pacientes casados. Pacientes negros têm risco de reinternação 1,89 vez maior 

que brancos/pardos. Pacientes com nefrite têm risco de reinternação 1,17 vez 

maior do que os pacientes que não possuem tal doença.   

Como se pode observar, a única covariável que não é estatisticamente 

significativa é a procedência. A significância estatística, neste caso, pode ser 

verificada por meio dos intervalos de credibilidade para os coeficientes 

estimados das covariáveis. Se o intervalo contiver o valor “zero”, a covariável é 

considerada não-significativa. 
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O valor estimado para a variância da distribuição de fragilidade dado por  

 e o intervalo de credibilidade [0,50;2,32] indicam que existe uma 

heterogeneidade não observada significativa entre os indivíduos.  

Considerando que  é significativo no modelo e maior que 1, há 

uma indicação de que cada internação aumenta o risco de hospitalizações 

futuras. 

A convergência das cadeias de todos os parâmetros do modelo foi 

verificada por meio do critério de Gelman & Rubin, em que todos os casos 

apresentaram valores de próximos a 1 e também por meio da visualização 

gráfica do traço apresentado nas FIGURAS 3- 7. 

Os valores das taxas de aceitação apresentaram resultados satisfatórios, 

como se pode observar na TABELA 2. 

 

 
FIGURA 3 Traço da cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori 

para o parâmetro , referente à covariável sexo. 
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FIGURA 4 Traço da cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori 

para o parâmetro , referente à covariável estado civil. 

 

 

Os gráficos do traço da cadeia e da densidade para o parâmetro  são 

apresentados na FIGURA 5.  

 
FIGURA 5 Traço da cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori 

para o parâmetro , que mede o efeito da acumulação de eventos 

ocorridos. 
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Os gráficos do traço da cadeia e da densidade para o parâmetro são 

apresentados na FIGURA 6. Os gráficos do traço da cadeia e da densidade para 

o parâmetro  são apresentados na FIGURA 7.  

 

 
FIGURA 6 Traço da cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori 

para o parâmetro  da distribuição Weibull. 

 

 
FIGURA 7 Traço da cadeia gerada  

pa â

pelo método MCMC e densidade a posteriori

ra o par metro , proveniente d istrib  fa d uição de ragilidade. 

83 
 



 

Observa que as p todos m  

geral para eve co m em rno d a  

apresentando picos discrepantes ao longo das cadeias.  

a T   os ores i  

interv s de c d as fra dades

-se  as cadeias gerad ara  os parâ etros do modelo

ntos re rrentes oscilara  to as médi s estimadas, não

N ABELA 3 apresentam-se val da med a a posteriori e

alo redibili ade a 95% para gili  refe  

geral para eve r

 

 

TABELA 3 Média a rvalo  cred de s 

fr es

rentes ao modelo

ntos reco rentes. 

posteriori e inte s de ibilida a 95%, para a

agilidad  . 

Indi uo Ind o víd Média Intervalo de 

credibilidade 

ivídu Média Intervalo de 

credibilidade 

1 0,4959 [0,1374; 0,7698] 76 1,2694 [0,3909; 2,0505] 

2 0,8 [0,6008; 0,9339] 77 0,9551 [0,0921; 1,8268] 

3 0,724 [0,562; 0,8615] 78 0,9551 [0,0921; 1,8268] 

4 0,5384 [0 ] [1 ] ,2182; 0,7735 79 1,4384 ,1118; 1,9835

5 0,7807 [0 ] 80 1,4384 [1  ,5594; 0,9219 ,1118; 1,9835]

6 0,1904 [0,0063; 0,4488] 81 1,4384 [1,1118; 1,9835] 

7 0,7769 [0,5931; 0,914] 82 1,7241 [1,2832; 2,3557] 

8 0,2534 [0,0153; 0,5134] 83 1,6649 [1,2645; 2,168] 

9 0,3396 [0,0891; 0,5381] 84 1,6649 [1,2645; 2,168] 

10 0,1687 [0,0045; 0,3922] 85 0,9188 [0,3301; 1,279] 

11 0,7766 [0,6076; 0,9025] 86 0,246 [0,0087; 0,543] 

12 0,8744 [0,794; 0,9451] 87 0,2928 [0,0175; 0,6451] 

13 0,2619 [  0,0401; 0,4752] 88 0,3116 [0,0178; 0,6651] 

14 0,699 [0,4302; 0,8985] 89 0,3116 [0,0178; 0,6651] 

15 0,8092 [0,6166; 0,9356] 90 1,8961 [1,4401; 2,3971] 

16 0,2805 [0,0163; 0,5834] 91 1,5362 [1,2122; 1,9282] 

17 0,8375 [0,704; 0,9364] 92 1,6549 [1,0843; 2,2919] 
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Indi uo In o víd Média Intervalo de 

credibilidade 

divídu Média Intervalo de 

credibilidade 

18 0,3293 [0,0269; 0,6092] 93 0,8103 [0,6645; 0,9187] 

19 0,9269 [0,8413; 0,9802] 94 1,8961 [1,4401; 2,3971] 

20 0,4625 [0,1811; 0,6609] 95 0,905 [0,5041; 1,1407] 

21 0,3994 [0,1176; 0,6742] 96 0,7439 [0,3698; 0,9346] 

22 0,3822 [0,0425; 0,6696] 97 0,1283 [0,0011; 0,36] 

23 0,1493 [0,0038; 0,3571] 98 1,5709 [0,7093; 1,9863] 

24 0,8825 [0,5589; 1,0835] 99 1,6931 [1,2417; 2,3853] 

25 0,5606 [0,279; 0,768] 100 2,2818 [1,6345; 3,219] 

26 0,8615 [0,6988; 0,9602] 101 1,6388 [1,0481; 2,2807] 

27 0,252 [0,0153; 0,5572] 102 0,855 [0,3128; 1,3475] 

28 0,624 [0,3647; 0,833] 103 2,0439 [1,4699; 2,8154] 

29 0,624 [0,3647; 0,833] 104 2,1889 [1,5204; 3,2209] 

30 0,8506 [0,6904; 0,9486] 105 0,8531 [0,7555; 0,9385] 

31 0,6236 [0,3264; 0,8721] 106 2,5795 [1,8652; 3,4149] 

32 0,1071 [0  [0 ] ,0054; 0,246] 107 0,8863 ,7929; 0,9496

33 2,7791 [1 ] 108 1,7933 [1  ,8905; 3,9306 ,3289; 2,4022]

34 3,0086 [1,9834; 4,2292] 109 1,7933 [1,3289; 2,4022] 

35 0,6815 [0,3229; 0,8767] 110 0,8863 [0,7929; 0,9496] 

36 1,3157 [0,6626; 1,6783] 111 0,1104 [0,006; 0,2367] 

37 0,8469 [0,4498; 1,1529] 112 0,4363 [0,183; 0,6769] 

38 0,7757 [0,3506; 1,1615] 113 0,4971 [0,1508; 0,8072] 

39 0,4482 [0,1186; 0,7697] 114 0,4876 [0,0661; 0,9103] 

40 0,1636 [0,0055; 0,3692] 115 0,2556 [0,0124; 0,5497] 

41 0,2271 [0,0106; 0,4775] 116 1,3554 [0,5641; 2,0412] 

42 0,2916 [0,0224; 0,5646] 117 1,7254 [1,2912; 2,2921] 

43 0,3805 [0,0457; 0,6962] 118 1,7254 [1,2912; 2,2921] 

44 0,2916 [0,0224; 0,5646] 119 2,6986 [1,8351; 3,8652] 

45 0,3805 [0,0457; 0,6962] 120 0,358 [0,0408; 0,7272] 
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Indi uo In o víd Média Intervalo de 

credibilidade 

divídu Média Intervalo de 

credibilidade 

46 1,0839 [0,5819; 1,5634] 121 1,8297 [1,3032; 2,5647] 

47 0,8282 [0,6837; 0,9291] 122 0,2495 [0,0225; 0,5105] 

48 2,0398 [1,5035; 2,5634] 123 0,3125 [0,02; 0,5955] 

49 1,7983 [1,3206; 2,3764] 124 0,1791 [0,0123; 0,3843] 

50 0,8266 [0,6461; 0,9402] 125 0,4149 [0,0402; 0,7537] 

51 1,9717 [1,5667; 2,372] 126 0,5812 [0,0833; 0,9232] 

52 1,0464 [0,4918; 1,6154] 127 0,5051 [0,0363; 0,9201] 

53 1,8021 [1,3256; 2,4358] 128 0,3805 [0,1082; 0,6314] 

54 0,8301 [0,7324; 0,9162] 129 0,6823 [0,3289; 0,9595] 

55 0,8301 [0,7324; 0,9162] 130 0,2641 [0,0502; 0,4721] 

56 0,896 [0,8307; 0,9512] 131 0,7815 [0,4749; 1,003] 

57 1,846 [1,3021; 2,6659] 132 0,5125 [0,2312; 0,7326] 

58 2,5038 [1,6067; 3,8862] 133 1,5974 [1,1902; 2,1735] 

59 2,5038 [1,6067; 3,8862] 134 1,5974 [1,1902; 2,1735] 

60 2,7603 [1 ] [0 ] ,7529; 4,3706 135 1,2494 ,8996; 1,6572

61 1,846 [1 ] 136 1,6338 [  ,3021; 2,6659 1,245; 2,1269]

62 0,3346 [0,0556; 0,5975] 137 0,0253 [0,005; 0,0695] 

63 0,5252 [0,1661; 0,8109] 1 1,6 7 [1,2474; 3002] 38 98  2,

64 0,0763 [0,0026; 0,1836] 139 0,2264 [0,0339; 0,4428] 

65 0,3346 [0,0556; 0,5975] 140 1,3668 [1,0014; 1,8113] 

66 0,5375 [0,1889; 0,7905] 141 0,7681 [0,6268; 0,8885] 

67 0,5375 [0,1889; 0,7905] 142 1,6987 [1,2474; 2,3002] 

68 0,5451 [0,1619; 0,8695] 143 1,423 [1,0965; 1,959] 

69 0,4443 [0,1207; 0,6807  ] 144 1,423 [1,0965; 1,959] 

70 0,6435 [0,2695; 0,9168] 145 1,4267 [0,9113; 2,1487] 

71 0,4199 [0,1003; 0,7382] 146 1,4523 [1,0526; 2,1662] 

72 0,1444 [0,0089; 0,318] 147 0,773 [0,6204; 0,9074] 

73 1,413 [0,7698; 1,8758] 148 1,084 [0,6048; 1,6205] 

86 
 



 

Indivíduo Média Intervalo de 

credibilidade 

Indivíduo Média Intervalo de 

credibilidade 

74  0,3104 [0,1065; 0,4889] 149 0,773 [0,6204; 0,9074]

75 0,3381 [0,1283; 0,5537]    

 

Por meio dos intervalos de credibilidade apresentados na TABELA 3 

pode-se observar que, para todos os indivíduos em tratamento, a variável de 

fragilidade foi estatisticamente significativa. O maior valor de fragilidade foi 

observado para o indivíduo 34, sendo . O menor valor, por outro 

lado, foi observado para o indivíduo 137, com .  

is longo. 

Dos 149 pacientes, 52 apresentaram valores da variável de fragilidade 

maiores que 1 e, portanto, tendem a experimentar eventos mais rapidamente.  

Para os 97 pacientes que apresentaram valores de fragilidade menores do que 1, 

o tempo até a ocorrência dos eventos é ma

Os pacientes 42 e 44 apresentaram valores de fragilidades iguais 

, apesar de não compartilharem as mesmas covariaveis. 

Por exemplo, o paciente 42 é do sexo feminino, casado, branco, tem 60 anos, 

reside na cidade de Lavras e é hipertenso, enquanto o paciente 44 também é do 

xo feminino e da raça branca, mas é solteiro, tem apenas 20 anos e foi levado 

 

4.2 Modelo de

BE o ap ntadas as es tivas da média, desvio padrão, 

intervalo de credibilidade de 95% (HPD), valores de 

se

ao tratamento de hemodiálise por outra doença, diferente da hipertensão. 

 fragilidade multiplicativo 

Na TA LA 4 sã rese tima

 para a verificação da 

convergência da cadeia por  do ma R  taxa de 

aceitação ara os p ros
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s s do o da  e da densi e par os pa
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parâmetros do veto

IGUR  Os gráficos acion os ao

r  são ap ados n

 

TABELA 4 Esti s édia, ão ), rvalo de 

cred e (IC), nó  ( taxa de 

aceitação (TA), para os parâmetros do mod

Parâm tro M

resent o Anexo B. 

mativa da m  desvio padr (DP  inte

ibilidad 95%  teste de diag stico R) e 

elo. 

e édia DP IC R TA 

 -1,23 0,14 [-1,42; -0,88] 1,01 73,8 

 -0,80 0,10 [-1,02; -0,62] 1,01 73,8 

 2,37 0,70 [1,53; 3,69] 1,01 73,8 

 1,54 0,53 [0,74; 2,21] 1,01 73,8 

 0,03 0,01 [0,02; 0,05] 1,0 73,8 1

 0,01 0,01 [-0,01; 0,01] 1,01 73,8 

 0,21 0,17 [0,05; 0,62] 1,01 73,8 

 -2,10 0,64 [-3,14; -1,19] 1,01 73,8 

 -1,93 0,18 [-2,30; -1,65] 1,01 73,8 

 -2,59 0,19 [-2,86; -2,21] 1,01 73,8 

 -2,12 0,59 [-3,33; -1,40] 1,01 73,8 

 0,37 0,01 [0,33; 0,41] 0,99 47,82 

 3,27 0,99 [1,81; 5,15] 1,01 73,38 

 

base nos resultados observados na TABELA 4, pode-se concluir 

que as covariáveis que estão associadas com um elevado risco d

Com 

e reinternação 

são esta ), raça ( ), idade (do civil ( ) e doença nefrite ( ), pois os valores 

para as respectivas médias são positivos. Como se pode observar, a única 

covariável que não é estatisticamente significativa é a procedência. 

O risco de reinternações de pacientes do sexo masculino é menor do que 

o risco de pacientes femininos. Pacientes solteiros/viúvos/separados têm 10 
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vezes m

zes maior que brancos/pardos. Pacientes com 

nefrite têm risco de reinternação 1,23 vez maior do que os pacientes que não 

O v d ição de fragilidade, dado 

por  

ais risco de reinternações do que pacientes casados. Pacientes negros 

têm risco de reinternação 4,66 ve

possuem tal doença.   

alor estima o para a variância da distribu

, e o intervalo de credibilidade [1,81;5,15] indicam que existe uma 

heterogeneidade não observada significativa entre os indivíduos.  

A convergência das cadeias de todos os parâmetros do modelo foi 

verificada por meio do critério de Gelman & Rubin que, em todos os casos, 

apresentou valores de próximos a 1 e também por meio da visualização gráfica 

do traço apresentados a seguir. 

Os valores das taxas de aceitação apresentaram resultados satisfatórios, 

como se observa na TABELA 4. 

 
FIGURA 8 Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à covariável sexo. 
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FIGURA 9 Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

arâmetro p , referente à covariável estado civil. 

 

Os gráficos do traço da cadeia e da densidade para o parâmetro  são 

apresentados na FIGURA 10.  

 
FIG A 10  g o M C e d e a o 

etro

UR  Cadeia erada pelo métod CM ensidad  posteriori para 

parâm   da distribuição Weibull. 
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Os gráficos do ia e da densidade para o traço da cade  parâmetro  são 

apre tados Usen  na FIG RA 11.  

 
FIGURA 11 Traço da cadeia gerada pelo méto M a 

ior metro

do MC C e densidade 

poster i para o parâ  , prov d e 

a

 

Observa-se que as cadeias geradas para todo râ o 

de ilidad ip m e rno dia ão 

apr tando i go d deias

Na TABELA 5, apresentam-se o alore edi

intervalos de credibilidade, a 95%, para as fragil

eniente a distribuição d

fragilid de. 

s os pa metros do model

frag e mult licativo oscilara m to das mé s estimadas, n

esen  picos d screpantes ao lon as ca .  

s v s da m a a posteriori e 

idades , referentes ao 

modelo de fragilidade m

 

TABELA 5 a terva e cre de s 

ad

ultiplicativo. 

Média posteriori e in los d dibilida , a 95%, para a

fragilid es . 

Ind uo Ind o ivíd Média Intervalo de 

credibilidade 

ivídu Média Intervalo de 

credibilidade 

1 0,0224 [0 ] [0 ] ,0022; 0,0455 76 0,6787 ,1622; 1,6682

2 0,131 77 0,5544 [0  [0,0132; 0,29] ,0182; 1,1029]
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Ind uo Ind o ivíd Média Intervalo de 

credibilidade 

ivídu Média Intervalo de 

credibilidade 

3 0,1381 [0,07; 0,2111] 78 0,5544 [0,0182; 1,1029] 

4 0,0412 [0,0053; 0,0849] 79 0,5432 [0,3238; 0,7792] 

5 0,1175 [0,0099; 0,2644] 80 0,5432 [0,3238; 0,7792] 

6 0,0041 [0; 0,0136] 81 0,5432 [0,3238; 0,7792] 

7 0,1737 [0,029; 0,3117] 82 0,9554 [0,5561; 1,4077] 

8 0,0102 [0,004; 0,0279] 83 1,3676 [0,826; 2,0773] 

9 0,0295 [0,0033; 0,0634] 84 1,3676 [0,826; 2,0773] 

10 0,0039 [0; 0,0123] 85 0,1979 [0,0074; 0,4047] 

11 0,2034 [0,0534; 0,3338] 86 0,0063 [0; 0,019] 

12 0,2236 [0,133; 0,314] 87 0,0368 [0,003; 0,1038] 

13 0,0118 [0,005; 0,0328] 88 0,0215 [0,002; 0,0616] 

14 0,077 [0,0045; 0,1869] 89 0,0215 [0,002; 0,0616] 

15 0,1382 [0,0167; 0,305] 90 2,3725 [1,2479; 3,2966] 

16 0,004 [0,001; 0,011] 91 0,9537 [0,4656; 1,3261] 

17 0,0975 [0,0305; 0,1936] 92 3,0819 [1,646; 4,2922] 

18 0,0089 [0,003; 0,0201] 93 0,2443 [0,0749; 0,3823] 

19 0,3339 [0,0921; 0,5334] 94 2,3725 [1,2479; 3,2966] 

20 0,0543 [0,0095; 0,1078] 95 0,4439 [0,1271; 0,771] 

21 0,0201 [0,0015; 0,0451] 96 0,1282 [0,0065; 0,2656] 

22 0,0226 [0,001; 0,0588] 97 3,8717 [0,4776; 6,886] 

23 0,0032 [0; 0,0102] 98 0,8088 [0,0822; 1,4461] 

24 0,2645 [0,0786; 0,4719] 99 0,7842 [0,4522; 1,1592] 

25 0,0707 [0,0122; 0,1464] 100 1,9766 [1,1317; 3,0416] 

26 0,2129 [0,0801; 0,3615] 101 3,169 [1,7842; 4,9236] 

27 0,0157 [0,001; 0,0497] 102 4,3613 [2,4493; 6,8155] 

28 0,0335 [0,006; 0,0718] 103 2  ,5728 [1,4587; 3,9841] 

29 0,0335 [  [0 ] 0,006; 0,0718] 104 1,3804 ,8011; 2,1059

30 0,1792 [0 105 0,1881 [  ,0266; 0,3739] 0,106; 0,2727]

92 
 



 

Ind uo Ind o Mivíd Média Intervalo de 

credibilidade 

ivídu édia Intervalo de 

credibilidade 

31 0,1436 [0,0244; 0,2815] 106 3,3598 [2,0223; 4,363] 

32 0,0091 [1e-04; 0,0237] 107 0,3406 [0,1236; 0,5108] 

33 2,5466 [1,3466; 3,3928] 108 1,347 [0,7769; 1,7693] 

34 5,8094 [3,1895; 7,7694] 109 1,347 [0,7769; 1,7693] 

35 0,0597 [0,0112; 0,1096] 110 0,3406 [0,1236; 0,5108] 

36 0,3968 [0,1398; 0,6008] 111 0,0371 [0,007; 0,0904] 

37 0,156 [0,0174; 0,3476] 112 0,3484 [0,0993; 0,6117] 

38 0,3802 [0,0472; 0,8331] 113 1,1453 [0,3787; 1,9066] 

39 0,6044 [0,0753; 1,318] 114 0,4096 [0,018; 0,8022] 

40 0,1782 [0,0063; 0,4235] 115 0,5964 [0,0265; 1,1642] 

41 0,1452 [0,0051; 0,3459] 116 5,495 [3,0873; 7,5083] 

42 0,0131 [0,002; 0,0353] 117 1,163 [0,5704; 1,5656] 

43 0,0461 [0,0014; 0,113] 118 1,163 [0,5704; 1,5656] 

44 0,0131 [0,002; 0,0353] 119 2,816 [1,6587; 4,5526] 

45 0,0461 [0,0014; 0,113] 1 8,771 [4,8913; 4,2883] 20  1

46 2,5531 [0,8594; 3,9702] 121 1,1146 [0,6833; 1,7182] 

47 0,2322 [0,0528; 0,3866] 122 0,1724 [0,0033; 0,3731] 

48 2,233 [0,949; 3,1985] 123 0,0154 [0,001; 0,0375] 

49 2,8999 [1,2535; 4,1613] 124 0,2117 [0,0042; 0,457] 

50 0,1536 [0,0186; 0,3301] 12 7 [0,009; 0,1206] 5 0,054

51 0,9682 [0,2256; 1,8204] 126 00,0938 [0,0 52; 0,2169] 

52 3,8197 [2,0909; 5,97] 127 0,2285 [0,014; 0,5168] 

53 2,6095 [1,4364; 4,0505] 128 0,8305 [0,2215; 1,4712] 

54 0,189 [0,1189; 0,2578] 129 0,5211 [0,1364; 0,9304] 

55 0,189 [0,1189; 0,2578] 130 0,9852 [0,2634; 1,7357] 

56 0,3534 [0,2428; 0,4609] 131 0,2116 [0,051; 0,3873] 

57 1,4966 [0,9418; 2,3116] 132 0,0569 [0,0069; 0,1199] 

58 2,6398 [1,5533; 4,1883] 133 0,81 [0,4471; 1,1581] 
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Indivíduo Média Intervalo de 

credibilidade 

Indivíduo Média Intervalo de 

credibilidade 

59 2,6398 [1,5533; 4,1883] 134 0,81 [0,4471; 1,1581] 

60 3,783 [2,2483; 6,1445] 135 1,5082 [0,8687; 2,2376] 

61 1,4966 [0,9418; 2,3116] 136 1,3234 [0,7635; 1,9696] 

62 0,2649 [0,0397; 0,623] 137 5,7103 [3,2145; 8,6666] 

63 0,1444 [0,021; 0,3442] 138 0,9246 [0,5384; 1,3571] 

64 0,5059 [0,0802; 1,1893] 139 3,7162 [2,0995; 5,6192] 

65 0,2649 [0,0397; 0,623] 140 1,72 2 [1,0213; 2,6114] 2

66 0,0841 [0,0112; 0,2029] 141 0,1269 [0,0714; 0,1888] 

67 0,0841 [0,0112; 0,2029] 142 0,9246 [0,5384; 1,3571] 

68 0,2319 [0,0278; 0,5827] 143 0,5257 [0,3143; 0,7527] 

69 0,0272 [0,0015; 0,0 4] 144 0,5257 [0,3143; 0,7527] 75

70 0,0954 [0,0099; 0,2437] 145 2,0227 [1,1756; 3,0655] 

71 0,3001 [0,0349; 0,7509] 146 0,6191 [0,3634; 0,9038] 

72 0,5049 [0,0599; 1,2565] 147 0,1513 [0,0708; 0,2457] 

73 1,273 [0,2312; 2,5704] 148 2,4905 [1,4477; 3,7914] 

74 0,1185 [0,0146; 0,2272] 149 0,1513 [0,0708; 0,2457] 

75 0,0686 [0,01; 0,1368]    

 

me nterv de credib de apres ados ABELA 5 

pode-se observar que, para todos os de 

fragilid de foi came gni io r ilidade foi 

observado para o indivíduo send

Por io dos i alos ilida ent na T

 indivíduos em tratamento, a variável 

a estatisti nte si ficativa. O ma r valo de frag

 120, o de . O valor, por 

outro lado, foi observado pa divíd

menor 

ra o in uo 23, com .  

Dos 149 ntes, resen s riá fragilidade 

maiores que 1 e, portanto, tendem a experimentar eventos m idamente.  

Para os 108 pacientes que apresentaram ragilidade menores do que 1, 

o temp  até a oc a dos os é

 pacie 41 ap taram valore da va vel de 

ais rap

 valores de f

o orrênci  event  mais longo. 
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Os pacientes 117 e apr o  fragilidades iguais  118 esentaram val res de

, ape  nã e me ovariaveis. 

Por exemplo, o e 117 sex a ra  65 anos, 

reside na micror  de L e foi ta  d diálise por 

ausa da nefrite, enquanto o paciente 118 é do sexo feminino, tem raça branca, 

reside na microrregião de Lavras, mas é viúvo, tem 79 anos e tem diabetes. 

 

 m

sar de o compartilhar m as smas c

pacient  é do o masculino, c sado, b nco, tem

região avras  levado ao tra mento e hemo

c

4.3 Modelo de Regressão de Cox 

Na TABELA 6 são apresentadas as estimativas da édia, desvio padrão, 

intervalo de credibilidade, a 95% (HPD), valores de  para a verificação da 

convergência da cadeia por meio do critério de Gelman e Rubin e taxa de 

aceitaçã

eia e da densidade para os parâmetros 

o para os parâmetros do modelo. 

Os gráficos do traço da cad , 

referente à covariável sexoe , referente à covariável estado civil, são 

apresentados nas FIGURAS 11 e 12. Os gráficos relacionados aos demais 

parâmetros do vetor , bem como os gráficos para , são apresentados no Anexo 

C. 

 

TABELA 6 Estimativas da média, desvio padrão (DP), intervalo de 

credibilidade, a 95% (IC), teste de diagnóstico (R) e taxa de 

aceitação (TA) para os parâmetros do modelo. 

Parâmetro Média DP IC R TA 
 -1,67 0,18 [-1,97; -1,38] 1,01 52,56 

 -1,05 0,11 [-1,31; -0,85] 1,01 52,56 

 5,52 0,18 [5,16; 5,81] 1,01 52,56 

 2,82 0,12 [2,58; 3,04] 1,01 52,56 

 3,92 0,16 [3,01; 4,56] 1,01 52,56 

 0,01 0,01 [-0,01; 0,03] 1,01 52,56 
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  1,83 0,11 [1,60; 2,06] 1,01 52,56  

-3,66 0,50 [-4,52; -2,88] 1,01 52,56  

 -3,10 0,17 [-3,53; -2,84] 1,01 52,56 

 -3,39 0,18 [-3,67; -2,84] 1,01 52,56 

 -3,89 0,17 [-4,23; -3,59] 1,01 52,56 

 
 

0,32 0,59 [0,01; 1,91] 0,99 67,85 

 

Com base nos resultados observados na TABELA 6, pode-se concluir 

que as covariáveis que estão associadas com um elevado risco de reinternação 

o estado civil (sã ), raça ( ), idade ( ) e doença nefrite ( ). A única 

mente significativa é a procedência (covariável que não é estatistica ), com 

interval

r visto na TABELA 6. 

A convergência das cadeias de todos os parâmetros do modelo foi 

apresentaram

o de credibilidade [-0,01; 0,03]. 

Os valores das taxas de aceitação apresentaram resultados satisfatórios, 

como pode se

verificada por meio do critério de Gelman & Rubin, em que em todos os casos 

 valores de próximos a 1 e também por meio da visualização 

aço da cadeia apresentada a seguir. gráfica do tr
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FIGURA 12 Cadeia gerada pelo método CMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro 

 M

, referente à covariável sexo. 

 

 
FIGURA 13 Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à covariável estado civil. 

 

Observa-se que as cadeias geradas para todos os parâmetros do modelo 

de Cox oscilaram em torno das médias estimadas, não apresentando picos 

discrepantes ao longo delas.  
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4.4. Comparação de modelos 

A escolha do melhor modelo foi feita com base no AIC e no BIC, os 

quais foram descritos na seção 2.8.6. Os resultados podem ser vistos na 

TABELA 7. 

 

TABEL

Crité

A 7 Critério de informação de Akaike (AIC) e critério de informação 

bayesiano (BIC) para comparação do modelo geral para eventos 

recorrentes, o modelo de fragilidade mutiplicativo e o modelo de 

Cox. 

rio Modelo geral Modelo de fragilidade Modelo de Cox 
AIC 4401,96 4522,50 4800,85 

BIC 4444,01  4561,557 4996,65 

 
 

Como foram verificados menores valores de BIC e AIC, o modelo que 

melhor se adapta aos dados é o modelo geral para eventos recorrentes, proposto 

por Peña & Hollander (2004), o qual incorpora o parâmetro que mede o efeito 

do impacto da acumulação de tempos de ocorrências de eventos sobre os 

indivíduos.  

Os maiores valores de BIC e AIC foram verificados para o modelo de 

regressão de Cox, o que pode ser explicado pelo fato de que esse modelo não 

considera que o tempo e a ocorrência de eventos não estão relacionados com a 

formação inicial e subsequentes ocorrências. 
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5 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 

 

or Clayton 

(1978) e

eito da intervenção que é 

realizada após cada recorrência do evento de interesse, por meio da noção de 

idade efetiva e con da recorrência dos 

eventos sobre os indivíduos, além da fragilidade não observada, que pode 

os referente aos pacientes com 

tiva da 

u a 

 da 

 dados, 

Neste trabalho foi estudada, sob uma abordagem bayesiana, a classe 

geral de modelos para eventos recorrentes com fragilidade multiplicativa, 

proposta por Peña & Hollander (2004). Essa classe de modelos inclui, como 

caso particular, o modelo de fragilidade multiplicativo, proposto p

 o modelo de regressão de Cox (1972), também estudados nesta tese. 

Concluiu-se que a classe geral de modelos é importante porque 

considera, além dos efeitos das covariáveis, o ef

sidera também o efeito da acumulação 

induzir correlações entre os tempos de eventos.  

A aplicação ao conjunto de dad

insuficiência renal crônica, tratados no Centro de Terapia Renal Substitu

anta Casa de Misericórdia de Lavras, em Lavras, MG, demonstroS

importância dos termos de fragilidade e do parâmetro que mede efeito

cumulação da recorrência dos eventos sobre os indivíduos,a

, com IC [0,50; 2,32] e respectivamente, por  com I

2,19] no modelo geral. 

C [1,49; 

Para os três modelos estudados verificou-se que as covariáveis que estão 

e 

 nefrite. A única covariável que não foi considerada estatisticamente 

ue pacientes podem apresentar valores de 

mas 

associadas com um elevado risco de reinternação são estado civil, raça, idade 

doença

significativa foi procedência.   

Foi mostrado também q

fragilidades individuais iguais, mesmo não compartilhando as mes
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covariáveis. Esse resultado foi verificado tanto para a classe geral de modelos 

ular, concluiu-se que o modelo proposto por Peña & Hollander 

 de 

 

 

ma nova internação.  

 

ntos recorrentes, modelo de fragilidade 

onaram, 

 eventos 

tro 

o da acumulação de tempos de ocorrências de 

rando 

. Entretanto, para esse conjunto de dados, poderia ser estudada 

 o 

tiva, na qual a 

na 

a 

e também para a variável de fragilidade, além de 

a 

ressante também considerar o tempo 

todos 

oi considerado neste trabalho. 

 

quanto para o modelo de fragilidade multiplicativo. 

Em partic

(2004) pode ser útil para analisar dados de tempos de recorrência

hospitalizações para pacientes em tratamento de hemodiálise. Nesse caso, o

efeito do acúmulo de recorrências de evento é um fator importante para predizer

u

Foram utilizados os critérios AIC e BIC para comparação dos modelos,

ou seja, classe geral de modelos para eve

multiplicativo e modelo de regressão de Cox. Ambos os critérios seleci

para utilização nos dados de insuficiência renal, o modelo geral para

recorrentes proposto por Peña & Hollander (2004), o qual incorpora o parâme

que mede o efeito do impact

eventos sobre os indivíduos.  

Neste trabalho, foi utilizada a formulação da idade efetiva conside

eparação mínimar

a formulação da idade efetiva considerando reparação perfeita. Nesse sentido,

odelo torna-se mais complexo para a função de idade efem

resposta do tratamento após cada recorrência é incluída no modelo, atuando 

unção risco de base. f

Uma importante proposta para trabalho futuro é considerar outra form

ara a função risco de base p

considerar outra abordagem para a construção de prioris, como, por exemplo, 

priori de referencia (Bernardo, 1979) ou a priori de Jeffreys (1961).  

Para um estudo futuro, seria inte

final de estudo como sendo aleatório para cada indivíduo e não fixo, para 

os indivíduos, como f
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ANEXO   A

 
Os gráficos do traço da cadeia e da densidade para vetor de parâmetros 

, para a classe geral de modelos para eventos recorrentes com fragilidade 

m ltiplicativa proposta por Peña e Hollander (2004), são apresentados nas 

 

u

FIGURAS a seguir.  

 
FIGURA 1A Traço da cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a 

posteriori para o parâmetro , o intercepto. 
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FIGURA 2A Traço da cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a 

posteriori para o parâmetro , re

 

ferente à covariável raça. 

 

 
FIGURA 3A Traço da cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a 

posteriori para o parâmetro , referente à covariável idade. 
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FIGURA 4A Traço da cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a 

posteriori para o parâmetro  , referente à covariável 

procedência. 

 

 

 
FIGURA 5A Traço da cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a 

posteriori para o parâmetro , referente à covariável nefrite. 
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FIGURA 6A Traço da cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a 

posteriori para o parâmetro , referente à covariável diabetes. 

 

 

 
FIGURA 7A Traço da cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a 

posteriori para o parâmetro , referente à covariável 
hipertensão. 
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FIGURA 8A Traço da cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a 

posteriori ara o parâmetro p , referente à covariável rim 

policístico. 

 

 

 
FIGURA 9A Traço da cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a 

posteriori para o parâmetro , referente à covariável outras 

doenças. 
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ANEXO B 

 

Os gráficos do traço da cadeia e da densidade para vetor de parâmetros 

, para o modelo de fragilidade multiplicativo proposto por Clayton (1978), são 

apresentados nas FIGURAS a seguir.  

 
 

 
Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro 

FIGURA 1B 

, o intercepto.  
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FIGURA 2B Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à covariável raça. 

 

 
FIGURA 3B Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à covariável idade. 
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FIGURA 4B Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à covariável procedência. 

 

 
FIGURA 5B Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à covariável nefrite. 
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Cadeia gerada pelo m ensidade a posteriori para o FIGURA 6B étodo MCMC e d

parâmetro , referente à covariável diabetes. 

 

 

 

 
FIGURA 7B Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à covariável hipertensão. 
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FIGURA 8B Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à covariável rim policístico. 

 

 

 

 
FIGURA 9B Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à covariável outras doenças. 
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ANEXO C 

 

Os gráficos do traço da cadeia e da densidade para vetor de parâmetros 

, para o modelo de Cox, proposto por Cox (1972) e e para o parâmetro  são 

apresentados nas FIGURAS a seguir. 

 
Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro 

FIGURA 1C 

, o intercepto.  

 

 
FIGURA 2C Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à covariável raça. 
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 Cadeia FIGURA 3C gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à cov e e. 

 

ariáv l idad

 
FIGUR  4 pelo métod  MCMC e densidade a posteriori para o A C Cadeia gerada o

parâmetro , referente à cova dência. riável proce
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FIGURA 5C Cadeia gerada pelo métod  MCMC e densid de a  para o 

arâmetro 

o a  posteriori

p , referente à covariável nefrite. 

 

 
FIG  o URA 6C Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para

parâmetro , referente à covariável diabetes. 
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FIGURA 7C Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à covariável hipertensão. 

 

 
FIGURA 8C Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à covariável rim policístico. 
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FIGURA 9C Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para o 

parâmetro , referente à covariável outras doenças. 

 

 
FIGURA 10C Cadeia gerada pelo método MCMC e densidade a posteriori para 

o parâmetro  da distribuição Weibull. 
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ANEXO D 

 

Verificação da suposição de riscos proporcionais para a utilização do 

modelo de regressão de Cox para as covariáveis sexo, nefrite e hipertensão, por 

meio dos gráficos do logaritmo da função risco acumulado versus o tempo 

apresentados nas FIGURAS a seguir. Os gráficos para as demais covariáveis 

foram suprimidos. 
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FIGURA 1D Gráfico do logaritmo da função risco acumulado versus o tempo 

para a covariável sexo. 
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FIGURA 2D Gráfico do logaritmo da função risco acumulado versus o tempo 

para a covariável nefrite, em que ---- representa a curva para 

aqueles que possuem a doença e __ representa a curva para 

aqueles que não a possuem. 
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FIGURA 3D Gráfico do logaritmo da função risco acumulado versus o tempo 

para a covariável hipertensão, em que ---- representa a curva para 

aqueles que possuem a doença e __ representa a curva para 

aqueles que não a possuem. 
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ANEXO E 

 

Na TABELA 8 é apresentada parte dos dados utilizados na aplicação 

desta tese, referente aos pacientes com insuficiência renal crônica (IRC) tratados 

no Centro de Terapia Renal Substitutiva da Santa Casa de Misericórdia de 

Lavras, em Lavras, MG. 

 

TABELA 8  Dados de indivíduos (i) em tratamento de hemodiálise, contendo o 

número de recorrência de evento para cada individuo , os 

tempos de ocorrência de eventos (tempos) e as covariáveis em 

estudo. 

i  tempos Sex Est Raç  Nef Diab Outras  
1 0 60+ 0 1 0  0 1 0 
2 0 60+ 1 0 1  0 0 0 
          

32 1 58,60+ 0 1 0  0 1 0 
33 3 56,58,60+ 0 0 1  0 0 0 
34 5 50, 52, 54, 55, 56,60+ 1 1 0  1 0 0 
35 0 60+ 1 0 0  0 0 0 
36 3 43, 54,60+ 1 0 0  0 0 0 
37 1 39,60+ 1 0 1  0 0 0 
38 3 30,36,40,60+ 0 0 0  0 1 0 
39 5 43,46,47,53,58,60+ 1 0 0  0 0 1 
40 6 3,26,27,30,39,60+ 0 0 1  1 0 0 
41 4 24,25,26,40,60+ 1 0 1  1 0 0 
42 0 60+ 1 0 1  0 0 0 
43 1 36,60+ 0 0 0  1 0 0 
44 0 60+ 1 1 1  0 0 1 
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113 5 3,5,22,23,30,60+ 0 0 1  1 0 0 
114 5 9,17,18,23,60 1 0 0  1 0 0 
115 6 5,11,17,26,27,56,60+, 0 1 0  0 0 0 
116 6 17,18,21,22,26,30,60+ 0 1 0  0 0 0 
117 1 56,60+ 1 0 0  1 0 0 
118 1 39,60+ 0 1 0  0 1 0 
119 3 12,13,22,60+ 1 0 1  0 1 0 
120 11 3,6,11,12,13,14,15,16,18,

30,60+ 

1 1 0 

 

1 0 0 

          
149 0 60+ 0 0 0  0 1 0 
 

O símbolo “+” indica que, no tempo final de estudo, ou seja, na última 

observação do paciente, não foi verificada nova ocorrência de evento. 

As cováriaveis foram dicotomizadas da seguinte maneira: 

1. sexo: 0 se feminino ou 1, se masculino; 

2. estado civil do paciente: 0 se casado ou 1, se solteiro/viúvo/separado; 

3. raça: 0 se raça branca/parda ou 1, se raça negra; 

4. idade no início do tratamento (em anos); 

5. procedência: 0 se microrregião de Lavras ou 1, se outras regiões; 

6. nefrite: 0 se o paciente não possui a doença ou 1, se possui; 

7. diabetes mellitus: 0 se o paciente não possui a doença ou 1, se possui; 

8.  hipertensão: 0 se o paciente não possui a doença ou 1, se possui; 

9. presença de rim policístico: 0 se o paciente não possui ou 1, se possui; 

10. outras doenças: 0 se o paciente não possui a doença ou 1, se possui. 
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Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
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