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RESUMO

O uso de algoritmos baseados em metaheuristicas é de relevante importancia para
a resolucdo de diversos problemas de otimizagdo combinatéria. Estes algoritmos pro-
curam uma solucdo vidvel de boa qualidade quando € dificil encontrar a solucdo exata
devido a complexidade computacional do problema. Uma das questdes fundamentais em
heuristicas baseadas em metaheuristicas € equilibrar tempo de processamento e quali-
dade da solugdo. Este trabalho apresenta a implementacgdo e teste de critérios de parada
baseados em estatistica bayesiana em heuristicas baseadas na metaheuristica GRASP. O
objetivo € escolher um critério de parada que resulte em um tempo de processamento curto
da heuristica, e que, a0 mesmo tempo, alcance uma solu¢do de boa qualidade. No expe-
rimento computacional foram comparadas cinco implementagdes de heuristicas GRASP
previamente publicadas que utilizam como critério de parada um nimero fixo de iteragdes,
com novas versdes que utilizam o critério de parada bayesiano.
Palavras-chave: GRASP; Estatistica Bayesiana; Heuristica; Otimizacdo Combinatdria;

Critério de Parada.
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ABSTRACT

The use of algorithms based on the GRASP metaheuristic is relevant for the solution
of many combinatorial optimization problems. These algorithms find a feasible solution
of good quality when is difficult to find an exact solution because of the problem’s compu-
tational complexity. One of the key issues in designing heuristics is the balance between
processing time and solution quality. This thesis presents the implementation and testing
of Bayesian stopping rules in GRASP heuristics. The objective is to choose a stopping
rule that results in a short running time of the heuristic while at the same time achieving
good solution quality. In the computational experiment, we compared, on five previously
published GRASP heuristics, the original version using a stopping rule based on a fixed
number of iterations with versions that use Bayesian stopping rules.

Keywords: GRASP; Bayesian Statistic; Heuristic; Combinatorial Optimization; Stop-

ping Rule.
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1 Introducao

Problemas de otimiza¢do combinatdria aparecem quando temos que selecionar de um
conjunto discreto e finito de dados o melhor subconjunto que satisfaz a determinados
critérios. Esta tarefa € frequentemente muito complexa e o tempo € limitado. Em muitas
situacdes, pode ser impossivel garantir a obtencdo de solugdes exatas (6timas). Nestes
casos, a melhor op¢ao tem sido usar heuristicas. Uma heuristica € um método que busca
solugdes vidveis (que satisfazem os critérios de restricdo), geralmente satisfatorias, para
um problema de otimizac¢do especifico.

Uma metaheuristica € um framework (estrutura) genérico, composto pela combinagao
de procedimentos heuristicos genéricos, feito para resolver problemas de otimizacao com-
binatdria em geral. O projeto de implementagdo de algoritmos baseados nesta estrutura é
uma tarefa muito relevante. Tais heuristicas encontram solucdes vidveis de boa qualidade
quando € dificil encontrar solu¢des 6timas devido a complexidade do problema.

Uma das questdes fundamentais em heuristicas derivadas de metaheuristicas é achar
uma solucdo de qualidade cujo valor seja o mais préximo possivel do valor da solucdo
6tima, no menor tempo de processamento possivel, e dentro de um limite de tempo. Uma
pergunta natural € como saber quando a qualidade da solugdo € suficientemente boa, uma
vez que se desconhece o valor da solu¢do 6tima. Esta € a principal motivagdo para o
estudo de um critério de parada estatistico.

O problema que se deseja tratar nesta dissertacao € o de equilibrar tempo de proces-
samento e qualidade da solugdo, pela determinacdo dindmica de um bom momento de

parada de uma dada heuristica. Em particular, propde-se fazer um estudo comparativo da
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aplicacao de critérios de parada baseados em estatistica bayesiana propostos por Boender
e Rinnooy Kan [1] aplicados a heuristicas baseadas na metaheuristica GRASP [4, 5]. O
estudo comparativo tem a finalidade de avaliar o desempenho destas técnicas e corrobo-
rar sua utilidade em metaheuristicas que utilizam técnicas de multi-inicializa¢ao e busca
local como o GRASP.

Alguns conceitos relevantes para o estudo em questio sobre a drea de otimizag¢ao com-
binatdria sdo revisados no Capitulo 2 e sobre a metaheuristica GRASP sao revisados no
Capitulo 3. Em seguida, abordamos no Capitulo 4 a parte tedrica dos critérios de pa-
rada inteligentes. Na Secao 4.3 € apresentado o framework GRASP_BSR, do inglés GRASP
with Bayesian Stopping Rule, que implementa o critério de parada bayesiano proposto
por Boender e Rinnooy Kan [1]. O Capitulo 5 apresenta as cinco heuristicas baseadas na
metaheuristica GRASP sobre as quais sao aplicados os critérios de parada estudados nesta
dissertagdao. No Capitulo 6 sao apresentados o projeto experimental e os resultados com-
putacionais. Por fim, no Capitulo 7 apresentam-se as contribuicdes baseadas nas anélises

dos resultados computacionais.
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2 Conceitos basicos

Este capitulo aborda fundamentos da drea de otimizacdo combinatoria e revisa alguns
conceitos bésicos da drea de heuristicas para problemas de otimiza¢ao combinatdria, se-

gundo Hoos e Stiitzle [2].

2.1 Problemas combinatorios

Problemas combinatorios aparecem em muitas dreas da Ciéncia da Computagao, In-
teligéncia Artificial, Pesquisa Operacional, Bio-informatica, etc. Tais problemas tipica-
mente envolvem a procura de grupos, ordenagdes ou atribui¢des de um conjunto discreto e
finito de objetos que satisfagcam certas condi¢des ou restricdes. A combinacao destes com-
ponentes de solugdo constituem uma solucao potencial para o problema combinatodrio.

Problema abstrato refere-se a forma generalizada do problema, como, por exemplo,
“encontrar o trajeto mais curto entre quaisquer duas cidades dentro de qualquer conjunto
de cidades”. Instancia do problema corresponde ao problema especifico, como por exem-
plo, “encontrar um caminho mais curto entre a cidade Petrépolis e a cidade Cuiab4 utili-
zando o conjunto de rotas vidrias do Brasil”.

Um problema de otimizacdo combinatoria € um problema combinatério onde a solucao
do problema combinatério (solucdo candidata do problema de otimizagdo) é avaliada por
uma fung¢do objetivo e a finalidade € encontrar uma solucao com valor da fun¢do objetivo
6timo. O valor da funcdo objetivo de uma dada solucdo € a qualidade da solucao candi-
data. Um problema de otimizagdo pode ser de maximizac¢do ou minimizagdo. Algoritmi-

camente ambos sdo tratados de forma equivalente. Problemas de otimiza¢do combinatdria
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podem ser distinguidos em duas variantes: variante de busca (o objetivo é encontrar uma
solucdo Otima) e variante de avaliacdo (o objetivo € encontrar o valor 6timo da fun¢do
objetivo, isto €, a qualidade de uma solugdo 6tima). Geralmente os dois objetivos sao
concomitantemente perseguidos.

Solucdes candidatas que satisfazem integralmente as restricdes do problema combi-
natério sdo chamadas solucoes vidveis, e entre estas, solucoes otimas sdo distinguidas
através do valor da funcao objetivo.

Problemas combinatérios geralmente podem ter um grande nimero de solugdes can-
didatas, conforme o nimero de objetos envolvidos. De fato, o espago de solugdes poten-
ciais para uma dada instancia de um problema € no minimo exponencial em relacdo ao
tamanho da instancia. A complexidade computacional de um algoritmo € caracterizada
pela dependéncia funcional entre o tamanho de uma instancia e o tempo e espaco reque-
rido para resolver esta instancia. Problemas de decisdo sdo aqueles cujo objetivo é deter-
minar se existe ou ndo um elemento de um conjunto que atende ou ndo a determinadas
restricoes. A classe de complexidade P € a classe dos problemas de decisdao que podem
ser resolvidos de forma deterministica em tempo polinomial e a classe NP ¢ a classe dos
problemas que podem ser resolvidos de forma nao-deterministica em tempo polinomial.
Todos os problemas em P estdo também em NP, isto €, P C NP. Entretanto a questao
se também NP C P, e conseqiientemente P = NP, é um dos problemas em aberto mais
proeminentes da Ciéncia da Computagdo. Conjectura-se que P # NP. Muitos problemas
relevantes estdo em NP mas ndo se sabe se estdo em P. Heuristicas para problemas de
otimizacao sdo usadas quando a complexidade do problema, tamanhos de instancias, e
tempo disponivel, ndo permitem que os algoritmos exatos obtenham solugdes Gtimas em

tempo factivel.

2.2 Métodos de busca

Segundo Hoos e Stiitzle [2], basicamente todas as abordagens computacionais para
resolver problemas combinatérios dificeis podem ser caracterizadas como algoritmos de

busca e a idéia fundamental por trds disso € iterativamente gerar e avaliar solucdes candi-
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datas.

Solugdes candidatas sao constituidas por componentes de solugdo. Portanto, alterando-
se uma ou mais componentes da solucdo cria-se uma nova solucio. E comum desig-
nar como solugdo candidata parcial quando se tem uma estrutura com componentes de
solucdo, mas que ainda ndo atende as restricoes do problema pela auséncia do nimero
minimo de componentes necessarias para configurar-se uma solucao candidata. Métodos
de busca construtivos geram solucdes candidatas completas por iterativamente expandir
solugcdes candidatas parciais. O método construtivo pode ser formulado como um pro-
blema de busca na qual o objetivo é obter uma solucao candidata boa, onde a qualidade
corresponde ao valor da funcdo objetivo (no caso de problemas de otimizacao).

Meétodos de busca sistemdticos (exatos) exploram sistematicamente o conjunto finito
de solugdes candidatas (o espaco de busca) até encontrar uma solu¢ao 6tima, caso exista,
ou até percorrer todo o espaco em caso contrario. Esta propriedade é denominada inte-
gralidade de busca (completeness).

Métodos de busca local iniciam a procura em um dado ponto no espaco de busca
(solugdo candidata inicial) e movem-se para um ponto vizinho (solu¢dao vizinha), de
forma iterativa. Uma solucao vizinha se diferencia da solucao inicial em algum(s) compo-
nente(s) conforme critério pré-estabelecido. Nesta relagdo de vizinhanca pré-determinada,
cada ponto (solu¢do candidata) tem um pequeno grupo de pontos vizinhos (solugdes vi-
zinhas). A relacdo pode ser simétrica, mas ndo € reflexiva nem transitiva. A escolha desta
relac@o de vizinhanga € crucial para o desempenho de um algoritmo de busca local. Um
procedimento de busca local parte sempre de uma solucao inicial sg € espago de busca Se
gera uma seqiiéncia de solucoes s1, 52, ...,5t. Um movimento comum €é o movimento que
troca elementos em uma solu¢do. Neste trabalho, denota-se por troca((p,q),s) o conjunto
de movimentos que, considerando uma solucao s, remove p componentes de s e insere g
novos componentes em s, p € g constantes. A aplicac@o deste conjunto de movimentos re-
sulta em um conjunto N(s) C S de solugdes, chamado de “vizinhanga de s”. Por exemplo,
seja a solugdo s = (1,2,3) e a vizinhanga N(s) gerada por movimentos de froca((2,2),s)

aplicados a um vetor de permutacdo onde as componentes sao as posi¢cdes neste vetor, 0s
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vizinhos serdo (3,2,1),(2,1,3),(1,3,2). A escolha do movimento é uma decisao baseada
no exame da vizinhanga da solugdo corrente. Esta decisdo, tanto quanto a escolha do
ponto (solugdo) inicial pode ser feita de forma aleatdria.

Qualquer relagdo de vizinhanca N em S pode ser representada por um grafo implicito
sobre o espaco de busca S. Neste grafo direcionado de vizinhanca Gy, dois vértices s, s’
sdo conectados por uma aresta (s,s’) se, e somente se, (s,s’) € N. Ou seja, para uma dada
instancia 7w do problema, o grafo de vizinhancga induzido pela relagdo de vizinhanga N ()
no espaco de busca S(7) é definido como Gy (7) := (S(7),N(x)).

Uma busca local pode visitar o mesmo ponto no espaco de busca mais de uma vez.
Existem métodos de busca que armazenam um nimero determinado de solucdes candida-
tas visitadas para tentar controlar a varredura do espaco de busca, para ndo visitar sempre
0S Mesmos pontos.

Os métodos de busca local sao considerados incompletos, isto €, nao existe nenhuma

garantia que caso uma soluc@o 6tima exista, esta seja encontrada.

2.2.1 Estratégias de busca

Uma das estratégias de busca mais simples € o Passeio Aleatorio (Random Walk). Esta
estratégia seleciona, de forma aleatdria, com a mesma probabilidade, qualquer elemento
no espacgo de busca como ponto inicial para um processo de busca.

Com o objetivo de melhorar a qualidade das solugdes encontradas pela estratégia
do Passeio Aleatorio utiliza-se uma funcdo de avaliagdo como mecanismo para guiar a
busca. Esta funcdo € utilizada para avaliar ou ranquear solugdes candidatas na vizinhanga.
Normalmente, a func¢ao objetivo é usada como funcao de avaliag@o.

Uma das estratégias bésicas que usam uma func¢ao de avaliacdo é a de Melhoria Itera-
tiva. Dado um espago de busca S, uma relagdo de vizinhanga N e a func¢do de avaliacdo g;
a Melhoria Iterativa inicia selecionando aleatoriamente um ponto no espago de busca - a
solugdo candidata s € S - e procura melhorar a qualidade da solucao buscando no conjunto
de todas as solucdes candidatas vizinhas s’ € N(s) uma solucdo para qual g(s') < g(s).
Dois métodos de Melhoria Iterativa muito utilizados sdo Melhor Melhoria e Primeira

Melhoria.
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A estratégia Melhor Melhoria é baseada na idéia de, em cada passo da busca, sele-
cionar de forma aleatoria uma das solugdes candidatas vizinhas que alcance a melhoria
méxima na fung¢@o de avaliagdo. Dado uma solucdo s € S e seja g* = min{g(s") | s’ €
N(s)} o melhor valor da fung@o de avaliagdo na vizinhanga de s. O conjunto de vizinhos
que maximiza a melhoria de s é {s' € N(s) | g(s) = g*}. Note que a estratégia de Melhor
Melhoria requer uma avaliacdo completa de todos os vizinhos em cada passo da busca.

A estratégia Primeira Melhoria reduz o tempo necessario para selecionar uma solugdo
vizinha, pois executa o movimento da primeira melhoria encontrada durante a inspecao da
vizinhanca. Na solug@o corrente s, avaliam-se as solug¢des candidatas vizinhas em N(s) em
uma ordem fixa particular, e a primeira s’ € N(S) para qual g(s") < g(s) é selecionada. A
ordem na qual os vizinhos sdo avaliados pode influenciar significativamente na eficiéncia
desta estratégia. Também € importante lembrar que iniciar a busca de uma mesma solugdo
inicial usando ordem fixa resulta no mesmo 6timo local. Ao invés de utilizar uma ordem
fixa para avaliar os vizinhos de uma dada soluc¢do, € possivel usar ordens aleatdrias para

alcancgar diferentes solu¢des em cada iteragao.

2.2.2  Otimo local

Dado um espago de busca S, um conjunto de solu¢des S’ C S, uma relagdo de vizinhanga
N C § x S e uma fun¢ao de avaliagdo g : S —— R, um dtimo local é uma solucdo candidata
s € S tal que para todo s" € N(s), g(s) < g(s’) se o que se quer é minimizar a fungdo de
avaliacdo, ou g(s) > g(s') se o que se quer é maximizar a fungio de avaliacdo. Otimos lo-
cais ocorrem com muita freqii€ncia e geralmente ndo trazem a qualidade desejada em um
problema de otimizagdo, por isto sdo utilizadas diversas técnicas para evitar ou escapar
destas solucoes.

Uma solugdo s” pertence a regido de atragdo de um 6timo local sy quando, a partir
de uma busca local deterministica iniciada em s’, o 6timo local sg serd alcan¢ado. Caso
uma das solugdes iniciais esteja na regido de atragdo de um 6timo global, a busca local ird
encontrar este 6timo global. Para aumentar a possibilidade de cair na regido de atracdo do
6timo global, a geracdo de solucdes iniciais deve ser mais aleatdria, procurando abranger

o maximo possivel todo o espago de busca, todas as regides de atracdo. Por outro lado,
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ao gerar solucdes iniciais muito aleatdrias, estas podem se distanciar muito da regido de
atracao do 6timo global e com isso favorecer solucdes finais de baixa qualidade. Algo-
ritmos gulosos geralmente produzem solugdes de melhor qualidade do que as geradas
aleatoriamente, porém a diversidade de solucdes finais é muito pequena. O desafio € ga-
rantir a diversidade de solucdes e a0 mesmo tempo um controle na qualidade das solu¢des

produzidas.
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procedimento GRASP(semente);

1 Ler_Dados();

2 k—1;

3 melhor_sol < oo;

4 faca

5 sol k] < Construgdo_Solugio(semente);
6 se (sol[k] ndo é uma solucdo vidvel) entao
7 sol[k| < Reparo(sol[k]);

8 fim-se;

9 sol[k] < Busca_Local(sol[k]);

10 Atualiza Solug&o(sol[k],melhor_sol);
11 k—k+1;

12 enquanto (Critério_de Parada (sol,melhor_sol,k));
13 fim-GRASP.

Figura 3.1: Metaheuristica GRASP.

3 Metaheuristica GRASP

Neste capitulo descrevem-se os fundamentos da metaheuristica GRASP.

A metaheuristica GRASP (greedy randomized adaptative search procedure) proposta
por Feo e Resende (1989,1995) [4, 5] e comentada por Resende e Ribeiro (2003,2009) [6,
7] € um procedimento de busca adaptativa aleatéria gulosa com multiplas inicializagdes
para problemas combinatdrios dificeis, composta basicamente por duas fases: uma fase
construtiva que produz uma solu¢do e uma fase de busca local que explora a vizinhanga
da solugdo construida (Figura 3.1). Como a fase construtiva ndo necessariamente cria
uma solugdo vidvel, as vezes faz-se necessario ter um procedimento que repara a solu¢ao
para adequa-la as restricdes do problema especifico. O procedimento da Figura 3.1 sera

detalhado nas secdes seguintes.
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3.1 Fase de construcao

Nesta fase, conforme ilustra o algoritmo representado na Figura 3.2, tenta-se construir
iterativamente uma solucdo vidvel da seguinte forma. Constréi-se um conjunto de com-
ponentes da solu¢do ordenado conforme uma fun¢do gulosa adaptativa que mede os be-
neficios de cada componente para a qualidade da solu¢do do problema (o valor da fungao
objetivo). A cada iteracdo faz-se uma selecao aleatoria de um dos melhores componentes
candidatos da solugdo dentro deste conjunto, chamado lista restrita de candidatos (LRC).
Estes componentes s6 podem ser adicionados se ndo violarem as restricoes de viabilidade.
A funcdo gulosa é de cardter adaptativo, pois se atualiza a cada itera¢do para incorporar
as mudancas causadas pela escolha do dltimo componente.

Existem duas estratégias basicas usadas para construir a lista restrita de candidatos.
Uma delas € baseada em cardinalidade, onde para um valor inteiro k pré-estabelecido,
coloca-se na LRC os k melhores elementos da lista de candidatos. A outra abordagem
€ baseada no valor associado a cada elemento candidato. Sejam ¢ uma componente do
conjunto de componentes da solugdo C e g(c) o custo do beneficio desta componente.
Considere g = max{g(c) | c€C},g=min{g(c) | ¢ €C}, e um parimetro « € [0,1]. Em
um problema de minimizacdo, uma LRC baseada em valores serd determinada por LRC
={ceC | g(c) <g+a(g—g)}. No caso o =0, o algoritmo semi-guloso corresponde
ao algoritmo guloso puro, enquanto que para & = 1 sdo construidas solugdes aleatdrias
[8]. As primeiras implementacdes do método usavam valores fixos para o . Em [9]
foi proposto o uso de um « gerado aleatoriamente no intervalo [0,1] em cada itera¢do do
algoritmo.

Com base nesta solugao inicial construida, avalia-se sua vizinhanga através de uma

busca local a procura da melhor solugao local.

3.2 Fase de busca local

Na fase de busca local € realizada uma busca iterativa onde, em cada iteracdo, a

solucdo corrente € substituida pela melhor solucdo da sua vizinhanga. O procedimento
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procedimento Construcio_Solugio(semente);

O 0 1IN N B~ W~

solucao — O,
Avaliar o custo incremental das componentes candidatas;
faca
Construir a lista restrita de candidatos LRC;
Selecionar aleatoriamente uma componente ¢ da LRC;
solucao « solucaoU{c};
Atualizar os custos incrementais das componentes candidatas;
enquanto (houver componente candidata);
retorne solucao;

10 fim-GRASP.

Figura 3.2: Pseudo-codigo da fase Construtiva.

procedimento Busca Local(sol);

faca
Busca sol’ € Vizinhanga(sol) com f(sol’) < f(sol);
sol — sol';

enquanto (sol nao é 6tima local);

fim-Buscal.ocal.

N B~ W N =

Figura 3.3: Pseudo-cédigo da Buscal.ocal.

para quando nd@o houver mais melhoria, isto é, quando a busca encontra um 6timo local.
De acordo com o algoritmo representado na Figura 3.3, o procedimento tem como
pardmetro uma soluc@o vidvel, construida na primeira fase ou pela rotina de reparo: sol[k]|.
A cada iterag¢do da busca local, € selecionada uma solug@o vizinha sol’ € Vizinhanga(sol)
e se esta é melhor que a solugdo corrente, ou seja, melhor até o momento (a linha 2 do
algoritmo refere-se a minimizacao), a solugdo corrente € atualizada (linha 3) até que ndo

se encontrem solucdes melhores (linha 4).

3.3 Componente aleatdria

Em uma heuristica baseada na metaheuristica GRASP o que se quer € encontrar uma
solugdo cujo valor seja 0 mais proximo do valor da solu¢do 6tima, com o menor tempo de
processamento possivel.

O GRASP usa uma seqiiéncia de numeros pseudo-aleatdrios para a fase constru-
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tiva. A semente da seqiiéncia é um parametro da heuristica. Para um ndimero fixo de
iteragdes, a qualidade da solucao obtida pela heuristica GRASP ird depender da seqiiéncia
de nimeros pseudo-aleatérios usada. Fixando-se a qualidade da solug¢do (o valor da
func¢do objetivo que se deseja alcancar), o tempo de execugdo do algoritmo também de-
penderd da seqiiéncia de numeros pseudo-aleatorios utilizada. Esse fato leva a obten¢do
de conclusdes imprecisas quando variantes da heuristica desenvolvidas para um mesmo
problema sdo comparadas.

Segundo Resende e Ribeiro [8], a metaheuristica GRASP pode ser vista como uma
técnica de amostragem repetitiva. Uma solu¢@o produzida em uma iteragdo do método é
uma amostra de alguma distribui¢ao desconhecida, onde a média e a variancia sdo fungdes
da natureza restritiva da LRC. Por exemplo, caso a LRC seja formada por apenas um
elemento, apenas uma solucdo serd produzida e a média serd o valor da solu¢do gulosa
com variancia zero. Caso a LRC seja formada por um niimero maior de elementos, entao
vdrias solucgdes serdo produzidas e a variancia serd maior. Neste segundo caso, a média
dos custos das solugdes obtidas deverd ser de qualidade inferior a solu¢cdo gulosa. Porém
a melhor solugdo obtida deverd ser de qualidade superior a solug¢do obtida pelo algoritmo
guloso.

Quanto maior a variancia dos valores das solucdes obtidas durante a fase construtiva,
maior serd a variancia das solu¢des obtidas ap6s a busca local [8]. A probabilidade de um
algoritmo GRASP encontrar uma solug@o 6tima € maior quando a variancia das solucdes
construidas é grande. Entretanto, como a diferenca entre o valor médio das solucdes
construidas e o valor da melhor solucdo é grande, a busca local precisard de um tempo
computacional maior em média para encontrar uma solugdo vizinha de melhor qualidade.
Portanto, a escolha correta do parametro o € critica para se obter um bom equilibrio entre
tempo computacional e qualidade da solugdo.

Em um procedimento de GRASP Reativo [10] o parametro o € ajustado em tempo
de execuc¢do de acordo com informacdes de solugdes visitadas anteriormente. O procedi-
mento GRASP Reativo atualiza em tempo de execugdo as probabilidades de o em cada

iterac@o para favorecer valores de o que tenham produzido soluc¢des de qualidade.
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O GRASP tem implementacdo simples, pois pode fazer uso de técnicas para constru¢ao

de solugdes e de busca local j4 usados em outras abordagens.

23



4 Critérios de parada

Neste capitulo, na primeira se¢cdo, sdo apresentados alguns conceitos de estatistica
basica importantes para o entendimento deste trabalho. Na Se¢do 4.2 comentam-se estu-
dos realizados sobre o problema de parada em metaheuristicas, e em seguida, na Se¢do 4.3,
se faz um detalhamento do critério proposto por Boender e Rinnooy Kan. Por fim,
apresenta-se na Secdo 4.4 o framework que implementa o critério de parada proposto

por Boender e Rinnooy Kan [1] aplicado a metaheuristicas GRASP.

4.1 Alguns conceitos de probabilidade

A seguir, sdo apresentados alguns conceitos importantes sobre probabilidade. Consi-
dere uma experiéncia cujo resultado € aleatdrio, ou seja, nao pode ser conhecido a priori
antes da realizacdo da experiéncia. Seja S o conjunto de todos os resultados possiveis
desta experiéncia. O conjunto S é chamado de espaco amostral. Um evento A € qualquer
subconjunto do espagco amostral S. Ou seja, um evento € apenas um conjunto de resulta-
dos possiveis. Diz-se que um evento A ocorreu se o resultado da experiéncia € um ponto
no espago amostral que é elemento do conjunto A.

Seja S o espaco amostral e A um subconjunto qualquer deste espaco. Uma funcdo de

probabilidade que atua sobre o espago amostral S satisfaz:
0<P(A)<lparatodoACS
P(S)=1
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P(A1 UAZUA3U...) =P(A1)—|—P(A2)+P(A3)+...

onde os A; sdo mutuamente exclusivos. Uma probabilidade é uma funcdo que mapeia ele-
mentos do espago amostral em [0, 1] tal que: a probabilidade do espago amostral inteiro
¢ um, a probabilidade da unido de eventos mutuamente exclusivos € a soma das proba-
bilidades de cada um dos conjuntos na unido e, finalmente, a probabilidade de qualquer
subconjunto do espago amostral é um niimero no intervalo [0, 1].

A abordagem bayesiana € fundamentada na probabilidade condicional, ou seja, dado
que é conhecida a distribui¢@o a priori do evento A, P(A), pode-se derivar a probabilidade

posteriori do evento B dado A, P(B|A).
4.1.1 Teorema de Bayes

Sejam By, B>, ...,B; uma particdo de S e A um evento qualquer em S. Entdo:

P(A|B;)P(B;)
?:1P(A\B4J>P(Bj)'

P(Bi[A) =

O teorema de Bayes é importante pois permite inverter probabilidades condicionais. As
vezes é facil calcular P(A|B), mas o que se deseja conhecer é P(B|A). O teorema de Bayes
permite calcular P(B|A) em termos de P(A|B).

Na abordagem bayesiana € possivel expressar algum conhecimento prévio através da
distribui¢do a priori. Dados resultados experimentais da aplicacdo de uma determinada
heuristica a um determinado problema, pode-se derivar a distribui¢do posteriori, que re-
flete o caminho no qual o conhecimento prévio (a priori) afeta os resultados do experi-

mento.

4.1.2 Variavel aleatoria discreta

Considere uma experiéncia aleatéria com espaco amostral S. Varidvel aleatdria é a
funcdo que associa cada elemento s; do espaco amostral $ a um ndmero real x;. Uma
funcdo X definida no espaco amostral S, que tem valores em um conjunto enumeravel de
pontos da reta, € dita uma varidvel aleatoria discreta. A probabilidade de ocorréncia de

cada valor x; da varidvel aleatéria X € dada pela probabilidade do evento A de S, cujos
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elementos s; correspondem ao valor x;. Matematicamente esta defini¢do é representada

abaixo:

P(X =x;) =P(A), onde A = {s1,52,...} C S
é tal que X (s;) = x;, ses; €A e X(s;) £ x;, ses; € {S\A}.
4.1.3 Distribuicao de probabilidade

Chama-se fun¢do de probabilidade da varidvel aleatéria discreta X, que assume os
valores x1,x7,...,%,, a fungdo {(x;, p(x;)),i = 1,2,...}, que a cada valor de x; associa a
sua probabilidade de ocorréncia, isto é, p(x;) = P(X =x;) = p;,i=1,2,....

Algumas varidveis aleatdrias adaptam-se a uma série de problemas praticos. Portanto,
um estudo pormenorizado dessas varidveis € de grande importancia para a construgdo de

modelos probabilisticos para situacdes reais e a conseqiiente estimacgao de seus parametros.

4.1.4 Distribuicao Binomial

Uma experiéncia tem apenas 2 resultados possiveis: “sucesso” e “falha”, onde a pro-
babilidade de ‘“sucesso” é p e a probabilidade de “falha” € g = 1 — p. A experiéncia é
repetida um ndmero fixo n de vezes, sempre nas mesmas condicdes, de tal forma que
as probabilidades de “sucesso” (p) e “falha” (¢ = 1 — p) se mantém inalteradas a cada
repeticdo. As diversas repeticoes da experiéncia sao feitas de maneira independente. A
variavel aleatéria X que mede o ndmero de “sucessos” nas n repeticoes da experiéncia é

uma varidvel discreta. Esta varidvel tem distribuicao binomial com parametros n e p e

func¢ao de probabilidade:

P(X =k|n,p)=0pqd*k=0,1,....n
4.1.5 Distribuicao Multinomial

A distribui¢do multinomial € uma generalizagdo da distribuicdo binomial quando ha
mais de dois resultados possiveis em cada prova. As probabilidades dos varios resultados

permanecem as mesmas para cada prova e as provas sao todas independentes. Se ha k re-
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sultados possiveis para cada prova (em n provas) e suas probabilidades sao p1, p2, ..., pr,

a funcao de probabilidade é dada por:

n! Xy X

_ . - _ X1
P(Xi =x1,Xp =x3,...,. Xk =X | 0, p1, P2y - k) = — 7 P1 PP -
xylx!lo !
k k
considerando as restri¢oes in =ne Z pi=1.
n=i n=i

4.2 Critérios de parada abordados em outras pesquisas

Orsenigo e Vercellis [11] investigam como utilizar regras de parada baseadas na teo-
ria de probabilidade bayesiana. Dado que a soluc¢do encontrada em cada execucao de um
algoritmo pode ser considerada uma realizacdo de uma varidvel aleatéria independente,
definindo-se sua distribuicao, pode-se calcular a probabilidade da solucdo encontrada es-
tar préxima da solucao 6tima a um nivel de confianga determinado. Seja A um algoritmo
para gerar uma solugio vidvel com valor da funcio objetivo z4. M execucdes de A resul-
tam numa seqiiéncia de realizagdes independentes z‘i“,i =1,...,M, da variavel aleatéria
ZA. O melhor valor observado 7 = min; <i<M z’l4 (no caso de um problema de minimizag¢ao)
na seqii€éncia de M execug¢des independentes € mantido como uma aproximag¢ado para o va-
lor 6timo z* e é uma realizacdo da varidvel aleatéria Z. Sejam z" e zU limites inferior e
superior conhecidos para o valor 6timo z*. A regra de parada proposta pelos autores é
derivada da hip6tese de que o usudrio estd satisfeito se a aproximagao da solug¢do 6tima
tem um erro relativo inferior a um nivel de tolerancia especificado 0 < y < 1; ou seja:
(z—2")/(zV —zF) < w. Entdo, dado que p; é a funcio densidade de probabilidade e F(z)
¢ a fungao de distribui¢do acumulativa, a execucdo para se a probabilidade de melhora do
valor da melhor solucdo corrente 7 apds M execucdes € inferior a um nivel de confiancga
definido &, ou seja, F(Z) < &.

A abordagem proposta por Hart [12] sugere regras de parada baseadas em métodos es-
tatisticos para algoritmos de multiplas inicializacdes com busca local simples ou busca lo-

cal estratificada. A busca local simples seleciona pontos (X, ..., X,) usando uma distribui-
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¢do comum em um dominio D e estima o 6timo global Y = min{f(X;),...,f(Xy)}. A
busca local estratificada particiona 0 dominio D em um conjunto finito de sub-dominios
D;, onde D =Ui_,D;, DiND; =@, se i # j, seleciona pontos de todos os sub-dominios
de acordo com uma distribuigdo fixa e estima o 6timo global Y = min;—;__,(f(argmin;
{f(xD), ..., f(X})})). O método proposto usa estatistica de valores extremos da fungdo
objetivo para construir o intervalo de confianga para a estimativa do 6timo global, e assim,
determinar sua parada se a solu¢@o encontrada estiver neste intervalo.

Um método de descoberta da distribuicao empirica dos tempos de processamento das
heuristicas GRASP ¢é proposto em Aiex [8] e Aiex, Resende e Ribeiro [13]. Segundo
os autores, dado o conhecimento desta distribui¢do € possivel a estimacdo do tempo de
processamento ideal (momento de parada) para se chegar a uma solucdo de qualidade
suficientemente boa para um dado problema (que alcance um valor alvo).

Bartkuté et al. abordam em diversos artigos [14, 15, 16, 17, 18] o uso do método de
ordens estatisticas na estimagao do intervalo de confianga para o valor minimo da fungao
objetivo (no caso de uma minimiza¢do) de um algoritmo estocastico. Em [14], Bartkuté,
Felinskas e Sakalauskas determinam o critério de parada quando o intervalo de confianca
do valor minimo da funcdo objetivo torna-se tdo pequeno quanto um valor estipulado
como suficiente.

A proposta de Boender e Rinnooy Kan [1] utiliza o nimero de diferentes 6timos locais
observados e a freqiiéncia que estes ocorrem em um determinado nimero de execucoes
como varidveis para estimar uma distribuicdo baseada na estatistica bayesiana. Com
base nesta distribui¢do seréd definido o critério de parada, considerando o custo (a perda)
da execucdo ser parada antes de todos os 6timos locais terem sido encontrados ou da
execugdo continuar sem a localizagdo de um novo 6timo local. Os autores propuseram
uma extensao deste trabalho em [19]. A adaptacdo proposta considera também o valor da
func¢ao objetivo dos 6timos locais como informacao de entrada na defini¢ao do critério de
parada. Na Secao 4.3, apresenta-se, com mais detalhes, o trabalho de Boender e Rinnooy
Kan [1].

Foi demonstradoem [1, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19] que o uso da teoria estatistica
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pode determinar um critério de parada mais inteligente do que o critério que simplesmente
limita um numero fixo de iteracdes para um algoritmo. Existem abordagens que utilizam
conceitos tedricos da estatistica classica, outras que se fundamentam na andlise empirica
dos dados observados, e as que se baseiam na teoria da probabilidade bayesiana (que de
certa forma agrega a teoria e a andlise dos dados).

O presente trabalho propoe estudar critérios de parada dando énfase na abordagem

bayesiana. A proxima secao segue o trabalho de Boender e Rinnooy Kan [1].

4.3 Critérios de parada proposto por Boender e Rinnooy Kan

O método GRASP [4, 5, 6, 7] utiliza maltiplas inicializa¢des e uma busca local apli-
cada em cada ponto inicial. Cada iteracio GRASP produz uma amostra de solu¢des em
uma distribuicao desconhecida. Na literatura estatistica € comum admitir a distribui¢do a
priori como uniforme em casos em que esta é desconhecida.

A distribi¢ao binomial € caracterizada pelo niimero de vezes que um distinto 6timo lo-
cal é encontrado nas iteracdes executadas, ou seja, o nimero de vezes que na amostragem
ocorre o sucesso deste distinto 6timo local.

Entao, pode-se obter a informagdo do nimero de diferentes 6timos locais W encon-
trados em n buscas locais e determinar a distribui¢ao da varidvel W. Um diferente 6timo
local tem distribuicdo binomial. Esta distribi¢do € caracterizada pelo numero de vezes
que um distinto 6timo local é encontrado nas iteracoes executadas, ou seja, o nimero de
vezes que na amostragem ocorre o sucesso deste distinto 6timo local.

Desta forma, um conjunto de diferentes 6timos locais segue a distribui¢do multino-
mial. Logo, tendo-se a distribui¢do multinomial a priori do conjunto de 6timos locais,
condicionada a um conjunto de 6timos locais observados, pode-se estimar o nimero de
6timos locais ideal, considerando-se uma funcdo de perda que agrega a perda de tempo
de execucdo e a perda de qualidade da solugao.

Considera-se que os métodos de multiplas inicializacdes fazem uma busca local L
inicializada em cada ponto em uma amostra de distribuicao uniforme sobre o espaco de

solucdes vidveis S. Seja R+ a regido de atracdo de um 6timo local x* dada a busca local
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L, ou seja, um conjunto de pontos no espaco de solugdes vidveis S a partir dos quais,
iniciando-se a busca local L, o 6timo local x* € encontrado. Seja k o nimero de 6timos lo-
cais no espago de solugdes vidveis e 6; o volume relativo da i-ésima (i = 1,. .., k) regido de
atracdo (geralmente desconhecidos). O volume relativo 6; da regido de atragado i € a proba-
bilidade de cada i-ésimo 6timo local ser encontrado em cada execug¢ao. Dado um nimero
de buscas locais n, cada 6timo local observado pode ser considerado como uma amostra
de distribuicdo multinomial de k elementos com probabilidades iguais aos volumes rela-
tivos 6;,..., 6. Definindo-se as varidveis aleatdrias N;, com realiza¢des n;(i = 1,... k),
como o ndmero de vezes que o i-€simo 6timo local é encontrado em n buscas locais, a
probabilidade do evento {(Ny,...,Ni) = (n1,...,n;)} é dada pela distribui¢do multino-
mial:

n! L
P(nl’”.,nk):l_llf—ln.!xneinl’ (41)
1= l- 1=

onde as seguintes restri¢des devem ser satisfeitas: Zle nj=ne Zle 6,=1.

Aplicando-se a funcdo de verossimilhanga, poderia-se obter informacao sobre k, 01, ... .,
O e substituindo valores da amostra observada ny,...,n; em (4.1). Porém, ndo € possivel
decidir para quais 6timos locais um 6; corresponde e distingiiir a ordem em que os
eventos np,...,n; ocorrem. Por exemplo, se em 8 buscas locais um 6timo local é en-
contrado 5 vezes, outro duas vezes e outro uma vez, € imposivel distingiiir entre os
eventos {(N1,N2,N3) = (5,2,1)}, {(N1,N2,N3) = (1,2,5)}, {(N1,N2,N3,N4,N5,Ng) =
(0,5,0,1,2,0)}, etc, para calcular a equagdo (4.1).

A solucao proposta por Boender e Rinnooy Kan [1] € definir mutuamente agregacdes
de eventos individuais ny,...,n; desconsiderando a ordem e omitindo os n;’s que sao
iguais a 0. Para o exemplo acima o evento agregado correspondente é {N|,N,,N3} =
{1,2,5}.

Definida a varidvel aleatéria W, com realizacbes w, como o nimero de diferentes
6timos locais observados em n buscas locais, a probabilidade dos agregados {Ny, Ny, ..., Ny}

¢ dada pela distribuicao multinomial generalizada:
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)

1 n!
P SN, Ay b)) = -
(72, < j:lhj!> T - )3

w
=1 7! (815--,8w) €Sk [w] i=1
onde A é o nimero de n}s que sdo iguais a j e Sg[w] € o conjunto de todas as permutagdes
de w diferentes elementos de {1,...,k} (X n=n,n; >O0parai=1,...,w).

A expressao (4.2) ndo € suficiente, porém, para obter a estimativa de maxima veros-
similhanca do nimero de 6timos locais k, pois esta, conforme Boender e Rinnooy Kan [1]
seria igual a o para todos os possiveis resultados {ny,...,n,}.

Na abordagem proposta pelos autores, os valores desconhecidos de k,0,6,,...,6;
serdo assumidos como as variaveis aleatdrias K, 01, 0,, ..., ®;. Boender e Rinnooy Kan [1]
assumem que os tamanhos relativos das regides de atracdo, as varidveis ®;,..., 0y, se-
guem uma distribui¢do uniforme em um simplex unitario de dimensdo (k—1) [;_| =
{(61,...,6r) | ;>0 (i= 1,...,k),Z§‘:1 6; = 1}. Entdo, dado o resultado ny,...,n,, de
um ndmero n de buscas locais, utiliza-se o Teorema de Bayes para incorporar a idéia da

distribuicdo a priori e calcular a distribui¢do posteriori das varidveis K, ®;, ..., O:

Teorema 1 [1] Dada a fungdo de densidade de probabilidade a priori uniforme p(k, 0y, . ..
Ok) o< (k— 1) (onde o< denota proporcionalidade) e o resultado {ni,...,n,}, a fungcdo de
densidade posteriori do niimero de otimos locais K e do volume relativo das regioes de

atracdo Oy, ..., paran > w+2 é dada por:

P(k, 91,92,...,9k|{n1,n2,...,nw})

GRS R (S VI y ﬁ%" “3)

W'(W_ 1)(n—W_2)'H:V:1 ni! (gl,...,gW)ESk[W]izl

A func¢do de densidade posteriori é encontrada substituindo a multinomial generali-

zada (4.2) e a priori uniforme assumida p(k, 0y,. .., 6;) o« (k— 1) no Teorema de Bayes:
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P(k,01,6s,...,6{n1,n2,...,ny})
_ p({ny,....,n,}Hp(k,61,...,6
Yowlp,  PUn1 e )p({m, v, W ) T A
(k—=1)"Y(e,. awyesiiw [T Og:

= — — 4.4)
Zm:w flm_l (m - 1) ! Z(gl,...,gW)ESm[w] Hrvzl 8i Hi:] dy;
Observa-se que
—1) Y
(n —I— m H .5)
l lnl l:l
€ uma funcao de densidade Dirichlet m-dimensional com parametros n; +1,...,n,, +
1,1,...,1 tal que simplificando (4.4):
P(k, 91, 92, ceey 9k|{n1,n2, ‘e ,nw})
k—1)!
= (m 1)('m' )! (4.6)
USRUED WY e e IO WS EOR ) | ERYC
A prova € finalizada incorporando a igualdade:
i —1)‘m' wiw—1)I(n—w—2)!
= n>w+2 4.7
D e Ty A e T UL

Os coroldrios apresentados a seguir foram estimados por Boender e Rinnooy Kan [1]

em decorréncia do Teorema 1.

Corolario 1 [1, Coroldrio 1.2] O valor esperado, a moda e a varidncia do niimero de

otimos locais K

E(K|{n1,...,nw}):%,n2w+3 (4.8)
w(n—1)
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ww+1)(n—1)(n—2)
(n—w-=2)2n-w-3)

o (K|{ni,...,ny}) = > w4 (4.10)

Corolario 2 /1, Coroldrio 1.3] O valor esperado posteriori do volume relativo ® de

uma regido de atragdo de um otimo local que foi encontrado nj vezes:

(nj+1D)(n+w)
n(n—1)

E(©|{n1,....nn}) = > w2 (4.11)

Corolario 3 [, Coroldrio 1.4] O valor esperado posteriori do volume total das regides

de atragdo observadas €.

(n—w—1)(n+w)
nn—1)

E(Q{ni,...,ny}) = n>w+2 (4.12)

2(n+w)(n—w—1)ww+1)

o2 (Q{ny,...,ny}) = (n—1)2n2(n+1)

> w2 (4.13)

w(n—1)
n—w—2"

Conforme Coroldrio 1, a estimativa bayesiana do nimero de 6timos locais é
Como a estimativa do numero de 6timos locais deve ser um nimero inteiro, € para a
maioria dos pares (n,w) esta expressdo resulta em um nimero real, o seu valor deve ser

truncado subtraindo-se % Portanto, o critério de parada é definido por:

WX <L) LI (4.14)

A solugdo poderia estar em (4.14), ou seja, parar a execucdo da heuristica quando o
nimero de diferentes 6timos locais observados w superar o valor da estimativa bayesiana
inteira do ndmero de 6timos locais. Entretanto, se o critério de parada € satisfeito, a
estimativa do nimero de 6timos locais nao observados € igual a zero, o que implica na
execucdo extremamente longa do algoritmo se o valor da funcdo objetivo tiver muitos
otimos locais com pequenas regides de atracdo. Nesta situacdo, ndo € uma boa idéia
executar a heuristica em busca de todos os 6timos locais. Os autores sugerem levar em
conta o custo da amostragem na definicao do critério de parada, considerando a perda

de terminacao (quando a execuc¢do € parada antes de todos os 6timos locais terem sido
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encontrados) e a perda de execucdo (o custo de uma nova execugao de busca local) em
uma regra que minimize a perda posteriori esperada.

Boender e Rinnooy Kan [1] introduzem quatro func¢des de perda, denominadas Ly, Ly, L3
e L4. A funcdo de perda L, ndo serd abordada devido sua inviabilidade, que sera explicada

mais a diante. A seguir apresentam-se as funcoes L, L3 e Ly:

— A perda de terminagdo L; € igual a uma constante fixa se a amostragem ¢ parada
antes de todos os 6timos locais serem descobertos, ou seja, se o nimero de di-
ferentes otimos locais observados W for menor que o numero de 6timos locais

existentes K:

n+cy, se K> W onde c; € uma constante fixa;
L=

n se K =W;

Nesta funcdo, a unica forma de diminuir a perda de terminagcdo € se todos os

minimos locais forem descobertos.

— A perda da terminacdo L3 € proporcional a fracdo de 6timos locais ndao observados,
ou seja, proporcional a diferenca entre o niimero de 6timos locais existentes K e o

numero de diferentes 6timos locais observados W:

K—-W )
Ly =c3 X + n onde c3 € uma constante fixa.

Neste caso, a fungdo de perda tenta envolver diretamente o minimo global na anélise:
se o verdadeiro nimero de 6timos locais € igual a k e w diferentes minimos locais

forem descobertos, a chance de que o minimo global esteja entre os observados é

igual a (k—w)/k.

— A perda da terminagdo L4 é proporcional ao volume total relativo das regides de

atracdo nao observadas:

Ly = c4(1 — Q) +n onde ¢4 é uma constante fixa.
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A fungdo de perda L4, baseada no volume total relativo de regides de atracdo nao
observadas, reflete o caso em que se estd pouco interessado em encontrar minimos

locais com regides de atracdo extremamente pequenas.

Nao sera abordado neste trabalho a funcio L, em que a perda de terminagdo € propor-
cional ao nimero de 6timos locais nao observados (a perda € reduzida por uma constante
fixa cada vez que um novo 6timo local € observado). Segundo [1], para as regras de
parada baseadas nesta fun¢do de perda, ndo € possivel determinar que a partir de uma
determinada iteracdo a execuc¢ao do programa vai parar. Ou seja, ndo é possivel calcular
um limite m4ximo para o nimero de iteracdes que garanta que a partir dai a perda s vai

decrescer. Este assunto serd melhor abordado adiante, quando for apresentado a definicdao

*
It

de limite méximo n
Uma vez que, para um dado resultado {ny,...,n,}, as perdas posteriori dependem ex-
clusivamente do numero » de buscas locais e do ndmero w de minimos locais observados,
daqui em diante, denota-se por (n,w) o resultado {ny,...,n,}.
Considerando as fungdes de perda L;, j € {1,3,4}, dada uma amostra de tamanho n,
a perda posteriori depois de n’ > n observagdes é uma varidvel aleatéria E(L;|(n',W)). O

objetivo € encontrar, para cada funcdo de perda, o critério de parada que minimize o valor

esperado da seqiiéncia de perdas posteriori

{E(L;|(n', W)} -

Dado um par corrente (n,w) e considerando uma busca local adicional, apenas dois resul-
tados podem acontecer: um 6timo local diferente € observado ou ndo. A probabilidade
posteriori de que a proxima busca ndo resultard na descoberta de um 6timo local nao
observado € igual ao volume esperado posteriori das regidoes de atragdo observadas [1].
Entdo dado o par corrente (n,w), pode-se calcular o valor esperado condicional da perda

posteriori de n + 1 observagdes de acordo com a relagdo de recorréncia

E(E(Lj|(n+1,W))|(n,w)),
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isto é, deseja-se estimar a proxima perda no passo corrente e avaliar se deve-se continuar
a busca ou nao.
Desta forma, uma possivel regra de parada de um passo é terminar a busca se a perda

posteriori esperada de n + 1 observacdes for maior que a perda posteriori atual, isto €, se:

E(E(Lj|(n+1,W))|(n,w)) > E(L;j|(n,w)). (4.15)

A seguir, mostra-se o desmembramento da desigualdade (4.15):

E(E(Lj|(n+17W))|(n7w)) >E(LJ'|(”7W))

(n—w—1)(n+w) w(w—+1)
nin—1) nn—1)

E(Lj|(n+1,w))+ E(Ljl(n+1,w+1)) >E(Lj|(n,w))

(4.16)

Observe que esta decisdao € baseada na premissa que a busca é imediatamente pa-
rada uma vez que a ocorréncia da proxima observacao teria sido executada. Esta regra
checa sempre um passo a frente sem ter certeza se havera um limite méximo a partir do
qual a perda do passo seguinte sempre crescerd. Em contraste, (segundo De Groot [20]),
critérios de parada Jtimos sdo obtidos comparando-se a perda posteriori corrente com
a perda posteriori esperada de outra observacao assumindo-se que a melhor estratégia
¢ adotada dai em diante. Para esta abordagem ser possivel, deve-se encontrar um va-
lor n}“ tal que para todos os pares (n,w) com n > nj a seqiiencia de perdas posteriori é
um submartingale, i.e. a perda posteriori esperada para todos pares (n,w) com n > nj
nunca diminui se uma nova observacao é realizada. Sabe-se entdo que para todos os pares
(n,w) com n = nj‘ a decisdo otima € parar, e € possivel calcular a perda posteriori para
E(Ljl(n, ).

A aplicacdo da desigualdade (4.16) nas funcOes de perda Li,L3 e L4 € mostrada a

seguir !:

'A demonstracio desta desigualdade foi feita aplicando-se respectivamente as equacdes (21), (25) e (27)
na desigualdade (28) de Boender e Rinnooy Kan [1] para calcular E(E(L;|(n+1,W))|(n,w)),j € {1,3,4}
e verificando-se se este é maior ou igual as equagdes (21), (25) e (27), respectivamente, que correspondem
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E(E(Li|(n+ 1,W))|(n,w)) > E(L{|(n,w)),n>n] =c1+1—+/4c1 +1
[(n=w—=1)(n+w) )
_{ nn—1) ]chl I_Hn+l>+n+1

i [ E:j 11>)] :

Y n—1—1i
> 1—Hn_1+l, +n 4.17)

E(E(Ls|(n+1,W))|(n,w)) > E(Ls|(n,w)),n > n} = %3

- [l D o]

n(n—1)
Ll
- (4.18)
E(E(Lg|(n+1,W))|(n,w)) 2E<L4|<"=W>>7”>”3:C3_4
_ {(”—V’:(;l_)i’ﬁw)} x [C4H+ +1}
. {v;g:irll))} [C4 ((:2112)2 tn+ 1}
. 64%+n (4.19)

A partir destes resultados, aplicam-se as desigualdades (4.17), (4.18) e (4.19), re-
cursivamente, na ordem inversa, isto €, de n = n;‘ at¢ n = 1. Uma vez que para todos

os pares (n,w) com n = n* a decisdo Gtima é parar, tem-se que para todos os pares

J

(n,w) com n = n}‘ — 1 a regra de um passo explicada anteriormente é a decisdo 6tima.

Comparando-se a perda posteriori esperada de n+ 1 observacdes e a perda posteriori cor-

aE(Lj|(n,w)),j€{1,3,4}.
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rente (4.17), (4.18) e (4.19), pode-se determinar para cada par (n,w) com n = nj —1lsea
decis@o 6tima € continuar ou ndo. Entdo prossegue-se para o passo nj‘ — 2. Mais uma vez
utiliza-se (4.17), (4.18) e (4.19) para calcular a perda posteriori esperada da continuagao.
Agora, porém, se a decisdo 6tima em (n+ 1,w) ou (n+ 1,w+ 1) é continuar mais uma
vez, substitui-se a perda posteriori esperada calculada anteriormente em (4.17), (4.18) e
(4.19). Trabalhando-se para tras, desta forma, até o primeiro passo, pode-se calcular para
cada par (n,w) se a decisdo 6tima é parar ou ndo. Entdo, nota-se que, dado c;, é possivel
construir uma tabela sumarizando a estratégia de parada 6tima para todas as possiveis
fungdes objetivo. A Figura 4.1 ilustra graficamente a aplicacdo da estratégia de parada
Otima as fungdes de perda Li,L3 e L4 considerando ¢; = 1000. Em resumo, enquanto
um algoritmo, durante sua execugdo, tiver pares (n,w) dentro da regido convexa (regiao
sombreada) do grafico (Figura 4.1), o algoritmo deve continuar. Quando o algoritmo sair

desta area, ele deve parar.

w

160

140 4

120

100 4

T T T T T T T T T T T T n
2 22 42 62 82 102 122 142 162 182 202 222 242

+ Regidode Parada - Ly Regido de Parada - L3 Regido de Parada - L4 —n=w

Figura 4.1: Estratégia de Parada Comparativa

Para ilustrar o cdlculo do critério de parada, considere o exemplo a seguir sobre a
funcao de perda L3:

Calcula-se a estratégia de parada Gtima para todos os pares (n,w) entre n =1 e
n=n;= ﬁf Boender e Rinnooy Kan [1] considera c3 = 1000, entdo n3 = 250. Vol-
tando um passo para tras, checa-se E(E(L3|(n,W))|(n — 1,w)) > E(L3|(n — 1,w)) para
n decrescendo a partir de 250. Supondo {(n—1=249,w = 3) — (n = 250,w = 3)},
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a comparagdo € representada por E(E(L3|(250,W))[(249,3)) > E(L3|(249,3)). Subs-
tituindo em (4.18) conforme (4.20), dado que E(E(L3|(250,W))[(249,3)) = 262,0 ¢

E(L3|(249,3)) =261, 1, o critério para o par (n =249, w = 3) é parar.

E(E(L3](249 + 1,W))|(249,3)) > E(L3| (249,3)),n > n§ =

4

(249 -3 —1)(249 4 3) 3

— 1000~" 4249 + 1
{ 249249 — 1) X | 10005 +249+

3(3+1) 341
— 2T 1 110002—— +249+ 1
+ {249(249—1)} { 000749 +299+ }

> 1000 +249

2491
—=262,0 > 261, 1 (4.20)

4.4 O framework GRASP_BSR

Nesta secdo sera apresentado o framework GRASP_BSR, do inglés GRASP with Baye-
sian Stopping Rule, que implementa o critério de parada proposto por Boender e Rinnooy
Kan [1] aplicado a metaheuristicas GRASP. O framework GRASP_BSR pode ser visto na
Figura 4.2.

Os parametros de entrada sdo: fungdo de perda L;,j € {1,3,4}, controle ¢ e um
conjunto P de parametros GRASP. O parametro ¢ € usado para calcular a perda poste-
riori correspondente as desigualdades (4.17), (4.18) e (4.19) para E(L;|(n,w)) e calcular
o limite superior de itera¢des ;.

A seguir, relata-se o significado das varidveis usadas. A varidvel n representa o
ndmero corrente de iteracdes GRASP; a varidvel w indica o nimero de diferentes 6timos
locais encontrados; o conjunto O armazena os w diferentes 6timos locais encontrados du-
rante a busca; a varidvel nj € o limite superior de iteragdes definido pelo critério de parada
J; avariavel melhor_sol armazena a melhor solucdo encontrada até o momento; a varidvel
parada indica se a busca deve parar ou continuar; a variavel s armazena a solu¢do corrente

e as variaveis x| e x, sdo usadas para armazenar os valores das perdas posteriori.

As varidveis sdo inicializadas nas linhas 1-6. Na linha 4 ¢ chamada a funcao que cal-
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cula o limite superior de iteragdes n;

conforme os critérios de parada definidos anterior-
mente em (4.17), (4.18) e (4.19) (Figura 4.3). A variavel que guarda a melhor solucao até
o momento € atualizada na linha 5. O niimero de iteragdes corrente n € atualizado na linha
8. O procedimento Uma_Iteragdo_GRASP chama uma iteracio GRASP completa (fases
construtiva e de busca local) de uma especifica implementacdo GRASP para o problema
tratado com o conjunto P de parametros, e retorna a solu¢do 6tima local s. A melhor
solucdo encontrada até o momento € atualizada na linha 10. Na linha 11, verifica-se se a
solucdo 6tima local s ndo existe em O, o conjunto de 6timos locais. Caso verdadeiro, o
nimero w de diferentes 6timos locais w € atualizado na linha 12 e a solugdo s € incluida
no conjunto O na linha 13. Na linha 15 € testado se a iterag@o corrente n € maior ou igual
a condi¢cdo necessdria para o teste do critério de parada (w+2). Se verdadeiro, a perda
posteriori esperada de n+ 1 iteracOes (observagdes) x; € calculada na linha 16 e a perda
posteriori corrente x, € calculada na linha 17. A busca para se x; > x, (para iteragao
corrente n maior ou igual a condi¢io necessdria para o teste do critério de parada (w+2))
ou se o numero de iteracdes n € maior ou igual ao limite superior de iteracoes nj‘ (linhas
19-21). A melhor solucdo encontrada na busca € retornada na linha 23.

Para finalizar, deve-se considerar o custo adicional de se contabilizar os diferentes
otimos locais w (linhas 11 a 14 do pseudo cddigo). Considerando-se uma solugdo re-
presentada como um conjunto de m elementos (o tamanho do problema), verificar a
igualdade de duas solucdes custa O(m). Como, a cada iteragdo, esta verificagdo é rea-
lizada para w 6timos locais e, no pior caso, w = n;‘-, tem-se que a complexidade de uma
iteracdo da busca € adicionada em O(n}‘ m), sendo o valor de n; calculado em fungéo da
constante ¢ (Figura 4.3). E importante salientar que o framework proposto é genérico e
duas dadas solucdes sio consideradas dois 6timos locais distintos quando suas respectivas
configuracoes sdo distintas. Casos especiais como, por exemplo, o de solugdes simétricas
que acontece, por exemplo, em coloracdo de vértices, necessita um tratamento diferen-

ciado.
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Framework GRASP_BSR(L;, j € {1,3,4};c,P);
w <« 0;
n<—0;
010
n}f < Calcula limite_sup_iteracao(c,j);
melhor_sol < Inicializa Melhor_Solucao;
parada «— FALSO;
enquanto (NAQ parada) faca
n—n+1;
s «— Uma_Iteracdo_GRASP(P);
10 Atualiza Melhor_Solucao(s,melhor_sol);
11 se (s ¢ O) entdo

0NN LN AW~

O

12 w—w+1;

13 O — 0U{s};

14 fim-se

15 se (n > w+2) entao

16 x1 — E(E(Lj|(n+1,w))|(n,w));

17 xp «— E(Lj|(n,w));

18 fim-se

19 se((x;>xen>w+2) ounzn;‘.) entao
20 parada < VERDADEIRO;

21 fim-se

22 enquanto
23 retorna melhor_sol
24 fim-GRASP_BSR.

Figura 4.2: O framework do procedimento GRASP BSR usado para implementar os
critérios de parada proposta por Boender e Rinnooy Kan [1], aplicado a metaheuristicas
GRASP.

Funcao Calcula limite _sup_iteracao(c, j);
1 caso jigual a

2 L:n*=ci+1—+4dc+1

3 3:n" =

4 4:n* =3

5 fim-caso

6 retornan*

7 fim-Calcula limite sup_iteracao.

Figura 4.3: Pseudo cédigo da fungdo que calcula o limite superior de itera¢des nj‘
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5 Heuristicas baseadas na metaheuristica GRASP

Neste capitulo sao abordadas cinco heuristicas baseadas na metaheuristica GRASP [4,
5, 6, 7] para solucionar problemas de otimiza¢do combinatdria, nas quais serdo aplicados

os critérios de parada estudados nesta dissertacao.

5.1 GRASP para o problema de conjunto independente maximo

Segundo Feo, Resende e Smith [21] aplicac¢des préticas do problema de conjunto in-
dependente miximo sdao abundantes como, por exemplo, recuperacdo de informagdes,
andlises de transmissao de sinal, teoria da classificagdo, algumas aplica¢des de economia,
programacdo de escala, desenho experimental e visdo computacional, além de ser uma
sub-rotina em heuristicas de coloracio de grafos.

O problema e o espaco de solugdes vidveis sdo definidos desta forma: seja G = (V,E)
um grafo ndo-direcionado com conjunto de vértices V e conjunto de arestas E. Vértices
u,v € V sdo ndo-adjacentes se (u,v) ¢ E. Um conjunto de vértices S C V € independente se
todos os vértices em S ndo tem pares adjacentes. No problema de conjunto independente
maximo o que se quer € encontrar um conjunto independente com cardinalidade maxima.

Encontrar um conjunto independente maximo € equivalente a encontrar um clique
maximo ou uma cobertura de vértice minimo de um grafo.

Aiex, Resende e Ribeiro [13] resume bem a proposta do algoritmo abordado em Feo,
Resende e Smith [21], baseado na metaheuristica GRASP, para problemas de conjunto

independente maximo, conforme mostrado a seguir:
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5.1.1 Fase de construcao

O algoritmo inicializa um grafo G’ = (V’/,E’) igual o grafo original e o conjunto inde-
pendente S como o conjunto vazio. O conjunto independente € construido colocando-se
em S um vértice a cada iteracdo. A funcdo gulosa que guia a fase de construgdo € o grau
do vértice em relacdo ao grafo em construcdo. A heuristica seleciona entre os vértices
do grafo o vértice independente com grau minimo. A func¢do gulosa é adaptada apds a
selecdo de cada vértice para o conjunto independente.

A seleciio do vértice é aleatoria, restrita aos vértices na LRC. Sejam d e d respectiva-
mente o grau minimo e miximo de todos os vértices de trabalho (ainda nao levados para
o conjunto S). A lista restrita de candidatos LRC = {v € V' | d(v,G') < d+ a(d —d)}

onde o parametro & controla o tamanho daLRCeétal que 0 < o < 1.

5.1.2 Fase de busca local

A busca local usa o0 movimento troca(p,q), definido na Secdo 2.2. Um componente
¢ um vértice do conjunto independente S. Neste movimento remove-se p vértices x do
conjunto independente S e o substitui por g vértices ndo-adjacentes tal que estes sdo ndo-
adjacentes para qualquer vértice em S\ {x}. Uma solugio 6tima local é detectada quando

mais nenhuma troca € possivel.

5.2 GRASP para o problema quadratico de atribuicao

Resende, Pardalos e Li [22] propdem uma heuristica para o caso especial do pro-
blema quadratico de atribuicao ”denso”. Estes problemas tem aplica¢des em instalagdes
elétricas/eletrOnicas, onde cada componente de um computador deve estar localizado de
tal forma que minimize-se a quantidade de fios para conecta-los; na arquitetura de um
hospital, para localizar seus servi¢os de forma a minimizar o tempo ou a distincia para
comunicacao entre as salas; no design de um teclado; entre outros [2].

Dado um conjunto N = {1,2,...,n} e matrizes F = (f;;) e D = (dj;) de dimensdes

n X n, o problema quadratico de atribui¢do, em ingés Quadratic Assignment Problem
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(QAP), pode ser definido como:

non

minperty Y, Y fiidpip(i) (5.1

i=1j=1

onde [[y € o conjunto de todas as permutacOes dos elementos de N. Uma das maiores
aplicagdes de QAP estd na teoria da locacdo onde a matriz F = (f;;) ¢ a matriz de fluxo
de materiais do servigo i para o servico j, e D = (dy;) é a matriz de distancia da locali-
dade k para a localidade /. A contribuicdo para o custo total de simultaneamente instalar
o servi¢o i na localidade k e o servigo j na localidade I € f;;.dy. O objetivo € encon-
trar uma instalacdo de todos os servigos em todas as localidades, tal que o custo total da

atribuicdo seja minimizada. Esta formulacdo tem uma limitacdo que as matrizes F e D

sejam simétricas.

5.2.1 Fase de construcao

Esta fase é composta por duas etapas. A idéia € atribuir servigos com alta interacdo
(valores de f;; altos) a locacbes proximas (valores de dy; baixos). Entdo € necessario
ordenar as distancias entre locacdes em ordem crescente e 0s servigos entre as mesmas
em ordem decrescente. Seja diy ;1 < dipp < ... S dipip € fir,j1 = fio,j2 = oo 2 fipjps

2

onde p = n” —n. Os produtos diy 1. fi1,j1,dk2,12-fi2,j25 - - - dip.1p-fip,jp $80 dispostos em

ordem crescente. Entre os menores produtos d ;. f; j, um € selecionado aleatoriamente

2 _ n distancias

na primeira etapa da fase de construcdo. Como ordenar todas as p = n
e fluxos € ineficiente, somente € ordenado as ng = Bp, onde § € um parmetro tal que
0 < B < 1. Entre estes nf3 = B p pares de atribui¢oes, um par é selecionado aleatoriamente
do conjunto de ang atribuigdes com os menores produtos dy;. fij, onde o € um parametro
talque 0 < a < 1.

Na segunda etapa da fase de construcao, a idéia € favorecer, entre os n — 2 servigcos
remanescentes a serem instalados, aquelas atribui-¢des que agregadas ao conjunto de
atribuicoes ja feitas, incorporem baixo custo a solugdo parcial corrente. Seja I" o conjunto

de g atribui¢cdes em um dado ponto da fase de construgdo, isto &, I' = { (i1, k1), (i2,k2), - - -,

(ig,kq)}. O custo da atribui¢do do servigo j a localidade /, considerando as atribuicdes ja
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feitas, é dado por:

cij= Y. fijdu (5.2)

(i,k)er
Todos os pares servigo-localidade ndo associados (j,/) sdo ordenados em ordem cres-
cente de custo. Entre os pares que tem os menores «.|I'| custos, um € selecionado aleato-
riamente e adicionado ao conjunto I'. O procedimento € repetido até todas as atribui¢cdes

serem feitas.

5.2.2 Fase de busca local

Utiliza busca local na vizinhanca troca(2,2), ou seja, todas as possiveis trocas 2 a 2
dos pares servigo-localidade sdo consideradas. Se uma troca melhora o custo, esta troca €

aceita. O procedimento continua até nenhuma troca melhorar o valor da solugao.

5.3 GRASP para o problema de satisfabilidade maxima ponderada

Resende, Pitsoulis e Pardalos [9] propdem uma heuristica para o problema de satis-
fabilidade maxima ponderada. Este problema pode ser aplicado em diversas dreas tais
como diagnésticos de sistemas, banco de dados, “time-tabling”, etc.

Sejam m clausulas Cy,C;,...,C,, envolvendo n varidveis booleanas xy,x»,...,x, com
atribuicdo de verdadeiro ou falso (1 ou O respectivamente). Existe um peso nao-negativo

w; associado a cada cldusula C;. A defini¢do da clausula i é:

Cij=Jlij (5.3)
j=1
onde 7; é o nimero de literais na cldusula C; e os literais /;; € {x;,%; | i=1,...,n}. Em

um problema de satisfabilidade méxima ponderada (MAX-SAT) o que se faz € determinar
a atribuicdo de valores “verdade” para as n varidveis que maximizam a soma de pesos de
cldusulas satisfeitas.

O problema de satisfabilidade clédssico (SAT) € um caso especial do MAX-SAT na

qual todas as clausulas tem peso unitério e o que se quer € decidir se existe uma atribuicao
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de peso total m. MAX-SAT é NP-Completo mesmo quando cada cldusula contém exata-

mente dois literais (MAX-2SAT) [9].

5.3.1 Fase de construcao

A fase de construcdo consiste de n iteragdes. Sejam N = {1,2,...,n} e M ={1,2,...,
m} o conjunto de indices das varidveis e de cldusulas, respectivamente. Solucdes sao
construidas atribuindo-se verdadeiro (c6digo 1) ou falso (codigo 0) para cada varidvel.
Desta forma, para definir uma lista restrita de candidatos, ha duas potenciais atribuicdes
para cada varidvel: 1 ou 0. O objetivo da fun¢do gulosa é maximizar o peso total de
clausulas ainda ndo satisfeitas que tornam-se satisfeitas depois da atribuicdo em cada
iteracdo. Parai € N, seja F;r o conjunto de cldusulas ainda ndo satisfeitas que poderiam
ser satisfeitas se a varidvel x; = 1. Da mesma forma, seja I';” o conjunto de cldusulas ndo
atribuidas que poderiam ser satisfeitas se a varidvel x; for falsa.

Sejam 7;‘+ e ¥, osomatorio dos pesos das cldusulas satisfeitas pelas atribui¢des x; = 1
e x; = 0, respectivamente ’y;“ =) jersWwje DY jer- Wi A escolha gulosa € selecionar
a varidvel x; com os maiores valores ¥ ou % . Se ¥ > ¥, entdo a atribuigdo x; = 1 é
feita, sendo x; = 0. Note que com todas as atribui¢des feitas, o conjunto l“i+ e I';” muda
para todo i, para refletir a nova atribuicdo. Isto conseqiientemente muda os valores de y;“
e ¥, , caracterizando a componente adaptativa da heuristica.

E assegurado que uma selecdo aleatdria sera feita entre os melhores candidatos em

qualquer dada atribui¢do. Sejam

v*=max{y", ¥ | x; ainda ndo atribuido}

¥, =min{y", ¥~ | x; ainda ndo atribuido}

seja @(0 < a < 1) o pardmetro da lista restrita de candidatos. Um candidato x; = verda-
deiro € inserido dentro da LRC se yi* > %+ a.(y* — 7). Da mesma forma, um candidato

x; = falso € inserido dentro daLRC se ¥, > ¥+ a.(Y* — %).
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5.3.2 Fase de busca local

Dado uma atribuicao x € {0, 1}", definimos a vizinhanga N(x) = troca(1,1) como o
conjunto de todos os vetores y € {0, 1}" tal que ||x — y||» = 1. Denota-se por w(x) o peso
total de cldusulas satisfeitas pela atribuicdo verdade x, entdo a atribui¢do verdade x é um
maximo local se e somente se w(x) > w(y), para todo y € N(x). Come¢ando com uma

atribuicdo x, a busca local encontra o maximo local y em N(x). Se y # x, faz-se x = y.

5.4 GRASP para o problema de planarizacao de grafos

Conforme [23], um grafo € considerado planar se ele pode ser desenhado em um
plano, de tal forma que as arestas ndo se cruzem. A planarizacdo de grafos tem grande
aplicagdo em projetos de circuitos VLSI (vem do inglés “Very Large Scale Integration”,
integragdo de grande escala). Dado um grafo G = (V,E) com conjunto de vértices V e
conjunto de arestas E, o objetivo da planarizagdao de grafos € encontrar um subconjunto
de cardinalidade minima de arestas F C E tal que o grafo G’ = (V,E \ F) (resultante da
remocao das arestas F' de G) € planar.

Este problema é também conhecido como o problema do sub-grafo planar maximo.
Um sub-grafo planar maximo é um sub-grafo planar G’ = (V/,E’) de G = (V,E), tal que

a adi¢d@o de qualquer aresta e € E \ E’ para G’ torna-o ndo planar.

5.4.1 Fase de construcao

Sejam gg(v) o grau do vértice v com respeito a G, o grau minimo g = min,ev{gc(v)}
e 0 grau maximo g = max,ey{gc(v)}. A lista restrita de candidatos (LRC) é composta
pelos vértices com grau no intervalo [g, (g — g) + g].

Seja Gy o grafo induzido em G por V \ {vi,v,...,v;} na k-ésima iteracdo. Seja
ADJg, ,(vik—1) o conjunto de vértices de Gy adjacentes de v,_; em G. A LRC é com-
posta de todos os vértices em ADJg, , (vx—1) com o grau no intervalo [g, (g —g) +g| em
Gy. Por outro lado, se ADJg, ,(vik—1) =0, a LRC é composta de todos os vértices niao

selecionados com o grau no intervalo [g, &t(g — g) + g] em G.
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Considere a seqiiencia de vértices IT = (v1,v2,...,v)y|) € 7(v) a posigdo relativa do
vértice v € V na seqiiéncia I1. Seja e; = (a,b) e ex = (c,d) duas arestas de G, tal que,
sem perda de generalidade, w(a) < w(b) e m(c) < m(d). Estas arestas sdo cruzadas com

respeito a seqiiéncia ITse 7(a) < w(c) < n(b) < w(d) ou (c) < w(a) < w(d) < w(b).

5.4.2 Fase de busca local

A busca local é feita na vizinhanca N(IT) formada por todos os vértices na seqiiéncia
IT diferindo em exatamente duas posi¢oes: N(IT) = {II' = (v}, ... ,vTV|) V=, Vi #

. !/ /I
Jok Vi = v, vy =v;}

5.4.3 Pos-otimizacao (procedimento de coloracao dupla)

Seja H = (E,I) um grafo onde cada um dos vértices corresponde a uma aresta do grafo
G. Vértices de e] e ep de H sdo conectados por uma aresta se a aresta correspondente de G
cruza com respeito a seqiiéncia I1. Um grafo sobreposto tem seus vértices localizados em
uma correspondéncia um-a-um com uma familia de intervalos na linha. Dois intervalos
sdo considerados sobrepostos se eles cruzam e nenhum € contido no outro. Dois vértices
do grafo sobreposto sdo conectados por uma aresta se e somente se eles correspondem a
intervalos sobrepostos. Desta forma, o grafo H € um grafo sobreposto associado com a
representacao de G definido pela seqii€éncia I1.

O procedimento de coloragdo dupla consiste na coloragdo de um nimero maximo de
vértices do grafo sobreposto H tal que cada uma das duas cores A (azul) e V (vermelho)
formam um conjunto independente. Este procedimento equivale a busca de um sub-grafo
bipartido tendo o maior nimero de vértices. Portanto, equivale a desenhar as arestas do
grafo G acima ou abaixo da linha, onde os vértices tem sido localizado, de acordo com a

seqiiéncia IT.
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5.5 GRASP para o problema de recobrimento

O problema de recobrimento, abordado por Feo e Resende [4] visa encontrar, dentro
de um conjunto, um subconjunto de cardinalidade minima composto por um conjunto
selecionado de elementos que satisfazem (“cobrem’) um conjunto de restri¢des.

Sejam n conjuntos finitos Py, Ps, ..., P, representados pelos conjuntos / = U(P;: 1 <
j<n)=A{l,....m}eJ={l,...,n}. Um subconjunto J* de J € chamado de cobertura
se U(P; : j € J*) =1. O problema de recobrimento é encontrar uma cobertura de cardi-
nalidade minima. Definido A como a matriz m x n composta de elementos (0, 1), tal que
a;jj = 1 se e somente se i € P;, uma formula¢ido de programacao inteira para o problema

de recobrimento €

minimizar e,x 5.4

sujeito a Ax > e, x =0,1 (5.5

onde ¢; ¢ um vetor de 1’s de tamanho &, e x € um vetor de (0, 1) de tamanho n com x; =1
se e somente se j € J*.

A matriz A de entrada utilizada em [4] pertence a classe dos sistemas triplos de Steiner
com largura igual a um. A largura 8 da matriz de (0,1) A é o nimero minimo de colunas
que pode ser selecionado de A tal que todas as somas de linhas resultantes de uma sub-
matriz de A tem no minimo f elementos. Desta forma, para todos os pares de coluna j e

k existem exatamente uma linha i na qual a;; = ay = 1, (i, j, k).

5.5.1 Fase de construcao

Cada cobertura J° é construida iterativamente. Seja I a cardinalidade méxima dos
conjuntos Plo, ...,PY, a lista restrita de candidatos (LRC) & é o conjunto de indices j
correspondentes aos conjuntos PJQ com cardinalidade maior ou igual a & x I'. Um indice
k é escolhido aleatoriamente da LRC e adicionado ao conjunto J°. Entio o conjunto

correspondente ao indice selecionado P,? ¢ adicionado ao conjunto (Plo, .., PY).
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5.5.2 Fase de busca local

Dado uma cobertura J°, a busca local procura remover, um a um, os seus elementos,
com a finalidade de verificar se o elemento é supérfluo ou ndo. Caso o elemento seja
supérfluo, ele é mantido fora da solucdo. Caso contrério, ele é colocado de volta na
cobertura.

A cada nova cobertura J°, avalia-se se a cobertura corrente contém a menor cardi-
nalidade comparado as coberturas geradas anteriormente. Caso o fato seja verdadeiro, a

cobertura corrente J° é armazenada como a melhor cobertura J*.
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6 Resultados computacionais

Neste capitulo serdo apresentados os resultados computacionais. Serd descrito o am-
biente computacional usado para conduzir os experimentos e as instancias selecionadas
para cada uma das cinco heuristicas GRASP. Serdo apresentados para cada combinagao
“critério de parada-heuristica-instancia” o tempo de parada (ndmero de iteracdes) e a qua-

lidade da solucdo e analisados os seus resultados.

6.1 Projeto experimental

Segundo Rardin e Uzsoy [3], a avaliacao dos algoritmos baseados em metaheuristicas
geralmente € feita empiricamente: aplicam-se procedimentos em uma colecao de instan-
cias especificas e compara-se a qualidade da solug¢do observada e o custo computacional
entre as abordagens avaliadas.

Na Secdo 4.4 foi apresentado o framework GRASP_BSR usado para implementar os trés
critérios de parada propostos por Boender e Rinnooy Kan (detalhes na Se¢do 4.3) em
heuristicas baseadas em GRASP. Experimentos computacionais foram executados com o
framework GRASP_BSR nas cinco heuristicas GRASP mostradas no Capitulo 5, a saber:
GRASP para o problema de conjunto independente méximo (programa gmis de Resende,
Feo e Smith [24]); GRASP para o problema quadratico de atribui¢do (programa ggapd de
Resende, Pardalos e Li. [22]); GRASP para o problema de satisfabilidade maxima pon-
derada (programa maxsat de Resende, Pitsoulis e Pardalos [9]); GRASP para o problema
de planarizacdo de grafos (programa gmpsg de Ribeiro e Resende [23]) e GRASP para o

problema de recobrimento (programa sc de Feo e Resende [4]). O projeto experimental
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totaliza 15 abordagens do tipo “heuristica versus critério de parada”, daqui em diante cha-
mada de “heuristica-parada”. A heuristica para o problema quadratico de atribui¢ao foi
testada com 18 instancias e as demais heuristicas foram testadas com 5 instancias cada,
em um processo de compilacdo, detec¢ao de erros, validacio, organizagdo e andlise dos
resultados.

Nos experimentos computacionais foram utilizadas instancias com diferentes niveis
de dificuldade conforme parametros descritos na Secdo 6.3. As instancias para os progra-
mas gmpsg, maxsat e sc foram fornecidas por um dos autores das heuristicas abordadas,
as instancias para o programa gqapd estavam disponiveis na biblioteca QAPLIB [25] e
as instancias para o programa gmis foram criadas por gerador de instancias aleatdrias.
Dados uma semente aleatdria e uma lista de parametros, estes geradores criam instancias
aleatorias consistentes com estes parametros. Na Se¢@o 6.3 encontram-se mais detalhes
sobre as fontes das instancias.

Para cada uma das 114 combinagdes “heuristica-parada” versus “instancia‘”’, daqui
em diante “heuristica-parada-instancia”, foram feitas 10 execu¢des independentes e men-
surados o ndmero de iteracdes, a qualidade da solu¢do e o nimero da iteracdo onde foi
encontrada a melhor solucao. As sementes aleatdrias que inicializam a execu¢do variam
de 1 a 10 e o gerador de nimeros aleatdrios utilizado foi baseado em Schrage [26].

Para a comparacao dos critérios de parada serd armazenado o tempo de parada (nimero
de iteracdes) de cada abordagem “heuristica-parada” e a qualidade da solugdo para este
dado tempo. Desta forma, serd possivel avaliar as abordagens mais rdpidas e as de me-
lhor qualidade (através do valor da funcdo objetivo da melhor solugio encontrada). E
necessdrio perceber se ha uma convergéncia entre rapidez e qualidade para alguma abor-
dagem ou se ha conflitos onde uma abordagem supera a outra em um sé quesito, mas nao
nos dois. Os experimentos indicardo também a efici€ncia ou nao de critérios de parada
“inteligentes” em relagdo a opg¢ao de se utilizar um nimero fixo de iteracdes. Com este
objetivo seré feito um estudo comparativo com as heuristicas executando um niimero fixo
de iteracoes.

Em um estudo comparativo, o ideal é se obter o cédigo-fonte original das heuristicas
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abordadas, e assim, poder relatar os resultados produzidos tanto pelo programa original
quanto pelo programa implementado com os critérios de parada, sem perder a compa-
rabilidade por causa do efeito maquina (processador, sistema operacional, etc). No pre-
sente trabalho isto foi possivel, pois os codigos-fontes das heuristicas GRASP abordadas
[9, 22, 23, 4, 24] foram disponibilizados por um dos autores.

Sobre a documentacdo é importante ressaltar que foram apresentadas as informacgdes
sobre as métricas de desempenho (nimero de iteracdes e qualidade da solu¢do encon-
trada), o nome e a fonte dos programas (heuristicas), a configuracao do computador (pro-
cessador, sistema operacional, linguagem de programacdo e compilador), a especificacao
das instancias, o gerador de nimeros aleatdrios, as sementes e os parametros utilizados.
Todas estas informagdes sdo necessarias para garantir a reprodutibilidade dos resulta-
dos [27].

Ressalta-se que as andlises empiricas estao limitadas ao cendrio proposto neste projeto
experimental, ou seja, todas as conclusdes referem-se, a priori, apenas para as instancias
avaliadas no estudo em questao. Pode-se afirmar que uma abordagem € melhor que as ou-

tras avaliadas, porém ndo € plausivel generaliza-la como a melhor de todas as existentes.

6.2 Ambiente computacional

Os experimentos foram feitos em um computador HP Pavillion dv6000 com processa-
dor AMD Turion 64 X2 com 2GB de memoria em um sistema operacional Ubuntu Linux
7.1.

Os programas foram escritos em Fortran (as versdes originais dos programas utiliza-
dos foram escritos em Fortran e por isso as novas versdes estdo em Fortran) e os codigos
foram compilados com o compilador g77 versao 3.4.6. Os programas para o problema de
conjunto independente maximo, para satisfabilidade maxima ponderada, para o problema
quadratico de atribui¢@o e para planarizacdo de grafos foram compilados usando a op¢ao

-0 -static e para recobrimento foram compilados usando as opg¢des -o.
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6.3 Instancias

As instancias utilizadas no programa para o problema de conjunto independente maxi-
mo foram escolhidas de uma das classes mais estudadas de grafos aleatérios em Bollo-
bas [28] denotado por G, ,. Estes grafos possuem n nds e cada arco (i, ), para i,j =
1,...,n e i+# j, existe segundo uma probabilidade p. Foram utilizados grafos com os
seguintes pardmetros: (i) Gy ,(n = 100, p = 0,2) (991 arcos); (ii) G, ,(n = 100,p =0,5)
(2505 arcos); (iii) G, (n = 150, p = 0,2) (2173 arcos); (iv) G p(n = 150,p =0,5) (5556
arcos) e (v) G, »(n =500, p = 0,5) (62523 arcos). Tais grafos foram gerados aleatoria-
mente através do programa gngrf de Resende, Feo e Smith [24].

Para o problema quadratico de atribuicdo, foram selecionadas 18 instancias da colecao
QAPLIB de Burkard, Karisch e Rendl [25]. Essas instancias possuem pelo menos uma
das matrizes de distancia ou de fluxo simétricas. O valor 6timo de todas as instancias
deste grupo é conhecido. Sao elas: chrl12a, chrl5a, chr20a, chr25a, els19, esc16a, esc32a,
kra30a, nugl18, nug25, nug30, rou20, sko42, ste36a, tai25a, tai30a, tho30 e wil50.

Para o programa de planarizacdo de grafos, foram utilizadas instancias de Ribeiro e
Resende [23] (originalmente apresentadas em Cimikowski [29] e Goldschmidt e Takvo-
rian [30]). Sdo elas: g10, rg50.1, rg200.1, tg100.1 e tg200.1.

As instancias para satisfabilidade maxima ponderada foram escolhidas entre as instan-
cias apresentadas em Resende, Pitsoulis e Pardalos [9]. Sao elas: jnh8, jnh16, jnh201,
jnh218 e jnh307.

Para o programa de recobrimento, foram adquiridas instancias em Feo e Resende [4]
originarias de Fulkerson, Nemhauser e Trotter [31] e Ramakrishnan [34]. S3o elas: data.9,

data.45, data.81, data.135 e data.243.

6.4 Analises dos Resultados

Relembrando a Se¢do 4.3, para dado valor c¢; uma simples tabela resume a estratégia
de parada 6tima para as fungdes de perda L, L3 e L4, onde o limite superior de iteracoes

de cada fung@o de perda L; ¢ dado pelo valor da varidvel n}. A execugdo de um programa
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Tabela 6.1: Relagdo entre ¢; e n}.

n; = 1.000 10.000 100.000

¢j
Ly c¢j+1—+/4c+1| 1.000 10.000 100.000
L3 cj/4 4.000 40.000 400.000
Ly cj/3 3.000 30.000 300.000

para ou porque a perda posteriori esperada de n + 1 iteragdes € maior ou igual a perda
posteriori corrente ou porque o nimero de iteragdes alcangou o limite superior nj

Os trés graficos tedricos da Figura 6.1 ilustram a regido de continuidade do algoritmo
para c; € {1.000,2.000,5.000}. Observa-se que quanto maior o valor do pardmetro c;,
maior a regido de continuidade do algoritmo.

Desta forma, considerando-se que pretende-se executar, no maximo, um dado niimero
de n iteracdes, deseja-se investigar o comportamento do framework GRASP_BSR para cada
um dos critérios de parada fazendo nj = n. Para tal, foi idealizado o experimento que
compara a qualidade das solugdes obtidas pelo framework GRASP_BSR com aquelas obti-
das pelo GRASP original com n iteragdes para n € {1.000, 10.000,100.000}. O objetivo
¢ perceber se dado um limite méximo de iteragdes que o usudrio possa esperar, o que €
mais vantajoso: executar este limite como nimero fixo de iteragdes ou utilizar um critério
de parada inteligente que demore até no maximo este limite. A escolha favorecerd o

critério de parada inteligente se a qualidade da sua solucao for igual ao do nimero fixo de

iteragdes com um ndmero de iteracdes menor. A Tabela 6.1 relaciona, para cada funcao

*

de perda Lj, os valores do pardametro ¢; com os valores do limite superior de iteragoes 7;

usados no experimento.

A métrica usada para avaliar a qualidade da solucdo ¢ seré calculada como a diferenca
relativa entre o valor da solugdo obtida em GRASP_BSR (sGrasp_ssr), € 0 valor da melhor
solu¢@o conhecida (Syenor). A qualidade g é um indice de escala de 100 pontos, onde

quanto mais proximo de 100, melhor a qualidade da solugao:

Smelhor
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C=1000
400,00 =
300,00 -
=
200,00
100,00 =
0,00 T T
0,00 100,00 200,00 300,00 400,00
n
C =2000

0,00 100,00 200,00 300,00 400,00 500,00

400,00

300,004

100,00 =

0,00

T T T T T
0,00 100.00 200,00 300,00 400,00 500,00

Figura 6.1: Grifico tedrico com o pardmetro c; igual a 1000, 2000 e 5000.
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As Tabelas 6.2, 6.3 e 6.4 mostram os resultados detalhados do experimento para os
problemas de conjunto independente méximo, de satisfabilidade méxima ponderada, de
planarizacdo de grafos e de recobrimento. Existem quatro grupos de linha, um para
cada heuristica GRASP e suas cinco instancias. A primeira coluna identifica o nome da
instancia. Em seguida, um grupo com trés colunas apresenta os resultados para heuristica
GRASP original com um nimero fixo de n iteragdes. Para cada critério de parada L, L3
e L4 existe um grupo com cinco colunas que apresentam os resultados para GRASP_BSR.
Para todos os grupos, a coluna w mostra o nimero de diferentes 6timos locais, a coluna
s a melhor solu¢do encontrada, e a coluna mi reporta o nimero da iteragdo onde a me-
lhor solucao foi encontrada. Para os ultimos trés grupos, a coluna n representa o nimero
de iteracdes executadas e a coluna g representa a qualidade da solucdo de acordo com
(6.1), onde s;,¢140r € igual ao valor de s para 0 GRASP original com 7 itera¢des. Todos os
resultados sao médias de 10 execucdes independentes.

As Tabelas 6.5, 6.6 e 6.7 mostram os resultados detalhados do experimento para o
problema quadrético de atribui¢do. Para este problema o valor da melhor solucio € o
valor 6timo s*. A primeira coluna identifica 0 nome da instancia e a segunda coluna
mostra o valor da solu¢@o 6tima s*. Em seguida, um grupo com quatro colunas apresenta
os resultados para heuristica GRASP original com um ntimero fixo de n iteragdes. Para
cada critério de parada Li,L3 e L4 existe um grupo com cinco colunas que apresentam
os resultados para GRASP_BSR. Para todos os grupos, a coluna w mostra o nimero de
diferentes 6timos locais, a coluna s a melhor solu¢do encontrada, a coluna mi reporta
o ndmero da iteragdo onde a melhor solugdo foi encontrada e a coluna g representa a
qualidade da solucdo de acordo com (6.1), onde ;010 = s*. Para os tdltimos trés grupos,
a coluna n representa o nimero de iteragdes executadas. Todos os resultados sao médias
de 10 execugdes independentes. Ao todo, foram realizadas 4.560 execugoes.

A Tabela 6.8 sumariza os resultados. Para cada uma das cinco heuristicas e para
cada um dos trés valores de n; existe uma linha na tabela com as médias dos resultados
apresentados nas Tabelas de 6.2 a 6.7, a quarta linha do grupo mostra a média dos trés

valores de n}‘ para a mesma combinagdo heuristica e critério de parada. O dltimo grupo
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de quatro linhas mostra as médias das cinco heuristicas. A primeira coluna indica o
limite superior de iteragdes n}‘ As proximas duas colunas apresentam os resultados para
heuristica GRASP original com um nimero fixo de n iteracGes. Para cada critério de
parada L1, L3 e L4 existe um grupo com quatro colunas que apresentam os resultados para
GRASP_BSR. Para todos os grupos, a coluna w mostra o numero de diferentes 6timos locais,
e a coluna mi reporta o ndmero da iteragdao onde a melhor solu¢ado foi encontrada. Para os
ultimos trés grupos, a coluna n representa o nimero de iteracdes executadas e a coluna ¢
representa a qualidade da solucdo.

Considere o grafico comparativo da Figura 6.2 dividido em 12 regides. O eixo da
abscissa (horizontal) indica o nimero n de iteracOes executadas e o eixo da ordenada
(vertical) indica a qualidade ¢ da solucdo encontrada até esta iteracdo. Em relacdo a
qualidade da solucdo, solucdes na area “superior” do gréifico sdo aquelas cuja qualidade
encontra-se na faixa entre 99 e 100. Solugdes cuja qualidade encontra-se abaixo de 97
estao localizadas na drea “inferior” e solugdes cuja qualidade estd na faixa entre 97 e 99
estdo localizadas na area “média”. Em relagdo ao numero de iteragdes executadas (tempo
de processamento), solu¢des muito rapidas (com até 20% do tempo estipulado pelo limite
superior de iteracdo) estdo localizadas na drea “extremo esquerda”, solu¢cdes muito lentas
(acima de 80% do tempo estipulado pelo limite superior de iteragdo) estao localizadas
na area “extremo direita” e solucdes intermedidrias podem estar localizadas nas areas
“esquerda” (entre 20% e 50% do tempo estipulado pelo limite superior de iteracdo) ou
“direita” (entre 50% e 80% do tempo estipulado pelo limite superior de iteragcao).

O cendrio ideal é aquele onde as solucdes estdo localizadas na drea ““superior extremo
esquerda”, em oposi¢do ao cendrio menos favoravel que € aquele onde as solucdes estdo
localizadas na drea “inferior extremo direita”. Considera-se que as “melhores solugdes”
encontram-se nas quatro areas mais sombreadas do gréfico (regido “sombreada”), a saber:
“superior extremo esquerda”, “superior esquerda”, “média extremo esquerda” e “média
esquerda”.

Os gréficos das Figuras 6.3 a 6.5 mostram um panorama comparativo para todas os

critérios de parada aplicados as cinco heuristicas GRASP. Em cada gréfico existem 18
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Figura 6.2: Gréfico comparativo dividido em 12 regides.
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Figura 6.3: Comparacgdo dos critérios de parada L, L3 e L4, para n;‘ = 1.000.
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pontos, 15 deles representam a média dos resultados de cada combinacdo “heuristica-
parada” correspondente as primeiras 15 linhas da Tabela 6.8 das colunas nj € {1.000,
10.000,100.000} e os demais trés pontos sdo relativos & média geral de cada critério
de parada relativos as ultimas trés linhas das colunas n; € {1.000, 10.000,100.000} da
Tabela 6.8.

Considerando-se o critério nimero de iteragdes executadas, percebe-se que a heuristi-
ca identificada por maxsat possul nos trés graficos (Figuras 6.3 a 6.5) seis pontos concen-
trados na regido “superior extremo direita” e trés pontos na regido “superior direita”. Isto
significa que a heuristica executou um nuamero alto de iteragdes. De fato, dos 45 ca-
sos individuais (mostrados nas Tabelas 6.2-6.4), em praticamente 36 deles o nimero n de
iteragdes executadas € igual ao nimero w de 6timos locais encontrados e ao limite superior
nj‘ Isto indica que se o programa continuasse a execucdo, ele provavelmente continua-
ria encontrando novos 6timos locais diferentes. O mesmo acontece com a heuristica mais
lenta, a gmpsg, com oito pontos na drea “superior extremo direita” e um ponto na “superior
direita” A heuristica mais rdpida € a identificada por gmis (seis pontos na regiao “‘extremo
esquerda”). A heuristica gqapd executou em tempo intermedidrio, conforme n;‘ cresce ela

fica relativamente mais rdpida: trés pontos na regido “esquerda” para n}k = 100.000, trés

*

pontos na regido “direita” para n;

10.000 e trés casos nas regioes “direita” e “extremo
direita” para nj = 1.000. Em seguida vem a heuristica sc, sete pontos na regido “direita”
e dois na “extremo direita”.

Considerando-se a relagao tempo de processamento e qualidade da solucao, a heuristi-
ca que apresentou o melhor comportamento € a identificada por gmis. Dos nove pontos,
oito deles encontram-se na regido “sombreada”, sendo que trés deles encontram-se na
melhor regido a “superior extremo esquerda”. De fato, pode-se observar na Tabela 6.8
que, para o problema do conjunto independente mdximo, a média da qualidade das solu-
cOes encontra-se acima de 97 e a média do nimero maximo de iteracdes em apenas um
caso em nove casos (L3 com n;f = 1.000) ultrapassou 50% do limite superior de iteragdes

nj Em segundo lugar, encontra-se a heuristica para o problema quadréatico de atribuicdo

(ggapd): quatro casos na regido ‘“superior” e cinco casos na regido “média”, sendo trés
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deles na regido “sombreada”. Todos os noves pontos de cada um dos problemas de satis-
fabilidade méxima ponderada (maxsat), de recobrimento (sc) e de planarizacado de grafos
(gmpsg), encontram-se na drea “superior’, o que indica que as solucdes sdo de qualidade,
entretanto, o tempo de processamento € alto.

Ainda na Tabela 6.8, pode-se analisar o comportamento considerando cada um dos
problemas individualmente. Para o problema de conjunto independente méximo (gmis),
o critério L é o mais rdpido e o que produz solucdes de pior qualidade. O critério Ly
¢ o melhor, produz solu¢des de qualidade equivalentes aos do critério L3 € em menos

tempo. Tanto o critério L3 quanto o L4 produzem solugdes de qualidade equivalentes as

*

produzidas pelo GRASP original com n = n;

e com um numero de iteracdes bem me-
nor. Para este problema o uso dos critérios de parada mostrou-se eficiente. Os problemas
de satisfabilidade maxima ponderada (maxsat) e de planarizacdo de grafos (gmpsg) tém
comportamento similar, em termos de qualidade de solu¢ao e de tempo de processamento:
os trés critérios sao equivalentes. Em ambos os casos o programa mostrou potencial para
melhorar a melhor soluc@o encontrada caso executasse mais iteracoes (em muitos casos
valor de n igual ao limite superior n;f). Por este motivo, o uso de critérios de parada
também € vélido pois ele reconhece que a busca ndo deve parar. O problema de recobri-
mento (sc) também € beneficiado pelo uso de critérios de parada. A qualidade média dos
trés critérios sdo equivalentes e altas (99,8%) e o nimero médio de iteragdes € em torno
de 60% do limite superior. De forma geral, para o problema quadratico de atribui¢dao
(ggapd) novamente os trés critérios sdo equivalentes em termos de qualidade de solugdo.
A ordem de efici€éncia em relag@o ao tempo é L, L4 e L3, com pequenas diferencas entre
elas.

Os graficos das Figuras 6.6 a 6.8 permitem fazer uma andlise detalhada do comporta-
mento de todas as instancias do problema quadratico de atribui¢do para todos os critérios
de parada. Esta verificacdo detalhada torna-se interessante pelo fato de a qualidade ser
medida em relag@o a solucao 6tima (conhecida para estas instancias através do QAPLIB).
Em cada grafico existem 57 pontos, sendo 54 deles relativos aos trés critérios de pa-

rada de cada uma das 18 instancias e 3 pontos relativos as médias de cada critério de
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parada. Na Figura 6.6 com nj‘ = 1.000, dos 54 casos das instancias, 46 deles (85,2%)

encontram-se nas regides “direita” e “extremo direita”. Em oposi¢ao, na Figura 6.8 com

*

nj

100.000, dos 54 casos, 38 (70,4%) encontram-se nas regides “‘esquerda” e “extremo
esquerda”. Pode-se dizer que para valores pequenos de n;‘. o limite do nimero maximo
de iteragdes nao € suficinte para se encontrar solu¢des de qualidade (28 solucdes, 51,8%,

na drea “superior’” com njf = 1.000), pois o programa tem potencial de melhorar a quali-

dade das solugdes caso fosse permitido executar mais iteragdes (o critério mais demorado

*

usou 89,9% do tempo maximo disponivel). De forma contréria, para valores altos de 7

o limite do niimero méximo de iteragdes € suficiente para o programa parar com solucoes
de qualidade (45 solugdes, 83,3%, na area ‘“superior” com n”; = 100.000) e em menos
tempo do que gastaria caso executasse um numero de iteragdes igual ao limite superior
(o critério mais demorado usou em média 43,7% do tempo maximo disponivel). Por ou-
tro lado, com valores intermedidrios de n}k o programa para com solucdes de qualidade
razoavel (32 solugdes, 59,2%, na area “superior” com nj‘ = 10.000) e em tempo razodvel
(o critério mais demorado usou em média 69, 8% do tempo maximo disponivel).

Observando-se o posicionamento da média geral dos critérios de parada L, L3 e Ly
nos graficos das Figuras 6.3 a 6.5, percebe-se que de maneira geral o critério de parada
Ly € mais rapido e produz solugdes de qualidade inferior as demais (embora ainda seja
muito boa). Enquanto que os critérios de parada L3 e L4 produzem solucdes de quali-
dade similares, porém com uma pequena vantagem de tempo para o Ly (um pouco mais
rapido do que L3). Esta ordem de parada estd ligada diretamente a regido de continuidade,
que € controlada pelo parametro c. Neste experimento, para manter o limite superior de
iteragcdo nj igual entre os critérios de parada, o parametro ¢ variou de critério para critério,
conforme Tabela 6.1. Desta forma, o critério de parada L;, com o parametro ¢ de menor
valor, para mais rapido; o critério de parada L3, com o parametro ¢ de maior valor, demora
mais; e o critério de parada L4, com o parametro ¢ de valor intermedidrio, para em tempo
intermedidrio.

A seguir, serd abordado o aspecto do custo adicional de se contabilizar os diferentes

6timos locais w embutido no framework GRASP_BSR. Considerando que se tem disponivel
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nj‘ iteragdes para realizar, comparando-se a versao original das heuristicas com o frame-
work, o pior caso acontece quando o framework atinge este limite. Na prética, entretanto,
este limite nem sempre € atingido. O ndmero de iteragdes realizadas n varia muito em
funcdo da dificuldade do problema e da instancia. Isso pode ser verificado nos experi-
mentos. Por exemplo, na Tabela 6.4, para um mesmo problema, o de recobrimento, a
instancia data.9 parou com o ndmero de iteragdes n igual a 0,017% de nj‘ e 100% de
qualidade da solucdo e outra instancia (data.243) parou com o nimero de iteracdes n
igual a 99,4% de n}‘ e a mesma qualidade de solugdo. Este comportamento, em que a
instancia data.9 requer menos tempo computacional do que a instancia data.243, se
mantém independente do critério de parada. A instancia data.9 requer 0,5% e 0,1%
de n;‘ para L3 e L4 respectivamente, enquanto que data.243 requer 100%. Outro e-
xemplo de instincias com niveis de dificuldade diferentes é demonstrado no problema de
planarizacdo de grafos. A instancia g10 é mais facil do que as demais: pira com 0,3% de
nj‘ para qualquer critério de parada (Tabela 6.4) produzindo solu¢cdo com 99,9% de quali-
dade, enquanto que as demais executam iteracoes até o limite superior. Entretanto, ja para
as instancias do problema de conjunto independente méximo, a relacdo entre o nimero de
iteragdes realizadas € mais significativa com o critério de parada especifico do que com a
dificuldade da instancia (o numero de iteracdes varia muito de critério para critério). Ape-
sar deste fato, pode-se dizer que o nimero de diferentes 6timos locais encontrados, que é
uma informacao relacionada a dificuldade da instancia, interfere diretamente na defini¢cao
do critério de parada. Por exemplo, o nimero de diferentes 6timos locais da instancia
G100,0.5 € pequeno (w = 3) e a ordem dos critérios do mais rapido para o mais lento €:
L4, Ly e L3. Para as demais instancias (w > 9) a ordem dos critérios foi Ly, L4 e L3z. No
problema quadratico de atribui¢do a maioria das instancias (13 de um total de 18) param
com o mesmo numero de iteragdes independente do critério utilizado. De forma geral,
pode-se concluir que para a maioria dos casos estudados, a instancia determina o nimero
de iteragdes executadas e a qualidade alcangada na solugdo encontrada.

No primeiro experimento os resultados obtidos para os diferentes critérios foram com-

parados considerando-se um mesmo valor de n}‘ No préximo experimento, os resul-
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tados serdao comparados considerando-se o mesmo valor do parametro ¢ para todos os
critérios de parada. Trabalhou-se com ¢ = 1.000 conforme sugerido por Boender e Rin-
nooy Kan [1]. Sabe-se que o limite superior de iteracdes n* dos critérios de parada L;, L3
e L4, respectivamente, iguais a 938, 250 e 333, sdo inferiores ao nimero fixo de iteracdes
determinado de n = 1.000 e portanto a melhor solu¢ao conhecida no calculo da qualidade
serd a solugdo obtida pela execu¢ao com n = 1.000 iteracgoes.

A Tabela 6.9 mostra os resultados detalhados do experimento para os problemas de
conjunto independente maximo, de satisfabilidade maxima ponderada, de planarizacao de
grafos e de recobrimento e € estruturada da mesma forma que as Tabelas 6.2, 6.3 € 6.4.
A Tabela 6.10 mostra os resultados para o problema quadrético de atribui¢do e estrutura
igual as Tabelas 6.5, 6.6 e 6.7. Neste experimento, foram realizadas 1.520 execucdes.

Nota-se, na Tabela 6.9, que para a heuristica gmis o critério de parada L; € o mais
rapido (3,5% do nimero de iteragdes de um GRASP com o nimero de iteracdes fixas),
produzindo solu¢des com 97% de qualidade. O critério L3 encontra as melhores solugdes
(100% de qualidade), assim como o L4, porém com um tempo médio menor (16% do
ndmero de iteracdes fixas). O gmis € o programa em que os critérios de parada obtiveram
melhor desempenho, conforme o grifico da Figura 6.9, onde aparece com dois de trés
critérios na regido “superior extremo esquerda’.

Como avaliado no primeiro experimento, as heuristicas maxsat, gmpsg € sc t€ém com-
portamento similar. Todas param comn =w = nj Por isso, o tempo de processamento
e a qualidade da solucdo sdo definidos diretamente pelo limite superior de iteracao n}k
quanto maior o limite, maior o tempo e a qualidade.

Na Tabela 6.10, observa-se que para o problema quadratico de atribui¢cdo, ggapd, o
critério L3 € o mais rapido, podendo executar cerca de 23% do tempo do GRASP original
e obter uma solucdo, em média, aproximadamente 95% boa. Para os critérios L; € L4 €
possivel obter solu¢des em média 97% boas utilizando-se, respectivamente, 76% e 30%
do tempo do GRASP original.

No grafico da Figura 6.9 percebe-se que de forma geral o critério de parada L; de-

mora mais porém produz solu¢des de melhor qualidade. Caso reduzir tempo seja impres-
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cindivel, L3 e L4 produzem solucdes cerca de 97% boas com, respectivamente, 23% e

29% do tempo do GRASP original.
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7 Conclusao

O principal objetivo deste trabalho foi apresentar, implementar e testar o framework
GRASP _BSR usado para incorporar critérios de parada baseados em estatistica bayesiana
em heuristicas baseadas na metaheuristica GRASP. Para avaliar a eficiéncia do GRASP_BSR,
foram feitos estudos comparativos entre os programas sob o framework GRASP_RPB e 0s
programas originais com parada determinada por um ndmero fixo de iteragdes. Foram
avaliados trés critérios de parada apresentados por Boender e Rinnooy Kan (detalhes
na Se¢do 4.3) mais o critério de parada baseado em um nimero fixo de iteragdes em
cinco heuristicas baseadas na metaheuristica GRASP (detalhes no Capitulo 5). Além dos
parametros especificos de cada heuristica, o framework possui dois parametros: o critério
de parada identificado por L; e o pardmetro de controle ¢ usado no critério de parada
para calcular o limite superior de iteracoes nj Para quatro heuristicas e para cada um
dos trés critérios de parada foram avaliadas cinco instancias em 10 execucdes. Para a
heuristica do problema quadratico de atribui¢ao foram avaliadas dezoito instancias com
os trés critérios de parada, em 10 execucdes. Como resultado, o framework fornece, além
da solugdo, o ndmero de iteragdes executadas n (tempo de processamento), o ndmero de
otimos locais visitados w e o nimero da iteracao mi onde foi encontrada a melhor solugao.
Trés medidas de qualidade foram consideradas: o tempo de processamento, a qualidade
da solu¢do medida como a diferenca relativa entre a qualidade da solucdo obtida usando
o framework e a qualidade da solu¢do usando a melhor solucdo conhecida, e a medida
grifica que relaciona tempo de processamento e qualidade (tempo-qualidade). Resulta-

dos computacionais mostraram que, para um conjunto de 6.080 experimentos, o uso de
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critérios de parada bayesiano é uma boa estratégia. Em particular, os critérios de parada
L3 e L4 oferecem a melhor relagdo “tempo-qualidade”.

Uma desvantagem do uso dos critérios de parada estudadas nesta dissertagcao € o custo
adicional de O(n*m), onde m é o tamanho do problema e nj‘ o limite superior do nimero
de iteracdes, que o framework agrega ao custo de uma iteracdo da heuristica original. Por
outro lado, do ponto de vista da robustez do algoritmo, o uso dos critérios se mostra muito
interessante pois o critério de parada, por ser dindmico, faz com que o nimero efetivo n
de iteracdes realizadas varie em fun¢do da dificuldade do problema e da instancia, o que
pdde ser verificado nos experimentos.

Assim, conclui-se que as duas principais contribui¢des desta dissertagdo foram: imple-
mentacgao e teste do framework GRASP _BSR e a avaliacdo de que o uso de critérios de pa-
rada baseados em teoria bayesiana produz algoritmos mais robustos quando comparados
a suas respectivas versoes originais.

Como proposta de trabalho futuro pretende-se fazer uma andlise experimental do custo
adicional que o framework embute na heuristica original. Além disso, pretende-se estudar
a extensao do critério de Boender e Rinnooy Kan proposto em [19], que considera também
o valor da fung¢do objetivo dos 6timos locais como informacgdo de entrada na defini¢do do
critério de parada, em heuristicas baseadas na metaheuristica GRASP. Outra proposta de
estudo seria incorporar o parametro ¢ como mais uma varidvel no modelo estatistico, a
fim de deixar a propria heuristica encontrar o melhor valor para o parametro. Por tltimo,
deseja-se estudar critérios de parada bayesianos aplicados a outros métodos com multiplas

inicializa¢des, como algoritmos genéticos.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
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