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Resumo

Uma das maiores dificuldades relacionadas com o uso do modelo exponencial por par-
tes é encontrar a particao do eixo do tempo necessaria para sua definicao. Em geral, o
nimero de intervalos associado a tal particao, bem como a posicao de cada intervalo,
sao determinados de maneira arbitraria. Neste trabalho ¢ introduzida uma aborda-
gem bayesiana para o modelo exponencial por partes em que a particao que divide
o eixo do tempo, assim como o numero de intervalos, sao considerados aleatorios. A
funcao taxa de falha é estimada utilizando-se o procedimento proposto e os resulta-
dos sao comparados com as estimativas fornecidas pelo modelo proposto por Kim e
Proschan (1991). Uma anélise de sensibilidade do modelo proposto considerando-se
diferentes escolhas de coesoes a priori e diferentes distribuicoes a priori para a taxa de
falha é realizada. A metodologia proposta é utilizada para se analisar dois conjuntos

de dados reais.



Abstract

One of the greatest difficulty related to the use of the piecewise exponential model
is to find the grid of time-points needed in its definition. In general, the number
of intervals in such grid and the position of their endpoints are ad-hoc choices. We
introduce a full Bayesian approach for the piecewise exponential distribution in which
the endpoints and the number of intervals are random variables. We estimate the
failure rate using the proposed procedure and compare the results with the piecewise
exponential estimates. A sensitivity analysis for the proposed model is provided
considering different prior cohesions and different prior distributions for the failure

rate. We apply the methodology to analyse two real data set.
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Capitulo 1

Introducao

O Modelo Exponencial por Partes (MEP) é um dos modelos mais populares utilizados
em anéalise de sobrevivéncia. Segundo Ibrahim (2001), grande parte desta populari-
dade se deve ao fato deste modelo ser capaz de acomodar fungoes taxa de falha com
diversas formas, tornando o modelo bastante flexivel. Outra vantagem do MEP é a
possibilidade de se trabalhar com este modelo tanto na versao paramétrica quanto na
versao nao-paramétrica. O MEP é caracterizado pela aproximacao da func¢ao taxa de
falha por segmentos de retas cujos comprimentos sao determinados por uma parti¢ao
do eixo do tempo em intervalos, dentro dos quais a funcao taxa de falha é considerada
constante.

A versao nao-paramétrica do MEP pode ser obtida tomando-se uma particao do
eixo do tempo com tantos intervalos quanto for o ntimero de falhas. Em contrapar-
tida, a versao paramétrica do MEP é obtida considerando-se um ntmero de intervalos
inferior ao niimero de falhas, permitindo desta forma que haja mais de uma falha por
intervalo. Segundo Kim e Proschan (1991), o MEP em sua vers@o nao-paramétrica,
possui algumas vantagens em relagao ao estimador padrao da fungao de sobrevivén-
cia (EKM), proposto por Kaplan-Meyer (1958). Por exemplo, este modelo apresenta
uma funcao de sobrevivéncia continua, que pode ser de grande interesse pratico, ao
contrario do EKM, cuja funcao de sobrevivéncia é uma funcao escada com saltos
determinados pelos tempos de falha. Além disso, o MEP considera a posi¢ao exata
em que os dados censurados sao observados, o que nao ocorre com o EKM, que s6

considera o niimero de observagoes censuradas entre sucessivos tempos de falhas. E



importante salientar também que, embora o MEP nao-paramétrico, por apresentar
um numero maior de intervalos, forneca uma melhor aproximagcao para a fungao taxa
de falha, existe a inconveniéncia de se perder a eficiéncia dos estimadores (classicos)
dos parametros associados a cada intervalo, uma vez que as estimativas sao baseadas
em um unico tempo de falha, independentemente do tamanho da amostra. Desta
forma, surge a necessidade de se buscar uma particao do eixo do tempo que possibi-
lite uma boa aproximacao para a fungao taxa de falha, sem que se perca a eficiéncia
dos estimadores. Este é o tradicional impasse entre vicio e eficiéncia de estimado-
res em estatistica classica. Aumentando-se o nimero de intervalos, reduz-se o vicio
dos estimadores. Por outro lado, reduzindo-se o niimero de intervalos, ganha-se em
eficiéncia.

Uma dificuldade em se utilizar o MEP ¢é justamente se determinar uma partigao
adequada para o eixo do tempo. Existe uma vasta literatura relacionada com o MEP.
Ver, por exemplo, Kim e Proschan (1991), Gamerman (1994), Barbosa et. al. (1996),
e Ibrahim et. al. (2001). Independentemente da abordagem utilizada, seja ela classica
ou bayesiana, em todos estes trabalhos, a particao do eixo do tempo é determinada
de maneira arbitraria.

Neste trabalho é apresentada uma nova abordagem para o MEP, em que a partigao
que divide o eixo do tempo ¢é considerada aleatoéria, tornando-se desta maneira um
parametro a ser estimado. A estrutura do modelo parti¢do produto (MPP), proposto
por Hartigan (1990), é utilizada para se estimar a fungao taxa de falha, bem como
para se obter a distribuicao a posteriori da particao que divide o eixo do tempo.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: No Capitulo 2 é realizada uma
breve revisao sobre o MPP. No Capitulo 3 o modelo proposto é apresentado deta-
lhadamente. Estudos envolvendo dois conjuntos de dados simulados sao apresentados
no Capitulo 4. O Capitulo 5 apresenta a anélise de dois conjuntos de dados reais
utilizando-se a metodologia proposta. Finalmente, no Capitulo 6, sao apresentadas

as consideragoes finais sobre o trabalho.



Capitulo 2

Modelo Particao Produto

2.1 Introducao

Nesta se¢ao é apresentada uma breve revisao sobre o Modelo Partigao Produto (MPP),
proposto por Hartigan (1990), para identificar pontos de mudanga em uma sequéncia
de observagoes com pontos consecutivos no tempo. Uma discussao mais detalhada do
MPP e algumas de suas extensoes pode ser encontrada em Barry e Hartigan (1992),

e Loschi e Cruz (2005), e Quintana e Iglesias (2003).

2.2 Construcao do Modelo Particao Produto

Seja X1, X, ..., X,, uma seqiiéncia de observagoes e considere o conjunto de indices
I ={1,2,...,n} . Considere a particao aleatoria p = {ig, i1, ...,7,} do conjunto I, tal
que 0 = 75 < i1 < ... < i, = n, e a variavel aleatéria B, que denota o ntimero de
blocos em p. Considere que cada particao divida o conjunto de dados em B = b
subsequéncias contiguas, denotadas por X;,_; = (X;,_,11,...,X;,)", para j = 1,...,b.

Com a finalidade facilitar o entendimento e ilustrar a notacao que sera utilizada
neste texto, considere uma amostra constituida de trés observacoes obtidas seqiien-
cialmente, denota por X;, Xs, X5. Observe que, neste caso, existem 237! possiveis
maneiras de se dividir a seqiiéncia de observagoes em blocos contiguos, isto é, ha qua-
tro particoes possiveis. Na tabela abaixo é apresentada a relagao entre as possiveis

particoes e o nimero observado de blocos associado a cada particao.



Tabela 2.1: Relagao entre as possiveis partigoes p e o nimero observado de blocos.

Blocos N° de blocos P
[X1][X2][X3] 3 {0, 1, 2, 3}
[X1, X2][X3] 2 {0, 2, 3}
[Xl][X27X3] 2 {07 17 3}
(X1, X2, X3] 1 {0, 3}

Defina por ¢;;_,;;, a coesao a priori associada ao bloco [i;_1i;] = {i;_1 + 1, ...,4;},
para i;_1, i; € I|J{0}, e i; > i;_1. Segundo Barry e Hartigan (1992), ¢;;_,;, repre-

senta o grau de similaridade entre as observagoes em X e pode ser interpretada

15159
como uma probabilidade de transi¢ao da cadeia de Markov definida pelos pontos de
mudanca quando os dados sao sequencialmente observados.

Seja p;.

si;_, a probabilidade de transigao do estado i;_; para i; da cadeia de Mar-
kov associada aos pontos de mudanca determinados pela particao aleatoria p =
{i0, 71, ..., }, isto &, Diji;a denota a probabilidade de haver uma mudanca no ins-
tante 7;, dado que ocorreu uma mudanca no instante 7;_;. Entao, o conjunto de
probabilidades de transi¢ao ¢ um conjunto de coesoes e a distribuicao de p assume a

seguinte forma produto:

b
P(p = {io, i1, ..., 5 }) = Hpij_lij-
i=1

Segundo Barry e Hartigan (1992), qualquer distribui¢ao conjunta das observagoes
e das particoes que satisfaca a condigao produto para as partigoes e a condigao de in-
dependéncia entre blocos de observacoes, condicional em p, é chamada de modelo par-
ticao produto. Em outras palavras, diz-se que a quantidade aleatoria (X7, ..., X,; p),

segue o modelo parti¢ao produto (MPP), denotado por (X7, ..., X,;; p) ~ MPP, se

1. A probabilidade a priori de p = {ig, i1, ..., 4} assume a forma produto, isto é:

b
P(p = {i07 ila 72b}) = KHCijflij’ (21>
=1

em que ¢;;_,;; denota a coesao associada ao bloco i;_1ij, e a constante K ¢
escolhida tal que a soma sobre todas as particoes seja um. Aqui, as coesoes
assumem valor zero para todos os conjuntos que nao sao formados por pontos

contiguos no tempo.



2. Condicional em p = {ig,i1,...,1}, a sequéncia Xy, ..., X,, tem densidade con-

junta dada por
b
f(X17 ceey Xn|p = {io, ’il, cees Zb}) = H fij—lij (Xij_lij)' (22)
j=1

Dadas as observagoes, a partigao p = {ig, i1, ..., 1} também tem distribuigao par-
ticao produto, com coesoes a posteriori dadas por Chyiy = sy (X yi; ) Cij_yi -

No caso paramétrico, considere que a sequéncia de parametros 64, ..., 6,, definidos
sobre um espaco paramétrico ©, assume-se que, condicional em 64, ..., 0, as observa-
goes X1, ..., X,, s@o independentes, com densidade conjunta dada por [] f(X;|6;).

A distribuicao a priori para 61, ..., 0, é construida como segue:

1. Dado p = {ig,i1,...,1}, assume-se que a sequéncia de parametros 0, ...,0,, é
particionada em b blocos contiguos, nos quais os valores de #; sao comuns, ou
seja,

0220 Vij,1 <’L§ZJ,

15 —1%5)

2. Condicional p = {ig, i1, ..., 7 }, assume-se que os parametros comuns 0;y;, , ..., 0;, i,

sao independentes, e que 6;,_,;; tem densidade a priori dada por 7, i, (0i,_,3,)-

Consequentemente, a distribuicao conjunta das particoes e dos parametros é um
modelo particao produto. Neste caso, a densidade conjunta das observagoes e dos
parametros, dado p = {ig,%1,...,%}, ¢ dada pelo produto de densidades sobre os

diferentes blocos em p, isto &,
b
J( X1, o, X 01,0, 00 p = {io, 11, 0y }) = H Jis i (X145 005 045),
j=1

em que f; 4 (Xy_,430;_,:) ¢ a densidade associada ao bloco [i;_1i], e ¢ dada por

fijflij (Xi]ezij; 97;]‘717;]‘) = H f(Xk"eijflij>7Tijflij (eijfli])'

k=ij_;1+1
Desta forma, a distribui¢ao conjunta da particao, dos parametros e das observagoes
forma um modelo particao produto, e a distribuicao conjunta das observacgoes, dado

p, tem a forma produto dada na expressao (2.2), cujo fator dados é dado por

fi]'_lij (Xij_lij> - /; H f(Xkleij_1ij> ﬂ-ij_lij (Qij_Jij)deij_1ij) (23)

k=ij— 41



comk=1,..,n,et;_1,i; € I, ;-1 <1ij, e que, como pode ser observado, corresponde
a distribuigdo preditiva associada ao bloco [i;_yi;].

Para se fazer inferéncia sobre a particao desconhecida p, sobre o ntimero de blocos
B, bem como sobre os parametros 61, ..., 0,, é necessario definir-se o tipo de coesao a
ser adotada. Neste trabalho serao consideradas quatro escolhas distintas de coesoes
a priori.

Para a coesao 1 seré assumido que ¢;;_,;, =1,V j = 1,2,...,b. Note que, definindo-

1
se a coesao 1 desta maneira, conseqiientemente, assume-se uma distribuicao a prior:
uniforme para p.

A coesdo 2 serd definida como sendo ¢;;_,;; = nij, V=120, em que n,
denota o numero de observacoes associado ao j-ésimo bloco. A coesao 2, assim de-
finida, estimula a formacao de partigoes com um ntmero maior de blocos, visto que
sao atribuidas probabilidades maiores aquelas particoes cujos blocos contém poucas
observagoes.

A coesao 3 serd definida tomando-se ¢;;,_,;; = n;, ¥V j = 1,2,...,b. Observe que, ao
se definir a coesao 3 desta forma, esta sendo estimulada a formacao de particoes com
um ntmero menor de blocos, uma vez que ¢ dado peso maior aquelas parti¢coes cujos
blocos sao constituidos por um niimero maior de observagoes.

E interessante observar que, as coesoes 1, 2 e 3, como definidas acima, sdo coesoes

nao-paramétricas. Nestes casos, as distribuicoes a priori de p e B sao, respectiva-

mente, dadas por:
b
Hi:l Ci]‘—lij
b
ZC Hi:l Cij_qi;

b
_ ZC* Hi:l Ci;_1i
- b
Yoo lliz Cij_vi,

em que C denota o conjunto de todas as possiveis parti¢oes do conjunto I em b blocos

P(p = {ig,ir, ..., ip}) = : (2.4)

P(B =) : (2.5)

contiguos, com pontos finais {ig, i1, ..., 4} satisfazendo 0 = iy < i3 < ... < i =n, V
b € I, eC*, representa o conjunto de todas as partigoes do conjunto I em exatamente b
blocos. Consequentemente, as distribuicoes a posteriori de p e B sao, respectivamente,

dadas por:



b
o Hi:l fijflij (Xij,”'j)cij,”'j
= b

Yoo Lo fiyoui, (Xa, iy )iy,

P(p:{i07i17...,ib}|X1,X2,...,Xn) , (26)

b
o ZC* Hi:]_ fijfl’ij (X’L'j,1ij)cij,1ij
= : )
ZC Hi:l fij—lij (Xij—1ij)cij_1ij

Finalmente, serd chamada de coesao 4 a coesao proposta por Yao (1984), definida

P(B = b/ X1, Xa, ..., X)) (2.7)

a seguir. Seja p a probabilidade de que ocorra uma mudanga em qualquer instante da
sequéncia de observagoes. Entao a coes@o a priori associada ao bloco [i;_1i;] ¢ dada

por:

p(1—p)i~i—171 sei; <n
Clij—1i] = o » (2.8)
(I1—p)ya—s-1=t sei; =n
para j =1,...,b, i;_1,%; € I, com i;_1 < i;, e que corresponde a probabilidade de que
uma nova mudanca ocorra apos i; — ¢;_1 instantes, dado que ocorreu uma mudanga

no instante 7;_;. Entao, condicional em p, as distribuicoes a priori de p e B sao,

respectivamente, dadas por:

P(p = {io,i1,....,is}|p) = p" (1 —p)" ", be I, (2.9)

para toda parti¢ao {io, i1, ..., 4} satisfazendo 0 =iy < i; < ... < i =n, e

P(B=blp)=Crp" (1 —p)" P bel, (2.10)

em que Og‘:f denota o ntmero de particoes distintas do conjunto I em b blocos
contiguos. Consequentemente, se uma distribuigao a priori m(p) é assumida para p,

entao as distribuigoes a posterior: de p e B sao, respectivamente, dadas por:

b 1
P(p = {io, i1, ... ip}| X1, Xoy .., X)) = H fz‘jlij(Xz‘jlij)/ P’ (1 —p)"'w(p)dp,
j=1 0
(2.11)
e7

b 1
P(B = b|X17X27 7Xn) = Ol’:l:ll H fijflij (Xijlij)/ pb_l(l - p)n_bﬂ-(p)dp (212)
0

j=1



Para se fazer inferéncia sobre os parametros 61, ..., 6, obtém-se, inicialmente, a
distribuicao a posteriori por bloco dos parametros, com base nas observagoes em

cada bloco, isto é,
ﬂ-(eijfli]’|Xijfli]’) (S8 fl'j—lij (eij—lij|X'ij—ll'j)ﬂ-(9ij—lij)' (2'13>

Finalmente, tem-se que, condicional em X, a distribuicao a posteriori de 0y, k =
1,...,n, ¢ uma mistura de densidades a posteriori associadas aos diferentes blocos que
incluem 6, ponderadas pelas relevancias a posteriori, ou seja,

n(OX) = Y wOXo i )r([E0,]1X), (2.14)

ij1<k<i;

em que 7([7;j-17;]|X) denota a probabilidade a posteriori do bloco [i;_1i;] aparecer na

partigao p = {ig,1,...,4}, € € obtida da seguinte forma:

Nigii 1 CF N
r([ij-1;)|X) = — (2.15)
)\ioib
com A, = ZHZZl ¢i i, €m que a soma ¢ feita sobre todas as partigoes de

{ij1+1,...,4;} em b blocos, com pontos finais i1, ..., i satisfazendo a condigao i;_1 =
i0<i1<...<ib:ij.
A estimativa produto de 0, , k =1, ..., n, é, entao, definida como o valor esperado

da distribuicao a posteriori de 6y, e é dada por:

O = BOW X1, . Xo) = D r([i5-001X) B0k X5, i) (2.16)

ijo1<k<i;

Observagao: O calculo direto de 7([i;_17;]|X) requer grande esforco computaci-
onal. Yao (1984) propoe um algoritmo recursivo para o calculo exato das relevancias
a posteriori. Na Secao 3.6 serao apresentados dois algoritmos para a obtencao das es-
timativas produto que dispensam o calculo direto da relevancia e que serao adotados

neste trabalho.



Capitulo 3

Modelo Exponencial por Partes via

Modelo Particao Produto

3.1 Introducao

Neste capitulo sera introduzido o Modelo Exponencial por Partes (MEP) via Modelo
Particao Produto.

Existe uma extensa lista de trabalhos envolvendo o MEP na literatura. Por exem-
plo, Kim e Proschan (1991) apresentam o MEP em sua versao nao-paramétrica, e
utilizam o método da méxima verossimilhanca para estimar a funcao taxa de fa-
lha em cada intervalo definido pelos tempos de falha observados. Gamerman (1994)
apre-senta uma abordagem bayesiana do MEP nao-paramétrico em que é assuminda
uma relagao estocéastica entre sucessivos intervalos. Barbosa, Colosimo e Louzada-
Neto (1996) consideram, através da abordagem de modelos lineares generalizados
(frequentista), um modelo de regressdo para analisar dados de testes de vida acele-
rados considerando o MEP paramétrico. Em Ibrahim et. al. (2001) é apresentada,
em uma abordagem bayesiana, o MEP (parametro), com a presenca de covariaveis
no modelo.

No entanto, em todos estes trabalhos, independentemente da abordagem utilizada,
seja ela freqiientista ou bayesiana, a particao que divide o eixo do tempo é definida
arbitrariamente, lembrando-se que o MEP nao-paramétrico pode ser obtido como o

caso particular do MEP paramétrico em que se tem um tnico tempo de falha associado
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a cada intervalo. Com o objetivo de se resolver este problema, neste capitulo sera
apresentada, em uma abordagem bayesiana, uma nova versao do MEP, em que se
considera a particao que divide o eixo do tempo como um parametro a ser estimado.

Na Secao 3.2 sera apresentado o MEP na versao paramétrica. Na Segao 3.3 seré
realizada uma revisdo sobre Modelo proposto por Kim e Proschan (1991), que sera
utilizado nos Capitulos 4 e 5 na comparacao dos resultados fornecidos pelo modelo
proposto. Na Secao 3.4 serd mostrado como o MEP pode ser naturalmente escrito na
forma produto a partir da metodologia apresentada na Secao 2.2. Métodos inferenciais
serao discutidos na Secao 3.5. Finalmente, na Secao 3.6 serao apresentados métodos
computacionais para a obtencao das estimativas produto associadas aos parametros

de interesse.

3.2 Modelo Exponencial por Partes (MEP)

Seja T uma variavel aleatoria nao-negativa representando o tempo até a ocorréncia
de um evento de interesse, aqui denominado tempo de falha. Considere uma particao
finita e arbitraria {sq,...,sx} de T, tal que 0 = 59 < 81 < 3 < ... < § < 00, com
sk > t, para algum t observado, com ¢t > 0, e admita que tal particao divida o eixo do
tempo R em k intervalos disjuntos, denotados por Iy = (sg, $1], 2 = (81, Sa], .., [y =
(Sk—1, Sk]-

O MEP é caracterizado pela aproximagcao da fungao taxa de falha, h(t), através de
segmentos de retas definidos pelos intervalos determinados pela parti¢ao {s, ..., Sg},
isto é, assume-se que, em cada intervalo I; = (s;_1,s;], j = 1,..., k, a funcdo taxa de
falha é constante, e denotada por h(t) = 6,, 8, > 0, V t € I;. Consequentemente, a
funcao taxa de falha acumulada, H(t), associada ao j-ésimo intervalo, I; = (s;_1, 5], &
dada pela soma das areas dos retangulos, cujas bases sao determinadas pelos intervalos
definidos pela partigao {si, ..., s }, e com alturas dadas pela fungao taxa de falha, h(t),

ou seja, H(t) = S7_10.(s, — 8,1) + 0;(t — s;_1), para t € I;. Logo, a fungio de
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sobrevivéncia é dada por:

exp {—bit},set € I;

exp{ [Z@ — Sp—1) +0;(t — s 1)]},set€Ij,j>1,

(3.1)

S(t|91, ,Hk) =

com¢; >0,Vj=1,.., k.
Consequentemente, a funcao densidade de probabilidade da distribuicao exponen-

cial por partes é dada por:

Orexp{—0:1(t)},set € I;

_ 1
Ft6 -, ) = Ojexp{ [Z — Sp—1) + 0;(t — s 1)]},setefj,j> 1,
- (3.2)
comfd; >0,Vj=1,., k.

Considere agora o vetor de observagdes com a presenga de censura, T = [X| X*]t,
em que X = [X,..., X,]' denota o vetor associado aos tempos de falha, aqui assu-
midos todos distintos, e X* = [X], ..., X* | representa o vetor de tempos de censura,
provenientes de um mecanismo de censura a direita. Assuma que os tempos de falha
nao dependam do mecanismo de censura e que as observagoes sao independentes.
Considere uma partigao arbitraria do tempo, {si, ..., sx}, que divida o tempo em k
intervalos, de tal forma que haja pelo menos um tempo de falha em cada intervalo.
Denote por n; o ntimero de observagoes (falhas e censuras) associadas ao j-ésimo in-
tervalo e assuma que a distribuicao dos tempos de falha pode ser aproximada pela
distribuigao exponencial por partes definida pela partigao {si, ..., sy }. Entdo, a funcao
de verossimilhanga associada ao j-ésimo intervalo, I;, ¢ dada por:

L(0y, ... 0k, 1;; T) = [ [ h(t]6;)° S([61, ..., 01)

=1

:ﬁ@?lexp{ [20 — Sp—1) +0;(t — s 1)]}

Logo, a fungao de verossimilhanca associada ao vetor de observagoes T, é dada pelo
produto de verossimilhancas sobre os diferentes intervalos determinados pela particao

{s1, ..., sk}, isto &,
k nj
L(6,...,0r;T) :HHQ?’ exp{ Z@ — Sp_1) Qi(tl—sj_l)}. (3.3)
j=11=1
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Note que, definida a parti¢ao {si, ..., sy}, uma estrutura produto surge natural-
mente na funcao de verossimilhanga associada ao vetor de observacoes T. Na Secao
3.4, essa caracteristica do MEP sera explorada, a fim de que a metodologia apresen-

tada na Segao 2.2 possa ser utilizada na construgao do MEP.

3.3 Modelo Proposto por Kim e Proschan

Kim e Proschan (1991) propuseram uma abordagem (freqiientista) para se estimar a
funcao de sobrevivéncia utilizando-se o MEP nao-paramétrico. Nesta secao sera reali-
zada uma brevemente revisao sobre o modelo proposto por Kim e Proschan (MKP).
O MKP sera utilizado nos Capitulos 4 e 5 para se estimar a funcao taxa de falha e
comparar as estimativas obtidas com as estimativas fornecidas pelo modelo proposto.
Maiores detalhes sobre esta abordagem podem ser encontrados em Kim e Proschan
(1991).

Considere novamente o vetor de observacdes (ordenadas) T = [X, X*]", em que
X = [Xy, ..., X,,]' denota o vetor associado aos tempos de falha e X* = [X7, ..., X} |’
representa o vetor de tempos de censura, como definido na Segao 3.2. Considere
também que a particao formada pelo conjunto de intervalos disjuntos do eixo do
tempo seja tal que cada intervalo contenha exatamente um tnico tempo de falha, isto
é:

I =(0,X1], 1o = (X1, X, oo, Iy = (X1, Xonaal
em que X4, = max{X,, X!}, com X, e X* denotando o maior tempo de falha e
de censura, respectivamente.

Entao, a fungao taxa de falha é obtida estimando-se separadamente a taxa de falha
em cada intervalo determinado pelos sucessivos tempos de falhas. A taxa de falha
associada ao k-ésimo intervalo, £ = 1,...,n, é estimada tomando-se a razao entre o
nimero de falhas observadas no k-ésimo intervalo e o tempo total sobre teste observado
durante k-ésimo intervalo, e corresponde & estimativa de méxima verossimilhanca para
0.

Para se ilustrar o método, considere o vetor de observagoes ordenadas T =

t ~
(X1, X5, X5, Xy, X2, X6, X7]', em que * denota observagao censurada. Neste caso,
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tem-se que a particao do eixo do tempo é determinada pelos seguintes intervalos:
[1 = (OaXl]a -[2 = (X17X4]7I3 - (X47X6];]4 - (X67X7]7

e as respectivas estimativas para a taxa de falha associadas a cada intervalo sao dadas

pOI‘:
- 1
0 = —
YT, — o)
G _ 1
2T 6(Xs — X)) +5(X: — X3) +4(X, — X3)
G 1
PTB(X: - Xy) +2(Xe — X))
- 1
0= ——
YT(Xy — Xe)

3.4 Construcao do Modelo Exponencial por Partes
via Modelo Particao Produto

Uma das dificuldades em se utilizar o MEP esta em se definir a parti¢do {s,...,sx} a
ser utilizada. Em geral, a particao ¢ escolhida de maneira arbitraria. Nesta secao seré
considerado que a particao que divide o eixo do tempo é aleatoria e, portanto, um
parametro a ser estimado. Como foi visto na Sec¢ao 3.2, uma vez definida a particao do
eixo do tempo, a fungao das verossimilhanga é naturalmente fatorada como o produto
de verossimilhangas sobre os diferentes intervalos associados & parti¢ao {s, ..., Sg}-

Para se garantir que haja pelo menos um tempo de falha em cada intervalo,
considere apenas os tempos de falha ordenados, Xi,..., X,, aqui assumidos todos
distintos, e o conjunto de intervalos disjuntos do eixo do tempo, determinados pelos
tempos de falha, tal que cada tempo de falha origine um intervalo, como definido a
seguir:

Il = (OaXl]aIQ = (XlaX2]7 aIn = (Xn—laXmax]7

em que X4, = max{X,, X!}, com X, e X* denotando o maior tempo de falha e
de censura, respectivamente.
Assuma que, em cada intervalo I; = (X;_1,X;], 7 = 1,...,n, a fungdo taxa de

falha é constante, e denotada por h(t) =6,, 8; > 0,V ¢t € I;. Assuma também que a
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distribuicao dos tempos de falha pode ser aproximada pela distribuicao exponencial
por partes, cuja densidade é dada por (3.2).

Para se introduzir a estrutura de agrupamento, considere a particao aleatoria
p = {ig,i1,...,5} do conjunto de indices I = {1,2,...,n} que indexa os intervalos
determinados pelos tempos de falha, I,...,I,, tal que 0 = ig < i1 < ... < @ = n,
e a variavel aleatoria B, que denota o nimero de blocos em p. Entao, dado p =

{i0, 1, ..., 1p}, 0s intervalos Iy, ..., I,, sdo agrupados em b blocos contiguos, isto é,

L

1011

= (Xigy Xir)y ooos Ly i, = (Xis 1, X ), I

09 b ljflzj 15—-19 1p—1%p

= (X0 X,

1p—17

emque X;,j =1, ..., b, denota o tltimo tempo de falha observado em cada intervalo,
com X;, =0e X;, = Xpaz-

Observe que, definindo-se a estrutura de agrupamento desta maneira, os blocos
passam a representar intervalos disjuntos do tempo, possibilitando, desta forma, a
inclusao de observagoes censuradas.

Seja Ty, ,;; o vetor de observagoes (falhas e censuras) pertencentes ao j-ésimo
intervalo, I;,_,;; = (Xi,_,,X;,], e n; o ntmero de observacoes em I;,_,;,. Assuma
que observacoes pertencentes a diferentes intervalos sejam independentes, e que, em
cada intervalo, as observacoes sejam independentes e identicamente distribuidas, com
funcao taxa de falha associada ao j-¢simo intervalo dada por h(t) = 6;,_,,, ¥V i1 <
i <ij,i=1,..,n,e h(t) mudando apds os pontos i;, j = 1, ..., b - 1. Desta forma,
a fungao de verossimilhanga associada as observagoes (falhas e censuras), dado p =

{ig, 11, ...,7}, ¢ dada pelo produto de verossimilhangas sobre os diferentes intervalos

associados a p, ou seja,

b
L(01,....0n, p; T) = [ [ L(6" 9 Ty i), (3.4)
j=1
em que 091 = (Oigiys Oiyiss ...,Qijflij)t denota o vetor de parametros associado ao

j-ésimo intervalo, cuja funcao de verossimilhanca dada por:

nj
L(Q“ 185, Tz] 111) Hh(tk:|9ij_1ij)5(tk|9”_m)
k=1

n; 7j—1
= [0 ., exp {— D 0 i (Xi, = X)) = 0 (b — Xijl)} . (3.5)
k=1

r=1

14



Definida a fungao de verossimilhanca do modelo desta maneira, para que a estru-
tura de MPP possa ser utilizada, basta assumir-se uma distribuicao produto para
a particao aleatéria p, e definir-se a distribuicao dos pardmetros comuns 6;; .,

j=1,...,b. Assim, com este objetivo, assume-se que:

1. A probabilidade a priori de p = {ig, i1, ..., %} é dada por

b
ﬂ-(p = {i07i17 77/b}) = KHcijflijy
j=1

em que ¢;;_,;; denota coesao a priori associada ao j-ésimo intervalo, como defi-

nido na Segao (2.2);

2. Dado p = {io, i1, ..., s} 0s pardmetros 0;;,, 0y, ..., 0i,_,i,, S80 independentes, e

serd assumido que a distribuigao a priori de 0;;_,;,, j =1,...,, ¢ a distribuigao

Gama com parametros a;;_,;; e 3;;_,i,, cuja densidade é dada por:

-1t
’L"71’L" 041*711"71
Wijflij (Qijflij) = Weijjlijj exp {_ﬂijflijeijflij} ) (36)
1515
com ;i > 0, ﬁijflij >0e Qijflij > 0.

Segundo Ibrahim et. al. (2001), a distribuigao Gama é uma escolha comum para a
distribuicao a priori da fungao taxa de falha h(t) = 0;,_,,, parat € I;;_;;, j =1,...,b.
Tal escolha se justifica pelo fato desta distribuicao ser a distribuigao conjugada natural
da distribuigao exponencial, que corresponde a distribuigao em cada intervalo I;;_;;,
simplificando sobremaneira os célculos.

Desta forma, o fator dados associado ao bloco [i;_;%;], utilizado nos calculos da

distribuicao a posteriori de p, é dado por:

oo oo [1J
Jisi; (Xijﬂij) - / / [H L(tk|92jw)] Tij_1i; (6971%)dg 1
0 0 Lk=1

= ﬁzz_];;” I (szzl o + O‘ij—ﬂj) X
b (Oéijilij) [ﬁij—lij + ZZ]:1(tk - X )}Ekiﬁﬁaijflij

j—1 ﬁair—lir

j—1

tp_1%r

X Qi qip "
H [0 (X, = X, )+ By ]
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3.5 Meétodos Inferenciais

Para se fazer inferéncia sobre as taxas de falha 61, ..., 0,,, deve-se obter, inicialmente, a
distribui¢ao a posteriori associada a cada intervalo I;,_;., j = 1,...,b. Das expressoes
(3.5) e (3.6), segue que a distribuicdo a posteriori associada ao jésimo intervalo,

I;;_,i;, € dada por:

T i <9ij—1ij |Tij71ij> (08 L(T'L‘jflij |0ij71ij)7rij71ij (oijilij)

n nj
S St i —1

0.8 eljfllj J=1% exp {— [ﬁij—lij + Z(tk - Xij_l)] eij—lij} s (37)

k=1
que corresponde ao niicleo da distribuicao Gama com parametros ZZJ:l Op + vi;_yi; €

ﬁij—lij + szzl(tk - Xijfl)‘

Entao, a distribuicao a posteriori de 6, k = 1,...,n, & obtida substituindo-se a
expressao (3.7) em (2.14). Conseqiientemente, as estimativas produto de 0, k =

1,...,m, sdo obtidas de (2.16) e (3.7) da seguinte forma:

ZZJ::[ O + Qi vy
/gij_li]' + Zk]:]_ (tk‘ - Xij—l)

O = EOTi i)=Y r(lij—1i]|X) (3.8)

i]'71<k‘§’ij

3.6 Meétodos Computacionais

Nesta Segao serao apresentados os algoritmos baseados no amostrador de Gibbs pro-
postos por Barry e Hartigan (1993) e Pontel (2005), para a obten¢ao das distribuigoes
a posteriori de p e O, k = 1,...,n, bem como das estimativas produto, utilizando-se
Gibbs Sampling.

Barry e Hartigan (1993) propuseram um método alternativo ao método proposto
por Yao (1984) para a obtengao das estimativas produto em que nao é necessario
o calculo direto das relevancias a posteriori, como definido em (2.15). Embora o
método proposto por Barry e Hartigan simplifique o compto das relevancias a poste-
riori e, consequentemente, a obtencao das estimativas produto, a tnica informacao a
posterior: disponivel utilizando-se este método é a estimativa produto, ou seja, uma
estimativa pontual. E importante observar ainda que, em situacoes em que a distri-
buicao a posteriori é assimétrica, ou bimodal, por exemplo, a média a posteriori pode

nao fornecer estimativas adequadas. Visando contornar este problema, Pontel (2005)
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propos um método com o qual é possivel se obter amostras das distribuigoes a poste-
riori O, k =1, ...,n, tornando possivel a obtencao de outras medidas de interesse da
distribuicao a posteriori, como por exemplo, mediana, moda, variancia e intervalos
de credibilidade.

Dada a dificuldade em se amostrar diretamente da distribui¢ao condicional com-
pleta de p, para se contornar este problema ¢é considerada a variavel aleatoria auxiliar
U; sugerida por Barry e Hartigan (1993), que reflete se a i-ésima observacao ¢ um

ponto de mudanca, ou seja,

1,se 0; =0; 11
0,se 0; # 0;11 7
parai=1,....n — 1.

Note que a parti¢ao aleatoria p = {ig, i1, ..., 4} pode ser representada pelo vetor
aleatorio U = (Uy, ...,U,_1)". A geragao do vetor U* = (Uf,...,Us_;)", s > 1, pode
ser feita utilizando-se Gibbs Sampling, como seré apresentado a seguir.

Inicie atribuindo valores iniciais para U® = (U?, ..., U?_;)*. O r-ésimo elemento de

U?, denotado por U?, é gerado a partir da distribui¢ao condicional
s s s s s .
[],',.‘U17...7 r—1> T‘+17"'7 n717X17"'7Xn7

parar =1,....n — 1.
Para se gerar amostras de U, utiliza-se a razao

Rs _ P(Urs = 1|AS;X17 7Xn)
" PU, =0lAg; Xy, .., X,)]

s—1 s
emquer =1,..n—1,e A, ={U; = w,.... U}, = u,_1, U’ = uppa,..., U,

u,—1}. Consequentemente, um critério para se escolher o valor de US, r =1,...,n—1,
¢é dado por:
S w
e — I,se R} > -

,
0, caso contrario

parar =1,...n — 1, e w é um valor gerado da distribui¢ao U(0, 1).
Quando as coesoes nao-paramétricas sao utilizadas, cada valor de R; pode ser

gerado utilizando-se:

RS — Soy(Xay)Cay _ Cay
" fIT’ (XCCT’)fT'y (X'T'y)cﬁ'f'c?"y C;']’C;‘:y
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em que

mazx{i: 0 <i <r},se U =0, para algum i € {i,...,7 — 1}
T = :
0, caso contrario

min{i :r <i<n},se U =0, para algum i € {r +1,...,n — 1}
y =
n, caso contrario

Observagao: Segundo Loschi e Cruz (2005), se a coesdo paramétrica proposta
por Yao (1984) é adotada (coesao 4), e se uma distribuigao a priori Beta(X,7y), A > 0
e v > 0, é adotada para se descrever a incerteza inicial sobre p, entao o valor de R;

torna-se:

R — foy (X)L (n+~v+b4+ DI+ A —2)
T fer(Xar) fry (X (X = 1D (n 4y = )

Neste caso, cada valor da distribuicao a posteriori de p pode ser obtido via Gibbs

Sampling da seguinte distribuigao Beta:
P°|p, 0, Xjon) ~ Beta(A +b° — 1,n 4+ v = b%), (3.9)

para s > 1, com b* denotando o ntimero de blocos associado ao s-ésimo vetor U.

3.6.1 Algoritmo de Barry & Hartigan

As estimativas produto podem ser obtidas utilizando-se o algoritmo de Barry e Har-
tigan (1993) da seguinte forma. Para cada elemento gerado p°, com s = 1,...,T, em
que T denota o ntimero de iteragoes da cadeia, o s-ésimo valor de 6, é estimado pela
isto é:

média a posteriori associada ao j-ésimo intervalo, I;, .,

szzl Ok + Qi
ﬁijflij + szzl(tk - Xij—1>7

parak=1=1,....7,1<j=2,..,n.

0 = (3.10)

Entao, a estimativa produto de 6, pode ser aproximada calculando-se a média
aritmética das médias a posteriori de 0y, obtidas em (3.10), ou seja, a estimativa

produto de 6 é estimada por:

T 7%
0, — #, (3.11)

para k=1,...,n.
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3.6.2 Algoritmo proposto por Pontel

O algoritmo proposto por Pontel (2005) é uma adaptacao do algoritmo proposto por
Barry e Hartigan (1993). Considere uma amostra de tamanho 7' da parti¢ao aleatoria
p. Para cada elemento gerado p®, com s = 1,...,T, gera-se um valor da distribuicao

condicional completa de ) definida em (3.7), isto &,
elf: ~ Tii_qi (6ij71ij ’Tijflij)' (3'12)

Desta forma, ao final de T iteracoes da cadeia, tem-se uma amostra aleatéria da
distribuicao a posteriori de 6, com k = 1,...,n. Consequentemente, ao passo que
o algoritmo proposto por Barry & Hartigan fornece apenas uma estimativa pontual
para os parametros de interesse, este algoritmo permite a obtencgao de outras medidas
de interesse além da média a posteriori, como por exemplo, a moda, a variancia e
a mediana e intervalos de credibilidade. Além disso, é possivel fazer-se uma anéa-
lise grafica da distribuicao a posteriori associada a cada parametro 0y, k = 1,...,n,

enriquecendo desta forma a anélise.
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Capitulo 4

Resultados e Discussao

4.1 Introducao

Neste capitulo serao apresentados e discutidos os resultados obtidos utilizando-se a
metodologia proposta para dois conjunto de dados gerados segundo a distribuicao
Weibull. Para o primeiro conjunto de dados analisado considerou-se uma funcao taxa
de falha crescente, e para o segundo foi considerada uma func¢ao taxa de falha de-
crescente. Em ambos os casos, sera realizada uma analise de sensibilidade do modelo
considerando-se diferentes escolhas de distribuicoes a priori para a taxa de falha e
as quatro coesoes a priori mencionadas na Secao 2.2, apresentadas na Tabela 4.1
a seguir. Uma comparacgao entre os resultados obtidos utilizando-se o modelo pro-
posto com os resultados associados ao modelo proposto por Kim e Proschan (MKP),

também sera realizada.

Tabela 4.1: Coesdes a priori utilizadas.

Cij—1i

Coesao 1 1

Coesdo 2 1/n;

Coesdo 3 n;

Coesdo 4 | coesdo de Yao (1984)

Ambos os conjuntos de dados considerados contém 60 observagoes e foram gerados

assumindo-se um percentual de censura em torno de 15%. Para a implementacao do

20



algoritmo Gibbs Sampling foram geradas cadeias com 15 mil iteragoes, com um periodo
de burn-in de 5 mil iteracoes, dentro do qual foi possivel verificar-se convergéncia.
Para se evitar a correlagao entre as observagoes foi utilizado lag 10, resultando em
amostras finais de mil observagoes.

Como mencionado na Se¢ao 3.4, assumiu-se que a distribuicao a priori para a
taxa de falha 6;, ,;; j = 1,...,b, associada a cada intervalo de tempo determinado pela
particao aleatoria p, segue uma distribuicao Gama(oy,_,i,, 3, ;). j = 1,...,b. Para

se determinar os hiperparametros «;, ,;; e (3;;_,;, optou-se por se assumir a mesma

1%
distribuicao a priori em cada intervalo, ou seja, 0;,_,;; ~ Gama(a, 8), para j = 1,...,b.
Os hiperparametros a e (§ foram eliciados tomando-se a média da distribuicao a prior:
das taxas de falha como sendo aproximadamente a média da fungao taxa de falha
tedrica, calculada com base nas observagoes geradas, e considerando-se diferentes
escolhas de variancias a priori para a taxa de falha.

Para a geragao das amostras, bem como a implementacao do Gibbs Sampling,
optou-se por se utilizar a linguagem Ox (Doornik, 1999). A analise dos resultados
obtidos através das simulagdes foi realizada utilizando-se o software R 2.1.1 (R Deve-
lopment Core Team, 2005).

No compto das estimativas produtos optou-se por se utilizar o método proposto
por Pontel (2005), pois este método possibilita a obtenc¢ao de varias medidas de inte-
resse associadas a distribuicao a posteriori da funcao taxa de falha, como discutido na
Secao 3.6, e apresenta, em geral, resultados bastante similares aos resultados forneci-
dos pelo método proposto por Barry e Hartigan (1993) para as estimativas produto.

Para se avaliar a qualidade das estimativas da funcao taxa de falha fornecidas
pelo modelo proposto sera utilizado o erro quadratico, obtido calculando-se a soma
do quadrado das distancias entre cada estimativa produto e o valor real da taxa de
falha. O erro quadratico também sera utilizado na comparagao das estimativas para
a funcao taxa de falha fornecidas pelo modelo proposto e pelo MKP.

Para os casos em que a coesao 4 (coesao paramétrica) ¢ utilizada, assumiu-se que
a probabilidade p de mudanga em qualquer instante tem distribuigdo Beta(50,50) a
priori. Tal distribuicao concentra sua massa tem torno de p = 0.5. Isto significa que a

priori espera-se que ocorram (n—1) Oﬁﬁ +1 pontos de mudanca. Para maiores detalhes

sobre a escolha da distribuicao a priori para p e seus efeitos sobre as estimativas
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produto, ver Loschi, Bastos e Iglesias (2004).

A fim de nao sobrecarregar o texto com tabelas e figuras e tornar a leitura mais
agradéavel, neste capitulo serao apresentadas a comparagao entre os resultados for-
necidos pelo modelo proposto e o MKP para dois casos: no primeiro (caso 2) sera
considerado o caso em que se tem uma distribuicao a prior: razoavelmente informativa
para a taxa de falha; e no segundo (caso 4), sera tratado o caso em que se tem uma
distribuigao a priori pouco informativa (com variancia grande) para a taxa de falha.
Outras tabelas e figuras referentes a estes e aos demais casos considerados podem ser

encontradas no apéndice A.

4.2 Funcao Taxa de Falha Crescente

Nesta secao sao apresentados e discutidos os resultados obtidos para um conjunto
de 60 observacoes geradas de uma distribuicao Weibull com funcao taxa de falha
crescente, com parametro de escala 5 e de forma 8.

Para a amostra gerada foram observados 52 tempos de falha e 8 tempos censura-
dos, resultando num percentual de 13,33% de censura. Na Tabela 4.2 sao apresentadas
algumas estatisticas descritivas referentes a funcao taxa de falha real, obtidas com

base na amostra gerada.

Tabela 4.2: FEstatisticas descritivas associadas & funcao taza de falha real - caso crescente.

Minimo | 1° Quartil | Mediana | Média | 3° Quartil | Maximo Var
0,1493 2,0560 6,3260 7,6210 11,2000 26,390 39,45842

A Tabela 4.3 fornece as distribui¢oes a priori para a fungao taxa de falha que
serao utilizadas nesta secao. As coesbes a priori assumidas aqui sdo apresentadas na
Tabela 4.1.

As Figuras 4.1 e 4.2 fornecem as estimativas produto da fungao taxa de falha
para as diferentes escolhas de coesoes a priori apresentadas na Tabela 4.1, e para as
diferentes distribuicoes a prior: para a taxa de falha fornecidas pela Tabela 4.3.

Analisando-se as Figuras 4.1 e 4.2 verifica-se que o modelo proposto se mostra

bastante sensivel & escolha da distribuigao a priori para a taxa de falha. Nota-se que,
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Tabela 4.3: Distribuicao a priori para as tazas de falha - caso crescente.

Caso H e ‘ 16} ‘ E[6] ‘ Var(6]
1 7.5 1 75 7.5
2 075 | 01 | 75 75
3 0075 | 001 | 7,5 | 750
4 0,0075 | 0,001 | 7,5 | 7500
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Figura 4.1: Estimativas produto para a funcao taxa de falha para diferentes coesoes

a PrioTi - caso crescente.

para o caso 1, cuja distribuicdo a priori para a taxa de falha é a mais informativa
dentre todos os cenarios considerados, isto é, apresenta a menor variancia a priori, as
estimativas produto para a funcao taxa de falha permaneceram praticamente cons-
tante ao longo do tempo. Para o caso 2, que apresenta uma distribuicao a prior:
razoavelmente informativa (note que a variancia a priori assumida neste caso é a que

mais se aproxima da variancia observada para a fungao taxa de falha real, fornecida

23



caso 1l caso 2

40

—e— coesdo 1 —o— coesdo 1
—A—  coesdo 2 —A— coesao 2
—+— coeséo 3 —+— coesdo 3

30
1
30
1

2 o —e— coesdo 4 2 o —e— coesdo 4
= N T = N T
— h() — h@
o o | L4
A . 26 290 b g —
. 000
o o
T T T T T T T T T T
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
t t
caso 3 caso 4
g e 1 .
—e— coesdo 1 —o— coesdo 1 Q
o —A— coesdo 2 o —A— coesdo 2 A A
® ~ ® ] ~ o
—+— coesédo 3 A —+— coesédo 3 o8
2 o —e— coesdo 4 * 2 o —e— coesdo 4 (3
< = < =
~ h(t) o+ © h()
o | o ]
- —
2 46 000 o 4 00
o <)
T T T T T T T T T T
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 4.2: Estimativas produto para a funcao taxa de falha para diferentes distri-

buigoes a priori para a taxa de falha - caso crescente.

na Tabela 4.2), o modelo proposto forneceu estimativas para fungao taxa de falha
muito proximas da funcao taxa de falha real. Para os casos 3 e 4, cujas distribuigoes
a priori para a fungao taxa de falha sdo pouco informativas (no sentido de apresenta-
rem variancias grandes a priori), observa-se que as estimativas fornecidas pelo modelo
proposto tendem a se distanciar da fungao taxa de falha real.

Note que, para todos os casos considerados acima, a estimativa a prior: para a
taxa de falha em cada intervalo é 7,5. No caso 1, cuja distribuig¢ao a priori para a taxa
de falha apresenta a menor varidncia a priori, as estimativas produto para a taxa de
falha, independentemente do tipo de coesdao a priori adotado, apresentaram valores
aproximadamente constantes e ligeiramente superiores (em torno de 8,5) a estimativa
a priori de 7,5 para taxa de falha. Nos demais casos considerados, cujas distribuicoes
a priori sao mais flexiveis (no sentido de apresentarem maiores variancias a priori), as

estimativas produto apresentaram valores aproximadamente constantes e inferiores a
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7,5 para os tempos iniciais (em torno de 3,5), seguidos de um crescimento pratica-
mente continuo na direcao dos dltimos tempos de falha observados, acompanhando a
inclinagao mais acentuada da funcao taxa de falha teoérica observada para os tempos
finais.

No tocante ao tipo de coesao a priori adotado (ver Figura 4.2), os quatro tipos de
coesoes considerados apresentaram resultados bastante similares para as estimativas
produto da funcao taxa de falha, independentemente da distribuicao a priori assumida
para a funcgao taxa de falha.

Na Tabela 4.4 sao apresentados os erros quadraticos associados as estimativas
fornecidas pelo modelo proposto para a funcao taxa de falha referentes a todas as
situagoes estudadas aqui. A Figura 4.3 apresenta as estimativas produto para a funcao
taxa de falha referentes aos casos 2 e 4, respectivamente, associadas as diferentes

escolhas de coesoes a priori, e as estimativas fornecidas pelo MKP.

Tabela 4.4: Erro quadrdtico associado as estimativas da funcao taza de falha - caso crescente

H Coesodes

Caso H 1 2 ‘ 3 ‘ 4

1 2008,019 | 2003,784 | 2023,373 | 2009,551
2 563,0546 | 952,2238 | 665,7358 | 685,9812
3 1376,851 | 1167,609 | 1775,802 | 1749,592
4 1266,601 | 1558,720 | 1127,525 | 1352,868

Note que (ver Tabela 4.4) as estimativas produto associadas ao caso 2, cuja dis-
tribuicao a priori para a taxa de falha é razoavelmente informativa, apresentaram o
menor erro quatratico dentre os casos considerados na Tabela 4.3, independentemente
do tipo de coesao a priori assumido. Tal resultado indica que um bom desempenho do
modelo depende nao s6 da qualidade da informagao disponivel a priori como também
da quantidade de incerteza (isto é, o tamanho da variancia) associada a distribui¢ao
a priori para taxa de falha.

O erro quadratico da estimativa da funcao taxa de falha associada ao MKP, neste
caso, ¢ EQ(MKP)=344823.1. Note que a estimativa da fungao taxa de falha associada
ao MKP apresentou erro quadratico superior as estimativas fornecidas pelo modelo

proposto em todos os cenarios considerados na Tabela 4.3, independentemente da
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escolha da coesao assumida a priori, indicando que o modelo proposto, em geral,
forneceu, para o presente conjunto de dados, melhores resultados que o MKP, que
apresentou uma variabilidade muito grande entre as estimativas da funcao taxa de

falha, como pode ser observado na Figura 4.3.
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Figura 4.3: Estimativas produto e de Kim-Proschan para a fungao taxa de falha

casos 2 e 4.

crescente

E importante ser ressaltado que o modelo que forneceu o melhor ajuste para a
funcao taxa de falha foi obtido quando se considerou a coesao 1 para a particao
aleatoria p, e uma distribuigao razoavelmente informativa (caso 2) para a fungao taxa
de falha. Tal modelo apresentou o menor erro quadratico dentre todas as situagoes
consideradas (ver Tabela 4.4), fornecendo as estimativas que mais se aproximaram da
funcao taxa de falha real, como pode ser observado na Figura 4.2.

Nas Tabelas 4.5 e 4.6 sao apresentadas, respectivamente, as modas a posteriori e
suas respectivas probabilidades para o nimero de blocos (intervalos), e as partigdes

mais provaveis a posteriori para todos os modelos tratados nesta secao.
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Como pode ser observado na Tabela 4.5, o modelo proposto indica que um ntmero
pequeno (< 7) de blocos a posteriori ¢ mais provavel para os casos 2, 3, e 4. Nota-
se ainda que, para o caso 1, com excecao da coesao 3, cujo numero de blocos mais
provavel a posteritori € 51, o nimero mais provavel de blocos a posterior: é igual ao
ntmero de falhas observado, ou seja, é mais provavel a posteriori que se tenha o MEP
nao-paramétrico. De fato, quando se observa a Tabela 4.6 verifica-se que, para todas
as coesoes consideradas no caso 1, a particao mais provavel a posterior: é aquela que

define o MEP nao-paramétrico.

Tabela 4.5: Modas a posteriori associadas ao nimero de blocos - caso crescente.

H Coesbes

Casos H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4

1 52 52 51 52
(0,427) | (0,623) | (0,317) | (0,639)

2 5 7 4 4
(0,363) | (0,225) | (0,472) | (0,477)

3 4 4 3 3
(0,47) (0,612) | (0,764) | (0,656)

4 4 4 4 4
(0,611) | (0,423) | (0,608) | (0,613)

Como pode ser observado na Tabela 4.6, com excecao do caso 1, existe uma
tendéncia do modelo em identificar pontos de mudanca no final da seqiiéncia de
observagoes. Tal resultado, neste caso, é bastante razoavel, uma vez que a funcao
taxa de falha real apresenta uma inclinagao mais acentuada para os maiores tempos
observados.

Outro fato que deve ser salientado é que o modelo proposto indicou a presenga de
muitos pontos de mudanga para o caso 1 com altas probabilides (ver Tabela 4.5), mas
as estimativas produto, neste caso, apresentaram valores praticamente constantes ao
longo do tempo, como pode ser observado nas Figuras 4.1 e 4.2. Como a mesma
distribuicao a priori para a taxa de falha é assumida em cada intervalo associado a
particao aleatoria que divide o eixo do tempo, e cada intervalo muito provavelmente
contém um numero reduzido de observagdes (quanto maior o nimero de intervalos,

menor o nimero de observagoes associado a cada intervalo), a informagao trazida pelos
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dados pode nao ter sido capaz de corrigir a informacao proveniente da distribuicao
a priori. Isto poderia explicar porque as estimativas produto associadas ao caso 1
apresentaram valores praticamente constantes ao longo do tempo, como se tinha a
priori.

E interessante ressaltar-se ainda que o MKP considera uma tnica particdo para
o eixo do tempo (com tantos intervalos quanto sao os tempos de falha observados),
enquanto que o modelo proposto considera todas as possiveis partigoes do eixo do
tempo. Além disso, se for assumida a moda a posteriori como estimativa para o
nimero de blocos a posteriori, isto €, o nimero modal de blocos a posteriori, com ex-
cecao do caso 1, tem-se que as estimativas para o numero de intervalos fornecidas pelo
modelo proposto sao significativamente inferiores ao ntimero de intervalos (definido

arbitrariamente) associado ao MKP.

Tabela 4.6: Parti¢oes mais provdveis a posteriori - fung¢ao taza de falha crescente.

Coesao ‘ Partigao ‘ Prob.
Caso 1

1 ‘ p=1{0, 1, 2, ..., 51, 52} ‘ 0,427

2 p={0, 1, 2, ..., 51, 52} 0,623

p={0, 1, 2, ..., 51, 52} 0,219

4 p={0, 1, 2, ..., 51, 52} 0,639
Caso 2

1 p={0, 1, 47, 51, 52} 0,028

2 p={0, 1, 39, 48, 50, 51, 52} | 0,009

3 p={0, 1, 45, 51, 52} 0,062

4 p={0, 1, 46, 51, 52} 0,073
Caso 3

1 p={0, 1, 51, 52} 0,172

2 p={0, 1, 48, 51, 52} 0,14

3 p={0, 1, 51, 52} 0,281

4 =10, 1, 51, 52} 0,292
Caso 4

1 p={0, 1, 48, 51, 52} 0,114

2 p={0, 1, 46, 51, 52} 0,078

3 p={0, 1, 50, 52} 0,114

4 p={0, 1, 48, 51, 52} 0,146
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4.3 Funcao Taxa de Falha Decrescente

Nesta se¢ao sao apresentados e discutidos os resultados obtidos para um conjunto de
60 observagoes geradas da distribuicao Weibull com funcao taxa de falha decrescente,
com parametro de escala 5 e parametro de forma 0,9.

Das 60 observacoes geradas, foram observados 53 tempos de falha e 7 tempos
censurados, resultando num percentual de 11,66% de censura.

Na Tabela 4.7 sao apresentadas algumas estatisticas descritivas referentes a fungao

taxa de falha real, obtidas a partir a amostra gerada.

Tabela 4.7: Estatisticas descritivas associadas a fun¢ao taza de falha real - caso decrescente.

Minimo | 1° Quartil | Mediana | Média | 3° Quartil | Maximo Var

4,832 5,300 5,813 6,010 6,555 9,152 0,8674294

A Tabela 4.8 fornece as distribuicoes a priori para a funcao taxa de falha. As

coesoes a priort que serao consideradas nesta secao sao apresentadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.8: Distribuicao a priori para as tazas de falha - caso decrescente.

Caso H o ‘ 8 ‘E[Q] ‘ Var(6]

1 360 | 60 6 0,1
2 36 6 6 1

3 36 | 06 | 6 10
4 0,36 | 0,06 | 6 100

Nas Figuras 4.4 e 4.5 sao apresentadas as estimativas produto para a funcao taxa
de falha de acordo com as diferentes escolhas de distribuigoes a prior: para a funcao
taxa de falha fornecidas pela Tabela 4.8, e as diferentes escolhas de coesoes a priori
apresentadas na Tabela 4.1.

Como pode ser observado nas Figuras 4.4 e 4.5, verifica-se que o modelo proposto,
assim como para o caso discutido na se¢ao anterior em que foi considerada uma fun-
¢ao taxa de falha crescente, é bastante sensivel a escolha da distribuicao a priori para
a taxa de falha. As estimativas produto associadas ao o caso 1, por exemplo, cuja

distribuigao a priori para a taxa de falha é a mais informativa (com menor variancia a
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Figura 4.4: Estimativas produto para a funcao taxa de falha para diferentes coesoes

a priort - caso decrescente.

priori) dentre todas as distribuigdes a priori para a taxa de falha consi-deradas na Ta-
bela 4.8, apresentaram valores aproximadamente constantes ao longo do tempo. Para
o caso 2, cuja distribuicao a priori para a taxa de falha é razoavelmente informativa
(a variancia a priori associada ao caso 2 é a que mais se aproxima da variancia obser-
vada para a funcao taxa de falha real, fornecida na Tabela 4.7) fornece as melhores
estimativas para a funcao taxa de falha com relagao aos demais casos considerados.
Entretanto, como pode ser observado, independentemente do tipo de coesao adotado,
o modelo nao acompanha o decrescimento da funcao taxa de falha real de maneira
muito satisfatéria, como se verificou no caso crescente, discutido na se¢ao anterior.
Para os casos 3 e 4, que apresentam distribui¢oes a priori pouco informativas, isto
é, apresentam variancias grandes a priori, percebe-se que as estimativas produto se
distanciam consideravelmente da funcao taxa de falha real.

Note que em todos os casos considerados na Tabela 4.8 a estimativa a prior: para
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Figura 4.5: Estimativas produto para a funcao taxa de falha para diferentes distri-

buigoes a priori para a taxa de falha - caso decrescente.

a taxa de falha em cada intervalo é 6. Como pode ser observado nas Figuras 4.4
e 4.5, as estimativas produto associadas ao caso 1, cuja distribuicao a priori para
a taxa de falha é bastante informativa, praticamente nao se alteraram, continuando
a estimar a funcao taxa de falha em torno de 6, como havia sido feito a priori,
independentemente da coesao assumida a priori. Para o caso 2, que apresenta uma
distribuicao a prior: razoavelmente informativa para a taxa de falha, verifica-se que
as estimativas produto associadas aos tempos de falha iniciais apresentaram valores
aproximadamente constantes e acima de 6 (em torno de 8), seguido de um declinio na
dire¢ao dos ultimos tempos de falha observados, com as estimativas aproximando-se
do valor 6 estimado a priori. Para o caso 3 observa-se que as estimativas produto
associadas aos tempos de falhas iniciais sdo muito superiores (em torno de 12) ao valor
6 estimado a priori, seguido de um suave declinio na dire¢ao dos tltimos tempos de

falha observados. Note ainda que as estimativas associadas aos ultimos tempos de
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falha, salvo a estimativa referente ao tltimo tempo de falha observado, apresentaram
valores ainda consideravelmente superiores ao valor 6 estimado a priori para a taxa
de falha. Finalmente, para o caso 4, cuja distribuicao a priori para a taxa de falha é a
menos informativa dentre todos os cenarios considerados na Tabela 4.8, apresentaram
estimativas produto, em geral, superiores ao valor 10. Além disso, como pode ser
observado na Figura 4.5, as estimativas para a funcao taxa de falha associadas ao caso
4 apresentaram, principalmente para os casos em que as coesoes 1 e 2 sao consideradas,
um comportamento crescente e posteriormente decrescente a partir dos tempos de
falhas intermediarios.

Quanto ao tipo de coesao adotado, observou-se que os quatro tipos de coesoes
a priori considerados forneceram resultados bastante similares para os casos 1 e 2.
Entretanto, para os casos 3 e 4, cujas distribui¢oes a priori para a taxa de falha sao
pouco informativas, isto é, apresentam variancias grandes a priori, as coesoes 3 e 4,
aparentemente, forneceram melhores estimativas para a fungao taxa de falha, como
pode ser visto na Figura 4.5.

A Tabela 4.9 fornece os erros quadraticos associados as estimativas produto for-
necidas pelo modelo proposto para a funcao taxa de falha para todos os cenarios
consi-derados nesta secao. Na Figura 4.6 sao apresentadas as estimativas produto
para a fungao taxa de falha referentes aos casos 2 e 4, respectivamente, para as 4
escolhas de coesoes a prior: apresentadas na Tabela 4.1, e as estimativas da funcao

taxa de falha fornecidas pelo MKP.

Tabela 4.9: FErro quadrdtico associado as estimativas para funcdao taza de falha - caso

decrescente

H Coesdes

G| 1 [ 2 [ 5 |

1 4517252 | 4517252 | 45,17252 | 44,94146
2 265,6006 | 270,0236 | 232,6728 | 259,8202
3 1808,931 | 2442,189 | 1113,569 | 1426,823
4 1424,547 | 2535,106 | 1027,983 | 969,6134

O erro quadratico correspondente & funcao taxa de falha associada ao MKP, neste

caso, ¢ EQ(MKP)=2885371. Como pode ser observado na Tabela 4.9, o erro qua-
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dratico associado ao MKP ¢ significativamente superior a qualquer erro quadrético
associado ao modelo proposto, independentemente do tipo de coesao a priori ado-
tado e da distribuicao a priori assumida para a taxa de falha. Tal resultado pode ser
explicado pelo fato de as estimativas para a taxa de falha associadas ao MKP terem
apresentado uma variabilidade muito grande ao longo do tempo, como pode ser visto

na Figura 4.6.
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Figura 4.6: Estimativas produto e de Kim-Proschan para a func¢ao taxa de falha

decrescente - casos 2 e 4.

Note que (ver Tabela 4.9) as estimativas produto associadas ao caso 2, cuja dis-
tribuicao a prior: para a taxa de falha é razoavelmente informativa, assim como se
verificou para a funcao taxa de falha crescente discutida na se¢ao anterior, apresenta-
ram menores erros quadraticos que as estimativas produto associadas aos casos 3 e 4,
cujas distribuicoes a priori para a taxa de falha sao pouco informativas, independen-
temente da coesao a priori assumida. Entretanto, mesmo estimando a funcao taxa de

falha como sendo aproximadamente uma constante ao longo do tempo, neste caso, as
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estimativas produto associadas ao caso 1 apresentaram os menores erros quadraticos
dentre todos os casos considerados na tabela 4.8.

Nas Tabelas 4.10 e 4.11 sao apresentadas, respectivamente, as modas a posteriori
e suas respectivas probabilidades para o nimero de blocos (intervalos), e as partigoes

mais provaveis para todos os modelos ajustados.

Tabela 4.10: Modas a posteriori associadas ao nimero de blocos - caso decrescente.

H Coesbes
Casos H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4
1 53 53 53 53
10 | 1o | a0 | 1o

2 7 11 6 6
(0,237) | (0,218) | (0,385) | (0,265)

3 5 6 4 5
(0,358) | (0,262) | (0,417) | (0,396)

4 4 3 5 3
(0,469) | (0,379) | (0,489) | (0,496)

Da Tabela 4.10 observa-se que o modelo proposto indica um ntimero pequeno
de blocos (< 11) a posteriori é mais provavel para os casos 2, 3 e 4. Entretanto,
para o caso 1, independentemente da coesao a priori assumida, verifica-se que a
particao aleatoria com um intervalo associado a cada tempo de falha observado é
estimada pelo modelo com probabilidade 1, ou seja, que a particao que define o MEP
nao-paramétrico ¢ estimada como sendo a Unica partigao provavel para os dados em
estudo.

E importante ser ressaltado que, se a moda a posteriori for assumida como es-
timativa para o ntmero de blocos a posteriori, entao as estimativas fornecidas pelo
modelo proposto para o niimero de blocos a posteriori, exceto para o caso 1, sao signi-
ficativamente inferiores ao nimero de intervalos (definido arbitrariamente) associado
ao MKP, que considera tantos intervalos quanto o ntmero de falhas observadas.

Como pode ser observado na Tabela 4.11, com excecao do caso 1, apesar da funcao
taxa de falha apresentar uma maior inclinacao no inicio da seqiiéncia de observacoes,
o modelo apresentou uma tendéncia para captar pontos de mudanga no final das

observagoes. Tal fato, que nao era esperado neste caso, poderia explicar porque o
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modelo nao acompanhou de maneira satisfatéoria o decaimento da fungao taxa de
falha.

Outro fato que merece ser destacado é que o modelo proposto estimou com proba-
lidade 1 cada tempo de falha observado como sendo um ponto de mudanca para o caso
1, mas as estimativas produto apresentaram valores praticamente constantes ao longo
do tempo, como pode ser observado nas Figura 4.4 e 4.5. Como a mesma distribuicao
a priori para a taxa de falha é assumida em cada intervalo associado & particao
aleatoria que divide o eixo do tempo, e cada intervalo contém exatamente um tnico
tempo de falha, a informacao trazida pelos dados pode nao ter sido capaz de corrigir
a informacao proveniente da distribuicao a priori que, neste caso, apresenta uma
variancia consideravelmente pequena. Tal fato explicaria o motivo das estimativas
produto associadas ao caso 1 terem apresentado valores praticamente constantes ao

longo do tempo.
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Tabela 4.11: Partigoes mais provdveis a posteriori - funcao taxa de falha decrescente.

Coesao Partigao ‘ Prob.
Caso 1
1 p={0, 1, 2, ..., 52, 53} 1,0
2 p={0, 1, 2, ..., 52, 53} 1,0
3 p={0, 1, 2, ..., 52, 53} 1,0
4 p={0, 1, 2, ..., 52, 53} 1,0
Caso 2
1 p ={0,41,48,49,50, 51,52, 53} 0,024
2 p =10,41,44,47,48, 49,50, 51,52,53} | 0,013
3 p =1{0,41,49,50, 51, 52,53} 0,032
4 p =40,41,50,51,52,53} 0,032
Caso 3
1 p =40,44,50,51,52,53} 0,045
2 p ={0,40,50,51,52,53} 0,043
3 p ={0,48,50,52,53} 0,037
4 p ={0,44,50, 52,53} 0,074
Caso 4
1 p ={0,48,52,53} 0,045
2 p ={0,44,50, 52,53} 0,043
3 p ={0,48,52,53} 0,037
4 p ={0,48,52,53} 0,074

4.4 Conclusoes

Verificou-se que o modelo proposto é bastante sensivel a escolha da distribuicao a
priori para a taxa de falha. Para ambas as taxas de falhas consideradas, observou-se
que os melhores resultados sao obtidos quando se utiliza uma distribuicao a prior:
razoavelmente informativa para a fungao taxa de falha.

Distribuigoes a priori muito informativas (com variancias a priori muito peque-
nas), independentemente do tipo de coesdo a priori adotado, parecem estimular a
formacao de particoes a posteriori com um nimero alto de intervalos. Consequen-
temente, cada intervalo é composto por um nimero reduzido de tempos de falha,
fazendo com que a distribuicao a priori tenha mais peso na distribuicao a posteriori
que os dados.

Para os casos em que distribuigdes a priori pouco informativas (com variancias
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grandes a priori) para a taxa de falha sdo utilizadas, verificou-se um aumento subs-
tancial na variabilidade entre as estimativas fornecidas pelo modelo proposto para a
funcao taxa de falha.

Observou-se também que os quatro tipos de coesoes a priori forneceram resul-
tados bastante similares para os casos em que a funcao taxa de falha é crescente,
independentemente da distribuicao a prior: assumida para a taxa de falha. Para o
caso decrescente, no entanto, verificou-se que o modelo apresentou resultados simila-
res para os quatro tipos de coesoes priori considerados apenas para os casos em que
as distribuicoes a priori para a taxa de falha sao muito ou razoavelmente informativas
(casos 1 e 2). Para os casos em que as distribuigdes a priori para a taxa de falha
sao pouco informativas (casos 3 e 4), observou-se que as coesoes 3 e 4 aparentemente
forneceram melhores resultados.

O modelo proposto, em geral, apresentou melhores estimativas para a funcao
taxa de falha que o MKP, tanto para a funcao taxa de falha crescente quanto para
a funcao taxa de falha decrescente. Além disso, com exce¢ao do caso em que se
tem uma distribuicdo a priori muito informativa para a taxa de falha (caso 1), as
estimativas para o namero de intervalos (blocos) a posteriori fornecidas pelo modelo
proposto foram significativamente inferiores ao ntimero de intervalos considerados

pela partigao do eixo do tempo associada ao MKP.
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Capitulo 5

Aplicacoes

5.1 Introducao

Neste capitulo serao apresentadas, utilizando-se a metodologia proposta, a analise de
dois conjuntos de dados reais ja discutidos na literatura, em que o modelo Weibull
foi ajustado (ver Gamerman (1993) e Freitas e Colosimo (1997)).

Em ambos os casos, sera realizada uma andlise de sensibilidade para o modelo
considerando-se as diferentes escolhas de coesoes a priori utilizadas no Capitulo 4.
Com relagao a distribuicao a prior: para a funcao taxa de falha, serao consideradas
duas situacoes: na primeira situacao, seré assumida uma distribuicao a priori nao in-
formativa para a fungao taxa de falha; na segunda, sera considerada uma distribuicao
a priori informativa para a funcao taxa de falha.

Assim como no capitulo anterior, sera assumida como distribuicao a priori para a
taxa de falha em cada intervalo determinado pela particao aleatoria p, a distribuicao
Gama(a, §). Segundo Gelman et. al. (2004), uma distribuicdo Gama(a, 3) nao
informativa é obtida no caso limite em que @« — 0 e § — 0. Para se determinar
as distribuicoes a priori informativas a funcao taxa de falha, como em ambos os
exemplos de aplicacao considerados, nao se tem informacao a priori disponivel acerca
da funcao taxa de falha, serao utilizadas informacoes provenientes das fungoes taxa de
falhas associadas aos modelos Weibull ajustados utilizando-se o método da maxima
verossimilhanga (MMYV). Neste caso, a distribui¢do a priori para a fun¢ao taxa de

falha sera centrada na média da funcao taxa de falha estimada pelo MMV, e a escolha
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da variancia a priori serd baseada na variancia observada para a fungao taxa de falha
estimada.

Para finalizar, é realizada uma comparacao dos resultados fornecidos pelo modelo
proposto com os resultados fornecidos pelo MKP e pelo modelo Weibull ajustado

utilizando-se o MMV.

5.2 Aplicacao 1

Para o primeiro exemplo de aplicacao considerou-se o conjunto de dados analisado
por Kim e Proschan (1991), que trata do tempo até a falha (medido em dias) de 125
sistemas de telecomunicacoes instalados pelo GTE, dos quais 17 vieram a falhar e
108 continuaram funcionado apés o término do estudo, resultando num percentual de
censura de 86,4%. A Tabela com os dados referente a este estudo é apresentada no
Apéndice B.

O modelo Weibull foi ajustado para o conjunto de dados em questao, utilizando-se
o MMV. As estimativas para os parametros de forma e de escala foram, respectiva-
mente, & = 0,5922964 e B = 0,007733103. Tal modelo apresenta uma func¢ao taxa
de falha decrescente (o < 1).

Na Tabela 5.1 sao apresentadas algumas estatisticas descritivas referentes a funcgao

taxa de falha associada ao modelo Weibull ajustado.

Tabela 5.1: FEstatisticas descritivas associadas a fun¢ao taxa de falha estimada via MMV -

aplicagao 1.

Minimo 1° Quartil | Mediana Média 3° Quartil Maéaximo Var
0,0006126 | 0,0008249 | 0,0009702 | 0,0015110 | 0,0017910 | 0,0045800 | 1,296196 x 10796

Para a obtencao de uma distribuicao informativa para a funcao taxa de falha,
foram utilizadas as informagoes provenientes da Tabela 5.1. A Tabela 5.2 fornece as
distribuicoes a priori para a funcao taxa de falha.

Na Figura 5.1 sao apresentadas as estimativas produto para a funcao taxa de falha
referentes aos casos 1 e 2, respectivamente, para as diferentes escolhas de coesoes

a priori, juntamente com as estimativas fornecidas pelo MKP e as estimativas de
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Tabela 5.2: Distribuigcao a priori para a fungao taza de falha - aplicagdo 1.

Caso ‘ o ‘ 16} ‘ E[6] ‘ Var|[6]
1 0,001 | 0,001 1 1000
2 1,5 1000 | 1,5x 1073 | 1,5 x 106

méaxima verossimilhanga (EMV) da fungao taxa de falha associada ao modelo Weibull

ajustado.
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Figura 5.1: Estimativas para a funcao taxa de falha segundo diferentes escolhas de

coesoes a priort - aplicagao 1.

Perceba da Tabela 5.2 que, a priori, no caso 1, estima-se que a funcao taxa de
falha é constante ao longo do tempo e igual a 1. Na anédlise a posteriori (ver Figura
5.1), nota-se que as estimativas produto indicam uma fungao taxa de falha decres-
cente e, em geral, menor que 1. Neste caso, observa-se que as estimativas produto

apresentaram valores, com excegao da estimativa associada ao tltimo tempo de fa-
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lha observado, muito superiores as estimativas fornecidas pelo MKP e pelo MMV,
independentemente da escolha da coesao a priori. Cabe ressaltar-se ainda que as
estimativas produto apresentaram maior variabilidade ao longo do tempo que as es-
timativas fornecidas pelos dois outros métodos, cujas estimativas sao mais suaves.

Para o caso 2, nota-se da Figura 5.1 que as estimativas produto indicam que
a funcao taxa de falha é praticamente constante ao longo do tempo, apresentando
valores proximos de 2,5 x 1073, Perceba que, ao se utilizar uma distribuicao a priori
muito informativa para a taxa de falha, e centrada em 1,5x 1072, a posteriori, estimou-
se que a funcao taxa de falha é superior ao valor estimado a priori. Note ainda
que, neste caso, as estimativas produto apresentaram uma variabilidade (entre as
estimativas) muito pequena, e nao indicaram a tendéncia de decrescimento da fun¢ao
taxa de falha observada para as estimativas da fun¢ao taxa de falha fornecidas pelos
dois outros métodos. Além disso, as estimativas produto, em geral, apresentaram
valores superiores as estimativas fornecidas pelo MKP e pelo MMV.

A Tabela 4.6 fornece as partigoes mais provaveis a posteriori para os quatro tipos
de coesoes a priori considerados, e para as duas especificacoes de distribuicoes a priori

para a funcgao taxa de falha apresentadas na Tabela 5.2.

Tabela 5.3: Parti¢oes mais provdveis a posteriori - aplicagdo 1.

Coesao ‘ Partigao Prob.
Caso 1
1 p=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17} | 0,999
2 p=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15, 16, 17} 1
3 p=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17} | 0,999
4 p=40,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17} | 0,999

Caso 2

p=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15, 16, 17}
p=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15,16, 17}
p=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15, 16, 17}
p=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14, 15,16, 17}

BwWw N =
_ = = e

Da Tabela 5.3 observa-se que a particao mais provavel a posterior: indica que ha
mudangas na funcao taxa de falha em todos os intervalos, ou seja, com probabilidades
maiores ou iguais a 0,99 tem-se que, em todas as situagoes consideradas, o MEP nao-

paramétrico seria o modelo mais indicado para descrever o comportamento dos dados.
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Note ainda que, se a moda a posterior: for assumida como estimativa para o ntmero
do blocos a posteriori, em todas as situacoes consideradas tem-se, com probabilidades
maiores ou iguais a 0,99, que a estimativa para o ntimero de blocos a posteriori é 17,
que corresponde ao nimero de tempos de falha observados.

Como foi observado no estudo dos conjuntos de dados gerados, as estimativas
produto mostraram-se muito sensiveis a escolha da distribuicao a prior: para a taxa
de falha. Este fato também se verificou aqui.

No caso 2, por exemplo, cuja distribuicao a priori para a taxa de falha é informa-
tiva, observa-se da Tabela 5.3 que, com probabilidade a posteriori igual a 1, o MEP
nao-paramétrico seria o modelo indicado para descrever o comportamento dos dados.
Neste caso, com probabilidade 1, cada intervalo contém exatamente um tnico tempo
de falha e, consequentemente, ha pouca informagao proveniente dos dados em cada
intervalo (quanto menor o nimero de tempos de falha em cada intervalo, menor é a
quantidade de informagao disponivel). Note que, a priori, a estimativa para a funcao
taxa de falha indicava uma funcao taxa de falha constante ao longo do tempo, e se
tinha muita certeza sobre o valor da funcao taxa de falha. Isto poderia explicar o
fato de, a posteriori, nao ter havido mudanca na forma da funcao taxa de falha.

Também no caso 1, notou-se que o MEP nao-paramétrico, muito provavelmente,
seria 0 modelo mais indicado para descrever o comportamento dos dados. Este fato,
aliado a pouca informagcao disponivel a priori sobre a fungao taxa de falha, poderia

explicar a alta variabilidade observada para as estimativas produto.

5.3 Aplicacao 2

Como segundo exemplo de aplicacao, tomou-se o conjunto de dados proveniente de
Freitas e Colosimo (1997), que trata de um teste de vida realizado com mecanismos
manuais de acionamento de vidros de automoéveis. Neste estudo, um lote de 30 me-
canismos novos foi colocado sobre teste por um periodo de 50000 ciclos (um ciclo
corresponde ao ato de descer e subir o vidro). Ao final do teste, constatou-se que
18 mecanismos haviam falhado e o restante continuava funcionando, resultando num
percentual de censura de 40%. O namero de ciclos até a falha dos mecanismos que

falharam sao apresentados na Tabela 5.4, em que % denota observacao censurada.
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Tabela 5.4: Niumero de ciclos até a falha de mecanismos de acionamento manual de vidro

de automdveis.

38590 16513 27847 13566 14922 40278
11223 36229 5626 39580 44540 31225
28613 12128 26791 41325 27144 22138
50000* | 50000* | 50000* | 50000* | 50000* | 50000*
50000* | 50000* | 50000* | 50000* | 50000* | 50000*

Analogamente ao exemplo de aplicacao analisado na secao anterior, foi ajustado,
através do MMV, o modelo Weibull com parametros de forma e de escala, respecti-
vamente, dados por & = 1,658447 e B = 1,526378 x 107%. Note que, neste caso, o
modelo estimado apresenta uma funcao taxa de falha crescente (o > 1).

A Tabela 5.5 fornece algumas estatisticas descritivas referentes a fungao taxa de

falha associada ao modelo Weibull ajustado.

Tabela 5.5: Estatisticas descritivas associadas a funcao taxa de falha estimada via MMV -

aplicagao 2.

Minimo

1° Quartil

Mediana

Meédia

3° Quartil

Méximo

Var

7,459 x 1096

1,442 x 10795

2,120 x 10795

2,020 x 10795

2,623 x 10795

2,913 x 1079

4,231501 x

10711

Na Tabela 5.6 sao apresentadas as distribuicoes a priori para a funcao taxa de

falha.

Tabela 5.6: Distribuicao a priori para a fungao taza de falha - aplicagao 2.

Caso ‘ o ‘ B ‘ E[6] ‘ Var[6]
1 0,001 | 0,001 1 1000
2 1,5 1000 | 2x 1072 | 4x 101!

A Figura 5.2 fornece as estimativas produto para a funcao taxa de falha, considerando-
se as diferentes escolhas de coesoes a priori para os casos 1 e 2, respectivamente, bem
como as estimativas fornecidas pelos MMV e MKP.

Como pode ser observado na Tabela 5.6, no caso 1, a funcao taxa de falha era

estimada, a priori, como uma constante ao longo do tempo, com valor igual a 1. Na
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Figura 5.2: Estimativas para a funcao taxa de falha segundo diferentes escolhas de

coesoes a priort - aplicagao 2.

anélise a posteriori (ver Figura 5.2), verifica-se que as estimativas produto apresenta-
ram valores consideravelmente inferiores a estimativa a priori para a funcao taxa de
falha. Nota-se ainda que, independentemente do tipo de coesao a priori adotado, as
estimativas produto para a taxa de falha sao, com excecao da estimativa associada
ao ultimo tempo de falha observado, muito superiores as estimativas fornecidas pelos
MKP e pelo MMV. Além disso, neste caso, as estimativas produto para a funcao taxa
de falha apresentaram uma variabilidade maior que as estimativas fornecidas pelos
outros dois métodos.

Para o caso 2, cuja distribuicao a priori para a taxa de falha é informativa, observa-
se da figura 5.2 que as estimativas produto indicam uma funcao taxa de falha apro-
ximadamente constante ao longo do tempo, com valores proximos de 2 x 1075, que
corresponde ao valor estimado a priori para taxa de falha, enquanto as estimativas

para a funcao taxa de falha fornecidas pelo MKP e pelo MMV indicam uma funcao
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taxa de falha crescente. Note que as estimativas produto, neste caso, apresentaram
valores mais proximos das estimativas para a funcao taxa de falha fornecidas pelo
MMYV que as estimativas fornecidas pelo MKP, mesmo estimando a funcao taxa de
falha como sendo aproximadamente uma constante ao longo do tempo. Perceba que,
até a décima segunda observacao, cujo valor é 31225, as estimativas produto para a
funcao taxa de falha apresentaram valores superiores as estimativas fornecidas pelo
MMV e que, apds esta observacao, as estimativas produto apresentaram valores in-
feriores as EMV. Note ainda que, neste caso, as estimativas produto apresentaram a

menor variabilidade entre os trés métodos considerados.

Tabela 5.7: Parti¢oes mais provdveis a posteriori - aplicag¢io 2.

Coesao ‘ Partigcao Prob.

Caso 1

1 p=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18} 1

2 p=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15, 16,17, 18} 1

3 p=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18} 1

4 p=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18} 1
Caso 2

1 p=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18} 1

2 p=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18} 1

3 p=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18} 1

4 p=1{0,1,2,3,4,56,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15, 16,17, 18} 1

Como pode ser observado na Tabela 5.7, que fornece as partigoes mais provaveis
a posteriori para todos os modelos ajustados, independentemente do tipo de coesao
a priori adotado e da distribuicao a priori assumida para a funcao taxa de falha,
o modelo proposto estima com probabilidade 1 aquela particao que divide o eixo
do tempo com tantos intervalos quanto o ntimero de falhas observadas, ou seja, que
o MEP nao-paramétrico seria o modelo mais indicado para descrever os dados em
estudo. Consequentemente, se a moda a posteriori for assumida como estimativa
para o numero de blocos a posteriori, entao, para todos os cenarios considerados,
tem-se com probabilidade 1 que a estimativa para o niamero de blocos a posterior: é
18, que corresponde ao nimero de tempos de falha observados.

Analogamente ao que se observou no estudo realizado com os conjuntos de dados

gerados e no exemplo de aplicagao analisado anteriormente, as estimativas produto se
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mostraram bastante sensiveis a escolha da distribuicao a prior: para a taxa de falha.

Em ambos os casos considerados, verificou-se da Tabela 5.7 que, com probabilidade
1, o MEP nao-paramétrico seria o modelo mais adequado para descrever os dados em
estudo. Desta forma, cada intervalo deve conter exatamente um tinico tempo de falha
e, consequentemente, deve haver pouca informacao proveniente dos dados em cada
intervalo pois, quanto menor o niimero de tempos de falha em cada intervalo, menor
é a quantidade de informacao disponivel. Este fato poderia ser utilizado para se
explicar porque as estimativas produto apresentaram muita variabilidade no caso 1,
cuja distribuicao a priori para a taxa de falha é nao informativa, e porque no caso 2,
a posteriori, nao houve mudanca na forma da funcao taxa de falha, que era estimada

a priori como uma constante ao longo do tempo, com muita certeza sobre isso.

5.4 Conclusoes

Na analise dos dois exemplos de aplicagao considerados verificou-se que as diferentes
coesoes a priori assumidas forneceram resultados bastante similares, independente-
mente da distribuicao a priori adotada para a taxa de falha. Entretanto, observou-se
que a escolha da distribuicao a priori para a taxa de falha afetou de maneira signifi-
cativa as estimativas da funcao taxa de falha fornecidas pelo modelo proposto.

E importante ressaltar-se também que, em ambos os exemplos de aplicacdo ana-
lisados, observou-se que o modelo estimou com probabilidades muito altas a particao
cujo numero de intervalos é igual ao nimero de falhas observado, ou seja, que a par-
ticao associada ao MKP ¢é a particao do eixo do tempo mais provavel para os dois
conjuntos de dados em estudo, independentemente do tipo de coesao a prior: adotado

e da distribuicao a priori assumida para a funcao taxa de falha.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho foi apresentada uma nova abordagem para o MEP em que a particao
que divide o eixo do tempo é considerada aleatéria e, consequentemente, um parame-
tro a ser estimado. A estrutura do MPP, proposto por Hartigan (1990), é utilizada.
Dois conjuntos de dados gerados de distribuigcoes Weibull, um com func¢ao taxa de
falha crescente e outro com funcao taxa de falha decrescente, foram utilizados para se
avaliar o desempenho do modelo. Diferentes escolhas de distribuicoes a priori para a
funcao taxa de falha e diferentes escolhas de coesoes a priori foram considerados. Os
resultados obtidos foram comparados com os resultados fornecidos pelo MKP. Dois
exemplos de aplicacao envolvendo conjuntos de dados reais também foram analisados
utilizando-se a metodologia proposta, o MMV e o MKP.

Para o estudo envolvendo os conjuntos de dados gerados foram considerados quatro
tipos de coesoes a priori para a particao aleatoria, sendo trés deles nao paramétricos,
e quatro distribui¢oes a priori para a funcao taxa de falha, em que se considerou di-
ferentes niveis de informagao a priori. Em ambos os casos (crescente e decrescente),
observou-se que as estimativas para a fungao taxa de falha associadas ao modelo pro-
posto apresentaram, na maioria dos casos abordados, melhores resultados que o MKP.
Além disso, o método proposto fornece outras informagoes tteis para a analise. Por
exemplo, as estimativas para o niimero de intervalos a posteriori associados a particao
aleatdria que, exceto para os casos em que distribui¢oes a priori muito informativas
foram assumidas para a taxa de falha, foram consideravelmente menores que o nu-

mero de intervalos associado ao MKP, cuja particao é definida de forma arbitraria e
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considera um intervalo para cada tempo de falha observado.

Para a anélise dos dois conjuntos de dados reais também foram considerados as
mesmas quatro coesoes a priori e duas distribuicoes a priori para a taxa de falha,
sendo uma distribuicao a priori nao informativa, e outra informativa. Em ambos os
exemplos de aplicagao analisados verificou-se que os quatro tipos de coesoes a prior:
forneceram resultados bastante similares, e as estimativas associadas as diferentes
escolhas de distribui¢oes a priori para a taxa de falha apresentaram diferencas tanto
na forma da funcao taxa de falha estimada como também na variabilidade entre as
estimativas ao longo do tempo. Além disso, para todos os modelos ajustados, a
particao do eixo do tempo que define o MEP nao-paramétrico foi indicada como a
mais provavel a postertori, com probabilidade muito alta.

Em linhas gerais, o modelo proposto apresentou, na maioria dos casos abordados,
melhores resultados que o MKP. Outra vantagem desse tipo de abordagem é a pos-
sibilidade de se fazer inferéncia sobre a particao a ser utilizada e que, até entao, era
determinada de maneira arbitraria. Além disso, verificou-se que o modelo é bastante
sensivel & escolha da distribuicao a priori para a taxa de falha, e noto-se que o tipo de
coesao a priori assumido, em geral, nao afetou de maneira significativa as estimativas
para a fungao taxa de falha.

Como propostas para trabalhos futuros, sugere-se avaliar o desempenho o modelo
para outras distribuigoes, como por exemplo as distribui¢oes Exponencial, Gama e
Log-normal, verificar o comportamento do modelo para diferentes tamanhos de amos-
tras e proporcoes de censura, obter a funcao de sobrevivéncia, e incluir covariaveis
no modelo. Outra proposta interessante seria tentar incorporar a estrutura dina-
mica utilizada por Gamerman (1994) ao modelo, tentando eliminar-se, desta forma,

a dificuldade encontrada para se determinar a distribuicao a prior: para a taxa de

falha.
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Apéndice A

A seguir sao apresentados os demais graficos e tabelas referentes ao estudo realizado

com os dois conjuntos de dados gerados.

Funcao Taxa de Falha Crescente
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Figura 6.1: Estimativas produto e de Kim-Proschan para a fun¢ao taxa de falha

crescente - casos 1 e 3.
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Figura 6.2: Distribuicao a posteriori do nimero de blocos para diferentes escolhas de

coesoes a priori, caso 1 - fungao taxa de falha crescente.
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Figura 6.3: Distribuicao a posteriori do niimero de blocos para diferentes escolhas de

coesoes a priort, caso 2 - funcao taxa de falha crescente.
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Figura 6.4: Distribuicao a posteriori do nimero de blocos para diferentes escolhas de

coesoes a priori, caso 3 - fungao taxa de falha crescente.
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Figura 6.5: Distribuicao a posteriori do niimero de blocos para diferentes escolhas de

coesoes a priort, caso 4 - funcao taxa de falha crescente.
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Figura 6.6: Pontos de mudanga associados as partigoes mais provaveis, referentes ao

caso 1 - funcao taxa de falha crescente.
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Figura 6.7: Pontos de mudanca associados as partigoes mais provaveis, referentes ao

caso 2 - funcao taxa de falha crescente.
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Tabela 6.1: FEstatisticas descritivas referentes a distribuicao a posteriori do nimero de blocos

- funcao tazxa de falha crescente.

Caso 1
Coesao ‘ Minimo ‘ 1° Quartil, ‘ Mediana ‘ Meédia ‘ 3° Quartil ‘ Maximo ‘ Moda ‘ Var
1 46,00 51,00 51,00 51,13 52,00 52,00 52 0,896941
2 47,00 51,00 52,00 51,51 52,00 52,00 52 0,5263824
3 45,00 50,00 51,00 50,48 51,00 52,00 51 1,482,999
4 49,00 51,00 52,00 51,56 52,00 52,00 52 0,4270631
Caso 2
Coesao ‘ Minimo ‘ 1° Quartil, ‘ Mediana ‘ Meédia ‘ 3° Quartil ‘ Méaximo ‘ Moda ‘ Var
1 3,000 5,000 5,000 5,389 6,000 10,000 5 1,343,022
2 4,00 6,00 7,00 7,19 8,00 15,00 7 3,199,099
3 3,000 4,000 4,000 4,513 5,000 8,000 4 0,6604915
4 3,000 4,000 4,000 4,559 5,000 8,000 4 0,6912102
Caso 3
Coesao ‘ Minimo ‘ 1° Quartil, | Mediana ‘ Média ‘ 3° Quartil ‘ Méaximo ‘ Moda ‘ Var
1 2,00 3,00 4,00 3,54 4,00 6,00 4 0,3787788
2 2,00 4,00 4,00 3,98 4,00 6,00 4 0,4480480
3 2,000 3,000 3,000 3,142 3,000 4,000 3 0,2160521
4 2,000 3,000 3,000 3,207 4,000 5,000 3 0,3224735
Caso 4
Coesao ‘ Minimo ‘ 1° Quartil, ‘ Mediana ‘ Meédia ‘ 3° Quartil ‘ Maximo ‘ Moda ‘ Var
1 3,000 4,000 4,000 4,208 5,000 7,000 4 0,4411772
2 3,000 4,000 5,000 4,685 5,000 7,000 4 0,6484234
3 2,000 3,000 4,000 3,761 4,000 6,000 4 0,3622412
4 2,000 3,000 4,000 3,872 4,000 6,000 4 0,386002
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Funcao Taxa de Falha Decrescente
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Figura 6.10: Estimativas produto e de Kim-Proschan para a funcao taxa de falha

decrescente - casos 1 e 3.
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Figura 6.11: Distribuicao a posteriori do nimero de blocos para diferentes escolhas

de coesoes a priori, caso 2 - funcao taxa de falha decrescente.
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Figura 6.12: Distribuicao a posterior: do nimero de blocos para diferentes escolhas

de coesoes a priori, caso 3 - funcao taxa de falha decrescente.
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Figura 6.13: Distribuicao a posteriori do nimero de blocos para diferentes escolhas

de coesoes a priori, caso 4 - funcao taxa de falha decrescente.
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Figura 6.14: Pontos de mudanca associados as parti¢goes mais provaveis, referentes ao

caso 1 - fungao taxa de falha decrescente.
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Figura 6.15: Pontos de mudanca associados as parti¢oes mais provaveis, referentes ao

caso 2 - funcao taxa de falha decrescente.
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Figura 6.16: Pontos de mudanca associados as parti¢goes mais provaveis, referentes ao

caso 3 - fungao taxa de falha decrescente.
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Figura 6.17: Pontos de mudanca associados as parti¢oes mais provaveis, referentes ao

caso 4 - funcao taxa de falha decrescente.
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Tabela 6.2: FEstatisticas descritivas referentes a distribuicao a posteriori do nimero de blocos

- funcao tazxa de falha decrescente.

Caso 1
Coesao ‘ Minimo ‘ 1° Quartil, ‘ Mediana ‘ Meédia ‘ 3° Quartil ‘ Maximo ‘ Moda ‘ Var
1 53 53 53 53 53 53 53 0
2 53 53 53 53 53 53 53 0
3 53 53 53 53 53 53 53 0
4 53 53 53 53 53 53 53 0
Caso 2
Coesao ‘ Minimo ‘ 1° Quartil, ‘ Mediana ‘ Meédia ‘ 3° Quartil ‘ Méaximo ‘ Moda ‘ Var
1 3,000 7,000 8,000 7,737 9,000 13,000 5 1,343,022
2 4,00 9,00 10,00 10,41 12,00 17,00 7 3,199,099
3 3,000 5,000 6,000 5,993 7,000 10,000 4 0,6604915
4 3,000 6,000 6,000 6,574 7,000 14,000 4 0,6912102
Caso 3
Coesao ‘ Minimo ‘ 1° Quartil, | Mediana ‘ Média ‘ 3° Quartil ‘ Méaximo ‘ Moda ‘ Var
1 3,000 5,000 5,000 5,506 6,000 10,000 5 0,992957
2 4,000 5,000 6,000 6,348 7,000 12,000 6 1,924,821
3 3,000 4,000 5,000 4,856 5,000 8,000 5 0,8621261
4 2,000 4,000 5,000 4,884 5,000 8,000 5 0,8794234
Caso 4
Coesao ‘ Minimo ‘ 1° Quartil, ‘ Mediana ‘ Meédia ‘ 3° Quartil ‘ Maximo ‘ Moda ‘ Var
1 3,000 4,000 4,000 4,152 5,000 7,000 4 0,7416376
2 3,000 4,000 5,000 4,968 6,000 9,000 5 0,9098859
3 2,000 3,000 4,000 3,603 4,000 6,000 3 0,4638549
4 2,000 3,000 3,000 3,612 4,000 6,000 3 0,50396
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Apéndice B

A seguir sao apresentados os graficos e tabelas referentes aos dois exemplos de apli-

cacao analisados.
Aplicacao 1

Tabela 6.3: Tempos de vida dos sistemas de telecomunicacao observados no periodo de 20

de maio & 31 de outubro de 1985 - Aplicacdo 1.

tempo [ evento [ tempo [ evento [ tempo [ evento [ tempo [ evento [ tempo [ evento

1 1 133 0 138 0 147 0 151 0

2 1 133 0 138 0 147 0 151 0

3 1 133 0 139 1 147 0 151 0

7 1 133 0 139 0 147 0 152 0
10 1 134 0 139 0 148 0 152 0
13 1 134 0 139 0 148 0 152 0
34 1 134 0 139 0 149 0 152 0
40 1 134 0 140 0 149 0 155 0
45 1 135 0 140 0 149 0 155 0
54 1 135 0 140 0 149 0 155 0
63 1 135 0 140 0 149 0 156 0
64 1 137 0 140 0 149 0 160 0
67 1 137 0 140 0 149 0 160 0
73 0 137 0 140 0 149 0 161 0
7 1 137 0 141 0 149 0 162 0
90 0 137 0 141 0 150 0 162 0
94 1 137 0 141 0 150 0 163 0
101 0 137 0 141 0 150 0 163 0
115 1 138 0 142 0 151 0 163 0
133 0 138 0 143 0 151 0 163 0
133 0 138 0 143 0 151 0 163 0
133 0 138 0 143 0 151 0 163 0
133 0 138 0 146 0 151 0 164 0
133 0 138 0 147 0 151 0 164 0
133 0 138 0 147 0 151 0 164 0
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Figura 6.18: Pontos de mudanca associados

aplicagao 1 - caso 1.

caso 2 — coeséo 1

(=]
I .
- —e— tempo de falha °
S —e— ponto de mudanga
= .
- 7] ° . -
8 - ot
.
. ®
] A .
o eee® °
T T T
5 10 15
Index
caso 2 - coesédo 3
(=]
3 .
- —e— tempo de falha -
g | —*— pontode mudanga
= .
- 7] ° . -
2 - e® ]
.
. ®
o
N .
o eee .
T T T
5 10 15
Index
Figura 6.19: Pontos de mudanca associados

aplicagao 1 - caso 2.
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Aplicacao 2
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