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RESUMO

GEBERT, Deyse Marcia Pacheco. Proposta de testes bootstrap para inferir so-
bre o niimero de componentes principais retidos. 2010. 75 p. Dissertagdo
(Mestrado em Estatistica e Experimentagdo Agropecudria) - Universidade Federal
de Lavras, Lavras.

Uma de muitas metas da andlise multivariada é a redug@o da dimensio-
nalidade, ou seja, a busca por modelos mais parcimoniosos. Neste sentido, uma
técnica utilizada € a andlise de componentes principais. Apds a determinacdo dos
componentes principais deve-se definir qual o nimero ideal a ser usado, de modo
a sintetizar a informacdo contida nas varidveis originais em um modelo mais sim-
plificado. Alguns critérios para essa escolha sdo propostos na literatura, a maioria
deles possui sérias limitacdes sendo essa uma justificativa para esse estudo. O ob-
jetivo do presente trabalho foi propor novos testes para a determinagdo do niimero
ideal de componentes principais a serem retidos, baseados na propor¢do de ex-
plicacdo da variacdo total dos k£ primeiros componentes. A avaliagdo das taxas
de erro tipo I, poder e robustez desses métodos foi feita por meio de simulagdes
Monte Carlo. Tais testes foram comparados entre si e com o teste de Fujikoshi.
Trés novos testes bootstrap para a propor¢do de explicacdo de componentes prin-
cipais retidos foram propostos com sucesso. Sob normalidade multivariada os dois
testes de bootstrap paramétrico sdo recomendados, pois tiveram os maiores valo-
res de poder e controlaram o erro tipo I. Sob ndo-normalidade o teste bootstrap
nao-paramétrico é recomendado por ser robusto, uma vez que foi o Unico a con-
trolar o erro tipo 1. Os testes propostos superaram o teste de Fujikoshi na maioria
das situacdes.

Palavras-chave: Multivariada, componentes principais e teste bootstrap.

*Orientador: Daniel Furtado Ferreira -UFLA .
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ABSTRACT

GEBERT, Deyse Mircia Pacheco. On Bootstrap tests for the retained number
of principal components. 2010. 75 p. Dissertation (Master in Statistics and
Agricultural Experimentation) - Federal University of Lavras, Lavras. *

One of the many goals of the multivariate analysis is to reduce dimen-
sionality, i.e., search for more parsimonious models. In this sense, the technique
of principal component can be used. After the principal components were deter-
mined one should choose the ideal number of components to be retained in order
to synthesize the information contained in the p original variates in a simplified
model. Some criteria for this choice are proposed in the literature, most of them
have serious limitations that were used as justification for this study. The aim of
this study was to propose new tests for determining the optimal number of princi-
pal components to be retained, based on the proportion of explanation of the total
variation of the k first components (k < p). The evaluation of type I error rates,
power and robustness of these tests was made by Monte Carlo simulations. These
tests were compared among themselves and with Fujikoshi’s test. The three new
bootstrap tests were proposed with success. Under multivariate normality the two
parametric bootstrap tests are recommended, since they showed the highest power
and controlled the type I error. Under non-normality the non-parametric bootstrap
test was considered robust, since it was the only one to control the type I error
and should be recommended. The proposed tests overcome the test of Fujikoshi in
most circumstances.

Key words: Multivariate, principal components and test bootstrap.

“Adviser: Daniel Furtado Ferreira - UFLA



1 INTRODUCAO

Na grande maioria das pesquisas realizadas, mensura-se mais do que uma
varidvel resposta em cada individuo, objeto ou amostra. Nem sempre esses dados
sdo analisados de forma multivariada. As varidveis mensuradas possuem relagdes
entre si e a estatistica multivariada explora essa relacdo, levando a andlises mais
robustas e informativas. De modo geral, andlises que envolvem muitas varidveis,
tém interpretagdes mais complexas. Uma das metas da estatistica multivariada é a
busca por modelos mais simplificados, com menos varidveis. Neste sentido, uma
técnica utilizada € a andlise de componentes principais.

A andlise de componentes principais ¢ uma transformacao linear das vari-
dveis originais, que sdo correlacionadas, em novas varidveis ndo correlacionadas.
Essa transformacao deve ser feita de forma a maximizar a variancia dos compo-
nentes e entdo organizd-los de forma decrescente. A gera¢do de componentes
principais (CP) nada mais é que a determinagdo dos autovalores e autovetores da
matriz de covariancias. Apds a determinagdo dos CP deve-se definir qual o nimero
ideal a ser usado, de modo a sintetizar a informagdo contida nas varidveis originais
em um modelo mais simplificado.

Muitos critérios para a escolha do ndmero ideal de CP sdo propostos na
literatura. Grande parte deles é baseada em argumentos empiricos, como por ex-
emplo o gréifico de autovalores (Jolliffe, 2002). Além desse método, existe o teste
para a igualdade dos tltimos autovalores (Ferreira, 2008), o método baseado no
autovalor médio (Perez-Neto et al., 2005), o teste de Bartlett (Grossman et al.,
1991), o critério de Kaiser-Guttman (Perez-Neto et al., 2005), o teste de Fujikoshi
(Fujikoshi, 1980), entre outros. A maioria dos testes existentes possuem sérias

limitagdes, sendo essa uma justificativa para esse estudo.



O presente trabalho teve como objetivo os seguintes pontos:

e propor novos testes para a determinacdo do nimero ideal de componentes
principais a serem retidos no modelo, baseados na propor¢do de explicagdo

da variagdo total dos k primeiros componentes;

e avaliacdo de taxas de erro tipo I, poder e robustez desses métodos por meio

de simulagdes Monte Carlo;

e comparagdes entre os testes propostos e com o teste de Fujikoshi (1980).



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Analise multivariada

A expressdo andlise multivariada, como o préprio nome ja diz, é usada para
descrever andlises de dados que s@o coletados em p varidveis (p > 1) para cada
individuo, unidade experimental ou amostral estudada. De acordo com Rencher
(2002), a andlise multivariada consiste em uma cole¢do de métodos que podem ser
utilizados quando mensura-se mais do que uma variavel resposta em cada indivi-
duo, objeto ou amostra. O desafio estd em desvendar o complicado interrelaciona-
mento entre essas vérias medidas, sendo a interpretacdo destes resultados o que
torna a andlise multivariada uma atividade gratificante para o pesquisador (Afifi,
1996).

Na prética, conjuntos de dados multivariados sao muito comuns, embora
nem sempre esses dados sejam analisados simultaneamente. Na atualidade a uti-
lizagdo exclusiva de procedimentos univariados ndo € justificdvel, dada a disponi-
bilidade de técnicas computacionais multivariadas para realizar tais anélises.

A grande maioria das pesquisas realizadas raramente esta interessada em
apenas uma varidvel. Essas varidveis em questio, possuem relagdes entre si e a
estatistica multivariada explora essa relacdo, levando a andlises mais robustas e
informativas. Os experimentos ou amostragens, de modo geral, envolvem muitas
varidveis, o que dificulta a interpretacdo das andlises univariadas realizadas. Uma
de muitas metas da andlise multivariada é a simplificacdo, ou seja, a busca por
modelos mais parcimoniosos, modelos mais simples porém, com um percentual
de explicacdo da varidncia total adequado para a situacdo. Neste sentido, uma

técnica utilizada € a andlise de componentes principais.



2.1.1 Analise de componentes principais

Jolliffe (2002) fala que reduzir a dimensionalidade de um conjunto de da-
dos composto de um grande nimero de varidveis e manter tanto quanto possivel,
a variacdo presente nele ¢ a ideia central da andlise de componentes principais.
Esse resultado é obtido pela transformacio linear de um conjunto de varidveis em
um novo conjunto, 0s componentes principais, que nao sao correlacionados e que
sdo ordenados de forma que os primeiros componentes detém a maior parte da
variacdo contida nas varidveis originais. Um pequeno grupo de varidveis ndo cor-
relacionadas € mais fécil de ser interpretado e usado para andlises futuras do que
um grande grupo de varidveis correlacionadas (Dunteman, 1989). A idéia da an4-
lise de componentes principais foi originalmente concebida por Pearson (1901) e
independentemente desenvolvida por Hotelling (1933).

A andlise de componentes principais ndo ¢ somente utilizada no sentido
de reducdo da dimensionalidade. Muitos pesquisadores a empregam para resolver
problemas de multicolinearidade em regressao multipla, deteccao de outliers, ana-
lise de modelos AM M I (Additive main effects and multiplicative interaction),
sendo também usada em outras técnicas multivariadas como: andlise discrimi-
nante, andlise fatorial, andlise de correlacdo candnica, entre outras possibilidades.

Harris (2001) especifica componentes principais como sendo combinagdes
lineares das p varidveis observadas, que sdo correlacionadas. Estas combinagdes
lineares ndo possuem correlacdo e sdo em niimero, iguais as varidveis originais.
Considere uma situa¢do em que p = 3 variaveis (X, X2 e X3), tal que, as com-

binacdes lineares,



Y1 = ann X1 + a12Xs + a13Xs,
Yo = a1 X1 + a2 X + a3 X3,
Y3 = a31.X1 + az2Xo + a3z X3

sd0 0s componentes principais, e a1, as, a3, em que a; = [a;1, a2, a;3] | € 0 vetor
de coeficientes correspondente ao i-ésimo componente principal (z = 1,2 e 3). O
vetor a; relativo ao primeiro componente principal (Y1), é obtido de tal maneira
que maximize sua varidncia. O vetor do segundo componente principal (Y3), é
determinado de forma que detenha a segunda maior variancia e o terceiro, e ltimo
componente, terd vetor de coeficientes que lhe proporcione a menor variancia.
Interpretando esta situacdo de forma geométrica, Ferreira (2008) diz que,
pode-se entender essas combinacdes lineares como sendo uma rotacao no sistema
de eixos coordenados, fazendo com que os novos eixos (Y7, Y5 e Y3) sejam posi-
cionados no sentido de maior variabilidade, ou seja, o primeiro componente princi-
pal é responsdvel pela direcdo que estd associada a maior variabilidade dos dados,
e o ultimo componente € responsavel pela direcdo de menor variabilidade. A idéia
¢ maximizar a variabilidade dos componentes principais Y;, em relagcdo a a;.
Ainda usando o mesmo exemplo e considerando cada conjunto de coefi-

cientes como um vetor a;, pode-se definir Y; como sendo:

Y = aiTX = an X1 + a;2 X2 + a;3X3,

em que a variancia de Y; € obtida por:



Var(Y;) = Var(a," X)
— a,' Var(X)a;

—a, Xa,.

Entretanto, o miximo da variancia de um componente principal ndo existe,
pois a medida que os componentes do vetor de coeficientes crescem, a varidncia
crescerd para infinito. Desse modo, deve-se impor uma restri¢do, por exemplo,
a, a; = 1.

Morrison (1990) usa a técnica de multiplicadores de Lagrange em que

deve-se maximizar

T T
a, Xa;, — \(a;, a; — 1),
em relagdo a a;, sendo \; o multiplicador de Lagrange.
A derivada da expressao a ser maximizada em relacdo a a; igualada a zero,
resulta em

(2 — )\iI)ai = 0, (2.1)

em que I é uma matriz identidade de ordem p, ¥ € a matriz de covariancias de X,
também de ordem p e X é a matriz de dados (n x p).

Observando a equagdo (2.1), nota-se a seguinte relacdo

Eai = )\iai. (2.2)

A partir disso pode-se verificar que



Var(YZ-) = aiTEai = aiT)\Z-ai = )\iaiTai = >\i7

e também que a covariincia é dada por:

Cov(Y;, Yx) = aiTEak = aiT)\kak = )\kaiTak =0,

para i # k, sendo que a; € a; sdo ortogonais.

Pela observacdo da equacdo (2.2), pode-se concluir que a definicdo dos
componentes principais nada mais € que a obten¢@o de autovalores e autovetores da
matriz de covariancia dos dados (X). Sendo que os autovetores a; (i = 1,2,...,p)
indicam as coordenadas dos novos eixos, ou seja, representam o sentido da rotacio
dos eixos coordenados definidos pelas varidveis originais. Ja os autovalores )\;
(i = 1,2,...,p) indicam as varidncias dos novos eixos coordenados (Ferreira,
2008).

Utilizando a decomposi¢do espectral da matriz de covariancias X, dada

por

S =PAP ',

sendo P uma matriz composta em suas colunas por autovetores da matriz 3 e
A a matriz diagonal de autovalores, pode-se verificar que tr(X) = Y7 | \;, da

seguinte forma:

tr(X) = tr(PAP ') = tr(AP "P) = tr(A]) = tr(A) = i \i.
=1

A partir disso é 6bvia a conclusdo de que Y 0_ \; = > P | 0;, em que o5



(i=1,2,---,p)sdo as varidncias das p varidveis, correspondentes aos elementos
da diagonal da matriz de covariancias (X), o que significa que a variabilidade total
das variaveis originais € igual a variabilidade dos componentes principais.

Ap6s a determinacdo dos componentes principais (CP) deve-se definir qual
o ndmero ideal a ser usado, de modo a sintetizar a informagdo contida nas varii-
veis originais em um modelo mais simplificado. Alguns critérios para essa escolha
sdo propostos na literatura, sendo grande parte deles baseada em argumentos em-

piricos.

2.1.2 Critérios de retencio de componentes principais

Uma das maneiras para determinagdo do nimero de componentes prin-
cipais a serem retidos em um modelo € baseada na porcentagem cumulativa da
explicagdo da varidncia total. A idéia deste método é determinar um nimero k& de
componentes principais que retenham uma propor¢ao pi da explicagdo da varian-
cia total contida nos dados originais. A dificuldade na aplicacdo deste método estd
no fato de que o préprio pesquisador deve determinar quanto o modelo reduzido
deve explicar da variacdo total. Em geral, a proporcao ideal para essa explicacao,
segundo Timm (2002), deve estar ente 70% e 80%, ja Jolliffe (2002) afirma estar
entre 70% e 90%.

A proporgao da variacdo total explicada pelos k primeiros componentes

principais pode ser estimada por

k
>

R} = =L« 100.

> S

—1

~

Além do fato do método da escolha da proporcdo de explicagdo utilizando



o estimador Ri ser um dos mais intuitivos, existem situacdes em que o p € muito
grande, e um ponto de corte de pelo menos 70% ndo conduz a modelos parcimo-
niosos devido ao alto valor de k necessario para alcancar tal ponto de corte.

Uma outra maneira para determinar o nimero ideal de componentes princi-
pais a serem retidos, e que também complementa o método descrito anteriormente,
€ o uso do grifico dos autovalores, que € denominado como scree plot (Jolliffe,
2002). Neste grafico s@o plotados, os autovalores no eixo das ordenadas e a sua
ordem k no eixo das abscissas. Como os primeiros autovalores contém a maior
varidncia e os ultimos uma variancia menor, a aparéncia do grafico é de inicio uma
curva decrescente que depois de um determinado ponto tende a ser paralela ao
eixo das abscissas. Sob essas circunstincias o objetivo € encontrar o ponto, um
valor de k, em que a partir dele a curva torna-se quase paralela ao eixo das abscis-
sas, ou seja, a partir de onde quase nao existe variacdo. Na tentativa de reduzir o
cardter pessoal desta técnica, pode-se ajustar modelos de regressao para determi-
nar esse ponto. Timm (2002), indica o modelo de regressdo nao-paramétrico por
spline. Modelos de linear response plateau podem também atender a esse obje-
tivo (Ferreira, 2008). A desvantagem de determinar um modelo para o gréfico de
autovalores € que a precisdo do método fica a mercé da qualidade desse ajuste.
Fleck & Bourdel (1998), verificaram que esse método retém poucos componentes
principais.

Um outro critério para determinar o nimero de componentes principais a
serem retidos € o teste de hip6teses de igualdade dos dltimos autovalores (Ferreira,

2008). Neste critério almeja-se testar a hipdtese:

HO:)\k+1:>\k+2:"‘:)\p'

Se esta hipétese for rejeitada, deve-se entdo adicionar um componente



principal ao modelo reduzido escolhido e testar novamente a hipdtese nula. Esse
processo deve ser repetido até que seja obtido o menor valor de k para o qual Hy
ndo seja mais rejeitada. Com isso, almeja-se que os k primeiros componentes de-
tenham toda a informag@o sobre a variabilidade e os tltimos componentes sejam
responsdveis apenas por ruidos.

Para a aplicacdo deste teste € necessdrio assumir que a distribuicao dos
dados seja normal multivariada, porque é um teste baseado na razao de verossimil-
hangas. A primeira desvantagem deste método € a suposi¢do de normalidade, que
¢ muito forte para o tipo de dado geralmente utilizado nesse tipo de andlise. Uma
das criticas de Ferreira (2008), em relacdo a este critério, € o fato de serem real-
izados vérios testes, em nimero nio definido, ndo independentes e em sequéncia,
impedindo que se faca algum tipo de correcio no nivel de significancia.

No artigo publicado por Perez-Neto et al. (2005), foram comparados al-
guns métodos, entre eles um baseado em permutacdo aleatéria dos autovalores
médios. Essa regra é conduzida da seguinte forma: (1) permutar os valores dentro
da matriz de dados das varidveis; (2) conduzir a andlise de componentes princi-
pais na matriz reformulada; (3) repetir os passos (1) e (2) 999 vezes; (4) para
cada andlise de componentes da matriz reformulada, calcular o valor médio dos
autovalores. Se o valor observado de um dado componente exceder o valor médio
calculado, este componente € entdo considerado diferente de zero. Segundo Perez-
Neto et al. (2005), esse € um método recomenddvel, desde que se tenha aplicado
o teste de Bartlett para verificagdo da independéncia das varidveis. A estatistica

desse teste € dada por:

1
X2 =—|n— 6(2p +11) [In|R|, (2.3)
sendo |R| o determinante da matriz de correlacdo, n o tamanho da amostra e p o
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nimero de varidveis. A estatistica dada em 2.3 tem distribui¢do aproximadamente
x2 com p(p — 1)/2 graus de liberdade. A hipétese nula desse teste é que todas as
varidveis sdo correlacionadas. Segundo uma comparagdo feita por Perez-Neto et
al. (2005), o teste de Bartlett ¢ uma boa opc¢ao.

Outro critério muito utilizado, baseado em matrizes de correlagdo, é o
critério de Kaiser-Guttman (Perez-Neto et al., 2005). Ele propde considerar ape-
nas os autovalores superiores a um, demonstrando que esses seriam os valores
estatisticamente significativos. No entanto, esta condi¢do nao € suficiente. Nem
todos os autovalores superiores a 1 correspondem a componentes com significado
evidente, a ponto de serem retidos. Fleck & Bourdel (1998), em um estudo para
comparagdo de métodos na determinagdo do nimero de componentes, salientaram
que este método € muito conservador, ou seja, retém componentes demais.

Ainda existem outros métodos disponiveis na literatura para a determi-
nacdo do nimero ideal de CP, como por exemplo, o teste de Fujikoshi (1980), que
serd discutido posteriormente.

Esta claro que existe a necessidade de se estudar e construir testes mais
adequados para a determina¢do do ndmero ideal de componentes principais. O
primeiro passo para um estudo nesse sentido poderia ser a determinagdo da dis-
tribuicdo do percentual de explicacdo dos k primeiros componentes principais (pi).
Fujikoshi (1980), determinou a distribuicao assintdtica para o estimador de pz e
criou uma estatistica para realizar o teste (Z.).

Sobretudo, técnicas de reamostragem e de simulacdo computacionalmente

intensivas s@o alternativas para construcdo de testes com esse objetivo.
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2.2 Simulacao bootstrap

Dois dos problemas mais importantes em estatistica é a determinacio do
estimador de um parametro de interesse e a avaliacdo de sua precisdo. Efron
(1979a), ao introduzir sua versdo de bootstrap, foi particularmente motivado por
estes dois problemas. Por causa de sua generalidade, técnicas de bootstrap t€m
sido aplicadas a uma classe de problemas muito maior do que apenas a estimativa
de erros padrdes e intervalos de confianca. Em vdrias disciplinas, como psicolo-
gia, geologia, econometria, biologia, engenharia, quimica, etc, empregam-se essas
técnicas (Chernick, 2008).

Esse método tem por alicerce o fato de que o pesquisador pode tratar
sua amostra como se ela fosse a populacdo que deu origem aos dados e usar
amostragem com reposicdo da amostra original para gerar pseudo-amostras. A
partir destas pseudo-amostras, seria possivel estimar pardmetros da populacdo.
De maneira mais geral, seria determinar uma distribui¢do empirica (ou de boot-
strap) para o parametro de interesse a partir da amostra inicial de tamanho n,
considerando que cada unidade amostral tem probabilidade igual a 1/n de ser
sorteado. A idéia é simplesmente substituir a distribuicdo da populacido desconhe-
cida pela distribui¢do conhecida empirica, possibilitando assim estimar o parame-
tro, determinar seu desvio-padrio, intervalo de confianga ou até mesmo testar uma
hipétese sobre ele.

Como ja ¢é sabido, o método de simulacdo bootstrap € baseado em rea-
mostragens. Segundo Chernick (2008), o nimero de reamostragens necessdrias
para se obter boas estimativas, em intervalos de confianca e problemas de testes
de hipdteses, seria de pelo menos 1000 repeticdes bootstrap. Para se fazer estas
repeticoes, existem duas maneiras distintas: o paramétrico e o ndo-paramétrico.

Quando existe um modelo matemdtico particular, com constantes ajusta-
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veis ou parametros que determinam totalmente a fun¢do de densidade ou de prob-
abilidade, tal modelo é chamado de paramétrico. Métodos estatisticos baseados
neste modelo sdo métodos paramétricos. Quando nenhum modelo matemadtico é
usado, a andlise estatistica é ndo-paramétrica, e usa apenas o fato de que as varia-
veis aleatorias Y; sdo independentes e identicamente distribuidas. Mesmo que ex-
ista um modelo paramétrico plausivel para a situacdo, uma andlise ndo paramétrica
pode ser usada para avaliar a robustez das conclusdes de uma andlise paramétrica

(Davison & Hinkley, 2008).

2.2.1 Bootstrap paramétrico

Neste método as reamostragens sao feitas a partir de uma funcéo de dis-
tribuicdo conhecida F'. Quando os dados sdo origindrios de uma funcdo de dis-
tribuicdo paramétrica, entio X, Xo, ..., X, ~ d.i.d. F(x, 8). Supondo que
os dados observados sdo usados para estimar 6 por 0, que frequentemente, mas
nem sempre, € o estimador de mdxima verossimilhanca. Assim, sua substituicdo
no modelo fornece o modelo ajustado, X7, X5, ..., X} ~ iid.d. F(x, é), 0
qual pode ser usado para calcular estimativas de parametros (Davison & Hinkley,
2008). Quando o modelo € conhecido ou acredita-se ser uma boa representacio da
realidade, o bootstrap paramétrico pode ser uma ferramenta poderosa, permitindo
fazer inferéncias em situagdes que de outra forma sdo intratdveis (Givens & Hoet-
ing, 2005).

Em um procedimento de bootstrap paramétrico, o primeiro passo seria
obter estimativas dos pardmetros que caracterizam a distribui¢do em questdo. A
partir desses parametros geram-se B amostras aleatérias, cada uma de tamanho
n, com a distribui¢do conhecida e para cada amostra calcula-se uma estimativa da

estatistica de interesse, que tem a mesma forma funcional da estatistica original.
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Com essa distribuicao de bootstrap € possivel fazer inferéncias sobre o pardmetro

de interesse (Gentle, 2003).

2.2.2 Bootstrap nao-paramétrico

Uma outra maneira de se obter amostras bootstrap € o procedimento de
reamostragem nao-paramétrico. Ao contrario do método paramétrico, nesse caso
ndo sdo feitas pressuposi¢des sobre a distribui¢do dos dados, ou seja, o conjunto
de dados tem fun¢do de distribuicdo desconhecida.

As B pseudo-amostras, de tamanho 7, sao obtidas através de reamostragem
com reposi¢do da amostra original. A probabilidade de selecionar qualquer valor
do conjunto de dados é igual a 1/n, pois considera-se que a amostra original é
independente e identicamente distribuida com uma func¢ao de distribui¢do desco-
nhecida. O passo seguinte € calcular a estimativa do pardmetro de interesse para
cada uma das B pseudo-amostras, assim tem-se a distribui¢ao de bootstrap desse
parametro, a partir da qual pode-se fazer inferéncias.

Em casos onde ao dados originais sdo correlacionados, ou seja, ndo sao in-
dependentes e identicamente distribuidos, a aproximacao da fung¢ao de distribui¢io
de bootstrap (F*(x)) em relagdo a distribuicio verdadeira (F(x)) ndo é segura.
Meétodos de bootstrap para dados dependentes sdo muito bem descritos em Efron

& Tibshirani (1993) e Kunsch (1989).

2.3 Simulacio Monte Carlo

O método Monte Carlo herdou seu nome do mais famoso cassino da Eu-
ropa, localizado em Monaco. Distribui¢cdes de probabilidade envolvendo jogos de
azar sdo frequentemente muito complicadas, mas podem ser avaliadas via simu-

lagdes. Simulagdes computacionais referem-se a reproducdo de processos, com
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um programa computacional adequado, e a observacdo desses resultados. Méto-
dos Monte Carlo sdo aqueles baseados em simulacdes computacionais envolvendo
nimeros aleatérios (Baron, 2007).

O método Monte Carlo pode ser definido como a representagdo da solucéo
de um problema, sendo utilizado sequéncia de nimeros aleatérios para se fazer
essa representagdo, com o objetivo de criar uma amostra da populacdo. Sendo
assim, possivel o cdlculo de estimativas das estatisticas de pardmetros representa-
tivos do problema (Checchetti, 1999).

Segundo Dachs (1988), os métodos Monte Carlo sdo frequentemente uti-
lizados para produzir amostras de acordo com distribui¢des tedricas conhecidas,
objetivando avaliar novos comportamentos de diferentes técnicas estatisticas que
podem ser empregadas em determinado problema. Nesses casos, esse método
pode ser a inica maneira satisfatéria de prover as informagdes necessarias.

O primeiro passo para aplicagdo desse método seria a simulacdo de amos-
tras, de tamanho n, seguindo distribui¢des previamente estruturadas, que serdo
avaliadas pelas novas técnicas estatisticas em estudo, considerando a hipétese nula
estabelecida. Com as técnicas computacionais disponiveis, torna-se facil a sim-
ulacdo de realizacdes de varidveis ou de amostras baseadas em modelos estatis-
ticos apropriados de pardmetros conhecidos, com a finalidade de se verificar a
adequacdo de determinada metodologia ou na realizacdo de comparacdes entre
métodos (Dachs, 1988).

No estudo do desempenho ou avaliacdo de testes estatisticos, frequente-
mente torna-se muito complicado obter analiticamente informagdes sobre taxas de
erro tipo I e poder. Uma maneira de obter as informagdes desejadas de forma efi-
ciente e simples, € o uso do método de simulagdo Monte Carlo, evitando assim

eventuais dificuldades analiticas.
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Virios autores ja avaliaram o desempenho de testes estatisticos através
de simula¢do, como por exemplo Checchetti (1999) que estudou quatro critérios
multivariados para o teste de igualdade de efeitos de tratamentos, Silva (1998)
que estudou o desempenho do teste de Scott-Knott, Cirillo (2003) que analisou
o problema de Behrens-Fisher no espaco p-dimensional, Amorim et al. (2010) na

avaliacdo de testes para a unidimensionalidade de painéis sensoriais entre outros.

2.4 Erro tipo 1, erro tipo II, poder e robustez

De forma geral, o pesquisador depara-se muitas vezes com a necessidade
de testar hipéteses sobre pardmetros populacionais. Quando uma hipétese nula
¢ testada tem-se apenas duas alternativas de decisdo, rejeitar ou nao rejeitar Hy.
Observa-se que ao tomar essa decisao, de rejei¢cdo ou ndo da hipdtese nula, € pos-
sivel estar incorrendo em erros, mesmo quando tudo € feito corretamente. Logo, é
necessario considera-los. O primeiro deles chama-se erro tipo I, e consiste em re-
jeitar a hipdtese nula quando de fato ela € verdadeira. O segundo erro é aquele que
¢ cometido quando Hy ndo € rejeitada e na verdade ela ¢ falsa, esse € o chamado
erro tipo II (Mood et al., 1974).

Em geral, a probabilidade de cometer o erro tipo I € representada pela letra
grega «, sendo habitualmente chamado de nivel de significincia. A probabilidade
de que se cometa o erro tipo II € simbolizada pela letra 5 e ndo tem nome especial.
No entanto, quando se aceita Hy e ela é verdadeira, ou quando se rejeita Hy e ela é
falsa isso consiste em uma decisdo correta. Esta dltima decisdo tem probabilidade
de ocorréncia 1 — f3, pois € o complemento do erro tipo II (/3), e normalmente é
chamado de poder do teste. O complemento da probabilidade de ocorréncia do
erro tipo I (a), que consiste em aceitar Hy sendo ela ser verdadeira, € representada

por 1 —a e comumente chamado de coeficiente de confianca (Oliveira et al., 2009).
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Esses conceitos estdo sintetizados na Tabela 1.

TABELA 1 Resultados possiveis de um teste de hip6teses e suas probabilidades
de ocorréncia.

REALIDADE
DECISAO TOMADA H, é verdadeira H, é falsa
Hy é aceita Decisdo correta Decisao errada
Probabilidade : 1 — « Probabilidade : 5
(Coeficiente de confianca) (Erro Tipo II)
H é rejeitada Decisdo errada Decisdo correta
Probabilidade : « Probabilidade : 1 — 3
(Erro Tipo I) (Poder do teste)
Probabilidade total 1-a)t+a=1 Q-p+6=1

Sabe-se que ndo € possivel evitar esses erros quando se aplica um teste de
hipdteses, mas deve-se manter relativamente pequena a probabilidade de cometé-
los. O pesquisador pode controlar diretamente apenas o erro tipo I, pois ele deve
ser previamente fixado. Como « e (8 sdo inversamente proporcionais, a unica
maneira de causar reducdo simultinea dos dois erros € aumentando o tamanho da
amostra. Devido a essa relagdo inversa, a fixagdo de « entre 0,10 e 0,01 é, sempre
que possivel, uma boa medida (Ferreira, 2005). Testes que apresentam um valor
real de taxas de erro tipo I menor que o nominal « sdo ditos conservativos ou rig-
0rosos, ou seja, sob Hy a probabilidade de se encontrar um resultado significativo
¢ inferior ao valor « estabelecido. No entanto, quando testes trazem um valor real
de taxa de erro tipo I maior que o nominal, estes sdo ditos liberais, pois a prob-
abilidade de detectar resultado significativo é maior que o nivel de significancia
estabelecido.

No desenvolvimento de novos testes, a avaliacdo do poder € um critério

largamente empregado para a escolha, ou ndo, desse teste. Entretanto, o poder de
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um teste ndo é simples de ser calculado em situacdes reais, pois depende do valor
desconhecido do pardmetro em questao.

De acordo com Ramalho et al. (2000), poder de um teste € a habilidade
que ele tem em detectar todas as reais diferencas entre tratamentos, ou seja, é
a probabilidade (1 — () de rejeitar Hy quando ela de fato, é falsa. Costa (1992)
define poder como sendo ““a sensibilidade da regido critica” para perceber e rejeitar
uma hipdtese falsa.

Na Figura 1 tem-se um exemplo de curva da funcio poder em relagdo a um
prametro # com valor hipotético igual a 10. No eixo das ordenadas estdo os valores
da funcéo poder e na abscissa os valores do parametro. Observa-se, que a medida
em que os valores de 6 se afastam do valor hipotético, o poder aumenta, pois
quanto mais distante o parametro estiver do valor hipotético mais ficil é detectar
essa diferenca.

Um bom teste é aquele que aceita Hy com alta probabilidade quando real-
mente ela é verdadeira, e que rejeita a hipdtese nula com grande probabilidade
quando de fato ela é falsa. Para qualificar um bom teste é também necessario
avaliar a sua robustez.

Quando se aplica um teste estatistico, normalmente algumas condi¢des
devem ser satisfeitas. Um exemplo, muito comum, € a andlise de variancia, a

qual tem as seguintes exigéncias (Banzatto & Kronka, 2006):

e Os efeitos dos fatores que se encontram no modelo matematico de um dado

experimento devem ser aditivos;

e Os erros experimentais devem ser aleatérios, independentes e normalmente

distribuidos com média zero e variancia comum.

Um procedimento deve ser considerado robusto, se ao violar uma das pres-
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FIGURA 1 Curva da fun¢@o poder em relagdo a um parametro 6

suposi¢des estabelecidas, este procedimento, pelo menos de forma aproximada,
mantenha as caracteristicas delineadas originalmente na elaboragdo de sua teoria.

Um exemplo para a avaliacdo da robustez seria aplicar um teste baseado
na distribuicdo normal (exige que os dados sigam esta distribuicao), em dados
com distribui¢do ¢ de Student, por exemplo. Deve-se repetir esse processo varias
vezes e avaliar se o comportamento ¢ similar ou ndo quando os dados sdo nor-
mais. Quanto mais o desempenho se aproximar dos resultados obtidos quando as

pressuposi¢oes sdo atendidas, mais robusto serd o teste.

2.5 Distribuicoes

Nesta subsecdo estdo descritas as distribuicdes Normal e ¢ de Student Mul-

tivariadas, que estdo envolvidas na constru¢cdo e avaliacdo do desempenho dos

19



testes propostos neste trabalho.

2.5.1 Distribuicao normal multivariada

A distribui¢do normal é a distribuicdo de uma varidvel aleatéria continua
mais importante no ambito univariado. Na estatistica multivariada ndo poderia ser
diferente, sendo ela muito utilizada em pesquisas cientificas.

Muitas técnicas empregadas na estatistica multivariada sdo baseadas nessa
distribuicdo (Rencher, 2002). Inferéncias sao realizadas assumindo normalidade
dos residuos dos modelos adotados, como por exemplo a andlise de varidncia mul-
tivariada (MANAVA).

Um vetor de dados p-dimensional € dito ter distribuicdo normal multivari-
ada X; ~ Np(p,3), com pardmetros p e X, se sua fun¢do densidade de proba-

bilidade ¢ dada por:

Aa) = @) 58 e { @ - w) TS @ - ),

sendo p = [u1, 2, . - -, up]T o vetor de médias e X(,,,,) a matriz de covariancias
dada por:
o11 O1p
3= )
Opl Opp

sendo 3 uma matriz positiva definida (Anderson, 1971).

Em muitos trabalhos cientificos o pesquisador se depara com a necessi-
dade de simular dados de alguma distribui¢do, geralmente com o intuito de validar
modelos, comparar testes de hipéteses ou métodos de estimagdo. Para a geracio

de uma amostra aleatéria de tamanho n com distribui¢do normal p-dimensional
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Ny(p, X)), pode-se utilizar o teorema fundamental da transformagdo de proba-
bilidade (Magalhaes, 2006), onde a partir de varidveis uniformes pode-se obter
varidveis de qualquer outra distribui¢do, basta inverter a funcéo de distribui¢do da
varidvel que se deseja gerar.

Como exemplo, suponha que se deseja gerar uma varidvel aleatdria normal-
padrdo. Primeiramente deve-se gerar uma realizacdo u de uma varidvel aleatdria

uniforme U (0, 1), em seguida obter z de forma que:

z 1 2
u:/ exp{—y}dy,
oo V2T 2

ou seja, z = ®~!(u). Deve-se repetir esse processo até se obter p elementos do

vetor Z.

A partir disso, para gerar uma varidvel aleatoria com distribui¢do Ny (p, X),
deve-se aplicar a seguinte transformagdo linear no vetor Z, X = XY2Z + p, em
que 31/2 ¢ a matriz raiz quadrada de 3. Segundo Ferreira (2008) X possui dis-
tribuicdo normal multivariada com média p e matriz de covariancias X. Esse

processo deve ser repetido até se obter o tamanho de amostra n desejado.

2.5.2 Distribuicao ¢ de Student multivariada

Segundo Sorensen & Gianola (2002), um vetor aleatério p-dimensional
X = [X1,Xo,..., Xp]T é dito ter distribuicdo ¢ de Student p-variada com v
graus de liberdade, vetor de médias p, e matrix de covariincias 3, se sua funcéo

densidade de probabilidade € dada por:
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Essa distribuicdo € dita centrada se o vetor de médias p for igual a zero,
caso contrdrio ela é dita ndo central.

Note que v pode assumir qualquer valor positivo real e ndo necessaria-
mente precisa ser um ndmero inteiro. Quando p = 1, a fung¢do resulta na dis-
tribui¢cdo t-univariada.

Para a geracdo de realizacOes de varidveis aleatdrias p-dimensionais ¢ de
Student com v graus de liberdade e parametros p e 32, considere um vetor aleatério
Z com distribuigdo N,(0,I) e uma varidvel aleatéria () com distribui¢do qui-
quadrado com v graus de liberdade.

O vetor aleatério Y dado pela transformacio

Z
Y = Vi

tem distribui¢do ¢ multivariada esférica com v graus de liberdade.

O vetor aleatério X obtido por meio da transformagdo

X =32y 4 p,

possui distribui¢do ¢ multivariada eliptica com v graus de liberdade e parametros
e 3 (Ferreira, 2008).

Deve-se repetir os processos anteriores n vezes a fim de se obter amos-
tras aleatdrias de tamanho n com a distribuicdo almejada. A geracdo de varidveis
aleatdrias com distribui¢do qui-quadrado pode ser feita a partir do teorema funda-

mental da transformacdo de probabilidades mencionado anteriormente.
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3 METODOLOGIA E VALIDACAO MONTE CARLO

Neste trabalho foram propostos trés métodos baseados em estatistica com-
putacional intensiva, bootstrap, para testar as seguintes hipéteses:
Hy : p > p;
2’“ 2’“0 3.1)
Hy : py, < pros
em que 0 < Pio < 1 é um valor hipotético, relativo a proporcdo de variacdo total
explicada pelos k& primeiros componentes principais, £ < p, p o nimero de varia-
veis e pi a proporcao de variagao total explicada pelos k& primeiros componentes

principais populacionais, isto &,

-
>

ﬁ
Il
—

L
&

sendo A1 > Ao > ... > )\, os autovalores da matriz de covariincia populacional
3’ de uma varidvel aleatéria Y € RP de uma distribuicdo qualquer com média p.
O estimador da proporg¢éo de explicacdo da variacdo total pelos k primeiros

autovalores pj, € dado por:

-
>

2 =1
R =, (3.2)
PR
i=1
em que \; sdo os autovalores, ¢ = 1,2, ..., p, da matriz de covaridncias amostral

S, dada por:
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_ " " -
e (E)(ey)
_ T J=l J=1
S_nfl ZY]Y} n ’ (3-3)
j=1
sendo Y1, Y5,...,Yj,...,Y,, uma amostra aleatéria de uma populagio qualquer

com média p e covariancia 3, considerando Y; € RP.

Além dos trés testes bootstrap propostos, também foi utilizado o teste de
Fujikoshi (1980), para fins de comparacdo. Esse teste supde que a distribui¢do de
Y ¢ normal multivariada, além de ter a distribuicdo da estatistica do teste como
normal padrdo assint6tica. Utilizando o resultado, /n(R; — p2) ~ N(0w?),

apresentado por Fujikoshi (1980), em que

2tr(%?
S = SR = 202+,
€
k
2N
B="5—,
>N
=1

entdo a estatistica do teste de Fujikoshi, sob Hy, dada por
2 2
Ry — Pro
wo
vn

tem distribui¢do assint6tica normal padrio.

Ze= ; (3.4)

Utilizando-se estimadores para w e 3, que sdo respectivamente dados por:

24



(52 R R
wo = [2;((5)]3[(/)%0)2 —20p3, + 0]

gl
>
"o

=X
Il
-
Il
—

M-

)
.2
i

=1

o teste em questdo pdde ser aplicado. A rotina com os comandos do software R
(R Development Core Team, 2009) para aplicac@o deste teste estd apresentada no
Anexo B.

Os métodos bootstrap considerados nesse trabalho foram delineados de
duas formas diferentes. Foram propostos dois métodos de bootstrap paramé-
trico e um ndo-paramétrico para testar a hipotese 3.1 de interesse. Os resultados
metodoldgicos serdo apresentados na secdo Resultados e Discussdo. Para avaliar
o desempenho dos trés testes propostos e o teste assintético de Fujikoshi (1980)
foram realizadas simula¢des Monte Carlo.

Foram consideradas as taxas de erro tipo I e poder na avaliagdo do desem-
penho dos quatro testes. Para isso foram simuladas amostras aleatdrias no espaco
p-dimensional de tamanho n dados por Y7, Y3, ..., Y, em que Y; € R, com
j =1,2,...,n. Essas amostras foram simuladas de distribuicdes com média p e

covariancia 3 positiva definida. Foi enfatizado o uso da distribui¢do normal

PXp)
p-variada nessas simulacdes, entretanto, também foram consideradas amostras da
distribuicdo ¢ de Student multivariada para avaliar a robustez dos testes. Neste
trabalho as simulacdes de realizacdes de varidveis aleatdrias foram feitas por meio

do software R Development Core Team (2009).
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Para a realizacdo das simulacdes Monte Carlo foram geradas amostras
dessas duas distribui¢cdes considerando nimeros de varidveis p = 2, 3 e 10 e
tamanhos amostrais n = 15, 30 e 100. Também foram considerados diferentes va-
lores para a propor¢ao de explicacdo dos k primeiros componentes sob a hipdtese
nula, pio = 0,70 e 0,90. Decidiu-se pelo uso desses valores por indicagdo dos au-
tores Jolliffe (2002) e Timm (2002), ndo optando-se por 0,80 pelo fato de ser um
valor muito préximo a 0,70 e 0,90. Diferentes valores para o nimero de compo-
nentes principais foram considerados, £ = 1 e 2, que explicariam o valor minimo
pio, da variagdo total contida nas p variaveis originais, £ < p. Todos os testes
foram aplicados a cada uma dessas amostras em cada uma das configuragdes for-
madas pela combinagdo dos valores de p, n, pﬁo e k, considerando os niveis de sig-
nificancia («) de 0,10, 0,05 e 0,01. Em todos os casos foram simuladas N = 1000
amostras de Monte Carlo e as proporcdes de rejeicao de Hy foram registradas para
cada teste.

Foram simuladas amostras de popula¢des multivariadas com pardmetro 32
determinado de tal forma que pi variasse no intervalo entre 0 e 1. Assim, quando
a amostra gerada for proveniente de uma populacdo em que pz < ,0%0, a propor¢ao
de rejeicdes de Hy em N simula¢des Monte Carlo € uma estimativa de poder.
Por outro lado, se a amostra gerada for proveniente de uma populacdo em que
pz > pio, a hipétese nula 3.1 € verdadeira e a proporcdo de rejei¢cdes de Hy € uma
estimativa do erro tipo 1.

Sem perda de generalidade, fixou-se a estrutura de 3 por

L p p
2_0-2 p ... p
PP 1]
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em que o2 foi também fixado em 1 e p determinado de tal forma que pﬁ fosse igual
ao valor previamente escolhido. Para matrizes com essa estrutura os autovalores

Sao:

M =01+ (p—1)p] (3.5)
Ai = o?(1—p) (3.6)

emquet=23,...,p.

Para que X seja uma matriz positiva definida, é necessédrio que todos os
seus autovalores sejam maiores do que zero. Observando a equacdo 3.6 nota-se
que \; sempre serd positivo, pois p varia entre —1 e 1. J4 na equac@o 3.5 podem

ocorrer valores negativos. Assim, fazendo A; > 0 tem-se:

(p—1)

Também pz deve ser um valor entre 0 e 1. Assim, utilizando-se 3.5 ¢ 3.6

p> (3.7)

obtém-se:

k
A1+ i
; _kt—kp

) =
pr = =
F P P ’

como também & necessario que pz seja um valor maior que zero, tem-se:

—k
p>——ork. (3.8)
(p—F)
Se p for isolado e expresso em fungdo de p% chega-se a:
2
o7 — k
p="—"k (3.9)
p—k
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Dependendo do valor fixado para p em 3.5 e usando as restricdes 3.7 e 3.8,
ainda podem ocorrer valores negativos para o primeiro autovalor (A;). A fim de
evitar esses valores negativos € necessario impor a condi¢do p > (0. Dentre as
trés condicdes necessdrias para que X seja positiva definida, a mais forte é p > 0,

entdo usando a expressdo 3.9 tem-se:

Pk > —- (3.10)

Desse modo, imposta a condi¢cdo 3.10 para os valores de pi, os valores
de p foram determinados por 3.9. Construida a matriz 3, amostras aleatérias
Y1, Y,..., Y, emque Y; € RP foram geradas da distribuicdo normal p-variada

por

Y, =3Y2Z;+ (3.11)

em que X'/2 é a matriz raiz quadrada de X, p € R? foi fixada como o vetor nulo
Opx1) € Z; € RP, € um vetor de varidveis aleat6rias normais padrao independen-
temente distribuidas, geradas pelo método polar Box-Miiller (Press et al., 1992),
paraj =1,2,...,n.

Simuladas as amostras de diferentes tamanhos n, diferentes dimensdes p e
diferentes nimeros de componentes principais k explicando a propor¢ao da vari-
acdo total pz, foram aplicados os quatro testes e computadas as proporcoes de
rejeicOes da hipdtese nula ao longo das N = 1000 simula¢des Monte Carlo para

um determinado nivel de significancia («) dado por

N
Z I(valor-p, < «)

% rejeigoes = =L N (3.12)
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em que valor-p, é o valor-p da ¢-ésima amostra Monte Carlo simulada e  (valor-p, <
«) € a fun¢do indicadora que retorna 1 se a condigdo for verdadeira ou 0 se for
falsa na /-ésima simulag@o. Os valores de n utilizados foram 15, 30 e 100, foram
adotados parap =2e 10e k =1e 2.

As taxas de rejeicoes 3.12 foram computadas para todos os testes em todas

as configuragdes.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Esta se¢do serd dividida em duas subse¢des. Na primeira serdo apresen-
tados os testes propostos neste trabalho envolvendo métodos computacionalmente
intensivos. Na segunda, os resultados referentes a avaliagdo Monte Carlo do de-

sempenho dos mesmos.

4.1 Resultados metodoldgicos

Nesta sec@o os trés métodos computacionalmente intensivos, que sdo a
contribuicdo deste trabalho, estdo apresentados. Foram descritas todas as eta-
pas necessdrias para a implementacdo de cada um deles. Em todos os casos
foi considerada uma amostra aleatéria p-dimensional de tamanho n, dada por
Y1,.Y,,....Y,.

Foram propostos dois testes para hipétese 3.1 baseados em bootstrap pa-
ramétrico e um ndo paramétrico.

Os trés testes apresentaram um excelente desempenho em relacdo a ve-
locidade de processamento. Usando um computador da marca Acer modelo As-
pire 5610, com processador Intel Core Duo, foram gastos em média dois segundos

para o processamento de um unico teste com 1000 reamostragens bootstrap.

4.1.1 Testes de bootstrap paramétrico

A partir da amostra aleatéria original obtida em RP € estimada a matriz de
covaridncias 32 utilizando a expressao 3.3. Usando algum método numérico sio
obtidos os autovalores de .S dados por ):1, Xg, ce Xp. Nesse trabalho utilizou-se
a fungao eigen do programa R (R Development Core Team, 2009). Em seguida

utilizando-se a expressdo 3.2, foi calculado o valor de R3.

30



Para a construcio dos testes de bootstrap paramétrico utilizou-se a dis-
tribuicdo normal p-variada como referéncia. A média p;, dessa distribui¢do foi
considerada, sem perda de generalidade, igual ao vetor nulo 0 = [0...0]T. A
definicdo da matriz de covaridncias dessa distribui¢do ¥, foi condicionada a im-
posi¢do da hipétese nula 3.1. Assim, B — 1 amostras de bootstrap de tamanho n
no espago p-dimensional foram retiradas dessa distribui¢do. Essas amostras foram
retiradas de uma populacdo em que pz = pio, ou seja, estavam sob Hy.

O parametro de covariacdo da distribuicdo de bootstrap, a matriz X, foi
construido de forma a atender a condicao imposta pela hipdtese nula 3.1. Inicial-

mente, considerou-se a decomposi¢do espectral de 33;, por

>, = PAPT, 4.1)

em que P é a matriz de autovetores de S e A, uma matriz diagonal, definida de
tal forma que a proporg¢ao explicada pelos k primeiros autovalores seja igual a pio.

Seja Vi = >°P_, \i a variagdo total contida em S, entdo piofft repre-
senta a propor¢do que deve ser explicada pelos k primeiros autovalores. Como
Zle i < pzofft, a quantidade A = piofft — Zle \; foi retirada dos tltimos
p — k autovalores de forma proporcional, e adicionada de forma também propor-

cional aos k primeiros autovalores. Assim, para os k tltimos autovalores tem-se:

~ XZ ~
Aip = i — B A,
2 A
i=k+1

parai =k+ 1,k + 2,...,p, em que S\ib € o0 i-ésimo elemento da diagonal de Ay e
5\1- ¢é o autovalor de S.

Os k primeiros autovalores de A foram definidos por:
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parai = 1,2, ..., k. Ver exemplo numérico no Anexo A.

A matriz 3 pdde ser construida utilizando-se a expressao 4.1. Definindo
os parametros da distribuicdo normal p-variada p e 33, foram gerados B — 1
amostras aleatdrias de tamanho n no espaco p-dimensional dessa distribuicdo.
Cada amostra gerada estava sob a hipdtese nula 3.1. Considerando a ¢-ésima
amostragem de bootstrap Y ), Y5, ..., j’g, ..., Y%, em que Y]} eERP el =
1,2,...,n, foram definidas as seguintes quantidades, que possibilitaram a con-

strucdo dos dois diferentes testes propostos.

A primeira delas foi definida por

k
Ai
2 i=1
Ry = ——, (4.2)
DN
i=1
emque A, = 1,2,...,p sdo os autovalores da matriz de covariancias S; calcu-

lada a partir da £-ésima amostra de bootstrap.

Os valores R?, ao longo das B—1, sendo B = 1000, amostras de bootstrap
foram computados e referem-se a distribui¢do nula de bootstrap. Assim, o valor-p
de um teste bootstrap paramétrico baseado nessa distribui¢do pode ser definido

por

B

> IR} < R})

(=1
valor-p =

5 ) 4.3)



ou seja, serd dado pela propor¢ao de valores da explicacdo dos k primeiros autova-
lores da distribui¢do nula de bootstrap paramétrico que foram inferiores ao valor
obtido na amostra original (Ri). Esse valor deve ser confrontado com o nivel no-
minal de significancia « para decisdo a respeito da rejeicdo ou ndo da hipdtese
nula 3.1. Esse teste foi nomeado com a sigla BP Rk (Teste bootstrap paramétrico
baseado em Rz) e a rotina com os comandos do software R Development Core
Team (2009) para sua aplicagao estd apresentada no Anexo C.

A segunda estatistica, para a definicio do segundo teste, inspirada pelo
trabalho de Fujikoshi (1980), foi definida por:
RE, — Pio

woe ’

Jn

Zey = (4.4)

em que Riz ¢ dado por 4.2 e wqy € obtido por

2tr(S;?) 5 .
woe = \/[tr(S;)]Q[(P%O)Q — 283y + Bi]

sendo

Be

k
*2
DN
=1
=0
*2
DN
=1

O valor Z. da amostra original foi computado utilizando a expressio 3.4.
Os valores de Z; , expressao 4.4, para as B — 1 amostras de bootstrap constituem
a distribuicdo nula de bootstrap paramétrico.

O valor-p foi computado por
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valor-p = =1 ) 4.5)

O valor-p foi confrontado com « para a tomada de decisdo a respeito da
rejeicdo ou ndo da hipétese nula 3.1. Esse teste foi denotado pela sigla BPZc
(Teste bootstrap paramétrico baseado na estatistica Z.). A rotina com os coman-
dos do software R Development Core Team (2009) para aplicacdo deste teste esta

apresentada no Anexo D.

4.1.2 Teste de bootstrap nao-paramétrico

A partir da amostra original Y7, Yo, ..., Y, foi obtida a matriz de cova-

ridncia amostral S utilizando a expressdo 3.3. Em seguida foi estimado pi

PXp)
utilizando a expressdo 3.2 na amostra original, fixado o valor k de interesse.

Na sequéncia foram realizadas reamostragens com reposi¢io (bootstrap)
da amostra original, preservando seu tamanho e a estrutura dos vetores Y, j = 1,
2,...,n. Assim, foi obtida a amostra de bootstrap de tamanho n. Como os vetores
de observacdes multivariadas sdo mantidos intactos, a estrutura de covariacao das
variaveis nao ¢ alterada. Para essa amostra foram calculados a matriz S utilizando
expressao 3.3, os autovalores Ni,ea porcentagem da explicac@o da variaco total,
utilizando a expressdo 3.2, sendo nesse caso denotado por R,%e para indicar a es-
timativa na ¢-ésima amostra de bootstrap. Esse processo é repetido B — 1 vezes.
O valor original de R} e os B — 1 valores de bootstrap foram agrupados para
formarem a distribui¢do de bootstrap.

O valor-p , evidéncia contraria ou a favor de Hy dada em 3.1, foi determi-

nado da seguinte forma :
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B
ZI ¢ > Pro)

(=1

valor-p = (4.6)

B

O valor-p obtido em 4.6 foi confrontado com o valor da significancia no-
minal o para a tomada de decisdo a respeito da rejeicdo ou ndo da hipétese nula
3.1. Esse teste foi denotado por BN P (Teste bootstrap ndo-paramétrico) e a rotina
com os comandos do software R Development Core Team (2009) para sua apli-

cacdo estd apresentada no Anexo E.

4.2 Validacao Monte Carlo

Nas subsec¢des a seguir estao apresentados os resultados da validacao Monte
Carlo dos testes propostos. O teste de Fujikoshi, utilizado apenas para compara-
cdo, foi denotado por F'j. Duas etapas foram consideradas. Na primeira os testes
foram avaliados sob normalidade multivariada. Na segunda, considerou-se a dis-

tribui¢do ¢ multivariada para se determinar a robustez.

4.2.1 Validacdo sob normalidade

Na Figura 2 estdo apresentadas as curvas de poder dos testes F'j, BN P,
BPRk e BPZc considerando Hj, : pi > 0,7, parak =1,p=2en = 15, sendo
a = 0,10, 0,05 e 0,01. A linha vertical, paralela a ordenada no ponto 0,70 repre-
senta a separacdo das regides sob H; e sob Hy. As linhas horizontais determinam
os niveis de significAncia o em cada caso. Essa é uma situacio de pequenas amos-
tras, portanto espera-se que o poder seja pequeno. Para a = 0,10 (Figura 2a), os
valores de poder dos testes BP Rk e BPZc foram praticamente iguais, iniciando-
se em um valor préximo de 0,30 para pi = 0,50 e decaindo até aproximadamente

0,10 quando o valor nominal paramétrico aproxima-se do valor hipotético 0,70.
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Os valores de poder dos testes F'j e BN P também foram semelhantes (Figura
2a), porém estiveram sempre abaixo do nivel nominal de significincia (o = 0,10).
Para valores pi > 0,70, os valores das taxas de erro tipo I foram menores ou iguais
ao valor nominal adotado. E conveniente chamar a atencdo para o fato de que as
curvas de poder na regido sob Hy representam os valores das taxas de erro tipo 1.
Assim, os testes BP Rk e BP Zc foram semelhantes e superiores aos testes F'j e
BN P, que por sua vez também foram idénticos em desempenho.

Para o = 0,05 (Figura 2b), foi observado o mesmo padrido quando o« =
0,10, embora com valores de poder menores. Isso ja € esperado pela teoria, o que
refor¢a a confiabilidade dos resultados da simulagdo realizada. Para o = 0,01
(Figura 2c) novamente observou-se o mesmo padrio de resposta, mas com valores
de poder muito préximos do nivel nominal adotado.

Depreende-se dessas observacdes que houve uma superioridade dos testes
bootstrap paramétrico em relac@o ao teste assintdtico (F'7) e ao teste bootstrap
nao-paramétrico (BN P). Do ponto de vista do controle do erro tipo I, todos eles
apresentaram 6timo desempenho, ou seja, controlaram adequadamente o erro tipo
I. Apesar dos testes, BPRk e BPZc, terem apresentado maiores valores para o
poder, ainda assim esses valores sdo considerados de baixa magnitude, mesmo
para valores de p7 afastados de p7, = 0,7.

Na Figura 3 estdo as curvas de poder dos quatro testes em situacdes idén-
ticas as da Figura 2, exceto pelo valor hipotético, que nesse caso € igual a 0,90.
De maneira geral o que se observa € que os testes BP Rk e BP Zc se aproximam
da equivaléncia. O F'j apresenta em geral maior poder com o > 0,05 em relacdo
ao BN P, invertendo o resultado para o« = 0,01. Entretanto, os valores de poder,
em relacdo aos observados na Figura 2, foram muito superiores, pois o valor de

on estd mais distante dos valores iniciais de pz facilitando a deteccdo da difer-
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FIGURA 2 Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com Rz (BPRE) e bootstrap pa-
ramétrico com Z, (BPZc) em fungdo de p para Hy : pi, > 0,70,
considerando £ = 1 componentes, p = 2 varidveis e amostra de
tamanho n = 15 para (a) o« = 0,10, (b) « = 0,05 e (c) a = 0,01.
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enca existente entre eles. Novamente, em relacdo ao controle do erro tipo I, os
teste tiveram excelente desempenho. Todos eles apresentaram taxas de erro tipo I
menores ou iguais aos valores de significAncia («) nominais adotados. Em relacio
ao poder, os testes BP Rk e BP Zc foram superiores aos testes F'j e BN P. Para
o nivel nominal de significancia de 0,01 (Figura 3c), as diferengas relativas em
relagdo ao poder dos testes aumentaram, inclusive com a inversiao do desempenho
dos testes F'j e BN P, conforme salientado anteriormente.

Perez-Neto et al. (2005) fizeram um estudo para comparar o desempenho
de algumas regras de determina¢do do nimero de componentes principais. Dentre
as regras estudadas, métodos bootstrap baseados em autovalores foram avaliados.
A metodologia aplicada foi semelhante a usada neste trabalho, diferenciando-se
pelo uso do método percentil para intervalos de confianca. Nesse estudo os méto-
dos de bootstrap foram superados pelos métodos baseados em permutagdo e auto-
valores médios.

Nos Anexos F e G estdao apresentados os resultados do desempenho dos
teste nas mesmas configuragdes das Figuras 2 e 3, exceto pelo tamanho da amostra,
que neste caso € n = 30. O padrio dos resultados encontrados em ambos 0s casos
foram semelhantes, com os testes BP Rk e BP Zc superiores aos demais na maior
parte dos casos. O que se deve observar, no entanto, é que houve maiores valores
de poder para n = 30 em relacdo as mesmas situacdes para n = 15, como ja é
preconizado pela teoria (Mood et al., 1974).

Na Figura 4 estdo apresentados os resultados do poder e erro tipo I dos
quatro testes estudados, nas mesmas situagdes utilizadas na Figura 2 e Anexo F,
exceto pelo tamanho da amostra que neste caso foi igual a 100. O poder dos
quatro testes, nessa situacdo de n = 100 tendeu a se igualar. Mesmo assim, 0s

testes BPRk e BPZc foram muito similares entre si e superiores aos demais.
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FIGURA 3 Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com Rz (BPRE) e bootstrap pa-
ramétrico com Z, (BPZc) em fungdo de p para Hy : pi, > 0,90,
considerando £ = 1 componentes, p = 2 varidveis e amostra de
tamanho n = 15 para (a) o« = 0,10, (b) « = 0,05 e (c) a = 0,01.
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Para a = 0,01 (Figura 4c) houve um maior discernimento entre os desempenhos
dos testes do que os casos de o = 0,10 e o = 0,05 (Figuras 4 a e b). Em todos os
casos houve controle adequado do erro tipo L.

No estudo feito por Amorim et al. (2010) foi apresentado um teste Monte
Carlo para a avaliagdo da unidimensionalidade de painéis sensoriais, o TMCU.
Este teste tem por base avaliar se a propor¢ao de explicacdo do primeiro compo-
nente principal € igual ou maior a um valor hipotético. O objetivo € avaliar se o
primeiro componente principal contém quase toda a informacao da variabilidade
do painel sensorial, o que seria 0 mesmo que afirmar que o painel é unidimen-
sional. Sendo assim, foi considerado £ = 1 na constru¢do do TMCU, o que é
uma limitacdo para sua aplicacdo em outras dreas. J4 os testes propostos no pre-
sente trabalho, BPRk, BPZc e BN P podem ser aplicados para qualquer valor
de k, desde que k£ < p.

A avaliacdo do desempenho do 7'M C'U também foi feita através do estudo
da probabilidade de erro tipo I e poder. Os resultados encontrados por Amorim et
al. (2010) em relacdo ao erro tipo I foram semelhantes aos resultados dos testes
aqui propostos. Em todas as situagdes, sob normalidade, o erro tipo I foi contro-
lado adequadamente, ficando muito préximo ou abaixo do nivel de significancia
considerado.

Na Figura 5 est@o apresentados os resultados de erro tipo I e poder dos
quatro testes para n = 100 em situacdes similares as apresentadas na Figura 3 e
Anexo G. Todos os testes apresentaram desempenho extremamente parecidos em
relacdo ao poder e as taxas de erro tipo I. Isso € um forte indicio de que os testes
poderiam ser equivalentes assintoticamente. Para valores p% entre 0,50 e 0,75 nos
trés casos (Figura 5 a, b e ¢) os valores de poder foram iguais a 100% para os quatro

testes comparados. Para valores entre 0,75 e 0,90, os testes BPRk e BP Zc foram
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FIGURA 4 Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com Rz (BPRE) e bootstrap pa-
ramétrico com Z, (BPZc) em fungdo de p para Hy : pi, > 0,70,
considerando £ = 1 componentes, p = 2 varidveis e amostra de
tamanho n = 100 para (a) a = 0,10, (b) a = 0,05 e (¢c) a = 0,01.
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superiores aos outros dois, mas com diferencas despreziveis. Houve controle do
erro tipo I em todas as situagdes simuladas para os quatro testes.

Nos Anexos de H a M, estdo apresentados os resultados do desempenho
dos testes nas mesmas situacdes das Figuras 2, 3, Anexos F, G e Figuras 4 e 5 em
ordem correspondente, exceto pelo fato do nimero de varidveis, p, ser igual a 10
nesses casos. Em todos os casos os quatro testes tiveram desempenhos bem semel-
hantes, com pequena superioridade para BP Rk e BP Zc em algumas circunstan-
cias. Comparando o padrdo de resposta com as situagdes anteriores (p = 2),
verifica-se uma grande semelhanca, exceto o fato de que o aumento do nimero
de varidveis teve um efeito benéfico, pois os valores de poder foram superiores e
as curvas de rejeicoes de Hy apresentaram um comportamento mais adequado em
relacdo ao que se espera, pela teoria, de uma curva de poder. No teste apresentado
por Amorim et al. (2010), onde o nimero de provadores do painel sensorial corre-
sponde ao niimero de varidveis p, observa-se que o aumento desse valor também
provoca um efeito benéfico no poder do M CU.

Os valores de poder encontrados por Amorim et al. (2010) apresentaram
um padrio de comportamento semelhante aos testes aqui propostos, sendo que em
situacdes onde o tamanho de amostra ¢ menor, os valores de poder também sdo
menores. Os tamanhos de amostra, para Amorim et al. (2010), correspondem ao
nimero de produtos degustados pelos provadores, sendo assim, os maiores valores
de poder foram observados em situagdes em que o nimero de produtos degustados
e o nimero de provadores eram maiores.

Nas Figuras 6 e 7 estdo apresentados os valores de poder e erro tipo I
semelhantes as situagdes apresentadas nas Figuras 4 e 5, com a excec¢do do nimero
de varidveis (p) ser igual a 10 e o nimero de componentes principais que explica

a propor¢do minima pi da variacgdo total, k, ser igual a 3. Da mesma forma que
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FIGURA 5 Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com Rz (BPRE) e bootstrap pa-
ramétrico com Z, (BPZc) em fungdo de p para Hy : pi, > 0,90,
considerando £ = 1 componentes, p = 2 varidveis e amostra de
tamanho n = 100 para (a) a = 0,10, (b) a = 0,05 e (¢c) a = 0,01.
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ocorreu anteriormente, os testes BP Rk e BPZc foram superiores aos seus con-
correntes em relacdo ao poder e todos controlaram o erro tipo I. O aumento de pi
de 0,70 para 0,90 teve um efeito de equiparar o desempenho dos testes. O teste
BN P foi novamente o de pior desempenho geral, sendo que em alguns casos a
reducdo de seu poder é bem dréstica em relagdo aos outros trés testes.

Nos Anexos de N a Q estdo apresentados os casos similares aos das Figuras
6 e 7, afora pelos tamanhos amostrais, que foram iguais a 15 e 30. Nestas figuras,
os resultados proporcionaram o mesmo padrido de resposta observado para n =

100.

4.2.2 Validacao sob a ¢t multivariada

Verificou-se o desempenho dos testes em uma situagdo em que um dos
principais pressupostos para a maioria deles foi violado, que € a normalidade mul-
tivariada. Optou-se pela distribui¢do ¢ de Student multivariada com grau de liber-
dade v = 1. Com isso pretendeu-se avaliar a robustez dos quatro testes. Dentre
0s quatro testes, apenas o BN P ndo pressupde normalidade para a sua aplicacdo.
Assim, antecipa-se que este teste possa ter um melhor desempenho.

Na Figura 8, estdo apresentados os valores de poder e erro tipo I dos testes
Fj, BNP, BPRk e BPZc em funcgio dos valores de pi, parak =1,p=10e
n = 30 com hipétese nula Hy : pi = 0,90, considerando ainda o = 0,10, 0,05
e 0,01. De maneira geral o que se observa é que os testes F'j, BPRke BPZc
tiveram desempenho praticamente idéntico, como pode ser constatado na Figura 8,
observando que suas curvas sdo indistinguiveis. Esses testes também apresentaram
fraco desempenho no que tange ao controle do erro tipo I. Considerando-se todos
os niveis nominais de significancia estudados (Figuras 8 a, b e ¢) verificou-se que

esses trés testes foram liberais, principalmente quando o valor paramétrico pi se
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FIGURA 6 Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com Rz (BPRE) e bootstrap pa-
ramétrico com Z, (BPZc) em fungdo de p para Hy : pi, > 0,70,
considerando k = 3 componentes, p = 10 varidveis e amostra de
tamanho n = 100 para (a) a = 0,10, (b) a = 0,05 e (¢c) a = 0,01.
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FIGURA 7 Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com Rz (BPRE) e bootstrap pa-
ramétrico com Z, (BPZc) em fungdo de p para Hy : pi, > 0,90,
considerando k = 3 componentes, p = 10 varidveis e amostra de
tamanho n = 100 para (a) a = 0,10, (b) a = 0,05 e (¢c) a = 0,01.
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situava préximo do valor hipotético on (0,90). Na medida em que o valor de pi
se afasta de pio, mas continua-se sob Hy, as taxas de erro tipo I se aproximam do
valor nominal ou se tornam inferiores a ele. Assim, estes testes passam a controlar
adequadamente o erro tipo I quando p% se aproxima de 1. A aproximacao das taxas
de erro tipo I em relag@o ao valor de significAncia nominal o € mais lenta 2 medida
que o valor de o diminui.

O teste BN P, por outro lado, apresentou controle adequado do erro tipo I
em todos os casos. Como consequéncia disso, espera-se que este teste, que € con-
servativo, seja menos poderoso que os seus trés competidores, que foram liberais.
Isso realmente aconteceu, como pode ser observado na Figura 8. As perdas relati-
vas mais acentuadas se deram para o nivel nominal de significncia de 0,01 (Figura
8 ¢). Isso também era esperado, pois os testes F'j, BPRk e BPZc foram mais
liberais nesse caso. Assim, conclui-se que o tnico teste considerado robusto foi o
BN P. Esse resultado ja havia sido antecipado, uma vez que esse teste é o Gnico
que ndo pressupde normalidade multivariada. Convém salientar que os testes F'j,
BPRE e BPZc apresentaram taxas de erro tipo I aproximadamente iguais a 20%,
16% e 11% para o = 0,10, 0,05, e 0,01, respectivamente, quando p% = on nas
simulagdes realizadas.

Na Figura 9 estdo os valores de poder e erro tipo I dos quatro testes com
n = 100, nas mesmas configuracdes apresentadas na Figura 8. O que se observa
nesse caso, € o mesmo padrdo de resposta encontrado para n = 30. O que foi mais
surpreendente € que o cardter liberal dos testes F'j, BPRk e BPZc se acentuou
com o aumento do tamanho amostral. Nao houve grandes ganhos de poder do teste
BN P quando n aumentou de 30 para 100. O aumento do poder dos outros trés
testes pode ser atribuido ao aumento das taxas de erro tipo L.

Como o desempenho dos testes propostos variou em funcao da distribuicao
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FIGURA 8 Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com Rz (BPRE) e bootstrap pa-
ramétrico com Z, (BPZc) em fungdo de p para Hy : pi, > 0,90,
considerando k = 1 componentes, p = 10 varidveis e amostra de
tamanho n = 30 para (a) « = 0,10, (b) « = 0,05 e (c) a = 0,01.
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FIGURA 9 Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com Rz (BPRE) e bootstrap pa-
ramétrico com Z, (BPZc) em fungdo de p para Hy : pi, > 0,90,
considerando k = 1 componentes, p = 10 varidveis e amostra de
tamanho n = 100 para (a) a = 0,10, (b) a = 0,05 e (¢c) a = 0,01.
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de probabilidade de onde a amostra foi retirada, € necessario que se aplique um
teste de normalidade multivariada aos dados amostrais (Cirillo & Ferreira, 2003)
(Royston, 1983b) antes de se decidir qual teste recomendar. Sob normalidade
multivariada os testes BPRk e BPZc sdo recomendados e em caso contrério, o

teste BN P € indicado.
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5 CONCLUSOES

O presente trabalho tem as seguintes conclusdes:

. Os trés novos testes bootstrap para a propor¢do de explicacdo de compo-

nentes principais foram propostos com sucesso;

. Sob normalidade multivariada os testes bootstrap paramétrico com Ri (B
PRE) e Bootstrap paramétrico com Z. (BPZc) sdo recomendados, pois

tiveram os maiores valores de poder e controlaram o erro tipo I;

. Sob nao-normalidade o teste Bootstrap ndo-paramétrico BN P é recomen-

dado por ser robusto, uma vez que foi o Unico a controlar o erro tipo I;

. Os testes propostos superaram o teste de Fujikoshi na maioria das situagdes.
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ANEXOS

ANEXO A Exemplo numérico para a construgdo da matriz Ay,

Seja Y(pxp) uma matriz de dados e Sy, a sua matriz de covariancias,
sendo p = 4 o nimero de varidveis. Considera-se os autovalores da matriz de
covariancias como A\; = 6, Ao = 4, A3 = 3 e A\y = 2 e a partir da decomposic¢io

> = PAP T, tem-se que:

M 0 0 0 6 0 0 0
. 0 X 0 O 04 0 0
A: R —=

0 0 X\ O 00 3 0

0 0 0 M\ 000 2

Suponha que o pesquisador deseja que dois, dos primeiros componentes
principais, detenham 80% da informacdo das varidveis originais, ou seja, pio =
0,80 e k = 2. E sabido que Y . _; \; = 15 é a variagfo total.

Verifica-se que os dois primeiros componentes principais tém uma vari-

acdo total igual a 10 e os tltimos igual a 5.

O objetivo é fazer com que a soma dos dois primeiros autovalores seja igual
a 12, pois 12 representa 80% da variac@o total 15. Para que isso seja feito necessita-
se que duas unidades da variacdo total sejam retiradas dos dltimos autovalores e

acrescentadas aos primeiros.
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O terceiro autovalor (5\3 = 3), representa 60% da soma dos tltimos auto-
valores, obviamente 5\4 = 2 representa 40%. Deve-se retirar 1,2 do valor de 5\3,
ou seja, retira-se 60% de 2 do terceiro autovalor. Do mesmo modo, retira-se 0.8
do valor de A4, que representa 40% das duas unidades retiradas dos tltimos au-
tovalores. Retiradas essas duas unidades deve-se acrescentd-las aos primeiros au-
tovalores da mesma forma, proporcionalmente. Assim, como X representa 60%
da soma dos dois primeiros autovalores, acrescenta-se 1,2 ao seu valor, ja para Ao
deve-se acrescentar 0,8.

Desse modo, os novos autovalores sao:

My =18+ (\p=12) = 3,

sendo que os dois primeiros t¢ém 80% da variag@o total.

Logo,

€ uma matriz reformulada de forma que os dois primeiros componentes principais

detenham 80% da informacéo das varidveis originais.

57



ANEXO B  Rotina no R utilizada para a aplicagdo do teste de Fujikoshi.

A fungédo deve receber:
k: numero almejado dos primeiros componentes principais;
rho2k0: valor hipotético para o percentual de explicacgdo dos

#
#
#
# k primeiros componentes;
# n: tamanho da amostra;

#

Y: matriz de dados (n x p).

Fujikoshi <- function(k, rho2k0, n, Y)
{
p <- ncol(Y)
if (k >= p) stop("K deve ser menor que p!")
S <- var (Y)
eig <- eigen(S)
betah <- sum(eigS$values[l:k]x*eig$values[l:k])/
sum (eig$values*eig$values)
wQ <— 2 x sum(eig$values”2)/sum(eigS$Svalues) "2 =«
(rho2k072 - 2 x betah * rho2k0 + betah)
w0 <= w070.5
R2k <- sum(eig$values([l:k])/sum(eig$values)
Zc <- sqrt(n) » (R2k - rho2k0) / w0
valor.p <- pnorm(Zc)

return(list (R2k = R2k, Zc = Zc, valor.p = valor.p))
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ANEXO C  Rotina no R utilizada para a aplicacdo do teste bootstrap paramé-

trico baseado na estatistica Ri.

# A funcgdo deve receber:

# k: numero almejado dos primeiros componentes principais;

# rho2k0: valor hipotético para o percentual de explicacgdo dos
# k primeiros componentes;

# n: tamanho da amostra;

# B: numero de simulagdes bootstrap;

# Y: matriz de dados (n x p)

PCBootP <- function(k, rho2k0, n, B, Y)

{
P <= ncol (Y)
if (k >= p) stop("K deve ser menor que p!")
S <—- var (Y)
eig <- eigen(S)
R2k <- sum(eig$values|[l:k])/sum(eig$values)
vt <- sum(eig$values)
Delta <- rho2k0 » Vt - sum(eig$values[1l:k])
lamb <- eig$values[l:k] + eigS$values[l:k] /

sum(eig$values[l:k]) * Delta

lamb2 <- eig$values]| (k+1) :p]
lamb2 <- lamb2 - lamb2 /sum(eig$values|[ (k+1):p]) * Delta
lamb <- c(lamb, lamb2)

Sigb <- eig$vectors %*% diag(as.vector (lamb)) %=

o°

t (eig$vectors)
R2kb <- R2k
for (ib in 1:(B-1))
{
Yfake <- mvrnorm(n, mu=rep(c(0),times=p), Sigma=Sigb)

Sfake <- var (Yfake)
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eigfake <- eigen (Sfake)
R2kfake <- sum(eigfake$values[l:k])/sum(eigfakeS$Svalues)
R2kb <- rbind (R2kb, R2kfake)

}

valor.p <- length (R2kb[R2kb <= R2k]) / B

return (list (R2k=R2k, valor.p=valor.p))
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ANEXO D  Rotina no R utilizada para a aplicagdo do teste bootstrap paramé-

trico baseado na estatistica Z..

# A funcgdo deve receber:

# k: numero almejado dos primeiros componentes principais;

# rho2k0: valor hipotético para o percentual de explicacgdo dos
# k primeiros componentes;

# n: tamanho da amostra;

# B: numero de simulagdes bootstrap;

# Y: matriz de dados (n x p)

PCBootPZc <- function(k, rho2k0O, n, B, Y)
{

p <— ncol(Y)

if (k >= p) stop("K deve ser menor que p!")

S <— var(Y)

eig <- eigen(S)

R2k <- sum(eig$values[1l:k])/sum(eigSvalues)

Vt <- sum(eig$values)

Delta <- rho2k0 * Vt - sum(eig$values([l:k])

lamb <- eig$values[l:k] + eig$values[l:k] /
sum (eig$values([l:k]) * Delta

lamb2 <- eig$values|[ (k+1) :p]

lamb2 <- lamb2 - lamb2 /sum(eig$values|[ (k+1) :p]) + Delta

lamb <- c(lamb, lamb2)

Sigb <- eigS$vectors %*% diag(as.vector (lamb)) %*%
t (eig$vectors)

betah <- sum(eig$values[l:k]*eig$Svalues[l:k])/
sum (eig$values*eig$values)

wO <- 2 x sum(eig$values”2)/sum(eigS$Svalues) "2 =«

(rho2k072 - 2 % betah » rho2k0 + betah)
w0 <- w070.5

Zc <- sqgrt(n) * (R2k - rho2k0) / w0
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Zcb <- Zc
for (ib in 1:(B-1))
{
Yfake <- mvrnorm(n, mu=rep (c(0),times=p), Sigma=Sigb)
Sfake <- var (Yfake)
eigfake <- eigen(Sfake)
R2kfake <- sum(eigfake$values[l:k])/sum(eigfake$values)
betah <- sum(eigfake$values[l:k]xeigfakeS$Svalues[l:k]) /
sum (eigfakeS$values+reigfakes$Svalues)
w0b <- 2 x sum(eigfake$values”2)/sum(eigfake$values) 2 *
(rho2k0"2 - 2 % betah * rho2k0 + betah)
w0b <- wO0b"0.5
Zcfake <- sqgrt(n) x= (R2kfake - rho2k0) / wOb
Zcb <- rbind(Zcb, Zcfake)
}
valor.p <- length(Zcb[Zcb <= Zc]l) / B

return(list (R2k = R2k, Zc = Zc, valor.p = valor.p))
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ANEXO E  Rotina no R utilizada para a aplicagcdo do teste bootstrap ndo-

paramétrico.

# A funcdo deve receber:

# k: numero almejado dos primeiros componentes principais;

# rho2k0: valor hipotético para o percentual de explicagdo dos
# k primeiros componentes;

# n: tamanho da amostra;

# B: numero de simulacdes bootstrap;

# Y: matriz de dados (n x p)

PCBootNP <- function(k, rho2k0, n, B, Y)
{ p <- ncol (Y)
if (k >= p) stop("K deve ser menor que p!")
S <- var(Y)
eig <- eigen(S)
R2k <- sum(eig$values[1l:k])/sum(eigSvalues)
R2kb <- R2k
for (ib in 1:(B-1))
{
rowy <- sample(l:n,replace = T)
Yfake <- Y[rowy, ]
Sfake <- wvar (Yfake)
eigfake <- eigen (Sfake)
R2kfake <- sum(eigfake$values[l:k])/sum(eigfake$values)
R2kb <- rbind(R2kb, R2kfake)
}
valor.p <- length (R2kb[R2kb >= rho2k0]) / B

return (list (R2k=R2k, valor.p=valor.p))}
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ANEXO F  Poder dos testes de Fujikoshi (Fj), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com R,% (BPREk) e bootstrap paramétrico com
Ze (BPZc) em funcdo de pi para Hy : /’%0 > 0,70, considerando k = 1 com-
ponentes, p = 2 varidveis e amostra de tamanho n = 30 para (a) a = 0,10, (b)

a=0,05e(c)a= 0,01
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ANEXO G  Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com R,% (BPREk) e bootstrap paramétrico com
Ze (BPZc) em funcdo de pi para Hy : /’%0 > 0,90, considerando k = 1 com-
ponentes, p = 2 varidveis e amostra de tamanho n = 30 para (a) a = 0,10, (b)

a=0,05e(c)a= 0,01
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ANEXO H  Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com R,% (BPREk) e bootstrap paramétrico com
Ze (BPZc) em fungdo de pi para Hy : P%o > 0,70, considerando k = 1 compo-
nentes, p = 10 varidveis e amostra de tamanho n = 15 para (a) o = 0,10, (b)

a=0,05e(c)a= 0,01
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ANEXOI1  Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico (BN P),
bootstrap paramétrico com R,% (BPRE) e bootstrap paramétrico com Z. (BPZc)
em fungdo de p% para Hy : pio > 0,90, considerando k = 1 componentes, p = 10
varidveis e amostra de tamanho n = 15 para (a) o = 0,10, (b) a = 0,05 e (c)

o= 0,01
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ANEXO J  Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com R,% (BPREk) e bootstrap paramétrico com
Ze (BPZc) em fungdo de pi para Hy : P%o > 0,70, considerando k = 1 compo-
nentes, p = 10 varidveis e amostra de tamanho n = 30 para (a) o = 0,10, (b)

a=0,05e(c)a= 0,01
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ANEXO K  Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com R,% (BPREk) e bootstrap paramétrico com
Ze (BPZc) em fungdo de pi para Hy : P%o > 0,90, considerando k = 1 compo-
nentes, p = 10 varidveis e amostra de tamanho n = 30 para (a) o = 0,10, (b)
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ANEXO L Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com R,% (BPREk) e bootstrap paramétrico com
Ze (BPZc) em fungdo de pi para Hy : P%o > 0,70, considerando k = 1 compo-
nentes, p = 10 varidveis e amostra de tamanho n = 100 para (a) a = 0,10, (b)
a=0,05e(c)a= 0,01
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ANEXO M Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com R,% (BPREk) e bootstrap paramétrico com
Ze (BPZc) em fungdo de pi para Hy : P%o > 0,90, considerando k = 1 compo-
nentes, p = 10 varidveis e amostra de tamanho n = 100 para (a) a = 0,10, (b)

a=0,05e(c)a= 0,01
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ANEXO N Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com R,% (BPREk) e bootstrap paramétrico com
Ze (BPZc) em fungdo de pi para Hy : P%o > 0,70, considerando k = 3 compo-
nentes, p = 10 varidveis e amostra de tamanho n = 15 para (a) o = 0,10, (b)

a=0,05e(c)a= 0,01
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ANEXO O  Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com R,% (BPREk) e bootstrap paramétrico com
Ze (BPZc) em fungdo de pi para Hy : pio > 0,90, considerando k = 3 compo-
nentes, p = 10 varidveis e amostra de tamanho n = 15 para (a) o = 0,10, (b)

a=0,05e(c)a= 0,01
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ANEXO P Poder dos testes de Fujikoshi (Fj), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com R,% (BPREk) e bootstrap paramétrico com
Ze (BPZc) em fungdo de pi para Hy : P%o > 0,70, considerando k = 3 compo-
nentes, p = 10 varidveis e amostra de tamanho n = 30 para (a) o = 0,10, (b)
a=0,05e(c)a= 0,01
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ANEXO Q  Poder dos testes de Fujikoshi (F'j), bootstrap ndo paramétrico
(BN P), bootstrap paramétrico com R,% (BPREk) e bootstrap paramétrico com
Ze (BPZc) em fungdo de pi para Hy : pio > 0,90, considerando k = 3 compo-
nentes, p = 10 varidveis e amostra de tamanho n = 30 para (a) o = 0,10, (b)

a=0,05e(c)a= 0,01
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )
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