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Resumo

Neste trabalho provamos três teoremas sobre a existência e unicidade
de soluções para o Problema de Dirichlet para a equação das superfícies
de curvatura média constante H sobre domínios 
 limitados do plano não
necessariamente convexos com hipóteses relacionando a condição do círculo
exterior de 
; a norma C2 do dado do bordo e H:

Abstract

In this work we prove three theorems on the existence and uniqueness of
solutions to the Dirichlet Problem for the constant mean curvatureH surface
equation on a bounded not necessarily convex domain 
 of the plane from
hypothesis relating the exterior circle condition of 
; the C2 norm of a the
bounded date and H:
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1 Introdução

Um dos problemas clássicos da teoria de Equações Diferenciais Parci-
ais Elípticas, que tem sua origem na Geometria Diferencial; é o problema
de Dirichlet para a equação das superfícies de curvatura média constante
(CMC) em R3: Lembramos que esse problema, no caso de dados suaves no
bordo, consiste em determinar, dados H � 0; um domínio aberto 
 � R2
de classe C2;�; 0 < � < 1; e ' 2 C2;�(@
); a existência e a unicidade de
solução do problema8><>: QH (u) =

�
1 + jDuj2

�
�u�

2X
i;j=1

DiuDjuDiju+ 2H
�
1 + jDuj2

� 3
2
= 0;

uj@
 = '; u 2 C2;�(
)
(1)

onde D é o gradiente em R2. Se u é uma solução de (1) então o grá�co de u
em R3 é uma superfície de CMC H com relação ao vetor normal � tal que
h�; (0; 0; 1)i � 0:

O Problema de Dirichlet para a Equação das Superfícies de curvatura mé-
dia constante em domínios abertos e limitado vem sendo estudado por muitos
matemáticos ao longo de décadas. No caso mínimo (H = 0), gostaríamos
de destacar o trabalho de R. Finn [F] que, em 1954, mostrou que a convexi-
dade do domínio é uma condição necessária e su�ciente para a existência de
solução do problema (1) para qualquer dado no bordo. Um contra-exemplo
simples e interessante para a necessidade da hipótese da convexidade neste
teorema de Finn é o conhecido tetraedo de Radó [RD], uma superfície mí-
nima compacta que tem como bordo parte das arestas de um tetraedro.

Quando tratamos do Problema de Dirichlet para a equação das super-
fícies de CMC H; diferentemente do que ocorre no caso das mínimas, a
convexidade do domínio não implica na existência de solução para o pro-
blema (1), nem mesmo para o caso ' = 0: Em 1968, J. Serrin [S] obteve
uma condição, muito conhecida atualmente, para a solução do problema para
qualquer dado no bordo de um domínio convexo, condição esta envolvendo
a curvatura do bordo de 
; H e a dimensão do espaço (no caso do espaço
Euclidiano de dimensão 3; que é o que trataremos nesta tese, a condição é
de que a curvatura k do bordo seja maior ou igual a 2H). Contudo, é bas-
tante conhecido que em muitos casos existe solução para certos valores dados
no bordo mesmo que a condição de Serrin não seja satisfeita, inclusive em
domínios não convexos. Exemplos explícitos podem ser construídos usando
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partes de superfícies de Delaunay; mas também pode-se mostrar a existência
de soluções mediante outras condições: por exemplo, se k � H então existe
solução para ' = 0 (veja [R] tanto para os exemplos de Delaunay quanto
para este último resultado).

Surge então o seguinte problema natural: determinar condições relacio-
nando o domínio, o dado no bordo e a curvatura média que garantam a
existência de soluções para o problema (1) quando o domínio não satisfaz a
condição de Serrin.

Notamos que uma tal condição tem necessariamente que existir pois
sabe-se que se a condição de Serrin não é satisfeita, então existem dados no
bordo para os quais o problema (1) não tem solução.

Em nosso trabalho obtemos condições de existência envolvendo a norma
C2 do dado no bordo, H e o raio exterior de 
:

Lembramos que 
 satisfaz a condição do círculo exterior de raio r se,
para todo p 2 @
 existe um círculo Cp de raio r tangente a @
 em p e
contido em R2n
:

Figura 1: Condição do Círculo exterior
de raio r

Para enunciarmos os resultados principais desta tese precisamos intro-
duzir alguma notação.
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Seja 
 um domínio aberto, limitado, de classe C2;�; satisfazendo a
condição do círculo exterior de raio r: Dada ' 2 C2;�

�


�
; seja

M = max
x2


'(x)�min
x2


'(x)

B = sup
x2


jD'(x)j

A = sup
x2


��D2'(x)
��

C = max fA;Bg

(2)

onde ��D2'
�� = jD11'j+ jD22'j+ jD12'j :

Os principais resultados da tese são:

Teorema 1.1 Se

r � max
n
2
�
e6M(3C

3+3C2+4C+1) � 1
�
; 1
o

(3)

então o problema (1) possui uma única solução quando H = 0:

Teorema 1.2 Seja H � 0 e seja 
 um domínio limitado satisfazendo a
condição do círculo exterior de raio r. Seja R
 o raio do menor disco
contendo 
: Suponha que

H � 1

R

(4)

e que
He�(M+h
;H) � 1; (5)

onde

� = 64
�
C3 + C2 + C + 1

�
H3 + 16

�
8C3 + 9C2 + 10C + 7

�
H2

+12
�
7C3 + 8C2 + 10C + 5

�
H + 6

�
3C3 + 3C2 + 4C + 1

�
:

e

h
;H =
R2
H

1 +
q
1� (R
H)2

:

Suponha ademais que

r � max
n
2
�
e�(M+h
;H) � 1

�
; 1
o
: (6)

Então o problema de Dirichlet (1) admite uma única solução.
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Observamos que como a propriedade de ser mínima é invariante por
homotetias, nós podemos aplicar o Teorema 1.1 para tratar o caso 0 < r < 1
depois de re-escalonar o problema pelo fator 1=r:

Se 
 é convexo então podemos tomar r =1 de modo que o Teorema 1.1
recupera o resultado clássico de existência de R. Finn (veja [F]) para dados
suaves no bordo.

Como explicamos após sua prova, o Teorema 1.2 implica no Teorema
1.1. Enunciamos o Teorema 1.1 separadamente pois ele tem interesse inde-
pendente.

Obtemos também um resultado de existência de soluções do problema
(1) com hipóteses relacionando o diâmetro do domínio, a norma C2 de '; o
raio exterior de 
 e H (Teorema 2.1).

Observamos que o Teorema 1.1 é similar a um resultado que demons-
tramos anteriormente, a ser publicado na Matemática Contemporânea (veja
[RS]). Enunciamos e demonstramos este resultado ao �nal da tese (Teorema
2.2).

2 Prova dos teoremas

As notações e condições mencionadas na introdução relativas a 
 e '
serão mantidas em toda a tese.

Para demonstrar os resultados da tese fazemos uso do conhecido método
da continuidade de EDP ([GT]).

O ingrediente fundamental para a aplicabilidade do método é o de bar-
reira local. Embora esta seja uma tradicional noção de EDP, as de�nições
dadas em diferentes textos podem diferir em algumas condições. Para
deixar claro as condições que estamos assumindo enunciamos, a seguir, esta
de�nição em detalhes.

Seja p 2 @
: Dizemos que o problema (1) admite barreiras locais inferior
e superior em p se existe uma vizinhança Np de p em 
 e funções w�; w+ 2
C2(Np) tais que

w�(p) = '(p) = w+(p);

QH
�
w+
�
� 0 e QH

�
w�
�
� 0 em Np
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e, se u 2 C2(
) é uma solução de (1), então

w�(x) � u(x) � w+(x);8x 2 @ (Np) :

Prova do Teorema 1.1. Suponha que min'



= 0: Escolha p 2 @
:

Seja p0 = (p1; p2) o centro do círculo tangente a @
 em p, com raio r e
contido em R2n
; e seja

d(x) = d(x; @Br) = jx� p0j � r:

Observe que d(p) = 0;

rd = Dd =

�
@d

@x1
;
@d

@x2

�
=

�
x1 � p1
jx� p0j

;
x2 � p2
jx� p0j

�
) jDdj = 1:

e que �d(x) =
1

jx� p0j
:

Considere x0 2 
 qualquer mas �xo: Tomemos uma base ortonormal
fe1; e2g de R2 tal que e2 = Dd(x0) e e1 é unitário e ortogonal a e2: Sejam

Di =
@

@ei
; Dij =

@2

@ei@ej
; 1 � i; j � 2:

Note então que, em x0:

D11d(x0) =
1

jx0 � p0j
= �d(x0)

Dijd(x0) = 0 outros casos.
(7)

De�nindo
w(x) = '(x) +  (d(x)); x 2 
;

onde
 (s) = � ln (bs+ 1) ; s � 0; (8)

iremos provar que w é uma barreira superior local em p para escolhas ade-
quadas das constantes � e b:

A�m de estabelecermos uma estimativa para Q0 [w] ; observe que�
1 + jDwj2

�
4w �

2X
i;j=1

DiwDjwDijw

=
2X

i;j=1

h�
1 + jDwj2

�
�ij �DiwDjw

i �
 00DidDjd+  

0(d)Dijd+Dij'
�
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De fato,

2X
i;j=1

h�
1 + jDwj2

�
�ij �DiwDjw

i �
 00DidDjd+  

0(d)Dijd+Dij'
�

=
h�
1 + jDwj2

�
� (D1w)2

i �
 00 (D1d)

2 +  0(d)D11d+D11'
�

�D1wD2w
�
 00D1dD2d+  

0(d)D12d+D12'
�

�D2wD1w
�
 00D2dD1d+  

0(d)D21d+D21'
�

+
h�
1 + jDwj2

�
� (D2w)2

i �
 00 (D2d)

2 +  0(d)D22d+D22'
�

=
�
1 + jDwj2

�
(D11'+D22')� (D1w)2D11'� 2D1wD2wD12'

� (D2w)2D22'+
�
1 + jDwj2

��
 00 (D1d)

2 +  0(d)D11d+  
00 (D2d)

2 +  0(d)D22d
�

� (D1w)2
�
 00 (D1d)

2 +  0(d)D11d
�
� 2D1wD2w

�
 00D1dD2d+  

0(d)D12d
�

� (D2w)2
�
 00 (D2d)

2 +  0(d)D22d
�
:

Por outro lado,

�
1 + jDwj2

�
4w �

2X
i;j=1

DiwDjwDijw

=
�
1 + jDwj2

�
�('+  (d))�

h
(D1w)

2D11w + 2D1wD2wD12w + (D2w)
2D22w

i
=

�
1 + jDwj2

�
(D11'+D22') +

�
1 + jDwj2

�
(D11 (d) +D22 (d))

�
h
(D1w)

2 (D11'+D11 (d)) + 2D1wD2w (D12'+D12 (d))

+ (D2w)
2 (D22'+D22 (d))

i
=

�
1 + jDwj2

�
(D11'+D22') +

�
1 + jDwj2

��
 00(d) (D1d)

2 +  0(d)D11d

 00(d) (D2d)
2 +  0(d)D22d

�
� (D1w)2D11'� 2D1wD2wD12'� (D2w)2D22'

� (D1w)2
�
 00 (D1d)

2 +  0(d)D11d
�
� 2D1wD2w

�
 00D1dD2d+  

0(d)D12d
�

� (D2w)2
�
 00 (D2d)

2 +  0(d)D22d
�
:

Logo, pondo

Aij =
h�
1 + jDwj2

�
�ij �DiwDjw

i
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obtemos

Q0 [w] =
2X

i;j=1

h�
1 + jDwj2

�
�ij �DiwDjw

i �
 00(d)DidDjd+  

0(d)Dijd+Dij'
�

=

2X
i;j=1

Aij
�
 00(d)DidDjd+  

0(d)Dijd+Dij'
�

=
2X

i;j=1

Aij 
00(d)DidDjd+

2X
i;j=1

Aij 
0(d)Dijd+

2X
i;j=1

AijDij'

=  00(d)
2X

i;j=1

AijDidDjd+  
0(d)

2X
i;j=1

AijDijd+

2X
i;j=1

AijDij'

Temos também que

2X
i;j=1

Aij�i�j = A11 (�1)
2 +A21�1�2 +A12�2�1 +A22 (�2)

2

=
h�
1 + jDwj2

�
� (D1w)2

i
(�1)

2 �D1wD2w�1�2

�D2wD1w�2�1 +
h�
1 + jDwj2

�
� (D2w)2

i
(�2)

2

= (�1)
2 + (�2)

2 + (D2w)
2 (�1)

2 � 2D1wD2w�1�2 + (D1w)2 (�2)2

= (�1)
2 + (�2)

2 + (D2w�1 �D1w�2)2 :

Logo, podemos a�rmar que

2X
i;j=1

Aij�i�j � (�1)2 + (�2)2 = j�j2 ;8� = (�1; �2) 2 R2:

Portanto,
2X

i;j=1

AijDidDjd � jDdj2 :

Como jDdj = 1 e  00(d) � 0 tem-se

 00(d)
2X

i;j=1

AijDidDjd �  00(d);
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donde obtemos

Q0[w] �  00(d) +  0(d)
2X

i;j=1

AijDijd+
2X

i;j=1

AijDij':

Note também que

2X
i;j=1

AijDij' =
2X

i;j=1

h�
1 + jDwj2

�
�ij �DiwDjw

i
Dij'

=
h�
1 + jDwj2

�
� (D1w)2

i
D11'� 2D1wD2wD12'

+
h�
1 + jDwj2

�
� (D2w)2

i
D22'

=
�
1 + (D2w)

2
�
D11'� 2D1wD2wD12'+

�
1 + (D1w)

2
�
D22'

�
�
1 + (D2w)

2
�
jD11'j+ 2 jD1wj jD2wj jD12'j

+
�
1 + (D1w)

2
�
jD22'j

�
�
1 + jDwj2

�
(jD11'j+ jD22'j) + 2 jD1wj jD2wj jD12'j

Como (jD1wj � jD2wj)2 � 0 então jD1wj2�2 jD1wj jD2wj+ jD2wj2 � 0:
Logo, jDwj2 � 2 jD1wj jD2wj. Portanto, temos:

2X
i;j=1

AijDij' �
�
1 + jDwj2

�
jD11'j+ jDwj2 jD12'j+

�
1 + jDwj2

�
jD22'j

�
�
1 + jDwj2

�
jD11'j+

�
1 + jDwj2

�
jD12'j+

�
1 + jDwj2

�
jD22'j

�
�
1 + jDwj2

�
(jD11'j+ jD12'j+ jD22'j)

=
�
1 + jDwj2

� ��D2'
�� :

Segue-se que

Q0[w] �  00(d) +  0(d)
2X

i;j=1

AijDijd+
�
1 + jDwj2

� ��D2'
�� :
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Note agora que

2X
i;j=1

AijDijd =
2X

i;j=1

h�
1 + jDwj2

�
�ij �DiwDjw

i
Dijd

=

2X
i;j=1

h�
1 + jDwj2

�
�ij

i
Dijd�

2X
i;j=1

DiwDjwDijd

=
�
1 + jDwj2

�
(D11d+D22d)�

2X
i;j=1

DiwDjwDijd

=
�
1 + jDwj2

�
(�d)�

2X
i;j=1

DiwDjwDijd:

Vamos calcular
2X

i;j=1

DiwDjwDijd: Note que Diw = Di'+  
0(d)Did: Daí

2X
i;j=1

DiwDjwDijd =
2X

i;j=1

�
Di'+  

0(d)Did
� �
Dj'+  

0(d)Djd
�
Dijd

=

2X
i;j=1

�
 02Did+ 2 

0Di'
�
DjdDijd+

2X
i;j=1

Di'Dj'Dijd

=
2X

i;j=1

Di'Dj'Dijd

pois jDdj = 1) hd(Dd)x(�); Dd(x)i = 0 8�; x 2 R2 e, em particular

hd(Dd)x(ei); Dd(x)i =
2X
j=1

DjdDijd = 0:

Segue-se que

2X
i;j=1

AijDijd =
�
1 + jDwj2

�
(�d)�

2X
i;j=1

Di'Dj'Dijd:

As estimativas anteriores são válidas em qualquer ponto de 
: Daqui
para a frente todas as expressões envolvidas serão avaliadas em x0: De (7)
obtemos:

�
2X

i;j=1

Di'Dj'Dijd = � (D1')2
�

1

jx� p0j

�
� 0:
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Portanto,
2X

i;j=1

AijDijd �
�
1 + jDwj2

�
(�d)

e
Q0[w] �  00 +  0

�
1 + jDwj2

�
(�d) +

�
1 + jDwj2

� ��D2'
�� :

Note que

Dw = D ('+  (d))) jDwj = jD'+D (d)j � jD'j+ jD (d)j = jD'j+ 0

Daí,

jDwj2 �
�
jD'j+  0

�2
= jD'j2 + 2 0 jD'j+

�
 0
�2
:

Logo

Q0[w] �  00 +  0
�
1 + jD'j2 + 2 0 jD'j+

�
 0
�2�

(�d)

+
�
1 + jD'j2 + 2 0 jD'j+

�
 0
�2� ��D2'

��
�  00 +

�
 0
�3
(�d) +

�
2 jD'j (�d) +

��D2'
��� � 0�2

+
�
(�d) + jD'j2 (�d) + 2 jD'j

��D2'
��� 0

+
��D2'

��+ jD'j2 ��D2'
��

�  00 +
�
 0
�3
(�d) + (2C (�d) + C)

�
 0
�2

+
�
(�d) + C2 (�d) + 2C2

�
 0 + C + C3

Como jx0 � p0j � r então

�d(x0) =
1

jx0 � p0j
� 1

r
:

Donde obtemos

Q0[w] �  00 +

�
1

r

��
 0
�3
+

�
2C

r
+ C

��
 0
�2 (9)

+

 �
1 + C2

�
r

+ 2C2

!
 0 + C + C3:
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De (8) temos

Q0[w] � � �b2

(bd+ 1)2
+

�
1

r

�
�3b3

(bd+ 1)3
+

�
2C

r
+ C

�
�2b2

(bd+ 1)2

+

 �
1 + C2

�
r

+ 2C2

!
�b

bd+ 1
+ C + C3:

Observe que

� �b2

(bd+ 1)2
+
1

r

�3b3

(bd+ 1)3

= � �b2

(bd+ 1)2

�
1� 1

r

�2b

bd+ 1

�
e que esta expressão é não positiva se

1� 1
r

�2b

bd+ 1
� 0;

ou seja,
b

bd+ 1
� r

�2
:

Tome b = r
2�2
: Daí,

� �b2

(bd+ 1)2
+
1

r

�3b3

(bd+ 1)3
=

� �b2

(bd+ 1)2

�
1� 1

r

�2b

bd+ 1

�
= � ��

r
2�2
d+ 1

�2 r24�4
"
1� 1

r

�2

r
2�2
d+ 1

r

2�2

#

= � �r2�
rd+ 2�2

�2 �1� �2

rd+ 2�2

�
= � �r2

2
�
rd+ 2�2

�2 �2� 2�2

rd+ 2�2

�
� � �r2

2
�
rd+ 2�2

�2 ;
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pois

2� 2�2

rd+ 2�2
� 1:

Logo

Q0 [w] � � �r2

2
�
rd+ 2�2

�2 + �2Cr + C

�
�2r2�

rd+ 2�2
�2

+

�
1 + C2

r
+ 2C2

�
�r

rd+ 2�2
+ C + C3

=
1

2
�
2�2 + dr

�2 �2C3d2r2 + 8C3dr�2 + 8C3�4 + 4C2dr2�
+2C2dr� + 8C2r�3 + 4C2�3 + 2Cd2r2 + 8Cdr�2 + 2Cr2�2

+4Cr�2 + 8C�4 + 2dr� � r2� + 4�3
�
:

Reescrevendo a expressão entre colchetes como um polinômio quadrático
em d; tem-se que Q0[w] � 0 se�

2C3r2 + 2Cr2
�
d2 +

�
8C3r�2 + 4C2r2� + 2C2r� + 8Cr�2 + 2r�

�
d

+8C3�4 + 8C2r�3 + 4C2�3 + 2Cr2�2 + 4Cr�2 + 8C�4 � r2� + 4�3 � 0:

Para 0 � d � � temos�
2C3r2 + 2Cr2

�
d2 +

�
8C3r�2 + 4C2r2� + 2C2r� + 8Cr�2 + 2r�

�
d

+8C3�4 + 8C2r�3 + 4C2�3 + 2Cr2�2 + 4Cr�2 + 8C�4 � r2� + 4�3

�
�
2C3r2 + 2Cr2

�
�2 +

�
8C3r�2 + 4C2r2� + 2C2r� + 8Cr�2 + 2r�

�
�

+8C3�4 + 8C2r�3 + 4C2�3 + 2Cr2�2 + 4Cr�2 + 8C�4 � r2� + 4�3

Reescrevendo esta última expressão como um polinômio em � e fatorando
� vemos que ela é igual a

�
��
8C3 + 8C

�
�3 +

�
8C2r + 8C3r + 8Cr + 4C2 + 4

�
�2

+
�
2C3r2 + 4C2r2 + 2C2r + 4Cr2 + 4Cr + 2r

�
� � r2

�
:

Assim, escolhendo � � 1 obtemos Q0[w] � 0 para 0 � d � � se�
8C3 + 8C

�
�3 +

�
8C2r + 8C3r + 8Cr + 4C2 + 4

�
�2

+
�
2C3r2 + 4C2r2 + 2C2r + 4Cr2 + 4Cr + 2r

�
� � r2

�
�
8C3 + 8C

�
� +

�
8C2r + 8C3r + 8Cr + 4C2 + 4

�
�

+
�
2C3r2 + 4C2r2 + 2C2r + 4Cr2 + 4Cr + 2r

�
� � r2

� 0
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Reescrevendo o coe�ciente de � como um polinômio quadrático em r e
isolando � vemos que Q0[w] � 0 para 0 � d � � se

� � r2

(2C3 + 4C2 + 4C) r2 + (8C3 + 10C2 + 12C + 2) r + 8C3 + 4C2 + 8C + 4

Observe que a função

f(r) =
r2

(2C3 + 4C2 + 4C) r2 + (8C3 + 10C2 + 12C + 2) r + 8C3 + 4C2 + 8C + 4

é crescente: Então temos

1

18C3 + 18C2 + 24C + 6
= f(1) � f(r); para r � 1:

Logo, temos Q0[w] � 0 se 0 � d � � para

� =
1

18C3 + 18C2 + 24C + 6
: (10)

Em resumo, de�nindo � por (10), tomando

b =
r

2�2
;

temos que Q0[w] � 0 em Np; onde

Np = fx 2 
 j 0 � d(x) � �g :

Portanto, para garantir que w é uma barreira superior local para Q0 em Np
basta agora provar que esta função satisfaz a estimativa a priori de altura

wj@Np � uj@Np ; (11)

onde u é uma solução de Q0[u] = 0 e uj@
 = ':
Note que com as escolhas acima temos

 (d) =

ln

�
r(18C3+18C2+24C+6)

2

2 d+ 1

�
18C3 + 18C2 + 24C + 6

:

Em @Np\@
; temos que u = ' de modo que (11) é satisfeita nesses pontos.
Pelo princípio do máximo,temos

sup


juj �M:
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Assim em @Npn@
; temos

w(x) =  (�) + '(x) �  (�):

Logo (11) é satisfeito em @Npn@
 se  (�) �M; ou seja,

ln

�
r(18C3+18C2+24C+6)

2

2
1

18C3+18C2+24C+6
+ 1

�
18C3 + 18C2 + 24C + 6

�M;

o que é garantido por

r � 2
�
e6M(3C

3+3C2+4C+1) � 1
�
:

Note que tomando w = ' �  ; para a mesma  acima, obtemos uma
barreira inferior em p: Podemos então aplicar o método da continuidade
para concluir com a prova do Teorema 1.1. Para isso, observamos que se
a condição (3) é satisfeita para uma dada ' então ela também é satisfeita
para t' para todo t 2 [0; 1]: Assim, pondo

V = ft 2 [0; 1] j 9ut 2 C2;�
�


�
tal que Q0 [ut] = 0; utj@
 = t'g

temos V 6= ? já que t = 0 2 V; pois u � 0 quando t = 0; além disso
V é aberto pelo teorema da função implícita. Das barreira locais obtemos
estimativas uniformes C1; a priori, para a familia de problemas de Dirichlet
Q0 [ut] = 0; utj@
 = t': Da teoria de EDP elípticas decorre que V é fechado
([GT]), ou seja, V = [0; 1]:

A unicidade da solução é uma conseqüência do princípio do máximo para
a diferença de duas soluções de (1).

Prova do Teorema 1.2. Primeiro notamos que, de (6), tem-se

r � 2
�
e�(M+h
;H) � 1

�
:

E como
2
�
e�(M+h
;H) � 1

�
� 2

�
e6M(3C

3+3C2+4C+1) � 1
�

temos, pelo Teorema 1.1, que existe uma solução v 2 C2;�(
) de Q0 = 0 em

 tal que vj@
 = '. E, como

QH(v) = Q0[v] + 2H
�
1 + jDvj2

� 3
2

= 2H
�
1 + jDvj2

� 3
2 � 0;
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decorre que v é uma barreira inferior global (ou seja, válida em todos os
pontos de @
) para QH :

As barreiras superiores que vamos constuir são locais, dependendo cada
uma do ponto do bordo considerado. Para isto suponha que min'




= 0:

Fixemos então um ponto p 2 @
: Seja p0 = (p1; p2) o centro do círculo
tangente ao @
 em p, com raio r e contido em R2n
 e seja a função d :

! [0;1) ; dada por:

d(x) = d(x; @Br) = jx� p0j � r:

De�na, também,
w : 
! R;

por
w(x) = '(x) +  (d(x));

onde
 (d) = � ln (bd+ 1) ; (12)

onde � e b são constantes positivas a serem determinadas.
Observe que

QH(w) =
�
1 + jDwj2

�
�w �

2X
i;j=1

DiwDjwDijw + 2H
�
1 + jDwj2

� 3
2

= Q0[w] + 2H
�
1 + jDwj2

� 3
2
:

De (9) temos

Q0[w] �  00 +

�
1

r

��
 0
�3
+

�
2C

r
+ C

��
 0
�2

+

 �
1 + C2

�
r

+ 2C2

!
 0 + C + C3:

22



Logo,

QH(w) �  00 +

�
1

r

��
 0
�3
+

�
2C

r
+ C

��
 0
�2

+

 �
1 + C2

�
r

+ 2C2

!
 0

+C + C3 + 2H
�
1 + jDwj2

� 3
2

=  00 +

�
1

r

��
 0
�3
+

�
2C

r
+ C

��
 0
�2

+

 �
1 + C2

�
r

+ 2C2

!
 0 + C + C3

+2H
�
1 + jDwj2

��
1 + jDwj2

� 1
2
:

Por outro lado, temos �
1 + jDwj2

� 1
2 � 1 + jDwj :

Daí, obtemos

QH(w) �  00 +

�
1

r

��
 0
�3
+

�
2C

r
+ C

��
 0
�2

+

 �
1 + C2

�
r

+ 2C2

!
 0 + C + C3

+2H
�
1 + jDwj2

�
(1 + jDwj) :

Note que

jDwj = jD'+D (d)j
� jD'j+ jD (d)j = jD'j+  0

� C +  0:

Daí,

jDwj2 �
�
C +  0

�2
� C2 + 2 0C +

�
 0
�2
:
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Logo

QH(w) �  00 +

�
1

r

��
 0
�3
+

�
2C

r
+ C

��
 0
�2

+

 �
1 + C2

�
r

+ 2C2

!
 0 + C + C3

+2H
�
1 + C2 + 2 0C +

�
 0
�2� �

1 + C +  0
�
:

Portanto,

QH (w) �  00 +

�
1

r
+ 2H

��
 0
�3
+

�
2C

r
+ C + 2H + 6HC

��
 0
�2

+

 �
1 + C2

�
r

+ 2C2 + 2H + 6HC2 + 4HC

!
 0

+
�
1 + C2

�
(C + 2H (1 + C))

Assim de (12) obtemos

QH (w) � � �b2

(bd+ 1)2
+

�
1

r
+ 2H

�
�3b3

(bd+ 1)3

+

�
2C

r
+ C + 2H + 6HC

�
�2b2

(bd+ 1)2

+

 �
1 + C2

�
r

+ 2C2 + 2H + 6HC2 + 4HC

!
�b

bd+ 1

+
�
1 + C2

�
(C + 2H (1 + C))

Note que

I = � �b2

(bd+ 1)2
+

�
1

r
+ 2H

�
�3b3

(bd+ 1)3

= � �b2

(bd+ 1)2

�
1�

�
1

r
+ 2H

�
�2b

bd+ 1

�
e que esta expressão é não positiva se

1�
�
1

r
+ 2H

�
�2b

bd+ 1
� 0;
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ou seja,
b

bd+ 1
� 1

�2
�
1
r + 2H

� :
Tome

b =
1

2�2
�
1
r + 2H

� :
Temos

I = �

26641� �1r + 2H� �2

1

2�2
�
1
r + 2H

�d+1 1

2�2
�
1
r + 2H

�
3775

 
1

2�2
�
1
r + 2H

�d+ 1!2 4�3 �1r + 2H�2
=

���
d+ 2�2

�
1
r + 2H

��2
"
1�

�2
�
1
r + 2H

��
d+ 2�2

�
1
r + 2H

��#

=
��

2
�
d+ 2�2

�
1
r + 2H

��2
"
2�

2�2
�
1
r + 2H

��
d+ 2�2

�
1
r + 2H

��#

� ��
2
�
d+ 2�2

�
1
r + 2H

��2 ;
pois

2�
2�2
�
1
r + 2H

��
d+ 2�2

�
1
r + 2H

�� � 1
Daí, obtemos
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QH (w) � � �

2
�
d+ 2�2

�
1
r + 2H

��2
+

�
2C

r
+ C + 2H + 6HC

�
�2

r2�
dr + 2�2 + 4H�2r

�2
+

 �
1 + C2

�
r

+ 2C2 + 2H + 6HC2 + 4HC

!
�r

dr + 2�2 + 4H�2r

+
�
1 + C2

�
(C + 2H (1 + C))

=
1

2
�
2�2 + dr + 4Hr�2

�2 [�2Cr2 + 4Hr2 + 2C3r2 + 4CHr2
+4C2Hr2 + 4C3Hr2

�
d2 +

�
32C3H2r2�2 + 16C3Hr2�2

+16C3Hr�2 + 8C3r�2 + 32C2H2r2�2 + 12C2Hr2�

+16C2Hr�2 + 4C2r2� + 2C2r� + 32CH2r2�2

+16CHr2�2 + 8CHr2� + 16CHr�2 + 8Cr�2

+32H2r2�2 + 4Hr2� + 16Hr�2 + 2r�
�
d

+64C3H3r2�4 + 32C3H2r2�4 + 64C3H2r�4

+32C3Hr�4 + 16C3H�4 + 8C3�4

+64C2H3r2�4 + 48C2H2r2�3 + 64C2H2r�4

+16C2Hr2�3 + 32C2Hr�3 + 16C2H�4

+8C2r�3 + 4C2�3 + 64CH3r2�4 + 32CH2r2�4

+32CH2r2�3 + 64CH2r�4 + 12CHr2�2

+32CHr�4 + 16CHr�3 + 16CH�4 + 2Cr2�2

+4Cr�2 + 8C�4 + 64H3r2�4 + 16H2r2�3 + 64H2r�4

+4Hr2�2 + 16Hr�3 + 16H�4 � r2� + 4�3
�
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Logo teremos QH (w) � 0 se�
2Cr2 + 4Hr2 + 2C3r2 + 4CHr2 + 4C2Hr2 + 4C3Hr2

�
d2

+
�
32C3H2r2�2 + 16C3Hr2�2 + 16C3Hr�2 + 8C3r�2

+32C2H2r2�2 + 12C2Hr2� + 16C2Hr�2 + 4C2r2�

+2C2r� + 32CH2r2�2 + 16CHr2�2 + 8CHr2� + 16CHr�2

+8Cr�2 + 32H2r2�2 + 4Hr2� + 16Hr�2 + 2r�
�
d

+64C3H3r2�4 + 32C3H2r2�4 + 64C3H2r�4 + 32C3Hr�4

+16C3H�4 + 8C3�4 + 64C2H3r2�4 + 48C2H2r2�3

+64C2H2r�4 + 16C2Hr2�3 + 32C2Hr�3 + 16C2H�4

+8C2r�3 + 4C2�3 + 64CH3r2�4 + 32CH2r2�4

+32CH2r2�3 + 64CH2r�4 + 12CHr2�2 + 32CHr�4

+16CHr�3 + 16CH�4 + 2Cr2�2 + 4Cr�2 + 8C�4

+64H3r2�4 + 16H2r2�3 + 64H2r�4 + 4Hr2�2

+16Hr�3 + 16H�4 � r2� + 4�3

� 0
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Assim para 0 � d � � temos�
2Cr2 + 4Hr2 + 2C3r2 + 4CHr2 + 4C2Hr2 + 4C3Hr2

�
d2

+
�
32C3H2r2�2 + 16C3Hr2�2 + 16C3Hr�2 + 8C3r�2

+32C2H2r2�2 + 12C2Hr2� + 16C2Hr�2 + 4C2r2�

+2C2r� + 32CH2r2�2 + 16CHr2�2 + 8CHr2� + 16CHr�2

+8Cr�2 + 32H2r2�2 + 4Hr2� + 16Hr�2 + 2r�
�
d

+64C3H3r2�4 + 32C3H2r2�4 + 64C3H2r�4 + 32C3Hr�4

+16C3H�4 + 8C3�4 + 64C2H3r2�4 + 48C2H2r2�3

+64C2H2r�4 + 16C2Hr2�3 + 32C2Hr�3 + 16C2H�4

+8C2r�3 + 4C2�3 + 64CH3r2�4 + 32CH2r2�4

+32CH2r2�3 + 64CH2r�4 + 12CHr2�2 + 32CHr�4

+16CHr�3 + 16CH�4 + 2Cr2�2 + 4Cr�2 + 8C�4

+64H3r2�4 + 16H2r2�3 + 64H2r�4 + 4Hr2�2

+16Hr�3 + 16H�4 � r2� + 4�3

�
�
2Cr2 + 4Hr2 + 2C3r2 + 4CHr2 + 4C2Hr2 + 4C3Hr2

�
�2

+
�
32C3H2r2�2 + 16C3Hr2�2 + 16C3Hr�2 + 8C3r�2

+32C2H2r2�2 + 12C2Hr2� + 16C2Hr�2 + 4C2r2�

+2C2r� + 32CH2r2�2 + 16CHr2�2 + 8CHr2� + 16CHr�2

+8Cr�2 + 32H2r2�2 + 4Hr2� + 16Hr�2 + 2r�
�
�

+64C3H3r2�4 + 32C3H2r2�4 + 64C3H2r�4 + 32C3Hr�4

+16C3H�4 + 8C3�4 + 64C2H3r2�4 + 48C2H2r2�3

+64C2H2r�4 + 16C2Hr2�3 + 32C2Hr�3 + 16C2H�4

+8C2r�3 + 4C2�3 + 64CH3r2�4 + 32CH2r2�4

+32CH2r2�3 + 64CH2r�4 + 12CHr2�2 + 32CHr�4

+16CHr�3 + 16CH�4 + 2Cr2�2 + 4Cr�2 + 8C�4

+64H3r2�4 + 16H2r2�3 + 64H2r�4 + 4Hr2�2

+16Hr�3 + 16H�4 � r2� + 4�3

Reescrevendo a última expressão como um polinômio em � e fatorando
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� ela se torna igual a

�
��
64C3H3r2 + 32C3H2r2 + 64C3H2r + 32C3Hr + 16C3H + 8C3

+64C2H3r2 + 64C2H2r + 16C2H + 64CH3r2 + 32CH2r2 + 64CH2r

+32CHr + 16CH + 8C + 64H3r2 + 64H2r + 16H
�
�3 +

�
32C3H2r2

+16C3Hr2 + 16C3Hr + 8C3r + 80C2H2r2 + 16C2Hr2 + 48C2Hr

+8C2r + 4C2 + 64CH2r2 + 16CHr2 + 32CHr + 8Cr + 48H2r2

+32Hr + 4] �2 +
�
2r + 4Cr2 + 2C2r + 12Hr2 + 4C2r2 + 2C3r2

+4Cr + 24CHr2 + 16C2Hr2 + 4C3Hr2
�
� � r2

	
Assim, escolhendo � � 1 obtemos QH (w) � 0 para 0 � d � � se�
64C3H3r2 + 32C3H2r2 + 64C3H2r + 32C3Hr + 16C3H + 8C3

+64C2H3r2 + 64C2H2r + 16C2H + 64CH3r2 + 32CH2r2 + 64CH2r

+32CHr + 16CH + 8C + 64H3r2 + 64H2r + 16H
�
�3 +

�
32C3H2r2

+16C3Hr2 + 16C3Hr + 8C3r + 80C2H2r2 + 16C2Hr2 + 48C2Hr

+8C2r + 4C2 + 64CH2r2 + 16CHr2 + 32CHr + 8Cr + 48H2r2

+32Hr + 4] �2 +
�
2r + 4Cr2 + 2C2r + 12Hr2 + 4C2r2 + 2C3r2

+4Cr + 24CHr2 + 16C2Hr2 + 4C3Hr2
�
� � r2

�
�
64C3H3r2 + 32C3H2r2 + 64C3H2r + 32C3Hr + 16C3H + 8C3

+64C2H3r2 + 64C2H2r + 16C2H + 64CH3r2 + 32CH2r2 + 64CH2r

+32CHr + 16CH + 8C + 64H3r2 + 64H2r + 16H
�
� +

�
32C3H2r2

+16C3Hr2 + 16C3Hr + 8C3r + 80C2H2r2 + 16C2Hr2 + 48C2Hr

+8C2r + 4C2 + 64CH2r2 + 16CHr2 + 32CHr + 8Cr + 48H2r2

+32Hr + 4] � +
�
2r + 4Cr2 + 2C2r + 12Hr2 + 4C2r2 + 2C3r2

+4Cr + 24CHr2 + 16C2Hr2 + 4C3Hr2
�
� � r2 � 0

Reescrevendo o coe�ciente de � como um polinômio quadrático em r e
isolando � segue que QH (w) � 0 para 0 � d � � se

� � r2

�r2 + �r + 
;

onde

� =
�
64C3 + 64C2 + 64C + 64

�
H3 +

�
64C3 + 80C2 + 96C + 48

�
H2

+
�
20C3 + 32C2 + 40C + 12

�
H +

�
2C3 + 4C2 + 4C

�
;
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� =
�
64C3 + 64C2 + 64C + 64

�
H2 +

�
48C3 + 48C2 + 64C + 32

�
H

+
�
8C3 + 10C2 + 12C + 2

�
e

 =
�
16C3 + 16C2 + 16C + 16

�
H +

�
8C3 + 4C2 + 8C + 4

�
:

Considere a função

f(r) =
r2

�r2 + �r + 
:

Observe que f é crescente, em particular para r � 1: Tome então

� = f(1) =
1

�+ � + 
(13)

=
1

�
;

onde

� = 64
�
C3 + C2 + C + 1

�
H3 + 16

�
8C3 + 9C2 + 10C + 7

�
H2

+12
�
7C3 + 8C2 + 10C + 5

�
H + 6

�
3C3 + 3C2 + 4C + 1

�
:

Em resumo, de�nindo � por (13), tomando

b =
1

2�2
�
1
r + 2H

� ;
temos que QH(w) � 0 sobre Np; onde

Np = fx 2 
 j 0 � d(x) � �g :

Portanto, para garantir que w é uma barreira superior local para QH em
Np basta mostrar que função satisfaz a estimativa a priori de altura

wj@Np � uj@Np ; (14)

onde u é uma solução de QH = 0 e uj@
 = ': Note que com as escolhas
acima temos

 (d) =
1

�
ln

 
�2

2
�
1
r + 2H

�d+ 1! :
Em @Np \ @
 temos u = ' então (14) é satisfeita nesses pontos.
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Note agora que sup
 ju(x)j � M + h
;H : De fato, supondo que D; o
disco de raio R
 contendo 
; seja centrado em (a; b), a calota esférica de
curvatura média H e bordo @D é grá�co da função

v(x1; x2) :=

r
1

H2
� (x1 � a)2 � (x2 � b)2 �

r
1

H2
�R2
;

(x1 � a)2 + (x2 � b)2 � R2
;

que é uma supersolução para QH em 
. Logo, pelo princípio do máximo,

sup


ju(x)j �M +max

D
v =M +

r
1

H2
�
r

1

H2
�R2
 =M + h
;H :

Por outro lado, em @Npn@
 temos

w(x) =  (�) + '(x) �  (�):

Então (14) é satisfeita em @Npn@
 se  (�) �M + h
;H ; ou seja, se

 (�) =
1

�
ln

 
�2

2
�
1
r + 2H

� 1
�
+ 1

!
�M + h
;H ;

o que é implicado por

r � 2
�
e�(M+h
;H) � 1

�
e

He�(M+h
;H) � 1:

Notando agora que se as condições do Teorema 1.2 são satisfeitas para
H elas também são satisfeitas para tH a prova do Teorema 1.2 é concluida
aplicando-se o método da continuidade, como no Teorema 1.1.

A unicidade da solução é uma conseqüência do princípio do máximo para
a diferença de duas soluções de (1).

Observação. Note que, quando H = 0 temos

h
;H =
R2
H

1 +
q
1� (R
H)2

= 0:

Além disso, as condições (4) e (5) são trivialmente satisfeitas quando H = 0:
Também é fácil de ver que, quando H = 0 a condição (6) se reduz à condição
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(3). Assim, �ca comprovado que o Teorema 1.2, quando H = 0; implica no
Teorema 1.1.

No próximo resultado, obtemos uma condição relacionando a norma C2

de '; a curvatura média H, o raio exterior e o diâmetro de 
 para que o
problema (1) admita solução.

Denotemos por D o diâmetro de 
:

D = sup fjp� qj ; p; q 2 
g :

Teorema 2.1 Seja 
 um domínio limitado C2;�
�


�
que satisfaz a condição

do círculo exterior de raio r. Dado ' 2 C2;�
�


�
seja

E = max
�
2A
�
1 +B2

�
; 9 + 12B2 + 4B4

	
(15)

onde A e B estão de�nidas em (2). Se

E � r

8D [(H + 1) r + 1]
; (16)

então o problema (1) possui uma única solução.

Prova. Seja p 2 @
: Mostraremos a existência de sub e supersoluções
zp; wp 2 C2;�

�


�
para QH ; respectivamente, tais que

wp(p) = zp(p) = '(p)

com
zp � ' � wp

em 
 e tais que

max

�
max
p2@


jrzpj ;max
p2@


jrwpj
�
<1:

Para isto, seja p0 = (p1; p2) o centro do círculo tangente ao @
 em p, com
raio r e contido em R2n
 e seja a função d : 
! [0;1) ; dada por:

d(x) = d(x; @Br) = jx� p0j � r:

De�na, também,
w = wp : 
! R;
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por:
w(x) = '(x) +  (d(x));

onde

 (d) = D ln

�
1

D
d+ 1

�
; d � 0: (17)

Note que w � '; pois  � 0 e que w(p) = '(p): De

QH(w) =
�
1 + jDwj2

�
�w �

2X
i;j=1

DiwDjwDijw + 2H
�
1 + jDwj2

� 3
2

obtemos

QH(w) =
�
1 + jDwj2

�
(�'+� (d)) + 2H

�
1 + jDwj2

� 3
2

�
�
(D1w)

2D11w + 2D1wD2wD12w + (D2w)
2D22w

�
=

�
1 + jDwj2

�
�'+ 2H

�
1 + jDwj2

� 3
2
+
�
1 + jDwj2

�
� (d)

�
�
(D1w)

2D11'+ 2D1wD2wD12'+ (D2w)
2D22'

�
�
�
(D1w)

2D11 (d) + 2D1wD2wD12 (d) + (D2w)
2D22 (d)

�
:

Como
Di (d(x)) =  0(d(x))

xi � pi
jx� p0j

e

� (d(x)) =  00(d(x)) +
 0(d(x))

jx� p0j
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então segue que

QH(w) =
�
1 + (D1w)

2 + (D2w)
2
�
(D11'+D22') + 2H

�
1 + jDwj2

� 3
2

+
�
1 + jDwj2

��
 00(d)) +

 0(d)

jx� p0j

�
�
�
(D1w)

2D11'+ 2D1wD2wD12'+ (D2w)
2D22'

�
�
�
(D1w)

2D11 (d) + 2D1wD2wD12 (d) + (D2w)
2D22 (d)

�
= D11'+D22'+ (D1w)

2D11'+ (D1w)
2D22'

+(D2w)
2D11'+ (D2w)

2D22'+ 2H
�
1 + jDwj2

� 3
2

+
�
1 + jDwj2

��
 00(d)) +

 0(d)

jx� p0j

�
�
�
(D1w)

2D11'+ 2D1wD2wD12'+ (D2w)
2D22'

�
�
"
(D1w)

2

 
 00(d)

(x1 � p1)2

jx� p0j2
+

 0(d)

jx� p0j

 
1� (x1 � p1)

2

jx� p0j2

!!

+ 2D1wD2w

�
 00(d)

(x1 � p1) (x2 � p2)
jx� p0j2

�  0(d)

jx� p0j
(x1 � p1) (x2 � p2)

jx� p0j2

�
+ (D2w)

2

 
 00(d)

(x2 � p2)2

jx� p0j2
+

 0(d)

jx� p0j

 
1� (x2 � p2)

2

jx� p0j2

!!#
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Também segue que,

QH(w) = D11'+D22'+ (D1w)
2D22'+ (D2w)

2D11'� 2D1wD2wD12'

+2H
�
1 + jDwj2

� 3
2
+
�
1 + jDwj2

��
 00(d) +

 0(d)

jx� p0j

�
�
"
(D1w)

2 (x1 � p1)2

jx� p0j2

�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
+ (D1w)

2  0(d)

jx� p0j

+2D1wD2w
(x1 � p1) (x2 � p2)

jx� p0j2

�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
+ (D2w)

2 (x2 � p2)2

jx� p0j2

�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
+ (D2w)

2  0(d)

jx� p0j

#
= D11'+D22'+ (D1w)

2D22'+ (D2w)
2D11'� 2D1wD2wD12'

+2H
�
1 + jDwj2

� 3
2
+  00(d)) +

 0(d)

jx� p0j
+ jDwj2  00(d)

+ (D1w)
2  0(d)

jx� p0j
+ (D2w)

2  0(d)

jx� p0j

�
"
(D1w)

2 (x1 � p1)2

jx� p0j2

�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
+(D1w)

2  0(d)

jx� p0j
+ 2D1wD2w

(x1 � p1) (x2 � p2)
jx� p0j2

�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
+(D2w)

2 (x2 � p2)2

jx� p0j2

�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
+(D2w)

2  0(d)

jx� p0j

�
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e

QH(w) = D11'+D22'+ (D1w)
2D22'+ (D2w)

2D11'� 2D1wD2wD12'

+2H
�
1 + jDwj2

� 3
2
+

 0(d)

jx� p0j
+ jDwj2  00(d) +  00(d)

�
�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�"
(D1w)

2 (x1 � p1)2

jx� p0j2
+

2D1wD2w
(x1 � p1) (x2 � p2)

jx� p0j2
+ (D2w)

2 (x2 � p2)2

jx� p0j2

#
= D11'+D22'+ (D1w)

2D22'+ (D2w)
2D11'� 2D1wD2wD12'

+2H
�
1 + jDwj2

� 3
2
+  00(d)) +

 0(d)

jx� p0j
+ jDwj2  00(d)

�
�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

��
(D1w;D2w) ;

�
x1 � p1
jx� p0j

;
x2 � p2
jx� p0j

��2
Note que �

(D1w;D2w) ;

�
x1 � p1
jx� p0j

;
x2 � p2
jx� p0j

��
= Dw

x� p0
jx� p0j

e ����Dw x� p0
jx� p0j

���� � jDwj ;
onde, como sempre, Dw é o gradiente de w: Daí, temos�

(D1w;D2w) ;

�
x1 � p1
jx� p0j

;
x2 � p2
jx� p0j

��2
� jDwj2

e como

 00(d)�  0(d)

jx� p0j
� 0
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então obtemos

QH(w) � D11'+D22'+ (D1w)
2D22'+ (D2w)

2D11'� 2D1wD2wD12'

+2H
�
1 + jDwj2

� 3
2
+  00(d) +

 0(d)

jx� p0j

+ jDwj2  00(d)�
�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
jDwj2

= D11'+D22'+ (D1w)
2D22'+ (D2w)

2D11'� 2D1wD2wD12'

+2H
�
1 + jDwj2

� 3
2
+  00(d) +

 0(d)

jx� p0j
+

 0(d)

jx� p0j
jDwj2

= D11'+D22'+ (D1w)
2D22'+ (D2w)

2D11'� 2D1wD2wD12'

+2H
�
1 + jDwj2

� 3
2
+  00(d) +

�
1 + jDwj2

�  0(d)

jx� p0j

=
�
1 + (D2w)

2
�
D11'+

�
1 + (D1w)

2
�
D22'� 2D1wD2wD12'

+2H
�
1 + jDwj2

� 3
2
+  00(d) +

�
1 + jDwj2

�  0(d)

jx� p0j
:

Além disso, através da desigualdade triangular temos

QH(w) �
����1 + jDwj2�D11'+ �1 + jDwj2�D22'� 2D1wD2wD12'
+
�
1 + jDwj2

�  0(d)

jx� p0j

����+ 2H �1 + jDwj2� 32 +  00(d)
�

�
1 + jDwj2

�
jD11'j+

�
1 + jDwj2

�
jD22'j+ 2 jD1wj jD2wj jD12'j

+
�
1 + jDwj2

�  0(d)

jx� p0j
+ 2H

�
1 + jDwj2

� 3
2
+  00(d):

Por outro lado,
2 jD1wj jD2wj � jDwj2 :
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Daí, obtemos

QH(w) �
�
1 + jDwj2

�
jD11'j+

�
1 + jDwj2

�
jD22'j+ jDwj2 jD12'j+�

1 + jDwj2
�  0(d)

jx� p0j
+  00(d) + 2H

�
1 + jDwj2

� 3
2

�
�
1 + jDwj2

�
jD11'j+

�
1 + jDwj2

�
jD22'j+

�
1 + jDwj2

�
jD12'j+�

1 + jDwj2
�  0(d)

jx� p0j
+  00(d) + 2H

�
1 + jDwj2

� 3
2

�
�
1 + jDwj2

��
jD11'j+ jD22'j+ jD12'j+

 0(d)

jx� p0j

�
+ 00(d) + 2H

�
1 + jDwj2

� 3
2
:

Note que �
1 + jDwj2

� 3
2 �

�
1 + jDwj2

�2
:

Por outro lado, também temos

(Diw)
2 = (Di'+Di (d))

2

= (Di')
2 + 2Di' 

0(d(x))
xi � pi
jx� p0j

+  0(d)2
(xi � pi)2

jx� p0j2
:

Daí,

1 + jDwj2 = 1 + jD'j2 + 2 0(d)
�
D';

x� p0
jx� p0j

�
+  0(d)2:

E como �
D';

x� p0
jx� p0j

�
�
�����D'; x� p0jx� p0j

����� � jD'j
então

1 + jDwj2 � 1 + jD'j2 + 2 0(d) jD'j+  0(d)2

= 1 +
�
jD'j+  0(d)

�2 � 1 + 2 jD'j2 + 2 0(d)2:
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Portanto,

QH(w) �
�
1 + 2 jD'j2 + 2 0(d)2

��
jD11'j+ jD22'j+ jD12'j+

 0(d)

jx� p0j

�
+ 00(d) + 2H

�
1 + 4 jD'j2 + 4 0(d)2 + 4 jD'j4

+8 jD'j2  0(d)2 + 4 0(d)4
�

= 2

�
1

2
+ jD'j2 +  0(d)2

�
(jD11'j+ jD22'j+ jD12'j)

+
 0(d)

jx� p0j

�
1 + 2 jD'j2 + 2 0(d)2

�
+  00(d)

+2H
�
1 + 4 jD'j2 + 4 0(d)2 + 4 jD'j4

+8 jD'j2  0(d)2 + 4 0(d)4
�

� 2
�
1 + jD'j2 +  0(d)2

�
(jD11'j+ jD22'j+ jD12'j)

+
 0(d)

jx� p0j

�
1 + 2 jD'j2

�
+ 2

 0(d)3

jx� p0j
+  00(d)

+2H + 8H jD'j2 + 8H 0(d)2 + 8H jD'j4

+16H jD'j2  0(d)2 + 8H 0(d)4

Como jx� p0j � r então

QH(w) � 2
�
1 + jD'j2 +  0(d)2

�
(jD11'j+ jD22'j+ jD12'j)

+
 0(d)

r

�
1 + 2 jD'j2

�
+ 2

 0(d)3

r
+  00(d)

+2H + 8H jD'j2 + 8H 0(d)2 + 8H jD'j4

+16H jD'j2  0(d)2 + 8H 0(d)4

Assim, obtemos

QH(w) � 2A
�
1 +B2

�
+ 2A 0(d)2 +

 0(d)

r

�
1 + 2B2

�
(18)

+2
 0(d)3

r
+  00(d) + 2H + 8HB2 + 8H 0(d)2

+8HB4 + 16HB2 0(d)2 + 8H 0(d)4
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Usando (17) em (18) obtemos

QH(w) � 2A
�
1 +B2

�
+ 2A

1�
1
Dd+ 1

�2 + 1
1
Dd+ 1

1

r

�
1 + 2B2

�
+
2

r

1�
1
Dd+ 1

�3 � 1

D

1�
1
Dd+ 1

�2 + 2H + 8HB2 + 8H
1�

1
Dd+ 1

�2
+8HB4 + 16HB2

1�
1
Dd+ 1

�2 + 8H 1�
1
Dd+ 1

�4
�

�
1

D
d+ 1

�2 "
2A

1�
1
Dd+ 1

�2 + 1
1
Dd+ 1

1

r

�
1 + 2B2

�
+
2

r

1�
1
Dd+ 1

�3 + 8H 1�
1
Dd+ 1

�2 + 16HB2 1�
1
Dd+ 1

�2
+8H

1�
1
Dd+ 1

�4
#
+ 2A

�
1 +B2

�
+ 2H + 8HB2 + 8HB4 � 1

D

1�
1
Dd+ 1

�2
= 2A

�
1 +B2

�
+ 2A+

1

r

�
1 + 2B2

�� 1
D
d+ 1

�
+
2

r

1
1
Dd+ 1

+ 8H + 16HB2

+8H
1�

1
Dd+ 1

�2 + 2H + 8HB2 + 8HB4 � 1

D

1�
1
Dd+ 1

�2
Como d � D então obtemos

QH(w) � 2A
�
1 +B2

�
+ 2A+

2

r

�
2 + 2B2

�
+ 2H

�
9 + 12B2 + 4B4

�
� 1

4D
:

Agora, assumindo que ' satisfaz (16) e (15) segue que

QH(w) � 2E

�
(H + 1)r + 1

r

�
� 1

4D

� 0

Portanto, w é uma supersolução para QH : Agora, de�na z = zp por

z(x) = '(x)�  (d(x)); (19)

onde  é dado por (17). Dos cálculos acima, temos

QH(z) � �
�
2A
�
1 +B2

�
+ 2A 0(d)2 +  00(d) +

 0(d)

r

�
1 + 2B2

�
+
2 0(d)3

r
+ 2H + 8HB2 + 8H 0(d)2

+8HB4 + 16HB2 0(d)2 + 8H 0(d)4
�
:
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Note que o lado direito desta última expressão tem o sinal oposto ao de (18)
de modo que

QH(z) � 0:

De (19) temos que z(p) = '(p) e z � ': O teorema então segue do método
da continuidade.

A unicidade da solução é uma conseqüência do princípio do máximo para
a diferença de duas soluções de (1).

Teorema 2.2 Se

r � max
n
e4M(52A+50AB

2+10B2+5) � 1; 1
o

(20)

então o problema (1) possui uma única solução quando H = 0:

Prova. Suponha que min' = 0: Escolha p 2 @
: Seja p0 = (p1; p2) o
centro do círculo tangente a @
 em p, com raio r e contido em R2n
; e seja

d(x) = d(x; @Br) = jx� p0j � r:

Observe que, d(p) = 0: De�na

w(x) = '(x) +  (d(x));

onde
 (d) = � ln (bd+ 1) ; (21)

onde �; b são constantes positivas a serem determinadas. Nós iremos provar
que w é uma barreira superior local em p para alguma escolha de � e b: Para a
barreira inferior, note que se w é uma barreira superior para Q0 em p; então
w = ' �  é uma barreira inferior para Q0 em p: A�m de estabelecermos
uma estimativa para Q0 [w] ; segue que:

Did(x) =
xi � pi
jx� p0j

;

Dij =
1

jx� p0j

�
�ij �

(xi � pi) (xj � pj)
jx� p0j2

�
;

�d(x) = D11d(x) +D22d(x)

=
1

jx� p0j
:
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Pela regra da cadeia, temos:

Di (d(x)) =  0(d(x))
xi � pi
jx� p0j

;

Dij (d(x)) =  00(d(x))
(xi � pi) (xj � pj)

jx� p0j2

+
 0(d(x))

jx� p0j

�
�ij �

(xi � pi) (xj � pj)
jx� p0j2

�
;

� (d(x)) = div (D1 ;D2 ) = D11 +D22 

=  00(d(x)) +
 0(d(x))

jx� p0j
:

Daí, substituindo em Q0 [w] ; temos:

Q0 [w] =
�
1 + jDwj2

�
(�'+� (d))

�
�
(D1w)

2D11w + 2D1wD2wD12w + (D2w)
2D22w

�
=

�
1 + jDwj2

�
�'+

�
1 + jDwj2

�
� (d)

�
�
(D1w)

2 (D11'+D11 (d)) + 2D1wD2w (D12'+D12 (d))

+ (D2w)
2 (D22'+D22 (d))

�
=

�
1 + (D1w)

2 + (D2w)
2
�
(D11'+D22')

+
�
1 + jDwj2

��
 00(d)) +

 0(d)

jx� p0j

�
�
�
(D1w)

2D11'+ 2D1wD2wD12'+ (D2w)
2D22'

�
�
�
(D1w)

2D11 (d) + 2D1wD2wD12 (d) + (D2w)
2D22 (d)

�
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Daí,

Q0 [w] = D11'+D22'+ (D1w)
2D11'+ (D1w)

2D22'+ (D2w)
2D11'

+(D2w)
2D22'+

�
1 + jDwj2

��
 00(d)) +

 0(d)

jx� p0j

�
�
�
(D1w)

2D11'+ 2D1wD2wD12'+ (D2w)
2D22'

�
�
"
(D1w)

2

 
 00(d)

(x1 � p1)2

jx� p0j2
+

 0(d)

jx� p0j

 
1� (x1 � p1)

2

jx� p0j2

!!

+ 2D1wD2w

�
 00(d)

(x1 � p1) (x2 � p2)
jx� p0j2

�
�  0(d)

jx� p0j
(x1 � p1) (x2 � p2)

jx� p0j2

�
+ (D2w)

2

 
 00(d)

(x2 � p2)2

jx� p0j2
+

 0(d)

jx� p0j

 
1� (x2 � p2)

2

jx� p0j2

!!#
= D11'+D22'+ (D1w)

2D22'+ (D2w)
2D11'

�2D1wD2wD12'+
�
1 + jDwj2

��
 00(d) +

 0(d)

jx� p0j

�
�
"
(D1w)

2 (x1 � p1)2

jx� p0j2

�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
+ (D1w)

2  0(d)

jx� p0j

+2D1wD2w
(x1 � p1) (x2 � p2)

jx� p0j2

�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
+ (D2w)

2 (x2 � p2)2

jx� p0j2

�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
+ (D2w)

2  0(d)

jx� p0j

#
= D11'+D22'+ (D1w)

2D22'+ (D2w)
2D11'� 2D1wD2wD12'

+ 00(d) +
 0(d)

jx� p0j
+ jDwj2  00(d) + (D1w)2

 0(d)

jx� p0j

+(D2w)
2  0(d)

jx� p0j
�
"
(D1w)

2 (x1 � p1)2

jx� p0j2

�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
+(D1w)

2  0(d)

jx� p0j
+ 2D1wD2w

(x1 � p1) (x2 � p2)
jx� p0j2�

 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
+ (D2w)

2 (x2 � p2)2

jx� p0j2�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
+ (D2w)

2  0(d)

jx� p0j

�
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E

Q0 [w] = D11'+D22'+ (D1w)
2D22'+ (D2w)

2D11'

�2D1wD2wD12'+  00(d)) +
 0(d)

jx� p0j
+ jDwj2  00(d)

�
�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�"
(D1w)

2 (x1 � p1)2

jx� p0j2

+2D1wD2w
(x1 � p1) (x2 � p2)

jx� p0j2
+ (D2w)

2 (x2 � p2)2

jx� p0j2

#
= D11'+D22'+ (D1w)

2D22'+ (D2w)
2D11'

�2D1wD2wD12'+  00(d)) +
 0(d)

jx� p0j
+ jDwj2  00(d)

�
�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

��
(D1w;D2w) ;

�
x1 � p1
jx� p0j

;
x2 � p2
jx� p0j

��2
Como �

(D1w;D2w) ;

�
x1 � p1
jx� p0j

;
x2 � p2
jx� p0j

��
� jDwj
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então, obtemos

Q0 [w] � D11'+D22'+ (D1w)
2D22'+ (D2w)

2D11'

�2D1wD2wD12'+  00(d) +
 0(d)

jx� p0j

+ jDwj2  00(d)�
�
 00(d)�  0(d)

jx� p0j

�
jDwj2

= D11'+D22'+ (D1w)
2D22'+ (D2w)

2D11'

�2D1wD2wD12'+  00(d) +
 0(d)

jx� p0j

+
 0(d)

jx� p0j
jDwj2

= D11'+D22'+ (D1w)
2D22'+ (D2w)

2D11'

�2D1wD2wD12'+  00(d)

+
�
1 + jDwj2

�  0(d)

jx� p0j

=
�
1 + (D2w)

2
�
D11'+

�
1 + (D1w)

2
�
D22'

�2D1wD2wD12'+  00(d)

+
�
1 + jDwj2

�  0(d)

jx� p0j

Pela desigualdade triangular, temos

Q0 [w] �
�
1 + jDwj2

�
jD11'j+

�
1 + jDwj2

�
jD22'j

+2 jD1wj jD2wj jD12'j

+
�
1 + jDwj2

�  0(d)

jx� p0j
+  00(d):

Como (jD1wj � jD2wj)2 � 0 então jD1wj2 � 2 jD1wj jD2wj + jD2wj2 � 0:
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Logo,jDwj2 � 2 jD1wj jD2wj. Portanto, temos:

Q0 [w] �
�
1 + jDwj2

�
jD11'j+

�
1 + jDwj2

�
jD22'j

+ jDwj2 jD12'j+
�
1 + jDwj2

�  0(d)

jx� p0j
+  00(d)

�
�
1 + jDwj2

�
jD11'j+

�
1 + jDwj2

�
jD22'j

+
�
1 + jDwj2

�
jD12'j+

�
1 + jDwj2

�  0(d)

jx� p0j
+ 00(d)

�
�
1 + jDwj2

��
jD11'j+ jD22'j+ jD12'j+

 0(d)

jx� p0j

�
+ 00(d):

Po outro lado, temos

(Diw)
2 = (Di'+Di (d))

2

= (Di')
2 + 2Di' 

0(d(x))
xi � pi
jx� p0j

+ 0(d)2
(xi � pi)2

jx� p0j2
:

Logo,

jDwj2 = (D1')
2 + (D2')

2 + 2D1' 
0(d)

x1 � p1
jx� p0j

+2D2' 
0(d)

x2 � p2
jx� p0j

+  0(d)2
(x1 � p1)2

jx� p0j2

+ 0(d)2
(x2 � p2)2

jx� p0j2
:

Daí,

1 + jDwj2 = 1 + jD'j2

+2 0(d)

�
D1'

x1 � p1
jx� p0j

+D2'
x2 � p2
jx� p0j

�
+ 0(d)2

 
(x1 � p1)2

jx� p0j2
+
(x2 � p2)2

jx� p0j2

!

= 1 + jD'j2 + 2 0(d)
�
D';

x� p0
jx� p0j

�
+  0(d)2:
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Como �
D';

x� p0
jx� p0j

�
�

�����D'; x� p0jx� p0j

�����
=

����D' x� p0
jx� p0j

���� � jD'j
temos

1 + jDwj2 � 1 + jD'j2 + 2 0(d) jD'j+  0(d)2

= 1 +
�
jD'j+  0(d)

�2
:

Pela Identidade do Paralelogramo, temos

2 jD'j2 + 2 0(d)2 =
�
jD'j+  0(d)

�2
+
�
jD'j �  0(d)

�2 � �jD'j+  0(d)�2 :
Logo,

1 + jDwj2 � 1 + 2 jD'j2 + 2 0(d)2

Segue que,

Q0 [w] �
�
1 + 2 jD'j2 + 2 0(d)2

�
�
jD11'j+ jD22'j+ jD12'j+

 0(d)

jx� p0j

�
+  00(d)

= 2

�
1

2
+ jD'j2 +  0(d)2

�
(jD11'j+ jD22'j+ jD12'j)

+
 0(d)

jx� p0j

�
1 + 2 jD'j2 + 2 0(d)2

�
+  00(d)

� 2
�
1 + jD'j2 +  0(d)2

�
(jD11'j+ jD22'j+ jD12'j)

+
 0(d)

jx� p0j

�
1 + 2 jD'j2

�
+ 2

 0(d)3

jx� p0j
+  00(d):
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Como jx� p0j � r então

Q0 [w] � 2
�
1 + jD'j2 +  0(d)2

�
(jD11'j+ jD22'j+ jD12'j)

+
 0(d)

r

�
1 + 2 jD'j2

�
+ 2

 0(d)3

r
+  00(d)

� 2
��D2'

�� �1 + jD'j2 +  0(d)2�+  0(d)

r

�
1 + 2 jD'j2

�
+2

 0(d)3

r
+  00(d)

� 2A
�
1 +B2 +  0(d)2

�
+
 0(d)

r

�
1 + 2B2

�
+2

 0(d)3

r
+  00(d)

De (21) obtemos

Q0 [w] � 2A

�
1 +B2 + �2

b2

(bd+ 1)2

�
+

�b

r (bd+ 1)

�
1 + 2B2

�
+

2�3b3

r (bd+ 1)3
� �b2

(bd+ 1)2

� 2A

�
1 +B2 + �2

b2

(bd+ 1)2

�
+

�b

r (bd+ 1)

�
1 + 2B2

�
� �b2

(bd+ 1)2

�
1� 2�2b

r (bd+ 1)

�
Observe que o último termo acima é não positivo se, e somente se

1� 2�2b

r (bd+ 1)
� 0:

O que implica
b

bd+ 1
� r

2�2
:

Note que esta última desigualdade é satisfeita se b = r
4�2
: Além disso, para
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essa escolha de b temos

� �b2

(bd+ 1)2

�
1� 2�2b

r (bd+ 1)

�

= � 1

16�3
r2�

1
4�2
dr + 1

�2
241� 1

2
�
1
4�2
dr + 1

�
35

= � 1

32�3
r2�

1
4�2
dr + 1

�2
242� 1�

1
4�2
dr + 1

�
35

� � 1

32�3
r2�

1
4�2
dr + 1

�2 ;
pois

2� 1�
1
4�2
dr + 1

� � 1:
Logo, para essa escolha b obtemos

Q0[w] � 2A

0B@1 +B2 + 1

16�2
r2�

1
4�2
dr + 1

�2
1CA

+
1

4�

1
1
4�2
dr + 1

�
1 + 2B2

�
� 1

32�3
r2�

1
4�2
dr + 1

�2
=

1

2
�
4�2 + dr

�2 �4AB2d2r2 + 32AB2dr�2 + 4B2dr�
+64AB2�4 + 16B2�3 + 4Ad2r2 + 32Adr�2 + 2dr�

+4Ar2�2 � r2� + 64A�4 + 8�3
�

Logo, teremos Q0[w] � 0 se

4AB2d2r2 + 32AB2dr�2 + 4B2dr� + 64AB2�4 + 16B2�3 + 4Ad2r2

+32Adr�2 + 2dr� + 4Ar2�2 � r2� + 64A�4 + 8�3

=
�
4AB2r2 + 4Ar2

�
d2 +

�
32ArB2�2 + 4rB2� + 32Ar�2 + 2r�

�
d

+64AB2�4 + 16B2�3 + 4Ar2�2 � r2� + 64A�4 + 8�3 � 0
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Para 0 � d � � temos�
4AB2r2 + 4Ar2

�
d2 +

�
32ArB2�2 + 4rB2� + 32Ar�2 + 2r�

�
d

+64AB2�4 + 16B2�3 + 4Ar2�2 � r2� + 64A�4 + 8�3

�
�
4AB2r2 + 4Ar2

�
�2 +

�
32ArB2�2 + 4rB2� + 32Ar�2 + 2r�

�
�

+64AB2�4 + 16B2�3 + 4Ar2�2 � r2� + 64A�4 + 8�3

=
�
64AB2 + 64A

�
�4 +

�
32Ar + 16B2 + 32AB2r + 8

�
�3

+
�
4AB2r2 + 4B2r + 8Ar2 + 2r

�
�2 +

�
�r2

�
�

= �
��
64AB2 + 64A

�
�3 +

�
32Ar + 16B2 + 32AB2r + 8

�
�2

+
�
4AB2r2 + 4B2r + 8Ar2 + 2r

�
� +

�
�r2

��
Escolhendo � � 1; obtemos que Q0[w] � 0 para 0 � d � � se�

64AB2 + 64A
�
�3 +

�
32Ar + 16B2 + 32AB2r + 8

�
�2

+
�
4AB2r2 + 4B2r + 8Ar2 + 2r

�
� +

�
�r2

�
�

�
64AB2 + 64A

�
� +

�
32Ar + 16B2 + 32AB2r + 8

�
�

+
�
4AB2r2 + 4B2r + 8Ar2 + 2r

�
� � r2 � 0:

Logo, segue que Q0[w] � 0 para 0 � d � � se

� � r2

(4AB2 + 8A) r2 + (32A+ 32AB2 + 4B2 + 2) r + 64A+ 64AB2 + 16B2 + 8
:

Note que a função

f(r) =
r2

(4AB2 + 8A) r2 + (32A+ 32AB2 + 4B2 + 2) r + 64A+ 64AB2 + 16B2 + 8

é crescente em r: Daí temos

1

104A+ 100AB2 + 20B2 + 10
= f(1) � f(r); r � 1

Então temos que Q0 [w] � 0 se 0 < d � � para

� =
1

104A+ 100AB2 + 20B2 + 10
: (22)

Em resumo: de�nindo � por (22) e tomando b = r=
�
4�2
�
; temos que

Q0[w] � 0 em Np onde

Np = fx 2 
 j 0 � d(x) � �g :
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Portanto, para garantir que w é uma barreira local superior para Q0 em Np
a função w deve satisfazer a condição da altura a priori

wj@Np � uj@Np (23)

onde u é solução de Q0[u] = 0 e uj@
 = ':
Observe que com as escolhas acima temos

 (d) =

ln

�
r(104A+100AB2+20B2+10)

2
d

4 + 1

�
104A+ 100AB2 + 20B2 + 10

:

Em @Np \ @
 temos u = ' então (23) é satisfeita nesses pontos.
Por outro lado, pelo princípio do máximo temos sup juj � M . Então,

em @Npn@
 temos

w(x) =  (�) + '(x) �  (�)�M:

Logo, (23) é satisfeita em @Npn@
 se  (�) � 2M; ou seja,

ln

�
r(104A+100AB2+20B2+10)

2

4
1

104A+100AB2+20B2+10
+ 1

�
104A+ 100AB2 + 20B2 + 10

� 2M:

O que é garantido por

r � e4M(52A+50AB
2+10B2+5) � 1

Uma vez que

e4M(52A+50AB
2+10B2+5) � 1

�
4
�
e4M(52A+50AB

2+10B2+5) � 1
�

104A+ 100AB2 + 20B2 + 10
:

Logo, então (23) é satisfeita em @Npn@
:
Observe agora que se a condição (20) é satisfeita para um dado ' ela

também é satisfeita para t' para t 2 [0; 1]; assim concluímos a prova do
teorema usando o método da continuidade. De�nindo

V = ft 2 [0; 1] j 9ut 2 C2;�
�


�
such that Q0 [ut] = 0; utj@
 = t'g;

temos que V 6= ?; pois t = 0 2 V: Além disso, V é aberto pelo teorema da
função implícita. Das barreiras acima, obtemos uma estimativa uniforme
C1 a priori para a família de problemas de Dirichlet Q0 [ut] = 0; utj@
 = t';
garantindo que V é fechado ([GT]). Portanto, V = [0; 1]:

A unicidade da solução é uma conseqüência do princípio do máximo para
a diferença de duas soluções de (1).
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