Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Instituto de Matemaética

Programa de Pés-Graduacao em Matematica

O problema de Dirichlet para a equacao de
hipersuperficie minima em M X R com bordo
assintético prescrito

Dissertacao de Mestrado

MIRIAM TELICHEVESKY

Porto Alegre, 16 de marco de 2010



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



Dissertacao submetida por Miriam Telichevesky ! , como requisito parcial para
a obtencao do grau de Mestre em Ciéncia Matematica pelo Programa de Pés-
Graduaga em Matematica do Instituto de Matematica da Universidade Federal
do Rio Grande do Sul.

Professor Orientador:
Prof. Dr. Jaime Bruck Ripoll

Banca examinadora:
Prof. Dr. Jaime Bruck Ripoll (IM - UFRGS, ORIENTADOR)
Prof. Dr. Artur Oscar Lopes (IM - UFRGS)
Prof. Dr. Eduardo Henrique de Mattos Brietzke (IM - UFRGS)
Prof. Dr. Jorge Herbert Soares de Lira (UFC)

'Bolsista do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq)



Agradecimentos

Tenho muitas pessoas a agradecer. Por isso, decidi escrever de forma um pouco mais
geral, citando algumas vezes apenas os nomes daqueles que tiveram envolvimento
um pouco mais direto com meu trabalho.

Agradego em primeiro lugar aos professores Eduardo Brietzke e Jaime Ripoll.

O Eduardo me acompanhou durante praticamente toda a minha formagao ma-
tematica, me orientando durante 3 anos na iniciacao cientifica e durante um pedaco
do Mestrado, até eu decidir seguir pela Geometria. Grande parte da cultura ma-
tematica que tenho hoje na minha bagagem tem alguma relagao com ele; ele é meu
orientador do coracao.

O Jaime me acolheu na Geometria SEMPRE com um sorriso no rosto e com
MUITA disposicao para ajudar. Trabalhar com ele durante esses meses foi muito
agradavel, até mesmo os vinte e tantos e-mails trocados em um tnico domingo
porque as contas nao estavam colaborando conosco! Foi um imenso prazer ser sua
orientanda no mestrado e tenho certeza que nao vai ser diferente no doutorado.

Falando de geometras, tenho que agradecer a toda a comunidade brasileira de
Geometria porque ao ficarem sabendo que eu estava comecando a fazer parte dessa
equipe, varios pesquisadores foram muito gentis me dizendo com entusiasmo “Bem
vindal!”; um deles foi o préprio Manfredo do Carmo, a quem também devo agradecer
porque muito do que aprendi de Geometria esta nos seus livros. Tem um grupinho
de geometras em particular que eu preciso agradecer, a saber: Alvaro, Cinthya,
Pati e Rodrigo (7), com quem compartilhei estudos, livros, cadernos, muitos miolos
queimados e 0 nosso proprio orientador.

E ainda falando de Geometria, devo também expressar meus agradecimentos
aos professores Cydara Ripoll, Ivan Pan e Leonardo Bonorino. A professora Cydara
desafiou tanto a turma de Geometria Analitica 14 no comec¢o da minha graduacao
que me sinto até hoje desafiada pela Matematica; junto com o professor Eduardo,
ela me conduziu nos meus primeiros passos na Matematica. Foi com o professor

Ivan que aprendi Geometria Algébrica, que é uma area que também muito me

1ii



encanta; com ele eu podia sempre trocar idéias sobre a beleza da Matematica, e
isso sempre foi motivo de grande inspiragao para mim. O professor Leonardo, além
de ter sido um dos maiores responsaveis pela minha paixao pela Geometria, por
ter ministrado o curso de Geometria Riemanniana em 2008, faz parte de maneira
bastante expressiva, ao lado do Eduardo, da minha formagao como analista. Ele
sempre foi, além do excelente professor, uma pessoa muito prestativa e tenho uma
gratidao muito grande por ele.

Outros professores do Instituto também tiveram sua parcela de responsabilidade
na minha formacao e no meu amor pela Matematica, por isso merecem meu agra-
decimento: Ada, Alexandre, Alveri, Artur, Diego Lieban, Flavia, Jairo Bochi, Luis
Gustavo e Miguel; também tive nessas pessoas grande inspiradores. Incluo nessa
lista também os professores Francisco, Lisete e Marcus, inspiradores para o meu
lado “educadora” que muito me movimenta. Agradeco também ao Alvino e a Ma-
rilaine que, mesmo sem nunca terem me dado aula, sao pessoas muito importantes
para mim, grandes incentivadores.

Devo também agradecer aos meus amigos da graduagao e mestrado, com quem
compartilhei momentos de estudo e muita diversao; com eles me sinto sempre muito
a vontade. Meus sinceros agradecimentos em especial ao Diego Marcon e ao Nico-
lau, que desde o comeco foram colegas de estudo, e sempre foram e serao grandes
amigos. Novos amigos, como a Pati, o Patropy e a Thaisa Miiller, fora o pessoal
da Geometria e o Diego Lieban, que eu ja citei antes, também devem fazer parte
desta lista; com eles compartilho muitas idéias matematicas e nao-matematicas e
eles me deixam sempre muito alegre. Evidentemente muitos outros amigos fazem
parte dessa lista enorme, e ja peco desculpas por nao ter incluido todos aqui.

Também devo muito as amigas Alana, Jamili, Laura, Patricia, Rosangela e
Vanessa, amigas de infancia, que sempre estao na torcida e vibram comigo nas
vitorias. Muitos professores do colégio também entram na minha lista de amigos;
agradeco especialmente a professora Cristiane, que me inspira desde que tenho 10
anos de idade, ao professor Saul, porque foi nas aulas dele que tive os primeiros
sintomas que indicavam a minha grande paixao pela Matemadtica, e a professora
Marisa, por trocar confidéncias sobre o infinito e fazer eu querer seguir esse caminho.

Por fim, agradeco a minha familia pela educacao que me deram e por terem
sempre feito eu buscar o meu melhor; também devo agradecer pela paciéncia durante
os anos que venho matematicando por ai; os que convivem com um matematico
sabem que as vezes vao lhe fazer mil perguntas sobre o que desejam comer ou fazer

e nao obterao respostas coerentes, e isso aconteceu algumas (muitas) vezes quando

v



eu estava trabalhando na dissertagao. Foram eles que criaram a Miriam que hoje
todos conhecem e eu devo grande parte da minha felicidade a eles.

Estendo os agradecimentos nesse sentido a familia do Gabriel, que além de
terem me acolhido como parte da vida deles, também tiveram que passar por essas
situagoes tipicas do matematico trabalhando!

E por tltimo, agradeco aquele que tem sido a pessoa mais importante na minha
vida, aquele que sempre estd ao meu lado para o que quer que eu precise (e estava
mais nervoso do que eu na hora da apresentacao da dissertagao), aquele que eu mais
amo nesse mundo, e a quem dedico esse trabalho: ao Gabriel.

A todos aqueles que fazem parte de mim, mesmo que nao tenham sido citados
aqui, saibam que vocés sao pecgas importantes nessa conquista, e que eu sempre

serei muito grata por tudo. Obrigada, de coracao.



Resumo

O objetivo central deste trabalho consiste em demonstrar a existéncia de graficos
minimos C** com fronteira assintética prescrita na variedade produto M x R, onde
M é completa, simplesmente conexa, com curvatura seccional satisfazendo Kj; <
—k? < 0 e tal que, para algum p € M, o subgrupo de isotropia de Iso(M) em p age
de modo 2-pontos homogéneo nas esferas geodésicas centradas em p.
Palavras-chave: Problema de Dirichlet; graficos minimos; curvatura seccional

negativa; equagoes diferenciais parciais elipticas.
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Abstract

The main purpose of this work consists on proving the existence of minimal
C?< graphics with prescribed asymptotic boundary in the product manifold M x R,
where M is a complete, simply connected manifold with sectional curvature K,
satisfying Ky < —k? < 0 and such that, for some p € M, the isotropy subgroup of
Iso(M) in p acts in a 2-points homogeneous way in the geodesic spheres centered in
p.

Key-words: Dirichlet problem; minimal graphics; negative seccional curvature;
elliptic partial differential equations.
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Capitulo 1

Introducao

Com o desenvolvimento da Geometria Riemanniana, a busca por “superficies” mi-
nimas — bastante procuradas no R? — apenas teve uma extensao natural. Dada uma
variedade riemanniana M, como encontrar nela hipersuperficies minimizando areas,
ou como pelo menos garantir sua existéncia?

Dentro do conjunto das hipersuperficies minimas do R”, aquelas que sao graficos
de funcgoes tém se mostrado bastante interessantes. Inicialmente porque “reduzem”
o problema a resolucao de EDPs. Depois, por nos levarem a estudar mais profunda-
mente o comportamento de tais EDPs, levando analistas e gedmetras a trabalharem
juntos, unindo ferramentas ou até mesmo traduzindo as ferramentas utilizadas no
estudo classico das EDPs, no ambiente conhecido e bem comportado do R"™, a novos
ambientes, como as variedades Riemanninas.

Passamos a escrever as EDPs de forma intrinseca a variedade, sem precisar fa-
zer uso de parametrizacoes. No espaco euclidiano, por exemplo, temos o gradiente
como o vetor composto pelas derivadas parciais e o divergente como a soma de
derivadas parciais de um campo vetorial. Estes sao essencialmente os dois opera-
dores diferenciais que aparecem neste trabalho. A grande vantagem deles — o que
permite pensar em hipersuperficies minimas em variedades riemannianas — é que
eles sao operadores geométricos, ou seja, podem ser definidos intrinsecamente em
uma variedade, e portanto podem ser definidos globalmente. No contexto do nosso
trabalho, ter defini¢oes de divergente e gradiente intrinsecas é fundamental. E o
melhor de tudo é que ainda assim é possivel aplicar a teoria de EDPs para fazer
estimativas e obter resultados de compacidade e, no final das contas, de existéncia.

Consideramos aqui uma variedade riemanniana M com hipdteses topoldgicas e
sobre curvatura e estudamos a existéncia de grdficos minimos na variedade produto

M x R, ou seja, de hipersuperficies minimas que sao graficos de fungoes com certa



regularidade.
O teorema central do trabalho, provado por Espirito-Santo, Fornari e Ripoll em

[EFR] é o que segue:

Teorema 1.0.1. Seja M uma variedade riemanniana satisfazendo as sequintes

hipoteses:
(i) M é completa e simplesmente conezxa, de dimensao n > 2;

(it) A curvatura seccional K de M satisfaz a desigualdade K < —k?, onde k €
R, k>0;

(1i1) Eziste um ponto p € M tal que o subgrupo de isotropia do grupo de isometrias
de M em p age de modo 2-pontos homogéneo nas esferas geodésicas centradas

em p.

Seja ¢ € C*%(0,0M). Considere o problema de Dirichlet

d
grad u om B

Qlu) = div e~ )

Egziste u € C>*(M) N C°(M) tal que u € solugio de (1.1).

O teorema é uma extensao do Teorema 4 em [NR] para dimensoes maiores e am-
bientes mais gerais. Por exemplo, os espagos hiperbolicos complexo e quaternionico,
como os planos de Cayley complexo e quartenionico, estao contemplados nas hipo-
teses do teorema (veja [H|) para maiores detalhes.

A geometria das superficies minimas nas variedades produto da forma M x R
tem sido estudada mais recentemente (veja, por exemplo [MRR]). O problema de
Dirichlet para a equacgao de superficie minima ou de curvatura média constante é
estudada em [MR], [NR], [S] e [SY].

No Capitulo 2 apresentamos definigoes e ferramentas geométricas e analiticas de
interesse independente e que sao uitlizadas para a compreensao e demonstragao do
Teorema 1.0.1. No Capitulo 3, demonstramos 1.0.1 com detalhes. E como no mundo
das variedades riemannianas nem sempre temos o conforto de poder desenhar as
situagoes, ou nem sequer visualizé-las, dedicamos o Capitulo 4 para fazer as contas

explicitamente em uma variedade ja bastante conhecida: o plano hiperbélico H?.



Capitulo 2
Preliminares

Os principais resultados em Geometria e EDP em variedades utilizados como ferra-
mentas na demosntracao dos resultados do texto sao apresentados neste capitulo.
Supomos que o leitor ja tem certa familiaridade com variedades riemannianas, cam-
pos de vetores em variedades, conexao de Levi-Civita, colchetes, geodésicas, cam-
pos de Jacobi, campos de Killing e isometrias. Também alguns conhecimentos de
Anaélise e de resultados em EDPs eh’g)%pticas lineares e quase-lineares de 22 ordem

sao importantes.

2.1 Entendendo a geometria do problema

Dedicamos essa secao para aqueles leitores que nao tém muita familiaridade com
alguma das hipéteses do teorema. Indicamos maiores referéncias ao longo do texto

para os mais curiosos.

2.1.1 Curvatura média e graficos minimos

Embora o enunciado do Teorema (1.0.1) nao deixe explicito, o que estamos pro-
curando é uma hipersuperficie minima na variedade produto M x R que seja o
grafico de alguma funcao u : M — R de classe C>?, e satisfazendo condicao de
fronteira no infinito. Vejamos entdo porque Q(u) = 0 <= o gréfico de v é uma
hipersuperficie minima em M x R.

Seja N™*! uma variedade riemanniana. Uma hipersuperficie ¥* C N"*! ¢
dita orientavel se existe um campo de vetores n em N, continuo em X, unitario

e normal a ela. Quando uma variedade ¢é orientavel e fixamos um campo normal



unitario n (sempre existem duas possibilidades), podemos definir sua sequnda forma
fundamental da seguinte forma:

Seja x € ¥. Entao a segunda forma fundamental de ¥ em x é dada por A, :
.Y — T,%, A.(v) = =V,n, onde V é a conexao riemanniana de N (para o leitor
pouco acostumado com conexoes, no caso do R™ a conexao nada mais é do que a
derivagao direcional, neste caso, estamos derivando o campo normal na dire¢ao do
vetor v). A(v) de fato é um elemento de T, %, pois se V é uma extensao local do

vetor v a um campo,

() =1=V{n,n =0=2(Vyn,n) =0

e assim A,(v) L n, ou seja, é tangente a 3.

Observamos que se X ¢, por exemplo, um plano no R"*!, entdao o campo normal
é constante ao longo de qualquer direcao, assim, a segunda forma fundamental é
nula. Se, por outro lado, ¥ “se curva” dentro do R"! na direcao de v, entao A,(v)
deixa de ser nula. No caso geral de uma variedade N™*! como ambiente, podemos
pensar de forma analoga: a segunda forma fundamental de uma hipersuperficie
Y2 nos diz o quanto ¥ estd deixando de ser, no ponto e direcao em questao, uma
subvariedade geodésica. Uma subvariedade é dita geodésica quando toda geodésica
em ¥ é também uma geodésica em N™. No caso do R"!, as retas sao geodésicas,
assim como no plano. J4 numa esfera em R™"*!, nem sequer temos retas definidas, de
modo que as geodésicas sao outras curvas; assim, uma esfera nao pode ser geodésica
em R,

Com a segunda forma fundamental em maos, podemos definir curvatura média.

Dado z € X, a curvatura média de > em x sequndo o campo normal n é dada por
1
H(zx):= —trA,.
n

(Alguns autores utilizam uma expressao nao normalizada, isto é, H(z) := tr A,,
mas para fins praticos, a verdade é que simplesmente nao faz a menor diferenca.).
Escolhendo uma base {Fj, ..., E,} ortonormal em 7,3, podemos representar o

traco da maneira usual:

n n

1
i=1 i=1
Y. é dita uma hipersuperficie minima se H = 0. A razao disso é que as hipersu-
perficies de curvatura média nula minimizam areas, de uma maneira que pode ser

precisada, mas nao a faremos aqui. Apenas queremos mostrar porque Q(u) = 0 é



equivalente ao fato do grafico de u (denotado por Gr(u)) ser minimo, ou seja, ter
curvatura média constante igual a zero.

Voltamos entao as hipoteses do Teorema 1.0.1 (embora os proximos passos pos-
sam ser feitos com M qualquer, vai facilitar nossas contas estar nas hipdteses do
teorema). Vamos parametrizar Gr(u). Como é visto na segao 2.1.2, M ¢ globalmente
difeomorfa ao R", digamos, por um difeomorfismo ¢ : R® — M. Parametrizamos
Gr(u) por

U :R" — Gr(u)

U(z) = (o(x), u(¢(r))) € M x R

ov
Os vetores a—(a:), 1 < i <n, formam uma base para Ty(,)Gr(u) C Ty (M x R).
x

Pela definicao 'de W, tais vetores devem ser da forma

o) = (et (wradutwia), 220)).

onde a decomposicao em duas coordenadas é vendo Ty () (M x R) decomposto como

soma direta Ty(z) (M X R) = Ty ) Gr(u) @ TyR. Observando a “cara” dos vetores

da base, ¢é facil ver que um vetor normal a Gr(u) em ¥(z) pode ser da forma

B (grad u(¥(x)), —1)
n(¥(z) = /It Jerada(¥ (@)

Tendo isso em maos, podemos calcular a curvatura média de Gr(u):

Seja {E1,...,E,} base ortonormal para T,Gr(u). {(E1,0),...,(F,,0)} é o
“mesmo” conjunto de vetores, s que agora vistos em Ty (M x R), o que faci-
lita nossas contas. Entao

(gradu, —1)
Vie,.on = Vg,
(B0 EO AT |grad u|?
(E,,0) ! (eradu, —1) + L Vo (eradu, 1)
= (E;, rad u, — .0 (grad u, —
V1 + |grad ul? & V1 + |grad ul? SR
E ! (gradu, —1) + = (Vegradu + Vg, 0(—1))
=F; rad u, — grad u 0 (—
V1+ |grad ul? & V' 1+ |grad ul? e (50

onde nas contas utilizamos as propriedades da conexao, que muito se assemelham



as propriedades da derivacao. Assim,

<V(Ei70)777 (EZ,O>> = Ez( : 1 = 2) <(gradu,—1),(Ei,0)>
\/1+Ig |

\/W (Vg,grad u, (E;,0))

1
- 5 (grad u, E,)

V1 + |grad ul?
1
Vg gradu, E;
1+ |grad ul? \Ves )

v [——22dv ) g
V' 1+ |grad ul?

Mas agora observamos que dado um campo de vetores C', podemos definir seu

divergente por divC = Y"1 (Vg,C, E;) (veja, por exemplo, [dC1]). Assim, a ex-

pressao acima € na verdade

grad u
1+ |grad ul?

e mostramos, entao, que estamos a procura de graficos minimos em M x R!!

div

= Q(u)

Aproveitamos que estamos falando de curvatura média para dizer que ao longo
do texto também calculamos a curvatura média de esferas geodésicas dentro de M.
Como as esferas geodésicas sao hipersuperficies em M, isso faz todo sentido e nao

precisamos mais fazer grandes comentarios a esse respeito.

2.1.2 Curvatura seccional e completude: algumas nocgoes
intuitivas

A curvatura seccional de uma variedade riemanniana, com freqiiéncia chamada sim-
plesmente de curvatura, é uma generalizacao natural da curvatura gaussiana das
superficies. Sua expressao é dada em fungao do tensor curvatura da variedade, que
por sua vez é definido a partir da métrica. A curvatura é, portanto, uma nocao
intrinseca a variedade.

Para o leitor pouco acostumado com esta terminologia, podemos explicar a cur-
vatura seccional da seguinte forma: dados um ponto x € M e um subespaco vetorial
bidimensional ¢ contido em T, M, considere o conjunto das geodésicas partindo de
x que tém como vetor velocidade inicial um elemento de o, com norma suficien-

temente pequena de tal forma que tudo “funcione bem” — e “funcionar bem” é



bastante preciso quando fazemos as defini¢coes matematicamente. Esse conjunto de
curvas forma uma superficie (isto é, uma subvariedade de dimensao 2) dentro da
variedade M passando por x. Assim, a curvatura seccional no ponto x com rela¢ao
ao plano o, K(x,0), é nada mais nada menos que a curvatura gaussiana da su-
perficie obtida — que, sabemos a partir do Teorema Egregium de Gauss, sé depende
da primeira forma fundamental, ou seja, da métrica!

Nas hipéteses do Teorema 1.0.1, temos que K, < —k?. Isto significa que para
todo ponto z € M e todo o C T,,M subespaco bidimensional, vale K (z,0) < —k2.

Explicar o que é o tensor curvatura de uma variedade é um pouco mais com-
plicado. Para ter certa intuicao geométrica na maioria dos resultados que aqui
obtemos, é suficiente recorrer a idéia intuitiva de curvatura seccional. Para saber
mais sobre o assunto, pode-se buscar referéncias em [dC1] e [dC2].

O que o leitor precisa ter em mente nos proximos passos é que uma variedade
de curvatura negativa tem uma caracteristica bastante marcante: as geodésicas
partindo de um ponto se afastam ao longo do tempo. Isso também acontece em
variedades de curvatura zero, como € o caso do R", onde as geodésicas sao retas, no
entanto esse afastamento ocorre com velocidade maior nas variedades de curvatura
negativa. E em contraponto, nem sempre acontece naquelas de curvatura positiva,
como é o caso da esfera: em algum momento as geodésicas voltam a se aproximar
e, inclusive, se encontram em tempo finito.

O fato das geodésicas se afastarem mais rapidamente que no caso de curvatura
nula nos permite obter resultados muito diferentes no caso de curvatura estritamente
negativa do que aqueles obtidos no caso de curvatura nula. O proprio teorema
principal deste trabalho nos mostra isso: a unica chance de termos um grafico
minimo, completo e definido em todo R? é se ele é o gréfico de uma funcao afim, como
diz o conhecido Teorema de Bernstein (a titulo de curiosidade veja, por exemplo,
[dC3]).

A hipétese de completude também é fundamental. Uma variedade riemanniana
é completa quando a distancia dada por sua métrica a torna um espago métrico
completo. Como conseqiiéncia disso, diz o famoso Teorema de Hopf-Rinow, as
geodésicas partindo de qualquer ponto estao definidas para todo tempo real. Isso
nos da muitos resultados bons de trabalhar: por exemplo, nunca precisamos nos
preocupar com intervalos maximos de definicao de geodésicas e ainda mais — também
diz o Teorema de Hopf Rinow — quaisquer dois pontos da variedade podem ser
ligados por uma geodésica cujo comprimento é exatamente a distancia entre eles (e

esta é chamada de geodésica minimizante).



Como boa conseqiiéncia de unir as hipéteses de curvatura seccional nao positiva
com completude, temos que M é uma variedade difeomorfa a R™, conforme o Teo-
rema de Hadamard (veja, por exemplo [dC1]). Isto também é fundamental para a
demonstracao do nosso teorema: caso contrario, nao seria possivel dar o primeiro
passo, ou seja, identificar M isometricamente com uma bola, o que é uma reducao

bastante importante.

2.1.3 Grupo de isometrias e de isotropia

Dizemos que uma aplicagao f : M — M ¢é uma isometria se Vp € M, Vu,v € T,M,
tem-se (df,(u), df,(v)) s = (u,v),. O conjunto das isometrias de uma variedade
riemanniana M, denotado por Iso(M), é um grupo de Lie, isto é, um grupo que
tem também uma estrutura de variedade riemanniana compativel com a de grupo,
ou seja, as operacoes de grupo sao aplicacoes diferenciaveis da variedade produto
Iso(M) x Iso(M) na variedade Iso(M).

A estrutura de grupo de Lie de Iso(M) é bastante 1til na demonstracao do
Teorema 1.0.1, por isso vamos explorar um pouco mais esse assunto nos proximos
paragrafos.

Dado um grupo de Lie G e um elemento g de G, podemos definir a fungao
L,: G — G por Ly(h) = gh, dita translacao a esquerda pelo elemento g. De forma
analoga, define-se a translacao a direita; tudo que fazemos a partir daqui para um
tipo de translagao vale também para a outra.

Chamamos de e o elemento neutro de G. Dado um vetor v € T,G, podemos
definir um campo de vetores em G a partir das translagoes, da seguinte forma:
V(g) :=d(Ly).(v). Este campo, por construgao, torna-se invariante a esquerda, isto
é, bem comportado com relagao as translagoes a esquerda; além disso, V' (e) = v.

Também por uso das translagoes, podemos definir em 7,G uma operagao a
mais, a saber, o colchete entre dois vetores, operacao que a principio s6 temos
definida para campos de vetores. Com essa operacao adicional, T,G passa a ser
uma dlgebra de Lie, denotada freqiientemente por G (veja capitulo II de [H] para
maiores referéncias).

G C Iso(M) denota neste trabalho o subgrupo de isotropia de Iso(M) em p, isto
é, o grupo das isometrias de M que deixam p fixo. Todo vetor X € G determina
um campo em G, que também chamamos de X, usando as translagoes.

A hipétese (i2i) do Teorema 1.0.1 nos diz que G age de forma 2-pontos homogénea
nas esferas geodésicas centradas em p. Damos a seguinte definicao para que esta

hipdtese fique mais clara:



Definicao 2.1.1. Dizemos que um grupo G age em uma variedade diferencidvel M

se existe uma aplicacio o : G X M — M satisfazendo:

(i) Fizado g € G, a aplicagdo o(g,-) : M — M ¢é um difeomorfismo e o(e,-) € a

aplicagao identidade, onde e é o elemento neutro de G.
(i7) Se g,h € G, entio o(gh,p) = o(g,0(h,p))¥p e M

A acdo de G em S € dita 2-pontos homogénea se dados p,q € S e dados V € T,S
e W eT,S, existe g € G tal que g(p) = q e dg,(V) = W. Isto é equivalente a dizer
que se d(a,b) = d(c,d), existe g € G tal que g(a) = ¢ e g(b) = d, o que justifica o

normme.

A terceira hipotese do Teorema 1.0.1, entao, faz com que nao s6 os pontos das
esferas geodésicas sejam “igualmente importantes” como também as diregoes. Em
particular, tais esferas sao subconjuntos homogéneos de M. Essa hipdtese € inte-
ressante porque através dela conseguimos estimar derivacoes nas direcoes radial e
transversal. Além disso, fica muito mais natural construir barreiras radialmente
simétricas para o problema. O fato de conseguirmos também levar um vetor tan-
gente no outro é ferramenta bastante interessante na hora de fazer as contas, como
é visto nas Secoes 3.3 e 3.4.

Para alguns exemplos de variedades satisfazendo (iii), encaminhamos o leitor

para [H].

2.1.4 Bordo assintotico

A discussao que fazemos aqui é para uma variedade riemanniana M completa,
simplesmente conexa e de curvatura seccional K, < 0.

Considere o conjunto I' = {~ : [0,00) — M tal que 7 é geodésica, |y(t)| = 1}.
Os elementos de I' sao chamados de raios geodésicos. Defina em I' a seguinte relagao
(que é facil ver que é de equivavaléncia): v ~ § <= 3FC > 0 tal que d(y(t),6(t)) <
C Vvt € [0,00). O quociente I'/~ é o que chamamos de bordo assintdtico de M,
e denotamos por O,,M. Intuitivamente, duas curvas estao relacionadas se elas
“terminam no mesmo lugar no infinito”, e portanto é também intuitivo pensar que
tal quociente representa o conjunto dos pontos de M que estao no infinito.

Fixado o € M, é possivel identificar de forma natural 0,,M com a esfera
geodésica S de raio 1 centrada em o da seguinte forma: dada uma classe ¢ € 0,, M,
existe um tunico raio geodésico 7. € I' que representa c e tal que 7.(0) = 0. Assim,

podemos associar a cada ¢ € J,,M o ponto 7.(1) € S, e reciprocamente, dado um



ponto g € S, existe uma tnica geodésica 7, tal que v,(1) = ¢, e entao a ¢ associamos
a classe de 7,. (veja [SY] para maiores detalhes).

Através desta correspondéncia podemos definir uma topologia em O, ,M: W C
Oso M é um aberto se seu correspondente pela bijegao acima é aberto de S (S munida
da topologia induzida de M). Mostra-se também que essa topologia independe da
escolha de o.

Se W é aberto de 0,,M, entao

U:= (U (0, -I—oo)> uw

ceW

é uma vizinhanca aberta de W em M = M U, M. Uma topologia para M é dada
pela uniao dos abertos de M com os abertos gerados por essas vizinhancas abertas.
Com essa topologia, M é um espaco topoldgico compacto; M é uma compacti-
ficacdo de M. (Um exemplo disso sdo os espagos projetivos. Para quem tem mais
familiaridade com esses espagos, é intuitivo pensar em PR™ como compactificacao
de R™.)

A identificacao feita com S nos permite representar o bordo assintotico, que é
o que ¢ feito nesse trabalho. Pelo Teorema de Hadamard, exp, : T,M — M é um
difeomorfismo global. Além disso, se S; é a esfera unitaria em To(T,M) = T,M,
exp,ls, : S1 — S ¢é também um difeomorfismo global. Assim, se B é a bola aberta
unitaria de 7, M com centro em 0, compondo exp, com um difeo radial de B em
T,M, temos um difeo Z de B em M. Deste modo, 0B fica identificado com 0,,M
e considerando em B a métrica induzida por Z, M e B ficam isometricamente
identificadas.

A identificacio entre M e B é, assim, uma aplicacio continua na topologia acima
definida para M. Desta forma, a condicdo de fronteira no enunciado do teorema
ganha sentido: ulg_ s = 1 significa que através da identificacdo M = Z(B) tem-se

U’aB = 1.

2.1.5 Teoremas de Comparacao

Os teoremas de comparacao na Geometria tém um papel bastante relevante: ofere-
cem resultados que sao capazes de comparar propriedades geométricas de varieda-
des riemannianas diferentes. Fazemos uso deles para, conhecendo propriedades do

espaco hiperbdlico de curvatura seccional (constante) —k?, obter propriedades para
M.
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Definigao 2.1.2. Seja v : [0,a] — M geodésica. Seja V = V(v) := {campos de
vetores diferencidveis por partes ao longo de v}. Escolha tg € [0,a]. Defina a forma

indice em ¢,

[ Z/t+ {(V',V") = (R(y, V)Y, V)} dt,

i=1

onde [t;,tiv1] sao os intervalos onde V' é diferencidvel e R € o tensor curvatura de
M.

O seguinte lema nos diz que os campos de Jacobi minimizam a Forma Indice.
Omitimos aqui a demonstracao do lema porque ela acaba nao sendo muito instrutiva

para os nossos propdsitos. A prova encontra-se feita com detalhes em [dC1].

Lema 2.1.3. (Lema do fndice) Seja 7y : [0,a] — M geodésica sem pontos con-
Jugados a v(0) em (0,a]. Sejam J um campo de Jacobi ao longo de vy eV € V(7)

tais que

(ii) (J;7) = (V,y) =0
(131) J(to) = V(to) para certo ty € (0, a
Entao I, (J) < I;,(V). Além disso, se vale =, entdo J(t) =V (t)Vt € [0, a].

[ |

Duas conseqiiéncias do Lema do [ndice sdo os dois teoremas de comparagao a

seguir. Desta vez fazemos a prova com todos os detalhes porque nao sé os resultados

sao imporantissimos, como algumas ferramentas utilizadas na prova sao bastante in-

teressantes. E aqui que vemos como é possivel comparar duas variedades diferentes
tendo apenas hipdteses sobre a curvatura ao longo de raios geodésicos.

Utilizamos a notacao J' para a derivada covariante DJ/dt ao longo de uma

geodésica dada, que o contexto sempre deixa claro de qual se trata.

Teorema 2.1.4. (da Comparagao, de Rauch)
Sejam M, = M e My = M variedades riemannianas de dimensées n en + k,
respectivamente, com k > 0. Sejam v, : [0,a] — My e v2 : [0,a] — My geodésicas.

Suponha que ;| = |74| e que y2 nao tenha pontos conjugados.

11



Suponha também que Vt € [0,a], Vui € {7 ()} C Ty, )My e Yuy € {7(t)}+ C
T, M; tenha-se
Ki(m(t), u1) < Ka((t), uz)

onde Ki e Ky denotam as curvaturas seccionais de My e My, respectivamente.
Sejam J; campo de Jacobi ao longo de vy, e Jo campo de Jacobi ao longo de s tais
que J1(0) = 0 = J3(0) e [J{(0)] = [J3(0)].
Entao ¥t € |0, d

1) = [J2(1)]. (2.1)

Em particular, v, nao tem pontos conjugados.

dem.: Inicialmente, observemos que podemos supor sem perda de generalidade
que os campos de Jacobi sao ortogonais as geodésicas. De fato, qualquer campo de
Jacobi J ao longo de uma geodésica v se decomp'l'g,%e em uma parte J7 tangente e

outra parte J+ ortogonal a v, onde a parte tangente tem a seguinte expressao:

JH(t) = (J(0),7'(0)) + £(J(0),7/(0))7/(¢)

Como estamos no caso J;(0) = 0, temos JI (t) = t(J/(0),~(0))7.(t), para i = 1,2.
Observe que (JI)(t) = (J(0),~/(0))7i(t) e portanto J! é paralelo a 7/, e assim
|(J/(0),~i(0))| = |J/(0)]|7:(0)|. Como por hipétese as velocidades das geodésicas
sao iguais, bem como as derivadas dos campos em 0, temos que vale igualdade
m (2.1). Assim, podemos prosseguir supondo que 0s campos sao ortogonais as
respectivas geodésicas.

Queremos mostrar que ijlg ;} > 1Vt € [0,a], ou, equivalentemente, elevando

as normas ao quadrado (o que facilita as contas razoavelmente!). Note que nao
faz sentido pensar nessa desigualdade para ¢t = 0, no entanto podemos provar que
ela é valida no limite. Comecaremos por aqui. Aplicando a Regra de L’Hopital,
calculamos tal limite:

), h(®) _ . i), L(E) _
0, h(t) ot (), h(t)

5 (

U0, T0) + U FO) R0, H0) + (0, FO) RO

=0+ (J3(), J5(8)) + (Ja(t), J5 (£)) — (J3(0), J5(0)) + (J2(0), J5(0)) — [J5(0)[2
Agora podemos provar que a derivada desta funcao é sempre > 0. Assim,

teremos que a fungao é crescente e, portanto, a desigualdade vale. Temos

(IJl(t)P)' _ (@), L) () = (J5(8), Ja(t) |11 ()]
[ Ja(t)? | Ja(t)[? '
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Esta expressao é > 0 se e somente se seu numerador o é. Seja ty € (0, a] fixo,
porém arbitrario. Mostremos que a desigualdade vale para t = t;. Podemos excluir
o caso trivial onde |Ji(tp)| = 0.

Note que a desigualdade que desejamos ¢ equivalente a

(J1(to), J1(to)) _ {Ja(to), Ja(to))
[ Li(to)? | Ja(to)]?

Aqui encontra-se o primeiro passo bastante importante na demonstracao do

teorema: expressar cada um dos quocientes na desigualdade acima como a Forma
Indice de um campo no ponto ty,. Note que, usando o Teorema Fundamental do

Calculo,

Hta) = [ S0 L) = [0 T0) + 0. o)

Note que como J; é de Jacobi, J!(t) = —R (v(t), Ji(t)) 7i(t). Logo, substituindo no
resultado acima, temos que

(Ji(to), Ji(to
| Ji(to)[?

:AM{Qiﬁbw$§5>—<R(ﬁw ) O ) |
(t

|
Defina U; campo ao longo de v; por U;(t) := J;

) _ ’Jiéo)'z/0°{<J;(t),J;(t)> — (R ((t), (1) (1), Ji(D) Yt =

)/|Ji(to)|. Entao o que queremos
mostrar é que

Ito(Ula Ul) Z ]t0<U27 U2)7

onde [, denota a Forma Indice em .

Agora estamos prontos para dar o segundo e provavelmente mais importante
passo na demonstragao deste teorema. Precisamos comparar indices de campos em
variedades diferentes. Sabemos que os campos de Jacobi minimizam a Forma Indice.
Entao uma maneira natural de prosseguirmos ¢é tentar de alguma forma enxergar o
campo U; como se ele fosse um campo ao longo da curva vs. Isso sera feito utilizando
uma construcao bastante canonica em Geometria Riemanniana, utilizando apenas
a existéncia de transporte paralelo (veja [dC1]) de vetores ao longo de uma curva.

Sejam FEy,--- | E, campos de vetores paralelos ao longo de v, e Fi, -+, Foyx
campos de vetores paralelos ao longo de v,. Suponha também que tais campos sao

ortonormais e que satisfazem

Ei(t) = ”71(7? , Es(to) = Ui(to)
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Fi(t) = |72Eg‘, Fy(to) = Us(to)

A hipotese em t, sera utilizada apenas no final da demonstragao, mas note que

nao hé necessidade de considera-la como adicional: tal suposicao sempre pode ser
feital
Agora note que dado V' campo ao longo de 71, existe uma maneira natural de

associar um campo ¢Vem vs:
V(t) = Z a;(t)Ei(t) — oV (t) = Z%(t)Fz’(t)-
i=1 i=1

Esta associacao satisfaz duas propriedades muito boas, que decorrem direta-

mente das propriedades dos campos paralelos:
@V, oW) = (V. W);

(V) = (V).

Note também que devido as nossas hipoteses em Ej, F; e na velocidade das
geodésicas, temos que ¢y = 7,. Agora resta-nos saber se ¢ nos ajuda da maneira

que queremos, ou seja, se o indice nao decresce quando aplicamos ¢. Vejamos:

Ly (601, 6U7) — /0 QUL GUL) — (R (1, UL 7o, UL et =
_ to U/, U/ _ /12 U 2 R ’y_é’ﬂ)/y_é,ﬂ>}d —
/ {<¢ 10U = Palletl < (w o0l Tl Tt ) S @
to
- / ({601, U — 216U P K (v, U dt =
- / (UL UL — WAPIOP K (ra, U Y dt <
< / LU UL — A PIUL PR (0, U2) } it =

to / U / U
UI,U/ . ’}//2U 2<R</}/1 ’_1) /yl 7_1>}dt:
/ {< v O = PGP E Do) 7y T

to
= / {(ULUL) = (R(1, Ur) vy, Uh) Y dt = Ly (Uy, Un),
0

ou seja,
Iy (U, 9Uy) < Iy, (U1, Uy).
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Agora note que podemos comparar ¢U; com U, usando o Lema do Indice: de
fato, basta notar que Uy ¢é de Jacobi, ¢U (0) = >, a;(0)F;(0) = 0 = Ux(0) e
oUi(to) = ¢ Es(to) = Fa(ty) = Ua(ty). Logo podemos aplicar o Lema do Indice para
concluir que

L1, (Ua, Us) < Iy (¢Uy, ¢Uy).

Isso conclui a demonstracao. |

Teorema 2.1.5. (da Comparacao da Hessiana): Sejam M, e M,y variedades
riemannianas completas de dimensdo n. Sejam ; : [0,a] — M; geodésicas tais que
|7i| = 1 e que ndo possuem pontos conjugados a v;(0). Sejam p; as funcoes distancia
a v;(0) em M; e K; as curvaturas seccionais de M;. Suponha que em v1(t) e vo(t),

t € [0,a], tenhamos a sequinte desigualdade:
Ky (u1,71) 2 K> (u2,73)
onde u; ¢ um vetor unitario em T, M; ortogonal a ;. Entdo
Hess(p1) (u1,u1) < Hess(pa) (uz, us) .
dem.: Afirmamos que
Hess(p;) (wi, w;)(x) = Ly (J;, J;),

onde J; é campo de Jacobi ao longo de ~; tal que J; L ~f, J;(0) =0 e Ji(to) = u,,
to € [0,a]. Tendo isso em maos, basta utilizar a mesma técnica da demonstracao
de 2.1.4 para obter o desejado.

Demonstramos a afirmacao, omitindo subindice para facilitar notacao:
Hess(p)(z)(u,u) = (Vugradp,u)(z) = (V,gradp, J)

_ / v %mgradp, T (y(t))dt

to
= / {{(V,/Vgradp, J) + (V,grad p, V., J)} dt = - -
0

E importante observar que V jgrad p — Vgrad,J = 0. De fato, se definimos a fun¢ao
f(s,t) = expy(tv(s)), onde v(0) = +'(0) e v'(0) = V..J(0), temos que J(t) = f,(0,1)
e grad p(f(s,t)) = fi(s,t) (veja [dC1] para maiores detalhes) e assim [J, grad p|] =
[f57 ft] = “fst — Jis" = 0.

Observamos ainda que gradp = ' e que, seguindo a notagao que estamos
usando, V., J = J'.
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Com estas duas observagoes, podemos concluir a afirmagao:
to to
Hess(p)(u,u)(z) = / (Vy Vo, Jy + (Vo J, V. J) dt = / (J", J)y+ (J', Jhdt
0 0

_ / Y 4 (RO T DYt = T ().

2.2 Resultados em EDP

A demonstracao do Teorema 1.0.1 requer algumas ferramentas de Equagoes Di-
ferenciais Parciais. Alguns dos resultados sao bastante conhecidos na teoria das
EDPs elipticas, sejam elas lineares ou quase-lineares, como por exemplo principios
do maximo, teoremas de regularidade e de existéncia e unicidade. Optamos por
fazer referéncia ao longo do texto para os teoremas em [GT], onde encontram-se
seus enunciados e provas.

Em [GT], os teoremas sao especificos para o caso do R", no entanto eles va-
lem para uma variedade como a que estamos trabalhando. Talvez seja mais facil
de acreditar nisso lembrando que a variedade M na qual estamos trabalhando é
difeomorfa ao R™ através de um difeo global, que é regular o suficiente para que
possamos “ir e vir” sem preocupacoes demais. Chamamos a atencao ao longo do

texto para hipoteses que sao preciosas para que os teoremas sejam validos.

2.2.1 Meétodo da continuidade

Sejam M uma variedade riemanniana e 0 C um dominio limitado de classe C** e

considere a seguinte familia, indexada por ¢ € [0, 1], de problemas de Dirichlet:

{ Q(u) =0 em Q, u € C>*(Q)

uloq = typ € C**(00) 22)

Observe que para t = 0, o problema admite uma solu¢ao (a saber, a solugao trivial)
e que estamos interessados em decidir se ha solucao quando ¢t = 1. O método
da continuidade consiste em, partindo da solucao existente para t = 0, obter a
existéncia de solugdo para t = 1. Isto é feito mostrando que A := {t € [0,1]; Ju; €
C2(Q), Q(ur) = 0 e u|osn =t} é um subconjunto nao-vazio de [0, 1] que é aberto
e fechado em [0, 1], e portanto é todo o intervalo. O método da continuidade pode

ser usado em outros contextos em EPD, que nao sao a equacao de grafico minimo

(veja [GT)).
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E possivel provar que A é aberto para o caso particular da equacao que temos em
maos. Eo que fazemos nos préximos pardgrafos desta secao. Também fica evidente
no que vem a seguir que para provar o fechamento deste conjunto é necessario fazer
algumas estimativas, que sao discutidas na se¢ao seguinte.

V # () porque 0 € A, como dito anteriormente.

Seja ty € A. E suficiente mostrar que 3¢ > 0 tal que (tg—¢, to+¢)N[0,1] € A. B
suficiente, para isso, utilizar o Teorma da Func¢ao Implicita para espacos de Banach.

Defina 1/? uma extensio C>® de ¢ a Q. Por simplicidade, utilizamos a mesma
notagao, ¢, para tal extensao (para construi-la, pode-se utlizar a Forma Local das
Submersoes).

Defina entao o seguinte operador:
T:CQ) — CQ)
(v,t) — Qv+1tv)

Desta forma, se mostramos que Jv; € Co*(Q) tal que T(v,t) = 0, entéo garan-
timos que t € A. E por esse caminho que seguimos.

Seja to € A. Entdo existe u;,, € C**(Q) tal que Q(uy,) = 0 e ulon = totb.
Defina vy, 1= uy, — torp. Entao Q(vy 4+ t) = Q(ur) = 0 e (v + t)|oq = t9.

A partir de agora utilizamos o Teorema da Funcao Implicita. Lembramos que
dados espacos de Banach E,F e xqg € E, entao uma funcao f : £ — F é dita

diferenciavel em x( se existe uma aplicagao linear [ = [,, tal que

f(@o+h) = f(x0) + Lz (h) + [[][o(h),

onde
}lllir(l) o(h) = 0.
Desta forma, vale (exatamente como em dimensao finital) que
th) —

t—0 t

Se f tem derivada em todos os pontos de E, podemos falar na funcao
Df:E — L(E,F)
o = Df($0> = Iz,

Se tal funcao for continua, dizemos que f é uma aplicacao C!.
Sejam E, F e G espacos de Banach e f : E x F — G uma funcao C!, digamos,

f = f(u,v). Definimos a derivada em relacao a primeira variavel:

D f(utg, 1) (h) = lim 2140 F R 20)

t—0 t
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(também exatamente como em dimensao finita). O Teorema da Fungao Implicita
nos diz que se existe (ug, vg) € E'X F tal que f(ug,vo) = 0eque Dy f(ug,vo) : E — G
¢ um homeomorfismo linear (isto é, aplicagao linear continua com inversa continua),
entao existem abertos U vizinhanca de ug e V' vizinhanca de v, tais que para todo
v € V, existe um unico u = u(v) € U com f(u(v),v) = 0 e ainda u(vy) = up.
Além disso, o teorema também garante que a aplicagao v — u(v) de V em U é uma
aplicacao de classe C!.

Aplicamos entao o Teorema da Funcao Implicita ao operador T : Cg’a(ﬁ) —

C*(2) definido acima.

Proposicao 2.2.1. T é um operador C* e

(D1 T (vo, to) (h))(z) = <Z Aij(vo + to¥) Ei(Ej(h)) + Z B;(vo + tol/J)Ei(h)) (z)

ij=1 i=1
onde
Aij(w) = (1 + [gradw|?) ™26, — (1 + |grad w|?) >/ By(w) Ej(w)
¢ n
Bi(w) = (1 + |grad w|?) =3/ [div gradw — > E;(w)E;(Ej(w))
j=1
e {E1,...,E,} € um referencial geodésico em x.

dem: Observamos que T é C! se e somente se Q é C!, e este é um fato que tem
demonstracao um pouco magante e por isso vamos omiti-la. No entanto, nao é
muito dificil de nos convencermos disso.

Cada operador diferencial pode ser associado a uma funcao definida em €2 x R x
TMx(TMxTM); esta funcao restrita a elementos da forma (x, u(z)grad u(z), D*u(x))
nada mais é do que o operador diferencial aplicado na funcao u e calculado no ponto
x. Algumas contas (um pouco extensas, especialmente devido a notagao) mostram
que quando esta funcao é C!, entdo o operador também o é. A funcao associada a
Q é C' (o que também ¢ uma conta um pouco extensa), entao Q o é.

Supondo @ C!, calculamos sua derivada (que é a derivada de T em relacao a
primeira varidvel) num ponto v onde Q(v) = 0. Comegamos modificando conveni-

entemente a expressao de Q:
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1
Q(u) = di grad u div grad u < arad u>

\/1+|g1radu|2 v/ 1+ |grad ul? /1 + |grad ul?

div grad 1
ivgradu “(1 4 |gradu)73/2<grad (grad u, grad u), grad u)

1+ [gradu? 2

1
= (1+ |grad u|?)=3/2 {(1—1—|grad ul?)div grad u — §(grad (grad u, grad u), grad u>] :

Sejam v, h € C>%() e s pequeno, com Q(v) = 0. Entao

Q(v+sh) = (14 |grad (v + sh)[?)732[(1 + |grad (v 4 sh)|?)div grad (v 4 sh)
_ %(grad (grad (v + sh), grad (v + sh)), grad (v + sh)ﬁ

Desta forma,

%Q(v + sh) B = (% ((1+ |grad (u + sh)‘2)—3/2) S_O) (1 + |grad v|?)*/>Qfv)
+ (1 + |gradv|?)=3/2 {d%|grad (u + sh)|? » div grad v
+ (14 |gradv]?) idlv grad (v + sh)
5=0
- % < —agrad (grad (v + sh), grad (v + sh)) " grad u>
- % <grad grad v, grad v), jggrad (v+ sh) s:0>] .
Assim,

= 2(grad v, grad h)div grad v
s=0
+ (1 + |gradv|?)div grad h

— (grad (grad v, grad h), grad v)

(1 + larad vf2)2 L Qv + sh)

1
§(grad |grad v|?, grad h).

Seja {1, ..., E,} um referencial geodésico em x. Entao gradu =Y F;(u)E;, e
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divgradu = Y FE;(E;(u)), e analogamente para h.

— QZ (Z Ej(Ej(v))> Ei(v)Ei(h)

+ (L+[gradv]?) Y Ei(Ei(h))

i=1

— (grad <Z Ei(U)Ei(h)) 7ZEJ(U)Ej>

=1

% <grad (Z Ej(v)2> ,Z Ez(h)Ez> :

i=1

d
(1+ |grad v|?)3/2 d—Q(v + sh)
s

s=0

Observamos que

grad (Z Ei(v)Ei(h)> = > (Ej(Ei(v)Ei(h) + Ei(v) E; (Ei(h)))E;

ij=1

e analogamente para grad (Z?Zl Ej(v)2>. Desta forma,

<grad (Z Ez-w)Ei(h)) , ZEj<v>Ej>

% <grad (i Ej(v)Q) i Ei(h)Ei> = i Ei(E;(v))E;(v)Ei(h).
Assim, - a o
W larad i QU+t = (1 fgmduP) Zn;Ei(Ei(h))
- Z (o) B (0) BBy (1)) +2 Z By (B, (0) B 0)Exh)
- Z B, (E() By () () — Z B (E() By (0) ()
ou ainda N N
(1 + |grad v|?)3/? %Q(U + th) = ?11 Ayi(v)Ei(E;(h)) + zn; B;(v)E;(h),
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onde
Aij(v) = (1 + |grad v|*)8;; — E;(v)E;(v)

e
Bi(v) =Y _(2E;(E;(v))Ei(v) — B;(Ei(v)) Ej(v) = Ei(E;(v) E;(v),
j=1
o que conclui a demonstragao. 0
Assim, DQ(vg,ty) = D1T(vg,tg) =: L é um operador diferencial linear que é
estritamente eliptico, pois para £ = (£1,...,&,) € R™, temos

> Aij(ve + to)&& = (1+|Dy|?)6556:85 — ZD (vo + 1) D; (v + 1) &:¢;

4,j=1 zy 1

— (1—|—‘D ?}o—i—tow 252 Z@ Uo—i-tow f] (Uo—i-toiﬂ)

= (1+[D(wo+to¥)P)E]1* - Zﬁz (vo + tot)) ny (Vo + toy))

= (1+|D(vo + to¥) ") I€]1* — <57D(U0+t0¢>> :

Mas

(€, D(wo +tot)) < EIIID(vo + towh)l| = — (&, D(vo + tor))* = = [[€II*| D (vo + tow) ||

— Y A&&5 = (14 |D(vo + tot[*) €17 — [€P|D(vo + t+ 09)* = [¢].
i

Além disso, L satisfaz, conforme notacdo do [GT], a condicao ¢ = 0. Esta
condicao ¢é crucial para que tenham validade, por exemplo, os principios do méximo,
o que faz toda a diferenca. A mudanca de coordenadas para R™ poderia fazer com
que perdéssemos esta propriedade, no entanto, isso nao acontece.

Prosseguimos utilizando a teoria de operadores lineares uniformemente elipticos
para L : C2%(Q)) — C*(Q). E evidente que L ¢ continuo. Vejamos que é invertivel
com inverso continuo.

L ¢é injetivo: L(h) = 0 = h ¢é solu¢do de L = 0 em . Como hlsgg = 0 e L
satisfaz o Principio do Maximo (conforme Teorema 3.5 de [GT]), entdo h = 0.

L é sobrejetivo: dada f € C% o e Teorema 6.14 do [GT| nos garante que
Jv € C* tal que L(v) = f.

L' é continuo: Sejam f,g € C*(Q) e u = L7I(f), v = L™} (g) € C¢*. Entdo o
Teorema 6.7 do [GT] nos da

u = vlsa < Clu = vlo+f = gla)
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Mas o Teorema 3.7 do [GT] nos d& |u—v|y < C|f—glo, e entao |[L71(f)— L7 (g)|2.0 =
lu —v]2.0 < C|f — glo.a € portanto L' é continuo.

Aplicando o Teorema da Funcao Implicita, obtemos que A é aberto.

Agora nos perguntamos se A é fechado. Sejam t,, € A, t,, — t € [0,1]. Nos
perguntamos se t € A. Mas t,, € A = Ju,, € C>*(Q) tal que Q(u,,) = 0 e
Umloa = tm®. Um caminho a seguir é estudar a convergéncia de {u,,}, e seria
interessante provar que esta seqiiéncia contém uma subseqiiéncia convergindo, ao

menos na norma C?, e em (), a uma fungao u € C>“(€Q). Neste caso,

m—-+00 m—-+00

(§]
Q) = Tu—t0,t) =T lim_(un ~ tat 1)
= IEE T (U, — tt, ty) = ET Q(uy) = 0.

Para provar que u,, converge a uma certa u € C°(€2) na norma C°, é suficiente
mostrar que 3C' > 0 tal que

sup |u,| < C
Q

sup |grad u,,| < C
Q

ou mais forte que isso, que 3C > 0 tal que Yu € C>*(Q),Vt € [0,1] satisfazendo
Q(u) =0 e u|pg = t1, valer |u|; < C, ou seja, temos uma estimativa a priori.

Provamos a seguir que A é fechado admitindo que temos uma estimativa a priori.
Na Secao 2.2.2, discutimos como encontrar tais estimativas.

Suponhamos sem perda de generalidade que C' satisfaz também [¢]s < C. Pelo
Teorema 13.7 do [GT], existe § = ((C,n,Q) tal que |uy|13 < C. Defina v :=
min{«, 3}. Entao Q ¢ um dominio C*7.

Definimos, para v € C27(Q),

Ly(h) := Zn: Ay;(Dv)Dih

2,j=1

com A;; como definidos anteriormente. Entao u,, € C**(Q) é solucio de L,,, = 0.
Pelo Teorema 6.6 do [GT] existe C' = C(n,2,7) tal que

|Um|2’7 S C’Vm c N.

Por Arzeld-Ascoli, {u,,} contém uma subseqiiéncia convergente na norma C? a u €
C2(Q). Ainda, tem-se Q(u) = 0 e u|gg = t1p. Além disso, o Teorema 6.19 do [GT]
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nos dé a regularidade desejada, isto é, u € C>*(Q), e portanto t € A, o que prova

que V' é fechado, e portanto o problema (2.2) tem solugao para ¢t = 1.

2.2.2 Barreiras e estimativas a priori

Conforme visto na Segao 2.2.1, para provar que o problema (2.2) tem solugao para
t = 1 (que é nosso interesse), é suficiente encontrar estimativas a priori para a
norma C! das solucoes dos problemas com ¢ variando.

O seguinte lema é provado em [DR] para o caso n = 3, com demonstra¢ao um
pouco mais simples,; e na Se¢ao 5 de [DHL] para o caso geral. Também omitimos
a demonstragao por se tratar de um lema bastante técnico e sem muitas intuicao

geométrica.

Lema 2.2.2. Seja Q C M um aberto limitado e suave. Seja u € C®(Q) uma
solugao da equagao Q(u) =0 em Q.

Suponha que sup |u| < oo e que |grad u| € limitado em ON2.
Q
Entao 3C =C (sup |u|, sup \gradu|) tal que sup |gradu| < C.
Q G) Q

Observe que a constante obtida ndao depende do dominio §2, apenas das constan-
tes que limitam a altura da funcao e do gradiente na fronteira. Na demosntracao
do teorema, utilizamos fortemente este fato.

Precisamos, entao, estimar |u| em Q e |gradu| em 092. Uma maneira de ob-
ter essas estimativas é construindo barreiras. Uma maneira de obter barreiras é

encontrar supersolugoes e subsolugoes para o problema. Sejamos mais precisos:

Definigao 2.2.3. Uma fungdo v € C*(2) € dita uma supersolugio para o problema
Q =0 se Q(v) < 0. Analogamente, v é dita uma subsolu¢ao se Q(v) > 0.

A motivagao destas definigdes é que através dos principios do maximo (veja
Capitulo IIT em [GT]) é possivel provar que qualquer supersolugao com condigao de
fronteira maior ou igual aquela dada no problema esta de fato acima da solucao, se
esta existir (andlogo para subsolugao).

A definicao anterior é bastante ttil em varios contextos, mas precisamos também

de uma definicao mais geral, que engloba uma classe maior de funcoes.

Definigao 2.2.4. Uma fungdio v € C°(Q) é dita uma supersolugao (generalizada)
para o problema QQ = 0 se, do qualquer aberto limitado A C 2 e dada uma solugdo
u do problema em A, a condicio u < v em OA implicar em u < v em todo A.

Andlogo para subsolucao, apenas invertendo as desiqgualdades.
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O Principio do Maximo nos déa que toda supersolucao é supersolucao generali-

zada. Além disso, esta nova definicdo nos permite obter boas propriedades:

Proposicao 2.2.5. Se vy e vy sao supersolucoes para o problema ) = 0, entao

v :=min{vy, va} € também supersolugio. Andlogo para o maximo entre subsolugaoes.

dem.: Seja A C ) um aberto limitado, e seja u tal que Q(u) = 0 e u < v em
0A. Como v < w;, i = 1,2, entdao u < v; em 0A. Entao u < v; em A, e portanto
u < min{vy, vo} em A |

Outra propriedade, um tanto menos trivial, é a que segue:

Proposicao 2.2.6. Sejam B,C abertos de  com C C B e B C Q. Suponha que
O\ 9C tem duas componentes conezxas, uma delas sendo obviamente C. Suponha
que v € C°(Q) e vy € C%(B) sejam supersolugoes generalizadas para o operador Q
em ) e que satisfacam

v <wvg em B\ C

vy < w1 em C.

Defina w : 2 — R por

ve(z) sex € C.

w(x):{ vi(z) sex e N\ C

Entio w € C°(Q) € supersolucao generalizada de Q em .

dem.: Seja A aberto limitado de e seja u € C2(A) N C°(A) solugao de Q = 0 em
A satisfazendo u|gpa < w|ga. A mostrar: u < w em A.

Observe inicialmente que w é continua pois em OC' temos v; = vy. Observe
também que se A C C' ou A C Q\ C, entdo nao ha o que fazer.

Note que pela definicao de w, temos que w < v; em todo 2. Entao, como v; é
supersolucao, temos que u < v; em A. Resta mostar que u < v, em ANC.

Defina S :=0CNAeT :=0(ANC)\S. Entao d(ANC) = SUT. Note que em
S temos que v; = vy e portanto ja vale que u < vy. Ja em T', temos por hipotese
que u < w, mas w = uy em C' e portanto em T'. Desta forma, u < vy em (AN C)
e como vy é supersolucao, vale que u < vy em (ANC). [ |

Uma proposicao analoga evidentemente pode ser feita para subsolucoes, com as
devidas adaptacoes.

Jé& as barreiras podem ser definidas localmente; dado xy € 0f2, dizemos o pro-
blema admite uma barreira superior em 1z, se existe uma vizinhanca N, de xy em
Q e uma funcio w € C*(N,,) tais que Q(w) < 0 em N, N e toda vez que u

satisfizer Q(u) = 0 em 2, tem-se w(xg) = u(zg) € u < w no conjunto NN,,).
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Com super e subsolugoes obtemos estimativas da altura de uma solugao (segue
da definigao). Com as barreiras, obtemos estimativas para a altura do gradiente no
bordo. Assim, quando construimos super e subsolugoes que servem como barreiras
superior e inferior, conseguimos aplicar o Lema 2.2.2 e obter, assim, estimativas a

priori da norma C! de uma solucao.
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Capitulo 3
A prova do teorema

As hipéteses de completude e de curvatura seccional negativa de M nos garantem,
via Teorema de Hadamard, que para qualquer ¢ € M a aplicagao exp, : T,M — M
¢ um difeomorfismo global. Note também que a aplicacao que leva a bola unitaria
B = {u e T,M tal que ||u|| <1} C T,M em T,M dada por

u

U ——
L= {[lu]

também ¢é um difeomorfismo, onde ||-|| denota a norma euclidiana no espago vetorial
T,M. Em particular, escolhemos p € M tal que o grupo de isotropia de p age
transitivamente nas esferas geodésicas centradas em p. Fazendo entao a composicao
dos difeomorfismos acima, obtemos um novo difeomorfismo difeomorfismo Z : B —

M, a saber,
x

Z(x) = exp,——
"1 — [l
Através dele, identificamos M isometricamente com B C T,,M, ou seja, induzi-

mos em B a métrica
(U, ) = (dZy(u), dZ4(V)) z(2)

onde o produto interno no lado direito da igualdade é o da métrica riemanniana em
M e dZ, denota a diferencial de Z no ponto x. Através desta identificacao, obtemos
também que a fronteira assintotica de M, 0., M, fica identificada com a fronteira
topolégica 0B de B.

Feita esta reducao, podemos trabalhar com B no lugar de M. Ou seja, podemos
supor, sem perda de generalidade, que M = B, sendo que B deve ser dotada de
uma métrica riemanniana que a torna uma variedade riemanniana satisfazendo as
hipoteses do Teorema 1.0.1, com fronteira assintética coincidindo com a fronteira
topolégica OB de B.

26



3.1 Uma propriedade importante

Seja G o subgrupo de Iso(M) de isotropia de 0 € B e seja G a algebra de Lie de G.
Seja ¢ : G — G a aplicacao exponencial Lie de G, isto é, a aplicacao exponencial de
G na identidade e, ¢; = exp tX =: exptX. Dado X € G, defina o seguinte campo

em B:

X(z) := %gbt(x) .
Para facilitar a notacao, denotamos X por X também.

Observe que desta forma X é um campo de Killing em B. De fato, o fluxo de
X é {¢¢}4, que é isometria para todo t.

Definimos também a partir de X € G o seguinte campo de Killing (euclidiano)
em ToB: seja ¥, = d(¢y)o : ToB — TpB. Entao definimos um campo em T B dado
por

X*(u) = ilﬁt(u)
dt 0

Proposicao 3.1.1. Dados X € G e u € Ty B, wvale
X (expyu) = d(expg)u(X*(u)) (3.1)

dem.: Afirmamos inicialmente que ¢;(expyu) = expyt(u) Vt. De fato, defina

v(s) := ¢r(expgsu). Entao v(0) =0 e

d
7(0) = S ulexpysu)

= (o0 ( gremulsn)| ) = do0w) = (0,

s=0 s=0

Além disso, como ¢; é isometria, v é geodésica.
Por outro lado, defina 7(s) := expy(s¢¢(u)). Entao 7(0) = 0 e 7'(0) = ¢4 (u).
Além disso, 7 é evidentemente uma geodésica. Por unicididade de geodésicas par-

tindo de um ponto com velocidade inicial dada, temos que v = 7, o que conclui a

afirmagao.
Entao
d d .
X(expgu) = —dulexpgu)| = —(expothe(u))| = d(expy)u(X™(u))
t=0 t=0
o que conclui a demonstracao. [

A propriedade demonstrada acima é crucial em algumas passagens da demons-
tracao do teorema. Com ela conseguimos estimar normas de maneira bastante

eficiente. Note ao longo do texto quando serd feita mengao a equagao (3.1).
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3.2 Lemas sobre M

Lema 3.2.1. Dado u € TyB com ||u|| = 1, temos

S
1+s

expy(su) = u, s € [0,00).

dem: Note que como Z é uma isometria, leva geodésicas em geodésicas, e portanto

a curva
v(s) == Z " (exp,su)

¢ uma geodésica em B, que satisfaz v(0) = 0 ¢ 7/(0) = u. Por outro lado, note que

s S S I
Z (—u) =exp, | — | =exp, | ——— | =exp, | T
i) e (i) o () o (B2

S
1+s

= 7 < u) = exp,(su)

e portanto y(s) = u. Como s — expy(su) também é geodésica satisfazendo

s
o dds . .
as mesmas condicoes iniciais, o resultado segue pela unicidade de geodésicas com

ponto e velocidade iniciais dados. [

Lema 3.2.2. Seja d a distancia riemanniana em B dada pela métrica obtida a

partir de M e || - || a distancia euclidiana até 0. Entao Vx € B, vale
d(x,0)
]l =
1+ d(z,0)
dem: Escreva d(z,0) = s. Entdo Ju € B com |ulp = ||u|| = 1 tal que z =
expy(su) = L Segue imediatamente que
s s
]l = ull = :
1+s 1+s

|
Seja x € B entao, vendo x como um elemento de R, podemos entender x € T, B.
Denotamos por p(z) a norma de x em T, B em relacao a métrica riemanniana nao
euclidiana, isto é, u(x) := |z|,.
Lema 3.2.3. Seja r := ||z||. Entdo

plz) = A= (3.2)
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dem: Defina v(s) := exp, (s%ﬁ) Pelo Lema 3.2.1, temos que
—rlx
_ i T8
7(S>_1+15—_’”r7“ sr—r 1

Desta forma, v é tal que (1) = z e 7/(1) = (1 — r)z. Além disso, como =y é

geodésica, |7| é constante. Por fim, note que |y'(0)| = =. Logo

r

o [O] _[yw)
1—7r 1—7r (1— r)2'
Isso conclui a demonstragao de (3.2). |

Lema 3.2.4. Seja H, a curvatura média da esfera geodésica S, em B de raio 1,

orientada pelo campo normal exterior. Entao

inf —H, >k,

r>0

onde k é dado nas hipéteses do teorema.

dem.: Um possivel vetor normal exterior a esfera geodésica S, é o vetor gradiente
da funcao distancia a 0; denotaremos tal fungao por p. Sejam X1, --- , X,,_; vetores
ortonormais e tangentes a esfera geodésica S, pertencentes a 71,.S,. Entao podemos

escrever

n—1

1
H"“ = n—1 ZZI <_szgrad P, XZ> :
Observe que (Vx,grad p, X;) = Hess(p) (X;, X;).

Seja H} o espago hiperbdlico n-dimensional de curvatura —k?. Por hipdtese,

a curvatura seccional K de B satisfaz K < —k* Pelo Lema de Comparacao da
Hessiana (veja Teorema 2.1.5), temos que, se py é a funcao distancia a um ponto
fixo de HY, se pip(y) = p(x) e se Y; € T,HE é o ortogonal a grad p, e unitdrio, vale
que

Hess(p) (Xi, Xi) = Hess(py) (Y;,Y;) = (Vy,grad p;,, Y5) .

Somando em para ¢ =1,--- ,n — 1, temos que o lado esquerdo vale —(n — 1)H,
enquanto que o lado direito nos dd a curvatura média nao normalizada de uma
esfera geodésica centrada na origem de H}, ou seja, (n — 1)k cotgh (kpx) (veja o
Lema 4.2.4” para o caso k = 1; o caso geral é feito analogamente).

Entao

—(n—1)H, > (n — 1)k cotgh (kpx) > (n — 1)k = inf (—H,) > k.

r>0 -
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3.3 Estimativas em §
Definigao 3.3.1. (i) Parar € (0,1) e X € G, seja

| X1s, := max|X(z)|
(17) Dados u, VeW € TyB, defina

D
D(expg)u(V. W) i= dlexpo)an(V)]
t=0

onde a : (—€,€) — ToB é uma curva tal que a(0) = u e &'(0) = W e a

deriwada covariante € ao longo de a.
(7i1) Defina as sequintes normas:
|d(expy) |5, := max {|d(expy)u(V)|; w,V € ToB, u € S,, |V| =1}

| D?(expy) |5, :=max {| D*(expy)u(V, W) | ;u, V,W € TyB,u € 5,,|V| = |[W| =1}

Notagao: Quando - =1, ou seja, quando r = 1/2, omitimos o subindice
nas normas:
[ld(expy)lls, , = [ld(expy)|
1D%(expo)ls, , = 1D (expo)|

Lema 3.3.2. As sequintes desigualdades sao satisfeitas ¥r € (0,1) e VX, Y € G
com |X|s,,|Y]s, <1:

k
1 X|s,,, < Hd(eXPO)Hm (3.3)
2 k?
VyXlg, , < (II1D? (expy) || + lld(expy) ) Senh 2 (3.4)
k
IVy Xls, < |ld(expy)|| ——- (3.5)
Senhﬁ

dem.: Prova de (3.3): Seja u € TyB unitdrio. Seja s = r/(1 — r). Definimos o

seguinte campo de Jacobi ao longo da geodésica t — expg(tu):
J(t) == d(expg)u ((X(u)) .
Entao

J(s) = d(expy),, (sX"(u)) = X (expy(su))
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e J satisfaz J(0) = 0, J'(0) = X*(u).

Utilizamos entao o Teorema da Comparagao de Rauch (Teorema 2.1.4). Seja J
um campo de Jacobi ao longo de uma geodésica do espaco hiperbdlico de curvatura
—k? satisfazendo J(0) = 0 e |J/(0)| = | X*(u)|. Entdo devido ao teorema, |.J(s)| <
[Tl

Para J cumprindo estas condigoes iniciais, é sabido que vale (veja o capitulo V

de [dC1] para maiores detalhes)

- senhtk  _ .
[J@O)] = —— X" (u)].

Desta forma,

senh sk .
T IXT @l < I ()] = | X (expo(su))| < 1
e, portanto,
k
X < : :
Xl < o (3.
Agora podemos, entao, estimar | X (expyu)|:
* * k
X (expou)| = |d(expo)u(X™(u))] < fld(exp) [ X" ()l < lld(expo)ll———
1-r

Prova de (3.4): Denote por & := exptY, §; = d(&)o. Entao

X(@lexp)) = - u(Eexpgu)

- %QXF’O“‘”(U”(O = d(expy)s 0 (X ().

Assim,

(Vi X) (expqu) = 3 dlexpo)s (X" (5,(1)))

9

t=0

onde % ¢ a derivada covariante ao longo da curva t — &;(expyu), e conseqlientemente

(V) (expun) = glexmn)ag (X" ()| +dlexpa). X" (300)]

= D*(expy)u (X*(u),Y * (u)) + d(expg)u (X*(Y * (u))) .
(3.7)

Desta forma,

[(Vy X) (expou)| < (1D (expo) || [ X ()| Y (w)

+ |ld(expy)| HX (||§igzill
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Entao, usando mais uma vez (3.6), obtemos
k‘2

senh 2{—]“
—-Tr

[(VyX) (expou)| < (1D*(expo) | + [ld(expy)|l) -

Prova de (3.5): Continuamos com x = exp,(7=u), onde u € Ty B unitdrio.

Utilizamos um resultado forte, presente em [MS]. Para isso, consideramos uma
bola geodésica Bp, fechada, centrada em 0 e de raio suficientemente grande de
modo que x pertenca a seu interior. Desta forma, Br é uma variedade compacta,
com bordo e G-invariante e é possivel utilizar o resultado principal de [MS]: pode-
mos supor sem perda de generalidade que By estd contida em algum RY, para N
bem grande, de tal forma que a métrica de By é induzida de RN e, o que é mais
importante, que G' ¢ um subgrupo de Lie de O(N) = Iso(SN1).

A vantagem de enxergar Br dentro de RY é que a conexao de By nada mais é
que a conexdo do RY tangenciada. Mas a conexao no R ¢é a derivada usual!

Além disso, X e Y sdo restricoes de campos de Killing no RV, que nada mais
sio do que matrizes antissimétricas N x N. Desta forma, (VyX)(z) = [X (Y (2))]"
e, portanto,

[Vy X ()] < [X(Y(2))] < [X[]Y (2)] = |X]

onde a ultima igualdade vem do fato que escolhemos |Y (z)| = 1.

Observe que G deixa 0 fixo em B e deixa, pela derivada, Ty B fixo, entao podemos
supor que, em R, 0 é a origem e Ty B é um plano n-dimensional. Como o mergulho
em RY é equivariante, G deixa 0 fixo e suas derivadas, que sao os préprios elementos
de G, visto que sao agora transformagoes lineares, deixam TyB fixo. Assim, os
campos de Killing em RY provenientes daqueles em B sio “tangentes” a TyB, e
portanto a norma deles resume-se a norma em 7yB. Conseqiientemente, podemos
afirmar que |X| = maxyep y=1|X(y)| = [X]s,,,. Este valor j& foi estimado em

(3.3), concluindo a demonstragao. O

3.4 Estimativas para ¢
Seja ¢ € C** (B \ {0}) a extensao radial de ¢ dada por

ole) = (W) |

Fazemos nesta secao estimativas para ¢ e suas derivadas em B. O primeiro lema nos
ajuda a fazer as contas nos lemas seguintes, que por sua vez nos dao as estimativas

usadas na construcao de barreiras.
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Aqui utilizamos a terceira hipétese do teorema: dados vq,--- ,v,_1 vetores em
T, S,, em principio nao temos garantia alguma de que existam campos em G que em
x assumam os valores vy, -+ ,v,_1. No entanto, com a hipdtese da acao de G ser
2-pontos homogénea nas esferas geodésicas, temos que tais campos existem. Assim,
a terceira hipotese torna-se indispensavel para as contas que seguem.

Denotamos por £ o campo em B dado por

Observamos que E(p) = 0. Com efeito, E(p)(z) pode ser calculado derivando
¢ ao longo de curvas que tém FE(z) como vetor tangente em z. Em particular,
podemos tomar geodésicas normalizadas partindo de 0. Ao longo destas temos que
@ € constante, e, portanto, sua derivada é nula. Feitas essas observagoes, podemos

provar o seguinte resultado:

Lema 3.4.1. Seja « € B\{0}. Seja {Es,..., E,} referencial ortonormal em uma
vizinhan¢a de x ortogonais a E e geodésicos em x, ou seja, V,E;i(x) = 0Vu €
T.B. Sejam X, ..., X, campos quaisquer tais que X;(x) = E;(x). Entao Vi, j €

{2,...,n}, temos

Ei (Ei(p) () = Xi (Xi(p)) () — (grad ¢, Vx, Xi) ().

dem.: Sejam Xo,..., X, tais que Xy(x),...,X,(z) s@o ortogonais a E(x), for-
mando uma base para 7,B. Em uma vizinhanca de x podemos expressar F;,i =

2,...n, da seguinte forma:
j=2

com a;;(x) =bj(x) =0se j#iea;=1.
Para i,k € {2,...,n}, temos

VXkEZ' = ZXk (aij) Xj -+ Z aiijka + Xk (bz) E + b,VXkE

Jj=2 Jj=2

Assim, calculando em z e lembrando também que {E;} é um referencial geodésico,

temos, para 2 < i,k <n,

0="> Xy (a;) X;+ Vx,X;+ X (b) E.

Jj=2
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Fazendo o produto interno dos dois lados da igualdade por X;, temos
X (aiy) (2) = = (Vx, X, X;) ()

para 2 < 1,7,k < n.

Com as observacoes feitas antes do lema, temos,

Ey(Ei(p)) = Ek ((Zn: ai; Xj + biE) (‘P))

Jj=2

n

=2

Entao, calculando em x, obtemos,
Ex(Ei(e)) = Y Xilai)X;(p) + Xu(Xi(p))
j=2

= =Y (VX X)) {grad g, X;) + Xi(Xi(p)

j=2

= —(grad ¢, Vx, X;) + Xi(X;(¢)).

[ |

O Lema 3.4.1 foi enunciado com campos Xo,..., X, quaisquer. No entanto,
para fins praticos, é necessario que eles sejam campos de Killing muito especiais,
a saber, campos de Killing tais que X;(z) = E;(z) e |X;i|s, < 1. Aqui a terceira
hipétese do Teorema 1.0.1 é fundamental.

De fato, seja X um campo de Killing qualquer. Como S, é compacta, |X|g, é
assumida em um ponto y € S,. Seja ¢ := | X (y)|. Entdao X := (1/¢)X é um campo
de Killing tal que |)~(| < 1. Seja agora x € S,. Entao, como G opera de modo
2-pontos homogéneo em S, existe g € G tal que g(y) = = e dg,(X(y)) = Ei(z).

Defina entao

X; = Ad ,(X),
onde Ad, é a conjugacio em G, definida por d(a,)., para a,(h) := ghg™!' (veja,
por exemplo [AB]). Assim, temos garantia que X;(z) = E;(z), o que nos permite
aplicar o Lema 3.4.1, e que | X;|s, < 1, o que nos permite utilizar o Lema 3.3.2.

Com essas observagoes, prosseguimos.
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Definicao 3.4.2. Defina as sequintes normas para @ e suas derivadas:

|lo,s, == sup [ ()]

IEST
|pl1,s, :=sup|F(¢)(x)| = sup [grad ¢|
fRS S7'7 ST
F(x) € Ty Sr,
|F| =1
[plas, == sup [F1 (Fa(p)) ()]
xESm

Fl({L‘),FQ(:E) € Ty Sr,

[F1] = |F2| =1,

F1, Fhgeodésicos em ©
O proximo lema nos da estimativas destas normas para r = 1, indispensaveis

na construgao de barreiras para o problema.

Lema 3.4.3.
[¢l1s, < [|d(expy)|l Tgax|gfad Ol——— (3.8)
1/2 senh
[#ls, < 2| lld(expo)|* rgax | Derad ¢
1/2
k2
+ (1D (expo)[| + lld(expo)l| + [ld(expy)|[*) max grad o] | ————7-
1/2 senh i
(3.9)
onde max |Dgrad | = sup  |Vzgrad ¢ls, ,.
S1/2 Z€G,|2|s, ,,=1

dem.: Novamente, seja s := 1/(1—7). Seja u € ToB unitério e sejam X, Y € G tais
que | X (expy(su)| = |Y (expy(su)] =1 e que |X|s,,|Y]s, < 1. Usando a invariancia

radial de ¢, combinada com (3.1), temos

X()expen) = G le(oespom))]| = Glolexpyst)]|
= Glelow)] = Fledemm)]

9

X(p)(expysu) = (grad p(expyu), X (expgu))

d
= dw(expou) (%Qst(exp[)u)

e, portanto,

e entao, usando (3.3), obtemos

k

| X (expysu)| < max [grad ¢|[|d(expo )[|———7
1/2 senh i
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Para estimar X (Y (¢)), fazemos o seguinte:

Y (X (0))(expysu) = & [X () (Ex(exppsu))] = X()exposi)] g
- | etomemsaton] Y
_ % { % [pexpeWea(w))]) - } 0
-4 { 2 [90(¢t+A(§t(expo(U))]L_0}
_ % { % [o(Gerr(Elexpy)]| 0}
= < (grad p(0u(E(expgu))), X (64(6:(expgu)))

= (Vxgrad p(expyu), X (expyu))+ (grad go(expozt;?VX (expou))
(Vygrad p(expyu), X (expou)) +(grad o(expyu), Vy (expou)) -
(3.10)

+

E entao,

Y (X(p))(expgsu)| < 2|X|s, ,|Y]s, ax | Dgrad ¢|

(3.11)
+ (I9yXls,, +[VxXls, , ) max|grad o]
1/2

Agora, usando (3.3) e (3.4), obtemos

2
V(X (¢))(expgsu)| < 2l|d(exp,)[|* max| Dgrad o] ———
1/2 senh i
k?2
+ 2max|grad g — = (IID*(expy) | + ldlexpo)l]) -

1/2 1—r

Por fim, precisamos voltar ao referencial geodésico. Sejam E;, E; geodésicos em x

e unitarios. Usando o Lema 3.4.1, obtemos
|Ei(Ej(9))] < 1Xi(X;(0)] + {Vx,Xj, grad )| < [X;(X;(0))| + [Vx,X;|[grad ¢

A primeira parcela no lado direito acaba de ser estimada, |grad | estd estimado
por (3.8) e |Vx,Xj|| estd estimado por (3.5). Juntando estes resultados, obtemos o

desejado.
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3.5 Construcao de barreiras

Com estes lemas em maos, estamos prontos para provar a existéncia de solucao para
o problema através da construcao de barreiras.
Seja Fy, : B\ {0} — R dada por F,(z) = h(1—||z||), onde h € R. Desta forma,
escrevendo
Gh=Fy+o

temos que G, € C** (B \ {0}) e satisfaz Gy |y = 1.

Omitiremos nos calculos a seguir o subindice h para facilitar notagao; quando
for necessario, voltaremos a utiliza-lo.

Utilizamos a notacao FE; para o campo F definido no Lema 3.2.3. Fixamos
x € B. Sejam Es, ..., E, campos ortonormais e ortogonais a F; geodésicos em x.

Comegamos observando que

Q(G)(z) = d grod (2) +

grad ¢
= div
V/1+ |grad F'|2 + [grad ¢|?

div (x)
V/1+ |grad F|2 + [grad ¢|?
(3.12)

Também observamos que grad F' = F;(F)E;: de fato,

n

grad FF = Y (grad F, E;) E;

i=1

mas da definigdo de gradiente, temos (grad F, E;)(z) = dF,(FE;) = %F(a(t))‘tzo,
onde a(0) = x e &/(0) = E;. Se i > 2, entdo « é tangente a esfera geodésica que
contém x, e portanto F'(a(t)) é constante. Logo, grad F' ndo tem componentes nas
dire¢oes E, ..., E,, e portanto grad F(z) = dF,(E,)E; = E1(F)E;. Um raciocinio
analogo nos da que grad ¢ s6 tem componentes nas direcoes Fs, ..., E,, e como
em x estes campos sao geodésicos, podemos escrever grad = Y ", E;i(p)E; (veja

[dC1]). Feitas estas observagoes, podemos prosseguir.

Lema 3.5.1.
Ey(F)(z) = —h(1 — ||z]))?
Ey(Ey(F))(x) = 2h(1 — ||z]))?
dem.: Seja r := ||z||. Consideramos a curva

a(t) = exp, (tlfr>'
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Entao a(l) = exp, (ﬁ) = x, conforme o Lema 3.2.1. Além disso, repetindo as

contas do Lema 3.2.3, temos que

at) =

e, portanto, /(1) = (1 — r)z. Desta forma,

Bio) = o) = (U2 (( ) oy = )

ul—r T

t
—
1—r+tr

Por definicao de campo aplicado em uma funcgao, temos

BF) (@) = dF(Bua) = dF, (*2a () = 22 SF(at)

T T

(3.13)

t=1
Por outro lado, F(a(t)) = h(1 = [la(®)]]) e la(®)]| = d(0, a(t))/ (1 +d(0, a(t))). Mas
observe também que d(0, a(t)) é a norma do vetor v tal que expy(v) = «(t), que no

nosso caso € tr/(1 —r). Assim,

F(a(t)) = h 1—1Ji_r7¥_r>:h<1_t—r>

- 1—r4tr
_ 1—r+tr—tr :hi.
1—r+tr 1—r+tr
Desta forma,
d d 1—r —r(l—r)
—(F(alt = - =h|——
dt( (a(t))) — dtl—r+tr|,_, ((1—r+t7")2) —
— iF(a(t)) = —r(l —r)h.
dt 1
Substituindo em (3.13), obtemos
1—r 9
Ey(F)(z) = p (=/(1=r)h) = =(1 =r)°h.
O célculo da derivada segunda é analogo e serda omitido aqui. |
Lema 3.5.2.
Ei(E;(p)(x) .
————"" =0= lim FE; x
lzll—1 (1 — ||=])? |z —1 (P)()

Em particular, existe r1 < 1 tal que

B,(E(o))(x)
LE o !

‘ L | Ei(9)E;(¢)Ei(E;(9))(z)
2. D =t

i.j=2,i#]
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dem.: Conforme o Lema 3.4.3, se x € S,., vale

/{32

senh 217"—’“
—-r

|Ei(E;(9))] < C()

Afirmamos que

1 k2
lim =0,
P = )2 sl 2

e isto é facilmente verificado: o crescimento de senh no infinito é exponencial; o
outro fator tem crescimento polinomial. Podemos obter esse resultado aplicando a
Regra de L’Hopital

1

lim — L E S O (s o

r=1 (1 —7)2 senh 2% r—1 senh 2%
_2

= k% lim (1=r)°

"1 9k senh (f’—k) cosh (%) (ﬁ)

-

= klim = — klim *1”2
=1 senh %5 cosh £ k(senh 2(£27) + cosh? (2) (s
= lim ! =0
r—1 senh 2~ + cosh? -
Logo,

. EZ(EJ((P)) .
A 2 =

A outra igualdade é trivial, também utilizando as estimativas do Lema 3.4.3. A

existéncia de r; satisfazendo as desigualdades seguem da definicao de limite. [

Lema 3.5.3.

(14 |grad G|?)%/?(z) (di grad F ) z) =

"
(1= [l)? V1+ |grad G2

h(1 +lgrad*)(2(1 — [lz]]) + (n = 1) H,) + B (n — 1) H(1 = [J]))".

k(n—1)

T entao

Em particular, se h >0 e se ||| > ry:=1—

1 dGI2)3/2 dF k
(L+ |grad GP)2(x) gra < —hn = 1)5 + B = DH(1 — [2])*

v <
(1= [[=]))? V14 |grad GJ?
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dem.:
) grad F'
div
VI [grad FP + [grad oP

div grad F' 1
= + ( grad ,grad F' ).
V/1+ |grad F|? + |grad ¢|? V/1+ |grad F|2 + |grad ¢|?

Temos que

n n

div grad F:zn: (Vi Bi(F)Ey, E) =" E(E((F){(B, E)+Ei(F)Y (VB E).

=1 =1 =1

Mas observe que E;(E1(F)) =0, Vi # 1 e também que, como E; é campo normal

exterior as esferas geodésicas, Y . (Vg E1, E;) = —(n — 1)H,. Desta forma,
divgrad F' = Ey(E(F)) — (n — 1)Ey(F)H,.

Além disso,

1
grad
V/1+ |grad F|2 + [grad ¢|?
1
= =5 (1 + lgrad F|* + [grad o[*) ™*(grad (E1(F)” + Ba(¢)* + -+ + En(0)*))-

Mas

rad (B (F) + Ba(9)* + -+ + Eul) = (E1<F>2 + ZEW) E,

- Z 2B (F)E;(Ey(F))E; + Y ) 2E;(0)E;(Ei(¢))E;.

j=1 i=2

Como Ej(E;(F)) = 0Vj # 1, entao

Jj=1

grad (EI(F)2+Z Ei(go)2) =2 (El(F)El(El(F))E1 +Z Ei(9)) Ej<Ei(90))Ej> :

Dai

grad < L >
VIT Gl FF + [gad oF
=—(1+|grad F|?+|grad 90|2)3<E1(F)E1(E1(F))E1+Z Ei(9)) EJ(E1<90))EJ')

j=1

(3.14)
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e, portanto,

1
rad ,grad F’
<g VIt rad I + Jgad o >
=—(1+ By (F) + Z Ei(¢)*) P E\(F)*E\ (B (F))
i=2

o que nos da

div . rad I = (14 |grad G]2)¥2 {(1 + |grad G|?) [E1 (EL(F))

Vv 1+ |grad G|?

— (n—=1)E\(F)H,] — E\(F)*E\(E\(F))} .

Desta forma,

grad F’

1+ |grad GJ?
+E\(F)?[EUEHTF)) — (n — 1) E\(F)H,] — E\(F)2ErtE(TF))

= (L+ [grad *) (B (Ey(F)) — (n = ) EV(F)Hy) = (n— 1) By (F) H,.

(1+|grad G| div = (1+|grad o) [EL(Er(F)) = (n — 1) Er(F) H, |

Agora, substituindo na expressao acima o que foi obtido no Lema 3.5.1, obtemos:

grad F'

1+ |grad G|?

= (1 + lgrad of?) (2h(1 — ||z[))* + h(n = (1 = [|z[)*H,) + b (n — 1)(1 = ||z[)°H,.

(1 + |grad G|?)*/2div

e, portanto,

(1+ |grad G|2>3/2d' grad F'

iv
(1= [[=]))? v 1+ |grad G|?

= (L +[grad G*)(2h(1 — ||=[|) + h(n — 1) H;) + h*(n = 1)(1 — [|z[))* H,-

Para provar a desigualdade que vem a seguir, seja x tal que ||z|| > 1 — @.

Entéo
201 — ||z]) + (n — 1)H, < 2 (1 - <1 - w» + (n—1)H,

~ < - 1)h

onde a ultima desigualdade vem do Lema 3.2.4, que nos da H, < —k e, portanto,

k k k
St H =—— H, < ——.
ot He =5kt H < =
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Além disso, note que (1 + |grad ¢|?) > 1. Entdo multiplicando ambos os lados

por um valor negativo, obtemos

h(1+|grad o*)(2(1 = |lz[)+(n — 1) H,) < h(2(1 = [lz]]) + (n — 1) H,) <—h(n—1)

o |

o que conclui a demonstracao. |

Lema 3.5.4.

213/2
(1+ |grad G| )2 (x) div grad ¢ (2) =
(1 —1J=[) 1+ [grad G2

n

(1 + h2(1 _ ||$||)4)Z EZ(E1<90))<x> N Z EZ((,O)EJ((,0>E1(E](Q0))<£U)

_ 2 _ 2
R T - (e )
Em particular, se ||x|| > r1, entdo
1 dG[?)3/? d
( + |gra ‘ )2 (I)div grad e (x) < 2+h2(1 _ H37”)4
(1= [[=[]) Vv 1+ |grad G|?
dem.:
i 1
Y grad ¢ _ div grad ¢ + {erad grad )|
V1+|grad G2 /1 + |grad GJ? Vv 1+ |grad G|?
Agora,
divgrady = Z<VEJZEZ EZ-,EJ->
j=1
S NEIICIENRS 3 DEICTLANCS
J=1 1i=2 j=1 i=2
= Y E(E(@)+) D Ep) (VB Ej).
i—2 j=1 i=2

Lembrando que {E;}7, é geodésico em z, calculando neste ponto, obtemos

div o(x ZE

Quanto & segunda parcela, usando (3.14), obtemos que

1 3
rad ,grad = —(1+|grad G|7) 2 Ei(p E;
<g el s0> (1+grad G|) (; Ey( 3(90)))
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e, portanto,

grad ¢
1+ |grad F'|2 + |grad ¢|?

_ {(1 + |grad F|? + |grad ¢|?) Z Ei(Ei(#))

=(1+IgradFI2)ZEi(Ei(so))+|grad90|2 > Ei(Ei(9))

=D ElePQFi () = Y. E9)E(0)E(Ei(9)).

§,j=2,i#]

(1 + |grad G|?)*/2div

Substituimos, entdo, |grad F'|? = E;(F)? = h*(1 — ||z|)* e dividimos a expressio
por (1 — ||z||)?, obtendo a igualdade desejada.
Quanto a desigualdade, seja z tal que ||z|| > r; dado no Lema 3.5.2. Entao

(14 |grad G|?)3/? div grad ¢
(1= [[=]))? 1+ |grad G2
(1 + |grad G|?)3/? div grad ¢
B (1= l=)> V1 + |grad G|?
v [ EEQ | BOBEE

i=2 i.j=2,i#]

< (4R = |zt + 1 =2+ h*(1 — |lz])*.
o que conclui a demonstracao. [

Juntando os Lemas 3.5.3 e 3.5.4 e a expressao (3.12), obtemos que para h > 0

e ||z|| > ro := max{ry, ra},

(1 + |grad G|?)3/?
(1= Jlz])?

QUGN < |2 hn = DE| 4 121 = L) o 1)1y + 1),
(3.15)

Teorema 3.5.5. Se h > ﬁ e se ||z|| > ro, entdo

(1+ |grad G|2)3/2
(1 —l=[))

Q(G)(x) < —1.
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dem.: Com h > + fixado, olhamos para cada uma das parcelas do lado direto

de (3.15): )
2——@//17]—6:2—3: ~1

2—h(n—-1) [T 5

wl?r

4H),
h(n — 1)H||$H +1< MHHQCH +1= /{H I + 1.

M’f

Mas, como H|, < —k, temos que

Hiop
S

e, portanto,
ko

Multiplicando ambos os lados por h?(1 — ||z||)*, obtemos
P21 = Jlz]))* (h(n = 1) Hjay + 1) < =3R*(1 = [l])*

(note que quando ||z|| — 1, perdemos o controle desta cota superior, ela se aproxima
de zero. O importante é que a primeira parcelas do lado direito de (3.15) estd sempre
limitada superiormente por —1).

Desta forma,
(1 + |grad G|?)3/?

(1 = [J]})?

como queriamos demonstrar!! |

QG)(z) < 1

O resultado acima obtido nos dé que Q(G)(z) < 0 para todo = com ||z|| > r.
Como G nao estd definida em toda a bola, e nem sequer satisfaz Q(G) < 0 em
toda a bola, ela nao é uma supersolucao para o problema. No entanto, prolon-
gamos GG continuamente por toda a bola de forma que teremos uma supersolucao
generalizada.

Seja U a (1 — rq)-vizinhanca de 9B em B, isto é,

U:={z€B;r <|z|] <1}.

Agora escolha hg suficientemente grande tal que

6

ho > ———
= (n—1)k

min Gp, > max .
dU\OB
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Desta forma, existe um aberto limitado V' de B tal que B—\U cCVem:= rgl‘i/n Ghp, >
max .
A partir de agora, chamamos G}, simplesmente de . Definimos a seguinte
funcao em B:
w(z) = { min{G(x),m} se x € U
msex € B\U

Entao, conforme discussao na Segao 2.2.2, w é supersolucao generalizada para o
problema.
De forma totalmente analoga ao que fizemos para encontrar hg, podemos, para

o mesmo valor de ry, encontrar h << 0 tal que

(1+ |grad (~¥|2)3/2
(1 —l=|])?

onde G(z) = h(1 — ||z||) + ¢(z) e de modo que M := I%%Xé < min ¢. Desta forma,

QG)>1

podemos também definir a fungao

B(z) = max{G(z), M} se x € U
o M sex e B\U

e mais uma vez conforme discussao na secao 2.2.2, esta é uma subsolucao generali-

zada.

3.6 Argumentos finais

Acabamos de encontrar super e subsolucao para o problema. Isso nos leva a querer

aplicar o método da continuidade. No entanto, para aplicid-lo, precisamos estar

trabalhando em um conjunto limitado. Prosseguimos entao da seguinte formas:
Seja B; a bola euclidiana centrada em 0 e de raio 1 — 1/[ de tal forma que

1 —1/1 > ry. Considere o problema de Dirichlet em B;:

{ Q(u) =0 em B, (3.16)

ulop, = Glap,

Utilizando o método da continuidade, como faremos a seguir, é possivel mostrar
que para cada [ existe u; solugao de (3.16).
Para t € [0, 1], defina G; := F + tp. Seja

my = min G,.
v
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Observe que mingy F' + mingy ¢ = mingy G > maxgy ¢ e, portanto, mingy F >
maxgy ¢ — mingy ¢ > t(maxgy ¢ — mingy ¢) = mingy F' + mingy ty > maxgy ty.
Assim, m; > maxty e, portanto, podemos definir uma fungao w; : B — R da

mesma forma que definimos w, ou seja,

() = myse x € B\ U
e min{m, G¢(x)} se x € U

Analogamente, definimos, para M; := maxgy G; (que da mesma forma satisfaz
M; < mintp):

) Mysexe B\U

e { max{M;, Gi(x)} sex € U

Fixamos [ e consideramos a familia de problemas de Dirichlet em B, indexada por
t:

(3.17)
u’aBl = wt|aBl

{ Q(u) =0 em B

Considere o conjunto
Ap = {t € 0,1]; Ju; € C*>*(B;) solugdo de (3.17)}.

Através do método da continuidade, mostramos que A; = [0, 1]. Para isso, con-
forme visto na Secao 2.2.2, precisamos apenas obter barreiras que tenham limitacao
uniforme da altura e também do gradiente na fronteira de B;.

Acontece que w; tem uma limitacdo por cima para a sua altura uniforme em
t € [0,1]. De fato,
mingy £ se mingp <0

my = min F' + mintp < ] . ,
v mingy ' 4+ min ¢ = m se minp > 0

Além disso,

F(z) se p(x) <0

Gul) = F (@) + tp(x) < { F+ () = m se p(z) 2 0

Analogamente, w; tem limitagao por baixo da altura uniforme em ¢.

Mais do que isso, w; e w; estao sempre situadas entre w e w, até a fronteira de
B, o que nos d& a certeza de que seus gradientes também ficam uniformemente limi-
tados em 0B;. Desta forma, podemos aplicar o método da continuidade e encontrar
w; € C*%(B;) solugao de (3.16).
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Tendo a seqiiéncia u; em maos, precisamos fazer [ tender a infinito e ter certeza de
que o limite existe e é solugao de (1.1). Fazemos isso utilizando alguns argumentos
de compacidade e regularidade presentes na teoria de EDPs. Utilizamos mais uma
vez diversos teoremas de [GT].

Uma vez que temos u; solucao do problema em B, u; satisfaz w < u; < w,
e, portanto, temos uma limitagao uniforme em [ para ||y p,. Desta forma, por
Ascoli-Arzeld, podemos extrair uma seqiiéncia convergente em compactos de B a
uma funcao u continua em B. Como temos as barreiras em B que satisfazem
também |55 = w|sp = 1, u se estende continuamente a B e u|sp = 1.

Agora precisamos mostrar que u € C**(B) e Q(u) = 0.

Fixe K um compacto de B. Sem perda de generalidade, podemos supor que K
é uma bola geodésica de raio . Existe lg tal que | > g = K C B e, portanto,
u; esta definida em K. Denotamos por K a bola de raio rx /2 centrada no mesmo
ponto que K.

O Teorema 13.6 de [GT] nos d& que existem 5, = ((n, |w1 k, coeficientes de Q)

e C; = Ci(n, |u|1 i, coeficientes de Q) tais que

‘Dul($> - Dul(3/>|
[z — y|”

— [Duj]y 5 < Ci (T—K)_B’ .

sup 5

zyeK z#y

Uma vez que temos uma limitagdo uniforme para |u; 5 em todo B, e em

particular em K, temos que (3; e C; podem ser escolhidos uniformemente para todos

os valores de | > lx. Entao existem [ e C dependendo de n, sup; w1 x e dos
coeficientes de () tais que (renomeando sempre constantes por C')

-p
luly g0 < C (%) =:C.

Agora defina os operadores lineares uniformemente elipticos em C*?(K), onde

d := min{e, B}: b
gra

V1 + Jgrad w2

Como u; € CY9(B)), os coeficientes de L; pertencem a C%%(B;). Além disso,

Li(h) = div

satisfaz L;(u;) = 0. Por fim, notamos também que a familia L;, de acordo com o
feito até agora, tem coeficientes uniformemente limitados na norma C%°.

Utilizando o Teorema 6.2 (lembrando a observacao dada em (4.17)”) de [GT],
obtemos que

’ul‘2,5,f{ S Ca

onde K é agora a bola de raio rx /4, centrada no mesmo ponto que K.
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5 € C*(int K) na

norma C? e também que Q(u) = 0 em int K. Usando a teoria de regularidade,

Entao, a menos de subseqiiéncia, temos que w|,, x — Ul

temos que u € CQ’O‘(K ). Como K é arbitrario, segue o resultado.
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Capitulo 4

O Plano Hiperbdlico

O plano hiperbélico H? é o primeiro exemplo de variedade riemanniana de curvatura
seccional negativa. Além disso, H? é completo e nao é muito dificil verificar, como
fazemos na Se¢ao 4.1.3, que a terceira hipotese do Teorema 1.0.1 também ¢ satisfeita.

O Teorema 1.0.1 foi demonstrado para o caso particular M = H? em 2002 por
B. Nelli e H. Rosenberg em [NR] usando técnicas diferentes daquelas que apre-
sentamos no Capitulo 3 para provar o caso geral. Trazemos aqui uma demons-
tracao “parecida” com a do caso geral com o objetivo de recuperar alguma intuicao
geométrica, ja que trabalhar com desigualdades envolvendo conexoes riemannia-
nas, esferas geodésicas, curvatura seccional varidvel, entre tantos outros elementos
bastante abstratos, nem sempre consegue nos dar uma idéia do comportamento
geométrico da demonstracao.

Comecamos com alguns resultados sobre H?. Provamos entdo que a terceira
hipotese do teorema é satisfeita. A seguir, reformulamos convenientemente os le-
mas necessarios e por fim, concluimos a demonstragao. Procuramos sempre fazer

comentarios que nos dao a “intuicao” desejada.

4.1 Alguns resultados sobre H?>

Para trabalharmos com o caso particular M = H?, precisamos fazer uso de alguns
fatos, nem todos muito conhecidos, sobre ele. Esta secao dedica-se a estudar tais

resultados.
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4.1.1 Apresentando o plano hiperbdlico: os modelos do hi-

perboldide e do disco

Embora nosso trabalho seja praticamente de Geometria Riemanniana, para intro-
duzir o espaco hiperbdlico faremos uso de um pouquinho de geometria pseudo-
riemanniana. Se acreditarmos no Teorema de Levi-Civita (ou seja, da existéncia
de uma conexao, agora pseudo-riemanniana, simétrica e compativel com a pseudo-
métrica) para variedades pseudo-riemannianas, apresentar o espago hiperbdlico fica
muito mais simples do que fazer as contas utilizando parametrizagoes, por exemplo.

O que diferencia as variedades riemannianas das pseudo-riemannianas é que no
lugar de termos para cada ponto uma forma bilinear simétrica positiva-definida
(também conhecida por produto interno!) definida no espago tangente a esse ponto,
passamos a ter associada a cada ponto x uma forma bilinear simétrica nao degene-
rada em T, M, que denotaremos por ({-,-)),, ou seja, uma forma bilinear simétrica

que satisfaz a seguinte propriedade:
ueT,M, ((u,v)), =0Yv e T,M = u=0.

Isto é equivalente a dizer que a matriz da forma quadratica associada a forma
bilinear ((-,-)), (que é simétrica) ndo possui autovalores nulos.
Introduzimos em R? a seguinte estrutura pseudo-riemanniana: se u = (uy, us, us)

e v = (v, v, v3), entao
{{u,v)) = uvy + ugvy — ugvs.

Munido desta pseudo-métrica, R3 passa a ser conhecido como Espaco de Lorentz e
denotado por 3. Omitimos o subindice na definicao da pseudo-métrica porque ela
é a mesma em todos os pontos.

Como conseqiiéncia da independéncia da métrica com relagao ao ponto, temos
um primeiro resultado que serd bastante 1til: a conexao de L3 coincide com a
derivacao usual do R3, o que facilita consideravelmente nossas contas. Afirmamos
que a conexdo V de Levi-Civita de L3 satisfaz Vy X = Y(X). De fato, basta
observar que se g;; sdo os coeficientes da pseudo-métrica e (¢¥) = (gij)_l, entao os

simbolos de Christofell da conexao sao dados por (veja [dC1], por exemplo)
— 1
(VEEBj, Ep) =T = 5 > {Ei(gi) + Ei(gri) — Exl(gi)} g™
p

Podemos escolher a parametrizacao identidade de R® em L?. Neste caso, g =

g2 =1,933 = —1eg;; =0, i # j. Entao os simbolos de Christofell sao todos nulos.
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Dai se X = " a,E;, Y = b;E;, temos
(VyX,E) = <Z {b;E;(a;)E; + a;b; Vg, E; } Ek>
j
= <Z b Ej(a;)E;, Ek> +3 " aib (Ve BTy
4] ]
= <Z b, E; (Z aE> ,Ek> = (Y(X), Ey,)
J

i
o que mostra a afirmacao.

Defina o seguinte conjunto:
H:={z e L’ ((z,2)) = —1; x5 > 0}.

H funciona como uma esfera no espaco de Lorentz, e o interessante é que ela pode
ser visualizada em R?: nada mais é que a parte superior do hiperboléide de duas
folhas {(z1, 79, 73) € R3 2% + 22 — 22 = —1}. Note ainda que H pode ser visto
como uma componente conexa da imagem inversa do valor regular —1 pela funcao
[ :R® = R dada por f(z1,22,73) = 2} + 25 — 23, logo H é uma superficie regular
em R3.

Induzimos em H a pseudo-métrica de 3. Surpreendentemente {(-,-)) restrita a
H passa a ser uma métrica! De fato:

Seja x € H. Entao n(x) := x é um vetor normal a H em z: seu € T,H e U ¢

uma extensao de u em uma vizinhanca de z, entao

0=U{(n,n) =2(Vun,n),

onde V é a conexdo pseudo-riemanniana de 3. Mas como esta coincide com a

derivacdo usual do R* e = id, entdo V,n = Dn(z)(v) = id(u) = u. Ou seja,

0= (u,n). Assim, n L T, H. Entao n é normal a H. Além disso, (n,n) = —1.
Afirmamos que (u,u) > 0 Vu € T, H. De fato, note que

1 0 0
({(u,v)) = < 01 0 u,v>
0 0 1

Dados u € T,H e n € {T,,H}* nao nulos, n unitdrio, eles geram um plano em R3.
Note que u nao é paralelo a e3 = (0,0,1) pois u € T,H e ez nunca pertence a

algum plano tangente a H (de fato, se pertencesse a T, H, terfamos y com terceira
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coordenada nula, e, portanto, ((y,y)) > 0 > —1, absurdo!). Escolha no plano
gerado por u e  um vetor v ortogonal a e3 (e conseqiilentemente Av = v, onde A é
a matriz que d o produto interno), unitério (em R?) e nao ortogonal a u. Escreva
v = au+ [Bn Entao

1= (v,v)gs = (Av, v)gs = &*{Au, u)gs + 2a8{Aw;77 + 3*(An,n) = o*({u, u)) — 3

1+ 2
062

> 0.

= ((u,u)) =

Denotamos por H? a variedade (agora riemanniana) obtida desta maneira. Em
alguns momentos serd necessério recorrer a este modelo do plano hiperbdlico para
fazer algumas contas, mas na maior parte do tempo estaremos trabalhando com
outro modelo de H?: o modelo do disco.

Para isso consideramos a seguinte aplicacao:

7 H? — D?
($1,$2)
1+£L‘3 '

(xla Za, [E3) —

Geometricamente, podemos entender essa aplicagao como a projecao da compo-
nente superior do hiperboléide no disco segundo o ponto (0,0, —1). Veja a figura a

seguir:

#(0.0-1)

Dotado da métrica induzida pela aplicacao 7, D? é isométrico a H? e, portanto
s ) ) )

é outro modelo do plano hiperbdlico. Passamos a denoté-lo por D?.
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4.1.2 Geodésicas

Proposigao 4.1.1. Sejam v € H* ev € T,H, com {v,v) = 1. Entdo a geodésica

partindo de x com velocidade v € dada por

v:R—HcCL3
~(t) = (cosht)x + (senht)wv.

Na proposicao acima vemos x e v como triplas ordenadas em L, mas como é ver
que ({(y(t),v(t))) = —1 e, portanto, v(t) € H Vt € R. Além disso, tais geodésicas
estao definidas em toda reta porque H? é completa.

dem.: Precisamos verificar que %fy’ (t) = 0, onde a derivada covariante é tomada
na prépria curva 7, ou seja, precisamos verificar qu V7' (t) = 0, sendo V a
componente tangencial de V. Como esta coincide com a derivacao usual do R3,

vamos apenas derivar duas vezes e fazer a projecao.
v (t) = (senht)z + (cosht)v = V.7 (t) = 7" (t) = (cosht)z + (senht)v = (t).
Agora note que, conforme o que provamos na se¢ao anterior,
((7(1),u)) = 0Vu € T H2.

Assim, V.7 (t) = componente tangencial de 7”(t) = 0 e, portanto, v é geodésica.
Além disso, v(0) = z e 7/(0) = v, 0 que conclui a demonstragao.
[

Coroldrio 4.1.2. As geodésicas partindo de p = (0,0) € D? e com velocidade inicial

u € T,D? |ul|, =1 sdo dadas por

t

dem.: Observe que p é imagem de (0, 0, 1) pela projecao 7. Assim, basta projetar as
geodésicas de H partindo de (0,0,1) em D?. Se u € T(g0,1)H?, entdo u = (uy, us,0)
e é naturalmente identificado com (uy,us) € T,D? A geodésica partindo de (0,0,1)
com velocidade inicial u é dada por (u; senht, us senht, cosht). Entao sua projegao

em D? ¢ dada por

(uy senht, ug senht) senh ¢ senh ¢
= (ug,up) = ————u.
1+ cosht 1+ cosht 1+ cosht
Mas
senht  2senh (t/2) cosh(t/2) toh t
1 +cosht 2 cosh?(t/2) - g )
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4.1.3 Verificando a terceira hipotese: transformacoes con-

formes e o grupo de isometrias

A verificagdo da terceira hipdtese é bastante simples. Pensamos novamente no
modelo do hiperboléide.

Para a,t € R, considere as transformacoes em R? dadas pelas matrizes

cos at senat 0
R, = | —senat cosat 0
0 0 1

Elas preservam a pseudo-métrica ((, )) em LL? (isso verifica-se diretamente da defi-
ni¢ao). Em particular, como a métrica em H? ¢ induzida por esta pseudo-métrica,
obtemos que a restricao ao hiperboldide da transformacao dada acima é uma iso-
metria em H2. Projetando em D?, obtemos rotacoes centradas na origem. Desta
forma, tais rotacoes sao isometrias de D? deixando p fixo.

Na verdade, enxergando R?* = C (“O caminho mais curto entre duas verdades
do campo real passa através do campo complexo.”, J. Hadamard) e usando alguns
resultados bastante conhecidos da Variavel Complexa é possivel provar que nao
s6 as rotagoes de D? que deixam (0,0) fixo sdo isometrias como esgotam todas as
1sometrias que o deixam fizo. O leitor mais curioso pode dar uma olhada em algum
livto de Variavel Complexa e combinar os resultados com algumas proposicoes e
exercicios de [dC1].

O grupo de rotagoes centradas na origem age de forma 2-pontos homog'l'g)%nea
nos circulos geodésicos de D?. Sejam z,y € S, e V € T,.S, e W € T,,S,. Observe
que V e W sao tangentes a circulos, portanto “apontam” no sentido horario ou
no sentido anti-horario, e que |W| = AV], A > 0. Se V e W “apontarem” para
o mesmo “sentido”, escolha a = \; se apontarem para sentidos contrarios, escolha
a = —\, e para um t, apropriado vale que R, leva x em y e sua derivada leva V'
em W.

Desta forma, a terceira hipdtese do Teorema 1.0.1 é satisfeita por D? e podemos

prosseguir.

4.2 Reformulando os Lemas
Na demonstragao do Teorema 1.0.1, utilizamos o difeomorfismo

X
ZIB—>M, Z(QJ):epr <1_—||x||)
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para identificar M e B isometricamente. Esse difeomorfismo nao tem nada de

especial. Note que ele é a composi¢ao do difeomorfismo v +— v/(1 — ||v]|) com a

aplicacao exponencial, que é um difeomorfismo global, via Teorema de Hadamard.

O primeiro difeo, que mapeia B em T,M, é aqui convenientemente substituido por
v

v — 2arctgh ||v| ol

A razao disso é que se tomamos o modelo do disco para H? temos que a aplicacao

exponencial no ponto p = (0,0) é dada por

[l 'y v

oo = o (10 2

Desta forma, fazendo a composi¢ao do novo difeomorfismo pela aplicagao exponen-
cial, obtemos a aplicacao identidade, que é a maneira canonica de identificar B com
H2.

Essa escolha de um outro difeomorfismo faz com que precisemos fazer algumas
adaptacgoes nos lemas que precedem a demonstracao do teorema, e é o que sera feito
a partir de agora. Alguns lemas se tornam triviais e por isso omitiremos a demons-
tragao dos mesmos. Note que agora B = ID?, entao a aplicacao exp, : ToB — B
coincide com exp,, : T,D* — D?. Utilizaremos a notagao exp,, para evitar confusoes
do ponto (0,0) € D? com o vetor nulo. Além disso, a notacao || - || serd utilizada
tanto para denotar a norma de vetores em T,D* quanto para denotar a distancia

euclidiana de pontos de D? & origem.

Lema 4.2.1.
exp,(su) = tgh (g) u, Yu € T,D? |jul| =1, Vs € [0,00).

Lema 4.2.2. Seja d a distancia naio euclidiana em D?. Entdo

o]l = teh (d%p)) |

dem.: Note que x = exp, (d(z,p)u) para algum u € T, M unitario. Entao

- (452 - (257
[

Novas notagoes: Seja r € (0,1) Entao denotamos por S, circulo geodésico de raio

2arctghr, que coincide com o circulo euclidiano de raio r. Denotaremos por S, o
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circulo euclidiano em T, M de raio 2arctghr, ou seja, ¢ aquele que ¢é levado em S,
pela aplicagao exponencial. Finalmente, mantemos a notagao u(x) := |z| para a

norma de x proveniente da métrica riemanniana nao euclidiana de D?.

Lema 4.2.3.
oy — 2l
Ll
dem.: Sejam x € D? com ||z|| =7 e

V(s) = exp, (23 arctgh TE) = tgh (sarctghr) L

r r
Entao « é geodésica com velociade inicial (e, portanto, velocidade) 2 arctghr e tal
que

(1) = z e 7/(1) = sech?(arctghr) arctghrz.
T

Notando que sech?(arctghr) = 1 — r?, obtemos

2

1 — 2
Y1) = ( L arctghr) xr = 2arctghr = |7/(1)| =

T arctgh r|x|.

r

Isolando |z|, obtemos o resultado.
Outra maneira de obter este resultado (mais intuitiva) é notando que o produto

interno em y € D? é dado por
4
2
(1= lyll*)

onde ||y|| é a norma euclidiana de y. Agora basta notar que o vetor z satisfaz

<U, U)yg]D)Q = <u7 U>R2

(z,x)gs = ||z||*,0btendo o resultado. |
Lema 4.2.4.

inf (—H,) > 1.

r>0

No lugar de demonstrar a desigualdade, vamos aproveitar para demonstrar um
fato mais forte:
H, = — cotgh (2 arctghr).

Tal fato ¢é utilizado também na demonstracao do teorema principal, com a tinica
diferenca que passamos a trabalhar com dimensao n no lugar de dimensao 2. Fa-
remos a demonstracao apenas para dimensao 2 porque isso facilita a notacao. No

entanto, os passos sao os mesmos para n qualquer. Reformulamos entao o lema:
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Lema 4.2.4°:A curvatura média H, de S, no espaco hiperbolico H" é dada por
H, = — cotgh (2 arctghr).

dem.: Para demonstrar este resultado, vamos utilizar o modelo do hiperboldide
H?, pois assim podemos calcular conexoes como se estivéssemos derivando em R3,
e nao é preciso dizer que isto é uma grande vantagem para qualquer um!

As geodésicas em H? partindo de o = (0,0, 1), que é o ponto que corresponde
A origem no modelo do disco, tém a seguinte expressiao: se u = (u1,uz,0) € L? é

unitario (note que este vetor é tangente ao hiperboléide em o), entao
v(t) = (uy senht, ug senht, cosht)

é uma geodésica partindo de o com velocidade u = (uy,uz,0). Logo se y =
exp,(su) = (ujsenhs,ussenhs,coshs) € H? entdao o vetor normal a H* em y é

dado por

(uy cosh s, ug cosh s, senh s)

() = ({(uq cosh s, uy cosh s, senh s), (ug cosh s, ug cosh s, senh s)))

(uy cosh s, ug cosh s, senh s)
= 5 = (uy cosh s, ug cosh s, senh s).
2
cosh” s — senh?s

A curvatura média de H? em y com relacao a este normal é dada por — <VE277, E2>
onde FEs, é vetor unitario ortogonal a 7. No caso geral, esta expressao é substituida
por um somatério envolvendo n — 1 vetores ortonormais e ortogonais a 7. Aqui
parametrizamos uma curva que tem FE, como tangente, isso em dimensao maior
comeca a complicar notacao, mas a idéia é a mesma: parametrizar a esfera unitaria
em T,H?, que no nosso caso é um circulo, e tomar vetores tangentes.

Observe que como V é a derivacao usual do R?, entao

(Vi) () = Slal)|

=0
onde a é uma curva com «(0) =y e o/(0) = E,. No nosso caso, podemos tomar

(cos(f + t)senh s, sen (6 + t) senh s, cosh s)
senh s

at) =

onde u = (cos#, senf,0). Entao,

Y

(cos(f + t) cosh s, sen (6 + t) cosh s, senh s)
senh s

n(a(t)) =
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= nla()

(—sen @ cosh s, cos @ senh s, 0)

0 senh s

Assim,

Y

senh s senh s

— —sen @ cosh s,cosf coshs,0) (—senf senhs,cosf senhs, 0
(Teun) )= (! ) /)

cosh s

senh 2s = <(vE277) 7E2> (y) = sonhs cotgh s.

Agora note que se y € S, entao s = 2arctghr, o que conclui a demonstragao.

cosh s senh s

[ |
Obs.: Ja que falamos na curvatura média H,, vejamos que é possivel obter uma

expressao bem simples para ela:

In($££) 4 —In(££) Lr | 1or 2
e \1=r) 4 e~ "\I-7 1T 147
H, = —cotgh (2arctghr) = — = - L= — )
5 ( & ) @ln(}t:) —efln(}t:) lt: L_r: 2r
(4.1)

Aproveitando que ja falamos nessa identidade trigonométrica hiperbdlica, observa-

mos também a seguinte identidade, utilizada no préximo resultado:

W) _on(iE) w1
senh (2 arctghr) = c 26 = 1 5 Lt — ] T 5 (4.2)
—r

Lema 4.2.5. Sejam r € (0,1) e X,Y € G tais que | X|s,,|Y]|s, < 1. Entao,

1 1—1?
X < ||d =||d ; 4.3
Xlsuasse < e, o pprees = (e, 5 (43)
(1- 7”2)2 2
IVy X151 < 5z (I1D*(exp,)[| + [|d(exp,)||) ; (4.4)
1—1?

Vv Xs, < ld(exp, )| 5 (15)
dem.: A demonstracao é identica a do caso geral; apenas substituimos — por
2 arctgh r e utilizamos a identidade (4.2).

[ |

Obs.: Para provar (4.5), nado precisamos utilizar o resultado de [MS]; mais
uma vez podemos voltar ao modelo do hiperboldide, onde enxergamos X e Y como

campos de Killing definidos em LL?: sao matrizes antissimétricas 3 x 3. Ou seja, sio

da forma
0 a b
—a 0
—c —=b 0
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Como tais campos devem ter trajetérias que deixam fixo o ponto p = (0,0, 1), eles

devem se anular em (0,0,1), o que nos da b = ¢ = 0, ou seja, eles devem ser da

forma
0 a O
—a 0 0
0 00

Observamos também que se tomamos as matrizes R,; definidas anteriormente, de-
rivamos em relacao a t e calculamos em 0, o resultado é o mesmo.

A reformulagao do Lema 3.4.1 é trivial; basta fazer n = 2.

Lema 4.2.6. . )
-7
|#l1s, < lld(exp,)|| max |grad o] ——; (4.6)
1/2 r
(elas. < 2| dfexpy) | max |Dzrad o
1/2
2 2 (1 - 7”2>2
+  ([D*(expoo) || + [|d(expy) || + [|d(expy) || )rglgf\gradw\ Tz
(4.7)

dem: Novamente a demonstracao é analoga ao caso geral, por isso a omitimos aqui.
|

4.3 A construcao de barreiras

Embora estejamos trabalhando na bola unitaria em ambos os casos, a métrica
agora é outra. A mudanca de métrica implica na necessidade de alterar também as
barreiras.

Lembramos que a terceira hipétese do teorema nos garante que as esferas geo-
désicas sao “homogéneas” e é isso que nos permite construir barreiras radiais. Ob-
servamos que a familia de fungoes para o caso geral, Fj,, é da forma F,, = h(1 —r).
O fator (1 — ) pode ser relacionado com a métrica em B da seguinte forma.

Considere = € S, (e ndo importa quem é x, somente que ele estd em S,!). O

vetor z/||z|| é unitario vendo B dentro de R", enquanto que sua norma em 7, B é

[z p(z) 1

el (A=)

Entao a medida que nos aproximamos de 0., B, os vetores euclidianamente unitarios,

normais as esferas centradas em 0, tém norma crescendo com velocidade 1/(1—r)2.
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Observe que (1 — r) multiplicando h na barreira é exatamente a raiz quadrada
do inverso desse crescimento!! Entdao para o caso particular M = D?, onde o
crescimento é dado por 1/(1—72%), escolhemos Fj,(z) = hy/1 — r2 e, portanto, temos
a familia G, : D2\ {p} — R dada por

Gr(x) == hvV1 — 12+ p(x).

Mantemos a notagao do caso geral, isto é, £y = E e F, ortonormal a F em
uma vizinhanca de x, e geodésico em x, assim como as notagoes sem subindice nem
indicacao do ponto x.

Como antes,

grad F ) grad ¢
+ div
V14 |grad G|? 1+ |grad G|?

e vamos calcular separadamente cada um dos termos.

Q(G) = div

Lema 4.3.1. Para v € S,, temos
E(F)(z) = —hrv1 —1r2
Ey(By(F))() = —h [(1 =122 = r2VT =]
dem.: Note que, mais uma vez,

E\(F)(z) = dFy(Eqi()) = dFy(

Escolha a curva

7(s) = exp, (28 arctgh rf) — tgh (sarctghr) —
r T

como no Lema 4.2.3. Neste caso y(1) =z e

1 — 2
(1) = ( 4 arctghr) x.
r

Assim, reescrevemos z € T,D? da seguinte forma:

T T

* T ) arctgh T’PYI(l) = A = ¥ dFq (Q/”ﬁ);{arctghr’y,(l))

e, portanto,

1 d

Ei(F = —
1(F)() arctghr dt
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L= @I e [v®)* = tgh?(tarctghr) nos dao que 1 — [ly(£)[* =

1 — tgh?(tarctghr) = sech?(tarctghr) e, portanto,

F(y(t)) = hy/sech2(tarctghr) = hsech (tarctghr).

Desta forma,

%F(v(t)) = —htgh (t arctghr) sech (¢ arctgh r) arctgh r
d
= th(fy( )| = —hr(arctghr)sech (arctghr) = —hrv1 — r2arctghr.

=1
Substituindo em (4.8), obtemos

E\(F)(z) = —hrv1—r2

Ey(E1(F)) pode ser calculado de maneira totalmente andloga a E; (F):

1 d
arctghr dt

Ey(Ev(F))(x) = (Er(F)(v(@®)|

t=1

mas (E1(F))(y(t)) = —h||y(#)][v/1 = ||[7(t)||* = —htgh (t arctghr) sech (t arctgh r)

e entao derivando em relcao a ¢ obtemos

%(EI(F))(V(IS)) = —h[sech3(tarctghr)(arctghr)
—  sech (tarctghr) tgh ?(t arctgh r)(arctghr)]
= %(El(F))(fy(t)) B = —h(arctghr) ((1 —r%)*% = r2y/1—1r2).
Assim, Ei(Ey(F))(z) = —h ((1 —r?)32 —r2/1 —12). |
Lema 4.3.2.

lim EQ(E2(80))
le—1 (1 — [|=|2)3/2

Em particular, existe ry < 1 tal que para x com ||z|| > 71, vale

=0.

E5(Ex(p)) <1
(1—r2)32| =
, (L= fl=]*)?
dem.: Pelo Lema 4.2.6, temos que |Ey(E2(p))(z)] < C(p) ez Basta
T
dividir ambos os lados da desigualdade por (1 — ||z]|?)%/? que obtemos o resultado.
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Lema 4.3.3.

(1+ |grad G|?)%/? grad F _ —3h ) 5 o1+ 77
T div T eadCE | 2 (1+ |grad G|°) — h°r 5

dem.: Como no Lema 3.5.3, temos

grad I

V/1+|grad G2
e também divgrad F' = E,(E(F)) — Ey(F)H|y). Assim, substituindo e simplifi-

cando, obtemos:

div —229F (14 |arad G2 [(1 + |grad o) (Ey(EL(F))

V' 1+ |grad G|?

div — (Hjgrad GI?) 73 [(1-+|grad GI*)div grad F— By (F)*E (B (F))]

— E(F)Hyey) = Ex(F)* Hywy ]
Substituindo pelas expressoes obtidas no Lema 4.3.1 e chamando r = ||z||, obtemos

grad F’

1+ |grad G|?

= (1 + |grad |?)(—h(1 — r2)%2 + hr?\/1 —r2 4+ hr/1 — r2H,) + b33 (1 — r?)3/2H,
Agora usamos a expressao para H, obtida em (4.1):

—h(1=72)32 + h2/1 =72 + hrv/1—12H,

(1 + |grad G|?)*/2div

2
_ —h(l—r2)3/2+h(r2— L )m

21
= _h(1_72>3/2+h(%—§) V1—1r2

= —h(l- 702)3/2 _ g(l _ 7”2)3/2 _ _T(l _ 7,2)3/2.

Assim,
1 dG|?)3? dF —3h 1+ 72
(At lerad G, _era = 21+ Jgrad o) — W2
(1—r2)¥ V1 + |grad G|? 2 2
como queriamos! [ |
Lema 4.3.4.
(1+ ’gradGP)g/Q . grad ¢ 20,112 oy E2(Ea(p))
div = (1+hz]|?(1 = ||z||?)) ————5.
= TP T gy P

Em particular, para ||x|| > r1, temos

1 dG2)3/2 d
(L+lrad G erade 22— o).

(1= [l=[|*)?2 V1 [grad G2
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dem.: Como no lema do caso geral,

grad ¢
V14 |grad G|?

e entao, substituindo a expressiao de |grad F|?, obtemos a igualdade desejada. M

div

= (1 + |grad of*)"*/2(1 + [grad F|*) Ez(E2())

Agora juntando as desigualdades obtidas nos Lemas 4.3.3 e 4.3.4, obtemos

(1 + |grad G|?)3/? grad G

T o2 ™ Tt graacp
< Tk pgmadoft) - eI 1 e )
= 1= 2 fgrad) - ol (5 + 2L 1 o).
Para h > 2, temos
g+ hH;HZ S

e, entao,

b hlal?
Rl (2 MR 2 <o
Jol? (5 + 5L - 14 al?) <0
Além disso,

3h 3h

Logo, para h > 2 e ||z|| > 71, temos

213/2
(14 |grad G|?) div grad G 0 < -2, (4.9)

(1= lz[[2)?? V1 + |grad G|2( -

Note que h > 2 ja estd superestimando h. Poderiamos obter h menor verificando
qual é a maior raiz do polinémio em h (de grau 3 e com coeficiente lider negativo)
acima.

Observamos também que as estimativas obtidas foram bem diferentes daquelas
no caso geral. A mudanca da métrica fez com que as estimativas ficassem mais
fracas: o crescimento dos vetores euclidianamente unitdrios na norma de D? acom-
panhou o crescimento das barreiras bem mais de perto. No entanto, como temos
uma expressao explicita para H,, é possivel encontrar com mais precisao qual o
valor de h a partir do qual devemos comegar.

Uma vez que temos (4.9), a demonstragao para o plano hiperbdlico segue com

os mesmos argumentos finais que o caso geral, o que conclui a demonstragao.
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