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Coordenação de Cosmologia Relatividade e Astrof́ısica-ICRA

Centro Brasileiro de Pesquisas F́ısicas-CBPF

Rio de Janeiro, Abril de 2010.



 
 
 
 
 

Livros Grátis 
 

http://www.livrosgratis.com.br 
 

Milhares de livros grátis para download. 
 



Resumo

Apresentação do método Quasi-Maxwelliano da gravitação para estudar a

estabilidade de modelos cosmológicos conformalmente planos. O método é

invariante de calibre e as variáveis perturbadas tem interpretação f́ısica ou

geométrica. Esse método mostrou-se especialmente apropriado para descr-

ever modelos com ricochete.
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Introdução

Desde a antiguidade, a humanidade busca o conhecimento e o entendi-

mento dos fatos que acontece a sua volta tentando responder as questões

intŕınsecas ao esṕırito: quem somos, de onde viemos e para onde vamos? A

resposta para essas perguntas evolue de tempos em tempos de acordo com

a evolução do pensamento humano no que diz respeito a ciência a filosofia e

até mesmo a religião. Na minha opinião, essa evolução do pensamento está

relacionada com a maneira em que os fatos são observados e interpretados ao

longo do tempo. No meio a tantos questionamentos surgem diversos cenários

na tentativa de saciar o questionamento humano sobre porque existe alguma

coisa ao invés do nada e entre os cenários surge a cosmologia que tem como

objeto de estudo o Universo, no sentido f́ısico de tudo que existe. Em out-

ras palavras, a Cosmologia tem como objetivo estudar a totalidade e através

dela refundar as bases da f́ısica com o desejo que as leis possam ser válidas

em todas as escalas [1].

O Universo, simplesmente acontece, inerente a nossa vontade e muitas

vezes bem distante dos nossos olhos e dos nossos sentidos. Um cientista, no

papel de um mero expectador, constrói modelos para representar o que está

sendo observado e como o Universo observado é uma pequena parte do Uni-

verso ao qual temos acesso, certamente, não observamos tudo o que acontece

e nossos modelos, muitas vezes, estão longe de representar a totalidade Se

precisamos construir modelos gerais que expliquem o Universo no qual esta-

mos imersos, porque considerar uma pequena fração da totalidade para impor
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condições e restrições aos nossos modelos? Pergunto ainda, porque consid-

erar que o Universo nasceu de uma singularidade ao invéz de considerar que o

Universo sempre existiu e sempre existirá e que antes de se expandir, passou

por uma fase de contração. Por que considerar que a geometria do Universo

é Riemanniana, onde o comprimento das réguas nas quais realizamos medi-

das se mantem constante durante seu deslocamento pelo espaço, ao invés de

considerar uma geometria mais geral, sem impor tal condição?

Neste trabalho, através do meu entendimento limitado do que realmente

é o Universo em toda a sua totalidade, apresento a minha própria inter-

pretação, tentado me libertar de amarras e pensá-lo de maneira mais livre

posśıvel. É fato que, todo modelo deve satisfazer de algum modo, certas

condições impostas pelas observações. De uma maneira bem simples e sem

pretensões, mostro como a escolha de uma geometria mais geral pode criar um

Universo não-singular e amplificar as perturbações iniciais que deram origem

a estruturas em larga escala no Universo como galáxias e aglomerados assim

como a amplificação de ondas gravitacionais, fonte de anisotropia de temper-

atura observada na Radiação Cósmica de Fundo. Embora, o mecanismo de

gerar não-homogeneidades, em nosso modelo, não reproduza o Universo ob-

servado, é posśıvel tratar de forma anaĺıtica a amplificação de perturbações

escalares e tensoriais.

Este trabalho se divide em três partes principais. Na primeira parte, de-

screvemos o Universo de Fundo, homogêneo e isotrópico, livre de qualquer

perturbação do campo gravitacional. Definimos parâmetros matemáticos que

representam a cinemática e a dinâmica do Universo assim como sua descrição

segundo o Formalismo Quasi-Mawxelliano da Gravitação. Consideramos um
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Universo descrito por uma geometria de Weyl Integrável (WIST) que produz

um ricochete puramente geométrico, ou seja, o Universo sofre uma fase de

contração antes da fase de expansão. Na segunda parte, descrevemos o Uni-

verso real, constiúıdo de perturbações do campo gravitacional e o tratamento

matemático das perturbações. Duas teorias de perturbações cosmológicas são

apresentadas: Formalismo de Bardeen e Formalismo Quasi- Maxwelliano. A

primeira descreve quantidades perturbadas de interesse f́ısico, através de per-

turbações do tensor métrico que não é um observável f́ısico e por isso, torna-se

necessário construir quantidades invariantes causando muitas vezes dificul-

dades de interpretação. O segundo formalismo descreve as quantidades per-

turbadas em termos de quantidades que são observáveis f́ısicos e por isso con-

stituem perturbações verdadeiras , eliminando o problema de calibre. Uma

comparação entre os dois formalismo é discutida. Na terceira parte, consid-

eramos apenas perturbações escalares do campo gravitacional e aplicamos a

teoria de perturbação cosmológica segundo o formalismo Quasi-Mawxelliano,

para estudar perturbações na densidade de matéria. Desenvolvemos um for-

malismo hamiltoniano, permitindo a quantização canônica da variável que

representa a perturbação de densidade de matéria Como aplicação, estu-

damos a amplificação das perturbações escalares por um modelo com ric-

ochete geométrico e calculamos o espectro de potência. Na quarta parte,

levamos em conta apenas perturbações tensoriais com o objetivo de estudar

ondas gravitacionais. De maneira análoga ao caso escalar, também descreve-

mos as perturbações segundo o formalismo Quasi-Maxwelliano e realizamos

a quantização canônica da variável que representa perturbações tensoriais.

O espectro de potência também é obtido.
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Notação

Na convenção de ı́ndices tensoriais, os ı́ndices espaço-temporais, denotado

pelo alfabeto grego variam como α = 0...3 , enquanto os ı́ndices espaciais

denotados pelo alfabeto latino, i = 1...3.

Neste trabalho, as unidades de medidas são geometrizadas por c = 1 =

8πG
c2

. Adotamos a assinatura (+,-,-,-) para o tensor métrico.

Em relação às derivadas, convencionamos o uso de (; ) para derivadas

covariantes na geometria de Weyl e no caso da geometria riemaniana, (//)

para as derivadas covariantes ,sendo (/) para as derivadas covariantes no

3-espaço e (, ) para derivadas simples.
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Caṕıtulo 1

Descrição matemática do

Universo

O Universo em uma determinada escala é representado por um modelo cos-

mológico. Podemos definir um dado modelo cosmológico especificando a

geometria do espaço-tempo, a matéria contida nele e a interação da matéria

com a geometria. Isso significa especificar, respectivamente, o tensor métrico

gµν , o tensor momento-energia Tµν e as equações dinâmicas do campo grav-

itacional [2].

Segundo a Teoria da relatividade Geral (TRG), as equações de campo são

dadas pelas equações de Einstein 1[3]:

Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν = kTµν (1.1)

e a equação de conservação do tensor momento-energia, dadanb pela iden-

tidade de Bianchi

1De acordo com a convenção usada k=1. (Vide seção Notação).
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∇νG
µν = 0 ⇒ ∇νT

µν = 0. (1.2)

O tensor métrico pode ser descrito em um particular sistema de coorde-

nadas fazendo conexão com os śımbolos de Cristoffel, ou em termos de um

sistema de tetradas fazendo conexão com coeficientes de rotação de Ricci, ou

ainda, descrito covariantemente através da formulação 3+1. Para referências

sobre o assunto, pode-se consultar os livros-textos [2]-[5].

No que diz respeito a matéria, considera-se o Universo usualmente composto

por alguma espécie de fluido ou um conjunto de part́ıculas representadas pela

teoria cinética, um campo escalar ou campo eletromagnético e até mesmo

uma mistura das possibilidades anteriores.

O movimento da matéria no espaço pode ser descrito através de quanti-

dades cinemáticas:

a) Velocidade

Como a matéria não está concentrada em uma dada região do espaço,

é necessário definir um campo de velocidade em toda a variedade, denom-

inado campo de observadores fundamentais, representados por uma famı́lia

de linhas de Universo (linhas do tipo-tempo):

V α =
dxα

dτ
(1.3)

onde τ é o tempo próprio medido ao longo das linhas de Universo fun-

damentais. Se V α é um vetor do tipo tempo, ou seja,VαVβg
µν > 0, podemos

normalizá-lo, segundo a assinatura métrica (+,− − −), como V αVα = −1.

Em geral, esse campo de observadores é tomado como comovente com o

conteúdo material do modelo.
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b) Tensor de Projeção

Dado V α, podemos definir um tensor de projeção hµν = gµν + V µV ν que

projeta objetos 4-dimensionais no 3-espaço do obervador ortogonalmente ao

campo de velocidade. É fácil verificar que o projetor hµν possui as seguintes

propriedades:

hµν = hνµ; hµµ = 3; hµαhµβ = hαβ; hβαVβ = 0. (1.4)

Para a caracterização completa do estado cinématico da matéria descrita

por um fluido, precisamos conhecer a derivada covariante do campo de ve-

locidades que pode ser decomposta em suas partes irredut́ıveis da direção de

V α:

Vµ//ν = aµVν +
1

3
θhµν + σµν + wµν . (1.5)

onde o escalar θ representa a taxa de expansão do Universo ,σαβ o tensor

de cisalhamento,wαβ o tensor de rotação e aα a aceleração das linhas de fluxo

do fluido.

c) Taxa de Expansão

A taxa de expansão do fluxo de linhas do fluido também representa uma

variação do fluido em relação ao volume (volume espećıfico do fluido).

θ = hαβVα//λ = V α
//α, (1.6)

onde:
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V α
//α = V α

α + Γα
λαV

λ = V α
,α +

(
√
−g), α√
−g

V α =
(V α

√
−g), α√
−g

(1.7)

d) Cisalhamento

O tensor simétrico σαβ, nos diz como as linhas de fluxo do fluido se de-

formam:

σαβ =
1

2
hµ [αh

λ
β]Vµ/λ −

1

3
θhαβ, (1.8)

e) Rotação

Representada pelo tensor antissimétrico wαβ, nos diz sobre a rotação das

linhas de fluxo do fluido.

wαβ =
1

2
hµ [αh

λ
β]; (1.9)

f) Aceleração

A aceleração do fluido é dada por:

•
aα = Vα//βV

β. (1.10)

Antes de descrever as equações dinâmicas para essas quantidades, pre-

cisamos definir como a matéria é representada pelo tensor momento-energia.

Tensor Momento Energia
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O Tensor momento-energia, fonte da geometria nas equações de Ein-

stein (1.1), pode ser decomposto em suas partes irredut́ıveis em relação a

4-velocidade V α:

Tαβ = ρV αV β − phαβ + 2q(αV β) + παβ (1.11)

onde ρ é a densidade de energia, qα é o fluxo de calor, p é a pressão

isotrópica e παβ é a pressão anisotrópica sem traço.Essas quantidades satis-

fazem as seguintes propriedades:

qαV
α = 0 = πα

α; παβ = πβα; παβV
β = 0. (1.12)

Segue da equação de conservação Tαβ
β//β = 0 as equações:

ρ̇+ (p+ ρ)θ + q̇αVα + qαα − παβΘµν = 0, (1.13)

e

(ρ+p)aα−p,µhµα+q̇µhµα+θqα+qνΘαν+q
νwαν+(π ν

α ) ν+π
µνΘµνVα = 0, (1.14)

onde Θµν = θ
3
hµν + σµν .

Um fluido perfeito é caracterizado por qα = παβ = 0, o que implica em

um tensor momento-energia

Tαβ = ρV αV β − phαβ. (1.15)

Equações de Propagação:
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Para examinar as equações de evolução das quantidades cinemáticas ao

longo das linhas de fluxo fundamentais, precisamos utilizar a definição de

curvatura,

Vµ//α//β − Vµ//β//α = RµϵαβV
ϵ. (1.16)

O tensor de curvatura Rµϵαβ , pode ser definido em termos dos seus traços

Rµα e R e do tensor de Weyl Wµϵαβ:

Rαβµν = Wαβµν −
1

2

[
Rαµgβν +Rβνgαµ −Rανgβµ −Rβµgαν

]
+
1

6
R
[
gαµgβν − gανgβµ

]
, (1.17)

Rµϵαβ = RµαRWµϵαβ (1.18)

Utilizando as equações de Einstein (1.1) para substituir os traços do tensor

de curvatura e realizando projeções adequadas, obtemos três equações de

propagação e três equações de v́ınculo:

Equação de propagação para o escalar θ ou equação de Raychaudhuri:

θ̇ +
θ2

3
+ 2(σ2 + w2)− aα//α = −1

2
(ρ+ 3p), (1.19)

com σ2 = σαβσαβ e w2 = wαβwαβ.

Equação de propagação para σαβ:
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hµ αh
ν
βσ̇µν +

1

3
hαβ(−2w2 − 2σ2 + aλ;λ)−

1

2
hµ αh

ν
βa(µ;ν) +

2

3
θσαβ + wαµw

µ
β = −Eαβ −

1

2
παβ (1.20)

Equação de propagação para wαβ:

hµ αh
ν
βẇµν −

1

2
hµ αh

ν
βa(µ;ν) +

2

3
θwαβ + σαµw

µ
β − σβµw

µ
α

= −Eαβ −
1

2
παβ (1.21)

As equações de v́ınculo para as quantidades cinématicas são dadas por:

2

3
θ,µh

µ
λ − (σα

γ + wα
γ );αh

γ
λ − aν(σλν + wλν) = −qλ; (1.22)

wα
α + 2wαaα = 0; (1.23)

Hδλ = −1

2
h ϵ
δ h

α
λ η

βγν
ϵ Vν(σαβ + wαβ);γ + a(δwλ). (1.24)

As equações de evolução para os parâmetros cinemáticos (σµν , wµν , aµν)

que obtivemos, envolvem a parte elétrica e magnética do tensor de Weyl, por

isso, torna-se necessário obter as equações de evolução para esses tensores,

que será feito no próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 2

Equações Quasi-Maxwellianas

O formalismo Quasi-Mawxelliano da gravitação foi introduzido por Jordan,

Ehlers e Kundt em (1960) [6] e consiste em considerar as Identidades de

Bianchi como equações de campo para as partes irredut́ıveis do tensor de

Weyl.

O tensor de Weyl, ou tensor de curvatura conforme Wαβµν , pode ser

decomposto em tensor de Riemann Rαβµν e tensor de Ricci Rαβ da seguinte

forma:

Wαβµν = Rαβµν +
1

2

[
Rαµgβν +Rβνgαµ −Rανgβµ −Rβµgαν

]
−1

6
R
[
gαµgβν − gανgβµ

]
, (2.1)

com propriedades Wαβµνg
αµ = 0 e Wαβµν = −Wβαµν =Wµναβ.

Na ausência de matéria, Rµν = R = 0 e conseguentemente Wαβµν =

Rαβµν , ou seja, podemos dizer que Wαβµν representa o campo gravitacional

livre, determinado não-localmente pela matéria.
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Substituindo o tensor de Weyl, na identidade de Bianchi:

Rαβ
µν//λ +Rαβ

νλ//µ +Rαβ
λµ//ν = 0 (2.2)

obtemos as equações de campo:

W ν
αβµ//ν = k

(
−1

2
Rµ[α//β] +

1

6
gµ[αR/β]

)
. (2.3)

ou, com o aux́ılio das equações de Eistein (1.1):

W ν
αβµ//ν = k

(
−1

2
Tµ[α//β] +

1

6
gµ[αT/β]

)
. (2.4)

relacionando a geometria com o tensor momento-energia.

Em analogia com o eletromagnetismo, o tensor de Weyl pode ser decom-

posto em suas partes irredut́ıveis Eαβ e Hαβ, denominadas respectivamente

como parte elétrica e magnética:

Eαβ = −WαγβδV
γV δ (2.5)

Hαβ = −W ∗
αγβδV

γV δ (2.6)

com propriedades

Eµν = Eνµ; (2.7)

EµνV
µ = 0; (2.8)

Eµνg
µν = 0; (2.9)
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Hµν = Eνµ; (2.10)

HµνV
µ = 0; (2.11)

Eµνg
µν = 0. (2.12)

Escrevendo o tensor de WeylWαβµν em termos de suas partes irredut́ıveis

Eαβ e Hµν temos,

W αβµν = (ηαµλσηβντϵ − gαµλσgβντϵ)VλVτEσϵ

+(ηαµλσgβντϵ + gαµλσηβντϵ)VλVτHσϵ. (2.13)

O tensor W αβµν
//ν é um tensor de ordem 3 e admite quatro projeções

independentes em relação ao vetor tangente as curvas da congruência V µ,

gerando dois vetores e dois tensores de ordem 2:

W αβµν
//ν VβVµh

σ
α (2.14)

W αβµν
//ν η

σλ
αβVµVλ (2.15)

W αβµν
//ν h

(σ
µ η

τ)λ
αβ Vλ (2.16)

W αβµν
//ν Vβhµ(τhσ)α (2.17)
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Através dessas projeções e do uso de (2.4), que relaciona o traço do

tensor de Weyl ao tensor momento-energia, obtemos as Equações Quasi-

Maxwellianas da Gravitação:

hϵαhλγEαλ //γ + ηϵβµνV
βHνλσµ

λ + 3Hϵνwν =

1

3
hϵαρ,α +

Θ

3
qϵ − 1

2

(
σϵ

ν − 3wϵ
ν

)
qν +

1

2
πϵµaµ +

1

2
hϵαπα

ν
;ν (2.18)

hϵαhλγHαλ //γ + ηϵβµνV
βEνλσµ

λ + 3Eϵνwν =

(ρ+ p)wϵ − 1

2
ηϵαβλVλ qα// β +

1

2
ηϵαβλ(σµβ + wµβ)π

µ
αVλ (2.19)

hϵµh
λ
νḢ

µν + θHϵλ − 1

2
H (ϵ

ν hλ)µV
µ//ν + ηλνµγηϵβταVµVτHαγΘνβ

−aαE(λ
β η

ϵ)γαβVγ +
1

2
E µ

β //αh
(ϵ
µ η

λ)γαβVγ =

−3

4
q(ϵwλ) +

1

2
hϵλqµwµ +

1

4
σ
(ϵ
β η

λ)αβµVµqα+

1

4
hν(ϵηλ)αβµVµπνα//β (2.20)

hϵµh
λ
νĖ

µν + θEϵλ − 1

2
E(ϵ

ν h
λ)
µ V

µ//ν + ηλνµγηϵβταVµVτEαγΘνβ−

aαH
(λ
β η

ϵ)γαβVγ +
1

2
Hµ

β //αh
(ϵ
µ η

λ)γαβVγ =
1

6
hϵα(qµ//µ − qµaµ − πµνσµν)−

1

2
(ρ+ p)σϵλ +

1

2
q(ϵaλ) − 1

4
hµ(ϵhλ)αqµ//α +

1

2
hϵαh

λ
µπ̇

αµ + 14π
(ϵ
β w

λ)β +
1

6
θπϵλ

(2.21)

onde Θµν = σµν = 1
3
θhµν .
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As Equações Quase-Maxwellianas da Gravitação são equações diferenci-

ais de terceira ordem em gµν e exigem como condições iniciais as Equações

de Einstein sob uma superf́ıcie de Cauchy [11]. Pode-se também ver uma

demonstração deste teorema em [12].



Caṕıtulo 3

Modelos de Universo com

Ricochete

Nesta seção, vamos tratar especificamente de uma classe de modelos não-

singulares, que constitui os modelos com ricochete (bounce). Nos mode-

los com ricochete, o Universo é eterno e passa por uma fase de contração

no infinito passado até atingir um raio mı́nimo e depois se expande infini-

tamente. Esse modelo possui uma vantagem sobre o modelo cosmológico

padrão, visto que, o problema da singularidade inicial e do horizonte é re-

solvido. Além disso, da mesma maneira como ocorre com os modelos in-

flacionários, o ricochete atua como um mecanismo de amplificação das per-

turbações cosmológicas.

3.1 Modelo Cosmológico Padrão

26



CAPÍTULO 3. MODELOS DE UNIVERSO COM RICOCHETE 27

De acordo com o modelo padrão da cosmologia, o Universo teve sua origem

numa singularidade inicial (Hot Big-Bang) e sua geometria é descrita por um

modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) caracterizando homogenei-

dade e isotropia.

Essa descrição do universo foi muito bem sucedida, se mostrando de

acordo com muitas observações como por exemplo a homogeneidade do Uni-

verso em larga escala, a radiação cósmica de fundo (RCF) e abundância de

elementos qúımicos. Apesar do sucesso dessas predições, o modelo (HBB)

possui um problema estrutural intratável que consiste na singularidade ini-

cial, onde as quantidades f́ısicas divergem. Além disso, esse modelo gera

alguns problemas conhecidos como problemas padrões da cosmologia:

• problema de horizonte: limitação causal para homogeneidade do Uni-

verso;

• problema de planeza: aparente natureza euclidiana do Universo;

• assimetria de bárions: prevalescência de matéria sobre a anti-matéria.

Para resolver esses problemas, foi introduzida uma fase inflacionária no

modelo padrão. Nessa fase, o Universo após o Big Bang passa por uma fase

de expansão exponencial [7].

Além do modelo inflacionário, foram sugeridos muitos outros modelos

para resolver os problemas padrões da cosmologia, entre eles, modelos de

Universo não singular onde o Universo começa de um raio mı́nimo. Para

referências sobre esses modelos, consulte ([8]) e ([9]). Esses modelos possuem

uma vantagem sobre o modelo cosmológico padrão, visto que, o problema

da singularidade inicial é resolvido e da mesma maneira como ocorre com os
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modelos inflacionários, o ricochete atua como um mecanismo de amplificação

das perturbações cosmológicas.

3.2 Ricochete Geométrico

Nessa seção, vamos tratar especificamente de um determinado tipo de mod-

elo cosmológico com ricochete gerado puramente pela geometria do espaço-

tempo ([10]). Para gerar um ricochete geométrico, consideramos que o Uni-

verso inicialmente não possue é matéria e que sua geometria é descrita pela

geometria de Weyl como veremos a seguir.

3.2.1 Geometria de Weyl Integrável

Ao contrário do modelo padrão, vamos considerar que a geometria do Uni-

verso é descrita por uma generalização da geometria riemaninana denomi-

nada geometria de Weyl. Nessa geometria, consideramos que o comprimento

de um vetor varia com o seu deslocamento espacial. Isso significa dizer que

gµν//λ ̸= 0.

Originalmente, a geometria de Weyl foi proposta com o intuito de unificar

o eletromagnetismo com a gravitação, porém exibia uma grave inconsistência

com as observações, já que em sua formulação, o comprimento e portanto o

espectro atômico varia com a posição e o caminho para atingir essa possição,

quando na presença de um campo eletromagnético. Em nosso modelo, o

campo de Weyl não está associado ao campo eletromagnético e ademais, é

o gradiente de um campo escalar. Nesse caso, a variação do comprimento

depende apenas da posição, não importando o campinho para atinǵı-la. Essa
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geometria passou a ser denominada WIST , sigla em inglês para Espaço-

Tempo de Weyl Integrável. Assim,

gµν;λ = gµνwλ. (3.1)

onde wλ(x) = w,λ (x) é o gradiente de um campo escalar.

Com essa modificação na derivada covariante do tensor métrico, surgem

termos adicionais na afininidade riemaniana {αµν} = 1
2
gαλ[gµλ,ν +gνλ,µ−gµν,λ]

:

Γα
µν = {αµν} −

1

2
[wµδ

α
ν + wνδ

α
µ − gµνw

α], (3.2)

consequentemente no tensor de Ricci

Rµν = R̂µν − wµ//ν −
1

2
wµwν −

1

2
[�̂w − wαw

α], (3.3)

e no escalar de Ricci

R = R̂− 3[�̂w +
3

2
wµw

µ], (3.4)

onde

�̂w = wµ
//µ (3.5)

e {̂} denota uma quantidade calculada na geometria riemaniana, note que

wα ≡ w,α.

O cenário dinâmico para essa geometria é dado através de duas variáveis

geométricas fundamentais (gµν , wλ) e a ação mais simples envolvendo esse

par de variáveis é escrita como

S =

∫ √
−g[R + ξwµ

;µ]d
4x (3.6)
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onde ξ é um parâmetro adimensional.

As equações dinâmicas são obtidas através do prinćıpio variacional, var-

iando a ação S em relação ao par de variáveis (gµν , wλ):

R̂µν −
1

2
R̂gµν − λ2wµwν +

λ2

2
wαw

αgµν = 0, (3.7)

�̂w = 0, (3.8)

com λ2 = [4χ−3
2

].

A primeira integral da equação (3.8) nos dá

·
w = γa−3 (3.9)

onde γ é uma constante de integração.

Podemos interpretar esse resultado, como o equivalente das equações de

Einstein onde a fonte da geometria é o próprio campo escalar e rescrever

(3.7) como

R̂µν −
1

2
R̂gµν = −Tµν(w), (3.10)

onde o tensor momento energia dado por Tµν(w) = [ρw+pw]VµVν−pwgµν ].

Através de projeções adequadas do tensor momento-energia e dos vetores do

tipo tempo Vµ, obtemos uma densidade de energia ρw e pressão anisotrópica

pw negativas.

ρw = pw = −λ
2

2
ẇ2 (3.11)

É importante notar que a origem dos termos envolvendo w é puramente

geométrica. A interpretação em termos de um fluido é apenas formal, para
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aproximar as equações da forma que elas tomariam em uma geometria Rie-

manniana.

Substituindo (3.11) e (??) nas Equações de Friedman, obtemos

·
a
2
+ ϵ+

λ2

6

·
wa2 = 0 (3.12)

e

2a
··
a
2
+

·
a
2
+ ϵ− λ2

2
(
·
wa)2 = 0. (3.13)

Resolvendo esse sistema temos necessariamente um Universo de FRW

aberto, ou seja ϵ = 1 e substituindo (3.9) em (3.12) e (3.13) temos a seguinte

solução para o fator de escala:

·
a
2
= 1−

[a0
a

]4
, (3.14)

com a0 =
[
λ2γ2

6

] 1
4
.

Temos então, um modelo cosmológico com solução [13]:

a(η) = a0
√

cosh(2η). (3.15)

o que implica em um Universo com ricochete ou seja, possui uma fase de

contração precedida por uma fase de expansão como mostra a figura [3.1].
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Figura 3.1: Fator de escala do Universo. Nesse gráfico consideramos a con-

stante a0 = 1.



Parte II

O Universo Perturbado
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Caṕıtulo 4

Calibre em Perturbações

Cosmológicas

Evidências observacionais mostram que o Universo primordial era homogêneo

e isotrópico. Acredita-se que existiram pequenas perturbações iniciais que

vagarosamente foram aumentando de amplitude devido a instabilidade grav-

itacional. Essas perturbações iniciais são sementes para a formação de estru-

turas no Universo em larga escala como galáxias e aglomerado de galáxias

além de ser responsável pela variação de temperatura observada na Radiação

Cósmica de Fundo (RCF).

Para definir perturbações cosmológicas, precisamos primeiramente definir

um espaço-tempo fict́ıcio, denominado espaço-tempo de fundo e um espaço-

tempo f́ısico, denominado espaço-tempo real. O espaço-tempo de fundo é

livre de qualquer tipo de perturbação enquanto o espaço-tempo real contêm

as não-homogeneidades do Universo [14]. Nesse cenário, o termo calibre

representa a liberdade do observador na escolha do mapeamento entre o

34
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espaço-tempo de fundo e o espaço-tempo perturbado. Fazer uma escolha de

calibre significa realizar um mapeamento, determinando a correspondência

ponto a ponto entre os dois espaços-tempo como está representado na figura

(1.1).

Figura 4.1: Espaço tempo real e fict́ıcio.

Uma mudança nessa correspondência, mantendo a coordenada xµ fixa,é

chamada transformação de calibre (muda o ponto do espaço-tempo de fundo

correspondente ao ponto no espaço-tempo perturbado) enquanto uma trasformação

de coordenadas muda as coordenadas do espaço-tempo de fundo e perturbado

simultaneamente.

Uma quantidade perturbada é definida como sendo a diferença entre o

valor dessa quantidade em uma dada hipersuperf́ıcie S̃ do espaço-tempo per-

turbado e o seu valor correspondente em uma dada hipersuperf́ıcie S no

espaço tempo de fundo através de um mapeamento arbitrário representado

por Ω:

δq = q̃ − q. (4.1)

Uma fez definido Ω, não existe nenhuma arbitrariedade em δq, porém,

não significa que exista algo que relacione de maneira direta os dois espaços-
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tempo, ou seja, não é posśıvel determinar unicamente S de S̃ e por isso, essa

definição de perturbação deve ser vista com atenção.

Já vimos anteriormente que as perturbações definidas são completamente

dependente de um mapeamento escolhido e nesse contexto, a definição de um

modelo de fundo em S é equivalente a definir um mapa Ω de S em S̃. Como

exemplo, podemos ver o caso da densidade de energia que é dependende de

calibre. A densidade de energia perturbada δµ é definida por ummapeamento

Ω do espaço-tempo de fundo no espaço tempo perturbado. Só é posśıvel

comparar a quantidade µ com µ̃ após o mapeamento como representado na

figura [4.1].

Figura 4.2: Mapeamento do espaço-tempo de fundo no espaço-tempo per-

turbado.

4.1 Fixação de calibre

Um espaço-tempo pode ser descrito através de uma famı́lia de curvas do tipo

tempo (A) ou através de hipersuperf́ıcies espaciais com tempo constante (C)

como na figura (1.3).

O calibre pode ser especificado de várias formas dependendo de que



CAPÍTULO 4. CALIBRE EM PERTURBAÇÕES COSMOLÓGICAS 37

Figura 4.3: Aspectos do mapeamento.

maneira a quantidade µ é alocada nas hipersuperf́ıcies ou nas curvas do tipo

tempo:

a) Calibre Sincrono:

O calibre sincrono ou de tempo conforme é aquele em que o tempo próprio

é fixado ao longo das linhas de fluxo do fluido no espaço-tempo de fundo e no

espaço tempo perturbado e o calibre é fixado através da relação entre eles.

O problema dessa escolha é que ela é não local, já que é preciso integrar as

equações de campo ao longo das curvas do tipo tempo.

b)Hipersuperf́ıcies de fluxo ortogonal:

As hipersuperf́ıcies de fluxo ortogonal também conhecidas como hipersu-

perf́ıcies comoventes são escolhidas de maneira que sejam ortogonais as linhas

de fluxo do fundo, porém essa escolha só é posśıvel se o sitema for livre de

vorticidade. A dificuldade dessa escolha está em definir valores do tempo

unicamente nessas superf́ıcies pois se existir aceleração, o tempo próprio me-

dido ao longo de uma curva do tipo tempo será diferente da curva vizinha.



CAPÍTULO 4. CALIBRE EM PERTURBAÇÕES COSMOLÓGICAS 38

c)Equivalentes escalares:

Uma outra possibilidade é identificar quantidades escalares que são in-

variantes de calibre nos dois espaços-tempo e através delas definir superf́ıcies

espaciais em S e fixar o mapeamento entre os dois espaços-tempo. O prob-

lema dessa escolha é que é muito dif́ıcil decodificar a perturbação de densi-

dade obtida.

Existem outras escolhas para fixar o calibre e sua escolha vai depender

da perturbação estudada.



Caṕıtulo 5

Teoria de Perturbações

Cosmológicas

Matematicamente, o crescimento das perturbações iniciais no Universo é de-

scrito pela Teoria de Perturbações Cosmológicas e o tratamento relativ́ıstico

dessas perturbações, foi apresentado primeiramente por Lifshitz em (1946)

[15], considerando um modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) e pos-

teriormente resumido em [16] onde foi introduzido a decomposição das per-

turbações em harmônicos escalares, vetoriais e tensoriais. Como vimos an-

teriormente, o estudo de perturbações cosmológicas implica numa liberdade

de escolha de calibre. Diversos trabalhos foram realizados com diferentes

escolhas de calibre mas todos eles, exibindo dificuldades de interpretação das

quantidades perturbadas.

Para resolver o problema, seria necessário introduzir um formalismo in-

variante de calibre e nessa direção, podemos destacar dois trabalhos impor-

tantes: a teoria de perturbações cosmológicas no formalismo Quasi-Maxwelliano
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da gravitação, desenvolvido por Hawking em (1966) [18] e o formalismo in-

variante de calibre apresentado por Bardeen (1980) [20].

5.1 Formalismo de Bardeen

Nesse formalismo, as perturbações do Universo estão diretamente relacionadas

com as perturbações da geometria representada por gµν e perturbações da

matéria representadas por Tµν .

Considerando apenas perturbações lineares, podemos escrever o tensor

métrico acrescido de uma variação infinitesimal δgµν :

gµν =(0) gµν + δgµν , (5.1)

onde (0)gµν representa o tensor métrico do espaço-tempo de fundo.

Uma perturbação métrica, gera perturbações nas equações de Einstein

δGµν = kδTµν e usualmente, para resolvê-las, aplica-se condições de calibre

para simplificar a forma das perturbações da geometria e da matéria, trabal-

hando apenas com componentes do tensor métrico perturbado. O problema

desse método está no fato de que o próprio tensor métrico não é um observável

f́ısico diretamente mas apenas sua derivada segunda associada com o tensor

de curvatura Rαβγδ, portanto, não é uma quantidade invariante de calibre

e isso dificulta a distinção de uma não-homogeneidade f́ısica (geométrica)

de uma não- homogeneidade criada por uma mera escolha inconveniente do

sistema de coordenadas.

Bardeen através de combinações adequadas do componente do tensor

métrico construiu dois potenciais invariantes de calibre e através desses po-
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tenciais escreveu as equações de Einstein perturbadas de uma forma total-

mente independente de calibre.

5.1.1 Formalismo de Mukhanov

Em um trabalho mais recente [22], Mukhanov et all. simplifica a derivação

das equações de campo perturbadas, mostradas por Bardeen, trabalhando no

calibre longitudinal. Nesse mesmo trabalho, Mukhanov trata perturbações

clássicas e quânticas e aplica em alguns modelos relevantes. Aqui, vamos nos

deter em perturbações do espaço-tempo de fundo do ponto de vista clássico.

Assumindo um Universo homogêneo e isotrópico em larga escala, iremos

considerar a métrica conforme de Friedmann-Robertson-Walker (FRW):

ds2= a2(η)(dη2−γijdxidxj), (5.2)

onde γij = δij
[
1 + ε

4
(x2 + y2 + z2)

]−2
,com curvatura espacial ε = 0,±1.

As perturbações do espaço-tempo de fundo, representadas pelo tensor

métrico, podem ser classificadas em perturbações escalares, vetoriais e ten-

soriais, dependendo de como as perturbações se comportam sob uma trans-

formação de coordenadas no espaço-tempo de fundo.

Neste trabalho, estamos interessados apenas em perturbações escalares,

responsáveis pela formação de estruturas no Universo em larga escala, e per-

turbações tensoriais responsáveis pela descrição de ondas gravitacionais. As

perturbações vetoriais responsáveis por vorticidades serão desconsideradas.
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De uma forma geral, podemos escrever uma perturbação métrica escalar,

através de 4 quantidades escalares ϕ, ψ,B e E:

δgµν = a2(η)

 2ϕ −B|i

−B|i 2
(
ψγij − E|ij

)
 . (5.3)

Levando-se em conta essas perturbações, podemos escrever a métrica de

fundo dada por (5.2) como:

ds2= a2(η)
[
(1 + 2ϕ)dη2 − 2B|i dxidη −

[
(1− 2ψ)γij + 2E|ij

]
dxidxj

]
.

(5.4)

Claramente, esse elemento de linha não é invariante de calibre, porém,

podemos escrevê-lo em termos dos potenciais de Bardeen Φ e Ψ, dados por:

Φ = ϕ+
1

a
[(B − E ′)a]

′
(5.5)

Ψ = ψ−a
′

a
(B − E ′) (5.6)

e obter um elemento de linha totalmente independente de calibre:

ds2= a2(η)
[
(1 + 2Φ)dη2 − (1− 2Ψ)γijdx

idxj
]
. (5.7)

Nessa formulação invariantes de calibre , as perturbações da geometria

generalizadas para o caso em que a 3-curvatura é não-nula, são dadas por:

(ig)δG0
0= 2a−2

[
−3H (H Φ + Φ′) +∇2Φ + 3εΦ

]
;
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(ig)δG0
i= 2a−2 [H Φ + Φ′]|i ; (5.8)

(ig)δGi
j= −2a−2

[(
2H ′ + H 2

)
Φ + H Φ′ + Φ

′′
+ 2H Φ′−εΦ

]
δij.

Para o caso de um modelo de Universo que experimenta um ricochete

geométrico como descrito anteriormente por uma variedade de Weyl in-

tegrável (WIST) com solução do tipo Friedmann aberta ϵ = −1, e densi-

dade de energia negativa ρ = −λ2

2
φ′2

a2
obtemos as perturbações de matéria,

igualmente invariantes de calibre:

(ig)δT 0
0= −λ2a2

(
−φ′2Φ + φ′ (ig)δφ′ )

;

(ig)δT i
j= −λ2a2φ′ (ig)δφ,i , (5.9)

(ig)δT i
j= −λ2a2

(
φ′2Φ + φ′ (ig)δφ′ ) δij

onde

(ig)δφ = δφ+ φ′(B − E) (5.10)

,

é a variação do campo escalar constrúıda de forma invariante de calibre.
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Através do conjunto de equações (5.8) e (5.9), podemos obter as equações

de Einstein para um Universo com campo escalar geometrizado,

∇2Φ− 3H (H Φ + Φ′)+3εΦ = −3l2

2
λ2

(
−φ′2Φ + φ′δφ′ )

[H Φ + Φ′]|i= −3l2

2
λ2φ′δφ,i (5.11)

Φ
′′
+
(
2H ′ + H 2

)
Φ + 3H Φ′−εΦ =

3l2

2
λ2

(
φ′2Φ− φ′δφ′ )

onde λ é uma constante.

Usando a relação

3l2

2
λ2φ′2=H ′−H 2−ε,

podemos escrever :

∇2Φ− 2H 2Φ− 3H Φ′−H ′Φ + 4εΦ = −3l2

2
λ2φ′δφ′

[H Φ + Φ′] = −3l2

2
λ2φ′δφ (5.12)

Φ
′′
+2H 2 Φ+H ′Φ + 3H Φ′= −3l2

2
λ2φ′δφ′

A equação para o potencial de Bardeen Φ, associado a perturbação da

métrica, pode ser encontrada subtraindo a equação (0-0) da equação (i-j) :

Φ
′′−∇2Φ + 6H Φ′+2

(
2H 2 + H ′)Φ− 4εΦ = 0 (5.13)

onde as quantidades H 2e e H ′ são relacionadas através da equação
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2H 2 + H ′= −2ε, (5.14)

permitindo escrever

Φ
′′−∇2Φ + 6H Φ′−8εΦ = 0. (5.15)

Resolvendo essa equação, podemos obter a variável invariante de calibre

Φ, responsável pela descrição das perturbações.

5.2 Formalismo Quasi-Maxwelliano

Em 1966, baseado na descrição Quasi-Mawxelliana da gravitação, Hawk-

ing [18] propôs um novo método para tratar as perturbações cosmológicas.

Ao invés de considerar as perturbações cosmológicas descritas por peque-

nas variações no tensor métrico, que não é um observável f́ısico e por isso

introduz dificuldades de interpretação das quantidades perturbadas, Hawk-

ing considera perturbações provenientes de pequenas flutuações do tensor de

Weyl conforme que é um observável f́ısico e portanto, invariante de calibre.

Nesse formalismo, a interpretação dos objetos f́ısicos perturbados é direta.

Adicionalmente, no tratamento de perturbações tensoriais para descrever ra-

diação gravitacional, esse método introduz uma vantagem em relação aos

outros, visto que é o único a levar em conta a interação da radiação com a

matéria como será visto adiante.

De acordo com formalismo Quasi- Maxwelliano da Gravitação descrito

anteriormente, podemos decompor o tensor de Weyl, também chamado de

tensor de curvatura conforme, em suas partes irredut́ıveis, denominadas parte
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elétrica Eαβ e magnética Hαβ:

W αβµν = (ηαµλσηβντϵ − gαµλσgβντϵ)VλVτEσβ

+(ηαµλσgβντϵ + gαµλσηβντϵ)VλVτHσβ. (5.16)

Para modelos cosmológicos conformalmente planos, como é o caso de

um modelo de FRW, o tensor de curvatura se anula em toda variedade,

Wαβµν ≡ 0 e isso garante que a sua variação seja uma perturbação ver-

dadeira e não apenas um reśıduo da transformação do sistema de coorde-

nadas. Segue diretamente de (5.16) que as perturbações do campo gravita-

cional são descritas através de perturbações das partes elétricas e magnéticas.

A vantagem desse método é que além de eliminar problemas de calibre ex-

istentes em outras teorias, a dinâmica dos observáveis não requer sequer o

conhecimento das componentes de δgµν .

As equações dinâmicas perturbadas ,para os observáveis Eαβ e Hαβ são

dadas em primeira ordem por:

hα µh
β
ν(δE

µν)• + θ(δEαβ)− 1

2
(δE (α

ν )hβ)µV
µ;ν

+
θ

3
ηβνµε ηαγτλVµVτ (δEελ)hγν −

1

2
(δHµ

λ );γ h
(α
µη

β)τγλ Vτ =

−1

2
(p+ ρ)(δσαβ) +

1

6
hαβ(δqµ);µ −

1

4
hµ(αhβ)ν(δqµ);ν+

1

2
hµ(αhβ)ν(δπµν)

• +
1

6
θ(δπµν); (5.17)
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hα µh
β
ν(δH

µν)• + θ(δHαβ)− 1

2
(δH (α

ν ) hβ)µV
µ;ν

+
θ

3
ηβνµε ηαλτγVµVτ (δHεγ)hλν −

1

2
(δEλ

µ);τ h
(α
µη

β)τγλ Vγ =

1

4
hναηβετµVµ(δπνε);τ ); (5.18)

(δHαµ);νh
αϵhµν = (p+ ρ)(δwε)− 1

2
ηεαβµVµ(δqα);β; (5.19)

(δEαµ);νh
αϵhµν =

1

3
(δρ),αh

αε − 1

3
ρ̇(δV ε)− 1

3
ρ̇(δV 0)V ε+

1

2
hε λ(δπ

αµ);µ +
θ

3
(δqϵ). (5.20)

As equações Quasi-Maxwellianas perturbadas, juntamente com as equações

de evolução das quantidades cinemáticas perturbadas

(δθ)• + θ̇(δV 0) +
2

3
θ(δθ)− (δaα);α = −1 + 3λ

2
(δρ); (5.21)

(δσµν)
• +

1

3
hµν(δa

α);α − 1

2
(δa)(α;β)h

α
µ h β

ν +

2

3
θ(δσµν) = −(δEµν −

1

2
(δπµν); (5.22)

(δwµ)• +
2

3
θ(δwµ) =

1

2
ηαµβγ(δaβ);γVα; (5.23)

restringidas pelas equações de v́ınculo
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2

3
(δθ),λ −

2

3
θ̇(δVµ) +

2

3
θ̇(δV 0)δ0µ

−(δσα
β + δwα

β);αh
β
µ = −δqµ; (5.24)

(δwα);α = 0; (5.25)

(δHµν) = −1

2
hα(µh

β
ν)[(δσαγ);λ + (δwαγ);λ]η

ϵγλ
β Vε; (5.26)

e satisfazendo as equações de conservação:

(δρ)• + ρ̇(δV 0) + θ(δρ+ δp) + (ρ+ p)(δθ) + (δqα);α = 0; (5.27)

ṗ(δVµ + p,0δV
0)δ0µ − (δp),βh

β
µ + (ρ+ p)(δaµ)

+hµα(δqµ) + hµα(δπ
αβ);β = 0, (5.28)

constituem o conjunto completo de equações capazes de descrever a evolução

das perturbações em modelos conformalmente planos.

5.2.1 Decomposição em autofunções de Helmholtz

Para facilitar o estudo das perturbações, como proposto por Lifshitz em [16],

as perturbações cosmológicas podem ser expandidas em base de harmônicos
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escalares, vetoriais e tensoriais. Esses harmônicos formam bases completas,

permitindo o estudo independente de cada uma das perturbações.

É importante salientar que nem sempre é posśıvel decompor uma per-

turbação em modos escalares, vetoriais e tensoriais. A ausência de um deter-

minado modo está ligado com o comportamento da quantidade perturbada,

sob uma transformação de coordenadas no espaço-tempo de fundo. Na tabela

(5.29) escrevemos de maneira sucinta a contribuição escalar, vetorial e ten-

sorial para cada quantidade perturbada de interesse. Para uma versão mais

completa, consultar [23].

Quantidade Modo Escalar Modo Vetorial Modo Tensorial

Eij sim sim sim

σi,j sim sim sim

u̇i sim sim não

Hij não sim sim

wij não sim não

(5.29)

É importante notar que apenas as quantidades Eij e σij possuem todos

os modos e que não existe nenhuma contribuição escalar para Hij. Nesse

trabalho, vamos nos deter somente nas perturbações escalares e tensoriais,

por isso omitiremos a expansão em harmônicos vetoriais das perturbações

cosmológicas.

a) Harmônicos Escalares:

Podemos definir uma base escalar através da função modo Q(xl) inde-

pendente do tempo que satisfaz a equação escalar de Helmholtz:
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(3)∇2Q = −k2Q. (5.30)

O śımbolo (3)∇2 denota o laplaciano 3-dimensional definido pela operação

(3)∇2 ≡ γijQ,i//j (5.31)

e k está associado com o número de onda assumindo valores:

k2 =


n2 + 1, 0 < n <∞ ε = 1

n2, 0 < n <∞ ε = 0

n2 − 1, n = 1, 2.. ε = −1

(5.32)

Através do escalar Q, podemos definir, respectivamente, vetores e ten-

sores:

Qi ≡ Q,i, (5.33)

Qij ≡ Q,i//j, (5.34)

Visando a decomposição de quantidades tensoriais simétricas, podemos

definir um operador sem traço Q̂ij:

Q̂ij = − 1

k2
Qij −

1

3
Qγij (5.35)

com divergência dada por:

Q̂ij
//j = 2(

1

3
+

ϵ

k2
)Qi (5.36)

onde ϵ é a 3-curvatura espacial.



CAPÍTULO 5. TEORIA DE PERTURBAÇÕES COSMOLÓGICAS 51

Podemos escrever as quantidades perturbadas,através da expansão na

base escalar :

δEij =
∑
k

E
(0)
k (t)Q̂k

ij (5.37)

δσij =
∑
k

Σ
(0)
k (t)Q̂k

ij (5.38)

δπij =
∑
k

Π
(0)
k (t)Q̂k

ij (5.39)

δai =
∑
k

ℵ(0)
k (t)Q̂k

i (5.40)

δqi =
∑
k

q
(0)
k (t)Q̂k

i (5.41)

δVi =
∑
k

V
(0)
k (t)Q̂k

i (5.42)

δV0 =
∑
k

υ
(0)
k (t)Q̂k

i (5.43)

b) Harmônicos Tensoriais:

De maneira análoga ao caso escalar, podemos definir um tensor simétrico

através da base tensorial sem traço U ij(xl) = U ji(xl) e com divergência nula.

A base deve satisfazer a equação tensorial de Helmholtz:

(3)∇2U ij = −k2U ij. (5.44)

com laplaciano 3-dimensional definido pela operação
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(3)∇2U ≡ U
ij //k
/k . (5.45)

Para o caso tensorial, k assume valores:

k2 =


n2 + 3, 0 < n <∞ ε = 1

n2, 0 < n <∞ ε = 0

n2 − 3, n = 3, 4.. ε = −1

(5.46)

As quantidades perturbadas expandidas na base tensorial são escritas

como:

δEij =
∑
k

E
(2)
k (t)Uk

ij (5.47)

δσij =
∑
k

Σ
(2)
k (t)Uk

ij (5.48)

δHij =
∑
k

H
(2)
k (t)Uk

ij (5.49)

δΠij =
∑
k

Π
(2)
k (t)Uk

ij (5.50)

5.3 Conjunto Mı́nimo de variáveis

Novello et all.[21], simplifica esse formalismo, mostrando que existe um con-

junto mı́nimo fechado de variáveis E e Σ com as quais pode-se escrever todas

as outras vaŕıaveis que representam quantidades perturbadas . As variáveis

do conjunto mı́nimo, são as únicas variáveis que possuem todos os modos da

expansão na base de harmônicos como pode ser visto na tabela (5.29).
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Considerando apenas o caso escalar, as equações Quasi-Mawxelliana per-

turbadas dadas por (5.17)-(5.20), são expandidas na base de harmônicos

(5.37)-(5.43). Através da equação perturbada para o cisalhamento δσij e

para a parte elétrica do tensor de Weyl Eij ,obtem-se respectivamente:

Σ̇ = −E − 1

2
ξ − k2ℵ (5.51)

e

Ė = −1 + λ

2
ρΣ− (

θ

3
+
ξ

2
)E − ξ

2

(ξ
2
+
θ

3

)
Σ− k2

2
ℵ, (5.52)

onde a equação de estado é dada por p = λρ. Aqui estamos tratando o

caso em que λ ̸= 1, ou seja, caso em que o termo com a densidade de matéria

ρ não desaparece. A generalização para o caso de vácuo, pode ser vista em

[21].

Para resolver esse sistema, precisamos conhecer a variável ℵ e escrevê-la

em termos das quantidades do espaço-tempo de fundo e das variáveis E e

Σ. De maneira simples pode-se obter ℵ através da projeção no tri-espaço da

equação de conservação hναT
µν
;α = 0:

(1 + λ)ρδai − λ(δρ);i + λρ̇δVi = 0. (5.53)

Usando a expansão em harmônicos juntamente com a equação perturbada

da divergência do tensor elétrico (5.20) podemos escrever:

ℵ =
2

a2ρ(1 + λ)

(
1 +

3ε

k2
)[

− λE +
1

2
λξΣ +

1

3
ξΣ

]
(5.54)

mostrando que realmente, basta conhecer as variáveis E e Σ para conhecer

todo o sistema:
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Σ̇ = −E − 1

2
ξ − k2

2

a2ρ(1 + λ)

(
1 +

3ε

k2
)[

− λE +
1

2
λξΣ +

1

3
ξΣ

]
(5.55)

e

Ė = −1 + λ

2
ρΣ−(

θ

3
+
ξ

2
)E−ξ

2

(ξ
2
+
θ

3

)
Σ−k

2

2

2

a2ρ(1 + λ)

(
1+

3ε

k2
)[
−λE+1

2
λξΣ+

1

3
ξΣ

]
,

(5.56)

Desacoplando essas equações, para o caso de um fluido perfeito, ξ = 0,

p = ρ,λ = 1, obtemos as equações de evolução para as variáveis E e Σ:

··
E +

·
E (4 + 3λ)

·
a

a
+

1

a2
[
λ(k2 − 3ε)− ε(2 + 3λ)

]
E= 0 (5.57)

··
Σ +

·
a

a

(
ρa2 − 3λb

ρa2 + b

)
·
Σ− (1 + λ)

2
ρ

(
1 +

b

a2ρ

)
Σ= 0 (5.58)

Obtendo as equações dinâmicas, aplicaremos o formalismo Quasi-Maxwelliano

em um modelo com ricochete geométrico descrito no Caṕıtulo 3.



Caṕıtulo 6

Comparação entre as Variáveis

Perturbadas

Na teoria de perturbações cosmológicas descrita no caṕıtulo anterior, apre-

sentamos dois formalismo distintos. O formalismo de Bardeen consiste em

resolver as equações de Einstein perturbadas encontrando uma equação para

a variável invariante de calibre denominada potencial de Bardeen Φ e Ψ,

enquanto o formalismo Quasi-Maxwelliano consiste em resolver as equações

para o conjunto mı́nimo de variáveis (E,Σ). Já que todas essa variáveis rep-

resentam a perturbação do campo gravitacional, deve existir alguma relação

entre elas.

No formalismo Quasi-Maxwelliano, foi mostrado que as vaŕıaveis do con-

junto mı́nimo E e Σ, consiste na parte temporal da expansão na base de

harmônicos escalares:

δEij =
∑
k

E
(0)
k (t)Q̂k

ij, (6.1)

55
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δσij =
∑
k

Σ
(2)
k (t)Uk

ij. (6.2)

Goode em 1989, [23], baseado no formalismo de Bardeen, relacionou as

quantidades f́ısicas observáveis em termos das quantidades geométricas, car-

acterizando completamente os modos perturbados e escreveu em primeira

ordem para o caso escalar:

Eβ
α =

a−2

2
[k2(Φ−Ψ)Q

(0) β
α ] (6.3)

Para o caso de um fluido perfeito, Φ = −Ψ, reduzindo a equação anterior

a:

Eβ
α = −a

−2

[
k2(Φ)Q

(0) β
α ]. (6.4)

A parte elétrica do tensor de Weyl, pode ser expandida na base escalar na

base escalar Qα
β(x

i) definida anteriormente como: Eα
β = E(η)Qα

β. Subsi-

tuindo essa expansão na equação dada por Bardeen (6.4), obtemos a relação

E = −k2Φ (6.5)

para o caso de um fluido perfeito [24]. É importante salientar que as

variáveis E e Φ, satisfazem a mesma equação diferencial que determina a sua

evolução.
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Formação de Estruturas no

Universo
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a mágica presença das estrelas!
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Caṕıtulo 7

Introdução

O prinćıpio cosmológico nos diz que o Universo é homogêneo e isotrópico

porém isso é observado apenas em grandes escalas. Em pequena escala, ob-

servamos um Universo altamente heterogêneo, constitúıdo de diversas estru-

turas como galáxias e aglomerados,1 que estão distribúıdas randomicamente

no espaço. Muitas vezes observamos as galáxias agrupadas formando fila-

mentos e paredes e outras vezes, observamos regiões de grande vazio entre

elas.

Atualmente, o conhecimento do mecanismo de geração de estruturas no

Universo , constitui uma área da cosmologia de muita importância por está

ligada com as anisotropias observadas na temperatura da Radiação Cósmica

de Fundo (RCF). Para referências sobre o assunto, consultar os livros-texto

[25] e [26].

Supondo que na época do desacoplamento, existiam pequenas irregu-

1Os aglomerados são formados por galáxias que seguem uma atração gravitacional

mútua. Diferente de grupos de galáxias isoladas que estão sobre a ação apenas da força

gravitacional gerada pelo próprio centro de massa.

59
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laridades na distribuição de matéria, na região com maior concentração de

matéria , surge uma força gravitational atrativa que atua nas regiões vizin-

has atraindo mais matéria e conseguentemente aumentando a atração grav-

itational. Uma distribuição de matéria irregular é instável sob a influencia

da gravidade e será cada vez mais irregular com o passar do tempo. Essa

instabilidade gravitacional é responsável pela formação das estruturas que

vemos hoje.

Uma densidade irregular de matéria gera outros processos. Sabemos que

a pressão de radiação é proporcional a densidade de matéria, então a irreg-

ularidade na densidade cria gradientes de pressão e surgem forças que irão

se opor ao colapso gravitacional. A formação de objetos astrof́ısicos não

será tratada neste trabalho. Nos restringiremos aqui ao estudo de formação

das sementes que irão dar origem as estruturas, considerando como bloco

fundamental, galáxias ou aglomerados.

7.1 Amplificação das perturbações de matéria

Para que essas sementes iniciais cresçam dando origem a galáxias e aglomer-

ados, é necessário que tenha existido algum mecanimo de amplificação. As

perturbações geradas em escala microscópica através de flutuações quânticas

do vácuo, possuem comprimento de onda menor do que o raio de Hubble

definido por RH = H−1. Durante a fase inflacionária, fase de expansão acel-

erada, o raio de Hubble é constante e o comprimento de onda f́ısico das

perturbações são amplificadas extrapolando o raio de Hubble. No caso de

modelos com ricochete, as perturbações são amplificadas pelo potencial do

ricochete. Nesses modelos, o Universo começa com uma fase de contração
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em que o raio de Hubble é contráıdo mais rápido do que o comprimento de

onda f́ısico das perturbações. A fase de contração, termina em um ricochete

cosmológico, fase em que o Universo expande como no caso inflacionário e

as perturbações são amplificadas até a escala de super-horizonte. No caso de

modelos com ricochete, a escala de sub-horizonte acontece na fase de con-

tração do espaço-tempo enquanto no caso inflacionário, essa fase ocore antes

do peŕıodo inflacionário. Para uma revisão sobre modelos com ricochete,

consultar [8].



Caṕıtulo 8

Descrevendo as perturbações

de matéria

No estudo de formação de estruturas em larga escala no Universo, estamos in-

teressados na perturbação de densidade de energia δρ, que é uma quantidade

dependente de calibre. Como foi visto anteriormente, existem na literatura

diversas possibilidades de construir uma quantidade invariante de calibre,

através de combinações adequadas de variáveis. Segundo Bardeen, podemos

escrever uma densidade de matéria invariante de calibre como:

δϵ(IG)
m = 2

k2 − 3ϵ

3(H)2 + 3ϵ
Φ (8.1)

permitindo observar que a perturbação de matéria é descrita em termos

das variáveis Φ ou analogamente E, através da relação entre as variáveis dada

por: E = −k2Φ. Para o caso de um modelo de Universo com campo escalar

ϕ(t), representando a matéria, as equações dinâmicas para as variáveis E e

Φ se reduzem a:
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Φ′′ −∇2Φ + 6(H)Φ′ − 8ϵΦ = 0 (8.2)

E ′′ −∇2E + 6(H)E ′ − 8ϵE = 0 (8.3)

Com o objetivo de tratar quanticamente as perturbações, Mukhanov [22],

introduziu uma variável canônica:

v = a
[
δϕ+

ϕ′
0

(H)
Φ
]
, (8.4)

permitindo escrever a ação:

S =
1

2

∫
d4x

[
v′2 − v,i∇2v +

z′′

z
v2
]

(8.5)

onde ϕ′
0 representa o campo escalar no espaço-tempo de fundo e z =

aϕ′
0

(H)
.

Segue de (8.5), a equação de movimento

v′′ −∇2v − z′′

z
v = 0. (8.6)

Observamos que essa equação é exatamente a de um oscilador harmônico

e por isso nada mais natural do que fixar as condições iniciais através da

escolha:

v =
1√
2wk

eiwkη. (8.7)

O problema é que a variável v, diverge no ricochete, onde ȧ = 0. No

formalismo Quasi-Maxwelliano esse problema não aparece, pois é posśıvel

encontrar uma variável canônica bem comportada durante o ricochete, nos

permitindo de maneira direta impor as condições iniciais como flutuações
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quânticas do vácuo, como veremos na próxima seção. Por esse motivo,

daqui em diante, vamos tratar perturbações segundo o formalismo Quasi-

Maxwelliano, onde as variáveis responsáveis pela perturbação de matéria são

dadas por E e Σ.

8.1 Formulação Hamiltoniana

As equações para as variáveis perturbadas E e Σ nos mostra que essas

variáveis não são canonicamente conjugadas e por isso esse sistema não pode

ser descrito por uma Hamiltoniana, porém é posśıvel construir um conjunto

canônico de variáveis P e Q através de combinações adequadas de E e Σ.

Podemos escrever de uma maneira geral

 P

Q

 =

 α β

γ δ

 Σ

E

 (8.8)

onde os coeficientes α, βγδ são ajustados de acordo com o modelo do

espaço-tempo de fundo.1

Pela relação (8.8), podemos escrever o sistema :

P = αΣ + βE (8.9)

Q = γΣ + δE (8.10)

Conhecemos a relação entre as variáveis E e Σ e suas derivadas para o

caso escalar:

1É importante ressaltar que a escolha dos coeficientes não é única.
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 Σ

E

′

=

 0 h1

h3 h2

 Σ

E

 (8.11)

com

h1 = −a(η)
[
1 +

2λ(3ε− k2)

(1 + λ)

1

ρ a(η)2

]
(8.12)

h2 =
−a′

a

h3 = −(1 + λ)

2
ρ a(η) (8.13)

Cosiderando esse sitema como um conjunto de variáveis canônicas pode-

mos relacionar as variáveis P e Q com suas derivadas Ṗ e Q̇ através de uma

Hamiltoniana. Essa relação é expressa matricialmente por:

 P

Q

′

= H

 P

Q

 (8.14)

A condição para a existência de uma Hamiltoniana é dada pelas equações

de Hamilton

Ṗ = −∂H
∂Q

Q̇ =
∂H

∂P
. (8.15)

Segue da igualdade

∂
·
P

∂P
+
∂

·
Q

∂Q
= − ∂H2

∂P∂Q
+

∂H2

∂Q∂P
= 0 (8.16)

a condição necessária para que o sistema seja Hamiltoniano:
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trH = 0. (8.17)

A Hamiltoniana escritas em termos dos coeficientes das matrizes S e M

pode ser escrita:

H =
1

∆

 βδh3 − αγh1 − βγh2 + α′δ − β′γ −β2h3 + α2h1 + αβh2 − βα′ + αβ′

δ2h3 − γ2h1 − γδh2 + γ′δ − δ′γ −βδh3 + αγh1 + δαh2 − γ′β + δ′α


(8.18)



Caṕıtulo 9

Quantização

Vimos nos caṕıtulos anteriores, que a instabilidade gravitacional gerada pelas

flutuações quânticas do vácuo é responsável pela geração de sementes das es-

truturas observadas. Por isso, para dar condições iniciais quânticas num

espaço-tempo de fundo clássico, realizamos a quantização das variáveis per-

turbadas através do Formalismo Hamiltoniano.

9.1 Espaço de Soluções

Nesta seção, será descrito em detalhes o formalismo de quantização canônica.

Esse formalismo pode ser encotrado no livro-texto [27]. O primeiro passo para

o processo de quantização canônica é expandir as perturbações em modes de

Fourier:

Q(−→x , η) =
∫

d3
−→
k

(2π)3/2
Qk(η) l(

−→
k ,−→x ) (9.1)
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onde l(
−→
k ,−→x ) é a base espacial hiperbólica e Qk(η) é a solução da

equação

Q
′′

k (η) + w2
k(η)Qk (η) = 0 (9.2)

A equação (9.2) forma um espaço de soluções bidimensionaisQk (η) =

{Q1 (η) , Q2 (η)}, com Q1 (η) e Q2 (η) sendo funções reais e linearmente inde-

pendentes.

É conveniente definir funções

v(η) = Q1 (η) + iQ2 (η) (9.3)

v∗(η) = Q∗
1 (η)− iQ∗

2 (η) (9.4)

linearmente independentes, que formam uma base no espaço de soluções

complexas da equação(9.2).

Se

Im(v̇ v∗) =
1

2i
[v, v∗] = − 1

2i
W [Q1 (η) , Q2 (η)] = 1, (9.5)

v(η) é chamada FUNÇÃO MODO, onde W [Q1 (η) , Q2 (η)] é o Wron-

skiano das funções.

Considerando o espaço homogênio e isotrópico, k1 = k2 = k, podemos

escolher uma base normalizada

{Q1 (η) , Q2 (η)} =

{
1

√
wk

eiwkη,
1

√
wk

e−iwkη

}
(9.6)

e escrever
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v(η) =
1

√
wk

(
eiwkη + ie−iwkη

)
(9.7)

v∗(η) =
1

√
wk

(
e−iwkη − ieiwkη

)
(9.8)

com normalização:

W [Q1, Q2] = Q′
1Q2 −Q1Q

′
2 =

iwk + iwk

wk

= 2i. (9.9)

Daqui em diante, vamos denominar a base de soluções de (9.2 )como

{Q1 (η) , Q2 (η)} =

{
1

√
wk

eiwkη,
1

√
wk

e−iwkη

}
= {vk(η), v∗k(η)} (9.10)

9.2 Base Completa de Soluções

De uma maneira geral, a solução Qk(η) da equação (9.2 ), pode ser escrita

comouma combinação linear de v(η) e v∗(η).

Podemos escrever a solução geral Q−→
k
(η) da equação( 9.2)como uma com-

binação linear de v(η) e v∗(η)

Q−→
k
(η) =

1√
2

[
a−−→

k
v∗k + a+

−−→
k
vk

]
(9.11)

desde que Q−→
k
(η) é real, temos Q∗

−→
k
(η) = Q

−−→
k
(η) o que implica através

de 9.11 que

a+−→
k
=

(
a−−→

k

)∗
(9.12)
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A base completa formada pelo conjunto de soluções do espaço bidimen-

sional é dada pela integral:

Q(−→x , eta) =
∫

d3
−→
k

(2π)3/2
Qk(η) l(

−→
k ,−→x ) (9.13)

Q(−→x , eta) = 1√
2

∫
d3
−→
k

(2π)3/2

[
a−−→

k
v∗k + a+

−−→
k
vk

]
l(
−→
k ,−→x ) (9.14)

Q(−→x , eta) = 1√
2

∫
d3
−→
k

(2π)3/2

[
a−−→

k
v∗k(η) l(

−→
k ,−→x ) + a+−→

k
vk(η) l

∗(
−→
k ,−→x )

]
(9.15)

lembrando que vk(η) é a função modo normalizada

vk(η) =
1

wk

(eiwkη + e−iwkη) (9.16)

9.3 Quantização das Perturbações

O processo de quantização segue repassamos a função canônica Qk dada

por (9.11) por operadores Q̂k, e consequentemente ak por âk satisfazendo os

comutadores

[â−k , â
+
k ] = 1 (9.17)

[â−k , â
−
k ] = 0 (9.18)

[â+k , â
+
k ] = 0 (9.19)
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onde â±−→
k

são operadores de criação e aniquilação definidos por:

â±α =

√
wα

2

(
Q̂α(t)∓ P̂α

)
. (9.20)

Então, a base completa é descrita pelo operador

Q(−→x , η) = 1√
2

∫
d3
−→
k

(2π)3/2

[
â−−→

k
v∗k(η) l(

−→
k ,−→x ) + â+−→

k
vk(η) l

∗(
−→
k ,−→x )

]
(9.21)

que atua no estado |0⟩ definindo o vácuo. Daqui em diante, vamos de-

nominar esse operador como

QIN(−→x , η) =
1√
2

∫
d3
−→
k

(2π)3/2

[
â−−→

k
v∗k(η) l(

−→
k ,−→x ) + â+−→

k
vk(η) l

∗(
−→
k ,−→x )

]
(9.22)

para representar uma base inicial.

9.4 Transformação de Bogoliubov

Uma transformação de Bogoliubov, permite representar uma nova base em

termos de uma base inicial. Consideramos duas funções modos conhecidas

uk(η) e vk(η). Desde que uk(η) e u∗k(η) formam uma base e a função vk(η)

é uma combinação linear dessa base, podemos escrever de maneira geral:

v∗k = αku
∗
k − βkuk (9.23)

onde os coeficientes αk e βk são complexos.
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Decorre da condição de normalização W [vk, v
∗
k] = 2i que os coeficientes

αk e βk devem obedecer a relação

|αk|2 − |βk|2 = 1. (9.24)

|αk|2 ≽ 1 (9.25)

Podemos expandir a função QOUT (−→x , η) em uma outra base completa

QOUT (−→x , η) =
∫

d3
−→
k

(2π)3/2

[
b̂−−→
k
u∗k(η) l(

−→
k ,−→x ) + b̂+−→

k
uk(η) l

∗(
−→
k ,−→x )

]
(9.26)

através do conjunto de funções modos uk(η) que define um outro conjunto

de operadores b̂±−→
k
. Não sabemos como b̂±−→

k
atua no estado |0⟩in e por isso,

precisamos escrever b̂±−→
k x

em função de â±−→
k
.

Multiplicando as bases

v∗k = αku
∗
k − βkuk (9.27)

vk = α∗
kuk + β∗

ku
∗
k (9.28)

pelos coeficientes de Bogoliubov, obtemos:

β∗
kv

∗
k = β∗

kαku
∗
k − |βk|2uk (9.29)

αkvk = |αk|2uk + αkβ
∗
ku

∗
k. (9.30)

Subtraindo essas equações e fazendo o uso da normalização desses coefi-

cientes dada por (9.24 ), temos a relação inversa entre as bases:
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uk= αkvk−β∗
kv

∗
k; (9.31)

u∗k= α∗
kv

∗
k−βkvk. (9.32)

permitindo escrever a base completa

QOUT (−→x , η) =
∫

d3
−→
k

(2π)3/2

[
b̂−−→
k
u∗k(η) l(

−→
k ,−→x ) + b̂+−→

k
uk(η) l

∗(
−→
k ,−→x )

]
(9.33)

QOUT (−→x , eta) =
∫

d3
−→
k

(2π)3/2

[
b̂−−→
k

(α∗
kv

∗
k − βkvk) l(

−→
k ,−→x ) + b̂+−→

k
(αkvk − β∗

kv
∗
k) l

∗(
−→
k ,−→x )

]
(9.34)

Analisando a componente temporal da expansão,

QOUT (−→x , η) =
∫

d3
−→
k

(2π)3/2

[
b̂−−→
k

(α∗
kv

∗
k − βkvk) + b̂+−→−k

(
α−kvk − β∗

−kv
∗
k

) ]
l(
−→
k ,−→x )

(9.35)

QOUT
k (η) =

[
b̂−−→
k

(α∗
kv

∗
k − βkvk) + b̂+−→−k

(
α−kvk − β∗

−kv
∗
k

) ]
(9.36)

QOUT
k (η) =

[
b̂−−→
k
α∗
kv

∗
k − b̂−−→

k
βkvk + b̂+−→−k

α−kvk − b̂+−→−k
β∗
−kv

∗
k

]
(9.37)

QOUT
k (η) =

[
v∗k (̂b

−
−→
k
α∗
k −−b̂+−→−k

β∗
−k) + vk (̂b

+
−→−k

α−k − b̂−−→
k
βk)

]
(9.38)

podemos associar os operadores b̂±−→
k

aos operadores â±−→
k

que atuam no

estado de vácuo |0⟩in
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â−−→
k
= α∗

kb̂k − β∗
−kb̂

+

−−→
k

(9.39)

â+−→−k
= α−kb̂

+

−−→
k
− βkb̂k (9.40)

com a relação inversa dada por

b̂−−→
k
= αkâk + β∗

k â
+

−−→
k

(9.41)

b̂+−→
k
= α∗

kâ
+
−→
k
+ βkâ−k (9.42)

permitindo assim, conhecer como o operador bk atua no estado de vácuo,

ou seja, bk|0⟩.



Caṕıtulo 10

Energia do sistema clássico

10.1 Antes do Ricochete

Antes do bounce, a hamiltoniana do sistema se reduz a de um oscilador

harmônico

Hk =
1

2

(
P 2
k + w2Q2

k

)
(10.1)

A variável canônica Qk pode ser expandida em modos de Fourier da

seguinte forma

Q−→
k
(η) =

1√
2

[
a−−→

k
v∗k (η) + a+

−−→
k
vk (η)

]
(10.2)

onde a±−→
k

são constantes complexas de integração e vk ∝ eiwkη a base

temporal. A variável Pk, canonicamente conjugada a Qk é obtida através

da relação Pk =
·
Qk

P−→
k
(η) =

−iwk√
2

[
a−−→

k
v∗k (η)− a+

−−→
k
vk (η)

]
(10.3)
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Com essa expansão, podemos escrever (10.1)

HOHS
k =

w2
k

4


(
a−−→

k
v∗k (η)− a+

−−→
k
vk (η)

)(
a+−→

k
vk (η)− a−

−−→
k
v∗k (η)

)
+(

a−−→
k
v∗k (η) + a+

−−→
k
vk (η)

)(
a+−→

k
vk (η) + a−

−−→
k
v∗k (η)

)

(10.4)

HOHS
k =

w2
k

2

[
a−−→

k
a+−→

k
v∗k (η) vk (η) + a+

−−→
k
a−
−−→

k
vk (η) v

∗
k (η)

]
(10.5)

as constantes a±−→
k

são escolhidas de maneira que a base vk (η) seja nor-

malizada, então, podemos fazer a+
−−→

k
= a−−→

k
=

1
√
wk

HOHS
k = |vk (η)|2 (10.6)

A energia total do sistema é dada pela integral em todo os modos k:

H =

∫
d3
−→
k

(2π)3/2
Hk (10.7)

10.2 Depois do Ricochete

Depois do Ricochete, temos a presença de um termo de correção H11 na

Hamiltoniana e esse termo surge da evolução da hamiltoniana inicial, antes

do bounce

Hk =
H12

2
P 2
k − H21

2
Q2

k +
H11

2
(PkQk +QkPk) (10.8)
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com H12 = 1, H21 = −w2
k e H11 = 2ho.

A variável canônica Qk pode ser expandida em modos de Fourier da

seguinte forma

Q−→
k
(η) =

1√
2

[
b−−→
k
u∗k (η) + b+

−−→
k
uk (η)

]
(10.9)

onde a±−→
k
são constantes complexas de integração e uk ∝ eiwkη a base

temporal.A variável Pk, canonicamente conjugada a Qk é obtida através da

relação Pk =
·
Qk

P−→
k
(η) =

−iwk√
2

[
b−−→
k
u∗k (η)− b+

−−→
k
uk (η)

]
(10.10)

Para uma análise mais clara do sistema, vamos reescrever a Hamiltoni-

ana( 10.8) , separando o termo de correção da hamiltoniana do oscilador

harmônico

Hk = HOHS
k +HC

k (10.11)

e escrever cada hamiltoniana na baseuk (η):

Termo de correção

HC
k = hoPkQk

HC
k =

−iwk

2
ho

[
b−−→
k
u∗k (η)− b+

−−→
k
uk (η)

] [
b−−→
k
u∗k (η) + b+

−−→
k
uk (η)

]

HC
k =

iwk

2
ho

{[
b+
−−→

k
uk (η)

]2
−
[
b−−→
k
u∗k (η)

]2}



CAPÍTULO 10. ENERGIA DO SISTEMA CLÁSSICO 78

as constantes b±−→
k

são escolhidas de maneira que a base uk (η) seja nor-

malizada, então, podemos fazer b+
−−→

k
= b−−→

k
=

1
√
wk

HC
k =

i

2
ho

{
[uk (η)]

2 − [u∗k (η)]
2}

HC
k =

i

2
ho {2i sin(2wkη)}

HC
k = −ho sin(2wkη) (10.12)

Escrevendo a Hamiltoniana total dada por 10.11, temos

Hk = |uk (η)|2 − ho sin(2wkη) (10.13)



Caṕıtulo 11

Energia do sistema Quântico

No caso do sistema quântico, consideramos as variáveis Qk e Pk como oper-

adores Q̂k e P̂k .

11.1 Antes do ricochete

Antes do bounce, a hamiltoniana do sistema se reduz a de um oscilador

harmônico

Ĥk =
1

2

(
P̂ 2
k + w2Q̂2

k

)
(11.1)

O operador canônico Q̂k pode ser expandida em modos de Fourier da

seguinte forma

Q̂−→
k
(η) =

1√
2

[
â−−→

k
v∗k (η) + â+

−−→
k
vk (η)

]
(11.2)

P̂−→
k
(η) = − wk√

2i

[
â−−→

k
v∗k (η)− â+

−−→
k
vk (η)

]
(11.3)
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substituindo em 11.1

Ĥk=
wk

2

(
â−−→

k
â+
−−→

k
+ â+

−−→
k
â−−→

k

)
|vk (η) |

2 (11.4)

onde vk (η) =
1√
wk
e−iwkη.

Usando a relação de comutação [â−k , â
+
k ] = 1

â−k â
+
k = 1 + â+k â

−
k (11.5)

Ĥk = wk

(
â+
−−→

k
â−−→

k
+

1

2

)
(11.6)

11.2 Depois do ricochete

Depois do ricochete, temos a hamiltoniana quântica com o termo de interação

Ĥk =
1

2

(
P̂ 2
k + w2

kQ̂
2
k

)
+ ho

(
P̂kQ̂k + Q̂kP̂k

)
(11.7)

No caso do sistema quântico, consideramos as variáveis Qk e Pk como

operadores Q̂k e P̂k :

Q̂−→
k
(η) =

1√
2

[
b̂−−→
k
u∗k (η) + b̂+

−−→
k
uk (η)

]
(11.8)

P̂−→
k
(η) =

−iwk√
2

[
b̂−−→
k
u∗k (η)− b̂+

−−→
k
uk (η)

]
(11.9)

onde b̂±−→
k

são os operadores de criação e aniquilação definidos anteriormente.

Seguindo os mesmos procedimentos anteriores, temos em acordo com (

10.5)



CAPÍTULO 11. ENERGIA DO SISTEMA QUÂNTICO 81

ĤOHS
k =

wk

2

[
b̂−−→
k
b̂+−→
k
u∗k (η)uk (η) + b̂+

−−→
k
b̂−
−−→

k
uk (η)u

∗
k (η)

]
(11.10)

ĤOHS
k =

wk

2

[
b̂−−→
k
b̂+−→
k
+ b̂+

−−→
k
b̂−
−−→

k

]
|uk (η)|2 (11.11)

ĤOHS
k = wk

(
b̂+−→
k
b̂−−→
k
+

1

2

)
|uk (η)|2 (11.12)

Termo de correção

ĤC
k = hoP̂kQ̂k

ĤC
k =

−iwk

2
ho

[
b̂−−→
k
u∗k (η) b̂

−
−→
k
u∗k (η)− b̂+

−−→
k
uk (η) b̂

+

−−→
k
uk (η)

]

ĤC
k =

iwk

2
ho

[
b̂+
−−→

k
b̂+
−−→

k
uk (η)

2 − b̂−−→
k
b̂−−→
k
u∗k (η)

2
]

(11.13)

Hamiltoniana Total

Ĥk = ĤOHS
k + ĤC

k (11.14)

Ĥk = wk

(
b̂+−→
k
b̂−−→
k
+

1

2

)
|uk (η)|2 +

iwk

2
ho

[
b̂+
−−→

k
b̂+
−−→

k
uk (η)

2 − b̂−−→
k
b̂−−→
k
u∗k (η)

2
]

(11.15)

Para calcular o valor esperado da hamiltoniana quantica no estado de

vácuo |0⟩in, precisamos escrever osoperadores b̂±−→
k
usando os coeficientes de

Bogouliubov , em termos dos operadores â±, pois não sabemos como os

operadores b̂±−→
k

atua no estado inicial de vácuo |0⟩in. Usando
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b̂−k = αkâ
−
k + β∗

k â
+
−k (11.16)

b̂+k = α∗
kâ

+
k + βkâ

−
−k (11.17)

b̂+−→
k
b̂−−→
k
= |αk|2 â+k â

−
k + α∗

kβ
∗
k â

+
k â

+
−k + αkβkâ

−
−kâ

−
k + |βk|2 â−−kâ

+
−k (11.18)

b̂+−→
k
b̂+−→
k
= (α∗

k)
2â+k â

+
k + α∗

kβkâ
+
k â

−
−k + βkα

∗
kâ

−
−kâ

+
k + (βk)

2â−−kâ
−
−k (11.19)

b̂−−→
k
b̂−−→
k
= (αk)

2â−k â
−
k + αkβ

∗
k â

−
k â

+
−k + β∗

kαkâ
+
−kâ

−
k + (β∗

k)
2â+−kâ

+
−k (11.20)

Valor esperado

⟨0|ĤOHS
k |0⟩in = wk

(
⟨0|̂b+−→

k
b̂−−→
k
|0⟩+ 1

2

)
|uk (η)|2 (11.21)

⟨0|ĤOHS
k |0⟩in = wk

(
|βk|2 +

1

2

)
|uk (η)|2 (11.22)

⟨0|ĤC
k |0⟩in =

iwk

2
ho

[
⟨0|̂b+−→

k
b̂+−→
k
|0⟩+ ⟨0|̂b−

−−→
k
b̂−
−−→

k
|0⟩

]
(11.23)

⟨0|ĤC
k |0⟩in = −2wkd1d2 (11.24)

11.2.1 Interpretação da Hamiltoniana no estado Out

Ĥk = wk

(
b̂+−→
k
b̂−−→
k
+

1

2

)
(11.25)
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Densidade média de b- part́ıculas no estado de vácuo inicial |0⟩in

nk = ⟨0|̂b+−→
k
b̂−−→
k
|0⟩in (11.26)

substituindo ??e ??, temos

b̂+−→
k
b̂−−→
k
= |αk|2 â+k â

−
k + α∗

kβ
∗
k â

+
k â

+
−k + αkβkâ

−
−kâ

−
k + |βk|2 â−−kâ

+
−k (11.27)

Assim, o único termo não nulo

nk = |βk|2 ⟨0|â−−kâ
+
−k|0⟩in (11.28)

nk = |βk|2 (11.29)

A densidade de part́ıculas é relacionado com o coeficiente de Bogouliubov,

A interpretação de part́ıcula,depende da escolha da função modo.O estado

|0⟩in é um estado sem a-part́ıculas mas com densidade nk de b-

part́ıculas em cada modo Qk.



Caṕıtulo 12

Aplicação: Modelo com

ricochete geométrico.

Neste trabalho, vamos estudar a amplificação das perturbações de matéria

através de um ricochete geométrico motivado pela geometria de Weyl e com

fator de escala dado por:

a(η) = a0
√
cosh(2η). (12.1)

As equações Quasi-Maxwellianas desacopladas, para a parte elétrica do

tensor de Weyl e o tensor de cisalhamento, podem se escritas respectivamente

como:

E
′′ −∇2E + 6HE ′ + 8E = 0 (12.2)

Σ
′′ −H

(
4Eoa4

1 + Eoa4

)
Σ′ +

Σo

a4
(
1 + Eoa4

)
Σ = 0 (12.3)

84
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com constantes:

Eo =
−(3ε− k2)

3ao4

Σo=3ao4

H = tanh(2η) (12.4)

Para esse modelo os coeficientes das equações que relacionam as variáveis

E e Σ com as variáveis canônicas P e Q

P = αΣ + βE (12.5)

Q = γΣ + δE (12.6)

foram calculados, satisfazendo a equação (8.17) e obtemos:

α = 3a4oa
−2 β = −2a3 δ = a3 γ = 0 (12.7)

possibilitando escrever,

Qk(η) = a3Ek(η). (12.8)

Com essa transformação de variável, podemos escrever (12.2) como uma

equação para um oscilador harmônico,

Q̂
′′

k (η) + w2
k(η)Q̂k (η) = 0 (12.9)

com
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w2
k =

[
k2 − (3 tanh(2η)2 − 2)

]
. (12.10)

No caso de um Universo aberto, k2 = n2 + 1,com n > 0 e então:

w2
k(η) = n2 − Veff (12.11)

onde denotamos, Veff = 3(tanh(2η)2 − 1).

|_Veff(eta)_|^2

0.5

1

1.5

2

2.5

3

–2 –1 1 2

eta

Figura 12.1: Potencial efetivo da equação do oscilador harmônico.

A solução exata é dada em termos de duas hipergeométricas

Qk(η) = a3 (η) [AF1(α1, β1, γ1, z) +B sinh(2η)F2(α2, β2, γ2, z)] (12.12)

onde A e B são constantes de integração a serem determinadas pelas

condições iniciais do sistema e
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z = − sinh2(2η)

fi(k) =
Γ(γi)Γ(βi − αi)

Γ(βi)Γ(γi − αi)
gi(k) =

Γ(γi)Γ(αi − βi)

Γ(αi)Γ(γi − βi)
(12.13)

com parâmetros

α1 =
3
4
+ I

4

√
k2 − 1 α2 =

5
4
+ I

4

√
k2 − 1

β1 =
3
4
− I

4

√
k2 − 1 β2 =

5
4
− I

4

√
k2 − 1

γ1 =
1
2

γ2 =
3
2

(12.14)

No regime assintótico,(12.12)se reduz à

Qk(η) = A
[
f1(k)(−1)α1(z)−α1 + g1(k)(−1)β1(z)−β1

]
+

+B sinh(2η)[
f2(k)(−1)α2(z)−α2 + g2(k)(−1)β2(z)−β2

]
No limite de η → ±∞,temos uma solução do oscilador harmônico:

QIN
k (η) ≡ lim

η→ −∞
Qk(η) =

1
√
wk

e−I n η (12.15)

QOUT
k (η) ≡ lim

η→ ∞
Qk(η) = d1 (k) e

−I n η + d2 (k) e
In η (12.16)

com

d1 =
1

8

√
n(n2 + 1)Γ

(
In
2

)2
sinh(πn

2
)

Γ
(
3
2
+ In

2

)2 [
sin

(
π
4
+ Iπn

4

)2 − sin
(
π
4
− Iπn

4

)2] (12.17)
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d2 =
−2 + cos

(
5π
4
+ Iπn

4

)2
+ cos

(
3π
4
+ Iπn

4

)2
√
n
[
cos

(
5π
4
+ Iπn

4

)2 − cos
(
3π
4
+ Iπn

4

)2] (12.18)

É posśıvel notar que quanto menor o calor de k, maior a amplificação dos

modos.

Figura 12.2: Amplificação das perturbações iniciais pelo potencial do rico-

chete.



Caṕıtulo 13

Espectro de Potência

13.1 Introdução

O paradigma padrão para a formação de estruturas em larga escala no Uni-

verso é que as pequenas perturbações iniciais na densidade de matéria são

amplificadas de alguma forma pela gravidade e nesse trabalho, mostramos

que as perturbações iniciais, originárias das flutuações quânticas do vácuo,

são amplificadas pelo bounce.Estamos interessados em conhecer o espectro

de potência das perturbações depois do bounce ,tanto no caso clássico quanto

no quântico. A diferença entre os dois casos se dá devido a própria diferença

da definição de vácuo na mecânica clássica e quântica.

Podemos dividir o Universo em pequenas células cúbicas de volume Vu

com condições de contorno periódicas em cada face do cubo de comprimento

L,ou seja ,f(L, y, z) = f(0, y, z). A densidade média de matéria em cada

volume Vu é denotada por ⟨ρ⟩ enquanto ρ(−→x ) representa a densidade

de matéria local em um dado vetor posição −→x em relação à uma

89
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origem arbitrária.É conveniente definirmos uma quantidade representativa

para a flutuação de densidade que seja invariante sobre o volume e para

isso definimos a quantidade δ(−→x ), conhecida na literatura como contraste de

densidade

δ(−→x ) =
ρ(−→x )− ⟨ρ⟩

⟨ρ⟩
(13.1)

Essa quantidade não é invariante de calibre e por isso, não podemos dizer

se essa variação na densidade é realmente uma flutuação verdadeira ou se é

apenas um problema da escolha do sistema de coordenadas.Para solucionar

esse problema, vamos considerar uma densidade invariante de calibre

δig(−→x ) =
ρig(−→x )− ⟨ρig⟩

⟨ρig⟩
(13.2)

A densidade invariante de gauge pode ser relacionada com a parte elétrica

do tensor de Weyl da seguinte forma (??)

Ei
j(x, η) = − k2ρo

2 (k2 − 3ε)
ρigQi

j(x) (13.3)

e por isso, podemos tratar a quantidade δig(−→x ) = δE(
−→x ).

Podemos tratar a flutuação de densidade δE(
−→x ) como um campo randômico.Isso

significa que o número relativo de regiões onde uma dada configuração δE(
−→x )

ocorre, pode ser descrito como uma função de distribuição de probabilidade

e a média sobre o ensemble estat́ıstico é equivalente a média sobre todos os

infinitos volumes do Universo.A distribuição de matéria é tratada como uma

superposição de ondas planas que evoluem independentemente para cada ve-

tor de onda
−→
k , sendo assim, o espectro de potência retrata a contribuição

em amplitude da flutuações para cada modo k.
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A expansão de Fourier de δE(
−→x ) é dada por

δE(
−→x ) =

∫
δ−→
k
ei

−→
k .−→x d3

−→
k

(2π)3/2
=

∫
δ∗−→
k
e−i

−→
k .−→x d3

−→
k

(2π)3/2
(13.4)

essa quantidade retrata a flutuação de densidade em um dado ponto do

Universo para um determinado valor de k e para nós, o importante é conhecer

como essa flutuação varia ponto a ponto.Para isso, precisamos calcular a

covariância ou a função de correlação de dois pontos, que nada mais é do

que a medida da diferença entre as flutuações admensionais de densidade em

dois pontos do Universo:

⟨δ(−→x )δ(−→y )⟩ = 1

(2π)3/2

∫
|δ−→

k
|2e−i

−→
k .−→r d3

−→
k (13.5)

com −→r = |−→x −−→y | e d3
−→
k = (4πk2)d

−→
k

⟨δ(−→x )δ(−→y )⟩ = 1

2π2

∫
|δ−→

k
|2k2e−i

−→
k .−→r d

−→
k (13.6)

podemos escrever ainda o integrando como um fator adimensional

⟨δ(−→x )δ(−→y )⟩ =
∫ |δ−→

k
|2k3

2π2
e−i

−→
k .−→r d

−→
k

k
(13.7)

e definir o espectro de potência da flutuação δE(
−→x ) como

Pk =
|δ

E
−→
k
|2k3

2π2
(13.8)

O espectro de potência nada mais é do que a transformada de Fourier da

função de correlação ξ(−→r ) ≡ ⟨δ(−→x )δ(−→y )⟩
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Pk =

∫
ξ(−→r )e−i

−→
k .−→r d−→r (13.9)

e se ϑ é o cosseno do ângulo entre os vetores
−→
k e −→r a integral sobre

todas as direções −→r é dada por

∫
Ω

e−ikrϑdΩ =

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

−1

e−ikrϑdϑ = 4π
sin kr

kr
(13.10)

substituindo em 13.9

Pk = 4π

∫ ∞

0

ξ(−→r )
sin kr

kr
d−→r (13.11)

e

ξ(−→r ) = 4π

∫ ∞

0

Pk
sin kr

kr
d
−→
k (13.12)

Estamos interessados na quantidade que definimos como espectro de potência,

que nos fornece a amplitude de perturbação para cada valor k e por isso va-

mos nos deter apenas a quantidade adimensional

Pk =
|δig−→

k
|2k3

2π2
(13.13)

que nos dá a completa descrição estat́ıstica do sistema f́ısico.

A variância |δE−→
k
|2 pode ser determinada por E2e assim

Pk =
|E|2k3

2π2
(13.14)
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Como estamos trabalhando com a variável que , que se relaciona com E

pela transformação

Q̂k (η) = a3 Êk(η) (13.15)

podemos simplesmente calcular

Pk =
|Qk|2k3

2π2
(13.16)

que nos também nos fornece a contribuição em amplitude para cada modo

k.

13.2 Aplicação no modelo com ricochete geométrico.

Temos:

Q(−→x , k) = 1√
2

∫
d3
−→
k

(2π)3/2

[
a−−→

k
v∗k(η) l(

−→
k ,−→x ) + a+−→

k
vk(η) l

∗(
−→
k ,−→x )

]
(13.17)

Q(−→x , k) =
∫

d3
−→
k

(2π)3/2

[
b̂−−→
k
u∗k(η) l(

−→
k ,−→x ) + b̂+−→

k
uk(η) l

∗(
−→
k ,−→x )

]
(13.18)

mesmo Q(−→x , k) escrito através de dois conjuntos diferentes de funções.

Podemos associar as expansões acima à soluções antes e depois do bounce,

denominas IN e OUT respectivamente.
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QIN(−→x , k) = 1√
2

∫
d3
−→
k

(2π)3/2

[
a−−→

k
v∗k(η) l(

−→
k ,−→x ) + a+−→

k
vk(η) l

∗(
−→
k ,−→x )

]
(13.19)

QOUT (−→x , k) =
∫

d3
−→
k

(2π)3/2

[
b̂−−→
k
u∗k(η) l(

−→
k ,−→x ) + b̂+−→

k
uk(η) l

∗(
−→
k ,−→x )

]
(13.20)

onde

vk=
1

√
wk

eiwkη (13.21)

uk= d1e
iwkη+d2e

−iwkη (13.22)

escrevendo na base complexa

QIN
−→
k

(η) =
1√
2

[
â−−→

k
v∗k + â+

−−→
k
vk

]
(13.23)

QIN
−→
k

(η) =
1√
2

[
â−−→

k

e−iwkη

√
wk

+ â+
−−→

k

eiwkη

√
wk

]
(13.24)

e

QOUT
−→
k

(η) =
1√
2

[
b−−→
k
u∗k + b+

−−→
k
uk

]
(13.25)

QOUT
−→
k

(η) =
1√
2

[
b−−→
k

(
d∗1e

−iwkη + d∗2e
iwkη

)
+ b+

−−→
k

(
d1e

iwkη + d2e
−iwkη

)]
(13.26)

No caso quântico, a nova base uk é relacionada com vk, a antiga base,

através dos coeficientes de Bogoliubov
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uk = αkvk − β∗
kv

∗
k (13.27)

onde vk =
1

√
wk

eIwkη.

O espectro de potência é dado por

Pk =
k3

2π2

[
|αk|2 + |βk|2 − 2Re(αkβke

2Iwkη)
]

(13.28)

com coeficientes dados por:

α−k =
√
wkd

∗
1

βk = −
√
wkd2 (13.29)

Lembrando que n2 = k2 + 1 e wk = n, podemos escrever:

Pk =
k3

2π2

(n2 + 1)(3/2)

n

[
|αn|2 + |βn|2 − 2Re(αnβne

2nIη)
]
. (13.30)

O espectro é calculado no tempo em que o potencial Veff = 3(tanh(2η)2−

1), deixa de ser relevante, isto é, quando tanh(2η)2 ∼ 1. Obtemos para o

modelo, segundo à equação (13.30), o espectro para as perturbações escalares.

O gráfico obtido pode ser visto na figura (13.1).

Observamos que para pequenos valores de n, 1observamos um comporta-

mento que claramente não obedece uma lei de potência. Podeŕıamos re-

alizar um cut-off nessa região, motivado pelo raio de Hubble do modelo

RH = H −1 = 1
tanh (2η)

, que nos define um horizonte, porém no modelo

1Para o nosso modelo, o universo é aberto (ε = −1), portanto 0 < n < ∞. Note que n

não pode assumir um valor nulo, mas pode ser tão próximo de zero quanto desejarmos.
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Figura 13.1: Espectro de Potencia para perturbações escalares, com ao = 1.

tratado, temos um horizonte muito grande e a escolha de um cutt-off não

seria justificada.

É preciso lembrar que o modelo tratado não possui matéria e por isso,

não pode ser comparado com as observações onde um espectro invariante de

escala é requerido.



Parte IV

Ondas Gravitacionais
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Ora (direis) ouvir estrelas! Certo Perdeste

o senso! E eu vos direi, no entanto,

Que, para ouvi-las, muita vez desperto,

E abro as janelas, pálido de espanto...

(Olavo Bilac)



Caṕıtulo 14

Introdução

Uma das predições da Teoria da Relatividade Geral de Einstein (TRG) é a ex-

istência de ondas gravitacionais (OG) associadas à descontinuidade do campo

gravitacional. As ondas gravitacionais estão intimamente conectadas com a

geometria do espaço-tempo. De acordo com a TRG, quando uma massa m

de uma sistema acelera, o espaço-tempo vizinho é afetado e a curvatura mod-

ificada. Essa mudança na curvatura do espaço-tempo é propagada através

de ondas gravitacionais com velocidade da luz c, transportando energia e

momento angular do sistema [3].

As ondas gravitacionais causam distorções na métrica do espaço-tempo

da mesma maneira que as flutuações na densidade de matéria estudadas

anteriormente. A diferença é que as ondas gravitacionais induzem uma dis-

torção na geometria do espaço que não muda com o volume e por isso em

termos técnicos são conhecidas como flutuações de densidade transversa sem

traço, enquanto as perturbações na densidade de matéria resultam em uma

expansão ou contração gerando ondas longitudinais [25].
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De maneira análoga ao eletromagnetismo, as equações de Einstein no

regime linear, possuem soluções de ondas planas da mesma forma que as

equações de Maxwell, com dois estados ortogonais de polarização, denomi-

nados h+ e h× carregando informação sobre o tipo de fonte emissora e sua

direção.

A radiação eletromagnética, assim como a radiação de neutrinos, é ab-

sorvida ou espalhada pela matéria assim como a radiação de neutrinos. As

ondas gravitacionais, em contrapartida, interagem fracamente com a matéria

e por isso não se espalham quando passam na vizinhança de objetos mas-

sivos. e por isso, é extremamente dif́ıcil detectar diretamente a radiação

gravitacional.

14.1 Pulsar Binário PSR 1913+16

Uma das evidências indiretas da existência de ondas gravitacionais é o pulsar

binário PSR 1913+161 observado por Joseph Taylor e Russel Hulse em 1974,

ganhadores do prêmio nobel em 1993.

Um pulsar binário, segue uma órbita eĺıptica em torno do seu centro de

massa e o seu peŕıodo orbital varia com o tempo de acordo com a proximidade

do sistema com a Terra, isto é, quando o sistema está próximo da Terra, seu

pulso é emitido mais cedo do que o pulso de quando o pulsar está afastado da

Terra. Porém, Hulse e Taylor observaram que a frequência dos pulsos emiti-

dos desse sistema chegava cada vez mais adiantado implicando na diminuição

1A sigla PSR 1913+16 significa que estamos tratando de um pulsar com ascensão reta

19h13m e com declinação 16◦.
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do seu peŕıodo orbital. Com a observação desse fato, pôde-se concluir que o

sistema perde energia através da emissão radiação gravitacional.

14.2 Fontes de Ondas Gravitacionais

As fontes de ondas gravitacionais são divididas de acordo com a faixa de

frequência emitida, em fontes de origem astrof́ısicas e fontes de origem cos-

mológicas. As fontes de origem astrof́ısicas emitem radiação gravitacional

na faixa de frequência de 10−9-104 Hz, enquanto as fontes de origem cos-

mológicas,emitem em uma faixa de frequência extremamente baixa ,10−15-

10−18 Hz. Para uma revisão sobre fontes de ondas gravitacionais, pode-se

consultar [31] e [32]. Neste trabalho, estamos interessados no estudo de on-

das gravitacionais de origem cosmológica nos primórdios do Universo. As

ondas emitidas nesse peŕıodo, não são localizadas e formam um fundo de

radiação que preenche todo o Universo da mesma maneira que a radiação

cósmica de fundo (RCF) e o fundo cosmológico de neutrinos. O estudo de

ondas gravitacionais de origem cosmológicas abre uma importante janela para

o conhecimento dos instantes iniciais do Universo.

1. Modelo Inflacionário

Na cosmologia inflacionária, as ondas gravitacionais produzidas por flu-

tuações quânticas do vácuo em uma escala de sub-horizonte definido

pelo raio de Hubble, são amplificadas pelo potencial inflacionário da

mesma forma que as pertubações do campo escalar. Grishchuk foi quem

primeiramente estudou a amplificação paramétrica de ondas gravita-

cionais pelo universo em expansão. É importante salientar que se as
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ondas gravitacionais geradas no Universo primordial não forem ampli-

ficadas por algum mecanismo, dificilmente seria observada seu efeito

na RCF, mesmo que indiretamente, devido a sua fraca interação com

a matéria.

A amplitude caracteŕıstica das ondas gravitacionais, depende da razão

de expansão do horizonte e consequentemente da energia e do instante

em que ocorreu a fase inflacionária. Por isso, o estudo de ondas grav-

itacionais constitui uma poderosa investigação na escala de energia do

modelo inflacionário.

O processo de quantização de ondas gravitacionais é o mesmo aplicado

ao caso escalar levando-se em conta agora o carácter tensorial das per-

turbações e o espectro obtido para o caso de modelos inflacionários

pode ser visto em [22].

2. Modelos com Ricochete

Os modelos com ricochete, são caracterizados por uma fase de contração

antes da fase de expansão. Durante a contração, o raio de Hubble,

decresce muito mais rapidamente que o comprimento de onda f́ısico

e as perturbações tensoriais são amplificadas assim como ocorre com

modelos inflaciónarios.Para uma revisão sobre modelos com ricochete,

consultar [8].

14.3 Fundo Estocástico

Além da contribuição de ondas gravitacionais de origem primordial, o back-

ground estocástico também é constitúıdo de superposições incoerentes da
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radiação gravitacional emitida por grande população de objetos astrof́ısicos

que não podem ser resolvidos individualmente.

Devido a sua fraca interação com a matéria, o fundo de ondas grav-

itacionais se desacopla da matéria desde os instantes iniciais do Universo

e a partir dai, qualquer processo que venha contribuir para esse fundo de

radiação deixa impresso sua marca, que permanecerá inalterada até o mo-

mento presente. Obter um mapa de radiação gravitacional da mesma forma

que o mapa da radiação cósmica de fundo seria um avanço extraordinário

no conhecimento sobre o ”nascimento do universo”. Embora seja de ex-

trema importância a sua fraca interação com a matéria, esse fato constitui

um problema na sua detecção já que dificilmente a radiação irá interagir

com o detector mas mesmo com essa dificuldade, tem se dispensado muito

estudo na construção de detectores levando em conta todas as possibilidades

práticas de detecção.Por dificuldades técnicas,não se espera detectar direta-

mente a radiação gravitacional mas sim as suas evidências indiretas como

por exemplo o seu efeito sobre a polariação da radiação cósmica de fundo.



Caṕıtulo 15

Descrevendo as Perturbações

Tensoriais

Podemos descrever perturbações tensoriais do campo gravitacional através

de perturbações do tensor métrico gµν ou através do Formalismo Quasi-

Maxwelliano da gravitação.

15.1 Linearização das equações de Einstein

De acordo com a TRG, a relação entre a curvatura do espaço e a fonte é dada

pela equação de Einstein

Gµν = kTµν . (15.1)

Para estudar ondas gravitacionais precisamos resolver essa equação e de-

vido a sua não linearidade é extremamente complicado encontrar soluções

exatas para grandes amplitudes, já que nesse regime as ondas gravitacionais

104



CAPÍTULO 15. DESCREVENDOAS PERTURBAÇÕES TENSORIAIS105

começam a sofrer auto-interação. Para superar essa dificuldade podemos re-

solver as equações de Einstein no regime de campo fraco, já que a intensidade

da radiação gravitacional é extremamente baixa [3].

A aproximação de campo fraco consiste em linearizar as equações de

Einstein sob um espaço de fundo de Minkowiski, ou seja , escrever a métrica

do espaço- tempo considerando uma pequena perturbação hµν da métrica do

espaço plano ηµν

gµν = ηµν + hµν (15.2)

onde |hµν | ≪ 1 e ηµν = (−1, 1, 1, 1).

Em primeira ordem, podemos escrever a conexão afim e o tensor de cur-

vatura como

Γν
µρ =

1

2
ηνλ (∂ρhλµ + ∂µhλρ − ∂λhµρ) (15.3)

Rν
µρσ = ∂ρΓ

ν
µσ − ∂σΓ

ν
µρ +O

(
h2
)

(15.4)

ou de forma mais expĺıcita

Rµνρσ =
1

2
(∂ρνhµσ + ∂σµhνρ − ∂ρµhνσ − ∂σνhµρ) . (15.5)

Introduzindo um tensor sem traço

h
µν

= hµν − 1

2
ηµνh (15.6)

com h = ηαβh
αβ e h = h,podemos escrever a equação (15.1) de uma forma

compacta
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�hνσ + ηνσ∂
ρ∂λhρλ − ∂ρ∂νhρσ − ∂ρ∂σhρν +O

(
h2
)
= kTνσ (15.7)

onde � = ηρσ∂
ρ∂σ.

A solução das equações de campo não é única, pois dada uma solução,

podemos sempre gerar uma outra solução através de uma mudança no sistema

de coordenadas do tipo xµ → x′µ = xµ + ξµ (x) onde ξ (x) é uma função

arbitrária.

Podemos realizar uma pequena transformação de coordenada na per-

turbação métrica hµν

hµν → hµν − ∂µξν − ∂νξµ (15.8)

sob a qual o tensor de Riemann permanece invariante e impor quatro

condições de calibre conhecido como calibre de Lorentz

∂βh
β
α (x)−

1

2
∂αh

β
β (x) = 0 (15.9)

que pode ser reescrito como

∂βh
αβ

= 0 (15.10)

usando o tensor sem traço dado em (15.6).

Nesse calibre, também conhecido na literatura como calibre harmônico

ou de De Donder, podemos escrever as equações de Einstein linearizadas,

(15.7)como

�hνσ =
−16πG

c4
Tνσ. (15.11)
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Uma vez que ondas gravitacionais são geradas, estamos interessadas na

sua propagação. Fazendo Tνσ = 0 obtemos a solução de onda no vácuo

�hνσ = 0. (15.12)

Logo, na aproximação de campo fraco e no calibre de Lorentz, as equações

de campo são lineares e possuem soluções do tipo onda que se propagam

transversalmente à velocidade da luz c. Das 16 componentes de hµν apenas

2 são independentes

hµν =


0 0 0 0

0 hxx hxy 0

0 hyx hyy 0

0 0 0 0


(15.13)

onde hxx = −hyy e hxy = hyx, dando origem a ondas com dois estados

de polarização denominados h+ e h× que podem ser escritas sem perda de

generalidade se propagando na direção z

h+ = hxx = ℜ [A+exp(−iw(t− z/c))] (15.14)

h× = hxy = ℜ [A×exp(−iw(t− z/c))] (15.15)

onde A+ e A×, são amplitudes representando os dois estados diferentes

de polarização.

A figura a seguir, mostra o efeito dessas polarização em um anel de

part́ıculas teste.
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Figura 15.1: Estados de polarização de ondas gravitacionais.

15.2 Desvio Geodésico

Na TRG, part́ıculas testes1 e raios de luz, livres de qualquer outra força

que não seja a gravitacional, se movem no espaço-tempo curvo seguindo

trajetórias geodéticas do tipo-tempo xµ(τ) com equação de movimento dada

por:

d2xµ

dτ 2
+ Γµ

ρσ(x)
dxρ

dτ

dxσ

dτ
= 0, (15.16)

onde τ é o tempo próprio da part́ıcula.

Para estudar o efeito de ondas gravitacionais, precisamos saber como a

separação entre duas part́ıculas vizinhas é modificada pela incidência de uma

onda gravitacional. É importante ressaltar que uma única part́ıcula não é o

suficiente para estudar o efeito de ondas gravitacionais já que a sua posição no

espaço não muda com a passagem da onda, mas sim o deslocamento relativo

entre duas part́ıculas adjascentes. Consideramos duas part́ıculas A e B, se

1Part́ıculas com massa despreźıveis que não produzem nenhuma curvatura no espaço

mas se movem devido ao efeito da curvatura produzida por outros corpos.
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movendo livremente ao longo de duas geodésicas, xµ(τ) e xµ(τ) + ξµ onde

o quadrivetor ξµ representando a separação entre as part́ıcula. Qualquer

mudança na separação entre as part́ıculas , é dada pela equação do desvio

geodésico:

V γV βξα //βγ = Rα
βγδV

βV δξγ, (15.17)

onde ξα //βγ corresponde a equação da geodésica definida em (15.16) e V β

é o quadrivetor velocidade da part́ıcula tangente a trajetória.

A equação do desvio geodético (15.17) pode ser simplificada usando o cal-

ibre transverso sem traço2 ou calibre de radiação descrito anteriormente

em (15.6).

Considerando que as part́ıculas se movem vagarosamente ao longo de suas

trajetórias, podemos expressar o vetor-quadrivelocidade na direção temporal

com correções da ordem de hµν e superior, porém, como o tensor de Riemann

() já é de primeira ordem, podemos ignorar as correções de V γ e escrever:

V γ = (1, 0, 0, 0). (15.18)

Sendo assim, precisamos calcular a única componente não nula do tensor

de Riemann Rα
00δ, ou equivalentemente,

Rα00δ =
1

2
(∂00hαδ + ∂δαh00 − ∂δ0hα0 − ∂α0hδ0) . (15.19)

Como pode ser visto em (15.13), o tensor hµν , não possui termos fora da

diagonal, ou seja, hα0 = 0. Logo,

2O nome vem do fato de que nesse calibre o tensor métrico é sem traço e perpendicular

ao vetor de onda.
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Rα00δ =
1

2
(∂00hαδ) . (15.20)

Sem perda de generalidade, podemos parametrizar τ = x0 = t, para

part́ıculas que se movem vagarosamente ao longo das curvas e escrever a

equação do desvio geodésico (15.17):

∂2

∂t2
ξα =

1

2
(∂00h

α
δ ) ξ

δ (15.21)

15.3 Formalismo Quase-Maxwelliano

O método covariante no estudo de perturbações tensoriais foi introduzido

por Hawking [18]. Esse método possui uma enorme vantagem em relação

à outras teorias de perturbações cosmológicas já que inclui a interação da

radiação com a matéria que não está presente em outra formulação.

Para o estudo de ondas gravitacionais, podemos desconsiderar qualquer

perturbação escalar e vetorial de um flúıdo perfeito, ou seja:

wαβ = qα = δVβ = δθ = δρ = 0. (15.22)

No caṕıtulo 5, introduzimos as componentes do fluido perturbado ex-

pandidas em bases de harmônicos tensoriais e as componentes não-nulas são

listadas abaixo:

δEij =
∑
k

E
(2)
k (t)Uk

ij (15.23)

δσij =
∑
k

Σ
(2)
k (t)Uk

ij (15.24)
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δHij =
∑
k

H
(2)
k (t)Uk

ij (15.25)

δΠij =
∑
k

Π
(2)
k (t)Uk

ij (15.26)

As equações que descrevem as perturbações tensoriais são dadas por [19]:

·
E + θE +

1

2
(p+ ρ)Σ− 1

2a2
(m2 + 3ε)H =

1

2
(
·
Π+

θ

3
Π) (15.27)

·
H +

2

3
θH + E = −Π

2
(15.28)

·
Σ +

2

3
θΣ + E = −Π

2
(15.29)

H − Σ = 0 (15.30)

Lembrando que, para o caso do fluido perfeito, existe uma relação linear

entre a pressão p e a densidade de energia ρ da forma p = λρ e que não

existe pressão anisotrópica, ou seja , Π = 0 nas equações acima. Segue da

equação de v́ınculo (15.30) que H = Σ e com essa relação pode-se escrever

as equações (15.27) e (15.28) como:

·
E + θE +

[
1

2
(1 + λ)ρ− 1

2a2
(m2 − 3ε)

]
H = 0 (15.31)

·
H +

2

3
θH + E = 0 (15.32)

Esta equação pode ser derivada para obter a relação
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·
E = −

··
H − 2

3

·
θH − 2

3
θ

·
H (15.33)

e substituindo em (15.31),obtemos uma equação para H desacoplada

··
H +

5

3
θ

·
H +

[
2

3

·
θ +

2

3
θ2 − 1

2
(1 + λ)ρ− 1

2a2
(m2 − 3ε)

]
H = 0. (15.34)

Usando a equação de Friedmann, podemos escrever a densidade ρ como

ρ =
θ2

3
+

3ε

a2
(15.35)

e substituindo em (15.34) obtemos

··
H +

5

3
θ

·
H +

[
2

3

·
θ +

2

3
θ2 − 1

2
(1 + λ)

θ2

3
+

3ε

a2
+

1

2a2
(m2 − 3ε)

]
H (15.36)

Essa equação, dada em termos do tempo cosmológico pode ser escrita em

termos do tempo conforme,através da relação dt = adη. Podemos definir um

parâmetro de Hubble conforme H = a′

a
e escrever θ = 3H

a
. Assim, no tempo

conforme temos:

H ′′ + 4H H ′ +

[
2H′ +H2 +

m2 − 3ε

2

]
H = 0 (15.37)

H e H 2 pode ser relacionados através da equação de Friedmann

H ′ + 2H 2 = −2ε (15.38)

H ′′ + 4H H ′ +

[
−3H 2 +

k2

2
− 11

2
ε

]
H = 0 (15.39)

Para o caso tensorial,

k2 = n2 − 3ε (15.40)
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com n > 0.

Temos finalmente a equação

H ′′ + 4H H ′ −
[
3H 2 − n2

2
− 7

]
H = 0 (15.41)

Nesta equação, por simplicidade, redefinimos uma frequência como w2
k =

n2

2
.

15.4 Formulação Hamiltoniana

Analizando as equações dinâmicas para E e H observamos que essas variáveis

não são canonicamente conjugadas, mas como foi feito no caso escalar, pode-

mos contruir um conjunto de variáveis canônicas atra’ves da combinação

desses objetos permitindo a formulação hamiltoniana da teoria.

Podemos escrever as equações desacopladas (15.31) e (??) para E e H na

forma matricial

 H

E

′

=M

 H

E

 (15.42)

onde M é a matriz definida por

M =

 f1 f2

f4 f3

 (15.43)

com funções

f1 = −2H (15.44)
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f2 = −a (15.45)

f3 = −3H (15.46)

f4 = −
(
3H 2

a
− m2

2a
+

3ε

2a

)
(15.47)

ou seja, temos o seguinte sistema de equações

E ′ = f3E + f4H (15.48)

H ′ = f2E + f1H. (15.49)

Supondo uma relação linear das variáveis canônicas P eQ com as vaŕıaveis

H e E sob a forma

 Q

P

 = S

 H

E

 (15.50)

onde

S =

 α β

γ δ

 (15.51)

os coeficientes da matriz S serão ajustados de acordo com o modelo.

Sabemos que a Hamiltoniana H de um sistema é dada pela relação das

variáveis canônicas com suas derivadas

 Q

P

′

= H

 Q

P

 (15.52)

Derivando (15.50) temos:
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 Q

P

′

= S ′

 H

E

+ S

 H

E

′

(15.53)

usando a relação (15.50), podemos escrever (15.53) em termos do conjunto

de vari aveis canônicas Q e P

 Q

P

′

= S ′S−1

 Q

P

+ SMS−1

 Q

P

 (15.54)

logo:  Q

P

′

= S ′S−1 + SMS−1

 Q

P

 (15.55)

identificando a Hamiltoniana do sistema

H = S ′S−1 + SMS−1 (15.56)

Substituindo as matrizes S e M temos a seguinte hamiltoniana

H =
1

△

 αδf1 + βδf4 − αγf2 − βγf3 + α′δ − β′γ −αβf1 − β2f4 + α2f2 + αβf3 − α′β + β′α

δγf1 + δ2f4 − γ2f2 − δγf3 + γ′δ − δ′γ −γβf1 − βδf4 + αγf2 + αδf3 − βγ′ + δ′α


(15.57)

onde △ = αδ − γβ é o determinante da matriz S.

Devemos ter trH = 0, isto é H11 + H22 = 0 e esse v́ınculo nos permite

fixar o determinante da matriz S facilitando a escolha dos coeficientes. Segue

dessa relação de v́ınculo que

△′

△
= 5

a′

a
(15.58)

integrando essa relação temos
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△ = △0a
5 (15.59)

onde △0 = α0δ0 − γ0β0 que serão constantes fixadas de acordo com o

modelo.

Gostaŕıamos de estudar a solução dessa equação em um modelo com

ricochete.



Caṕıtulo 16

Modelo com Ricochete

Geométrico

De maneira análoga ao estudo de perturbações de matéria, neste caṕıtulo,

vamos estudar a amplificação de ondas gravitacionais através de um ricochete

puramente geométrico, como descrito no caṕıtulo 3, motivado pela geometria

de WIST. Esse modelo é caracterizado por um fator de escala

a(η) = a0
√
cosh(2η) (16.1)

com curvatura espacial ε = −1 e parâmetro de Hubble conforme H =

tanh(2η).

Neste modelo, a equação dinâmica para a parte magnética do tensor de

Weyl (15.41), que caracteriza as perturbações tensoriais, pode ser escrita

como:

H ′′ + 4 tanh(2η)H ′ −
[
3 tanh(2η)2 − (w2

k + 7)
]
H = 0 (16.2)
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com frequência w2
k =

k2−3
2

. A solução dessa equação é dada por:

H(η) = A
√
cosh(2η)F1(α1, β1, γ1; z) +B

√
cosh(2η) sinh(2η)F2(α1, β1, γ1; z)

(16.3)

onde A e B são constantes de integração que serão determinas pelas

condições iniciais e as funções F1 e F2 são hipergeométricas com parâmetros:

α1 =
3
4
+ I

4
wk α2 =

5
4
+ I

4
wk

β1 =
3
4
− I

4
wk β2 =

5
4
− I

4
wk

γ1 =
1
2

γ2 =
3
2

(16.4)

e

z = − sinh2(2η). (16.5)

As ondas gravitacionais são provenientes de perturbações tensoriais do

campo gravitacional originadas de flutuações quânticas do vácuo. A equação

obtida para as perturbações é classica e tendo em vista que as condições

inicias são de origem quântica, realizaremos o mesmo procedimento de quan-

tização do caso escalar através da formulação hamiltoniana.

16.1 Hamiltoniana do modelo

A relação entre as vaŕıaveis E e H e suas derivadas foram apresentadas no

caṕıtulo anterior em (15.31) e (15.32) e escritas sobre a forma matricial em
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(15.43). Para o modelo em questão, temos as componentes da matriz (15.47)

dadas por:

f1 = −2 tanh(2η) (16.6)

f2 = −a (16.7)

f3 = −3 tanh(2η) (16.8)

f4 = −
(
−3 tanh(2η)2

a
− m2

2a
+ E0

)
(16.9)

com E0 =
3ε
2a
.

Substituindo essas funções na hamiltoniana do sistema obtida em (15.57),

encontramos as seguintes componentes:

H11 =
(−2αγ tanh(2η)a− βγ(3 tanh(2η)2 + E0) + αγa2 + 3βγ tanh(2η)a+ (α′δ − β′γ)a)

a(αδ − βγ)
(16.10)

H22 = −h11 (16.11)

H12 =
(−2αβ tanh(2η)a− β2(3 tanh(2η)2 + E0)− α2a2 + 3βα tanh(2η)a+ (α′β − β′α)a)

a(αδ − βγ)
(16.12)

H21 =
(−2δγ tanh(2η)a− δ2(3 tanh(2η)2 + E0) + γ2a2 + 3δγ tanh(2η)a+ (γ′δ − δ′γ)a)

a(αδ − βγ)
(16.13)

A hamiltoniana completa do sistema em termos das variáveis canônicas

é dada por:
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H =
h21
2
P 2 − h12

2
Q2 − h11

2
(PQ+QP ) (16.14)

Desejamos que em η = −∞ a hamiltoniana seja a de um oscilador

harmônico por isso, precisamos calcular o limite das componentes da hamil-

toniana e ajustar as constantes de maneira que

lim
η→−∞

h12 = 1 (16.15)

lim
η→−∞

h11 = 0 (16.16)

lim
η→−∞

h21 = −w2
k (16.17)

Através do v́ınculo (15.59) é posśıvel ajustar os coeficientes da matriz

como

α = α0a
2 (16.18)

β = β0a
3 (16.19)

γ = γ0a
2 (16.20)

δ = δ0a
3 (16.21)

e calculando o limite obtemos os valores das constantes α0 = 1,β0 =

0,δ0 = 0 e γ0 = −1
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Assim, podemos associar a variável H à uma variável canônica que pode

ser quantizada. Segue de (15.50), que uma variável canônica pode ser con-

strúıda através da relação:

Q(k, η) = a(η)2H(k, η) (16.22)

onde H(k, η), solução de (16) é dada por (16).É importante lembrar que

essa escolha não é única.

Q(k, η) = A[cosh(4η)+1]
3
4F1(α1, β1, γ1; z)+B

[sinh(4η)]
3
2

[cosh(4η)− 1]
3
4

F2(α1, β1, γ1; z)

(16.23)

com A e B constantes e F1, F2 são funções hipergeométricas com parâmetros

:

α1 =
3
4
+ I

4
wk α2 =

5
4
+ I

4
wk

β1 =
3
4
− I

4
wk β2 =

5
4
− I

4
wk

γ1 =
1
2

γ2 =
3
2

(16.24)

e

z = − sinh2(2η). (16.25)

Podemos verificar pela simples substituição de variável dada por (16.1)

na equação (16),que Q(k, η) satisfaz a equação:

Q′′
k + [w2

k − 3H2 + 3]Qk = 0 (16.26)
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.

No limite assintótico, η → ±∞, temos H2 = 1 resultando numa equação

para um oscilador harmônico

Q(η)′′ + w2
kQ(η) = 0 (16.27)

com frequência wk > 0 e solução

Q(k, η) =
1

√
wk

eIwkη (16.28)

.

Para encontrar as constantes A e B na solução (16.1), basta calcular o lim-

ite assintótico e fixar a solução assintótica como a de um oscilador harmônico.

O limite assintótico pode ser bastante simplificado se realizarmos uma trans-

formação na hipergeométrica de maneira que o seu último argumento z → 0

em η → ±∞, já que por definição F (α, β, γ, 0) = 1. A hipergeométrica pode

ser transformada segundo:

F (α, β, γ, z) =
Γ(γ)Γ(β − α)

Γ(β)Γ(γ − α)
(−1)α(z)−αF (α, α + 1− γ, α + 1− β,

1

z
)

+
Γ(γ)Γ(α− β)

Γ(α)Γ(γ − β)
(−1)β(z)−βF (β, β + 1− γ, β + 1− α,

1

z
)(16.29)

com limite assintótico

F (α, β, γ, z) = f(wk)(−1)α(z)−α + g(wk)(−1)β(z)−β, (16.30)

onde as funções f(wk) e g(wk) são dadas por

f(wk) =
Γ(γ)Γ(β − α)

Γ(β)Γ(γ − α)
(16.31)
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g(wk) =
Γ(γ)Γ(α− β)

Γ(α)Γ(γ − β)
(16.32)

Realizando essa transformação nas hipergeométricas da solução Q(k, η) e

calculando o limite assintótico, temos

Q(k, η) = A(wk)a
2
0 limη→±∞[cosh(4η) + 1]

3
4

{
f1(wk)(−1)α1(z)−α1 + g1(wk)(−1)β1(z)−β1

}
+

B(wk)a
2
0 limη→±∞

[sinh(4η)]
3
2

[cosh(4η)− 1]
1
4

{
f2(wk)(−1)α2(z)−α2 + g2(wk)(−1)β2(z)−β2

}
.(16.33)

Os limites das funções são mostrados na tabela

Funções limη→−∞ limη→+∞

a20f1(wk)[cosh(4η) + 1]
3
4 (−1)α1(z)−α1 C1 = a20f1(wk)2

3
4 (1

4
)−

wkI

4 eIwkη D1 = a20f1(wk)2
3
4 (1

4
)−

wkI

4 eIwkη

a20g1(wk)[cosh(4η) + 1]
3
4 (−1)β1(z)−β1 C1 = a20g1(wk)2

3
4 (1

4
)
wkI

4 e−Iwkη D1 = a20g1(wk)2
3
4 (1

4
)
wkI

4 e−Iwkη

a20f2(wk)
[sinh(4η)]

3
2

[cosh(4η)−1]
1
4
(−1)α2(z)−α2 C2 = a20f2(wk)2

5
4 (−1)

3
2 (1

4
)−

wkI

4 eIwkη D2 = a20f2(wk)2
5
4 (−1)

3
2 (1

4
)−

wkI

4 eIwkη

a20g2(wk)
[sinh(4η)]

3
2

[cosh(4η)−1]
1
4
(−1)β2(z)−β2 C2 = a20g2(wk)2

5
4 (−1)

3
2 (1

4
)−

wkI

4 e−Iwkη D2 = a20g2(wk)2
5
4 (−1)

3
2 (1

4
)−

wkI

4 eIwkη

De acordo com os limites das funções mostrados na tabela, podemos es-

crever as soluções assintóticas da função Q(k, η) como:

Q(k, η)η→−∞ = [A(wk)C1 +B(wk)C2]e
Iwkη + [A(wk)C1 +B(wk)C2]e

−Iwkη

(16.34)

Q(k, η)η→=∞ = [A(wk)D1 +B(wk)D2]e
Iwkη + [A(wk)D1 +B(wk)D2]e

−Iwkη

(16.35)

Para que Q(k, η)η→−∞, seja a de um oscilador harmônico devemos satis-

fazer:
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A(wk)C1 +B(wk)C2 =
1

√
wk

(16.36)

A(wk)C1 +B(wk)C2 = 0 (16.37)

Resolvendo esse sistema de equações temos:

A(wk) = C2
1

√
wk[C2C1 − C2C1]

(16.38)

B(wk) = −C1
1

√
wk[C2C1 − C2C1]

(16.39)

Encontrado o valor dessas constantes,podemos substituir na soluçãoQ(k, η)

válida ∀η e obtemos o gráfico

Podemos observar uma amplificação da onda quando η → ∞ que depende

claramente do número de onda, quanto maior o número de onda, menor a

amplificação como era de se esperar de acordo com as funções A(wk) e B(wk)

que dependem do fator 1√
wk
.

16.2 Quantização

Para a quantização canônica, vamos expandir a função tensorial Qi

j(η, x⃗) em modos de Fourier Qk,λ(η), onde λ introduz dois graus de liberdade

referentes à dois estados de polarização das ondas gravitacionais represen-

tadas por perturbações tensoriais:

Qi
j(η, x⃗) =

1

(2π)
3
2

∫
d3k

∑
λ

Qk⃗,λ(η)ϵ
ij(k⃗, λ)l(k⃗, x⃗) (16.40)
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onde l(k⃗, x⃗) é base hiperbólica e ϵij(k⃗, λ) é o tensor de polarização que

satisfaz as equações:

ϵij = ϵji (16.41)

ϵii = 0 (16.42)

kiϵij = 0 (16.43)

ϵij(k⃗, λ)ϵ
j
i (k⃗, λ

(′)) = δλλ′ (16.44)

ϵij(−k⃗, λ) = ϵ∗ij(k⃗, λ) (16.45)

Para quantizar o sistema , consideramos Qj
i como operadores Q̂j

i atuando

no espaço de Hilbert

Q̂i
j(η, x⃗) =

1

(2π)
3
2

∫
d3k

∑
λ

Q̂k⃗,λ(η)ϵ
ij(k⃗, λ)l(k⃗, x⃗) (16.46)

Podemos escrever a função modo Q̂k⃗,λ em termos de uma nova base

Q̂k⃗,λ = âk,λvk + â∗−k,λv
∗
k (16.47)

logo

Q̂i
j(η, x⃗) =

1

(2π)
3
2

∫
d3k

∑
λ

[
âk,λvk + â†−k,λv

∗
k

]
ϵij(k⃗, λ)l(k⃗, x⃗) (16.48)
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repassando k⃗ → −k⃗ e considerando vk⃗(η) = v−⃗k(η) devido a homogenei-

dade e isotropia do espaço, podemos escrever

Q̂i
j(η, x⃗) =

1

(2π)
3
2

∫
d3k

∑
λ

[
âk,λvkϵ

ij(k⃗, λ)l(k⃗, x⃗) + â†−k,λv
∗
kϵ

ij(−k⃗, λ)l∗(k⃗, x⃗)
]

(16.49)

onde vk é solução da equação:

v′′k + w2
kvk = 0. (16.50)

Podemos sempre construir funções modos em termos de bases diferentes,

sendo assim, podemos escrever

Em η → −∞:

vk =
1

√
wk

eiwkη (16.51)

Em η → ∞:

uk = d1e
iwkη + d2e

−iwkη (16.52)

onde

d1 = A(wk)D1 +B(wk)D2 (16.53)

d2 = A(wk)D1 +B(wk)D2 (16.54)

e D1 e D2, dados pela tabela [16.1]. Usando essas duas funções modos,

representandoo a função modo em η → ±∞ podemos escrever os operadores

para os estados IN e OUT
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Q̂(IN)i
j(η, x⃗) =

1

(2π)
3
2

∫
d3k

∑
λ

[
âk,λvkϵ

ij(k⃗, λ)l(k⃗, x⃗) + â†−k,λv
∗
kϵ

ij(−k⃗, λ)l∗(k⃗, x⃗)
]

(16.55)

Q̂(OUT )i
j(η, x⃗) =

1

(2π)
3
2

∫
d3k

∑
λ

[
b̂k,λukϵ

ij(k⃗, λ)l(k⃗, x⃗) + b̂†−k,λu
∗
kϵ

ij(−k⃗, λ)l∗(k⃗, x⃗)
]

(16.56)

Os operadores de criação e aniquilação dos estados IN e OUT se rela-

cionam através dos coeficientes de Bogoliubov αk,λ e βk,λ como

âk,λ = α∗
k,λb̂k,λ − β∗

−k,λb̂
†
−k,λ (16.57)

â∗−k,λ = α−k,λb̂
∗
−k,λ − βk,λb̂k,λ (16.58)

Desejamos calcular o espectro após o ricochete e para isso, precisamos

saber

Pk,λ = k3|uk⃗,λϵ
i
j(k⃗, λ)|2, (16.59)

ou seja,

Pk,λ =
∑
λ

k3[uk⃗,λϵ
i
j(k⃗, λ)][u

∗
k⃗,λ
ϵij(−k⃗, λ)] (16.60)

e lembrando que ϵij(−k⃗, λ) = ϵ∗ij (k⃗, λ) temos

Pk,λ = 2k3|uk⃗,λ|
2 (16.61)
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onde o fator 2 que dá a multiplicidade do estado de polarização é obtido

naturalmente de (16.44) e a função modo uk⃗,λ é relacionado com vk⃗,λ através

dos coeficientes de Bogouliubov

uk = αkvk − β∗
kv

∗
k (16.62)

u∗k = α∗
kv

∗
k − βkv

∗
k. (16.63)

Subsituindo essa função modo em (16.61), obtemos

Pk,λ = 2
k3

wk

[|αk|2 + |βk|2 − 2ℜ(αβe2Iwkη)] (16.64)

Para o modelo estudado, obtemos:

αk =
√
wkd1 (16.65)

βk = −
√
wkd2 (16.66)

com

d1 =
n

32

2(3/4+
√

2
2
In)(2 + n2)Γ(1

4
I
√
2n)

2
sinh 1

4
π
√
2n)

√
nΓ(3

2
+ 1

4
π
√
2n)

2[
sin (1

4
π + 1

8
Iπ

√
2n)

2 − sin (1
4
π − 1

8
Iπ

√
2n)

2]
(16.67)

d2 =
2(1/4+

√
2

2
In)

[
cos (1

4
π + 1

8
Iπ

√
2n)

2
+ cos (1

4
π − 1

8
Iπ

√
2n)

2]
√
n
[
cos (1

4
π + 1

8
Iπ

√
2n)

2 − cos (1
4
π − 1

8
Iπ

√
2n)

2] (16.68)

e w2
k = n2/2.
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Figura 16.1: Amplificação das perturbações tensoriais com ao = 1.

A amplificação das perturbações pode ser vista no gráfico, para diferentes

valores de n. Notamos que quanto menor o valor de n, maior a amplificação

pelo potencial do ricochete

O espectro obtido pode ser visto no gráfico a seguir. Novamente, como

no caso escalar, nas regiões onde n é pequeno, podemos notar um comporta-

mento que não segue uma lei de potência.

Não temos a intenção aqui de comparar com as observações, já que o

modelo com ricochete geométrico não possui matéria. Estamos interessados

em apresentar o método Quasi-Maxwelliano para tratar as perturbações e

a aplicação nesse modelo em particular, nos permite tratar as equações de

forma anaĺıtica.
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Figura 16.2: Espectro para as perturbações tensoriais com a0 = 1.



Caṕıtulo 17

Lei de Balanço

Neste caṕıtulo, desejamos obter o balanço de energia para o caso de ondas

gravitacionais descritas através das equações Quasi-Maxwellianas da gravitação.

Na literatura, muito se tem discutido sobre a própria definição de energia das

ondas gravitacionais [44]. Neste caṕıtulo,levando-se em conta a aproximação

linear, demonstramos de maneira formal o que representa a energia do sis-

tema e qual a sua correta interpretação.

Antes de prosseguir com o caso de ondas gravitacionais, faremos uma

breve introdução do balanço de energia para o campo eletromagnético.

17.1 Campo eletromagnético

No formalismo tensorial, o campo eletromagnético pode ser representado por

um tensor antissimétrico F µν , conhecido como tensor de Maxwell. No espaço-

tempo de Minkowiski, ou seja, no vácuo, as equações dinâmicas para o campo

eletromagnético são dadas por:

131
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F µν
//ν = Jµ (17.1)

∗F µν
//ν = 0. (17.2)

A trajetória de uma part́ıcula, com carga e ,massa m e velocidade V α

nesse campo é dada pela equação:

DV α

DS
=

e

m
Fα
β V

β. (17.3)

Consideramos um observador estático que se move com quadriveloci-

dade Uµ comoventemente com o referencial da part́ıcula no campo eletro-

magnético. Em relação a esse observador, podemos decompor o tensor de

Maxwell em partes elétricas Eα e magnéticas Bα como

Fαβ = E[αUβ] + ηµναβUµBν . (17.4)

Escrevendo em componentes cartesianas e tomando Uµ = δµ0 ,

Fαβ =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ex By −Bx 0


. (17.5)

reobtemos as equações de Maxwell no vácuo:

∇⃗.E⃗ =
ρ

ϵ0
(17.6)
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∇⃗.B⃗ = 0 (17.7)

∇⃗ ∧ E⃗ +
∂B⃗

∂t
= 0 (17.8)

∇⃗ ∧ B⃗ − ∂E⃗

∂t
= µ0J⃗ (17.9)

Daqui em diante, por simplicidade, vamos considerar as constantes µ0 =

ϵ0 = 1.

Multiplicando a equação (17.9), por E⃗, temos

E⃗ · (∇⃗ ∧ B⃗ − ∂E⃗

∂t
) = J⃗ · E⃗. (17.10)

O lado direito dessa equação expressa a taxa de trabalho por unidade

de volume exercido pelo campo sobre a corrente. Utilizando a identidade

vetorial

∇⃗ · (E⃗ ∧ B⃗) = B⃗ · (∇⃗ ∧ E⃗)− E⃗ · ∇⃗ ∧ B⃗ (17.11)

e a lei de Faraday

∇⃗ ∧ E⃗ +
∂B⃗

∂t
= 0, (17.12)

podemos escrever

E⃗ · ∇⃗ ∧ B⃗ = −1

2

∂

∂t
(B⃗ · B⃗)− ∇⃗ · (E⃗ ∧ B⃗). (17.13)

Substituindo esse resultado na equação (17.10), obtemos a equação que

representa a conservação de energia para esse sistema f́ısico:
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1

2

∂

∂t
(B⃗ · B⃗)− 1

2

∂

∂t
(E⃗ · E⃗)− ∇⃗ · (E⃗ ∧ B⃗) = J⃗ · E⃗. (17.14)

Podemos definir uma quantidade

u =
1

2
(E2 +B2) (17.15)

representando a densidade de energia do campo e

S⃗ = E⃗ ∧ B⃗ (17.16)

representando o fluxo de energia. Com essas quantidades definidas, pode-

mos escrever (17.14) de uma maneira mais elegante:

∂u

∂t
+ ∇⃗ · S⃗ = −J⃗ · E⃗ (17.17)

que é a equação de conservação de energia para o campo eletromagnético.

No caso em que o Universo contem matéria, como ocorre com o Universo

de Friedmann, o observador ainda que comovente, está em expansão em

relação ao referencial da part́ıcula no campo eletromagnético. A equação de

conservação deve ser generalizada, levando-se em conta termos representando

a expansão.

A velocidade do observador num referencial comovente é dada por:

Vµ = δ0µ, (17.18)

e seu gradiente

Vµ//α =
1

3
θhµα. (17.19)
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Nesse referencial, as equações de Maxwell são dadas por

Ėα +
2

3
θEα + ηα

βρσVρBσ//β = hα
µJµ (17.20)

Ḃα +
2

3
θBα − ηα

βρσVρEσ//β = 0 (17.21)

Eα
//α = ρ (17.22)

Bα
//α = 0 (17.23)

onde definimos ˙(...) ≡ (...)//αV
α.

Como no caso do referencial estático, multiplicamos a equação (17.20) por

Eα e (17.21) por Bα, podemos escrever a equação de conservação de energia

(17.10) para o caso vetorial:

1

2
(EαEα +BαBα)

· +
2

3
θ(EαEα +BαBα)+

∇αη
βαρσVρEβBσ = −JαEα (17.24)

ou seja:

(u2)· +
4

3
θ(u) +∇αS

α = −J⃗ · E⃗. (17.25)

com u e S⃗, dados por (17.15) e (17.16) respectivamente.
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Interpretando ondas eletromagnéticas como um fluido 1, podemos notar

que o termo contendo 4
3
θ(u) pode ser associado com (ρ+ p)θ, levando a uma

equação de estado p = 1
3
ρ.

Comparando o resultado obtido em (17.25), com o resultado obtido no

caso de um observador estático (17.17), observamos que aparece o trabalho

feito pela pressão p = 1
3
ρ para variar o volume.

17.2 Campo Gravitacional

Para realizar a lei de balanço para ondas gravitacionais2, vamos representar

o campo gravitacional pelo tensor de Weyl

W αβµν =
(
ηαµλσηβντϵ − gαµλσgβντϵ

)
VλVτEσϵ + (17.26)(

ηαµλσgβντϵ + gαµλσηβντϵ
)
VλVτHσϵ

na formulação Quasi-Maxwelliana da gravitação. Como visto anteriormente,no

regime linear, as equações perturbadas em um espaço-tempo de fundo con-

formalmente plano, homogêneo e isotrópico em expansão, são dadas por:

1O fluido possui equação de conservação ρ̇+ (ρ+ p)θ− V̇µq
µ + qν//ν + Vµπ

µν
//ν = 0. É

posśıvel fazer a associação entres as densidades de energias ρ → u e os termos contendo

fluxo de calor qµ e pressão anisotrópica πµν com a divergência do vetor de Poyting ∇αS
α.

2É preciso lembrar que, como estamos tratande de ondas gravitacionais ,δTm
µν ≡ 0, ou

seja, não existe perturbação de matéria.
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hα µh
β
ν(δE

µν)· + θδEαβ − 1

2
δE (α

ν hβ)µV
µ;ν+

θ

3
ηβνµεηαγτλVµVτδEελhγν −

1

2
(δHµ

λ )//τh
(α
µ η

β)τγλVγ = −1

2
(p+ ρ)δσαβ

(17.27)

hα µh
β
ν(δH

µν)· + θδHαβ − 1

2
δH (α

ν hβ)µV
µ;ν+

θ

3
ηβνµεηαγτλVµVτδHελhγν −

1

2
(δEµ

λ)//τh
(α
µ η

β)τγλVγ = 0 (17.28)

(δHαµ)//νh
αϵhµν = 0 (17.29)

(δEαµ)//νh
αϵhµν =

1

3
(δρ),αh

αϵ − 1

3
ρ̇(δV ϵ)− 1

3
ρ,0(δV

0)V ϵ. (17.30)

No formalismo Quasi-Maxwelliano da gravitação, como o próprio nome já

diz, é posśıvel fazer a associação entre a parte elétrica e magnética do tensor

de Weyl com a parte elétrica e magnética do tensor de Maxwell: Eαβ → Eα

e Hαβ → Bα.

De maneira análoga ao caso eletromagnético, podemos multiplicar a equação

(17.27) por Eαβ e (17.28) por Hαβ e obter:

1

2
(EαβEαβ)

·+θ(EαβEαβ)+∇αη
βαρσVρEβλH

λ
σ = −1

2
(ρ+p)δσαβEαβ (17.31)

1

2
(HαβHαβ)

· + θ(HαβHαβ) +∇αη
βαρσVρHβλE

λ
σ = 0 (17.32)
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Neste caso, podemos definir uma densidade de energia u = 1
2
(E2 +H2),

com

E2 = EαβE
αβ (17.33)

e

H2 = HαβH
αβ. (17.34)

Através da equação de conservação (17.10), generalizada para o caso ten-

sorial, podemos escrever a equação de conservação:

(u2)· + 2θ(u)−∇αη
αϵλνHρ

νEρϵuλ = −J ϵρ · Eϵρ, (17.35)

onde a corrente é dada por:

Jαβ = −1

2
(ρ+ p)δσαβ. (17.36)

Na equação de conservação (17.35), podemos notar que o termo associado

a expansão θ difere do caso eletromagnético, ou seja, a equação de estado

correspondente a interpretação de ondas gravitacionais como fluido é dada

no caso de ondas eletromagnéticas por p = ρ, ao invés de p = 1
3
ρ. Logo,

sugere-se que, embora as ondas eletromagnéticas e ondas gravitacionais, pos-

suam a mesma velocidade de propagação c, elas possuem equações de estado

diferentes.

Precisamos agora, reinterprertar corretamente o termo J ϵρEϵρ, que rep-

resenta o trabalho exercido pelo campo gravitacional.
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Sabemos que o trabalho de um campo gravitacional quasi-local em uma

distribuição de matéria3 é obtido a partir da equação para o desvio geodético

DZα

DS
= Rα

ηξγV
ηV γZξ. (17.37)

No caso em que não existe perturbação de matéria em primeira ordem, a

equação u = 1
2
(E2 +B2) se reduz à

DZα

DS
= Eα

ξ Z
ξ, (17.38)

ou seja,a parte elétrica do Tensor de Weyl é responsável por uma força

quasi-local dada por Fα = Eα
βZ

β.

Multiplicando essa equação por Żα = DZα

DS
obtemos:

Żαgαβ
D2Zβ

DS2
= Eβ

γZ
γgαβŻ

alpha (17.39)

com Żα = Uα
//βZ

β.

Como estamos considerando apenas perturbações tensoriais, temos δUα
//β =

δσαβ. A equação (17.39) é escrita como

1

2

D

DS
(ŻαgαβŻ

β) = −ZβδE
β
γδσ

γ
λZ

α (17.40)

e como estamos tratando do trabalho executado pelo campo gravitacional

em uma distribuição de matéria homogênea e isotrópica em um espaço igual-

mente homogêneo e isotrópico, podemos usar que

3A generalização do desvio geodético de uma part́ıcula para uma distribuição de matéria

é direta.Nesse último caso, o desvio geodético representa a distância entre duas curvas de

congruência do fluido.
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ZαZβ =
⟨Z2⟩
3

hαβ (17.41)

obtendo

D

DS

(
1

2
gαβŻ

βŻα

)
= −1

2
δEαβδσ

αβ⟨Z2⟩. (17.42)

Esse resultado nos mostra que a própria geometria, aqui representada pela

parte elétrica do tensor de Weyl, produz uma variação na energia cinética

relativa entre part́ıculas vizinhas. 4

4Comunicação particular J.M.Salim, ICRA/CBPF.



Caṕıtulo 18

Conclusão

Neste trabalho, investigamos a evolução dinâmica para as flutuações da ge-

ometria em um modelo com ricochete geométrico e exemplificamos o uso

do formalismo Quasi-Maxwelliano da gravitação para tratar as perturbações

escalares e tensoriais. Contrariamente o que acontece com outros formal-

ismos invariantes de calibre baseado em perturbações do tensor métrico, o

formalismo usado neste trabalho possui uma variável bem definida através

de um ricochete. Além disso, as variáveis que representam as perturbações,

são observáveis f́ısicos com interpretação direta. O método aplicado em um

modelo com ricochete geométrico nos permite obter uma solução anaĺıtica.

Obtemos um espectro tanto para o caso escalar quanto para o caso tensorial

que não obedece uma lei de potência para valores pequenos de n. O balanço

de energia foi feito para o caso tensorial no formalismo Quasi-Maxwelliano e

foi mostrado que as variáveis E e H descrevem consistentemente a energia

da onda gravitacional na aproximação linear.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 145
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