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Resumo

Apresentagao do método Quasi-Maxwelliano da gravitacao para estudar a
estabilidade de modelos cosmologicos conformalmente planos. O método é
invariante de calibre e as variaveis perturbadas tem interpretacao fisica ou
geométrica. Esse método mostrou-se especialmente apropriado para descr-

ever modelos com ricochete.
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Introducao

Desde a antiguidade, a humanidade busca o conhecimento e o entendi-
mento dos fatos que acontece a sua volta tentando responder as questoes
intrinsecas ao espirito: quem somos, de onde viemos e para onde vamos? A
resposta para essas perguntas evolue de tempos em tempos de acordo com
a evolucao do pensamento humano no que diz respeito a ciéncia a filosofia e
até mesmo a religiao. Na minha opiniao, essa evolugao do pensamento esta
relacionada com a maneira em que os fatos sao observados e interpretados ao
longo do tempo. No meio a tantos questionamentos surgem diversos cenarios
na tentativa de saciar o questionamento humano sobre porque existe alguma
coisa ao invés do nada e entre os cendrios surge a cosmologia que tem como
objeto de estudo o Universo, no sentido fisico de tudo que existe. Em out-
ras palavras, a Cosmologia tem como objetivo estudar a totalidade e através
dela refundar as bases da fisica com o desejo que as leis possam ser validas
em todas as escalas [1].

O Universo, simplesmente acontece, inerente a nossa vontade e muitas
vezes bem distante dos nossos olhos e dos nossos sentidos. Um cientista, no
papel de um mero expectador, constréi modelos para representar o que esta
sendo observado e como o Universo observado é uma pequena parte do Uni-
verso ao qual temos acesso, certamente, nao observamos tudo o que acontece
e nossos modelos, muitas vezes, estao longe de representar a totalidade Se
precisamos construir modelos gerais que expliquem o Universo no qual esta-

mos imersos, porque considerar uma pequena fracao da totalidade para impor



condigoes e restricoes aos nossos modelos? Pergunto ainda, porque consid-
erar que o Universo nasceu de uma singularidade ao invéz de considerar que o
Universo sempre existiu e sempre existira e que antes de se expandir, passou
por uma fase de contragao. Por que considerar que a geometria do Universo
¢ Riemanniana, onde o comprimento das réguas nas quais realizamos medi-
das se mantem constante durante seu deslocamento pelo espago, ao invés de
considerar uma geometria mais geral, sem impor tal condi¢ao?

Neste trabalho, através do meu entendimento limitado do que realmente
¢ o Universo em toda a sua totalidade, apresento a minha proépria inter-
pretacao, tentado me libertar de amarras e pensa-lo de maneira mais livre
possivel. E fato que, todo modelo deve satisfazer de algum modo, certas
condicoes impostas pelas observagoes. De uma maneira bem simples e sem
pretensoes, mostro como a escolha de uma geometria mais geral pode criar um
Universo nao-singular e amplificar as perturbacoes iniciais que deram origem
a estruturas em larga escala no Universo como galdxias e aglomerados assim
como a amplificacao de ondas gravitacionais, fonte de anisotropia de temper-
atura observada na Radiacao Coésmica de Fundo. Embora, o mecanismo de
gerar nao-homogeneidades, em nosso modelo, nao reproduza o Universo ob-
servado, é possivel tratar de forma analitica a amplificagao de perturbacoes
escalares e tensoriais.

Este trabalho se divide em trés partes principais. Na primeira parte, de-
screvemos o Universo de Fundo, homogéneo e isotréopico, livre de qualquer
perturbacao do campo gravitacional. Definimos parametros matematicos que
representam a cinemaética e a dinamica do Universo assim como sua descri¢ao

segundo o Formalismo Quasi-Mawxelliano da Gravitacao. Consideramos um



Universo descrito por uma geometria de Weyl Integravel (WIST) que produz
um ricochete puramente geométrico, ou seja, o Universo sofre uma fase de
contracao antes da fase de expansao. Na segunda parte, descrevemos o Uni-
verso real, constiuido de perturbacoes do campo gravitacional e o tratamento
matematico das perturbagoes. Duas teorias de perturbacoes cosmolégicas sao
apresentadas: Formalismo de Bardeen e Formalismo Quasi- Maxwelliano. A
primeira descreve quantidades perturbadas de interesse fisico, através de per-
turbagoes do tensor métrico que nao é um observavel fisico e por isso, torna-se
necessario construir quantidades invariantes causando muitas vezes dificul-
dades de interpretagao. O segundo formalismo descreve as quantidades per-
turbadas em termos de quantidades que sao observaveis fisicos e por isso con-
stituem perturbacgoes verdadeiras , eliminando o problema de calibre. Uma
comparacao entre os dois formalismo ¢ discutida. Na terceira parte, consid-
eramos apenas perturbagoes escalares do campo gravitacional e aplicamos a
teoria de perturbacao cosmoldgica segundo o formalismo Quasi-Mawxelliano,
para estudar perturbacoes na densidade de matéria. Desenvolvemos um for-
malismo hamiltoniano, permitindo a quantizacao canonica da variavel que
representa a perturbacao de densidade de matéria Como aplicacao, estu-
damos a amplificacao das perturbacoes escalares por um modelo com ric-
ochete geométrico e calculamos o espectro de poténcia. Na quarta parte,
levamos em conta apenas perturbagoes tensoriais com o objetivo de estudar
ondas gravitacionais. De maneira andloga ao caso escalar, também descreve-
mos as perturbagoes segundo o formalismo Quasi-Maxwelliano e realizamos
a quantizagao canonica da varidvel que representa perturbacoes tensoriais.

O espectro de poténcia também é obtido.



Notacao

Na convencao de indices tensoriais, os indices espago-temporais, denotado
pelo alfabeto grego variam como a = 0...3 , enquanto os indices espaciais
denotados pelo alfabeto latino, ¢ = 1...3.

Neste trabalho, as unidades de medidas sao geometrizadas por ¢ = 1 =
872 Adotamos a assinatura (+,-,--) para o tensor métrico.

Em relagao as derivadas, convencionamos o uso de (;) para derivadas
covariantes na geometria de Weyl e no caso da geometria riemaniana, (//)
para as derivadas covariantes ,sendo (/) para as derivadas covariantes no

3-espago e (, ) para derivadas simples.
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Parte 1

Descrevendo o Universo
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Capitulo 1

Descricao matematica do

Universo

O Universo em uma determinada escala é representado por um modelo cos-
molégico. Podemos definir um dado modelo cosmolégico especificando a
geometria do espago-tempo, a matéria contida nele e a interacao da matéria
com a geometria. Isso significa especificar, respectivamente, o tensor métrico
9w, O tensor momento-energia 7}, e as equacoes dinamicas do campo grav-
itacional [2].

Segundo a Teoria da relatividade Geral (TRG), as equagoes de campo sao

dadas pelas equagoes de Einstein ![3]:

1
Gp,l/ = Rm/ - ERg,LLl/ = k'Tm/ (11)

e a equacao de conservacao do tensor momento-energia, dadanb pela iden-

tidade de Bianchi

De acordo com a convengao usada k=1. (Vide secao Notagao).

14
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V,G" = 0= V,T" = 0. (1.2)

O tensor métrico pode ser descrito em um particular sistema de coorde-

nadas fazendo conexao com os simbolos de Cristoffel, ou em termos de um
sistema de tetradas fazendo conexao com coeficientes de rotacao de Ricci, ou
ainda, descrito covariantemente através da formulagao 3+ 1. Para referéncias
sobre o assunto, pode-se consultar os livros-textos [2]-[5].
No que diz respeito a matéria, considera-se o Universo usualmente composto
por alguma espécie de fluido ou um conjunto de particulas representadas pela
teoria cinética, um campo escalar ou campo eletromagnético e até mesmo
uma mistura das possibilidades anteriores.

O movimento da matéria no espaco pode ser descrito através de quanti-
dades cinematicas:

a) Velocidade

Como a matéria nao esta concentrada em uma dada regiao do espago,
é necessario definir um campo de velocidade em toda a variedade, denom-
inado campo de observadores fundamentais, representados por uma familia
de linhas de Universo (linhas do tipo-tempo):

B dz®

o 1.
1% e (1.3)

onde 7 é o tempo proprio medido ao longo das linhas de Universo fun-
damentais. Se V¢ é um vetor do tipo tempo, ou seja,V,Vzg"” > 0, podemos
normalizé-lo, segundo a assinatura métrica (+,— — —), como V°*V, = —1.
Em geral, esse campo de observadores é tomado como comovente com o

contetido material do modelo.
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b) Tensor de Projegao

Dado V*, podemos definir um tensor de projecao h*¥ = g 4+ V*V" que
projeta objetos 4-dimensionais no 3-espago do obervador ortogonalmente ao
campo de velocidade. E facil verificar que o projetor h*” possui as seguintes

propriedades:

WY = B R =30 hhyg = heg;  hEVE =0, (1.4)

Para a caracterizagao completa do estado cinématico da matéria descrita
por um fluido, precisamos conhecer a derivada covariante do campo de ve-

locidades que pode ser decomposta em suas partes irredutiveis da direcao de

Ve

1
V.U//V = aNVV + gehuv + Opv + Wy - (15)

onde o escalar 0 representa a taxa de expansao do Universo ,o,4 0 tensor
de cisalhamento,w,s o tensor de rotacao e a, a aceleragao das linhas de fluxo
do fluido.

c¢) Taxa de Expansao

A taxa de expansao do fluxo de linhas do fluido também representa uma

varia¢ao do fluido em relagao ao volume (volume especifico do fluido).
0 =h"" Vo = Vi, (1.6)

onde:
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Ve = Vet = v+ Moy LBV IS )

)

d) Cisalhamento

O tensor simétrico 0,4, nos diz como as linhas de fluxo do fluido se de-

formam:

1
T (1.8)

1
Tap = 5h" o3 Visr —

e) Rotagao

Representada pelo tensor antissimétrico wyg, nos diz sobre a rotagao das

linhas de fluxo do fluido.

1
Wap = 5;# wh); (1.9)

f) Aceleragao

A aceleracao do fluido é dada por:

(o = VayysV7. (1.10)

Antes de descrever as equagoes dinamicas para essas quantidades, pre-

cisamos definir como a matéria é representada pelo tensor momento-energia.

Tensor Momento Energia
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O Tensor momento-energia, fonte da geometria nas equagoes de Ein-
stein (1.1), pode ser decomposto em suas partes irredutiveis em relacdo a

4-velocidade V¢

T = pVoV? — phas + 2q(0V g) + Tap (1.11)

onde p é a densidade de energia, ¢¢ ¢ o fluxo de calor, p é a pressao
isotrépica e m,3 € a pressao anisotrépica sem trago.Essas quantidades satis-

fazem as seguintes propriedades:

ana =0= Waa; TaB = TBas Waﬂvﬁ = 0. (112)

Segue da equacao de conservacao Tag 118 = 0 as equagoes:

p+(p+p)0+ (" Va+q% —176,, =0, (1.13)

(p+p)aa—p hh+qh o +09a+q" O +q" Wap+(7,) v +7 0, Ve = 0, (1.14)
onde O, = ghuv + o

Um fluido perfeito é caracterizado por ¢* = 7% = 0, o que implica em

um tensor momento-energia

T = pVVF — phgg. (1.15)

Equacoes de Propagacao:
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Para examinar as equacgoes de evolucao das quantidades cinematicas ao
longo das linhas de fluxo fundamentais, precisamos utilizar a definicao de

curvatura,

Visras1s = Vuysarja = RueasV*. (1.16)

O tensor de curvatura R,..s3 , pode ser definido em termos dos seus tracos

R, e R e do tensor de Weyl W ,3:

1
Rapuw = Wapuw — 5 [Rangsy + Rovgan — Ravgsn — Ropdar]

2
1
+6R[gaugﬁu - goa/gﬁu} y (117)
Ruea/g’ = RyaRWueaﬁ (118)

Utilizando as equagoes de Einstein (1.1) para substituir os tragos do tensor
de curvatura e realizando projegoes adequadas, obtemos trés equacoes de

propagacao e trés equagoes de vinculo:
Equacao de propagagao para o escalar 6 ou equacao de Raychaudhuri:

. 2

0 1
9+§+2(02+w2)—aa//a = —5(p+3p), (1.19)

com 0% = 00,5 e W = WPw,p.

Equacao de propagacao para o,g:
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1
W G hY 56 + ghag(—sz —20% +a))—
1

o 2
Eh“ P ) + ggaaﬁ + Wy = —Eqap — 57as (1.20)

Equagao de propagacao para wag:

1 2
W' b gt = H B ) + S00s + T — 0l

1
= —Los — §7Ta5 (1.21)

As equagoes de vinculo para as quantidades cinématicas sao dadas por:

2
gevuhux — (05 +w))ah’y — a’(on + wa) = —ax; (1.22)
ws + 2w a, = 0; (1.23)
1 €1, o, Byv
H(g)\ = —§h5 h)\ Ne V,,(O'aﬁ + wag)w + a((;wA). (124)

As equacbes de evolucao para os parametros cineméticos (0., Wy, a,.)
que obtivemos, envolvem a parte elétrica e magnética do tensor de Weyl, por
isso, torna-se necessario obter as equacoes de evolugao para esses tensores,

que sera feito no préoximo capitulo.



Capitulo 2

Equacoes Quasi-Maxwellianas

O formalismo Quasi-Mawxelliano da gravitacao foi introduzido por Jordan,
Ehlers e Kundt em (1960) [6] e consiste em considerar as Identidades de
Bianchi como equacgoes de campo para as partes irredutiveis do tensor de
Weyl.

O tensor de Weyl, ou tensor de curvatura conforme W,g,,, pode ser
decomposto em tensor de Riemann R,g,, e tensor de Ricci R,p da seguinte

forma:

1
Wapu = Raﬁw + 9 [Raugﬁv + Rﬁvgau — Rovgpu — Rﬁugow]

1
_ER [gaugﬁu - gaugb’u} ) (21)

com propriedades Wog,, g% =0 e Wagw = —Waauw = Wiags-
Na auséncia de matéria, R,, = R = 0 e conseguentemente Wyg,, =
Ropuw, ou seja, podemos dizer que Wy, representa o campo gravitacional

livre, determinado nao-localmente pela matéria.

21
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Substituindo o tensor de Weyl, na identidade de Bianchi:

af af af _
Ryt Bonypu + By =0 (2:2)

obtemos as equacgoes de campo:

) 1 1
W/ w =k (_§Ru[a//ﬁl + ggu[aR/m) : (2.3)

ou, com o auxilio das equagoes de Eistein (1.1):

) 1 1
Wi w =k <_§Tu[a//ﬁl + ggu[aT/m) : (2.4)

relacionando a geometria com o tensor momento-energia.
Em analogia com o eletromagnetismo, o tensor de Weyl pode ser decom-
posto em suas partes irredutiveis E,3 e H,3, denominadas respectivamente

como parte elétrica e magnética:

Eop = ~Wargs VIV (2.5)
Hog = —W2 55V V° (2.6)
com propriedades
Eu = Eyy; (2.7)
E, V' =0; (2.8)

Epug™ = 0; (2.9)
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H,, = E,; (2.10)
H,, V* = 0; (2.11)
Eg™ = 0. (2.12)

Escrevendo o tensor de Weyl W3, em termos de suas partes irredutiveis

E.3 e H,, temos,

Wed — (gerronfvre — goade g TNV, By
+(naqugﬁuTe + gaukonﬁm—e)‘/}\‘/ﬂ_HaE‘ (213)
O tensor W ¢ um tensor de ordem 3 e admite quatro projecoes
/v

independentes em relacao ao vetor tangente as curvas da congruéncia V*,

gerando dois vetores e dois tensores de ordem 2:

Wer VsVuhe, (2.14)
WeP ngaViVa (2.15)
W TV (2.16)
W Vahuthoya (2.17)
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Através dessas projecoes e do uso de (2.4), que relaciona o traco do

tensor de Weyl ao tensor momento-energia, obtemos as Equagoes Quasi-

Maxwellianas da Gravitacao:

WY Bax 1y + 105 VP H 0" + 3HY w, =
1 0. 1
_hEL‘X

1 1
30 Pa + gqe - 5(05,/ —3uf,)q" + Qﬁe“au + §hm7ra o (2.18)

WP Hox jpy + 05, VI E 0 + 3BV w, =

(03 1 EQ
(p+P)w = S0 Vi dayy 5+ 50" (s + wps) T, VA (2.19)

: 1
hihy HY + OH — S H DV 4 TV, V. Hon O,
A e)va 1 € «
_aaEé 7BV, 4 5 P10V, =

3 € 1 € ]- € (6%
—Zq( w + §h Aqtw, + Zaﬁ(? MBIV ot

1
Z—lh’/(ﬁn”aﬂﬂvﬂm 118 (2.20)

: 1
By B+ 0B — S BV 4+ T,V B ©,5—

A €)Y 1 € (e} 1 € v
aaHé IR VS EHg //ahELUA)W by, = Eh (¢}, — q"ap — ™" 0)—

1 € 1 € 1 € o 1 € e € 1 €
§(p +p)o + §q( aV — Zh”( VG 10 + §hah,’>7r ot 147ré wM? 697r A
(2.21)

— -1
onde O, = 0y, = 3«9hm,.
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As Equacoes Quase-Maxwellianas da Gravitacao sao equagoes diferenci-
ais de terceira ordem em g, e exigem como condicoes iniciais as Equagoes
de Einstein sob uma superficie de Cauchy [11]. Pode-se também ver uma

demonstragao deste teorema em [12].



Capitulo 3

Modelos de Universo com

Ricochete

Nesta secao, vamos tratar especificamente de uma classe de modelos nao-
singulares, que constitui os modelos com ricochete (bounce). Nos mode-
los com ricochete, o Universo é eterno e passa por uma fase de contracao
no infinito passado até atingir um raio minimo e depois se expande infini-
tamente. KEsse modelo possui uma vantagem sobre o modelo cosmoldgico
padrao, visto que, o problema da singularidade inicial e do horizonte ¢é re-
solvido. Além disso, da mesma maneira como ocorre com os modelos in-
flacionarios, o ricochete atua como um mecanismo de amplificacao das per-

turbagoes cosmoldgicas.

3.1 Modelo Cosmolégico Padrao

26
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De acordo com o modelo padrao da cosmologia, o Universo teve sua origem
numa singularidade inicial (Hot Big-Bang) e sua geometria é descrita por um
modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) caracterizando homogenei-
dade e isotropia.

Essa descricao do universo foi muito bem sucedida, se mostrando de
acordo com muitas observagoes como por exemplo a homogeneidade do Uni-
verso em larga escala, a radia¢ao césmica de fundo (RCF) e abundancia de
elementos quimicos. Apesar do sucesso dessas predi¢oes, o modelo (HBB)
possui um problema estrutural intratavel que consiste na singularidade ini-
cial, onde as quantidades fisicas divergem. Além disso, esse modelo gera

alguns problemas conhecidos como problemas padroes da cosmologia:

e problema de horizonte: limitacao causal para homogeneidade do Uni-

Verso;
e problema de planeza: aparente natureza euclidiana do Universo;

e assimetria de barions: prevalescéncia de matéria sobre a anti-matéria.

Para resolver esses problemas, foi introduzida uma fase inflacionaria no
modelo padrao. Nessa fase, o Universo apds o Big Bang passa por uma fase
de expansao exponencial [7].

Além do modelo inflacionario, foram sugeridos muitos outros modelos
para resolver os problemas padroes da cosmologia, entre eles, modelos de
Universo nao singular onde o Universo come¢a de um raio minimo. Para
referéncias sobre esses modelos, consulte ([8]) e ([9]). Esses modelos possuem
uma vantagem sobre o modelo cosmoldgico padrao, visto que, o problema

da singularidade inicial é resolvido e da mesma maneira como ocorre com o0s
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modelos inflaciondarios, o ricochete atua como um mecanismo de amplificacao

das perturbagcoes cosmoldgicas.

3.2 Ricochete Geométrico

Nessa secao, vamos tratar especificamente de um determinado tipo de mod-
elo cosmologico com ricochete gerado puramente pela geometria do espago-
tempo ([10]). Para gerar um ricochete geométrico, consideramos que o Uni-
verso inicialmente nao possue é matéria e que sua geometria é descrita pela

geometria de Weyl como veremos a seguir.

3.2.1 Geometria de Weyl Integravel

Ao contrario do modelo padrao, vamos considerar que a geometria do Uni-
verso ¢ descrita por uma generalizagao da geometria riemaninana denomi-
nada geometria de Weyl. Nessa geometria, consideramos que o comprimento
de um vetor varia com o seu deslocamento espacial. Isso significa dizer que
Guv/x # 0.

Originalmente, a geometria de Weyl foi proposta com o intuito de unificar
o eletromagnetismo com a gravitagao, porém exibia uma grave inconsisténcia
com as observagoes, ja que em sua formulagao, o comprimento e portanto o
espectro atomico varia com a posi¢ao e o caminho para atingir essa possicao,
quando na presenca de um campo eletromagnético. Em nosso modelo, o
campo de Weyl nao esté associado ao campo eletromagnético e ademais, é
o gradiente de um campo escalar. Nesse caso, a variagao do comprimento

depende apenas da posicao, nao importando o campinho para atingi-la. Essa



CAPITULO 3. MODELOS DE UNIVERSO COM RICOCHETE 29

geometria passou a ser denominada WIST | sigla em inglés para Espago-

Tempo de Weyl Integravel. Assim,

Guv:x = GuW. (31)

onde wy(x) = w,) (z) é o gradiente de um campo escalar.
Com essa modificacao na derivada covariante do tensor métrico, surgem

termos adicionais na afininidade riemaniana {%,} = 39°*[g,x0 + Gvau — Guva]

« (3 1 (63 (03 (07
Fuu = ;w} - §[wu5y + wu(;# — guW ], (32)

consequentemente no tensor de Ricci

R, = R;w — Wy )y — %wuwy — %[ﬂw — waw®], (3.3)
e no escalar de Ricci
R=R—-3[0w+ gwuw“], (3.4)
onde
Dw = wy, (3.5)

e {A} denota uma quantidade calculada na geometria riemaniana, note que
Wo = Wy

O cenario dinamico para essa geometria é dado através de duas variaveis
geométricas fundamentais (g,,,w,) e a acdo mais simples envolvendo esse

par de variaveis é escrita como

S = /\/—_g[R+§wa]d4x (3.6)
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onde ¢ é um parametro adimensional.
As equacgoes dinamicas sao obtidas através do principio variacional, var-
iando a agdo S em relac@o ao par de varidveis (g, w»):
A 22

1A
R;w - §Rguu - )‘Qwﬂwv + ?wo‘waglw =0, (3'7)

Cw = 0, (3.8)

4x—3].

com \? = [2X

A primeira integral da equagao (3.8) nos da

w=ya"? (3.9)

onde v é uma constante de integracgao.
Podemos interpretar esse resultado, como o equivalente das equagoes de

Einstein onde a fonte da geometria é o préprio campo escalar e rescrever

(3.7) como

~

1~
R;w - §Rg;w = _Tuu(w)v (310)

onde o tensor momento energia dado por 1), (w) = [pw+Puw]VuVe —Dwduw]-
Através de projecoes adequadas do tensor momento-energia e dos vetores do
tipo tempo V,,, obtemos uma densidade de energia p,, e pressao anisotropica
Pw Negativas.
A2
P = Duw = —?wz (3.11)

E importante notar que a origem dos termos envolvendo w é puramente

geométrica. A interpretacao em termos de um fluido é apenas formal, para



CAPITULO 3. MODELOS DE UNIVERSO COM RICOCHETE 31

aproximar as equacoes da forma que elas tomariam em uma geometria Rie-
manniana.

Substituindo (3.11) e (??) nas Equagoes de Friedman, obtemos

2 2
a —i—e—i—%waQ:O (3.12)
e
L2 2 Ao,
2aa +a +6—7(wa) = 0. (3.13)

Resolvendo esse sistema temos necessariamente um Universo de FRW
aberto, ou seja € = 1 e substituindo (3.9) em (3.12) e (3.13) temos a seguinte

solucao para o fator de escala:

0 =1- [—r, (3.14)

1
>\2'Y2 4
6 .

com ag = [

Temos entao, um modelo cosmolégico com solugao [13]:

a(n) = agy/cosh(2n). (3.15)

o que implica em um Universo com ricochete ou seja, possui uma fase de

contracao precedida por uma fase de expansao como mostra a figura [3.1].
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Figura 3.1: Fator de escala do Universo. Nesse grafico consideramos a con-

stante ag = 1.



Parte 11

O Universo Perturbado
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Capitulo 4

Calibre em Perturbacoes

Cosmoldgicas

Evidéncias observacionais mostram que o Universo primordial era homogéneo
e isotropico. Acredita-se que existiram pequenas perturbacoes iniciais que
vagarosamente foram aumentando de amplitude devido a instabilidade grav-
itacional. Essas perturbacoes iniciais sao sementes para a formacao de estru-
turas no Universo em larga escala como galaxias e aglomerado de galaxias
além de ser responséavel pela variagao de temperatura observada na Radiacao
Césmica de Fundo (RCF).

Para definir perturbagoes cosmoldgicas, precisamos primeiramente definir
um espago-tempo ficticio, denominado espaco-tempo de fundo e um espaco-
tempo fisico, denominado espaco-tempo real. O espaco-tempo de fundo é
livre de qualquer tipo de perturbacao enquanto o espaco-tempo real contém
as nao-homogeneidades do Universo [14]. Nesse cendrio, o termo calibre

representa a liberdade do observador na escolha do mapeamento entre o
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espaco-tempo de fundo e o espaco-tempo perturbado. Fazer uma escolha de
calibre significa realizar um mapeamento, determinando a correspondéncia

ponto a ponto entre os dois espacos-tempo como estd representado na figura

(1.1).

Figura 4.1: Espaco tempo real e ficticio.

Uma mudanca nessa correspondéncia, mantendo a coordenada x* fixa,é
chamada transformacao de calibre (muda o ponto do espago-tempo de fundo
correspondente ao ponto no espago-tempo perturbado) enquanto uma trasformacao
de coordenadas muda as coordenadas do espaco-tempo de fundo e perturbado
simultaneamente.

Uma quantidade perturbada é definida como sendo a diferenca entre o
valor dessa quantidade em uma dada hipersuperficie S do espaco-tempo per-
turbado e o seu valor correspondente em uma dada hipersuperficie S no
espaco tempo de fundo através de um mapeamento arbitrario representado

por

0og=q—q. (4.1)

Uma fez definido €2, nao existe nenhuma arbitrariedade em dq, porém,

nao significa que exista algo que relacione de maneira direta os dois espagos-
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tempo, ou seja, nao é possivel determinar unicamente S de S e por isso, essa
definicao de perturbacao deve ser vista com atencao.

Ja vimos anteriormente que as perturbacoes definidas sao completamente
dependente de um mapeamento escolhido e nesse contexto, a definicao de um
modelo de fundo em S é equivalente a definir um mapa Q de S em S. Como
exemplo, podemos ver o caso da densidade de energia que é dependende de
calibre. A densidade de energia perturbada o é definida por um mapeamento
2 do espago-tempo de fundo no espaco tempo perturbado. So6 é possivel

comparar a quantidade g com fi apés o mapeamento como representado na

figura [4.1].

/ s

Figura 4.2: Mapeamento do espaco-tempo de fundo no espago-tempo per-

turbado.

4.1 Fixacao de calibre

Um espaco-tempo pode ser descrito através de uma familia de curvas do tipo
tempo (A) ou através de hipersuperficies espaciais com tempo constante (C)
como na figura (1.3).

O calibre pode ser especificado de véarias formas dependendo de que
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L
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Figura 4.3: Aspectos do mapeamento.

maneira a quantidade u é alocada nas hipersuperficies ou nas curvas do tipo

tempo:

a) Calibre Sincrono:

O calibre sincrono ou de tempo conforme é aquele em que o tempo préprio
é fixado ao longo das linhas de fluxo do fluido no espago-tempo de fundo e no
espaco tempo perturbado e o calibre é fixado através da relacao entre eles.
O problema dessa escolha é que ela é nao local, ja que é preciso integrar as

equagoes de campo ao longo das curvas do tipo tempo.

b)Hipersuperficies de fluxo ortogonal:

As hipersuperficies de fluxo ortogonal também conhecidas como hipersu-
perficies comoventes sao escolhidas de maneira que sejam ortogonais as linhas
de fluxo do fundo, porém essa escolha s6 é possivel se o sitema for livre de
vorticidade. A dificuldade dessa escolha estd em definir valores do tempo
unicamente nessas superficies pois se existir aceleragao, o tempo proprio me-

dido ao longo de uma curva do tipo tempo sera diferente da curva vizinha.



CAPITULO 4. CALIBRE EM PERTURBACOES COSMOLOGICAS 38

c)Equivalentes escalares:

Uma outra possibilidade é identificar quantidades escalares que sao in-
variantes de calibre nos dois espagos-tempo e através delas definir superficies
espaciais em S e fixar o mapeamento entre os dois espacos-tempo. O prob-
lema dessa escolha é que ¢ muito dificil decodificar a perturbacao de densi-

dade obtida.

Existem outras escolhas para fixar o calibre e sua escolha vai depender

da perturbacao estudada.



Capitulo 5

Teoria de Perturbacoes

Cosmoldgicas

Matematicamente, o crescimento das perturbacoes iniciais no Universo é de-
scrito pela Teoria de Perturbagoes Cosmoldgicas e o tratamento relativistico
dessas perturbagoes, foi apresentado primeiramente por Lifshitz em (1946)
[15], considerando um modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) e pos-
teriormente resumido em [16] onde foi introduzido a decomposicao das per-
turbagdes em harmonicos escalares, vetoriais e tensoriais. Como vimos an-
teriormente, o estudo de perturbagoes cosmoldgicas implica numa liberdade
de escolha de calibre. Diversos trabalhos foram realizados com diferentes
escolhas de calibre mas todos eles, exibindo dificuldades de interpretacao das
quantidades perturbadas.

Para resolver o problema, seria necessario introduzir um formalismo in-
variante de calibre e nessa direcao, podemos destacar dois trabalhos impor-

tantes: a teoria de perturbacoes cosmoldgicas no formalismo Quasi-Maxwelliano
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da gravitagao, desenvolvido por Hawking em (1966) [18] e o formalismo in-

variante de calibre apresentado por Bardeen (1980) [20].

5.1 Formalismo de Bardeen

Nesse formalismo, as perturbacoes do Universo estao diretamente relacionadas
com as perturbacoes da geometria representada por g"” e perturbacoes da
matéria representadas por T),,,.

Considerando apenas perturbacoes lineares, podemos escrever o tensor

métrico acrescido de uma variacao infinitesimal dg*”:

g = g + 69, (5.1)

onde (Vg" representa o tensor métrico do espaco-tempo de fundo.

Uma perturbacao métrica, gera perturbacoes nas equagoes de Einstein
0G,,, = kdT,, e usualmente, para resolvé-las, aplica-se condicoes de calibre
para simplificar a forma das perturbagoes da geometria e da matéria, trabal-
hando apenas com componentes do tensor métrico perturbado. O problema
desse método estd no fato de que o proprio tensor métrico nao é um observavel
fisico diretamente mas apenas sua derivada segunda associada com o tensor
de curvatura R,g.s, portanto, nao ¢ uma quantidade invariante de calibre
e isso dificulta a distingdo de uma nao-homogeneidade fisica (geométrica)
de uma nao- homogeneidade criada por uma mera escolha inconveniente do
sistema de coordenadas.

Bardeen através de combinagoes adequadas do componente do tensor

métrico construiu dois potenciais invariantes de calibre e através desses po-
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tenciais escreveu as equacoes de Einstein perturbadas de uma forma total-

mente independente de calibre.

5.1.1 Formalismo de Mukhanov

Em um trabalho mais recente [22], Mukhanov et all. simplifica a derivacao
das equacoes de campo perturbadas, mostradas por Bardeen, trabalhando no
calibre longitudinal. Nesse mesmo trabalho, Mukhanov trata perturbacoes
classicas e quanticas e aplica em alguns modelos relevantes. Aqui, vamos nos
deter em perturbagoes do espaco-tempo de fundo do ponto de vista classico.

Assumindo um Universo homogéneo e isotrépico em larga escala, iremos

considerar a métrica conforme de Friedmann-Robertson-Walker (FRW):

ds’= a®(n)(dn®—v;;dz'da’), (5:2)

onde v;; = &;; [1+ £ (2 + y* + 22)] 72,com curvatura espacial € = 0, 1.

As perturbagoes do espaco-tempo de fundo, representadas pelo tensor
métrico, podem ser classificadas em perturbacoes escalares, vetoriais e ten-
soriais, dependendo de como as perturbacgoes se comportam sob uma trans-
formagcao de coordenadas no espaco-tempo de fundo.

Neste trabalho, estamos interessados apenas em perturbagoes escalares,
responsaveis pela formacao de estruturas no Universo em larga escala, e per-
turbagoes tensoriais responsaveis pela descricao de ondas gravitacionais. As

perturbagoes vetoriais responsaveis por vorticidades serao desconsideradas.
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De uma forma geral, podemos escrever uma perturbacao métrica escalar,

através de 4 quantidades escalares ¢,1, B e E:

8 gur = a*(n) ‘ . (5.3)

Levando-se em conta essas perturbacoes, podemos escrever a métrica de

fundo dada por (5.2) como:

ds*= a*(n) [(1+2¢)dn* — 2B); da'dn — [(1 — 2¢)vi; + 2Ey;;] da'da’] .
(5.4)

Claramente, esse elemento de linha nao é invariante de calibre, porém,

podemos escreve-lo em termos dos potenciais de Bardeen ® e ¥, dados por:

P = ¢+é (B — Ea (5.5)
U = ¢—%(B — E) (5.6)

e obter um elemento de linha totalmente independente de calibre:

ds’= a’(n) [(1 +2®)dn* — (1 — 20)y;;da’da’] . (5.7)

Nessa formulacao invariantes de calibre , as perturbagoes da geometria

generalizadas para o caso em que a 3-curvatura é nao-nula, sao dadas por:

W0§G° (=202 [-3H (AP + ¥') + V?® + 3] ;



CAPITULO 5. TEORIA DE PERTURBACOES COSMOLOGICAS 43
@95G° .= 2072 [AD 4 D], ; (5.8)

lé

6G" = 2072 | (2 + H?) @ + HV + & 24V 20| 5.

Para o caso de um modelo de Universo que experimenta um ricochete

geométrico como descrito anteriormente por uma variedade de Weyl in-

tegravel (WIST) com solugao do tipo Friedmann aberta e = —1, e densi-
dade de energia negativa p = %2%2 obtemos as perturbagoes de matéria,

igualmente invariantes de calibre:

(zg)5T8: _)\2a2 (_90/2CI> + g0/ (29)5@1 )

(ig)(ST;: —Na% Wy, (5.9)

(ig)5T§: —\2q? (cp'2<I> + ¢ (95 ) 5;-

onde

@5p =60+ ¢'(B — E) (5.10)

é a variacao do campo escalar construida de forma invariante de calibre.
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Através do conjunto de equagodes (5.8) e (5.9), podemos obter as equagoes

de Einstein para um Universo com campo escalar geometrizado,
2 / 3l2 2 2 ! /
Vb -3 (AP + D) +3cP = —7)\ (—go O+ pop )

372

Mo, (5.11)
" / 2 ! 3l2 2 2 N
Q'+ (250 + H )@+3%@—5¢:7A (7@ — /oy )
onde A é uma constante.

Usando a relacao

3l2 2 12 / 2
S NG = A=A e,

podemos escrever

31
V20 — 270 — 34D — D + 4ed = —7%@’5@’

312
(D + D] = —7%@’5@0 (5.12)
" l2
O 2% O+ H'D 4 3HD = —%)&p’égp’

A equacao para o potencial de Bardeen ®, associado a perturbacao da

métrica, pode ser encontrada subtraindo a equagao (0-0) da equagao (i-j) :

" —V2P + 6D 42 (2% + H') B — 4P = 0 (5.13)

onde as quantidades J#2%¢ e S’ sao relacionadas através da equacao
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2% + H'= —2¢, (5.14)

permitindo escrever

D" —V2P + 64D —8:D = 0. (5.15)

Resolvendo essa equacao, podemos obter a variavel invariante de calibre

®, responsavel pela descrigao das perturbagoes.

5.2 Formalismo Quasi-Maxwelliano

Em 1966, baseado na descricao Quasi-Mawxelliana da gravitacao, Hawk-
ing [18] prop6s um novo método para tratar as perturbagoes cosmoldgicas.
Ao invés de considerar as perturbagoes cosmoldgicas descritas por peque-
nas variagoes no tensor métrico, que nao é um observavel fisico e por isso
introduz dificuldades de interpretacao das quantidades perturbadas, Hawk-
ing considera perturbacoes provenientes de pequenas flutuacoes do tensor de
Weyl conforme que é um observavel fisico e portanto, invariante de calibre.
Nesse formalismo, a interpretacao dos objetos fisicos perturbados é direta.
Adicionalmente, no tratamento de perturbacoes tensoriais para descrever ra-
diacao gravitacional, esse método introduz uma vantagem em relagao aos
outros, visto que é o tnico a levar em conta a interacao da radiacao com a
matéria como serd visto adiante.

De acordo com formalismo Quasi- Maxwelliano da Gravitagao descrito
anteriormente, podemos decompor o tensor de Weyl, também chamado de

tensor de curvatura conforme, em suas partes irredutiveis, denominadas parte
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elétrica F,3 e magnética H,ga:

Wocﬁlw _ (,,,}au)\anﬁl/'re . goc/v\agﬂure)v)\v;Eoﬁ

_'_(na,u)\agﬂl/’re + ga'u)\ganT)V)\VTHoB' (516)

Para modelos cosmoldgicos conformalmente planos, como é o caso de
um modelo de FRW, o tensor de curvatura se anula em toda variedade,
W = 0 e isso garante que a sua variacao seja uma perturbacao ver-
dadeira e nao apenas um residuo da transformacao do sistema de coorde-
nadas. Segue diretamente de (5.16) que as perturbagdes do campo gravita-
cional sao descritas através de perturbagoes das partes elétricas e magnéticas.
A vantagem desse método é que além de eliminar problemas de calibre ex-
istentes em outras teorias, a dinamica dos observaveis nao requer sequer o
conhecimento das componentes de 0g,, .

As equacoes dinamicas perturbadas ,para os observaveis E,z e Hyg sao

dadas em primeira ordem por:

a vye « 1 a v
he P (0B + (6 E*) — 5(<5EV< )R?) v
0 1
_|_§ 77/31/#6 na’VTAVH‘/;-((SEE)\)h,W — 5(5[—[&1)77 h(aunﬁ)T’Y)\ V. =

1 1 1
—5 0+ ) (00°7) + ShP(8") 0 — LN (0g,) o+

1 1
5fLﬂ(f"fLﬁ)V((m)' + 60(5#“’); (5.17)
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1 .
he B (SHM)® 4+ 0(0H*) — 5(5[7{”(&) ho Ve
0 1
+3 e ATV Ve (0 o — 5OB )ir Wt v, =
1
thnﬁwvu(ém)w); (5.18)
1
(0Hap)wh® W = (p + p)(0w") — 577““’3"%(5%);5; (5.19)
1 1. 1.
(0Bap)wh™ W = 5(0p) o™ = 55(8V) = 5p(8V")V+
1 0
17075 + 5 (00°). (5.20)

As equagoes Quasi-Maxwellianas perturbadas, juntamente com as equagoes

de evolugao das quantidades cinematicas perturbadas

_1+3)\
2

(66)° + 6(6V°) + 59(59) — (0a%),o = (6p); (5.21)

° 1 « 1 [
(5‘7w> + ghw(éa )ia — 5(5@)(%5)]% h,, .

2 1
59(50“1,) =—(0E,, — 5(57TW); (5.22)

2 1
(owh)® + 59(510“) = 577"“67(5@5);7‘/@; (5.23)

restringidas pelas equagoes de vinculo
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2 2, 2
3(00) = 30(3V,) + 59(5&/0)52

—(60® 5+ ow” 5);ahﬁu = —dq,;

1 ¢
(0H,w) = _éha(phﬂy)[(éaav);k + (5wa7);/\]775 MV&?

e satisfazendo as equacgoes de conservacao:

(0p)* + p(8V?) +0(0p + 6p) + (p + p)(30) + (¢%);a = 0;

P8V, + po6VO)3) — (dp) sh°, + (p + p)(da,)

+hua(5(]u) + hua(‘swaﬁ);ﬁ =0,

48

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

constituem o conjunto completo de equagoes capazes de descrever a evolucao

das perturbacoes em modelos conformalmente planos.

5.2.1 Decomposicao em autofuncoes de Helmholtz

Para facilitar o estudo das perturbagoes, como proposto por Lifshitz em [16],

as perturbacoes cosmologicas podem ser expandidas em base de harmonicos
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escalares, vetoriais e tensoriais. Esses harmonicos formam bases completas,
permitindo o estudo independente de cada uma das perturbacoes.

E importante salientar que nem sempre é possivel decompor uma per-
turbagao em modos escalares, vetoriais e tensoriais. A auséncia de um deter-
minado modo esta ligado com o comportamento da quantidade perturbada,
sob uma transformagao de coordenadas no espago-tempo de fundo. Na tabela
(5.29) escrevemos de maneira sucinta a contribuigao escalar, vetorial e ten-
sorial para cada quantidade perturbada de interesse. Para uma versao mais

completa, consultar [23].

Quantidade | Modo Escalar | Modo Vetorial | Modo Tensorial
E;; sim sim sim
Oij sim sim sim
U sim sim nao (5.29)
H;; nao sim sim
Wi nao sim nao

E importante notar que apenas as quantidades E;; e 0;; possuem todos
os modos e que nao existe nenhuma contribuicao escalar para H;;. Nesse
trabalho, vamos nos deter somente nas perturbacoes escalares e tensoriais,
por isso omitiremos a expansao em harmonicos vetoriais das perturbagoes

cosmoldégicas.

a) Harmoénicos Escalares:
Podemos definir uma base escalar através da funciao modo Q(x') inde-

pendente do tempo que satisfaz a equagao escalar de Helmholtz:
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BV20 = —k20. (5.30)

O sfmbolo ¥V? denota o laplaciano 3-dimensional definido pela operacao

OV2=49Q,,; (5.31)

e k estd associado com o numero de onda assumindo valores:

n?+1, 0<n<oo e=1
=14 n2 0<n<oo =0 (5.32)
n?—1, n=1,2. e=—1
Através do escalar (), podemos definir, respectivamente, vetores e ten-

sores:

Qi =Q,, (5.33)

Qij = Qi) (5.34)

Visando a decomposicao de quantidades tensoriais simétricas, podemos

definir um operador sem trago @;;:

- 1 1
Qij = —15@i — 3@ (5.35)

com divergéncia dada por:

Ny 1 ,
Q) =2+ )@ (5.36)

onde € é a 3-curvatura espacial.
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Podemos escrever as quantidades perturbadas,através da expansao na

base escalar :

0E;; = Z B ()0, (5.37)

doyy = S(1)QE, (5.38)
p

omy =y IV (1)QF, (5.39)
;

= > N 00! (5.40)
p

Z 0 (5.41)
Vi =Y Vi )Qr (5.42)
k

Vo => v (HQ} (5.43)
k

b) Harmoénicos Tensoriais:
De maneira analoga ao caso escalar, podemos definir um tensor simétrico
através da base tensorial sem trago U%(z!) = U7 (2!) e com divergéncia nula.

A base deve satisfazer a equagao tensorial de Helmholtz:

BVUY = —k*UY. (5.44)

com laplaciano 3-dimensional definido pela operacao
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G2 =y (5.45)

Para o caso tensorial, £ assume valores:

n?+3, 0<n<oo e=1
k=14 n2 0O<n<oo =0 (5.46)
n?—3, n=34. e=-1
As quantidades perturbadas expandidas na base tensorial sao escritas

COINO:

0E; = EX (UL (5.47)
k

doyy =y S (UE (5.48)
k

0Hy =Y HPt)UE (5.49)
k

0T =y P (UL (5.50)
k

5.3 Conjunto Minimo de variaveis

Novello et all.[21], simplifica esse formalismo, mostrando que existe um con-
junto minimo fechado de varidveis F e ¥ com as quais pode-se escrever todas
as outras variaveis que representam quantidades perturbadas . As variaveis
do conjunto minimo, sao as Unicas variaveis que possuem todos os modos da

expansao na base de harmonicos como pode ser visto na tabela (5.29).
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Considerando apenas o caso escalar, as equagoes Quasi-Mawxelliana per-
turbadas dadas por (5.17)-(5.20), sao expandidas na base de harménicos
(5.37)-(5.43). Através da equagdo perturbada para o cisalhamento do;; e

para a parte elétrica do tensor de Weyl E;; ,obtem-se respectivamente:

: 1
ZZ—E—ég—kQN (5.51)
[§
: 1+ A 0 ¢ £¢ 0 k?
E=——1pY —(z+2)E-2(24+ )2 — =X 52

onde a equagao de estado é dada por p = Ap. Aqui estamos tratando o
caso em que A # 1, ou seja, caso em que o termo com a densidade de matéria
p nao desaparece. A generalizagdo para o caso de vacuo, pode ser vista em
[21].

Para resolver esse sistema, precisamos conhecer a variavel N e escreve-la
em termos das quantidades do espaco-tempo de fundo e das varidveis E e
Y. De maneira simples pode-se obter N através da projecao no tri-espago da

5 x vuy __ ().
equagao de conservagao hyTh = 0:

(1 4+ X)pda; — A(6p).i + ApdV; = 0. (5.53)

Usando a expansao em harmoénicos juntamente com a equagao perturbada
da divergéncia do tensor elétrico (5.20) podemos escrever:
2 3¢

1 1
— m@ + ﬁ) [—\E+ §A§E + 552} (5.54)

mostrando que realmente, basta conhecer as variaveis E e ¥ para conhecer

todo o sistema:
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= 1 2 2 3e 1 1

m=obegt a2p(1—|—)\)(1+k2)[ AE+2A€Z+3£E] (5.55)
(§
. 1+A 0 ¢ £,6 0 k2 9 3c 1 .
E=——=p-(GH+3)E=3 (5+3)% 2a2p(1+)\)(1+k2)[ NE+EE+2¢5),

(5.56)

Desacoplando essas equacoes, para o caso de um fluido perfeito, £ = 0,

p = p,A =1, obtemos as equagoes de evolucao para as variaveis E e >:

E +E(4+3)\) SJF [A(k?> = 3¢) — (24 3))] E=0 (5.57)
ST (AU BN Ul SRR DS (5.58)
a\ pa®+b 2 7 azp) '

Obtendo as equacoes dinamicas, aplicaremos o formalismo Quasi-Maxwelliano

em um modelo com ricochete geométrico descrito no Capitulo 3.



Capitulo 6

Comparacao entre as Variaveis

Perturbadas

Na teoria de perturbagoes cosmoldgicas descrita no capitulo anterior, apre-
sentamos dois formalismo distintos. O formalismo de Bardeen consiste em
resolver as equacoes de Einstein perturbadas encontrando uma equagao para
a variavel invariante de calibre denominada potencial de Bardeen & e W,
enquanto o formalismo Quasi-Maxwelliano consiste em resolver as equacoes
para o conjunto minimo de varidveis (E, ¥). J& que todas essa varidveis rep-
resentam a perturbagao do campo gravitacional, deve existir alguma relacao
entre elas.

No formalismo Quasi-Maxwelliano, foi mostrado que as variaveis do con-
junto minimo E e X, consiste na parte temporal da expansao na base de

harmonicos escalares:

0E; =Y B (HQL, (6.1)
k

95
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k

Goode em 1989, [23], baseado no formalismo de Bardeen, relacionou as
quantidades fisicas observaveis em termos das quantidades geométricas, car-
acterizando completamente os modos perturbados e escreveu em primeira

ordem para o caso escalar:

-2

Ej = S (@ - 0)Q," (6.3)
Para o caso de um fluido perfeito, ® = —¥, reduzindo a equagao anterior
a:
a? 2 (0)
B = L @)l . (6.4)

¢ [
A parte elétrica do tensor de Weyl, pode ser expandida na base escalar na

base escalar Q%(2) definida anteriormente como: E% = E(1)Q%. Subsi-

tuindo essa expansao na equagao dada por Bardeen (6.4), obtemos a relagao

E = —k*® (6.5)

para o caso de um fluido perfeito [24]. E importante salientar que as
variaveis F e @, satisfazem a mesma equagao diferencial que determina a sua

evolucao.
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Capitulo 7

Introducao

O principio cosmolégico nos diz que o Universo é homogéneo e isotropico
porém isso é observado apenas em grandes escalas. Em pequena escala, ob-
servamos um Universo altamente heterogéneo, constituido de diversas estru-
turas como galdxias e aglomerados,! que estao distribuidas randomicamente
no espaco. Muitas vezes observamos as galaxias agrupadas formando fila-
mentos e paredes e outras vezes, observamos regioes de grande vazio entre
elas.

Atualmente, o conhecimento do mecanismo de geracao de estruturas no
Universo , constitui uma drea da cosmologia de muita importancia por esta
ligada com as anisotropias observadas na temperatura da Radiagao Cdsmica
de Fundo (RCF). Para referéncias sobre o assunto, consultar os livros-texto
[25] e [26].

Supondo que na época do desacoplamento, existiam pequenas irregu-

10s aglomerados sdo formados por galdxias que seguem uma atracio gravitacional
mutua. Diferente de grupos de galdxias isoladas que estao sobre a agao apenas da forca

gravitacional gerada pelo préprio centro de massa.

29
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laridades na distribuicao de matéria, na regiao com maior concentracao de
matéria , surge uma forca gravitational atrativa que atua nas regioes vizin-
has atraindo mais matéria e conseguentemente aumentando a atracao grav-
itational. Uma distribuigao de matéria irregular é instavel sob a influencia
da gravidade e serd cada vez mais irregular com o passar do tempo. Essa
instabilidade gravitacional é responsével pela formagao das estruturas que
vemos hoje.

Uma densidade irregular de matéria gera outros processos. Sabemos que
a pressao de radiagao é proporcional a densidade de matéria, entao a irreg-
ularidade na densidade cria gradientes de pressao e surgem forcas que irao
se opor ao colapso gravitacional. A formacgao de objetos astrofisicos nao
sera tratada neste trabalho. Nos restringiremos aqui ao estudo de formacao
das sementes que irao dar origem as estruturas, considerando como bloco

fundamental, galaxias ou aglomerados.

7.1 Amplificacao das perturbacoes de matéria

Para que essas sementes iniciais cresgam dando origem a galaxias e aglomer-
ados, é necessario que tenha existido algum mecanimo de amplificacao. As
perturbagoes geradas em escala microscépica através de flutuagoes quanticas
do véacuo, possuem comprimento de onda menor do que o raio de Hubble
definido por Ry = H~'. Durante a fase inflaciondria, fase de expansao acel-
erada, o raio de Hubble é constante e o comprimento de onda fisico das
perturbacgoes sao amplificadas extrapolando o raio de Hubble. No caso de
modelos com ricochete, as perturbacoes sao amplificadas pelo potencial do

ricochete. Nesses modelos, o Universo comeca com uma fase de contragao
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em que o raio de Hubble é contraido mais rapido do que o comprimento de
onda fisico das perturbagoes. A fase de contragao, termina em um ricochete
cosmolégico, fase em que o Universo expande como no caso inflacionario e
as perturbagoes sao amplificadas até a escala de super-horizonte. No caso de
modelos com ricochete, a escala de sub-horizonte acontece na fase de con-
tracao do espaco-tempo enquanto no caso inflacionario, essa fase ocore antes
do periodo inflacionario. Para uma revisao sobre modelos com ricochete,

consultar [8].



Capitulo 8

Descrevendo as perturbacoes

de matéria

No estudo de formacao de estruturas em larga escala no Universo, estamos in-
teressados na perturbacao de densidade de energia dp, que é uma quantidade
dependente de calibre. Como foi visto anteriormente, existem na literatura
diversas possibilidades de construir uma quantidade invariante de calibre,
através de combinagoes adequadas de variaveis. Segundo Bardeen, podemos

escrever uma densidade de matéria invariante de calibre como:

k% — 3¢
§eldG) —o_ ¥ %
‘m 3(H)2 + 3¢

(8.1)

permitindo observar que a perturbacao de matéria é descrita em termos

das variaveis ® ou analogamente F, através da relacao entre as variaveis dada
) b1

por: E = —k?®. Para o caso de um modelo de Universo com campo escalar

o(t), representando a matéria, as equagoes dinamicas para as varidveis E e

® se reduzem a:

62
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" — V20 + 6(H)®' — 8cd =0 (8.2)

E" —V?E+6(H)E —8E =0 (8.3)

Com o objetivo de tratar quanticamente as perturbagoes, Mukhanov [22],

introduziu uma varidvel canodnica:

%
v=al|dp+ D, (8.4)
00+ gy
permitindo escrever a agao:
1 Z//
S = 3 /d%[v'z —v; V20 4+ —0*] (8.5)
z
onde ¢, representa o campo escalar no espago-tempo de fundo e z = ?2%
Segue de (8.5), a equagao de movimento
Z//
V' — Vi — v =0. (8.6)

z

Observamos que essa equacao ¢ exatamente a de um oscilador harmonico
e por isso nada mais natural do que fixar as condigoes iniciais através da

escolha:

v = ———e"H, (8.7)

O problema é que a variavel v, diverge no ricochete, onde a = 0. No
formalismo Quasi-Maxwelliano esse problema nao aparece, pois é possivel
encontrar uma variavel canonica bem comportada durante o ricochete, nos

permitindo de maneira direta impor as condicoes iniciais como flutuagoes
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quanticas do vacuo, como veremos na proxima secao. Por esse motivo,
daqui em diante, vamos tratar perturbacoes segundo o formalismo Quasi-
Maxwelliano, onde as variaveis responsaveis pela perturbacao de matéria sao

dadas por E e .

8.1 Formulacao Hamiltoniana

As equacgOes para as varidveis perturbadas E e Y nos mostra que essas
variaveis nao sao canonicamente conjugadas e por isso esse sistema nao pode
ser descrito por uma Hamiltoniana, porém ¢é possivel construir um conjunto
canonico de varidveis P e () através de combinagoes adequadas de E e .

Podemos escrever de uma maneira geral

P @ B b 8.8)

Q v 0 FE

onde os coeficientes «, v sao ajustados de acordo com o modelo do
espaco-tempo de fundo.!

Pela relacao (8.8), podemos escrever o sistema :

P=aX+3E (8.9)

Q=S+ 0E (8.10)

Conhecemos a relacao entre as varidveis E e X e suas derivadas para o

caso escalar:

'E importante ressaltar que a escolha dos coeficientes nao é tnica.
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_ (8.11)
E hg hg E
com
_ 20(3e — k?) 1
=) [ T e (8:.12)
hy = _aal
hg = —@p a(n) (8.13)

Cosiderando esse sitema como um conjunto de variaveis canonicas pode-

mos relacionar as variaveis P e () com suas derivadas P e () através de uma

Hamiltoniana. Essa relacao é expressa matricialmente por:

/

P
Q

P
=H

Q

(8.14)

A condicao para a existéncia de uma Hamiltoniana é dada pelas equacoes

de Hamilton

. OH . OH
P="%q 9~ op

Segue da igualdade
P 0Q  OH*  OH?

oP " 9Q ~ opoq  0QoP

(8.15)

0 (8.16)

a condigao necessaria para que o sistema seja Hamiltoniano:
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trH = 0. (8.17)

A Hamiltoniana escritas em termos dos coeficientes das matrizes S e M

pode ser escrita:

1 [ Bohs — ayhy — Byhy +&'6 — B'y  —B%hg + a®hy + aBhy — Ba’ + aff

A\ 82hy — 2hy —A0he + /8 — &'y —B8hs + avhy + dahs — 48 + da
(8.18)



Capitulo 9

Quantizacao

Vimos nos capitulos anteriores, que a instabilidade gravitacional gerada pelas
flutuacoes quanticas do vacuo é responséavel pela geracao de sementes das es-
truturas observadas. Por isso, para dar condicoes iniciais quanticas num
espaco-tempo de fundo classico, realizamos a quantizacao das varidveis per-

turbadas através do Formalismo Hamiltoniano.

9.1 Espaco de Solucoes

Nesta secao, sera descrito em detalhes o formalismo de quantizacao canonica.
Esse formalismo pode ser encotrado no livro-texto [27]. O primeiro passo para
o processo de quantizacao canonica é expandir as perturbacoes em modes de
Fourier:

_>
k —

Q@) = [ G Q) 1R ) (9.1)

67
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onde l(?, ') 6 a base espacial hiperbélica e Qy(n) ¢ a solucio da

equacao

Q. (n) +wi(mQx (n) =0 (9.2)

A equagao (9.2) forma um espago de solugoes bidimensionaisQy (n) =
{Q1(n),Q2(n)}, com Q1 (n) e Q2 (n) sendo fungdes reais e linearmente inde-
pendentes.

E conveniente definir funcoes

o(n) = Q1 (n) +iQ2(n) (9.3)

v (n) = Q1 (n) —iQ3 (n) (9-4)
linearmente independentes, que formam uma base no espago de solugoes

complexas da equagao(9.2).

Se

1

Im(d v%) = Z[v, 0] = _%W[Ql (m),Q2(n)] =1, (9.5)

v(n) é chamada FUNCAO MODO, onde W[Q; (7),Q: (n)] é o Wron-
skiano das fungoes.
Considerando o espaco homogénio e isotrépico, k; = ky = k, podemos

escolher uma base normalizada

wgn e—zwkn} (96)

(01 (7). Qs ()} = {ﬁ =

€ escrever
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_ . 1 eiwkn Z'e—iww
u(n) = m( + ) (9.7)
(1) = — (e — ) ®%)

com normalizacao:

WQ1, Q2] = Q1Q2 — Q1Q; = Zwkwﬂ = 2i. (9.9)

k

Daqui em diante, vamos denominar a base de solugoes de (9.2 )como

(01 (), Qs ()} = {%w_ %} = {ulmi(m}  (9.10)

9.2 Base Completa de Solucoes

De uma maneira geral, a solugdo Qx(n) da equagao (9.2 ), pode ser escrita
comouma combinacao linear de v(n) e v*(n).
Podemos escrever a solucao geral Q? (n) da equagao( 9.2)como uma com-

binacao linear de v(n) e v*(n)
Q)= [ it 011

desde que Q? (n) é real, temos Q*? (n) = Q_? (n) o que implica através

de 9.11 que

at, = (a%)* (9.12)
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A base completa formada pelo conjunto de solugoes do espaco bidimen-

sional é dada pela integral:

N BF —
QP .cte) = [ s ) 1(F. ) (9.13)
%
1 3k —
— _ - — % + —
Q(az,eta)—\/§ om)772 [a_ﬁ;k—i—a_?vk Ik, o) (9.14)
%
1 d* k — —
- _ - - + * -
QT eta) =5 [ 45 o i) (T )+ wlo) 1T )
(9.15)
lembrando que vg(n) é a fun¢do modo normalizada
1 W, —iw
(1) = — (e 4 e7") (9.16)

9.3 Quantizacao das Perturbacoes

O processo de quantizacao segue repassamos a funcao canonica ) dada
por (9.11) por operadores Q, e consequentemente ay por @ satisfazendo os

comutadores

oy af] =1 (9.17)

la,,a,] =0 (9.18)

a7, af] =0 (9.19)
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onde d% sao operadores de criacao e aniquilacao definidos por:

= \/% (@a(t) =S ﬁa> . (9.20)

Entao, a base completa é descrita pelo operador

)= [ o o) 17 )2, ) (7, )
(9.21)

que atua no estado |0) definindo o vacuo. Daqui em diante, vamos de-

nominar esse operador como

Q@ )= [ [%v,*;(n)u?,?)w:vk(nw*(

para representar uma base inicial.

9.4 Transformacao de Bogoliubov

Uma transformacao de Bogoliubov, permite representar uma nova base em
termos de uma base inicial. Consideramos duas fun¢oes modos conhecidas
ur(n) e vi(n). Desde que ug(n) e ujp(n) formam uma base e a funcao vg(n)

¢ uma combinacao linear dessa base, podemos escrever de maneira geral:

vy = agpuy, — Brug (9.23)

onde os coeficientes oy, e B, sao complexos.
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Decorre da condi¢ao de normalizagdo W vy, vi] = 2i que os coeficientes

ar e fr devem obedecer a relagao

i |” — |B]* = 1. (9.24)

lag|* = 1 (9.25)
Podemos expandir a funcao QOUT (2, n) em uma outra base completa

3777
Q@) = [ e by i) (T )45 o) (R )
(9.26)
através do conjunto de fungoes modos ux(n) que define um outro conjunto
de operadores Bj_]} Nao sabemos como Bj% atua no estado |0);, e por isso,
precisamos escrever /gi em funcao de &j%.

kx

Multiplicando as bases

vy = agpuy, — Brug (9.27)

v = agug + Brug, (9.28)

pelos coeficientes de Bogoliubov, obtemos:

*

ok = Brawuy — |Bel (9.29)
vy = |ou]Pup + awBiug. (9.30)

Subtraindo essas equagoes e fazendo o uso da normalizacao desses coefi-

cientes dada por (9.24 ), temos a relagao inversa entre as bases:
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wp= oUp—LBLor; (9'31)

U= v — LUk (9.32)

permitindo escrever a base completa

ek [~ N
QUT(@, eta) :/W {57 (apvy — Brvw) l(?, )+ b% (arvr — Brvg) l*(?, ?)]
(9.34)

Analisando a componente temporal da expansao,

3_> - .
QOUT(Z ) :/<d—k [b% (cvr — Brvg) + b% (o_pvr — B2 0r) ] l(?,7)

27)3/2 -
(9.35)
0UT () = [b, (afer — Beon) + 55, (apon — B7,07) | (9.36)
Q0T () = by afep = Do + 0%, o — DL G000 | (937)
0UT () = [k (0, af = —BE 8 +u(bE, ek =2 B)] (9.39)

+

podemos associar os operadores b=, aos operadores 4, que atuam no
5 3

estado de vacuo |0,
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~— *7 * 74

~ I+ 7
a’, = a_ib o Brbr

-

com a relagao inversa dada por

~ o
b?—akak+5ka7?

I+ _ At ~
b? = ajaz, + Bra_y

74

(9.39)

(9.40)

(9.41)

(9.42)

permitindo assim, conhecer como o operador by atua no estado de vacuo,

ou seja, bx|0).
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Energia do sistema classico

10.1 Antes do Ricochete

Antes do bounce, a hamiltoniana do sistema se reduz a de um oscilador

harmonico

Hy, = = (P} +w’Qy}) (10.1)

DN | —

A variavel canonica (), pode ser expandida em modos de Fourier da

seguinte forma

Qpln) = 75 [0 () + () (102

onde a%, sdo constantes complexas de integracdo e v, o< e a base
3

temporal. A varidvel P, canonicamente conjugada a () é obtida através

da relacao P, = Qk

Po(n) = 7 a_,vp () —a’ v (1) (10.3)
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Com essa expansao, podemos escrever (10.1)

2
poHs — Yk
OHS —

|t ) ve () + 0™ () v ()] (10.5)

as constantes a®, sdo escolhidas de maneira que a base vy () seja nor-
5
1

malizada, entdao, podemos fazer at_, =a_, =
—F 3

5

HPM = o ()] (10.6)
A energia total do sistema é dada pela integral em todo os modos k:

%

= /—(Qdﬁ)zﬂH’f (10.7)

10.2 Depois do Ricochete

Depois do Ricochete, temos a presenca de um termo de correcao H;; na
Hamiltoniana e esse termo surge da evolucao da hamiltoniana inicial, antes

do bounce

H
Hy = =P -

Hy
2

Hy,

Qi + - (PuQr + QrPr) (10.8)



CAPITULO 10. ENERGIA DO SISTEMA CLASSICO 77

com H12 = 1,H21 = —U)i € H11 = 2ho.

A varidvel canonica ) pode ser expandida em modos de Fourier da
seguinte forma
I .

Qo(n) = 7 by up (1) + 67w () (10.9)
onde aj_l} sao constantes complexas de integracao e uy, oc e a base
temporal.A variavel Py, canonicamente conjugada a ) é obtida através da
relagao Py, = Qk

—iwk

Ppn) =~ [t () = b (o) (10.10)

Para uma analise mais clara do sistema, vamos reescrever a Hamiltoni-

ana( 10.8) , separando o termo de correcdo da hamiltoniana do oscilador

harmonico

H, = HO"S + HY (10.11)

e escrever cada hamiltoniana na baseuy (1):

Termo de correcao
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as constantes b, sdo escolhidas de maneira que a base uy () seja nor-
K

: . _ 1
malizada, entao, podemos fazer b*_, = b_, =

—k k \/ Wi

HE = Ly { [t ()% — [, ()]2)

HE = %h {23 sin(2wyn)}

HY = —hgsin(2wyn) (10.12)

Escrevendo a Hamiltoniana total dada por 10.11, temos

Hy, = |ug (0)]* = ho sin(2wyn) (10.13)
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Energia do sistema Quantico

No caso do sistema quantico, consideramos as variaveis () e P, como oper-

adores @ e Py .

11.1 Antes do ricochete

Antes do bounce, a hamiltoniana do sistema se reduz a de um oscilador
harmonico

1/~ N
A= (P,f + w%)i) (11.1)

O operador canonico () pode ser expandida em modos de Fourier da

seguinte forma

Q) = —= [0 )+ 0 ()] (11.2)
Pooln) = = [aoi () —a* o (n)] (11.3)



CAPITULO 11. ENERGIA DO SISTEMA QUANTICO 80

substituindo em 11.1

oWk (.. At A
Hk,:7 (a?ai? + at?a?> v, () |2 (11.4)
onde vy (1) = \/}Tke_iwk”‘

Usando a relagdo de comutagao [ay ,a; ] = 1

apat =1+ a/a; (11.5)

1
Hy, = wy, (cﬁ?a% + —) (11.6)

11.2 Depois do ricochete

Depois do ricochete, temos a hamiltoniana quantica com o termo de interacao

H, = <ﬁ,§ + wi@\i) + h, <ﬁk@k + @kﬁk) (11.7)

N | —

No caso do sistema quantico, consideramos as variaveis ), e P, como

operadores Q). e Py :

Q) = 5 b () +5* e o) (11.8)
Pt =~ b () =B o) (11.9)

onde b~, sdo os operadores de criacio e aniquilacio definidos anteriormente.
%
Seguindo os mesmos procedimentos anteriores, temos em acordo com (

10.5)
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77 Wk [7- 7 * 7 - *
S = S (bt () e () + B* 0w m)ui ()] (11.10)
gons _ Wk [p- 7+ | P+ - 2
HYMS = = [b?b?eri?bi?} g (1)] (11.11)
~ ~ o~ 1
HPHS =y, (b%b? + 5) g ()| (11.12)

Termo de correcao

HY = — "R, [bﬁuk (m) by () = b _yun () 07 (77)}
HC Zwkh b+ b+ 2 _Af /[;7 2 11.13
K=y eV e Uk (n) 7 —oug (m) (11.13)

Hamiltoniana Total

H, = HO"S + HS (11.14)

~ ~ 1 w ~ ~
H, = w (bibﬁ + —) e () + 55 Ry B (n)” = i (n)’]
K K 2 2 -k —k
(11.15)
Para calcular o valor esperado da hamiltoniana quantica no estado de
vacuo |0);,, precisamos escrever osoperadores Zj%usando os coeficientes de
+

Bogouliubov , em termos dos operadores a™, pois nao sabemos como os

operadores b~, atua no estado inicial de vécuo |0),. Usando
3



CAPITULO 11. ENERGIA DO SISTEMA QUANTICO 82

~

b, = axay + Bra’, (11.16)
bt = olar + Bea, (11.17)

2~ ~

6%6—? = |’ @Gy + apBiarat, + awfiaay, + 17 a-ar,  (11.18)

b%b% = (ap)?afa) + apBrafa, + Bragaaf + (Be)*a_a-,  (11.19)

boboy = ()’ @y + anfia, aly + Brena’, @ + (Bp)*ala’,  (11.20)

Valor esperado

=~ PN 1
OE00 = e (BT 00+ 5 )l (1120
= 1
15100 = e (1508 + 3 ) on () (1.2
HCl0), — Wk LT b b
(OLE 10)in = 5 o [{OB 5%, 10) + (0[5~ [0)] (11.23)
(O|FC10)in = —2wpd:d (11.24)

11.2.1 Interpretacao da Hamiltoniana no estado Out

~ o~ 1
Hj, = wy, (b% o+ 5) (11.25)
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Densidade média de b- particulas no estado de vacuo inicial |0);,

ny, = <0|E%”5%\0)m (11.26)

substituindo ?7e 77, temos

T+ 7= 2~ * kst ~t o~ o~ 2~ o~

b?b? = || @l a, +apfra al, + apBra_a;, + Bkl aat,  (11.27)
Assim, o tnico termo nao nulo

i, = |Bl” (0[a=,a",0)in (11.28)

ne = | Bl (11.29)

A densidade de particulas é relacionado com o coeficiente de Bogouliubov,
A interpretacao de particula,depende da escolha da fungao modo.O estado
0);, € um estado sem a-particulas mas com densidade n; de b-

particulas em cada modo Q.



Capitulo 12

Aplicacao: Modelo com

ricochete geométrico.

Neste trabalho, vamos estudar a amplificacao das perturbagoes de matéria
através de um ricochete geométrico motivado pela geometria de Weyl e com

fator de escala dado por:

a(n) = agy/cosh(2n). (12.1)

As equacoes Quasi-Maxwellianas desacopladas, para a parte elétrica do
tensor de Weyl e o tensor de cisalhamento, podem se escritas respectivamente

COINO:

E' —V2E+6HE +8FE =0 (12.2)
i 4Foa* Yo
N — "+ = (14 FEoa*) ¥ = 12.
H(1+an4) —l—a4( + Eoa®) 0 (12.3)
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com constantes:

la. 12
By —B3e— k)
3ao*
Yo=3a0"
H = tanh(2n) (12.4)

Para esse modelo os coeficientes das equagoes que relacionam as variaveis

E e ¥ com as variaveis canonicas P e ()

P=aX+8E (12.5)

Q=%+ 6E (12.6)

foram calculados, satisfazendo a equagao (8.17) e obtemos:

a = 3a*a™? = -2 d=a° =0 12.7
7

possibilitando escrever,

Qr(n) = CLBEk(U)- (12.8)

Com essa transformagcao de variavel, podemos escrever (12.2) como uma

equacao para um oscilador harmonico,

~

Qr () +wi(m)Qx (n) =0 (12.9)

co1m
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w; = [k* — (3tanh(2n)* — 2)] . (12.10)

No caso de um Universo aberto, k? = n? + 1,com n > 0 e entdo:
wi(n) = n® = Vegy (12.11)

onde denotamos, V,;; = 3(tanh(2n)* — 1).

|_Veff(eta)_|*2

Figura 12.1: Potencial efetivo da equagao do oscilador harmonico.

A solucao exata é dada em termos de duas hipergeométricas

Qr(n) = a* (n) [AF\(ay, 1, 1, 2) + Bsinh(2n) Fy(aa, B2, 72, 2)]  (12.12)

onde A e B s@o constantes de integracao a serem determinadas pelas

condigoes iniciais do sistema e
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z = —sinh?(2n)

(LY — I'(7:)L(8; — o) (1) — L(va)T(cw — Bs)
fi(k) = L(B)T (v — ) gi(k) ()T (7 — ) (12.13)

com parametros

o= VST e = VP
Bi=2-LVIZ-T p=3-L/kz21 (12.14)
712% 72:%

No regime assintotico,(12.12)se reduz a

Qe(m) =A [A(R)(=1)" ()™ +qu(k) (=1 ()] +
+ Bsinh(2n)
[F2(R)(=1)22(2) 72 + ga(k) (= 1) (2) 7]

No limite de n — 400,temos uma solucao do oscilador harmonico:

1

)= i = ——eInm 12.1
)= lim Quln) = ——e (12.15)
2V (n) = lim Quln) =di (k)¢ "7 4 da (R) e (12.16)
com
d, — 1 vnn?+1)r (%) sinh (%) (12.17)
n s ™ 2 s ™2 ’
ST+ o (54 )" = sin (5 - 1))
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T ™™ 2 T ™ 2
d2 — _2 + cos (5? + IT) + cos <3I + IT) (1218)

i feon (5 +552)7 —con (3 + 222

E possivel notar que quanto menor o calor de k, maior a amplificacao dos

modos.

| Hdela) 2

Figura 12.2: Amplificacao das perturbacoes iniciais pelo potencial do rico-

chete.



Capitulo 13

Espectro de Poténcia

13.1 Introducao

O paradigma padrao para a formagao de estruturas em larga escala no Uni-
verso ¢ que as pequenas perturbacoes iniciais na densidade de matéria sao
amplificadas de alguma forma pela gravidade e nesse trabalho, mostramos
que as perturbacoes iniciais, originarias das flutuacgoes quanticas do vacuo,
sao amplificadas pelo bounce.Estamos interessados em conhecer o espectro
de poténcia das perturbacoes depois do bounce ,tanto no caso classico quanto
no quantico. A diferenca entre os dois casos se da devido a prépria diferenga
da definicao de vacuo na mecanica classica e quantica.

Podemos dividir o Universo em pequenas células cubicas de volume V,,
com condicoes de contorno periddicas em cada face do cubo de comprimento
L,ou seja ,f(L,y,2) = f(0,y,2). A densidade média de matéria em cada
volume V, é denotada por (p) enquanto p(2’) representa a densidade

de matéria local em um dado vetor posicdo 7 em relacdo & uma

89
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origem arbitraria.E conveniente definirmos uma quantidade representativa
para a flutuacao de densidade que seja invariante sobre o volume e para

isso definimos a quantidade 6( ), conhecida na literatura como contraste de

densidade

2P =)
o) = (p)

Essa quantidade nao é invariante de calibre e por isso, nao podemos dizer

(13.1)

se essa variacao na densidade é realmente uma flutuagao verdadeira ou se é
apenas um problema da escolha do sistema de coordenadas.Para solucionar

esse problema, vamos considerar uma densidade invariante de calibre

ig ? _ ig
sia(z) = 2 <;ig> ()

(13.2)

A densidade invariante de gauge pode ser relacionada com a parte elétrica
do tensor de Weyl da seguinte forma (77?)

. k2o, o
Ej(e.1) = —3 g 55/ ) (13.3)

e por isso, podemos tratar a quantidade 6(7) = d5( 7).

Podemos tratar a flutuagao de densidade o E(?) como um campo randomico.Isso
significa que o ntimero relativo de regices onde uma dada configuracao o E(?)
ocorre, pode ser descrito como uma funcao de distribuicao de probabilidade
e a média sobre o ensemble estatistico é equivalente a média sobre todos os
infinitos volumes do Universo.A distribuicao de matéria é tratada como uma
superposicao de ondas planas que evoluem independentemente para cada ve-
tor de onda ?, sendo assim, o espectro de poténcia retrata a contribuicao

em amplitude da flutuacoes para cada modo k.
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A expansio de Fourier de d5(2) é dada por

— e PE . it PF
(SE( T ) = 5?6 W = 5?6 (27‘(‘)3/2

91

(13.4)

essa quantidade retrata a flutuacao de densidade em um dado ponto do

Universo para um determinado valor de k e para nés, o importante é conhecer

como essa flutuacao varia ponto a ponto.Para isso, precisamos calcular a

covariancia ou a funcao de correlagao de dois pontos, que nada mais é do

que a medida da diferenca entre as flutuacoes admensionais de densidade em

dois pontos do Universo:

|(5—>’2k3 - =dk
k —i k.7
BT = [ e T

16,

%
272

(13.5)

(13.6)

(13.7)

(13.8)

O espectro de poténcia nada mais é do que a transformada de Fourier da

funcio de correlacio £(77) = (0(Z)0(Y))
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ryd

Pr = /g(?)e—lk?d? (13.9)

. A - .
ese? éo cosseno do angulo entre os vetores k e 7 a integral sobre

todas as direcoes 7 é dada por

) 2T 1 ] : k’
/Q e 1040 = /O d / 16—2’“%9 = 47r812r7° (13.10)
substituindo em 13.9
Pr :47r/ g2 g (13.11)
0 k‘T’
c
£(7) :47?/ P "a% (13.12)
0 T

Estamos interessados na quantidade que definimos como espectro de poténcia,
que nos fornece a amplitude de perturbacao para cada valor k e por isso va-
mos nos deter apenas a quantidade adimensional

19 121.3
|02 %k

P, = (13.13)

272

que nos da a completa descricao estatistica do sistema fisico.

A variancia |[6Z > pode ser determinada por E%e assim
K

|E|2/{33
Pr= 272

(13.14)
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Como estamos trabalhando com a variavel que , que se relaciona com E

pela transformacao

Qx (1) = a® Ex(n) (13.15)

podemos simplesmente calcular

21.3
Py = |Qulk (13.16)

22

que nos também nos fornece a contribuicao em amplitude para cada modo

13.2 Aplicacao no modelo com ricochete geométrico.

Temos:
1 [ BE
Q1) == [ [ vkt AT 2+t ) (T )
(13.17)
$E T~ N
Q70 = [ i |1 ) (T ) 4% ) (7, )| (1319

mesmo Q(?, k) escrito através de dois conjuntos diferentes de fungoes.

Podemos associar as expansoes acima a solucoes antes e depois do bounce,

denominas IN e OUT respectivamente.
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_)
1 d3 k _ % — N —
QNP0 = [t [ i) (R, @)+ o ) (R )
. (13.19)
3Bk [~ ~ e
QOUT<?,]§) :/ on) {b? up(n) Ik ,?) + 05, up(n) I (K ,?)]
(13.20)
onde
1 LW
vk:—we K1 (1321)
Wk
up= dye™* 1 4dye” kT (13.22)
escrevendo na base complexa
V(n) = 1 [d‘ v +at Uk} (13.23)
¥ o Ll'w kT T® '
1 e~ twKn etwrn
IN I P ~d
2 (n) = 5 {a? N tal w;j (13.24)
e
1 — *
Q%UT (n) = 7 [b? uj + bf? uk} (13.25)
1 ) ) ) .
Q%UT (n) = E [b% (al’{e_””"'77 + dze“”’“") + b’:? (Che“"’“" + dze_“”’“")}

(13.26)

No caso quantico, a nova base u; ¢ relacionada com vy, a antiga base,

através dos coeficientes de Bogoliubov
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up = apug — BLug (13.27)

1
onde v, = ——elwkn,

Wy
O espectro de poténcia é dado por

kS
Py = 53 [Je|? + [Bel? — 2 Re(ayBpe? )] (13.28)

com coeficientes dados por:

a_p — \/wkdf
Br = —vwids (13.29)

Lembrando que n? = k? + 1 e w;, = n, podemos escrever:

(
P, — k3 (n2 + 1) 3/2) [|Qn|2 X |5n|2 . 2Re(anﬁn€2nl’7)] ‘ (1330>

272 n

O espectro é calculado no tempo em que o potencial V,;; = 3(tanh(2n)* —
1), deixa de ser relevante, isto é, quando tanh(2n)? ~ 1. Obtemos para o
modelo, segundo & equacao (13.30), o espectro para as perturbagoes escalares.
O grafico obtido pode ser visto na figura (13.1).

Observamos que para pequenos valores de n, lobservamos um comporta-
mento que claramente nao obedece uma lei de poténcia. Poderiamos re-
alizar um cut-off nessa regiao, motivado pelo raio de Hubble do modelo

RH:%_IZ

1 : y
fanh (ayy0 due nos define um horizonte, porém no modelo

Para o nosso modelo, o universo é aberto (¢ = —1), portanto 0 < n < co. Note que n

nao pode assumir um valor nulo, mas pode ser tao préximo de zero quanto desejarmos.
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100/
P(n)

Figura 13.1: Espectro de Potencia para perturbagoes escalares, com a, = 1.

tratado, temos um horizonte muito grande e a escolha de um cutt-off nao
seria justificada.

E preciso lembrar que o modelo tratado nao possui matéria e por isso,
nao pode ser comparado com as observagoes onde um espectro invariante de

escala é requerido.



Parte IV

Ondas Gravitacionais

97



98

Ora (direis) ouvir estrelas! Certo Perdeste
o senso! E eu vos direi, no entanto,
Que, para ouvi-las, muita vez desperto,

E abro as janelas, pdlido de espanto...

(Olavo Bilac)



Capitulo 14

Introducao

Uma das predicoes da Teoria da Relatividade Geral de Einstein (TRG) é a ex-
isténcia de ondas gravitacionais (OG) associadas a descontinuidade do campo
gravitacional. As ondas gravitacionais estao intimamente conectadas com a
geometria do espaco-tempo. De acordo com a TRG, quando uma massa m
de uma sistema acelera, o espago-tempo vizinho é afetado e a curvatura mod-
ificada. Essa mudanca na curvatura do espaco-tempo é propagada através
de ondas gravitacionais com velocidade da luz ¢, transportando energia e
momento angular do sistema [3].

As ondas gravitacionais causam distor¢oes na métrica do espago-tempo
da mesma maneira que as flutuagoes na densidade de matéria estudadas
anteriormente. A diferenca é que as ondas gravitacionais induzem uma dis-
torcao na geometria do espago que nao muda com o volume e por isso em
termos técnicos sao conhecidas como flutuacoes de densidade transversa sem
traco, enquanto as perturbacoes na densidade de matéria resultam em uma

expansao ou contragao gerando ondas longitudinais [25].

99
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De maneira andloga ao eletromagnetismo, as equagoes de Einstein no
regime linear, possuem solucoes de ondas planas da mesma forma que as
equacoes de Maxwell, com dois estados ortogonais de polarizacao, denomi-
nados hy e hy carregando informacao sobre o tipo de fonte emissora e sua
direcao.

A radiagao eletromagnética, assim como a radiagao de neutrinos, é ab-
sorvida ou espalhada pela matéria assim como a radiacao de neutrinos. As
ondas gravitacionais, em contrapartida, interagem fracamente com a matéria
e por isso nao se espalham quando passam na vizinhanca de objetos mas-
sivos. e por isso, é extremamente dificil detectar diretamente a radiacao

gravitacional.

14.1 Pulsar Binario PSR 1913416

Uma das evidéncias indiretas da existéncia de ondas gravitacionais é o pulsar
bindrio PSR 1913416 observado por Joseph Taylor e Russel Hulse em 1974,
ganhadores do prémio nobel em 1993.

Um pulsar binario, segue uma oérbita eliptica em torno do seu centro de
massa e o seu periodo orbital varia com o tempo de acordo com a proximidade
do sistema com a Terra, isto é, quando o sistema esta proximo da Terra, seu
pulso é emitido mais cedo do que o pulso de quando o pulsar esta afastado da
Terra. Porém, Hulse e Taylor observaram que a frequéncia dos pulsos emiti-

dos desse sistema chegava cada vez mais adiantado implicando na diminuicao

LA sigla PSR 1913+16 significa que estamos tratando de um pulsar com ascensio reta

19h13m e com declinagao 16°.
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do seu periodo orbital. Com a observacao desse fato, pode-se concluir que o

sistema perde energia através da emissao radiagao gravitacional.

14.2 Fontes de Ondas Gravitacionais

As fontes de ondas gravitacionais sao divididas de acordo com a faixa de
frequéncia emitida, em fontes de origem astrofisicas e fontes de origem cos-
mologicas. As fontes de origem astrofisicas emitem radiacao gravitacional
na faixa de frequéncia de 107°-10* Hz, enquanto as fontes de origem cos-
molégicas,emitem em uma faixa de frequéncia extremamente baixa ,10715-
10~ Hz. Para uma revisao sobre fontes de ondas gravitacionais, pode-se
consultar [31] e [32]. Neste trabalho, estamos interessados no estudo de on-
das gravitacionais de origem cosmoldgica nos primérdios do Universo. As
ondas emitidas nesse periodo, nao sao localizadas e formam um fundo de
radiacao que preenche todo o Universo da mesma maneira que a radiacao
cosmica de fundo (RCF) e o fundo cosmolégico de neutrinos. O estudo de
ondas gravitacionais de origem cosmolégicas abre uma importante janela para

o conhecimento dos instantes iniciais do Universo.

1. Modelo Inflacionario

Na cosmologia inflacionaria, as ondas gravitacionais produzidas por flu-
tuagoes quanticas do vacuo em uma escala de sub-horizonte definido
pelo raio de Hubble, sao amplificadas pelo potencial inflacionario da
mesma forma que as pertubagoes do campo escalar. Grishchuk foi quem
primeiramente estudou a amplificacao paramétrica de ondas gravita-

cionais pelo universo em expansao. E importante salientar que se as
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ondas gravitacionais geradas no Universo primordial nao forem ampli-
ficadas por algum mecanismo, dificilmente seria observada seu efeito
na RCF, mesmo que indiretamente, devido a sua fraca interacao com

a matéria.

A amplitude caracteristica das ondas gravitacionais, depende da razao
de expansao do horizonte e consequentemente da energia e do instante
em que ocorreu a fase inflacionaria. Por isso, o estudo de ondas grav-
itacionais constitui uma poderosa investigacao na escala de energia do

modelo inflacionério.

O processo de quantizacao de ondas gravitacionais é o mesmo aplicado
ao caso escalar levando-se em conta agora o caracter tensorial das per-
turbagoes e o espectro obtido para o caso de modelos inflacionérios

pode ser visto em [22].

2. Modelos com Ricochete

Os modelos com ricochete, sao caracterizados por uma fase de contragao
antes da fase de expansao. Durante a contracao, o raio de Hubble,
decresce muito mais rapidamente que o comprimento de onda fisico
e as perturbagoes tensoriais sao amplificadas assim como ocorre com
modelos inflaciénarios.Para uma revisao sobre modelos com ricochete,

consultar [8].

14.3 Fundo Estocastico

Além da contribuicdo de ondas gravitacionais de origem primordial, o back-

ground estocastico também é constituido de superposicoes incoerentes da
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radiagao gravitacional emitida por grande populagao de objetos astrofisicos
que nao podem ser resolvidos individualmente.

Devido a sua fraca interacao com a matéria, o fundo de ondas grav-
itacionais se desacopla da matéria desde os instantes iniciais do Universo
e a partir dai, qualquer processo que venha contribuir para esse fundo de
radiacao deixa impresso sua marca, que permanecera inalterada até o mo-
mento presente. Obter um mapa de radiagao gravitacional da mesma forma
que o mapa da radiacao césmica de fundo seria um avanco extraordinario
no conhecimento sobre o "nascimento do universo”. Embora seja de ex-
trema importancia a sua fraca interacao com a matéria, esse fato constitui
um problema na sua deteccao ja que dificilmente a radiacao ird interagir
com o detector mas mesmo com essa dificuldade, tem se dispensado muito
estudo na construcao de detectores levando em conta todas as possibilidades
praticas de deteccao.Por dificuldades técnicas,nao se espera detectar direta-
mente a radiacao gravitacional mas sim as suas evidéncias indiretas como

por exemplo o seu efeito sobre a polariagao da radiacao césmica de fundo.



Capitulo 15

Descrevendo as Perturbacoes

Tensoriails

Podemos descrever perturbacoes tensoriais do campo gravitacional através
de perturbagoes do tensor métrico g, ou através do Formalismo Quasi-

Maxwelliano da gravitagao.

15.1 Linearizacao das equacgoes de Einstein

De acordo com a TRG, a relagao entre a curvatura do espaco e a fonte é dada
pela equacgao de Einstein

G = kT

B

(15.1)

Para estudar ondas gravitacionais precisamos resolver essa equacao e de-
vido a sua nao linearidade é extremamente complicado encontrar solugoes

exatas para grandes amplitudes, ja que nesse regime as ondas gravitacionais

104
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comecam a sofrer auto-interacao. Para superar essa dificuldade podemos re-
solver as equacoes de Einstein no regime de campo fraco, ja que a intensidade
da radiac@o gravitacional é extremamente baixa [3].

A aproximacao de campo fraco consiste em linearizar as equagoes de
Einstein sob um espago de fundo de Minkowiski, ou seja , escrever a métrica
do espago- tempo considerando uma pequena perturbacao h,, da métrica do

espaco plano 7,

G = N + h,uy (152)

onde |h,,| < 1len, =(-1,1,1,1).
Em primeira ordem, podemos escrever a conexao afim e o tensor de cur-

vatura como

1
FZ,J = 5771”\ (aph/\u + auh/\p - akhup) (153)

R, = 0,7, —0,1% + O (h?) (15.4)

upo

ou de forma mais explicita

1
lepo = 5 (apvhlw + affuhl/p - 8ﬂMhVU - afwhup) : (15-5)

Introduzindo um tensor sem trago

—w 1
Y = — 57" h (15.6)

com h = n,5h*? e h = h,podemos escrever a equacao (15.1) de uma forma

compacta
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Ohvo + 0e0°0 hpy — 8°0,hpy — 0P05hy, + O (B?) = kT, (15.7)

onde O = 7,,0°0°.

A solucao das equagoes de campo nao é tnica, pois dada uma solugao,
podemos sempre gerar uma outra solugao através de uma mudanca no sistema
de coordenadas do tipo z* — 2™ = 2/ 4 " (z) onde £ (z) é uma fungao
arbitraria.

Podemos realizar uma pequena transformacao de coordenada na per-

turbacao métrica hy,

h;u/ — hf;w - augu - aug,u (158)

sob a qual o tensor de Riemann permanece invariante e impor quatro

condicoes de calibre conhecido como calibre de Lorentz

D5’ () — %aahg (z) = 0 (15.9)

que pode ser reescrito como

95" =0 (15.10)

usando o tensor sem trago dado em (15.6).
Nesse calibre, também conhecido na literatura como calibre harmonico
ou de De Donder, podemos escrever as equacoes de Einstein linearizadas,

(15.7)como

Ohyy = ————T)0. (15.11)
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Uma vez que ondas gravitacionais sao geradas, estamos interessadas na

sua propagacao. Fazendo T, = 0 obtemos a solugao de onda no vacuo

Oh,, = 0. (15.12)

Logo, na aproximacao de campo fraco e no calibre de Lorentz, as equagoes
de campo sao lineares e possuem solugoes do tipo onda que se propagam
transversalmente a velocidade da luz c¢. Das 16 componentes de h,, apenas

2 sao independentes

0 O 0 0
0 hgy hgy O
hyw = (15.13)
0 hyy hyy, O
0 O 0 0
onde hyy = —hyy € hyy = hy,, dando origem a ondas com dois estados

de polarizacao denominados hy e hy que podem ser escritas sem perda de

generalidade se propagando na direcao z

he = hyy = R[ALexp(—iw(t — 2/¢))] (15.14)

hy = hyy = R[Acexp(—iw(t — z/c))] (15.15)

onde A, e Ay, sao amplitudes representando os dois estados diferentes
de polarizacao.
A figura a seguir, mostra o efeito dessas polarizacao em um anel de

particulas teste.
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Figura 15.1: Estados de polarizacao de ondas gravitacionais.

15.2 Desvio Geodésico

Na TRG, particulas testes! e raios de luz, livres de qualquer outra forca
que nao seja a gravitacional, se movem no espago-tempo curvo seguindo
trajetdrias geodéticas do tipo-tempo z#(7) com equagao de movimento dada

por:

d?xt dx? dx°

= 15.1
dr? + (2 >d7' dr 0 (15.16)

onde 7 é o tempo préprio da particula.

Para estudar o efeito de ondas gravitacionais, precisamos saber como a
separacao entre duas particulas vizinhas é modificada pela incidéncia de uma
onda gravitacional. E importante ressaltar que uma tunica particula nao é o
suficiente para estudar o efeito de ondas gravitacionais ja que a sua posi¢ao no
espac¢o nao muda com a passagem da onda, mas sim o deslocamento relativo

entre duas particulas adjascentes. Consideramos duas particulas A e B, se

!Particulas com massa despreziveis que ndo produzem nenhuma curvatura no espaco

mas se movem devido ao efeito da curvatura produzida por outros corpos.
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movendo livremente ao longo de duas geodésicas, x#(7) e z#(7) + &* onde
o quadrivetor & representando a separacao entre as particula. Qualquer
mudanca na separacao entre as particulas , é dada pela equacao do desvio

geodésico:

Vv hee 11y = R 5,0 VIV, (15.17)

onde &£ 116 corresponde a equacao da geodésica definida em (15.16) e V7#
¢é o quadrivetor velocidade da particula tangente a trajetoria.

A equagao do desvio geodético (15.17) pode ser simplificada usando o cal-
ibre transverso sem traco? ou calibre de radiacao descrito anteriormente
em (15.6).

Considerando que as particulas se movem vagarosamente ao longo de suas
trajetorias, podemos expressar o vetor-quadrivelocidade na direcao temporal
com corregoes da ordem de hy,,, e superior, porém, como o tensor de Riemann

() j& é de primeira ordem, podemos ignorar as corregoes de V7 e escrever:

V7 =(1,0,0,0). (15.18)

Sendo assim, precisamos calcular a tnica componente nao nula do tensor

de Riemann R® ), ou equivalentemente,

1
Rooos = 3 (Ooohas + Osahoo — Osohao — Ouoheo) - (15.19)

Como pode ser visto em (15.13), o tensor h,,,, nao possui termos fora da

diagonal, ou seja, h,o = 0. Logo,

20 nome vem do fato de que nesse calibre o tensor métrico é sem traco e perpendicular

ao vetor de onda.
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1
Rooos = 3 (Ooohas) - (15.20)

Sem perda de generalidade, podemos parametrizar 7 = 2" = ¢, para

particulas que se movem vagarosamente ao longo das curvas e escrever a

equagao do desvio geodésico (15.17):

o2 1

528" =3 (Dpohl) €° (15.21)

15.3 Formalismo Quase-Maxwelliano

O método covariante no estudo de perturbagoes tensoriais foi introduzido
por Hawking [18]. Esse método possui uma enorme vantagem em relagao
a outras teorias de perturbagoes cosmoldgicas ja que inclui a interacao da
radiacao com a matéria que nao esta presente em outra formulacao.

Para o estudo de ondas gravitacionais, podemos desconsiderar qualquer

perturbacao escalar e vetorial de um fluido perfeito, ou seja:

Wap = o = 0V3 =00 = 6p = 0. (15.22)

No capitulo 5, introduzimos as componentes do fluido perturbado ex-
pandidas em bases de harmonicos tensoriais e as componentes nao-nulas sao

listadas abaixo:
0B, = EX(t)US (15.23)
k

doyy =y S (UL (15.24)
k
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0Hy =Y HPMUE (15.25)
k

0Ty = > I (1)U (15.26)
k

As equagoes que descrevem as perturbagoes tensoriais sdo dadas por [19]:

E+6B + 5(p+ )% — 5g(m” + 32)H = ;mgn) (15.27)
H+ §0H+E = _% (15.28)

>+ gez +E= —% (15.29)

H-%=0 (15.30)

Lembrando que, para o caso do fluido perfeito, existe uma relagao linear
entre a pressao p e a densidade de energia p da forma p = Ap e que nao
existe pressao anisotropica, ou seja , II = 0 nas equagoes acima. Segue da
equagao de vinculo (15.30) que H = 3 e com essa relagao pode-se escrever

as equagoes (15.27) e (15.28) como:

' 1 1,
: 2
H o+ S0H + E=0 (15.32)

Esta equacao pode ser derivada para obter a relacao
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E=-H- 0H ~ 0H (15.33)

e substituindo em (15.31),0btemos uma equagao para H desacoplada

-5 2. 2 1 1
H+ -0H+ |0+ =6 -1+ \Np— —(m?>—3¢)| H=0. 15.34

Usando a equagao de Friedmann, podemos escrever a densidade p como

6*  3c
==+ — 15.35
p=5+2 (15.35)
e substituindo em (15.34) obtemos
S I 2.2 1 6?  3c 1
H+-0H + |Z0+0° — -(14+ N o+ 5 + 55(m* —3¢) | H  (15.36
+g0H+ |30+ 3 2(+)3+&2+2a2(m £) ( )

Essa equacgao, dada em termos do tempo cosmologico pode ser escrita em
termos do tempo conforme,através da relacao dt = adn. Podemos definir um
A / .
parametro de Hubble conforme H = % e escrever 6 = 3%. Assim, no tempo

conforme temos:

2
-3
H' +4H + |21 +H2 + c

H=0 (15.37)

H e #? pode ser relacionados através da equacao de Friedmann

H + 27 = —2¢ (15.38)

K11
H" + 44 H + | -37 + 5 5| H=0 (15.39)

Para o caso tensorial,

k> =n? — 3¢ (15.40)
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com n = 0.

Temos finalmente a equagao

2
H' +4H — {3%&2 - % - 7} H=0 (15.41)
Nesta equagao, por simplicidade, redefinimos uma frequéncia como w} =

n?
5

15.4 Formulacao Hamiltoniana

Analizando as equagoes dinamicas para E' e H observamos que essas variaveis
nao sao canonicamente conjugadas, mas como foi feito no caso escalar, pode-
mos contruir um conjunto de varidveis candnicas atra’ves da combinagao
desses objetos permitindo a formulacao hamiltoniana da teoria.

Podemos escrever as equagdes desacopladas (15.31) e (??) para F e H na

forma matricial

=M (15.42)

onde M é a matriz definida por

T A (15.43)

fi f3

com funcgoes

fi = =22 (15.44)
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fo=—a (15.45)
fs =372 (15.46)
3% m?  3e

hz—(a —%+%) (15.47)

ou seja, temos o seguinte sistema de equacoes

E' = f;E+ f,H (15.48)

H' = f,E + fiH. (15.49)

Supondo uma relacao linear das variaveis canonicas P e () com as variaveis

H e E sob a forma

H
@ =5 (15.50)
P E
onde
«
S = & (15.51)
v o

os coeficientes da matriz S serao ajustados de acordo com o modelo.
Sabemos que a Hamiltoniana H de um sistema é dada pela relacao das

variaveis canonicas com suas derivadas

=M (15.52)

Derivando (15.50) temos:
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!/ /
0 H H
e +S (15.53)
P E E
usando a relacao (15.50), podemos escrever (15.53) em termos do conjunto

de vari aveis canonicas () e P

/

? =581 “ +SMS™t @ (15.54)
P P P
logo:
? =955+ SMS? 9 (15.55)
P P

identificando a Hamiltoniana do sistema

H=2S55"+SMS! (15.56)

Substituindo as matrizes S e M temos a seguinte hamiltoniana

oL adfi+Bofs —avfo— Byfs+a'd = By —affi — B fat+a’fotaffs —arf+ fa

BN\ 6vfi 42 fy =2 fa = Svfa+ V5 — 8y —yBfi— BOfi+ avfe + adfs — By + 0a
(15.57)

onde A = ad — v é o determinante da matriz S.
Devemos ter trH = 0, isto é Hi1 + Hoo = 0 e esse vinculo nos permite
fixar o determinante da matriz S facilitando a escolha dos coeficientes. Segue

dessa relacao de vinculo que

a
— =5— 15.58
- (15.58)

integrando essa relacao temos
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A = Noa® (15.59)

onde A\g = apdg — Yoo que serdo constantes fixadas de acordo com o
modelo.
Gostariamos de estudar a solucao dessa equacao em um modelo com

ricochete.



Capitulo 16

Modelo com Ricochete

Geomeétrico

De maneira analoga ao estudo de perturbacoes de matéria, neste capitulo,
vamos estudar a amplificacao de ondas gravitacionais através de um ricochete
puramente geométrico, como descrito no capitulo 3, motivado pela geometria

de WIST. Esse modelo é caracterizado por um fator de escala

a(n) = agy/cosh(2n) (16.1)

com curvatura espacial € = —1 e parametro de Hubble conforme H =
tanh(2n).

Neste modelo, a equacao dinamica para a parte magnética do tensor de
Weyl (15.41), que caracteriza as perturbagoes tensoriais, pode ser escrita

COImo:

H" + 4tanh(2n)H' — [3tanh(2n)* — (wj +7)] H =0 (16.2)

117
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A . 2_ ~ ~ ,
com frequéncia w; = % A solucao dessa equacao é dada por:

H(n) = Ay/cosh(2n) Fi (a1, B1,71; 2) + By/cosh(2n) sinh(2n) Fy (a1, 51,715 2)
(16.3)

onde A e B sao constantes de integracao que serao determinas pelas

condicgoes iniciais e as fungoes Fi e F; sao hipergeométricas com parametros:

a1:%+£wk &g—g—i-ﬁwk
Br=3—1Lu, By=2—1u, (16.4)
M= % Y2 = %
[§
z = —sinh?(2n). (16.5)

As ondas gravitacionais sao provenientes de perturbacoes tensoriais do
campo gravitacional originadas de flutuagoes quanticas do vacuo. A equagao
obtida para as perturbagoes ¢é classica e tendo em vista que as condicoes
inicias sao de origem quantica, realizaremos o mesmo procedimento de quan-

tizagao do caso escalar através da formulagao hamiltoniana.

16.1 Hamiltoniana do modelo

A relacao entre as variaveis £ e H e suas derivadas foram apresentadas no

capitulo anterior em (15.31) e (15.32) e escritas sobre a forma matricial em



CAPITULO 16. MODELO COM RICOCHETE GEOMETRICO 119

(15.43). Para o modelo em questao, temos as componentes da matriz (15.47)

dadas por:

f1 = —2tanh(2n) (16.6)
fo = —a (16.7)
f3 = —3tanh(2n) (16.8)
B —3tanh(2n)*> m?
fa=— <T o0 + Eo) (16.9)

com Fy = g’—z
Substituindo essas fung¢oes na hamiltoniana do sistema obtida em (15.57),

encontramos as seguintes componentes:

(—2ary tanh(2n)a — By(3tanh(2n)? + Ey) + aya® + 387 tanh(2n)a + (/6 — f'v)a)

= aas — )
(16.10)
HQQ - _hll (1611)
2y = (—2aB tanh(2n)a — B?(3tanh(2n)? + Ey) — a?a® + 3Batanh(2n)a + (o/8 — f'a)a)
v a(ad — B7)
(16.12)
2 (—207 tanh(2n)a — 6*(3 tanh(2n)* + Ey) + v?a® + 357 tanh(2n)a + (/6 — 6'y)a)
21 =

a(ad — B7)
(16.13)

A hamiltoniana completa do sistema em termos das varidaveis canonicas

¢é dada por:
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h h h
H = %PQ - gcf - %(PQ +QP) (16.14)
Desejamos que em 1 = —oo a hamiltoniana seja a de um oscilador

harmonico por isso, precisamos calcular o limite das componentes da hamil-

toniana e ajustar as constantes de maneira que

n——00
lim hy =0 (16.16)
77— —00
lim hy = —w;} (16.17)
n—r—00

Através do vinculo (15.59) é possivel ajustar os coeficientes da matriz

como
a = apa’ (16.18)

B = foa’ (16.19)

v = Yoa® (16.20)

§ = dpa® (16.21)

e calculando o limite obtemos os valores das constantes oy = 1,5) =

0,50206’)/0:—1
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Assim, podemos associar a variavel H a uma variavel canonica que pode
ser quantizada. Segue de (15.50), que uma varidvel canoénica pode ser con-

struida através da relacao:

Q(k,n) = a(n)*H (k,n) (16.22)

onde H(k,n), solucio de (16) é dada por (16).E importante lembrar que

essa escolha nao é unica.

[sinh(4n)]2 o ~
[cosh(4n) — 1]% b(aq, B1,m; 2)
(16.23)

Q(k,n) = Alcosh(4n) —I—l]%Fl(ozl, B1,71;2)+B

com A e B constantes e F}, F5 sao fungoes hipergeométricas com parametros

al—%%—iwk Ozg:%—i-;{wk
Bi=2—Luy By=35— 1Ly, (16.24)
M= % Y2 = %
[§
z = —sinh?(2n). (16.25)

Podemos verificar pela simples substituigdo de varidvel dada por (16.1)

na equacgao (16),que Q(k,n) satisfaz a equagao:

V4 wi —3H? +3]Qr =0 (16.26)
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No limite assintdtico, n — oo, temos H? = 1 resultando numa equacao

para um oscilador harmonico

Q)" +wiQ(n) =0 (16.27)

com frequéncia wy > 0 e solucao

Q(k,n) = ——e'" (16.28)

N

Para encontrar as constantes A e B na solugao (16.1), basta calcular o lim-
ite assintético e fixar a solugao assintotica como a de um oscilador harmonico.
O limite assintético pode ser bastante simplificado se realizarmos uma trans-
formacao na hipergeométrica de maneira que o seu ultimo argumento z — 0
em 7 — £00, jd que por defini¢do F(«, 3,7,0) = 1. A hipergeométrica pode

ser transformada segundo:

F(a,ﬁ,% Z) = EE;§£E§ : z; (—1)a(Z)_aF(o¢’a+ l—v,a+1-— ﬁ,%)
NI P B
e =g "V @ TFB 17,8+ 1 -0, )6.29)

com limite assintdtico

Fle, B,7,2) = fwe)(=1)%(2)™ + g(we) (1) (2) 77, (16.30)

onde as fungoes f(wy) e g(wy) sdo dadas por

fluw) = SOLE = @) (16.31)
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g(wy) = % (16.32)

Realizando essa transformacao nas hipergeométricas da solugao Q(k,n) e

calculando o limite assintotico, temos

Qk, 1) = A(we)a? limy s fcosh(dn) + 1% {fi(we) (~1)° (=) + gllwn) (~ )P (=)'} +
AU ) (1) ()7 + g2 (—1)(2)1)6.33)

[cosh(4n) — 1]1

B(wy)a? im0

Os limites das func¢oes sao mostrados na tabela

Fungoes limy oo limy o0
a} f1 (wy)[cosh(4n) + 1]F (—1)! ()~ Oy = ad fu(wy)21(§) " H el Dy = a} fi(wy)23 (1) ~F elown
a3gi (wy)[cosh(4n) + 1]5(=1)7 ()" 1 = agy(wy)23 (1) ¥ e~ Dy = adgy(wy)23 (1) 4 el
Bl Ly | Gy = (w2 (DI e | Dy = w2 iy
“092(1“1&)%( 1)%2(2)72 | Oy = adga(wy)2%(— )%(%)77041 w1 | Dy = adga(wy)2% (— )ﬂi)fT@h b

De acordo com os limites das funcoes mostrados na tabela, podemos es-

crever as solugoes assintéticas da fungao Q(k,n) como:

Qk, M)ns—o00 = [A(w) Cr + B(wy,)Cole™™ + [A(wy,) Oy + B(wy)Cole™
(16.34)

QU M)gs=00 = [Alwi) D1 + B(wy,) Da)e™ " + [A(wy) D1 + B(wy,) Dale™ "
(16.35)
Para que Q(k,7)y——, seja a de um oscilador harmonico devemos satis-

fazer:
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1
A(wy)Cy + Bwg)Cy = 0 (16.37)
Resolvendo esse sistema de equagoes temos:
— 1
A(wy) = Cy — — (16.38)
\/wk;[CQOl - 0201]
— 1
(16.39)

B =—-C — —
(wk) ! w/wk[CQCl — 0201]

Encontrado o valor dessas constantes,podemos substituir na solu¢ao Q(k, n)
valida Vn e obtemos o grafico
Podemos observar uma amplificagao da onda quando n — oo que depende
claramente do nimero de onda, quanto maior o nimero de onda, menor a

amplifica¢do como era de se esperar de acordo com as fungdes A(wy) e B(wy,)

1
que dependem do fator T

16.2 Quantizacao

Para a quantizacao candnica, vamos expandir a funcao tensorial Q°
;(n, %) em modos de Fourier Q4 \(n), onde A introduz dois graus de liberdade

referentes a dois estados de polarizacao das ondas gravitacionais represen-

tadas por perturbacoes tensoriais:
(16.40)

i 7 — 1 3 . i . I 7
Q500 = sy [ €3 Qe
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onde l(l;, T) é base hiperbdlica e €'j (E, A) é o tensor de polarizagdo que

satisfaz as equagoes:
(16.41)

€ij = €ji
€ =0 (16.42)
k'eij =0 (16.43)
€ (k, N)el (k, A1) = G (16.44)
(16.45)

Para quantizar o sistema , consideramos ! como operadores @)} atuando

no espaco de Hilbert
(16.46)

it p— 1 -~ Z . - g —
@300 =y [ @R Qe e ENIED)
(2m)?2 S ’
Podemos escrever a funcao modo @E ), em termos de uma nova base
(16.47)

A -~ ~k *
R\ = aravk +aZ \vp

logo

/ PEY [ +alyei] GENIED  (16.49)
A

Qij (777 f) = (27T)%
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v +(n) devido a homogenei-

repassando k — —k e considerando vz(n)

dade e isotropia do espaco, podemos escrever

/ PRy [ak,wkeijuz, NUE,Z) + @ o i(—F, NI (F, f)]
A
(16.49)

~. 1

Ql i\l T) =
i(n,T) (27T)%
onde vy, é solucao da equacao:

vy 4 wivy, = 0. (16.50)

Podemos sempre construir fungoes modos em termos de bases diferentes,

sendo assim, podemos escrever

Em n — —oc:
vE = L g (16.51)
vV Wk
Em n — oc:
up = de™ " 4 dye K" (16.52)
onde
(16.54)

dg = A(wk)ﬁl -+ B(wk)52
e D1 e Dy, dados pela tabela [16.1]. Usando essas duas fung¢oes modos,

representandoo a fungao modo em n — +o0o podemos escrever os operadores

para os estados IN e OUT
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@(OUT)i' n, T) =
) = 5o

cionam através dos coeficientes de Bogoliubov oy, e 85\ como

127

/ P [ i (F NI, )+ oiei (K20 (R, 9)
A
(16.55)

/ ErY [/b\mukeij(/z, MIUE, &) + b1 yuretj(—k, \I*(F, f)}
A
(16.56)

Os operadores de criacao e aniquilacao dos estados IN e OUT se rela-

(16.57)

gy = @Z,,\gk,k - Bik,)\gf—k,)\
(16.58)

. ~, ~
a_gx = Oéfk,)\b_k,)\ - ﬁk,,\bk,A

Desejamos calcular o espectro apdés o ricochete e para isso, precisamos

saber
P = k3|ug7k€§-(/;, M2, (16.59)
ou seja,
Pix =Y k¥ ug yeb(k, M][uz i (=, \)] (16.60)
)
e lembrando que eé(—lg, A) = €¥i(k, \) temos
(16.61)

Pk,)\ = 2/{33’uk‘,)\|2
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onde o fator 2 que dd a multiplicidade do estado de polarizacao é obtido
naturalmente de (16.44) e a funcdo modo uy , é relacionado com vy , através

dos coeficientes de Bogouliubov

ur = apvr — By, (16.62)
uy, = oy — By (16.63)

Subsituindo essa funcdo modo em (16.61), obtemos

k.3
P = Qw—k[lakF + |Bk]? — 2R (a e wEm)] (16.64)

Para o modelo estudado, obtemos:

ap = \/wkdl (1665)

—fnds (16.66)

com
o 2(3/4+§I”)(2 +n2)I‘(}l[\/§n)2 sinh l7T\/_n)
32 VAL (3 + drv/2n)” [sin (37 + Lrv/2n)” —sin (4m — _Mfﬁ)a ]67)
; 9(1/4+ 4 In) [cos (37 + 1I7T\/_n) + cos (37 — -IW\/_") ] (16.68)
2 = )

Vn|cos (57 + 1I7T\/_n) — cos (% W——[W\/_n)}

e w? =n?/2.
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| eta) 2

.51

n=3.73

n=4

03

Figura 16.1: Amplificacao das perturbagoes tensoriais com a, = 1.

A amplificagao das perturbagoes pode ser vista no grafico, para diferentes
valores de n. Notamos que quanto menor o valor de n, maior a amplificagao
pelo potencial do ricochete

O espectro obtido pode ser visto no grafico a seguir. Novamente, como
no caso escalar, nas regioes onde n é pequeno, podemos notar um comporta-
mento que nao segue uma lei de poténcia.

Nao temos a intencao aqui de comparar com as observacoes, ja que o
modelo com ricochete geométrico nao possui matéria. Estamos interessados
em apresentar o método Quasi-Maxwelliano para tratar as perturbacoes e
a aplicagao nesse modelo em particular, nos permite tratar as equacgoes de

forma analitica.
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Figura 16.2: Espectro para as perturbagoes tensoriais com ay = 1.



Capitulo 17

Lei de Balanco

Neste capitulo, desejamos obter o balango de energia para o caso de ondas
gravitacionais descritas através das equagoes Quasi-Maxwellianas da gravitacao.
Na literatura, muito se tem discutido sobre a propria definicao de energia das
ondas gravitacionais [44]. Neste capitulo,levando-se em conta a aproximacao
linear, demonstramos de maneira formal o que representa a energia do sis-
tema e qual a sua correta interpretacao.

Antes de prosseguir com o caso de ondas gravitacionais, faremos uma

breve introducao do balanco de energia para o campo eletromagnético.

17.1 Campo eletromagnético

No formalismo tensorial, o campo eletromagnético pode ser representado por
um tensor antissimétrico F'*”, conhecido como tensor de Maxwell. No espago-
tempo de Minkowiski, ou seja, no vacuo, as equacoes dinamicas para o campo

eletromagnético sao dadas por:

131
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ey, = Jr (17.1)

P, = 0. (17.2)

A trajetéria de uma particula, com carga e ,massa m e velocidade V¢

nesse campo € dada pela equacao:

DV«

€ @

Consideramos um observador estatico que se move com quadriveloci-
dade U" comoventemente com o referencial da particula no campo eletro-
magnético. Em relagao a esse observador, podemos decompor o tensor de

Maxwell em partes elétricas E,, e magnéticas B, como

Faﬁ = E[aUﬁ] + ﬁggU#By. (174)

Escrevendo em componentes cartesianas e tomando U* = 4}y,

FoP = : (17.5)

reobtemos as equagoes de Maxwell no vacuo:

VE=L (17.6)

€0
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V.B=0 (17.7)
. . OB
V/\E—l—a—t:O (17.8)
. . OE .

Daqui em diante, por simplicidade, vamos considerar as constantes jo =
€0 = 1.
Multiplicando a equagao (17.9), por E, temos

E-(ﬁAE—E):J.E. (17.10)

O lado direito dessa equagao expressa a taxa de trabalho por unidade
de volume exercido pelo campo sobre a corrente. Utilizando a identidade

vetorial

V- (EANB)=B-(VAE)—E-VAB (17.11)

e a lei de Faraday

. . OB
VAE+—=0 17.12
podemos escrever
S 5 5 10 - o 5 S5 o
E-V/\B:—ia(B-B)—V-(E/\B). (17.13)

Substituindo esse resultado na equacao (17.10), obtemos a equagao que

representa a conservacao de energia para esse sistema fisico:
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%%(gg)_ (E-B)y-V-(EANB)=T-E. (17.14)

CT
SIS

Podemos definir uma quantidade

1
u = 5(E2 + B?) (17.15)

representando a densidade de energia do campo e

S=EAB (17.16)

representando o fluxo de energia. Com essas quantidades definidas, pode-

mos escrever (17.14) de uma maneira mais elegante:

N GG ] F (17.17)
ot
que é a equacao de conservacao de energia para o campo eletromagnético.
No caso em que o Universo contem matéria, como ocorre com o Universo
de Friedmann, o observador ainda que comovente, esta em expansao em
relagao ao referencial da particula no campo eletromagnético. A equagao de
conservagao deve ser generalizada, levando-se em conta termos representando

a expansao.

A velocidade do observador num referencial comovente é dada por:

V.=, (17.18)

e seu gradiente

Vijja = =0l (17.19)
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Nesse referencial, as equacoes de Maxwell sao dadas por

. 2
B+ 20+ 17V, By 5 = hatJ,

.2
Bo + 5«9Ba — 1.V, B, 5 =0

E o =p

B%ja =0

onde definimos (...) = (.)yaVe
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(17.20)

(17.21)

(17.22)

(17.23)

Como no caso do referencial estatico, multiplicamos a equagao (17.20) por

E, e (17.21) por B,, podemos escrever a equacao de conservagao de energia

(17.10) para o caso vetorial:

1 2
§(E°‘Ea + B*B,) + ge(EO‘Ea + B*B,)+

Vo V,E3B, = —J°E,,
ou seja:

(u2) + gem) V.S = ] E.

com u e S, dados por (17.15) e (17.16) respectivamente.

(17.24)

(17.25)
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Interpretando ondas eletromagnéticas como um fluido !, podemos notar
que o termo contendo 360(u) pode ser associado com (p+ p)f, levando a uma
equacao de estado p = % p-

Comparando o resultado obtido em (17.25), com o resultado obtido no
caso de um observador estatico (17.17), observamos que aparece o trabalho

feito pela pressao p = % p para variar o volume.

17.2 Campo Gravitacional

2

Para realizar a lei de balanco para ondas gravitacionais®, vamos representar

o campo gravitacional pelo tensor de Weyl

Waﬁ'uy _ (na,u)\onﬁm—e _ gaux\ogﬁm'e) WV, B, + (1726)

(na,u/\agﬁm‘e + gau)\anﬁy‘re) V)\‘/‘/'Ha'e

na formulagao Quasi-Maxwelliana da gravitacao. Como visto anteriormente,no
regime linear, as equacoes perturbadas em um espacgo-tempo de fundo con-

formalmente plano, homogéneo e isotropico em expansao, sao dadas por:

10 fluido possui equagao de conservacio p+ (p +p)f — Vg + 4+ Vuﬁl“;/u =0. E

possivel fazer a associacao entres as densidades de energias p — u e os termos contendo

2

fluxo de calor g,, e pressao anisotrépica 7 com a divergéncia do vetor de Poyting V5.

2E preciso lembrar que, como estamos tratande de ondas gravitacionais 0T, =0, ou

seja, nao existe perturbagao de matéria.
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« V\- (6% 1 (0% sV
he b7 (OE"™) + 5B — §5E,,< h?) VY g

0 1 . 1 e
gnﬁyugna'YT)\VuvTéEa)\h’yu . 5(5H§\$)//Th;(fé77/3) ’Y)\‘/:y — _§(p —+ p)dO’ B
(17.27)
«a v\- e} 1 o i
he P (0H") 4+ 65H™ — §5HV( h) VY g
9 1 « T
gnﬁyusnaw)\VuV‘r(SHahw - 5(5E§)//Thx(x 77/3) W\% =0 (17.28)
(6Hay) o h R =0 (17.29)
1 1 . € 1 0 €
(0B 1ph™ W = 2(0p) ™ = 2p(OV) = 2po(@VV. (17.30)

No formalismo Quasi-Maxwelliano da gravitacao, como o préprio nome ja
diz, é possivel fazer a associagao entre a parte elétrica e magnética do tensor
de Weyl com a parte elétrica e magnética do tensor de Maxwell: E,3 — E,

e H aB —* Ba.
De maneira andloga ao caso eletromagnético, podemos multiplicar a equagao

(17.27) por E*® e (17.28) por H,ps e obter:
1 1
(B Eog) 4 0(E* Bos) + V™V, B Y, = — (o )00 B (17.31)

1
5(Haﬂhnw)' +0(H Hop) + Von®*V,Hs EX =0 (17.32)
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Neste caso, podemos definir uma densidade de energia u = %(E2 + H?),

com

E? = EpE*° (17.33)

H? = HogHP. (17.34)

Através da equacao de conservacao (17.10), generalizada para o caso ten-

sorial, podemos escrever a equagao de conservacgao:

() + 20(u) — Voi* N HPEyouy = —J - E,,, (17.35)

onde a corrente é dada por:

1
JoP = —5(;) + p)oc®”. (17.36)

Na equacgao de conservagao (17.35), podemos notar que o termo associado
a expansao # difere do caso eletromagnético, ou seja, a equagao de estado
correspondente a interpretagao de ondas gravitacionais como fluido é dada
no caso de ondas eletromagnéticas por p = p, ao invés de p = %p. Logo,
sugere-se que, embora as ondas eletromagnéticas e ondas gravitacionais, pos-
suam a mesma velocidade de propagacao c, elas possuem equacoes de estado
diferentes.

Precisamos agora, reinterprertar corretamente o termo J*FE,, que rep-

resenta o trabalho exercido pelo campo gravitacional.
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Sabemos que o trabalho de um campo gravitacional quasi-local em uma

distribuicao de matéria® é obtido a partir da equacao para o desvio geodético

Dz~

DS~ R®,e, V'V ZE, (17.37)

No caso em que nao existe perturbagao de matéria em primeira ordem, a

equagdo u = 3(E? 4+ B?) se reduz a

Dz~
DS

= E¢Z°, (17.38)

ou seja,a parte elétrica do Tensor de Weyl é responsavel por uma forca

quasi-local dada por F* = E§Z°.

. . ~ > o DZOL .
Multiplicando essa equagao por Z* = == obtemos:
.. D*ZP  alha
Z°9apygr = DAY AL (17.39)

70 __ JTo B
com £ =U i /BZ :
Como estamos considerando apenas perturbagoes tensoriais, temos & U/a/ 5=
doap. A equacdo (17.39) é escrita como

1D .. .
55 £ 9asZ’) = ~Zs0 B’ 007,20 (17.40)

e como estamos tratando do trabalho executado pelo campo gravitacional
em uma distribuicao de matéria homogénea e isotropica em um espaco igual-

mente homogéneo e isotrépico, podemos usar que

3 A generalizacdo do desvio geodético de uma particula para uma distribuiciio de matéria
é direta.Nesse ultimo caso, o desvio geodético representa a distancia entre duas curvas de

congruéncia do fluido.
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Zozzﬂ — <Z2>

hag (17.41)
obtendo

D /1 P 1
i B r7a - _ af 2
S <2gaﬁz Z ) 50Basdo(Z%). (17.42)

Esse resultado nos mostra que a prépria geometria, aqui representada pela
parte elétrica do tensor de Weyl, produz uma variagao na energia cinética

relativa entre particulas vizinhas. 4

4Comunicacao particular J.M.Salim, ICRA /CBPF.



Capitulo 18

Conclusao

Neste trabalho, investigamos a evolugao dinamica para as flutuagoes da ge-
ometria em um modelo com ricochete geométrico e exemplificamos o uso
do formalismo Quasi-Maxwelliano da gravitagao para tratar as perturbacoes
escalares e tensoriais. Contrariamente o que acontece com outros formal-
ismos invariantes de calibre baseado em perturbagoes do tensor métrico, o
formalismo usado neste trabalho possui uma variavel bem definida através
de um ricochete. Além disso, as varidveis que representam as perturbacoes,
sao observaveis fisicos com interpretacao direta. O método aplicado em um
modelo com ricochete geométrico nos permite obter uma solucao analitica.
Obtemos um espectro tanto para o caso escalar quanto para o caso tensorial
que nao obedece uma lei de poténcia para valores pequenos de n. O balango
de energia foi feito para o caso tensorial no formalismo Quasi-Maxwelliano e
foi mostrado que as variaveis £ e H descrevem consistentemente a energia

da onda gravitacional na aproximagcao linear.
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