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Resumo

Estudamos modelos de materiais magnéticos ndo uniformes, ou seja, sem sime-
tria translacional. Esta simetria pode ser quebrada pela bordas do sistema, e pela presenca de
impurezas ou defeitos, ou reduzida por modulagoes periddicas nas ligagdes. Como ferramenta
nessas investigagoes utilizamos a formulagdo da Teoria do Funcional da Densidade para o
modelo de Heisenberg. Baseados nos conceitos dessa formulagéo, propomos a aproximagao
de ligagdo local, com o intuito de prover uma forma vidvel para calcular a energia do
estado fundamental de uma cadeia de spins com defeitos ou com modulac¢oes nas ligagoes.
Submetemos os funcionais gerados pela aproximacao de ligagdo local a testes de verificagao,
variando as condi¢oes de contorno, a dimensionalidade, e as parametrizagoes do sistema
homogéneo. Com auxilio da aproximagao proposta foi possivel estudar como a energia do
estado fundamental se comporta diante de bordas, e de defeitos locais ferromagnéticos e
antiferromagnéticos. Verificamos a existéncia de uma lei de escala nas cadeias alternadas, e
analisamos a dimerizacdo de uma cadeia com modulacoes FM-AFM. Por altimo, estudamos
o comportamento critico de uma cadeia alternada AFM-AFM’ no limite em que se torna
homogénea, com o intuito de verificar conjecturas sobre este comportamento apresentadas

recentemente na literatura.



Abstract

We investigate models of spatially inhomogeneous magnetic materials. Trans-
lational invariance is broken due to the presence of boundaries, impurities or defects, or
reduced by periodic modulation of the bonds between neighbouring sites. As computational
tool, we use density-functional theory, in its recently proposed formulation for inhomogeneous
Heisenberg models. We use concepts of this formulation to propose a local approximation
for the ground-state energy of Heisenberg models with nonuniform distribution of exchange
couplings J. This local-bond approximation(LBA) is tested in diverse circumstances, by
varying boundary conditions, dimensionality, and parametrizations of the uniform reference
sytem. As a result, we obtain a clear picture of when and how local approximations can be
used to calculate the energy of Heisenberg models with defects or with periodic modulations.
Based on this knowledge, we verify the existence of a scaling law in modulated spin chain,
and analyse the dimerization of a chains, that alternates FM and AFM couplings. Finally,
we investigate the critical behavior of chains alternating two types of AFM couplings, in the

limit in which they approach homogeneous chains.
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Capitulo 1

Introducao

Um assunto que vem ganhando destaque nos ltimos anos é a pesquisa rela-
cionada as propriedades magnéticas dos materiais, pois desperta o interesse ndo somente
do ponto de vista da fisica bésica, de compreender os iniimeros fenémenos que sao obser-
vados, mas principalmente do ponto de vista da aplicacdo, possibilitando a construgéo de
dispositivos.

O magnetismo coletivo é um efeito em esséncia quantico, pois é devido a uma
propriedade intrinseca dos elétrons, o spin. Os momentos magnéticos intrinsecos podem se
arranjar de diferentes formas e apresentar comportamentos distintos como paramagnetismo,
diamagnetismo, ferromagnetismo e antiferromagnetismo. Estes dois ultimos tipos de compor-
tamento magnético sao efeitos coletivos, exibindo magnetizaciao abaixo de uma temperatura
critica. Esse comportamento s6 pode ser entendido como um efeito da interacao entre os
momentos magnéticos microscopicos. Um dos primeiros modelos que considera as interagoes
entre os spins como responsavel pelo magnetismo espontéaneo, foi proposto por Heisenberg
em 1926 [1]. Nos dias atuais as propriedades magnéticas da matéria sdo freqiientemente
modeladas pelo modelo de Heisenberg [2,3].

Ainda que o modelo de Heisenberg tenha sido proposto ha cerca de 80 anos
atras, até hoje a solugao exata deste modelo s6 é conhecida para uma cadeia unidimensional
homogénea de spin 1/2, pela técnica do ansatz de Bethe [4], e para sistemas muito
pequenos utilizando-se técnicas nimericas. Um requisito imprescindivel frente a isto é o
desenvolvimento de aproximagoes para encontrar as propriedades do estado fundamental, ndo
somente para sistemas maiores, mas também para situacoes mais complexas, sem simetria
translacional.

Neste trabalho pretendemos utilizar recentes avancos na Teoria do Funcional
da Densidade (DFT- Density-Functional Theory) para o modelo de Heisenberg, com o
intuito de descrever situacoes sem simetria translacional, nas quais outras técnicas encontram
dificuldades. A formulacdo da DFT para o modelo de Heisenberg foi introduzida nas
referéncias [5, 6] para explorar casos onde a quebra de simetria é causada pela introdugéao

de impurezas no sistema. Um dos nossos objetivos aqui é considerar outra causa da
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 15

quebra da simetria, a existéncia de defeitos nas ligagoes em cadeias antiferromagnéticas,
sejam eles antiferromagnéticos ou ferromagnéticos. Para tratar dos defeitos em cadeias
antiferromagnéticas, propomos uma aproximacao local, a qual denominamos aproximacgao
da ligacao local (LBA- Local Bond Approximation). A LBA utiliza como base a expressao
para a energia do sistema homogéneo dada pela aproximagao de ondas de spin (SW- Spin
Wave) ou a dada pelo Grupo de Renormalizagao da Matriz Densidade (DMRG - Density-
Matrix Renormalization Group).

A principio precisamos investigar as caracteristicas e a precisdo da aproximagao
da ligacao local. Temos portanto que deixar claras algumas questoes fundamentais a esse
respeito, como: Qual é o melhor funcional para cadeias e anéis? Estes descrevem também
o comportamento de sistemas com dimensionalidade maior que um? Qual é o funcional que
trata com maior apuro cadeias antiferromagnéticas com defeitos antiferromagnéticos? Qual
é a melhor forma de implementar os funcionais para defeitos ferromagnéticos? E ainda nos
questionamos se os funcionais, apesar de serem construidos a partir de uma aproximagao
local, preservam as propriedades globais do Hamiltoniano como, por exemplo, a lei de escala
citada na referéncia [7]. Responderemos essas perguntas nos capitulos 4, 5, 6 e 7 deste
trabalho.

Na seqiiéncia, em posse das ferramentas apropriadas, passamos a andlise de
sistemas mais complexos e & verificagao de conjecturas em aberto na literatura. Uma classe
de sistemas de grande interesse sao as cadeias com distor¢oes periddicas nas ligacoes, pois
o entendimento deste tipo de sistema pode proporcionar o conhecimento das propriedades
de muitas estruturas encontradas na natureza, tais como (VO)oP,O7 e Cu(NQOj3)s - 2.5H50.
O interesse pelo comportamento das propriedades deste tipo de modelo é ilustrado pela
referéncia [8], na qual os autores consideram uma cadeia unidimensional com ligagdes
alternadas ferromagnéticas-antiferromagnéticas, e conjecturam que no limite de ligacoes
ferromagnéticas (Jr) dominantes frente as antiferromagnéticas (J4r), as propriedades do
sistema se aproximam das de uma cadeia de spin 1 com a metade do ndimero de sitios.
Por intermédio da observagao do comportamento da energia do estado fundamental com
relacdo a essas distorgoes, obtida da Teoria do Funcional da Densidade, podemos indagar se
a conjectura da Ref. [8] é verdadeira e para qual intensidade da distor¢do, a = |Jar/JF|,
isso ocorre. O capitulo 8 é dedicado a essa investigagao.

Outro aspecto do comportamento de cadeias alternadas de fundamental impor-
tancia é o limite no qual a cadeia torna-se homogénea. De acordo com a referéncia [9] a
energia apresenta um comportamento critico, tendendo ao valor homogéneo através de uma
lei de poténcia no acoplamento alternante, com corregoes logaritmicas. Buscamos verificar
se esse tipo de comportamento critico de uma cadeia alternada, tornando-se homogénea,
¢ observado através da aproximagao da ligacdo local e/ou com dados exatos obtidos por
diagonalizacdo exata para sistemas pequenos. Essa andlise é apresentada no capitulo 9.

Antes da analise e aplicacao da ferramenta, vamos fazer, nos capitulos 2 e 3,
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uma introduc¢do ao modelo de Heisenberg e a Teoria do Funcional da Densidade.
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Capitulo 2

Modelo de Heisenberg

Em mecéanica quantica a origem da magnetizagao espontanea é conseqiiéncia da
competicdo entre as restrigoes impostas na func¢ao de onda pelo Principio de Exclusao de
Pauli e a repulsao coulombiana.

Pelo principio de Pauli a fungao de onda total, a qual depende das coordenadas
espacial e de spin, deve ser anti-simétrica. Portanto se determinarmos a simetria de uma das
partes, espacial ou de spin, a outra fica imediatamente determinada. Considerando o fato que
de acordo com a simetria da parte espacial da funcio de onda, os elétrons podem ficar mais
distantes ou mais préximos, a energia de repulsao coulombiana ir4 depender da orientagao
relativa entre os spins dos elétrons. Os elétrons irdo utilizar esse grau de liberdade adicional
para minimizar a interacao coulombiana entre eles se acoplando aos pares, antiparalelos ou
paralelos.

Uma maneira mais simples de entender as interagoes entre spins originadas das
forgas de Coulomb é estudar um sistema de dois elétrons. Este tipo de sistema foi estudado
por Heitler e London em 1927 |1, 10].

Vamos considerar inicialmente dois dtomos de hidrogénio infinitamente separa-
dos, de forma que cada elétron s6 pode interagir com o préton em sua vizinhanga. Dessa
maneira podemos separar o Hamiltoniano como a soma de Hamiltonianos de uma variavel,

que envolvem apenas as coordenadas espaciais de cada elétron, da seguinte forma

H()T’Z)(T'—i, T‘_Q', th R_’Q) = (hzl + hQ)U»’(rvia r_é, ﬁlw EZ) = E()w(r‘_]‘.v T—év ﬁ17 ﬁQ)? (21)
sendo
o= g & (2.2)
[ 2”1 H \’_; - ﬁilﬁ .

onde 1] e vy sdo as coordenadas dos elétrons ¢ Ry e Ry sao as coordenadas dos nucleos.
Considerando que os nicleos sao muito mais pesados que os elétrons é razoavel
dizer que os nucleos estdo quase fixos com respeito ao movimento dos elétrons. Podemos fixar

R, a configuragado nuclear, em um conjunto de valores {R, Rz}, e resolver o Hamiltoniano

17
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com relacéo as variaveis dos elétrons; desta forma a autofuncéo eletrénica (7, r3, ﬁl, }iz)
ird depender s6 parametricamente de R. Por essa razéo a dependéncia das coordenadas dos
nicleos serd omitida em intimeras dedugoes a seguir.

As funcgoes de onda do estado fundamental dos Hamiltonianos de um elétron
satisfazem a equacao:

hid)i(ﬁ') = fo@(ﬁ)- (2-3)

O estado fundamental é quatro vezes degenerado, pois a energia nao depende
dos graus de liberdade de spin e cada elétron tem duas orientagoes de spin. A energia do
sistema de dois elétrons, quando nao existe interacao entre os elétrons e nem interacao entre
o elétron em um atémo com o nicleo do outro, serd a soma das energias dos Hamiltonianos
individuais

H(ﬂ/) = E(ﬂ[) hand EO = E1 -+ EQ = 26(). (24)

Como conseqiiéncia do Hamiltoniano do sistema ser uma soma de Hamiltonianos
de um elétron, podemos escrever a funcdo de onda total como um produto das fungées de
onda de cada Hamiltoniano individual. No entanto devemos lembrar que pelo principio de
Pauli a fungdo de onda do sistema deve ser anti-simétrica, portanto a fun¢io de onda sera

escrita como uma combinacao linear dos produtos das fungdes de onda dos Hamiltonianos
individuals,

P07, Ryrs Ry) = (om. R\)o(r3. 12) = 0. Ra)o(rs. fﬂ)) : (2:5)

Na Eq.(2.5) a dependeéncia das coordenadas dos nucleos foi deixada explicita
para enfatizar que o primeiro e o segundo termos da fungdo de onda estdo centrados em
posicoes diferentes. Enquanto os 4tomos estiverem bem afastados, a restricdo imposta pelo
principio de Pauli na funcao de onda é irrelevante, pois o dltimo termo da funcdo de onda é

muito pequeno. Nesse limite uma boa aproximagao para a fungao de onda sera:

Y= ¢1(771, El)¢2(¢3, ﬁ?) (2-6)

Na medida que o espagamento entre os prétons se torna menor, ﬁg — }fl, o
ultimo termo da funcao de onda ¢ da Eq.(2.5) se torna relevante. As aproximacges em que
nao existe interagao entre os elétrons e nem interacao entre o elétron em um atémo com o
nucleo do outro, nao podem ser mais utilizadas.

O Hamiltoniano do sistema quando os dois 4tomos estao proximos sera expresso
por:

H=H,+H,. (27)

onde

e? e? e? e?

ML =73 |Ry— Ryl [Fi—Rs|l |3~ Ry

(2.8)
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Quando os prétons se aproximam os niveis de energia, que eram degenerados,
se abrem devido a interagao entre os a&tomos. A abertura dos niveis devido a interacdo entre
os atomos € pequena comparada com todas as outras excitagoes de energia do sistema de
dois elétrons. Sob essas condigdes, podemos representar entdo o sistema de duas particulas
por um simples sistema de quatro estados (duas dire¢oes de spin), o qual é o subespago de
menor energia da molécula Hs.

Vamos calcular a correcdo na energia devido & interagdo coulombiana entre
os atomos utilizando a teoria de pertubacao de primeira ordem. A correcdo de primeira
ordem para a energia é simplesmente o valor médio do termo de interagdo nos estados néo
perturbados. Assim temos:

Se utilizarmos a fungdo de onda da Eq.(2.6) , o termo de corregao serd

U=/[¢“{(r"1)@;(r5)] Hi(r7,73) [61(77) pa(r3)] drivdrs. (2.10)

Este termo tem a interpretacgao fisica de ser a interacao média de Coulomb entre
os atomos, denominado termo direto. Este resultado, contudo, foi obtido sem considerar o
principio de Pauli.

O principio de Pauli requer que a fun¢ao de onda total deva ser anti-simétrica
pela troca das coordenadas de spin e espacial. As coordenadas de spin deverao ser incluidas -
explicitamente na func@o de onda, apesar do Hamiltoniano ndo depender de spin, pois os
elétrons utilizam os graus de liberdade de spin como uma maneira para minimizar sua energia.

O Hamiltoniano comuta com os operadores de spin, sendo possivel escolher uma
base de autofuncoes em comum com S° e S.. Podemos escrever entdo a funcdo de onda
total como o produto da autofungao de spin e da autofuncio espacial.

As autofungoes dos operadores de spin podem ser singleto ou tripleto. Na Fig.

2.1 estam representadas as autofuncoes e os respectivos valores esperados de §2 e de S,.

$=0 S.=0%] tx00 = Z5(x1(o1)x1(02) — X1(01)XT(0’2))\ (2.11)

= hale)xi(o2)]] (2.12)

a0 = Fhilo0x(02) + xilon)xi(02)]

-1 = [a(en)xy(02)]|

Figura 2.1: Esquema das autofungdes de spin singleto e tripleto.
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As autofuncdes espaciais normalizadas anti-simétrica e simétrica do Hamiltoni-

ano H sao respectivamente

Ba = b (61(1)02(3) — 61(3)6a(r7)), (2.13)

D5 = o (61(17)92(73) + 1(12) 62 (1))

onde

2= / / 16770373 [02(3)62(17)) dri (2.14)

é a integral de sobreposicao da funcao de onda. Quando os dtomos estdo infinitamente
afastados 1? & nulo. Na Eq.(2.13) reescrevemos a fun¢ao de onda anti-simétrica da Eq.(2.5),
mas agora normalizada.

As possiveis combinagbes, de forma que a fungao de onda total seja anti-
simétrica, sao:

Yo = s [61(77)82(73) + 61(3)82(17)] x0 (2.15)

Y1 = —\/Q—i-ﬁ [01(71)B2(72) — 1(13)P2(71)] X5
onde 7 =1,0,—-1.
Devemos lembrar que as fungdes de onda dadas na Eq.(2.15) s&o solugdes com

energias degeneradas, mas quando nés calculamos a corre¢ao da energia em primeira ordem
na teoria de perturbacgao, encontramos

EO = (yoH|vo) = [ M. 73)v0 = 260 + 7 (2.16)

EW = (yy|Hly) = f PYH(r, ma)vn = 2¢0 + %%,

onde E©® e EM s3o as energias do estado fundamental quando a autofuncéo de spin assume
respectivamente os estados singleto e tripleto e

V= /[¢T(r7)¢3(ré)]7ii(r3,r?)[<f>1(ﬁ)¢z(r3)] dridrs (2.17)

tem a interpretagao de ser a energia de troca de um elétron entre dois atomos. O termo V
é o elemento de matriz da interacao de Coulomb tomado entre o estado no qual o elétron 1
estd acoplado com o ntcleo 2 e o elétron 2 é acoplado com o nicleo 1. A energia de troca
decresce rapidamente (comparando com o termo direto) com o aumento da distancia entre

0s protons.

Se o estado fundamental é singleto ¥y ou tripleto v; serd determinado pelo
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B

Figura 2.2: Curvas de energia de uma molécula de hidrogénio para as duas possiveis configuragoes
do alinhamento de spin do dois 4tomos em funcao da distancia entre eles.

estado que apresentar o valor mais baixo de energia.
O valor do gap de energia causado pela interagdo é expresso por

2
(1):2lU—2

50— 50 = LU= g [ 03 10 1 (2)0a(rD)] driars = —, (219)

onde J é denominado de pardmetro de troca.
Se J > 0 temos que E®M — E© > ( e, portanto,

EY > EO (2.19)

o estado fundamental seré singleto.

O sinal do pardmetro de troca muda de acordo com os valores das integrais U,
V e l. Quando o pardmetro de troca é negativo, o sistema apresenta um comportamento
ferromagnético, ou seja, seus spins se alinham paralelamente; quando é positivo apresenta
um comportamento antiferromagnético, ou seja, seus spins se alinham anti-paralelamente.
A interacao de troca, J, decresce rapidamente com o aumento da distancia entre os 4tomos,
pois o parametro de troca envolve sobreposigoes de fun¢des de onda.

A analise qualitativa de outros casos pode ser realizada partindo de uma escolha
diferente para H; do Hamiltoniano da Eq.(2.7), como por exemplo o caso de preenchimento
de uma subcamada atdémica. Neste caso ﬁl = R; e dessa forma os Hamiltonianos h; e h,
serdo idénticos e V sera a repulsdo coulombiana entre os elétrons. Para este caso sabemos
que se a camada ndo for degenerada, como os orbitais s, o estado singleto ser4 o de menor
energia.

Outro caso possivel é o de um elétron na presenca de dois nicleos, como por
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exemplo a molécula de H; . Neste caso, a fungio de onda total ser4 uma combinagéo dos or-
bitais atémicos 1s centrados em cada dtomo. Teremos entao dois estados, um denominado li-
gante (z/)l =1/V2(¢1s(Ry) + ¢1S(}€2))> e outro antiligante (1/),1 = 1/vV2(¢1s(R1) — qbls(}fg))).
O estado ligante apresentara um minimo de energia para uma distancia finita entre os nicleos,
enquanto o antiligante decresce assintoticamente a zero com o aumento da separacao entre
os nucleos.

O espectro dos niveis de mais baixa energia do Hamiltoniano da Eq.(2.7) que
atua somente em graus de liberdade espaciais pode ser representado por um Hamiltoniano
atuando somente sobre os graus de liberdade de spin, devido & interagao de troca. Heisenberg
em 1928 realizou esta demonstracao. que serd reproduzida no esquema da Fig.2.3. Vemos
na Fig.2.3 que o primeiro estado exitado, os dois nivéis indicados pela seta, sao triplamente
degenerados, enquanto o estado fundamental dos espectros dos dois Hamiltonianos é nao
degenerado.

triplamente degenerado

/\~ :
E() _ Eg0) 1 constantc

H? clétrons H? spin

Figura 2.3: Esquema de identificacdo entre o espectro de energia do Hamiltoniano atuando sormente
sobre os graus de liberdade espaciais e outro atuando somente sobre graus de liberdade de spin.

Na Fig.2.3 verificamos que para fazer a identificagao entre o espectro de energia
de um sistema e o espectro do outro devemos escolher J = ¢; — &5 e redefinir o zero de
energia.

Para construir o Hamiltoniano de dois spins de forma que represente o sistema
de dois elétrons, vamos antes relembrar as relagées de comutagao do operador de spin do
elétron

Sipy = Si(Si+ 1)y = % (1 + %) Y = %1/11 . (2.20)

Assim o operador de spin total S = S; + S, satisfaz
‘ 3

onde S - S, é o produto escalar dos operadores de spin S e Sy , que serd igual a —3/4 no

estado singleto (S=0) e 1/4 no estado tripleto (S=1). Podemos entdo reescrever o operador

e e matT) INTOYA



CAPITULO 2. MODELO DE HEISENBERG 23

acima da seguinte maneira,
: 1
HP™ = §% = Z(EO +3EY — (E° — EY)(S; - Sy). (2.22)

O estado fundamental serd ferromagnético ou antiferromagnético dependendo
do valor do produto escalar entre os spins. Podemos omitir a constante comum para todos
os quatro estados, redefinindo o zero de energia do sistema, e escrever o Hamiltoniano da

Eq. 2.22 como:
Hsp’in — _(E() _ El)(51 . SQ) — J(Sl . Sz) (223)

O Hamiltoniano de spin da Eq.(2.23) possui em uma forma muito compacta a
informacao sobre a abertura dos niveis de menor energia.

Com base na mesma argumentacao para constru¢do do Hamiltoniano de dois
atomos, podemos escrever o Hamiltoniano para N atomos. Quando os N atomos de spin
S estdao separados, o estado fundamental serd (2s—1)N vezes degenerado, e 4 medida que
a distancia entre os atomos diminui os niveis de energia se abrem. A abertura dos niveis
serd muito menor que qualquer outra energia de excita¢do e por isso podemos utilizar o
Hamiltoniano de spin para descrever a abertura dos niveis do estado fundamental degenerado.

Podemos construir uma fungao de operadores que represente a abertura dos
niveis de energia. A forma do Hamiltoniano de spin sera simplesmente a forma do caso de
dois spins,

Hspin = Z ‘]ijgi-‘gj- (224)
i

onde J;; é a interagdo de troca entre o sitio i e o sitio j.

Com relagdo ao Hamiltoniano de spin é importante notar que:

1. Para aparecer somente produtos de pares de operadores de spin no Hamil-
toniano, é necessario que todos os atomos estejam suficientemente distantes para que a
sobreposigao da func¢do de onda de seus elétrons seja pequena.

2. Quando o momento angular de cada elétron tiver uma parte angular e uma
parte de spin, o acoplamento no Hamiltoniano de spin podera depender da orientagdo de
spin absoluta, bem como da relativa.

Para considerar os efeitos de anisotropia acrescentamos no Hamiltoniano um
segundo termo que ird considerar a interagao dos spins com o campo magnético externo H ,
isto é

HP™ = Z J,;S, -8 — gugH - Z S. (2.25)
ij ij
onde ¢ é a razdo giromagnética e jp ¢ o magnéton de Bohr.

O Hamiltoniano da Eq.(2.25) é geralmente aceito como ponto de partida para

teorias de magnetismo em isolantes, onde os elétrons sao localizados. O ftnico tipo de

interacdo que atua no sistema de dois elétrons estudado é a interacdo de Coulomb direta
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entre elétrons dos dois fons, por essa raziao esse tipo de interagao é comumente chamada de
troca direta, V.

Contudo a interagio entre dois 4tomos magnéticos nao ocorre somente devido
ao termo de troca direta, V. Pode ocorrer também o caso de que dois ions magnéticos
sejam separados por um atomo nao magnético (isto é, que tem sua ltima camada eletrénica
completa). Nesse caso, os dtomos magnéticos tém uma interagdo magnética intermediada
por elétrons do seu vizinho em comum, nao magnético. Este tipo de interacao é denominada
super-troca.

Uma outra fonte de intera¢do magnética pode ocorrer entre elétrons nas camadas
f parcialmente cheias em materiais terras raras. Em adi¢ao a seu acoplamento de troca
direta, os elétrons f sao acoplados com os elétrons de condugao pela interacao entre eles.
Essa interacao pode ser mais forte que o acoplamento de troca direta, j4 que nas camadas
f geralmente a sobreposicao da funcao de onda ¢ pequena. Esse mecanismo é denominado
como troca indireta. Em geral o termo .J terd contribui¢des de mais de um mecanismo.

Outra forma de deduzir o modelo de Heisenberg é partindo do modelo de
Hubbard,

Hitutbard = —t 3 (c}‘gcj,g + h.c.) +UY e e e (2.26)
(i.j)o L

onde c}’(,cj,(7 é o operador criagdo para um elétron de spin ¢ =|, T no sitio j, o primeiro termo

representa a energia cinética com a intensidade ¢ e o segundo termo representa a repulsao

local entre os elétrons com intensidade U. O modelo de Heisenberg é o caso particular do

modelo de Hubbard quando consideramos camada semipreenchida n = 1 para todos os sitios

e tomamos o limite de U/t infinito,

1 1
HHeisenberg = ]Z Z (CI_QEJQ,BCL\[J)(C},V 507,50]’,&) (227)

(i.j) Lady.m

G _ Tl 4 , T : _ 42 ,
onde S; =) Cj~3TxCjx € 0 operador de spin do elétron e J = 3. No entanto, essa forma
o
de deducdo do Hamiltoniano de Heisenberg fica restrita a particulas de spin 1/2, & soma

sobre primeiros vizinhos e & << 1. [11]

A solucdo analitica do modelo de Heisenberg s6 é conhecida para sistemas
unidimensionais de spin 1/2 por meio do ansatz de Bethe. [4] Para maiores dimensionalidades,
tamanhos e spins sdo necessdrias aproximagcoes e calculos numéricos.

Uma aproximacdo simples para calcular a energia do estado fundamental do
modelo de Heisenberg é a de campo médio. A idéia bésica dessa aproximagao é substituir
um sistema de spins interagentes por um spin classico em um meio onde atua um campo

magnético médio, produzido por todos os outros spins.
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Para analisarmos esta aproximacgao vamos considerar a seguinte identidade:
S = <§> + (Sﬂ- _ <5>) . (2.28)
Entao o Hamiltoniano Eq.(2.25) torna-se

e DU S S 5)

[

i (8- (5)) - (8- <§j>)] + gnghl - s:} .

Como os indices s&o mudos, os dois primeiros termos sao idénticos, entdo

H =Z [Z 2J <9_;> + gupH
i J

- e
~

1

(s ()] [T 5) (-]

~ i ~

2 3

—

S;

(2.30)

O primeiro termo entre colchetes do Hamiltoniano Eq.(2.30) representa um spin
S; sob acdo do campo médio gerado pela distribuicio de spin (S;) e do campo externo H. O
segundo termo depende do valor esperado de S;, que é constante e nio depende da orientaco
espacial dos spins. O terceiro termo representa as flutuagdes quénticas, ou seja, os desvios
de uma certa orientacado média de spin. A aproximacao de campo médio despreza o ultimo

termo. O Hamiltoniano seréd entao
HM = Z {ZQJM <S_;> + gﬂgﬁ} -Si - ZJi,j {<§1> : <§;>} . (2.31)
i j ij

O Hamiltoniano da Eq.(2.31) tem a forma do operador de um spin em um campo

externo efetivo. O campo efetivo ao que um sitio i estd submetido é expresso por

Hopi=Y Ei—BJi,j <§> + A (2.32)

J

Ent&o o Hamiltoniano Eq.(2.30) pode ser reescrito como

HN = qite Z f]:f.i ‘ g:: - FEy. (2.33)



CAPITULO 2. MODELO DE HEISENBERG 26

onde

Ey = Jij (S (Se) (2.34)

Se considerarmos o campo magnético H na diregao z, os valores esperados dos
operadores de spin nas direcoes x e y serao nulos. Somente as componentes z dos valores
esperados dos operados de spin (S, ;) contribuirdo para o valor esperado da energia. Desta

forma o Hamiltoniano de Heisenberg na aproximagao de campo médio é escrito como

HM =% {Z 2J;5 (S.;) + guBH} Sai= D Jig {{Sei) (Se)} (2.35)

i J

que é similar & aproximacao de campo médio do modelo de Ising. Entao o valor esperado da
energia é dado por

(HEMY = Z Jij(Sea) - (Sa) + ZQ/I,BH (S..)- (2.36)

Para o caso uniforme a componente z dos valores esperados dos operadores de
spin nao depende dos indices i, j e S; = £5. Assumindo que J;; é nulo exceto para primeiros

vizinhos, para os quais adquire o valor J, o valor esperado da energia sera
(HM) = NJ(S.)” + gusN (H) (S.) - (2.37)

A precisdo da aproximagdo de campo médio é muito ruim para os casos onde
as interagOes de troca sdo antiferromagnéticas. O erro da aproximagdo consiste no fato de
negligenciar a flutuagdo quéantica.

Outras aproximagoes levam a uma estimativa melhor por considerar a natureza
quéantica do sistema. Como, por exemplo, ondas de spin (SW):

ES™(S,J)

- 2
eSW (S, J) = =-JS*+J (— — 1) S, (2.38)

s
valida para qualquer dimensao [12], apesar de neste ponto utilizarmos a expressdo para uma
dimensao.

Uma proposta recente foi feita no trabalho da Ref. [13], baseada na técnica
namerica do grupo de renormalizacdo da matriz densidade (DMRG), onde os autores

propuseram a seguinte expressao de ajuste a seus dados ntimericos

EPMRE(S, J)

0.0030J+
N

S
- (0.338 — %“{‘) Je ™S cos(2nS),

eDMRG (5 J) = =eSW(S,J) - 0.03262J —

(2.39)
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que é valida somente para uma dimensao.
No entanto a Eq.(2.39) é pouco apurada para S = 1/2. Entao foi proposto
na Ref. [5] uma modificagdo na expressao de ajuste dos dados numericos para melhorar os

resultados para S = 1/2, dada por

EODMRG(S, J)
N

0.0030J n 0.0015J
S S3
> Je ™5 cos(2nS).

eDMRG(g [ = = e (S,J) - 0.03262] —

) ( 028 0.035 (2.40)

0.338 — < + 5

A utilidade dessas expressoes é restrita a sistemas espacialmente homogéneos.

Quando a simetria translacional é quebrada, até mesmo técnicas nimericas usuais como a

DMRG consegue resolver apenas sistemas com poucos sitios. Como os sistemas reais tém

inimeras causas de inomogeneidade como, por exemplo, bordas, impurezas, defeitos, etc, é

imprescindivel que encontremos uma técnica para tratar sistemas maiores com esse tipo de
caracteristica.

Uma técnica que tem encontrado consideravel sucesso em sistemas inomogéneos

é a Teoria do Funcional da Densidade (DFT). Porém sua formulagdo classica é para

Hamiltonianos ab initio e ndo para Hamiltonianos modelos como o de Heisenberg [14].

Contudo, no trabalho de Gunnarsson e Schonhammer, os conceitos da DFT foram estendidos

para o modelo de Hubbard unidimensional [15]. Baseados nessa experiéncia, os conceitos e

as ferramentas DFT foram formulados para o modelo de Heisenberg [5]. Veremos na sec¢do

a seguir o formalismo da DFT ab initio e na se¢do posterior sua extensao para o modelo de
Heisenberg.



Capitulo 3
Teoria do Funcional da densidade

A grande aspiragao em Fisica é explicar as propriedades da matéria, conhecendo
somente seus constituintes primarios. Os métodos de calculo de estrutura eletrénica consi-
derando somente os nicleos atémicos e elétrons, sdo conhecidos como métodos ab initio.

Ocorre muitas vezes que varios materiais possuem propriedades semelhantes,
sendo assim possivel construir um modelo simplificado que descreva suas propriedades sem
considerar detalhes especificos de um material. Este tipo de descrigdo utiliza Hamiltonianos
modelos. O Hamiltoniano de Heisenberg € um exemplo desse tipo de descricéo.

Calcular as propriedades de sistemas de muitos corpos implica em um grande
esforco, sendo por métodos ab nilio ou Hamiltonianos modelos. Torna-se necessario a
construcao de novas ferramentas para poder tratar tais sistemas. A Teoria do Funcional
da Densidade (DFT) é uma técnica poderosa que pode ser aplicada em ambos os casos.

Vejamos primeiramente a sua formulag¢do para o caso ab initio.

3.1 Teoria do Funcional da Densidade ab tnitio

O procedimento padrdo na mecanica quintica nao-relativistica de estudo de

sistemas de muitos corpos é através da solugdo da equagao Schrodinger, expressa por

A

HY = (T+ Ve + V)V (3.1)

onde o operador energia cinética para elétrons interagentes € T, o operador V., representa

a energia de interagao coulombiana entre os elétrons, o operador V., representa a energia

potencial devida aos nicleos e a energia potencial devida a campos externos ao sistema.
Da equagdo Schrodinger (3.1) obtemos a funcdo de onda v e através dela

podemos obter toda informacdo de um sistema, como por exemplo a densidade, dada por

U(ri,r3,..) = p(r) :N/.../\P*(F,r—é7..)\P(F,T—é,..)d3r2...d37‘1\/. (3.2)

28
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Contudo a solugao da equagao de Schrodinger para sistemas de muitos corpos
¢ impraticavel. Hohenberg e Kohn propuseram uma reformulagdo exata do problema de

muitos corpos, onde a ordem de importancia da Eq.(3.2) é invertida, isto é
p(r) = W(rr,.). (3.3)

Desta forma a densidade é promovida ao status de varidvel fundamental. Na
Ref. [16] onde P. Hohenberg e W. Kohn lancaram essa proposta, eles realizaram a prova
por absurdo de que a inversao é possivel, no entanto omitiremos a demonstracdao. Para o
modelo de Heisenberg, essa prova é apresentada na secdo seguinte. O método de solugao
de problemas de muitos corpos utilizando a densidade como objeto principal é conhecida
como Teoria do Funcional da Densidade (DFT). A DFT est4 fundamentada nos teoremas
de Hohenberg e Kohn:

1. A densidade de particulas no estado fundamental tem a mesma informacao da funcgéo
de onda. Como conseqiiéncia disso todos os observéaveis sdo funcionais da densidade

no estado fundamental, ! isto é

po (F) = U (775 o (L, O|0,) = Olp, (7)] (3.4)
onde @ é o operador do observavel O,[p (7)] no estado fundamental.

2. Os funcionais de energia cinética T'[p] e de interagao elétron-elétron U[p] independem

do potencial externo v.,;, ou seja, ndao dependem do sistema estudado,

Flp] =Tlp] + Ulp] (3.5)

sendo considerados portanto como universais.

3. A energia total é um funcional da densidade, E|p], cujo minimo é a energia do estado
fundamental, isto é

0

EsngnEm:umn{er+/w%wﬂmm}. (3.6)

A afirmagéo feita implica que é possivel encontrar a densidade do estado fundamental
minimizando o funcional de energia, utilizando o método variacional com o vinculo de

que o namero total de particulas N = [ p(r)dr ser constante, entao

s{Fl+ [ roptn - [ atrain} =0 (37)

'Um funcional ¢ uma regra a qual designa um namero a uma fun¢éo. que no nosso caso ¢ a densidade

p(F).
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onde u é o potencial quimico.

4. O potencial externo sentido pelos elétrons v, ¢ um funcional Gnico da densidade
eletronica p (1), isto é

Veat (T) = v[po] (7). (3-8)

Podemos verificar isso resolvendo explicitamente a minimizagdo da Eq.(3.7) que nos
leva a equagao

dF[p]
op(r)

Como conseqiiéncia da Eq.(3.8) a funcao de onda para estados excitados e todos os

+ Vppt = JL. (3.9)

observavéis sao tambémn funcionais da densidade do estado fundamental, isto é
Po (7:) = \I/k(T‘_i,T‘E,..) <\IjkIOI\Pk> = Olc[po (F)] (310)

No entanto a Eq.(3.8) nos leva a um impasse, pois a densidade é obtida da
fungao de onda, que é obtida da solugao da equagdo Schrodinger, a qual contém o potencial
externo. Entdo como obter a densidade p (r) para calcular o potencial externo e os demais
observavéis?

Em 1965, W. Kohn e L. Sham apresentaram um método autoconsistente para
determinar p (r). Esse método consiste em mapear o sistema de muitos corpos interagentes
em um outro sistema de corpos nao interagentes, onde a minimizacao do Hamiltoniamo desse
novo sistema é dada pela equagao.

Tks |ty
oo el = as (3.11)

onde Txg[p] € a energia cinética de um sistema de particulas nao interagentes e vs[p] é o
potencial de Kohn-Sham, que engloba todas as interagdes do sistema [17].

Para que este novo sistema tenha a mesma densidade eletrénica do sistema
original é preciso que

0F,,

op(r)

onde a interacdo elétron-elétron ¢é representada pelo potencial de Hartree vgqariree € & energia

Uy (f') = Uext(ﬁ + VHartree (7'_') + = ’Ue:ct(F) + UHartree(T"j + Uwc(F)y (312)

e o potencial de troca e correlacdo sao respectivamente I, e Uyc.
Nao existe uma formula explicita e exata para E,.. A construgdo de uma
expressao que melhor se adapte para os mais diferentes sistemas fisicos constitui uma grande

area de pesquisa dentro da DFT. Uma aproximacgao muito utilizada para determinar a energia
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de troca e correlacéo é a da densidade local. Neste tipo de aproximagao utilizamos a expressao
do sistema homogeéneo para simular localmente o nao homogéneo.

A DFT é comumente utilizada em quimica quantica e em matéria condensada,
para descrever fendmenos fisicos de materiais especificos. Todavia podemos utilizar seus
conceitos e ferramentas para descrever Hamiltonianos cujo enfoque é nas caracteristicas

gerais de uma classe de sistemas. os Hamiltonianos modelos.

3.2 Teoria do Funcional da Densidade para o modelo de

Heisenberg

O formalismo da DFT foi generalizado para o Hamiltoniano de Heisenberg
pela primeira vez na Ref. [5]. Inicialmente foi proposto utilizar apenas o vetor de spin
S; como variavel fundamental. Contudo se analisarmos atentamente o Hamiltoniano da
Eq.(3.13) notamos que a primeira soma neste, depende do pardmetro de troca, o qual pode
assumir valores distintos entre quaisquer dois sitios. Essa generalidade no Hamiltoniano
de Heisenberg faz com que além da distribuicao de spins a funcdo de onda dependa da
distribuicao dos parametros de troca.

Para provar que a distribuicdo de spins pode ser promovida ao “status” de
varidvel fundamental vamos considerar dois Hamiltonianos com o mesmo conjunto de

parametros de troca J;;, mas expostos a dois campos magnéticos diferentes, B e B’. Assim

H = {z JiSi S, + S B, v = E (3.13)
ij i

H ¢ = [Z Ji;Si-S;,+ S B | v = El, (3.14)
ij i

onde Ej e Ej s@o as energias do estado fundamental e as correspondentes fung¢oes de onda

do estado fundamental sao ¥ e ',

Como conseqiiéncia do principio variacional temos a desigualdade
Ey = (WIH[v) < (@' [Hy') (3.15)

desde que ¥’ ndo seja a funcdo de onda do estado fundamental do Hamiltoniano H

(supostamente ndo degenerado). Se adicionarmos e subtrairmos o termo »_ S; - B} no lado
1
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direito, a desigualdade torna-se

Ey = (Y| H[y) < <l’/'"/ Si-Bi-Si- BZ] \Iﬂ>

S .88, -3 8 B
ij i

lI/’> + Z <z/¢’

(3.16)
e, portanto

By = (M) < @R + 3 (w18 (B - B ) (3.17)

simplificando a expressao mais um pouco, tiramos (Bi - B’i> para fora do valor esperado

do operador S;, por ser um vetor e nio um operador, assim temos
By < By+ 3 (w1Siv) - (B. - BY) (3.18)
i

onde o primeiro termo do lado direito ¢ a energia do estado fundamental £, do Hamiltoniano
Hl
Entao repetimos o mesmo procedimento comecando com o Hamiltoniano H'. O

principio variacional garante que

Ey = W/[H'lW) < (WIH[v) . (3.19)

Pela adigdo e subtragao do termo ) §i . Ei no lado direito, obtemos
]

o< Bo—y_ (vlSilv) - (B - B4). (3.20)

1

Adicionando as Eq.(3.18) e Eq.(3.20) temos
Ey+ B < Ey+ Ejy + Z <<'¢(’/|§i1’0/‘/> - <'¢/’l§z‘"¢/’>> : (Ez - E/i) : (3.21)

Se agora supusermos que as duas distribuigoes de spins, correspondendo a duas

diferentes fun¢des de onda ¥ e U’ sdo idénticas, entdo a equagdo acima resulta em
Ey+ E(l) < By + E(/), (322)

o que é contraditoério. Isso nos mostra que duas distintas funcgoes de onda do estado
fundamental ndo degeneradas nunca podem levar a mesma distribuicdo de spin como
esquematizado da Fig.3.1.

Dessa forma concluimos que a distribuigao de spin determina a funcao de onda
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EEEEE RN

£ 4 £ (3.23)

Figura 3.1: Esquema demonstrando que duas distribuicoes de spins diferentes ndo podem levar &
mesma func¢io de onda.

do estado fundamental e conseqiientemente todos os ohservaveis, isto é

-

S5 = w[§] = oz<qf[§i]yo4qj[§i]>. (3.24)

Similarmente ao caso ab initio, para obter a energia do estado fundamental
realizamos uma minimiza¢do do funcional da energia total com relagdo & distribui¢do de
spins, isto é

B[S] = min (¢[HI). (3.25)

No entanto para obter a energia e a densidade do estado fundamental no modelo
de Heisenberg ndo é necesséario o ciclo auto-consistente de Kohn-Sham. A minimizacdo no
caso ab initio é indireta porque a expressdo para a energia cinética é um funcional dos
orbitais, nao existindo uma expressao que seja um funcional explicito da densidade. O
modelo de Heisenberg nao tem esse termo, portanto sendo possivel a minimizacao direta.

Embora a Eq.(3.25) seja exata, é dificil de ser obtida, portanto é comum o uso
de aproximagdes. A aproximagdo mais simples é a de campo médio, que pode ser aplicada a
sistemas com tamanho e dimensao arbitrarios, porém, por negligenciar a correlagao, produz
resultados pouco precisos. Uma maneira entao de melhorar esse resultado é acrescentando

um termo que leve em conta o que foi desprezado, isto é
E[S] = EYM[S)] + E.[S:] (3.26)

onde E, é denominado energia de correlacdo e ECM ¢ a energia do estafo fundamental na
aproximagao de campo médio.
A energia de correlagdo por definigdao é a diferenga entre a energia de campo

médio e a energia exata do estado fundamental, isto é
- CM
Ec‘ = E() - E() . (327)

Contudo, obter a energia de correlacao para um sistema nao homogéneo é tao
dificil quanto o problema inicial. Todavia temos a informagao de que a energia de correlagao

¢ um funcional da distribuicdo de spins e da interagdo spin-spin, pois assim nos garante a
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demonstragao da DFT para o modelo de Heisenberg feita por K. Capelle e V. Libero.

Uma maneira de superar essa dificuldade consiste em utilizar a energia de
correlagao do sistema homogéneo para simular localmente o nao homogéneo. Podemos
considerar dois tipos de aproximagoes com essa filosofia: a aproximacao de spin local e

a aproximagao de ligagao local.

Aproximacgao de spin local (LSA-Local Spin Approximation)

Essa aproximagao se destina ao célculo da energia de correlagao de cadeias com
uma ou mais impurezas, ou seja, o sistema tem a mesma interagao de troca J entre os sitios

e somente o valor de S se altera, como demonstrado na Fig.3.2.

. T
5 4 =

Figura 3.2: Representacao do tipo de sistema que a aproximagao de spin local se aplica, cadeias
com impurezas. A impureza é o spin difirente dos demais da cadeia, sendo nesta o quarto da direita
para esquerda.

Essa aproximagao consiste em substituir a variavel S por S; na energia de

correlagao homogénea, da seguinte maneira

EEAS) = Yeds, )| =S EED) (3.25)

t 5—|Si| t §—|S;]|.

A LSA foi utilizada pela primeira vez na Ref. [6].

Aproximacao da ligacao local (LBA-Local Bond Approximation)

A aproximacao-da ligagao local se destina ao calculo da energia de correlagao
de sistemas que possuam um ou mais defeitos nas ligagoes, ou seja, o sistema tem o mesmo
valor S em todos os sitios e somente o valor da interacao de troca .J entre eles varia, como
demonstrado na Fig.3.3.

Figura 3.3: Representacao do tipo de sistema que a aproximacao de ligacao local se aplica, cadeias

com defeitos. A quarta ligagao da direita para esquerda, que esta em azul é diferente das demais,
ou seja, um defeito. '
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A LBA consiste em substituir a variavel J na expressdo homogénea pela variavel

Ji, da seguinte maneira

EEBAL) = ehom(s.J = ———-—E‘,'wm(s' J) 3.29
FAL] Z £ ) . Z Vo (3.29)

A LBA néo foi, até agora, considerada na literatura, sendo esse estudo o objetivo
do nosso trabalho.

Para utilizar as aproximacgoes LSA e LBA precisamos ainda de uma expressao
para energia de correlagio do sistema homogéneo e™(S,J). Uma maneira de obter
uma parametrizagao para e"™(S, J) ¢ utilizar a expressdo para a energia total do sistema
homogéneo dada pela SW na Eq.(2.38) ou/e a dada pelo DMRG na Eq.(2.40), da seguinte
forma

SW SW _ CM

€ =€y, —€

DMRG _ ,DMRG _ ,CM
p e e, =€ — : (3.30)

€

Mediante a isso teremos duas expressoes para energia de correlagdo na LSA,
uma quando utilizamos a parametrizacao para energia de correlacao do sistema homogéneo

dada pela teoria e ondas de spin,

EFSATSWIS] =3 " ed(8,J) , (3.31)
i S—5;
e a outra quando utilizamos a parametrizacao dada pelo DMRG,
E({JSA-—DI\/[RG[Si] — Z ef)AIRG(S, J) (332)
1 S—8;

Teremos também duas expressoes para energia de correlagdo na LBA. Quando
utilizamos a parametrizagdo para energia de correlagdo do sistema homogéneo dada pela

teoria e ondas de spin, temos

EFASWVLL =Y el (S, ) (3.33)
i J—J;
e quando utilizamos a parametrizacao dada pelo DMRG, obtemos
ELSA-DMEG 1 Zei)MRG(S’ J) (3.34)
i J=J;

Convém deixar evidente que tanto a LSA como a LBA tratam de sistemas onde
a causa de nao homogenidade é gerada por somente um tipo de quebra de simetria, pela

presenca de impurezas no caso da LSA e pela presenga de defeitos no caso da LBA. Néao
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possuimos até o momento uma aproximacao capaz de calcular a energia de correlacao de
um sistema com os dois tipos de quebra de simetria. Sendo assim, o Gnico sistema no qual
ambas podem ser empregadas simultaneamente é o sistema uniforme. Na secdo a seguir
estudaremos o sistema uniforme utilizando as duas aproximagoes, LSA e LBA, permitindo-

nos comparé-las.



Capitulo 4

Comparacao entre as aproximacoes LSA
e LBA

Mesmo para um sistema finito e uniforme, onde S; = S e J; = J, ndo podemos
esperar que a LSA e LBA representem somente uma diferenga de enfoque, onde a primeira
focaliza os sitios e a outra as ligagdes. pois a condi¢ao de contorno ja é um fator que interfere

diferentemente em cada aproximacao.

4.1 Cadeias finitas

Inicialmente veremos como as duas aproximagOes se comportam com relagdo a
condi¢do de contorno para sistemas unidimensionais. Para isso vamos calcular a energia do
estado fundamental de uma cadeia antiferromagnética finita e uniforme com condi¢do de
contorno aberta e para cadeia com condigao de contorno periddica, ou seja, anéis.

Primeiramente vamos calcular a energia de campo médio. Doravante para
facilitar a anélise deixaremos evidente a condi¢do de contorno para uma dada expressio,
e alguns casos a paridade do tamanho da cadeia também, indicadas por uma seta. Para o

caso de condig¢do de contorno aberta (cca) temos

E§M =355 = (N -1)(=5% (4.1)
3]
entao
cca = -%%_1 =52(1-1). (4.2)

No entanto, para condi¢do de contorno periddica (ccp) precisamos ter um
cuidado a mais, e tratar separadamente os casos com numeros de sitios pares e impares,
pois a ligagdo do n-ésimo sitio com o primeiro podera ser frustrada ou nao, dependendo do
numero de sitios como mostra a Fig.4.1.

Quando o nimero de sitios é par nao ocorre nenhuma ligagao frustrada, encon-

37
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Figura 4.1: Representagio de duas cadeias antiferromagnéticas uniformes com condigao de
contorno periddica. A figura da esquerda tem a quantidade de sitios N par e a da direita tem
N impar, para qual ocorre uma, ligacao frustrada.

tramos

ESM =385, §; = N(-5%)J (4.3)
1,J

desta forma a energia por sitio por parametro de troca J é expressa por

cep (N = par) = __Elgchjﬂf =52 (4.4)

Contudo, quando o namero de sitios é impar uma das ligagoes é frustrada, tendo

J >0eS;- 55 > 0; a energia nesse caso sera

ESM = Z S-§;=(N-1)(=8J + (§3)J = (N -2)(-5)J, (4.5)
b frustrada

a qual nos levara a uma expressio diferente da Eq.(4.4), sendo dada por

cep (N:impar)‘ = _E;_!TM =52(1-2%). (4.6)

Comparando a Eq. (4.2) para condigdo de contorno aberta (cca) com as
Egs. (4.4) e (4.6) para condigdo de contorno periédica (ccp,) notamos que a energia na
aproximagdo de campo médio ES™ com ccp ir4 apresentar valores menores que a energia
com cca quando a quantidade de sitios N é par. Quando a quantidade de sitios N é impar

ird4 apresentar valores maiores, como esquematizado na Fig. 4.2.

N = par N = impar
- :r/ \Lcca] [ccr :,/ \ECTU]
ESM < ESM ESM < ESM

Figura 4.2: Comparagéo entre a energia na aproximagao de campo médio de um sistema uniforme
na condi¢do de contorno aberta e na condi¢ao de contorno periddica.

Dando seqiiéncia & nossa analise vamos calcular a contribuicdo da energia de
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correlagdo do sistema finito, utilizando as parametrizagdes da energia de correlagao do
sistema homogéneo obtidas pelas técnicas do grupo de renormalizacdo da matriz densidade
(DMRG) e da aproximagao ondas de spin (SW), para ambas condigdes de contorno. Desta
forma poderemos analisar os efeitos da condi¢do de contorno na LSA e na LBA e verificar
qual é mais eficaz para representar o sistema.

No entanto, para isso é necessario tomar o cuidado de comparar as aproximagoes
utilizando a mesma parametrizagao, pois além da condi¢do de contorno, a parametrizagao da
energia de correlagao do sistema homogéneo é um fato a ser considerado pois pode implicar

em diferencgas nas duas aproximacoes locais.

Ondas de spin

Utilizaremos primeiramente a parametrizacao da energia de correlacao do sis-
tema homogéneo dada pela teoria de ondas de spin (SW) nas duas aproximagoes locais, LSA

e LBA.

Aproximagao de spin local (LSA-SW)

A energia de correlagao na aproximagao de spin local utilizando a parametrizagao

da energia de correlagdo do sistema homogéneo dada pela teoria de ondas de spin (LSA-SW)

é expressa por
, 2 -
pLsA-sw _ L ‘ \ ' ‘
; I = Z: S (4.7)

Utilizando a Eq.(4.7) para calcular a energia de correlacio do sistema uniforme,
temos

cca ou  ccp) = _E_;l;_ =(1-2)S, (4.8)

sendo que a energia de correlagao em LSA é a mesma para cadeias com condigdo de contorno
periodica e aberta. Isso ocorre porque a LSA realiza a soma sobre os sitios individualmente
e ndo sobre os pares, como no termo de campo médio; sendo assim a energia de correlagao

nao se altera com as condigoes de contorno.

Aproximagao de ligacdo local (LBA-SW)

A energia de correlagdo na aproximacao de ligagao local, utilizando a parame-
trizagdo da energia de correlagdo do sistema homogéneo dada pela teoria de ondas de spin
(LBA-SW), é expressa por

w2
pLBa-sw _ o2 4 Ji. 4.9
; (2-1)% (4.9)

Utilizando a Eq. (4.9) para calcular a energia de correlac¢ao do sistema uniforme,
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temos

™

ELBA-SW = g (2 - 1) Jm (4.10)

onde m é o namero de ligacoes.

Para condig¢oes de contorno periédicas m = N e para condi¢oes de contorno
abertas m = N — 1. Portanto a energia de correlagao na LBA diferencia das duas condigoes
de contorno, as quais sao expressas por

ccp = Qﬁjﬁ =(2-1)5, (4.11)
= BT o (2-1s(1-4). L

As expressoes encontradas para energia de correlagao com condigoes de contorno
periddicas na LBA e na LSA sao idénticas, nao sendo possivel saber qual é melhor apro-
ximacao nesse contexto. Ja para cadeias com condicao de contorno aberta a LBA prediz
uma expressao diferente para energia de correlagao do que a LSA, no entanto a LSA leva a

resultados mais préximos aos obtidos por diagonalizacdao exata', como é verificado na Fig.
4.3.

5=0.5 S=1
0.45 T T T T T T T
2 . PEEERRRNES
< naesserenennitIIIsIIITIIIIA 13 ’ ...:::;;;::::l::m $
DAL oo av? 1 (LT
K ..,' ’;.:..o
.. 12F o o
* .
0.355 4 3
»
+ - Ly
2 2
~=0.3r o’ 1
4 b e
..... veseessssvasesesensuserere
= passssneans eresbemsstsssEEassrETasTsIeeL. e a6l an e
2T + LSA-SW . » LSA-SW
0.2 + LBA-SW osle ¢ LBASW ||
+ CM | : * CM
1 + Dados Exalos | + Dados exalos
10 20 30 g a0 50 60 B 10 20 30 i 40 50 50

Figura 4.3: Energia de uma cadeia uniforme com condigao de contorno aberta em fungao da
quantidade de sitios da cadeia. Dados numeéricos obtidos por diagonaliza¢io exata sao representados
pelos pontos em vermelho e as aproximagoes LSA e LBA, utilizando a parametrizacao SW, pelas
curvas em azul ciano.

A eficacia dos funcionais em representar o comportamento do sistema é seme-
lhante para cadeias de spin S =1/2 e S = 1, pois foi utilizada a energia de correlacao para
o sistema homogéneo dada pela teoria de ondas de spin, a qual é valida para sistemas com
qualquer valor de spin.

Ambas aproximagoes tém resultados mais proximos dos exatos conforme aumen-
tamos o numero de sitios, para condi¢ao de contorno peridédica e aberta. Nas Figs. 4.3 e

! Os dados resultantes da diagonalizacao exata foram obtidos por programas escritos pelo professor Valter
Libero e seu aluno de doutorado Fabiano Caetano de Souza.
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Figura 4.4: Energia de uma cadeia uniforme com condigao de contorno periédica em funcao da
quantidade de sitios da cadeia. Dados numéricos obtidos por diagonalizagao exata sao representados
pelos pontos em vermelho e as aproximacgoes LSA e LBA, utilizando a parametrizagao SW, sao
idénticas sendo representadas pela curva azul ciano.

4.4 vemos que a energia em ambas aproximagoes, nas duas condi¢ao de contorno, tendem ao
valor 0.43169 para cadeias de S = 1/2 e 1.3634 para cadeias com S = 1 quando o tamanho
da cadeia N é muito grande. O valor assintotico esperado para uma cadeia de spin 1/2 é o
dado pelo ansatz de Bethe cujo o valor é 1/4 — In(2) = —0.44314718, ja para uma cadeia de
spin 1 é —1.40148 na Ref. [13].

DMRG

Utilizaremos agora a energia de correlagao do sistema homogéneo dada pelo

DMRG para as duas aproximagoes.

Aproximagao do spin local (LSA-DMRG)

A energia de correla¢ao na aproximacao de spin local utilizando a parametrizacao
da energia de correlagao do sistema homogéneo dada pela interpolacao proposta pela Ref. [5]
dos dados nimericos do DMRG (LSA-DMRG) da Ref. [13] é expressa como

i e L 0.0030J  0.0015J
DMRG-LSA _ LSA—SW
E! = Ei ; [E (5] - 0.032627 — ===+ 5

(4.13)
0.28  0.035

5 B

- (0.338 — ) Je ™Sicos(21S))| .
Utilizando a Eq.(4.13) para calcular a energia de correla¢ao do sistema uniforme,
temos

ED MRG-LSA
c

2
cca ou ccp = B [(1 - E) S + 0.03262 +

0.0030  0.0015

S S3
0.28 0.035\ _,.¢ i
+ (0.338 S + [ ) e 603(2?1'5)] g

(4.14)
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onde a energia de correlacdo na LSA é a mesma para cadeias com condicao de contorno
periodica e aberta, similarmente & Eq. (4.8).

A LSA nao distingue as condi¢oes de contorno, nao importando qual parame-
trizacao utilizemos para a energia de correlacao do sistema homogéneo, pois isso é uma

caracteristica dessa aproximagcao local.

Aproximagao de ligagao local (LBA-DMRG)

A energia de correlagdo na aproximagao de ligacdo local utilizando a parametri-
zacao da energia de correlagdo do sistema homogéneo dada pelo DMRG (LBA-DMRG) tem
a forma:

> . .001
ELBA-DMRG _ Z J, {(1 _ %) S _ 003262 — 0 0230 N 0 OqO3 5

(4.15)

0.28  0.035 :
—~ ((),338 e + S‘:;k)) (’_N'S(‘O<9(27TS)} :

Utilizando a Eq. (4.15) para calcular a energia de correlacao do sistema

uniforme, temos

ELBA-DMEG _ [(1 B 2) S _ 003262 — 20030 N 0.0015
™

S S3
028 0035\ _ ¢
- <0.338 -5 + 5 ) e cos(27r5)] .

(4.16)

Para condic¢oes de contorno peridédicas m = N e para condi¢bes de contorno

abertas m = N — 1. Portanto a energia de correlagdo na LBA diferencia os dois casos,

0.0030  0.0015
cca = ~

EII‘BA»DI\IRG )

+
3
v ' 0.28 0.035 ’ ; 1 (4.17)
p . AU )_,n_s ) ) T
- (0.338 -5 + 5 ) € co‘s(27rS)} <1 N) ,
ELBA-DMRG 2 0030  0.001
cep = —Z (122 54003262 - 20030 00015

NJ T S S3

(4.18)

028 0035\ _ g
- <0.338— < + o )e COS(QWS)} .

As expressoes para a energia de correlagdo na aproximacéo LBA para condigao
de contorno periodica, Eq. (4.18) e Eq. (4.11), e as expressdes para a aproximagdo LSA em
ambas condigbes de contorno, Eq. (4.8) e Eq. (4.14), sdo independentes do naumero de sitios,
ou seja, constantes. Portanto isso implica que a sua adicdo na expressdao de campo médio

fara somente que a curva seja re-escalonada.
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Figura 4.5: Energia de uma cadeia uniforme com condi¢do de contorno aberta em funcéo
da quantidade de sitios da cadeia. Os pontos em vermelho representam os dados obtidos por
diagonalizagao exata e as curvas em azul as aproximagoes LSA e LBA, utilizando a parametrizacio
DMRG.

Obtemos melhores resultados quando utilizamos a parametrizacao para a energia
de correlagao do sistema homogéneo dada pelo DMRG, pois o seu valor é de 0.1963 para
cadeias de S = 1/2 e de 0.401519 para cadeias de S = 1, do que as energias dadas pela SW,
que sao de 0.1817 e 0.36338, respectivamente.

A expressao da energia de correlagiao do sistema uniforme na aproximacao de
ligacao local com condigao de contorno aberta tem a mesma dependéncia no nimero de sitios
N que a expressao de campo médio, que é de 1 — 1/N. A sua adi¢do na energia de campo
médio ird implicar em uma mudanca de curvatura da fungao para cadeias pequenas. Quando
o tamanho da cadeia NV ¢ grande o termo 1/N se torna desprezivel de forma que a expressao
tende a uma constante. Verificamos esse comportamento nas Figs. 4.3 e 4.5, para cadeias
despin S=1/2¢ 5 =1.

Examinando a Fig. 4.5 podemos perceber que ao utilizar a expressao da energia
de correlagao do sistema homogéneo dada pelo DMRG na aproximagiao LSA temos um ajuste
muito bom com os dados obtidos por diagonalizagio exata para qualquer niimero de sitios,
tanto para S = 1/2 como para S = 1. J4 para a aproximagao LBA-DMRG somente para
numero de sitios superior a 30 (para o caso da cadeia de S = 1/2) teremos valores para
energia com a precisao de ajuste semelhante & LSA-DMRG. Para cadeia de S = 1 temos
uma quantidade menor de dados obtidos por diagonalizacao exata para poder afirmar a partir
de que tamanho de cadeia a LBA-DMRG tera um ajuste semelhante & LSA-DMRG. Todavia
podemos inferir que serd para N > 30 também, pois a partir de cadeias desse tamanho as
curvas da LSA-DMRG e da LBA-DMRG se aproximam.

Concluimos entéo que a razao pela qual a LBA apresenta um desvio maior dos
dados exatos para NV < 30 do que a LSA (tanto quando utilizamos a parametrizacaéo DMRG
para energia de correlagdo como quando utilizamos a SW), deve-se ao fato dessa predizer
uma dependéncia para energia de correlacdo com o tamanho do sistema N de 1 — 1/N,

diferentemente da LSA, que nao tem dependéncia alguma.



CAPITULO 4. COMPARACAO ENTRE AS APROXIMAGOES LSA E LBA 44

Quando N é grande a energia do estado fundamental nas aproximagdes LSA
e LBA, para condicdo de contorno aberta e periédica tende a um valor de 0.44625 para a
cadeia de spin 1/2 e a 1.401519 para a cadeia de spin 1.
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Figura 4.6: Energia de uma cadeia uniforme com condigao de contorno peridédica em fungao
da quantidade de sitios da cadeia. Os pontos em vermelho representam os dados obtidos por
diagonalizacdo exata e as aproximacoes LSA e LBA, utilizando a parametriza¢ao DMRG, sao
idénticas, sendo representadas pelas curvas em azul.

Para condicdo de contorno periddica ambas aproximagdes tem a mesma precisao,
sendo o enfoque o tnico fator que as diferencia: spins na LSA e ligagdes na LBA. J& para
condicio de contorno aberta, como notamos na Fig. 4.3 e na Fig. 4.5, a aproximagao LBA
tem sempre valores maiores de energia que a aproximacao LSA, entao concluimos que o
funcional de energia de correlagio na LSA produz resultados mais apurados do que os dados
pela LBA, como esquematizado na Fig. 4.7.

LSA
melhor

LBA \

Figura 4.7: Esquema representando a ordem de qualidade das aproximagoes locais.

Podemos concluir ainda, comparando as Figs. 4.3 e 4.5 para condigao de
contorno aberta e as Figs. 4.4 e 4.6 para condigao de contorno periédica, que a qualidade
do ajuste das aproximagdes locais, tanto de ligagio como de spin, é sensivel a energia de
correlacao do sistema homogéneo, sendo que ao utilizarmos a parametrizacdo da energia
de correlagdo do sistema homogéneo dada pelo DMRG obtemos melhores ajustes, conforme
representado na Fig. 4.8, do que ao utilizarmos a dada pela teoria de ondas de spin.

Na Fig. 4.9 percebemos que para condi¢do de contorno aberta a escolha da
energia de correlacdo do sistema homogéneo utilizada foi mais significativo do que o tipo de
aproximagao local utilizada.

A ordem de qualidade de ajuste das aproximagoes para condi¢ao de contorno
aberta da Fig. 4.9 pode ser esquematizada como apresentado na Fig. 4.10.
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DMRG

melhor

LS N

Figura 4.8: Esquema representando a ordem de qualidade das parametrizagoes da energia de
correlagao do sistema homogéneo, para ambas condigoes de contorno.
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Figura 4.9: Energia de uma cadeia uniforme com condigao de contorno aberta em fungao da
quantidade de sitios da cadeia, para ambas parametrizagoes. Os pontos em vermelho representam
os dados obtidos por diagonalizacao exata.

LSA-DMRG

LBA-DMRG

melhor
LSA-SW

LBA-SW

Figura 4.10: Esquema representando a ordem de qualidade dos funcionais de correlacao para
condigao de contorno aberta.

Todavia na Fig. 4.12, para condicoes periédicas de contorno, onde as aproxima-
¢oes da ligagao local e spin local prescrevem expressoes idénticas, nao podemos julgar qual
aproximacao é melhor, somente verificar, novamente, que ao utilizarmos a parametrizacao
da energia de correlagao homogénea dada pelo DMRG obtemos resultados melhores.

A ordem de qualidade de ajuste das aproximagoes para condi¢ao de contorno
periddica da Fig. 4.12 pode ser esquematizada na Fig. 4.11.

LSA/LBA-DMRG

melhor

LBA/LSA-DMRG N

Figura 4.11: Esquema representando a ordem de qualidade dos funcionais de correlagao para
condi¢ao de contorno periodica.
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Concluimos com relagao a condigao de contorno, que utilizar a parametrizagao
para a energia do sistema homogéneo dada pelo DMRG produz melhores resultados para
ambas condigoes de contorno.

Uma questao imediata que surge frente a essa andlise é se a LBA pode ser
utilizada em sistemas com maiores dimensoes. Na Ref. [6] os autores utilizam a LSA para
calcular a energia de sistemas bidimensionais, e esta obtém resultados interessantes. A seguir

tentaremos aplicar a aproximagao de ligagao local para redes quadradas.
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Figura 4.12: Energia de uma cadeia uniforme com condi¢ao de contorno periédica em funcao
da quantidade de sitios da cadeia, para ambas parametrizagoes. Os pontos em vermelho representam
os dados obtidos por diagonalizacéo exata.

4.2 Redes quadradas

Seguindo procedimento similar ao da se¢ao anterior vamos examinar qual das
duas aproximacoes, de spin local e ligagao local, produz uma melhor representacao para

energia de uma rede quadrada sem defeitos e impurezas conforme representada na Fig. 4.13.

w
L3

Figura 4.13: Representacao de uma rede quadrada de spin de lateral N = 3.

A energia de campo médio para uma rede de spin quadrada com o tamanho da
lateral N, é dada por

B _merog(1-1)sn (4.19)
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Convém deixar claro que nessa secao N ¢ o tamanho da rede quadrada, como
por exemplo para N = 2 referimo-nos & uma rede 2 x 2. ¢ nao a quantidade de sitios como
no caso de cadeias. A quantidade de sitios de uma rede quadrada sera dada por N2.

Vamos calcular o termo da energia de correlacao na aproximagao de spin local e
ligacao local utilizando a parametrizacao para energia de correlacao do sistema homogéneo
dada pela teoria de ondas de spin e pelo DMRG. No sistema uniforme as duas aproximagoes

LSA e LBA devem produzir resultados distintos.

Ondas de spin
Aproximagao do spin local (LSA-SW)

A energia de correlacdo de redes quadradas na aproximacdo de spin local
utilizando a parametrizacao da energia de correlagao do sistema homogéneo dada pela teoria
de ondas de spin (LSA-SW) é dada por

ELSA=SW = 915 g (2 1) N2§, (4.20)

onde a energia de correlacido pela quantidade de sitios N? e pelo parametro de troca J é

expressa por

cLSA=SW o BESI _ pmifs (2 1) g (421

a qual nao depende do tamanho do sistema N.

A razdo pela qual a Eq. (4.21) fica independente de IV, ou seja, uma constante,
é porque a soma é realizada sobre os sitios.
Aproximacao da ligagao local (LBA-SW)

A energia de correlacao de redes quadradas na aproximacao de ligacdo local
utilizando a parametrizacao da energia de correlagao do sistema homogéneo dada pela teoria
de ondas de spin (LBA-SW) é dada por

: s (2
EFBA=SW = 915 (- - 1) ms (4.22)
is .

sendo que para redes quadradas com condigao de contorno aberta o numero de ligagoes é

m = 2(N — 1)N, dessa forma temos

ESW s 2 1
¢ —o /5 (2 -=185 2
N7 = 2 <7r 1)2(1 N)S (4.23)

A expressdo para a energia de correlacao para uma rede bidimensional na LBA-

SW tem a mesma dependéncia de N da expressao para uma cadeia unidimencional com
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condi¢ao de contorno aberta na LBA-SW, sendo que as duas diferem somente por um fator
de 24/5.

DMRG

A expressao para energia de correlacao do grupo de renormalizacio da matriz
densidade s6 é valida para sistemas unidimensionais, porém podemos considerar um hibrido,

considerando a parte da energia SW do sistema bidimensional.

Aproximagao do spin local (LSA-DMRG)

A energia de correlacio de redes quadradas na aproximacdo de spin local
utilizando a paremetrizagao da energia de correla¢ao do sistema homogeéneo dada pelo DMRG
(LBA-DMRG) é dada por

ELSA-DMRG . 2 0.0030 ~ 0.0015
o -E—— b VAN I [Pl I —
N7J [2 (1 W) S —0.03262 3 + 33

4.24
0.28 0.035 (4.24)

— _ -5 . v
<0.338 5 + o )e cos(27rb)}

A expressao para a energia de correlagao para uma rede bidimensional difere da
expressdo para uma cadeia unidimensional na LSA-SW somente por um fator de 2~1/%,
Aproximagao da ligagao local (LBA-DMRG)

A energia de correlagdo de redes quadradas na aproximacdo de ligacao local
utilizando a parametrizagao da energia de correlacao do sistema homogéneo dada pelo DMRG
(LBA-DMRG) é dada por

ELBA-DMRG 1 2 0.0030 0.0015
Ze 0 _ |91/ _z _ _
N2J [2 <1 ﬁ) S —0.03262 3 + o3

028 0.035\ _.o 1

Quando a quantidade de sitios é grande, ambas aproximacoes tendem a um

(4.25)

valor constante, pois a dependéncia com 1/N se torna desprezivel e pode ser desconsiderada.
Comparando as Eqs. (4.21) e (4.24) com as Eqs. (4.23) e (4.25), percebemos que no limite
de N grande obtemos na LBA o dobro do valor da energia de correlagao que a LSA encontra.
Para o caso unidimensional o valor constante que a energia assume no limite termodinamico
é sensivel ao tipo de energia de correlagao do sistema homogéneo utilizada, porém para o
caso bidimensional é mais sensivel ao tipo de aproximacao local utilizada.

Conseguimos obter somente alguns pontos por diagonalizacdo exata, portanto

ndo temos como saber exatamente o comportamento da energia em funcdo do niamero de
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Figura 4.14: Energia de uma rede quadrada uniforme em funcdo do tamanho da rede n. Os
pontos representam a aproximacao de campo médio, os tridngulos a aproximagao LSA e os nablas
a aproximacao LBA. Utilizamos os simbolos preenchidos para representar a parametrizacao dada
pela SW e os abertos a dada pelo DMRG. A seta representa o limite termodinamico da teoria de
ondas de spin, cujo o valor é 0.658.

sitios. Porém sabemos que para o nimero de sitios muito grande a curva deve atingir a valor
de 0.658 para a energia, de acordo com a Ref. [18]. Com base nessas informagoes verificamos
na Fig. 4.14 que a curva que se adequa é a aproximagao LSA com a energia de correlagao do
sistema homogéneo dado pelo hibrido do DMRG. A LBA sobrestima a energia de correlacao,
pois conta N2 — 2N interacoes a mais que a LSA.

Apesar da LBA néao levar a resultados confidveis para sistemas bidimensionais,
para os sistemas unidimensionais ela descreveu razoavelmente o comportamento do sistema.
Portanto podemos utilizar a LBA para estudar o comportamento de sistemas unidimensionais
nao homogéneos, com defeitos em suas ligacoes. Na seqiiéncia utilizaremos a LBA para

calcular a energia do estado fundamental de uma cadeia com defeitos antiferromagnéticos.
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Cadeilas finitas com impurezas e com

defeitos antiferromagnéticos

Como vimos na sec¢ao precedente, as aproximagoes LSA e LBA produzem resul-
tados distintos em sistemas finitos. Dando seqiiéncia ao nosso estudo, vamos considerar que
o sistema além de possuir uma dimenséao finita possua uma inomogeneidade. Analisaremos
as duas aproximagoes para sistemas nao uniformes, onde a quebra de simetria é causada por:

a) Uma impureza, isto é, um spin diferente S’ no interior de uma cadeia de spin

S conforme ilustrado na Fig.5.1, onde utilizaremos a aproximagcao de spin local,

Figura 5.1: Representacao de uma cadeia de spin S com wma impureza S’ no corpo da cadeia.

b) Um defeito antiferromagnético, isto é, uma das ligagdes com intensidade

diferente conforme ilustrado na Fig. 5.2, onde utilizaremos a aproximacao de ligacao local.

Figura 5.2: Representacao de uma cadeia de spin com ligagdes J com um defeito local J'.

Nestes casos nao podemos comparar LSA e LBA entre si, ja que cada aproxima-
¢ao se aplica em apenas uma das duas situagoes. Contudo. podemos comparar ambas com

a aproximagcao de campo médio.

50
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5.1 Impureza

Considerando o caso onde a quebra de simetria é gerada por uma impureza S’

no interior da cadeia, iremos primeiramente calcular a energia de campo médio.

Campo Médio

Consideramos que a impureza S’ seja expressa como S’ = 5. Para condicao de
1 P

contorno aberta a aproximacao de campo médio para a energia é expressa por:

ECM

z : 52
cca = —Z =52 (1-2) + 285 (5.1)

J& para tratar de cadeias com condigdo de contorno peridédica é necessério
considerar separadamente os casos com nuimeros pares e impares de spin, pois quando a

quantidade de sitios for impar ocorrera uma ligacao frustrada, onde J > 0 e S, - 5}-“ e b

ara

N=Par N=impar

Figura 5.3: Representacao de duas cadeias com condigao de contorno periédica com uma impureza
S'. A figura da esquerda tem a quantidade de sitios par e a da direita impar, a qual tem uma ligagéo
frustrada.

Escolhemos uma geometria na qual a ligagao frustrada nao ocorre em nenhuma
das duas ligacoes com a impureza, conforme é ilustrado na Fig. 5.3. Dessa maneira a energia

na aproximacao de campo médio serd dada por

‘ccp, N = par'—» _E% =92 (1 s %) +2|3?_\f$ (5.2)

‘cCp, N = impar}-—> q%‘f; = G2 (1 - %) +2-’35T?'

Prosseguindo nosso estudo para cadeias com quebra de simetria causada pela
presenca de uma impureza, iremos calcular a energia de correlacéo.
Correlagao

A energia de correlagdo na aproximagao de spin local, utilizando a parametri-

zacao da energia de correlagdo do sistema unidimensional homogéneo dada pela teoria de
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ondas de spin, é expressa por

> BT o-ns[a-3+g 63

Quando utilizamos a parametrizacdo da energia de correlacio dada pelo DMRG
temos

EDMRG’ LSA
| TS G

0.0030 P 0.0015
S J.q3

0.338 — % O,gff)) e‘”scos(QﬁS)] (1 -~ if)
( T (5.4)
0.

cca ou ccp = 1- —) S —0.03262 —

_+_

[ . _) 55 — 003269 _ 10030 , 0.0015

35 (BS)
0.28 | 0.035) s 1
( 338 — 35 (39) )e cos(2w65’)} N

A adig@o da energia de correlagao ao valor encontrado para energia na aproxima-
¢ao de campo médio faz com que a energia diminua, tornando o resultado mais préximo do
obtido por diagonalizagdo exata, em ambas condi¢oes de contorno, como podemos verificar
na Fig. 5.4. Percebemos ainda que, quando utilizamos a parametrizacdo da energia de

correlagao do sistema homogéneo dada pela teoria de ondas de spin, os resultados sio
melhores.
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Figura 5.4: Energia de uma cadeia de spin 0.5 com uma impureza S’ = 1.5 no meio da cadeia em
funcao da quantidade de sitios. Os dados obtidos por diagonalizagio exata sio representados pelos
circulos em vermelho, as aproximagées locais sao representadas pelas curvas azuis e a aproximagcio
de campo médio pelos pontos pretos.

A energia na aproximacao de campo médio tem um valor médio de erro de 37.8%
para condicao de contorno aberta e de 41.1% para periédica com relacao aos dados obtidos
por diagonalizagao exata. Quando adicionamos a energia de correlacio o erro para condicio
de contorno periddica, tanto para parametrizagio SW como para DMRG, é de 4%. Ja para
condigao de contorno aberta, o erro é de 4% quando utilizamos a parametrizacio SW e de
5% quando utilizamos a parametrizacaio DMRG.
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5.2 Defeitos

Vamos estudar agora o caso onde a quebra de simetria é causada pela presenga
de um defeito J’; uma ligacao diferente entre dois sitios. Primeiramente vamos calcular a

energia na aproximagao de campo médio.

Campo Médio

A partir deste ponto utilizaremos a defini¢ao de que J' = aJ, onde « é a razao
entre as intensidades dos dois tipos de ligagoes. A energia na aproximagao de campo médio
para o sistema da Fig.5.2 com condicao de contorno aberta é expressa por:

ECM

cca = =52[(1-23)+¢] (5.5)

NJ

Jé& para a cadeia com condigao de contorno periédica, onde devemos considerar
separadamente os casos com quantidades de sitios par e impar, impomos que a ligagao
J’ = aJ nunca é frustrada com S; - S;;; > 0, como é ilustrado na Fig. 5.5.

S

N=Par N=impar

Figura 5.5: Representacao de duas cadeias com condigao de contorno periddica com um defeito
antiferromagnético. A cadeia da esquerda possui a quantidade de sitios par e a da direita impar, a
qual tem uma ligacao frustrada.

Desta forma a energia de campo médio sera:

fo N =pm] - ER-s[0-4)+8] 56)
|r:cp, N=impar‘ = _%—_-52 [(1_%)_‘_%1

Prosseguindo nosso estudo para cadeias com quebra de simetria causada pela

presenca de um defeito, calcularemos a energia de correlagao.

Correlagao

A energia de correlagao para uma cadeia com um defeito na aproximacao de

ligacao local, utilizando a parametrizagao da energia de correlagao do sistema homogéneo
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dada pela teoria de ondas de spin (LBA-SW) ¢ expressa por:

. 2

EFBASW = g (— - 1) [(m—1)+a]. (5.7)
™

onde m é o namero de ligacoes, sendo que para condi¢ao de contorno periodica (m = N) e

para condicao de contorno aberta (m = N — 1). Portanto a energia de correlacao é expressa

da seguinte forma:

@ s a-H[-4) 4] 59)
@ - -ETosa-d[0-R)+ ).

Se utilizarmos a parametrizacao da energia de correlacdo do sistema homogéneo
dada pelo DMRG teremos

i-L5 2 0.0030. 0015
ccp = ECDMRG—LM _ {(1 _ _> S 0.03262] — 0030.J N 0.0015

™ S S3
0.28  0.035Y) , . 1\  a
_ <0.338 =73 + o ) Je COS(Q?TS)} {(1 - N> + -]\—]] ,
(5.9)
cca = EPMRG-ISA _ [ (1 _ 2Y ¢ _ g.032627 — 90030/ N 0.00'15‘]
s S 53
0.28 0035\ = _ ¢ 2\ a
— (0.338 -5 + o3 ) Je 008(271'5)] [(1 — N) + N} )
(5.10)

Como no caso do sistema com uma impureza, a adigdo da energia de correlagao
na aproximacao de ligacao local com a energia na aproximacdo de campo médio, para
uma cadeia com um defeito J' = 5J. representa uma melhora significativa, como pode
ser verificada na Fig. 5.6.

Neste caso a aproximacao de campo médio tem um erro de 52% quando o defeito
estd no corpo, e de 55% quando esta na borda para condi¢do de contorno aberta e de 53% para
periodica, com relacao aos dados obtidos por diagonalizagdo exata. Quando adicionamos a
energia de correlagdo na parametrizagdo SW para condicdo de contorno aberta, o erro é
de 19% quando o defeito estd no corpo e de 23% quando o defeito esta na borda. Para a
parametrizacdo DMRG o erro obtido é de 16% quando o defeito esta no corpo e de 20%
quando o defeito esta na borda. Ja para condi¢do de contorno periédica o erro é de 16%
quando utilizamos a parametrizacaio SW e de 14% quando utilizamos a parametrizacao
DMRG.

Podemos portanto verificar que as aproximagoes de ligacao local, LBA-SW
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Figura 5.6: Energia de uma cadeia antiferromagnética com um defeito J' = 5.J em funcao da
quantidade de sitios da cadeia. Os dados obtidos por diagonalizagao exata sdo representados pelas
curvas vermelhas, as aproximagoes locais sao representadas pelas curvas azuis e a aproximagcao de
campo médio pelos pontos pretos.

e LBA-DMRG, obtém resultados melhores quando o sistema tem condigao de contorno
periddica. Observamos ainda que utilizar a parametrizacao dada pelo DMRG, em ambas
condigoes de contorno, produz resultados mais precisos do que utilizar a parametrizacao
dada pela SW.

Em ambas situag¢oes, com impurezas e defeitos, quando fazemos a« = 1 ou f =1
retornamos ao caso anterior, ou seja, cadeias finitas uniformes. Percebemos que quando
a = 23— 1, a expressao para energia na aproximagao de campo médio para uma cadeia com
uma impureza ¢ idéntica a de uma cadeia com um defeito, tanto para condigoes de contorno
periddicas como para abertas.

Quando escolhemos 3 = 2 e a = 3, as expressoes de energia total sao idénticas
para o caso em que a energia de correlagao utiliza a expressao do sistema homogéneo dada
pela SW. Isso nao ocorrera para nenhum outro conjunto de valores de a e 3, salvo é claro
para o caso uniforme onde a = f§ = 1.

Na Fig. 5.7, verificamos que a adigao da energia de correlagao a energia na
aproximacao de campo médio elimina a aparente degenerescéncia na energia de uma cadeia
com uma impureza S’ = 35 com a de uma cadeia com um defeito J' = 5.J. Verificamos
ainda nos dois sistemas considerados que as aproximacoes locais melhoram a aproximacao
de campo médio, tanto para condicao de contorno aberta como para pefiédica.

As duas aproximagoes consideram somente a presenca de uma inomogeneidade
na determinacao da energia, e nao a posi¢ao desta como um fator importante, esse tipo de
caracteristica é tipica de aproximacoes locais. Mesmo a LSA, que tem um erro porcentual
menor ao descrever sistemas com impurezas do que a LBA ao descrever sistemas com defeitos,
nao diferencia a posigao do defeito na cadeia.

No entanto a posicao do defeito ¢é significativa para condigao de contorno aberta,
influénciando o valor da energia, como vemos nos dados obtidos por diagonalizagao exata

na Fig.5.7, onde utilizamos os dados de uma cadeia com defeito na extremidade e de uma
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Figura 5.7: Energia de uma cadeia de spin 0.5 com uma impureza (S’ = 1.5) e de uma cadeia com
um defeito(J’ = 5J). Os dados numéricos obtidos por diagonalizagao exata sao representados pelas
curvas em vermelho, as aproximacoes locais sdo representadas pelas curvas em azul e a aproximacao
de campo médio é representada pelos pontos pretos.

cadeia com defeito no corpo.

Apesar da LSA nao diferenciar a posi¢ao da impureza, a aproximacao de campo
meédio para sistemas com impurezas distingue a posigao desta, se esta na extremidade ou no
corpo, o que nao ocorre para o caso de defeitos.

Para condi¢ao de contorno peridédica qualquer posicao que o defeito ou a
impureza assuma na cadeia é equivalente, portanto espera-se que ambas aproximacoes locais
devam apresentar resultados melhores nesse caso. Contudo, como vimos na Fig.5.4 nao
¢ 0 que acontece para sistemas com impurezas. Supomos que isso ocorra porque houve
cancelamento de erros entre a aproximacao local e a parametrizagao, para a condicao de
contorno aberta.

A implementacao da LBA que utilizamos (J — J;) adapta-se bem as situagoes
estudadas até aqui. No entanto quando tratamos defeitos ferromagnéticos esta nao sera a

melhor abordagem do problema. No préximo capitulo analisamos algumas implementagoes
da LBA para defeitos ferromagnéticos.



Capitulo 6

Cadeias finitas com defeitos

ferromagnéticos

A prescri¢do utilizada na LBA para cadeias antiferromagnéticas com defeitos
antiferromagnéticos torna-se ambigua no caso de defeitos ferromagnéticos. Quando uma
cadeia possul um defeito ferromagnético, além da mudanga de intensidade o sinal do
parametro de troca muda.

A opcdo mais imediata de implementacao é considerar uma analogia direta com
a LSA, fazendo a substitui¢do J — |J;| na energia de correlagdo. No entanto nesse caso néo
poderfamos distinguir as ligacoes ferromagnéticas das antiferromagnéticas, portanto uma
outra possibilidade seria preservar o sinal do parametro de troca. fazendo J — J;. Podemos
considerar ainda outra possibilidade se nos lembrarmos que para um sistema ferromagnético
a temperatura T' = 0 a energia de campo médio é exata ou seja, E. = 0, sendo razoavel
portanto considerar J = 0 quando ocorre uma ligagao ferromagnética, isto é J — Jd .

Os trés tipos de implementacio citados a fim de considerar defeitos ferromag-
néticos na aproximacao de ligagao local estao ilustrados na Fig. 6.1 indicados pelas setas.

Vamos verificar qual opgao fornece os melhores resultados.

> il

7

E. = €pom [S] > XL: Ji

N

10101

Figura 6.1: Representacio das trés possiveis implementacoes para considerar defeitos ferromag-
néticos na aproximacao da ligacao local.

Podemos de antemao perceber que as trés opgoes produzirao o mesmo resultado

97
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quando consideramos defeitos antiferromagnéticos em uma cadeia antiferromagnética. As
trés opcoes de implementacdo produzirdo resultados distintos somente quando houver ao
menos um defeito ferromagnético na cadeia.

Vamos entao calcular a energia de uma cadeia antiferromagnética com uma
ligacdo ferromagnética na aproximacao de ligacdo local, utilizando as parametriza¢oes para
a energia de correlacao do sistema homogéneo na teoria de ondas de spin (SW) e do grupo de
renormalizacdo da matriz densidade (DMRG). No primeiro passo vamos calcular a energia

de campo médio.

Campo médio

A energia na LBA, da mesma forma como a energia na LSA, é obtida tomando
o funcional nas densidades que minimizam o funcional de campo médio. Devemos consi-
derar portanto qual é a configuracdo de menor energia para uma cadeia com um defeito
ferromagnético. Para condig¢do de contorno aberta consideramos as seguintes opgoes:
i) Se os dois spins ligados por uma ligagio ferromagnética relaxam, ou seja, ficam
paralelos, temos
ESM = J(=SH(N —2) + (=J) 52 (6.1)

0 que leva & seguinte expressao

L2 2 1Y @2
0 — Y .
=05+ ar) 5% (6.2)
onde « € a razao entre as intensidades ferromagnética e antiferromagnética J'/.J. Neste caso
nao ha ligacoes frustradas como é ilustrado na Fig.6.2.A.

ii) Se os dois spins ligados pela ligagdo ferromagnética néo relaxam, ou seja, a
ligacao ferromagnética fica frustrada, como ilustrado na Fig. 6.2.B, temos

E§M = J(=S*)(N = 2) + (=J")(=5%), (6.3)
sendo
ESM .
A= (1= % - ) 9% (6.4)

iii) Se os dois spins ligados por uma ligagao ferromagnética relaxam e a ligagao

subseqliente nao, temos

ESM = J(=S*)(N = 3) + (=J)(S?) + JS2, (6.5)
entao
B e ek (6.6)

Desta maneira o sistema fica com uma ligacdo antiferromagnética frustrada como
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ilustrado na Fig.6.2.C.

Pl e Sl b b e el S o S

(A) caso (i) (B) caso (i) (C) caso (ii7)

Figura 6.2: Representacao das trés configuragoes da distribuicdo de spin que uma cadeia de spin
antiferromagnética com uma ligacao ferromagnética J’ pode assumir.

Para condi¢ao de contorno periddica precisamos considerar que havera um outra
razao para ocorrer uma ligacdo frustrada, a obrigatoriedade da condicdo de que o sitio
N-+1 deva ser equivalente a 1. Por essa razdo, em alguns casos, podera ser que a ligacio

antiferromagnética tenha S;.S; > 0, ou seja, fique frustrada.

Tabela 6.1: Esquema sintetizando as ligagoes frustradas para a quantidade par e impar de sitios
das trés possiveis configuragoes que os spins ligados por uma ligacio ferromagnética podem assumir.

N=impar =Dar
caso (i) nenhuma frustra¢ao 1 AFM frustrada
caso (it) | 1 AFM e 1 FM frustradas | 1 FM frustrada
caso (i) 2 AFM frustradas 1 AFM frustrada

A ligacao frustrada antiferromagnética devido a condicao de contorno ocorrera
para o nimero de sitios par para o caso (i), para o nimero de sitios fmpar para o caso
(ii) e para o caso (iii). Na Tabela 6.1 estao sintetizadas as ligagoes frustradas para as trés
configuragoes.
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Figura 6.3: Energia na aproximacao de campo médio das trés configuragoes de spin que uma cadeia
de spin antiferromagnética com um defeito ferromagnético pode assumir em funcao da intensidade
do defeito a, para condigao de contorno aberta. O grafico a esquerda representa uma cadeia
com 5 sitios e a da direita uma cadeia com 40 sitios.

Para condicdo de contorno aberta a configuragdo que minimiza a energia de
campo médio ocorre quando os spins da ligagdo ferromagnética e antiferromagnética estao
relaxados, como podemos ver na Fig. 6.3.
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Vemos ainda na Fig. 6.3 que a configuragao (ii) assume valores energéticos
razoavelmente favoraveis para «« > 2, onde as curvas do caso (ii) e do caso (i) se aproximam,

no entanto para valores o« < 2 essa configuragao torna-se muito desfavoravel chegando a
apresentar valores de energia positivos para o — 0.
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Figura 6.4: Energia na aproximagao de campo médio das trés configuragoes de spin que uma cadeia
de spin antiferromagnética com um defeito ferromagnético pode assumir em fungao da intensidade

do defeito «, para condig¢ao de contorno periédica. Foram consideradas cadeias com 5, 6, 39 e
40 sitios.

Para condigao de contorno periédica a configura¢ao que minimiza a energia de
campo médio para « > 1 oscila entre as configuragoes (i) e (ii). Na Fig. 6.4 podemos conferir
que para sitios impares o caso (i) é minimo e para os sitios pares o caso (ii). No entanto
para valores de o < 1, mesmo quando o nimero de sitios é par, a configuragdo do caso (ii)
se torna desfavoravel. _

Portanto doravante consideraremos a configuracao do caso (i), a que minimiza
a energia na aproximacao de campo médio em ambas condigoes de contorno. Para condigao

de contorno peri6dica a expressao que minimiza a energia para cadeias com quantidades de
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sitios impares é

cep, N = impar = ESM = J(=S?)(N — 1)+ (—J")S?, (6.7)
A= (1-k+ &)

e a expressao para cadeias com quantidade de sitios par é
cep. par| = ESM = J(=SH)(N —2) + JS? + (-J)S52, (6.8)

A
— E}

N =5 (1_ %+(+\)

Prosseguindo nosso estudo de cadeias com defeitos ferromagnéticos calcularemos
a energia de correlagao.

Correlacao

Tendo obtido, na se¢ao anterior, a configuragao de spin que minimiza a energia
de campo médio, podemos considerar a contribuicdo da energia de correlacdo. Analisamos

as trés possiveis variacoes da LBA esquematizadas na Fig. 6.1.

Substituindo J por J;

Podemos utilizar as expressoes da energia de correlacao do sistema homogéneo
dada pelo DMRG ou pela SW. Ambas parametrizacoes possuem a mesma dependéncia linear
com o parametro de troca J, portanto a energia de correlagao nas duas parametrizagdes, em
cada uma das aproximacgoes LBA e LSA, sera diferente somente pela constante pela qual é

multiplicada, sendo multiplicado por

ESW .
chom __ _SW {2
—chm S =(2-1)8 (6.9)
ou
Echan _ (DMRG . _( 3960 — 0002 4 D005 _ () 338 — 028 4 0.035) o=nS00(2rS) (6.10)
JN — Yc,hom T - S $3 . < 53 C

Indicaremos somente posteriorinente a expressao a ser utilizada, bastando por
SW/DAMRG
c.hom

agora mencionar a nomenclatura. e . a fim de lembrar que a expressao deve ser
multiplicada por uma das duas constantes. Entao a energia de correlagao na implementacao

J — J; para ambas parametrizacoes é expressa por
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“¢,hom c.hom

EEW/DMRG . Z PSW/DI\IRG(S. ]) _ eSW/DMRG(S) Z Ji. (611)
i Jad; L

Anteriormente a expressao para cada caso mostraremos, além da condi¢ao de
contorno, a forma da dependéncia do parametro de troca J indicados por uma seta, a fim de
simplificar a analise. A energia de correlacdao para condigao de contorno aberta e periddica

serao expressas respectivamente por

— — ESW/DMRG GW/DMRG 2 1
cca = MN 2)J —J = TTIN T T Yehom [1 N —‘W] ’
(6.12)
— — ESWIDMRG W DMRG 1 1
] o= (VoI s BRSSO -]

(6.13)

Esse tipo de implementacdo pode em algumas situagoes ser errénea como por

exemplo quando o sistema tiver o mesmo numero de ligagoes ferromagnética e antiferromag-
nética e de mesma intensidade, neste caso a energia de correlacao sera nula. Existe outra
situagao mais preocupante do que esta, quando a intensidade das ligagoes ferromagnéticas
for maior que as das antiferromagnéticas, produzindo uma energia de correlagao positiva, o

que nunca deve acontecer,

Substituir J por |J;|

A energia de correla¢ao na implementagao J — |J;| para ambas parametrizagdes

é expressa por

SW/DMRG SW/DMRG
ESWI = el MR (S )
1

= e TRES) YD 1Al (6.14)

J— i i

Mediante a Eq.(6.14) obtemos que as expressdes para condi¢do de contorno

aberta e periddica na aproximaciao LBA sdo, respectivamente

ccd S WN — 2+ J = b___]_’;_‘ 1-2+-L] (6.15)
cp) = [N-nJ+J| = BV oLy L] (6.16)

Essa implementacdo considera de igual maneira a correlacdo de um defeito

ferromagnético e um antiferromagnético.
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Substituindo J por J; para J; > 0 e por 0 para J; < 0

A energia de correlagao na implementagéo J — J;dy, |, para ambas parametri-
zagoes é expressa por

“c,hom

SW/DMRG SW/DMRG
5 = S P VIDMRG (g
i

SW/DMRG ; ~
= ec,ho{n. (5) Z Jf6|-fi1'fi' (617)
i

J=Jid)5104

Mediante a Eq.(6.17) obtemos que as expressoes para condicdo de contorno

aberta e periddica na aproximagao LBA sdo, respectivamente

E?W —DMRG

cca = (N —-2)J = o

[1—-2], (6.18)

N

- > RSN e

Essa ultima opgao de ajuste fornece a possibilidade de obtencao de um funcional
de energia que represente a transicdo de uma cadeia com todas as ligacoes antiferro-
magnéticas para uma cadeia com todas as ligagoes ferromagnéticas. Portanto se defeitos
ferromagnéticos forem adicionados sucessivelmente em uma cadeia antiferromagnética, até
ao ponto de que essa se torne uma cadeia uniforme ferromagnética, entdo a energia de

correlagao deverd diminuir até se anular, como essa implementacao nos mostra.
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Figura 6.5: Energia do estado fundamental de uma cadeia de spin antiferromagnética com uma
ligagao ferromagnética com condigao de contorno periédica (a = 1). Quando a parametrizacio
utilizada é dada por SW os simbolos sdo sélidos, quando sdo dados por DMRG séo contornos e os
dados obtidos por diagonalizagao exata sao representados pela curva em vermelho.

Quando consideramos o caso de uma cadeia de S = 1/2 com ligacoes antifer-
romagnéticas de intensidade J com um defeito ferromagnético de mesma intensidade, ou
seja —.J, verificamos que apesar da implementagao J — |.J;| com a energia de correlacdo do
sistema homogéneo dada pela SW ter sido muito proxima ao exato para os sitios fmpares,
quando utilizamos a parametrizacao dada pelo DMRG o ajuste com os dados exatos ¢ melhor,

como vemos na Fig. 6.5. Notamos ainda na Fig. 6.5 que as trés implementacoes para LBA
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seguem a mesma ordem de qualidade qualquer que seja a parametrizagao da energia de
correlagao do sistema homogéneo utilizada. Portanto, ainda que a energia de correlacao do
sistema homogéneo utilizada melhore os resultados, a eficacia da aproximagao se deve ao

tipo de implementacao utilizada.

SW
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- |
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Figura 6.6: Energia do estado fundamental de uma cadeia de spin antiferromagnética com uma
ligacao ferromagnética com condigao de contorno aberta (o = 1). Quando a parametrizacao
utilizada ¢ dada por SW os simbolos sdo solidos, quando é dada pelo DMRG s@o contornos e os
dados obtidos por diagonalizacao exata sao representados pela curva em vermelho.

Conforme ja foi mencionado no capitulo 5, a aproximagao local nao consegue
distinguir a posic¢ao do defeito na cadeia, por essa razao tem resultados iguais para quando o
defeito esta no corpo ou na extremidade. Mediante a isso a implementagao deve representar
um bom acordo as com duas situagoes. |

Na Fig. 6.6 vemos que a aproximagdo LB-SW com a implementacao J — |.Ji|
se ajusta muito bem com os dados obtidos por diagonalizagao exata, para o caso quando o
defeito ferromagnético estd na extremidade da cadeia, tendo em média um erro de 1.96%.
Contudo para o caso onde o defeito est4 no meio da cadeia a LB-SW fica com um erro 5.54%.

A implementacao que melhor representa os dois casos é J — |J;| utilizando a
parametrizagao DMRG, a qual tem em média um erro de 2.67% quando o defeito estda no
meio e 2.90% quando esta na extremidade.

A ordem de qualidade das implementagoes para condi¢ao de contorno aberta
continua a mesma da condi¢ao de contorno periddica, desta forma podemos concluir que
a implementacao que tem a melhor eficicia em um determinado tipo de sistema deve ser
independente do tipo de condi¢ao de contorno considerada.

A implementacio da LBA J — J; serd descartada por violar uma das pro-
priedades exatas dos funcionais em DFT, de que a energia de correlagao deva sempre ser
negativa

E.<0. (6.20)

A eficacia das duas implementagoes restantes deve depender do tipo de sistema
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considerado. Para cadeias onde a inomogeneidade é pequena, tendo poucos defeitos nas
ligagdes e com distor¢des nao muito significativas, a implementagédo J — |J;| é a opgéo que
melhor representa o sistema. No entanto, se considerarmos um cadeia antiferromagnética
uniforme e adicionarmos uma quantidade substancial de defeitos ferromagnéticos, de forma
a serem em maior nimero, ou que a intensidade destes seja maior que as ligacoes antifer-
romagnéticas, a energia de correlacdo do sistema serd pequena. Nessa situacdo esperamos
que a implementagao que melhor ir4 descrever o sistema serd J — J;0;, . Desta forma a
eficacia da implementacao utilizada ird depender somente de que tipo de sistema estamos
tratando, e ndo da parametrizacao da energia de correlacao do sistema homogéneo escolhida
ou da condic¢ao de contorno, no capitulo 8 iremos verificar essa hipotese.

Apo6s termos construido as implementacoes da LBA para tratar os defeitos

ferromagnéticos, na proxima se¢ao as submetemos a mais um critério de anélise.



Capitulo 7

Relacao de escala do Hamiltoniano de

Heisenberg para cadeias com ligacoes

alternadas

As cadeias alternadas sao sistemas que possuem dois valores alternantes de
interag@o entre os spins como por exemplo J; e Jo. Sendo o = |Jo/Jy| a razao entre as
intensidades das ligagoes, podemos representar uma da ligagdes em funcdo da outra. Por

exemplo, se J; = J entdo Jy = aJ (ver figura 7.1).

Figura 7.1: Representacdo de uma cadeia com ligagdes alternando entre antiferromagnética e
ferromagnética com as intensidades J e a.J respectivamente.

Temos duas motivagoes principais para ter interesse em sistemas como represen-
tado na Fig. 7.1. Primeiramente porque existem muitos sistemas na natureza que exibem este
comportamento, na tabela 7.1 apresentamos alguns desses elementos e seus correspondentes

valores de a.

Tabela 7.1: Representacao de alguns elementos com ligacoes alternadas e suas respectivas razoes
entre as intensidades . Os dados foram retirados da referéncia |7].

Material o
ST14CU24O41 -0.10

(VO)2 B0+ 0.8
CuW 04 ~ 0.9

o — NGVQO{) 0.9
L (/‘UG(?O;; 0.94

A segunda motiva¢ao consiste no fato de que, de acordo com a Ref. [8|, para

cadeias de spin S = 1/2, no limite em que a intensidade das ligagdes ferromagnéticas sao
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muito mais intensas que as antiferromagnéticas, o sistema se comporta como uma cadeia de
spin S = 1 com a metade do niimero de sitios.

No entanto antes de aplicar o funcional de energia de correlagao na aproximacao
LBA para estudar sistemas com essa caracteristica, vamos sujeité-lo a mais um critério de
andlise, a relacao de escala do Hamiltoniano de Heisenberg para cadeias alternadas, uma vez
que a construcao dos funcionais esti sujeita a obedecer as propriedades exatas da mecénica
quantica, em qualquer formalismo. seja ele ab initio ou Hamiltonianos modelos. Esses
vinculos nos permitem selecionar e classificar os funcionais, como por exemplo, no capitulo
anterior onde descartamos a implementacao J — J;, porque em alguns casos resultam em
valores positivos para energia de correlacao.

A seguir demonstraremos a relacao de escala e verificaremos se é obedecida pela
LBA.

7.1 Lei de escala para cadeias alternadas

Uma cadeia com ligagoes alternadas apresenta um comportamento assintético
quando se torna uniforme, ou seja, no limite de a — 1. A referéncia |7] propoe-se a estudar
o comportamento de sistemas proximos ao ponto critico através de algumas relagoes entre as
energias e suas derivadas, a partir da relacao de escala do Hamiltoniano de Heisenberg para
cadeias com distor¢oes periddicas. Os autores dessa referéncia propdem a seguinte relagao
de escala:

Ha " JJ)=ao "H(J. o). (7.1)

Podemos utilizar essa lei de escala para testar nossos funcionais na aproximagao
de ligacao local para as duas implementagoes, J — J; e Jid;, 5|, € em cada uma das
parametrizagoes, SW e DMRG. Nossa intengao é verificar se a LBA consegue reproduzir
essa propriedade de escala do Hamiltoniano.

A relacao de escala pode ser facilmente demonstrada. Consideremos para isto o

Hamiltoniano de uma cadeia alternada expresso da seguinte maneira

Na
H(Jy. Jo) = Z <JF‘M§‘27‘~1 - Sy, + JAFS"Zi : S‘ZH—I) : (7.2)
i=1
onde Ny é o numero de dimeros antiferromagnéticos.

Vamos fazer a demonstracgiao da relacao de escala para o caso quando a ligagoes
alternam entre antiferromagnética e ferromagnética porque este sistema sera o objetivo de
estudo a seguir. A prova para implementagao J — |J;| para este caso é similar ao caso de
uma, cadeia alternando entre dois valores J, > J; > 0 do parametro de troca

H(—a ', J) = a 'H(=J,aJ) "V H(a 17, J) = o~ H(J, aJ) (7.3)
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portanto trataremos somente o primeiro, obtendo o segundo por recorréncia.
Escrevendo o parametro de troca ferromagnético Jpp; em funcao do parametro

de troca antiferromagnético J4p = J. temos que Jpy = —1/aJ, assim sendo

'Vrl
_ 1 - - S o
[”](—(,l 1J. J) fes E <_“‘JS‘2,,*1 'Szl+.]SQj 'SQ/,‘H . (74)

(

1=1 !

onde o = JAF/JF.

Para encontrar uma lei de escala para o Hamiltoniano da Eq.(7.4) devemos
utilizar a propriedade da mecénica quéantica de que as constantes podem ser colocadas em

evidéncia quando o operador ¢ linear. Baseados nisso deixamos em evidéncia o termo a~!

)

e assim temos
1
H(—a 'J,J)=— Z (‘JSQi—l - So; + aJSy; - S2i+1> =a 'H(-J. aJ), (7.5)

(e
i=1

onde identificamos H(—a™'J,J) = a ' H(~J.aJ).

A equacdo de autovalores dos Hamiltonianos da Eq.(7.5) é expressa por
H(=J, a)¥ = E,(—J. oJ)¥ e H(=a V)N = E,(—a"'J. ). (7.6)

Podemos encontrar uma relacao de escala também para os autovalores dos
Hamiltonianos da Eq.(7.6). Para isso vamos calcular o valor esperado da relagao de escala
do Hamiltoniano da Eq.(7.5), isto é

(U|H(—a ', )W) = (T|a" H(—J, aJ)|V).
Aplicando os operadores nos autoestados |¢) temos

(VB (—a™ ' I)|¥) = (Fla™ Eu(—J, a])|T),
e colocando em evidéncia os autovalores encontramos

E (o VL ) (O|W) = a7 E (—J.aJ) (¥|¥) ,

0 que mostra que
aB,(~a7vJ, J) = E(=J.aJ). (7.7)

Podemos interpretar a relacio de escala dos dois Hamiltonianos, como se fossem
dois sistemas com configuracoes de troca diferentes, porém com energias proporcionais (veja
Fig.7.2).

Com o intuito de verificar se a relacao de escala € mantida em nossa aproximacao,
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Sistema 1 — H(~J.aJ) Sistema 2 — H(—1J.J)

Figura 7.2: Representagao da duas cadeias de spin com os parametros de troca alternando entre
dois valores, onde a figura da esquerda representa o sistema 1 com alternincia entre —J e aJ e a
da direita representa o sistema 2 com alternancia entre — éJ e dJ.

calcularemos a energia para as duas configuragoes na aproximacao de campo médio e na LBA.

7.2 Campo médio

Convém salientar que para condicao de contorno aberta a quantidade de ligagoes
m sera m = N — 1, portanto quando a quantidade de ligacoes for par, o nimero de sitios sera
impar, e quando a quantidade de ligacoes for impar. o numero de sitios serd par. J& para
condicao de contorno periddica a paridade da quantidade de ligacoes sera igual ao namero
de sitios.

Devemos tomar o cuidado de analisar os casos com quantidade par e impar de
ligagoes separadamente como no procedimento anterior. Na Tabela 7.2 apresentamos os
funcionais para quando a quantidade de ligagdes m é par, onde temos a mesma quantidade

de ligacoes antiferromagnéticas e ferromagnéticas.

Tabela 7.2: Energia na aproximacao de campo médio dos dois sistemas representados na Fig. 7.2
com a quantidade de ligagbes m = par, em ambas condi¢oes de contorno.

m=par cep cea

Sistema 1 | —ETAAel sty b S (1 L) (0 +1)
. EME(—o~1].0) 52 g2

Sistema 2 | —=—14L0 21+ D) S (1-14) (L +1)

Quando o namero de ligacdes é impar, podemos ter uma ligacao adicional

antiferromagnética ou ferromagnética.

Quantidade de ligacoes Jir > quantidade ligagoes Jp

Para condicdo de contorno periédica teremos uma ligacdo antiferromagnética
adicional quando tivermos a quantidade de sitios expressa pela seguinte seqiiéncia N =
3,7,11,15, ..., como ilustrado na figura 7.3. Neste caso teremos duas ligagoes antiferromag-
néticas consecutivas.

A Tabela 7.3 contém as expressdes para a energia na aproximacao de campo

médio quando as cadeias alternadas da Fig.7.2 tém uma ligagao adicional antiferromagnética.
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Figura 7.3: Representacao de cadeias alternadas com condi¢do de contorno periodica com
quantidade de sitios finpar. Para a quantidade de sitio N = 3,7 temos uma ligacdo adicional
antiferromagnética, ja para N = 5,9 uma ligacio adicional ferromagnética.

Tabela 7.3: Energia na aproximagao de campo médio dos dois sistemas representados na Fig. 7.2
com a quantidade de ligacoes dada pela seguinte seqiiéncia N = 3,7,11, 15, .... em ambas condigdes
de contorno.

m=1impar cep ceca
Sistema 1 —w %[1—%—{—0{(1—{—%)] %2[1—%+a]
Sistema 2 | ~EGE D | L1442 (1= 1)) | F[(1-2)+1

Quantidade de ligacoes J r < quantidade ligagoes Jr

Para condigao de contorno peridédica teremos uma ligacao ferromagnética adi-
cional quando tivermos a quantidade de sitios expressa pela seguinte seqiiéncia N =
5.9,13,17,21..., como ilustrado na figura 7.3. Neste caso teremos duas ligagoes ferromagné-
ticas consecutivas.

A Tabela 7.4 contém as expressbes para a energia na aproximacgao de campo

médio quando as cadeias alternadas da Fig.7.2 tém uma ligacao adicional ferromagnética.

Tabela 7.4: Energia na aproximagao de campo médio dos dois sistemas representados na Fig.
7.2 com a quantidade de ligacdes dada pela seguinte seqiiéncia N = 5,9,13,17,21..., em ambas
condigoes de contorno.

m=impar cep cca
Sistema 1 | Rt | S lagrai-3)] | FHra(-3)
Sistema 2 | BRG] S+ i@ ]| FRe1-3]

Podemos verificar que a energia na aproximagao de campo médio obedece a lei

de escala do Hamiltoniano

EMFE(_o Vgy  EMF(_Jal)) (7.8)

« TN = TN )
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para condi¢ao de contorno aberta e periddica.

7.3 Correlacao

A energia de correlacdo do sistema nao homogéneo foi obtida, em nossas
consideragoes, atraves da aproximacao de ligacao local utilizando como base a energia de
correlagao do sistema homogéneo. Esta forma da construcao dos funcionais de energia de
correlacdo tem uma dependéncia linear com o paradmetro de troca J, e desta forma pode-se
esperar que o funcional de correlagdo obedeca a relacao de escala da Eq.(7.7).

A fim de verificar a relagdo de escala da Eq.(7.7) vamos calcular a energia de
correlagdo para os dois sistemas nas duas possiveis implementacoes da aproximagao de ligagdo
local. Devemos para isso tomar o mesmo cuidado da segao anterior de tratar separadamente
0s casos com numeros pares e impares de ligacoes. Tratamos primeiramente o caso de cadeias
com numero de ligacdes par com condi¢ao de contorno periddica (m = N = par) e aberta

(N = impar) como apresentado na Tabela 7.5.

Tabela 7.5: Funcionais de energia de correlagao na aproximacao LBA dos dois sistemas
representados na Fig. 7.2 com a quantidade de liga¢oes m = par em ambas implementacoes.

m=par J — |1 J — Jibdy 10
ccp || Sistema 1| —EZeD — ohomg] 1(1+a) 2
] Sistema 2 —w-—E"(_j]:,l']"]) = elom[S] La+1) :
cca | Sistema 1| —Zdo2ed) o chomig l+a)(1-%) | 5(1-2%)
Sistema 2 | B _gonis [ 10145 (1-4) | 30-3)

Como mencionamos ao considerar a aproximacao de campo médio. quando
o numero de ligacdes é {mpar. podemos ter uma ligacao adicional antiferromagnética ou

ferromagnética.

Quantidade de ligagoes J r > quantidade ligagoes Jp

A energia de correlagdo para os dois sistemas com ligacao alternada com um
ligacdo adicional antiferromagnética estd demonstrado na Tabela 7.6, para condicao de

contorno periodica e aberta.
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Tabela 7.6: Funcionais de energia de correlagio na aproximacao LBA dos dois sistemas
representados na Fig. 7.2 com a quantidade de ligacbes m = par em ambas implementacoes.

m:impar J — ’JL| J — Ji(sl]“il]il
R EMF —Jad " ¥
ccp Sistema 1| —ZAeD —plonigl 11T (1+ D)+ (1-5)]] s(1+3)
- EMF(—a~\JJ) _ .
m=N-1 || Sistema 2 | -2 2 = promg] | L[(1+ L)+ L(1-D)]| L(1+3)
. EMF —J, J . o
cca Sistema 1| —Z-10ed) = phom(g) §+G-w) 2
A E]VIF —a*lJ,J OTT
=N | Sistema 2 | —Z—{52-20) = phom(g)] 2+ G- ) 3

Na seqliéncia consideramos cadeias com a quantidade de ligacoes antiferromagnética
menor do que a ferromagnética.
Quantidade de ligagoes Jip < quantidade ligagoes Jp

A energia de correlacao para uma cadeia alternada com um ligagao adicional

ferromagnética com condicao de contorno periodica, sendo m = N, é expressa por:

Tabela 7.7: Funcionais de energia de correlagdo na aproximacdo LBA dos dois sistemas
representados na Fig. 7.2 com a quantidade de ligagdes m = par em ambas implementacoes.

m=impar J — |Ji J = Jiby 10
cep Sistema 1 —W—(;;w =EMmS] sle(l=-%)+(0+3)] | 2(1-%)
] ME(_ o1 e
m=N-1 | Sistema_2 | ~E75e 00— gt [ [0- )+ 3 0+ 4)] | $0-3)
cca Sistema 1 ——*EMF,S;_\:]M) = B[S srals—w) a3~ %)
m=N | Sistema 2 | —ELCa L) — phom(g] L= L(1- 1)

Verificamos que a energia de correlacao obedece a relagao de escala tanto para o
caso com ligacdo adicional ferromagnética como antiferromagnética, para as duas possiveis
implementagoes da LBA.

Os funcionais de energia, muito embora tenham sido construidos ignorando essa
relacdo de proporcionalidade do Hamiltoniano de Heisenberg, seguem tal relagao.

Em posse desta ferramenta pretendemos estudar caracteristicas de sistemas
com esse tipo de configuracdo. Consideraremos cadeias antiferromagnéticas com distorgoes
periddicas, onde as ligagdes alternam entre dois valores do pardmetro de troca, sendo
Jo > J; > 0. E ainda analisaremos o caso onde as cadeias alternam entre ligacoes
ferromagnéticas e antiferromagnéticas. ou seja .J, > 0 e J; < 0.

Nosso objetivo é utilizar os funcionais para analisar conjecturas encontradas na
literatura para esses casos. Iniciaremos. no capitulo a seguir. considerando cadeias alternadas

antiferromagnéticas-ferromagnéticas.



Capitulo 8

Dimerizagao de cadeias com ligacoes

alternadas AFM-FM

A Ref. [8] analisa cadeias alternadas antiferromagnéticas-ferromagnéticas uti-
lizando duas técnicas numericas, diagonalizacdo exata para até N=32 com condi¢do de
contorno peridédica e a técnica do Grupo de Renormalizacdo da Matriz Densidade para
sistemas maiores com condi¢ao de contorno aberta, e propde que para cadeias de spin
1/2 onde as ligagbes antiferromagnéticas sdo menos intensas que as ferromagnéticas, as
propriedades de uma cadeia altenada de spin S = 1/2 com N sitios tem o mesmo
comportamento que uma cadeia antiferromagnética de spin S = 1 com N/2 sitios. Os
autores calculam algumas propriedades fisicas para o cadeias alternadas e encontram que a
partir do valor a = 0.01 a conjectura é satisfeita.

Com o objetivo de analisar essa conjectura investigaremos como a energia de uma
cadeia de spins onde as interagoes de troca entre os sitios sao alternadas entre ferromagnéticas
e antiferromagnéticas varia com relagao a a. Consideraremos a mesma nomenclatura da
Ref. [7] de que a razdo entre as intensidades das ligagoes é dada por o = |Jap/JF|,
e representaremos as ligagoes ferromagnéticas da seguinte forma Jey = —1/aJar, pois
em nossas analises utilizamos sempre a energia por sitio, pela intensidade da ligacao
antiferromagnética E/NJ ap.

Este sistema se assemelha ao caso do sistema II do capitulo anterior, portanto
utilizaremos as expressdes para o campo médio e correlagao la apresentadas para calcular a
energia do sistema. Como mencionado no capitulo anterior, a implementacdo J — J; nao
serd utilizada por produzir valores da energia de correlacao positivos.

Em cadeias alternadas com o« — 0 espera-se que o sistema se comporte
basicamente como um sistema ferromagnético. Portanto a energia de correlagao devera
ser uma pequena parte da energia total, pois para um sistema ferromagnético homogéneo a
temperatura zero a energia na aproximacao de campo médio é exata. No entanto no limite
oposto, onde a ligagoes antiferromagnéticas sao mais intensas, o > 1, a energia de correlagdo

devera ter valores mais significativos.
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Para condigao de contorno aberta quando o nimero de ligagoes é impar conside-
ramos somente o caso em que a cadeia alternada possui uma ligagao adicional antiferromag-
nética, pois ambos os casos terao comportamentos similares, sendo necessario fazer a analise
de apenas uma das situagoes.

Atentando para a Fig.8.1 percebemos que para o < 0.5 a implementacao .J —
J0)y,),5; se ajusta muito bem aos dados exatos. Este resultado ja era esperado, pois nesse
regime o sistema se comporta basicamente como um sistema ferromagnético e portanto sua

energia de correlagao ¢ pequena.

CCA N=40 CCA N=12

—CM

—d=sld ]

o HJISJ..IJll
#* Exato 1

— ||
—d==l] 1
_J-,JIE.II.IJ‘I |

* Exato 1
—— Cadeia de S=1 com N=§

005 01 0.15 02 025 03 0.05 X 0.1 02 0.25 03

Figura 8.1: Energia de uma cadeia com ligagbes alternadas em funcéo da razao entre as
intensidades das liga¢oes a = |J4p/Jp| para o intervalo [0.05,0.3]. O grafico a esquerda representa o
caso de cadeia com 40 sitios e o da direita cadeia com 12 sitios. Os dados obtidos por diagonalizacao
exata sdo representados pelos asteriscos vermellhos e a reta horizontal representa a energia de uma

cadeia de spins 1 com a metade da quantidade de sitios.(para cadeias de spin 1 com N=6 utilizamos
o valor exato.)

No entanto para condi¢ao de contorno periédica nao temos a energia do estado
fundamental obtida por diagonalizacao exata, nem mesmo para poucos sitios, a fim verificar
qual a melhor implementagao. Todavia podemos inferir que J — J4);, s, seja a implementa-
¢ao que melhor demonstre o comportamento do sistema para a < 0.5, pois a LBA apresenta
a mesma ordem de qualidade em qualquer condi¢ao de contorno, como vimos no capitulo 6.
Outro argumento para esse raciocinio é recordar que a LBA apresenta melhores resultados
para a condigao de contorno periédica, portanto se a implementagao J — Jd,y, s, apresenta
bom acordo para condigao de contorno aberta deve continuar ao menos tendo a mesma
precisao para a periddica.

Mediante ao fato de que a aproximacao de ligacao local na implementagao J —
J9|7,,5; representar eficazmente o comportamento do sistema para valores pequenos de a,
podemos utiliza-la para verificar se a conjectura da Ref. [8] é verdadeira.

A informagao mais imediata que percebemos nas Figs. 8.1 e 8.2 é que o
comportamento da energia em fungao de o é independente do niimero de sitios e da condigao
de contorno. Nesses casos a energia do estado fundamental de uma cadeia alternada de spin

S = 1/2 é igual a energia de uma cadeia de spin S = 1 com a metade da quantidade de



CAPITULO 8. CADEIAS COM LIGACOES ALTERNADAS AFM-FM 75

CCP N=40

—CM
| —d=>ld]
—d=>J8 3,4
—— Cadela de S=1 com N=20|

0.5F

1
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o

Figura 8.2: Energia de uma cadeia com ligagoes alternadas condi¢ao de contorno periodica em
fungao da razao entre as intensidades das ligagoes a = |J4p/JF| para o intervalo [0.05,0.3]. A reta
horizontal representa a energia de uma cadeia de spins 1 com 20 sitios.

sitios para um determinado valor de a, o qual é de aproximadamente 0.1.

A cadeia alternada com valores menores de @ = 0.1 se comporta como um
sistema de N/2 dimeros ferromagnéticos acoplados fracamente com ligagdes antiferromag-
néticas. A energia desses dimeros se torna cada vez mais negativa conforme o valor do
parametro de troca entre os atomos do dimero se torna cada vez mais intenso, pois os

atomos estao ficando cada vez mais ligados.

CCA N=40

—EOINJ

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 8.3: Energia de uma cadeia com ligacoes alternadas com 40 sitios em fungao da razao entre
as intensidades das ligagdes o = |Jar/JF|, com condi¢ao de contorno aberta no intervalo de [0.3, 2].
Os dados obtidos por diagonalizagao exata sao representados por asteriscos vermelhos.

Concluimos entdo que a conjectura da Ref. [8] est4 correta quando afirma que a

cadeia alternada de spin S = 1/2 no limite de  pequeno deve ter propriedades semelhantes
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as da cadeia de spin S = 1 com a metade do nmero de sitios, desde que as propriedades
consideradas sejam dependentes da distribuicao de spin. As propriedades que dependem da
energia deverao apresentar comportamentos distintos.

Retomando a andlise da eficacia das immplementagdes em representar o sistema,
vamos considerar o caso quando « assume valores no intervalo [0.3.2]. Neste intervalo
percebemos que a implementacao que produz os resultados mais proximos dos exatos passa
de J — Jdy s, para J — |J;

, como podemos notar na Fig.8.3. Isso ocorre porque as
aproximagoes demonstram um decaimento menos acentuado com « do que é demonstrado
pelos dados obtidos por diagonalizagao exata.

Confirmamos desta forma a hipdtese feita no final do capitulo 6, de que a eficacia
da implementagao utilizada depende somente do tipo de sistema sob estudo.

Os funcionais da energia de correlagdo na aproximagao de ligacdo local nao s&o
variacionais como vemos na Fig.8.3, onde para o < 1 a implementacgdo J — |J;| apresenta
valores menores que o exato.

Outro aspecto muito interessante de cadeias antiferromagnéticas com modula-

¢oes periddicas nas ligagoes é o limite quando essa se torna homogénea. Trataremos este
€aso a seguir.



Capitulo 9

Comportamento critico de cadeias
alternadas AFM-AFM’ no limite quase

uniforme

Consideremos uma cadeia com as interagoes de troca alternadas entre dois

valores J; e J,, onde nos assumimos J; > J, > 0. como vemos no esquema da Fig. 9.1.

Figura 9.1: Representagdo de uma cadeia com ligagtes antiferromagnéticas alternando entre as
intensidades J; e Js.

Assim estamos no regime de dimeros antiferromagnéticos, acoplados antiferro-
magneticamente. O Hamiltoniano do sistema pode ser escrito em termos de J; = J e o valor

da alternéancia nas ligagoes «, fazendo J; = aJ, isto é

—~ Nd o~ o~ - o~
H = Z .]ngﬁl . SQ, + (\.]SQ,; . S«z,+1. (91)
i=1
Apesar de utilizar a mesma nomenclatura do capitulo anterior para a razao entre
as intensidades das ligagdes «, devemos ter o cuidado de nao confundir seus significados.
Para o = 1 esse Hamiltoniano se reduz ao caso de uma cadeia antiferromagnética uniforme
de spin 1/2, ja o caso anterior se reduzia a uma cadeia alternada onde todas as ligagdes
tinham a mesma intensidade, porém alternando seu sinal entre positivo e negativo. J& para
« = 0 o Hamiltoniano da Eq. (9.1) se reduz ao caso de Ny dimeros antiferromagnéticos
nao acoplados, ao passo que o caso de cadeias com ligacGes alternadas entre ferromagnéticas
e antiferromagnéticas se reduz ao caso de Ny dimeros ferromagnéticos ndo acoplados, pois
para a = |Jap/Jr| = 0 devemos ter Jap = 0.
A Ref. [9] prediz que o comportamento critico da energia do estado fundamental

quando o sistema se torna homogéneo, o = 1. & dado pela seguinte lei de poténcias com

7
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corregoes logaritmicas:

5473
llil(l) f?[)(é) _EE((S = 02 X (o))’ (9.2)
f(é)
onde
eo(0) = QTieJr(Ta)) € 0= }1—3

Todavia a Ref. |7], utilizando técnicas numéricas, calculou a energia do estado
fundamental para alguns valores de ¢, e alega nao encontrar a correcao logaritmica da Eq.
(9.2), somente o termo 6*3. Os autores alegam que como nio se tem nenhuma informacéo
concernente o alcance de validade da Eq. (9.2), consideraram interessante testar a sua
exatidao para valores de § compreendidos na natureza. por isso utilizaram 10 pontos no
intervalo [0.05, 1].

Neste capitulo investigamos se os funcionais obtidos pela teoria do funcional da
densidade para o modelo de Heisenberg conseguem descrever o comportamento da energia
do estado fundamental préximo ao ponto critico, e verificamos em qual intervalo de § o
comportamento é descrito pela Eq. (9.2). Consideramos primeiramente o funcional de
energia na aproximacgao de campo médio.

Quando tratamos com cadeias finitas, as condi¢oes de contorno influenciam
no valor da energia, contudo no limite termodinadmico néo importa qual seja a condigao
de contorno. Por essa razao iremos considerar somente a condi¢ao de contorno aberta e

extrapolar para N — oo.

9.1 Campo médio

Iniciaremos calculando a energia na aproximacdo de campo médio para uma
cadeia com as ligagoes alternando entre J e J. Como devemos analisar separadamente os
casos com quantidade de sitios par e impar, pois quando o naumero de sitios é impar temos
uma ligacdo adicional J ou aJ, deixaremos em evidéncia indicado por uma seta a proporc¢ao
entre as quantidades de ligacoes J e aJ. Quando a quantidade de sitios é impar a energia é

expressa por

|]iga§6es J = ligagOes aJ' = —E;;” = %2 (1- %) (1+a). (9.3)

Quando a quantidade de sitios for par temos

ﬁigaqées J > ligacoes aJl = —‘5;1 =S+ (1-2)d]. (9.4)

[ligaqf)es J < ligagoes (L]‘ - BN _ s [” + (1 - i)] .
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Para determinar f(d) precisamos lembrar que a expressao para energia do estado

fundamental de uma cadeia uniforme na aproximagio de campo médio é a seguinte:

Eo 1
B s(i1) 03

Desta maneira, quando a quantidade de sitios for impar, a fungao f(d) sera

expressa por

ligagdes J = ligagdes ]| = [(5)=-S2(1— %) - [-$2(1-1)] (9.6)

Quando a quantidade de sitios for par. teremos

ligages J > ligagdes aJ| = [f(8)=—=S2[1+ (1= F)a] gz - [-S2 (1= £)].(9.7)

lligagées J < ligacoes aJ‘ = f(O)=-Sla+(1-3)] = -[-5201-4%)].

No limite termodinamico, ou seja, N — oo, as expressoes para f(J) tornam-se

identicamente nulas para qualquer valor de «, isto é
F6) =& ™M@y - &M (0) = 0. (9.8)

A aproximacao de campo médio portanto nao consegue prever o comportamento
assintotico da energia para o limite de v — 1, no limite termodinamico. Vamos entdo calcular
a energia de correlagao do sistema e verificar se é capaz de mudar este comportamento

assint6tico no limite de o« — 1.

9.2 Aproximacao da ligacao local

A energia de correlagao do sistema pode ser calculada utilizando a energia de
correlacdo do sistema homogéneo, obtida parametrizando os dados nimericos resultantes das
técnicas DMRG ou SW. No entanto, como vimos no capitulo 6, a energia de correlagdao nas
duas parametrizagoes difere somente pela constante pela qual é multiplicada.

A energia de correlagao do sistema, quando a quantidade de sitios é impar, é

expressa por

SW/IDMRG

ligagoes J = ligacoes aJ - %7 — "_2__ (1- %) (14 a), (9.9)




CAPITULO 9. COMPORTAMENTO CRITICO DE CADEIAS ALTERNADAS 80

e quando a quantidade de sitios é par, temos

- v - — SW/DMRG
[hgagoes J > ligagdes aJJ = Lo ferem )4 (1-2)q] (9.10)
. ~ . ~ eSVV(')/TEMRG
[hga(;oes J < ligacoes aJJ = 5} = —whom [a + (1 — %)] '
Entdo f(6) para quantidade de sitios impar torna-se
ligacdes J = ligacdes aJ‘ = f(0)= eim/,fMRG (1-%) - eim/,i)MRG (1-%)=0,
(9.11)
enquanto que para quantidade de sitios par temos
SW/DMRG
— —— eSW/h SW/DMRG
|hga§oes J > ligacgoes aJl = f(0)= th 1+ (1 _ %) a] — ec,ho/m (1 — %)
SW/DMRG
— —— eSW/L SW/DMRG
lhga(;oes J < ligagoes aJl = f(0) =m0 [+ (1 — %v)] — ec,h(r/m (1- %) .
(9.12)

Mesmo adicionando energia de correlacdo na aproximacao LBA ao resultado de
campo médio, a fun¢do f(¢) fica identicamente nula no limite termodinamico. Isso ocorre
porque os funcionais utilizados ndo demonstram a mesma dependéncia com o pardmetro de

troca que o sistema real possui, como podemos verificar na Fig. 9.2.

0.2 c™

sw
DM

#0000

4| Soog

Figura 9.2: Comparagdo dos dados exatos com a aproximacdo de ligacdo local para o
comportamento critico de uma cadeia com ligagbes alternadas com 39 sitios, com condigao de

contorno aberta, onde o grafico a esquerda considera todo intervalo de a = [0, 1] e o grafico a direita
o intervalo a = [0.65, 1].

Para pequenas distorgoes na cadeia (a — 1) a inclusdo do funcional de correlagéo
na aproximagdo de campo médio faz com que haja uma melhora significativa. Entretanto,
a inclusdo nao consegue descrever o comportamento do sistema por nao possuir a mesma
relagdo de proporgdo com o pardmetro de troca do encontrado por diagonalizagdo exata, e

por essa razao utilizamos dados obtidos por diagonalizacio exata para fazer a anélise.
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9.3 Diagonalizagao exata

Utilizaremos os valores da energia do estado fundamental para cadeias com
o maior namero de sitios possivel, obtidos por diagonalizagio exata, para fazer a andlise
do comportamento no ponto critico e tentar inferir seu comportamento no limite termodi-
namico!. Para calcular os pardmetros da curva de ajuste necessitamos de dados com erro
inferior & 107° para a energia, de tal modo que possamos fazer nossa analise adequadamente.
Por isso, obtemos resultados para cadeias tao longas quanto seja possivel manter o erro
nesta ordem de grandeza. Baseando-nos na expectativa analitica da Ref. [9], de que

f(8) = ad*3/|In(6)|, consideramos quatro possibilidades de ajuste para os dados:

1. Nao considerar o termo logaritmico, fazendo ¢ = 0,
f(8) = axd. (9.13)

em analogia com a opgao de ajuste proposta na Ref. [7], a qual ndo tem nenhum termo
logaritmico para f(4).

2. Fixar o expoente da correcao logaritmica em ¢ = 1,

a * 60

f(é) = G (9.14)

obtendo um ajuste semelhante & deducao analitica da Ref. [9] expressa pela Eq. (9.2),

o qual prediz uma corre¢ao logaritmica.
3. Fixar o expoente do termo de poténcia em d no valor de 4/3,

a x 643

f(o) = DO (9.15)

pois as duas referéncias. (7] e [9], determinam este valor para o expoente.
4. Deixar os trés parametros livres

a * o°

~ ()

para obter um ajuste com um desvio padrao médio menor com relagao aos anteriores,

f(é) (9.16)

pois teremos mais parametros livres, e dessa forma inferir se o ajuste segue alguma das

expressoes obtidas nas Refs. [7] e [9].

10s dados resultantes da diagonalizagio exata foram obtidos por programas escritos pelo professor Valter
Libero ¢ scu aluno de doutorado Fabiano Cactano de Souza.
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Foram feitos os quatro ajustes para valores pequenos de 4, [0,0.01], e para todo o
intervalo, [0, 1], com o intuito de verificar se f() ird assumir o mesmo tipo de comportamento
em ambos.

O calculo é exato para N < 16, no sentido de que foram utilizados na
diagonalizacao todos os estados acessiveis e portanto obtidos todos os autovalores do sistema.
O erro cometido ¢ devido & precisao da mdquina (=~ 107'). Por causa da limitacao de
memoria da maquina. e tendo em vista que o calculo ¢ iterativo. para cadelas com nimero
de sitios maior que 16, os estados de menor energia sao privilegiados no truncamento. O erro
do truncamento se propaga & medida que o numero de sitios aumenta. Para uma cadeia de
64 sitios a precisao da energia do estado fundamental comparada com o resultado exato para
a =1 é de 5 casas decimais. Para os demais valores de o permane valido essa tendéncia da
precisdo dos dados quando o nimero de sitios cresce (o que verificamos estar correto através
de algumas estimativas).

Se a precisao dos dados for da ordem de f(§), os parAmetros serdo muito
imprecisos, ndo sendo possivel considera-los para representar o comportamento do sistema.
A precisdo dos dados necesséria para fazer a analise do comportamento critico depende do
intervalo em que estamos interessados.

Se considerarmos o intervalo de [0. 1]. a funcao f(§) tera a ordem de grandeza de
107!, Portanto para esse intervalo podemos considerar cadeias de até 64 sitios, pois os dados
possuem erro menor que 1077, Utilizamos 10 pontos no intervalo, variando com passos 0.1,
para realizar as quatro op¢oes de ajuste.

Apresentaremos no corpo deste trabalho somente os dados para alguns casos; os
demais dados serao expostos no apéndice A.

Na tabela 9.1, apresentamos os valores obtidos para os pardmetros a,b e ¢ das
quatro opgoes de ajuste que tentam descrever o comportamento critico para as cadeias
alternadas com N = 29,30, 31 e 32 sitios, bem como os respectivos desvios padrdo médio o.

Comparando os trés primeiros ajustes entre si, com dois pardmetros livres,
percebemos que o primeiro ajuste é o melhor para as duas paridades de N, tendo o menor
desvio padrao médio o. No entanto quando N é impar o desvio padrao do primeiro e do
terceiro ajustes sao muito proximos, ja quando N é par o desvio do terceiro ajuste é uma
ordem de grandeza maior.

A primeira e a quarta opcao de ajuste $a0 as que possuem a IMaior precisao,
ou seja, as que possuem os menores desvios padrdo. [ importante notar que a primeira
op¢ao de ajuste, a qual possui apenas dois parametros livres, tem um desvio padrao médio
maior, porém muito proximo, do desvio padrdao médio da quarta opgao de ajuste, com trés
parametros livres. Podemos afirmar entdao que o terceiro parametro livre da quarta opgao
de ajuste, ¢, se torna desnecessario, sendo plausivel sua omissao.

Verificamos ainda que a segunda opgao de ajuste é a pior, possuindo um desvio

padrao médio apenas uma ordem de grandeza menor que a escala dos dados. Na Fig.
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Tabela 9.1: Os parimetros das quatro opcoes de curvas de ajuste do comportamento critico, para
cadeias alternadas com N =29, N =30, N = 31 e N = 32 sitios em fungdo de d, para o intervalo

de [0,1].

| ajuste | | intervalo [0, 1] |
[ | [ N=29 | N=30 | N=31 | N=32 |
a | —0.29069 | —0.31428 | —0.9181 | —0.31393
1 b | 1.33576 1.24127 1.33234 1.24352
c 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo)
[ desvio | o [2.03x1073[6.79%10 [ 1.98%10°° [ 7.25x 1077 |
a | —0.03552 | —0.039 —0.0568 | —0.03921
2 | b [28x107° [54%107° [ 1.2%10°° | 5.8%1071°
c 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo)
| desvio| o | 0056 | 0.069 [ 0056 [ 0069 |
a [ —0.229151 | —0.32457 | —0.29295 | —0.32399
8 |b 4/3 4/3 4/3 4/3
c [36x107° [34%10°® [26x107" [24%10°®
| desvio | o 2341073 [ 4.78 %1073 | 2251073 [ 4.55% 1073 |
a | —0.29326 | —0.31516 | —0.29435 | —0.3153
4 | b | 135164 1.24854 1.34793 1.25101
c [88x100P 26107 ] 23 ™ [33x107"

| desvio | 0 [1.82%10~° [ 5.67x10* [ 1.78x 1072 [ 6.09% 1077 |

-0,05

-0,10 4

-0,15

(5)

-0,20 1 m  Dados exatos
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-0,25-{ ——a, b livres e c=1 =
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Figura 9.3: Curvas de ajuste para o comportamento critico de uma cadeia alternada em fungao
de 4 no intervalo [0,1]. O grafico & esquerda considera uma cadeia com 31 sitios e o grafico a direita
uma cadeia com 32 sitios.

9.3 percebemos mais claramente que a segunda opc¢édo de ajuste ndo consegue descrever o
comportamento do sistema. Por essa razao somos levados a concluir que ndo existe um termo

de correcao logaritmica com expoente igual a 1 quando consideramos um ajuste para todo
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o intervalo ¢ € [0, 1].
Contudo, estamos muito distante do limite termodinamico para o qual a lei de
poténcias foi deduzida, ndo sendo possivel afirmar com certeza se a Eq. (9.2) continuara a

nao apresentando o termo de correcao logaritmica para valores de N grandes.

Intervalo [0, 1]

3 O B Dechves
1455, © abhkvresec-0] 4
L3,
bl
14F 7%
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/
|
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|
(|
s

Figura 9.4: Representacao do parametro b em fungao do tamanho da cadeia para a primeira e
a terceira opgao ajuste para o comportamento critico de uma cadeia alternada em que § varia no
intervalo [0,1].

Por causa do pequeno tamanho das cadeias os valores dos parimetros apre-
sentam comportamentos distintos para quantidades de sitios par e impar. Percebemos no
entanto, que conforme o tamanho das cadeias aumentam os parametros b para a ambas
paridades da quantidade de sitios tende a um valor assintotico. Para cadeias com N par
os valores dos parametros b aumentam, enquanto para N fmpar os valores dos parametros
b diminuem. Ent@o podemos inferir qual serd o comportamento dos parametros no limite
termodinamico, ajustando curvas aos dois conjuntos de dados (pardmetros para N par e os
parametros para N impar).

Na Fig. 9.4 vemos que o valor do pardmetro b tende a 1.28 para a primeira opc¢ao
de ajuste e a 1.29 para a quarta opcdo de ajuste. Embora tenhamos conseguido prever que
no limite termodinamico nao havera o termo de correlagdo logaritmica no intervalo [0, 1],
essa conclusdo em nada ird afetar a legitimidade da lei de poténcias citada na Ref. [9], pois
foi deduzida no limite de § — 0.

Dando seqiiéncia ao nosso estudo, vamos considerar o intervalo de ¢ de [0, 0.01].
A fim de verificar a precisdao dos dados necessaria, consideramos uma cadeia com 22 sitios,
para a qual os dados numéricos tém precisao de 12 casas decimais, e truncamos os dados em
6 e em 8 casas decimais. Com este teste verificamos ser necessario dados com no minimo 8
casas decimais para que os valores dos parametros sejam confisveis. Portanto para o intervalo
[0,0.01], onde a fungéo f(d) tem a ordem de grandeza de 10~*, vamos considerar cadeias
com até 32 sitios, pois os dados tém a precisdo de 1078.

Inicialmente utilizamos 10 pontos no intervalo [0,0.01], variando-se com passo

de 0.001, e depois aumentamos a densidade de pontos, colocando 20 pontos, variando-se com
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passo de 0.0005, e verificamos que na malha mais densa os valores dos parametros do ajuste
nao tém nenhuma variacdo significativa comparada com a malha menos densa.

Na tabela 9.2 apresentamos os quatro ajustes para as cadeias de dimensao
N=29,30, 31 e 32 para valores de ¢ no intervalo [0,0.01]. Utilizamos 20 pontos variando
com passo de 0.0005.

Tabela 9.2: Os parametros das quatro op¢oes de curvas de ajuste do comportamento critico para
cadeias alternadas com N = 29, N = 30, N = 31 ¢ N = 32 sitios em funcao de 8, para o intervalo
de 6 =[0,0.01].

| ajuste [ l intervalo [0.0.01] ]
i | [ N=29 | N=30 | N=31 [ N=32 |
a | —1.31868 [ —0.14067 [ —1.40231 | —0.13912
! |b | 1.99243 | 1.04806 | 1.99115 | 1.05166
c 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo)
[desvio [ 0 [ 2.9%10% [ 23x107° [ 35x10"° | 24%107° |
a | —2.46217 | —0.26775 | —2.56019 | —0.26472
2 [ b | 1.79123 | 0.85548 | 1.78996 | 0.85903
c 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo)

[ desvio | 0 | 1.3%10°7 | 261077

[ 131077 [ 3.2%1077 |

a | —9.64687 | —0.56359 | —9.9933 | —0.54765
3 b 4/3 4/3 4/3 4/3
C 3.27317 [4.4%10" ] 3.26689 |3.9x10°

[ desvio ] o ] 3.7%107°

54+107° [ 381077 [ 5.2%107" ]

a | —1.34868 | —0.27109 | —1.40231 —0.2802
4 b 1.99243 0.85178 1.99115 0.84205
c [23x107M 1.01921 14x10"13 1.08822

[desvio ] 0 [ 29%107" | 251077 [ 35%107° [ 261077 |

Comparando os trés primeiros ajustes da tabela 9.2, percebemos que quando N
é impar o primeiro ajuste é melhor, com o desvio padrao médio o igual ao ajuste com os trés
parametros livres, indicando nédo existir a correlacao logaritmica. Contudo, para N par o
segundo ajuste se torna melhor, o qual contém a correcao logaritmica, porém com um desvio

padrdo médio ¢ maior que o do ajuste com os trés parametros livres.

Percebemos ainda que o terceiro ajuste, que fixa o expoente da poténcia em ¢
em 4/3, é a pior opgao de ajuste em ambas paridades da quantidade de sitios. Quando a
quantidade de sitios é par, o desvio padrao médio o é apenas uma ordem de grandeza menor
que a escala dos dados (107%), enquanto para quantidade de sitios impar é de cerca de trés
ordens de grandeza menor (1077). Na Fig. 9.5 percebemos que apesar do terceiro ajuste
ter o maior desvio para ambas paridades da quantidade de sitios. os resultados sao melhores

para a quantidade de sitios impar, do que para a quantidade de sitios par.
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Figura 9.5: Curvas de ajuste para o comportamento critico de uma cadeia alternada em fun¢ao
de ¢ no intervalo [0,0.01]. O grafico a esquerda considera uma cadeia com 21 sitios e a direita uma
cadeia com 22 sitios.

Apesar de ter encontrado o maior desvio padrao médio ¢ quando fixamos o
parametro b em 4/3, pode ser que no limite termodinidmico o parametro b assuma esse
valor. Na Fig. 9.6 percebemos que o valor do parametro b diminui quando a quantidade de
sitios é impar e aumenta quando a quantidade de sitios é par, para as duas primeiras opgoes

de ajuste.
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Figura 9.6: Representagao do parametro b em fungao do tamanho da cadeia para a primeira e a
segunda opgoes de ajuste para o comportamento critico de uma cadeia alternada em que ¢ varia no
intervalo [0,0.01].

Observamos que o valor médio (1.79 + 0.86)/2 ~ 1.33 do parametro b sobre os
casos par e impar da quantidade de sitios na segunda opgao de ajuste é aproximadamente
4/3, que é o valor previsto. Contudo, verificamos na Fig. 9.6 que os parametros b para
cadeias com quantidade de sitio impar estao decrescendo mais rapidamente com o aumento
do tamanho da cadeia, do que os parametros b com quantidade de sitios par estao crescendo
com o aumento do tamanho da cadeia.
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Por ndo termos dados exatos com precisao de 10™% para cadeias maiores, nio
podemos afirmar com certeza que nesse intervalo havera o termo de correcao logaritmica no
limite termodinamico. Contudo, porque foi encontrado bom acordo dos dados exatos com a
segunda opcao de ajuste para o intervalo [0.0.01). diferentemente de quando consideramos
todo o intervalo de 4, inferimos que o termo logaritmico pode estar presente em algum

intervalo de valores de § ainda menores.



Capitulo 10
Conclusoes

Neste trabalho tivemos como objetivo calcular a energia do estado fundamental
de cadeias de spin espacialmente nao uniformes, descritas pelo modelo de Heisenberg.
Para este fim utilizamos como ferramenta uma formulacdo da Teoria do Funcional da
Densidade para o modelo de Heisenberg e ,baseados na filosofia dessa teoria, propusemos uma
aproximacao de ligagdo local (Local-Bond Approximation - LBA) para calcular a energia de
correlacao de cadeias com defeitos locais ou modulacoes periddicas nas ligagGes.

Utilizando esse tipo de abordagem, tratamos inicialmente cadeias homogéneas,
porém finitas, com o intuito de investigar as caracteristicas da LBA. Concluimos que a
LBA ¢é sensivel 4 condigdo de contorno do sistema, pois resulta em expressoes diferentes
para cada condigao de contorno. E verificamos ainda que ao utilizar como base para a
LBA a parametrizagdo da energia de correlacao do sistema homogéneo obtida pelo grupo de
renormalizacao da matriz densidade, obtivemos resultados mais acurados para a energia do
estado fundamental do que utilizando a parametrizacao obtida pela aproximagao de ondas
de spin.

Contudo, nossa tentativa de estender essa metodologia a sistemas bidimensionais
nao foi satisfatoria, pois produz valores mais baixos para energia do que esperado, porque a
energia de correlacio é sobre-estimada.

Dando seqiiéncia & andlise da aproximagao local, calculamos a energia de cadeias
antiferromagnéticas com defeitos antiferromagnéticos locais. Observamos que apesar da
adicdo da energia de correlagdo na LBA melhorar significativamente os resultados obtidos na
aproximagao de campo médio, esse procedimento local para calcular a energia de sistemas
com defeitos é menos preciso que o procedimento local utilizado para calcular a energia
para sistemas onde a quebra de simetria é causada pela presenga de impurezas (Local-Spin
Approximation -LSA).

A LBA para esses sistemas leva a resultados mais acurados para condigdo
de contorno periddica, ou seja, anéis, do que para condicao de contorno aberta. Este
comportamento deve-se ao fato de que em cadeias com condicao de contorno aberta a posicao

do defeito é relevante para o calculo da energia, porém as aproximacoes locais nao fazem
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distin¢ao da posicao.

Continuando nosso estudo de cadeias com defeitos locais, consideramos trés
implementacdes diferentes para calcular a energia do estado fundamental de cadeias antifer-
romagnéticas com defeitos ferromagnéticos. sendo estas: J — J;, J — |Ji| e J — Jidy, -
Descartamos logo de inicio a implentagao ./ — J; por violar a propriedade exata de que a
energia de correlacdo deve ser sempre negativa. Dentre as duas implementacoes restantes

a escolha J — |J;

apresentou maior precisao na representacao da energia de uma cadeia
antiferromagnética com wm defeito ferromagnético .

Percebemos que a ordem de qualidade das implementacoes permanece a mesma
para qualquer parametrizacao da energia de correlagao do sistema homogéneo utilizada
e também para qualquer condicao de contorno, e assim verificamos que a eficicia da
implementagao escolhida se deva ao sistema que esti sendo considerado.

Como ultimo teste verificamos se os funcionais seguem a relagdo de escala do
Hamiltoniano de Heisenberg. O fato das implementagoes dos funcionais de correlagdo na
LBA, para as duas parametrizagoes e nas duas condi¢oes de contorno, seguirem essa relagao,
corrobora sua confiabilidade.

Com base nessas informacoes sobre a LBA passamos a estudar cadeias com
modulacdes periddicas nas ligacoes. O primeiro caso tratado com essa caracteristica
foi de uma cadeia de spin S = 1/2 com ligacoes alternadas entre ferromagnéticas e
antiferromagnéticas, onde verificamos que a energia é igual a de uma cadeia de spin S =1
com a metade do numero de sitios para qualquer tamanho de cadeia e condi¢ao de contorno,
quando a razdo entre as intensidades das ligagoes é o = |Jap/Jp| = 0.1. A diminuigao
do valor de « para valores abaixo de 0.1 nao implicard em mudanca na configuracdo
magnética da cadeia alternada: a cadeia se comportard como dimeros ferromagnéticos
acoplados fracamente com liga¢oes antiferromagnéticas. Contudo, quando diminuimos o
estamos fazendo o pardmetro de troca ferromagnético, que liga os dois &tomos que compoem
o dimero, cada vez mais intenso, por isso a energia dos dimeros serd cada vez mais negativa.
Por isso concluimos que a conjectura da Ref. [8], de que as propriedades desses dois sistemas
sejam semelhantes para valores pequenos de «, s6 é valida para as propriedades que nao sao
dependentes da energia.

O segundo tipo de sistema com modulagoes periddicas que analisamos sao
cadeias variando entre dois valores de ligacoes antiferromagnéticas, sendo J, > J; > 0.
Nesse tipo de sistema procuramos verificar a conjectura da Ref. [9]. de que o sistema no
limite em que a cadeia torna-se uniforme, ou seja. a razao entre as intensidades das ligacoes
a = Jo/Jy — 1, tem um comportamento assintotico expresso por poténcias de § com
correcoes logaritmicas no limite termodinamico.

No entanto, nao foi possivel utilizar a LBA para fazer essa analise, pois sua
dependéncia linear com o parametro de troca, para as duas parametrizacoes da energia

de correlagdo do sistema homogéneo utilizadas, ndo representa o comportamento critico do
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sistema (o — 1), ainda que melhore sensivelmente os resultados obtidos via aproximacao de
campo médio para valores entre [0.65. 1].

Utilizamos entao dados obtidos por diagonalizacao exata para cadeias com
algumas dezenas de sitios e verificamos numericamente que nao existe correcao logaritmica
quando consideramos todo o intervalo de 6. Ja quando diminuimos o intervalo para [0, 0.01],
observamos que o ajuste para os dados obtidos por diagonalizagao exata, considerando a
correcdo logaritmica, comeca a se tornar menor. E possivel entdo. que em intervalos menores
a correcao logaritmica possa aparecer.

Resumindo, implementamos e testamos um novo tipo de aproximacao para o
modelo de Heisenberg espacialmente nao uniforme, a aproximacao de ligacdo local (LBA).
Exploramos o desempenho da LBA, descobrindo em quais situacoes a LBA obtém sucesso.
Utilizamos a abordagem semi-analitica LBA, junto com os dados numéricos de alta precisao,
para investigar duas conjecturas propostas na literatura a respeito do comportamento
de cadeias periodicamente moduladas no limite dimerizado [8] e quase homogéneo [7,9].

Descobrimos que essas conjecturas tém algumas ressalvas.
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Apéndice A

Parametros dos ajustes para o

comportamento critico

Como foi visto no capitulo 9. consideramos quatro opc¢oes de ajuste para o

comportamento critico de uma cadeia com ligagoes alternadas em funcao de §. Apresentamos

aqui os valores desses parametros para cadeias com a quantidade de sitios de 9 a 23 e de 60

a 65. Realizamos as curvas de ajuste em dois intervalos de ¢, [0,0.01] e [0, 1].

Tabela A.1: Os parametros das quatro opcoes de curvas de ajuste do comportamento critico para
cadeias alternadas no intervalo [0,1] com N =9, N =10, N = 11, N = 12 e N = 13 sitios em

funcéo de 6.

[ajuste] | N=9 | N=10 [ N=11 | N=12 | N=13 |
a | —025437 | -032482 | -0.26352 | —0.32226 | —0.27002
1 |b 1.44175 1.17925 1.41589 1.19325 1.397
c 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo)
[desvio [ ] 21107% | 341071 | 22%1077 [ 42x1077 [ 22%107% |
a | —0.03041 [ -037392 | ~-1.29588 [ —0.31924 | —1.45525
2 | b |3212x1077 5445107 204107 [126%107 [ 722%107F°
c 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo)
[desvio| | 0045 | 0073 | 005 | 0072 | 0052 |
a | —0.23439 | —0.34219 —(.2478 —0.33755 —0.2577
3 b 4/3 (fixo) 4/3 (fixo) 4/3 (fixo) 4/3 (fixo) 4/3 (fixo)
c 0.03685 [319x10°| 002815 [152%10"™ [ 0.02182
[desvio] [ 32x1073 [ 73x107% [ 3.14%107° | 65%107° [ 29x107 |
a | —025771 [ —0.232542 | —0.26673 | —0.32301 | —0.27312
4 |[b 1.9994 0.95654 1.9991 0.94521 1.99872
c [1.60110" [ 0.29162 [7.197+10""] 0.36817 [1.157%10°"
| desvio | ] 189%107% | 27x107% | 1.98x107% [ 341077 [ 19%107% |
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Tabela A.2: Os parametros das quatro opgoes de curvas de ajuste do comportamento critico para
cadeias alternadas no intervalo (0.1} com N = 14. N = 15, N = 16. N = 17 ¢ N = 18 sitios em
funcao de 4.

lajuste ] [ N=14 | N=1) [ N=16 | N=17 | N=18 |
a

—-0.3204 | —027488 | ~0319 | —0.27865 | —0.31789
1 [b | 120381 1.38286 1.21208 1.37172 1.21877
c 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo)
[desvio | [ 50%107% [ 21107 | 57«10 [ 21107 [ 63x107" |
a | —0.04052 | —0.03331 | —0.04026 [ —0.03385 | —0.04005
3 | b [374x1077 [99x10"7 | 1.75%1077 [ 1186+ 107 [ 1.58 x 1077
c 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo)
| desvio] | 0071 | 0054 | 007 | 0055 | 0069 |
a | —0.33487 | —0.26527 | —0.33252 | —0.27127 | —0.33065
3 b | 4/3 (fixo) | 4/3 (fixo) | 4/3 (fixo) 4/3 (fixo) 4/3 (fixo)
c [318x107"[ 001701 | 19x107 ™ 0.01322 11%107™
| desvio | [ 591077 [27%10° [ 54%10°% | 25x107% [ 51%107°% |
a | —032128 | —02778 | —0.31997 | —0.28155 [ —0.31895
4 | bl 1.20842 1.40282 1.21721 1.39074 1.22445
| c [I23%10°F 43107 [279%10 [ 1.0« 107" [1.85% 10"

desvio | | 411070 1191077 | 471071 | 1.9x107° [ 5.2%107F |

Tabela A.3: Os parametros das quatro opcoes de curvas de ajuste do comportainento critico para
cadeias alternadas no intervalo [0,1] com N =19, N =20, N = 21 e N = 22 sitios em fungao de 4.

lajuste] | N=19 | N=20 | N=21 | N=22 |

a | —0.28165 —0.317 —-0.28412 | —0.31626
1 [b 1.36278 1.22417 1.35535 1.22872
c 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo)
[ desvio | | 20x1073 | 681077 [ 1.98%10° [ 7.3%x107 |
a | —0.03429 [ —0.03989 [ —0.03465 [ —0.03975 |
2 b [623+x10"7 [1.83%107" [9.96% 10" | 237+ 1079
c 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo)
[desewo ] ] 0056 [ 0069 [ 0056 [ 0069 |

a | —027614 | —0.32917 | —0.28018 -0.32792

3 b | 4/3 (fixo) | 4/3 (fixo) | 4/3 (fixo) 4/3 (fixo)

c 0.01018 | 87510~ | 0.00766 |6.17+1071

[desvio | ] 23x1077 | 48%1077 [ 22x107° [ 4.6+107° |
a | —0.28449 [ —0.31812 | —0.28687 | —0.31744

4 b 1.38108 1.23017 1.37292 1.23504

c | 491077 [154%107" [264%10" " [1.04 x 1071

| desvio | ] 1.8%107% | 57%107% | 1.8%107° [ 6.1%1077 |
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Tabela A.4: Os parametros das quatro opgoes de curvas de ajuste do comportamento critico para
cadeias alternadas no intervalo [0, 1] com N =61, N = 62. N = 63 e N = 64 sitios em fungédo de 4.

[ajuste] | N=61 | N=62 | N=63 [ N=64 |
a | —0.29997 [ —031142 | —0.30025 | -0.31134
1 |b | 1.30725 1.26048 1.3064 1.26106
c 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo)
[desvio |  [151%107°] 1.0x107% [ 151107 [ 1.0x 1073 |
a | —00369 | —0.03874 | —0.03694 | —0.03872
2 b 16910771 121070 | 1.0x107™ | 42107 "
c 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo)
[desvio] [ 58%107° ] 63+107 [ 59107 [ 63%107 |
—0.3035 —0.31968 --(0).30385 —0.31954

a
3 b | 4/3 (ixo) | 4/3 (fixo) | 4/3 (fixo) 4/3 (fixo)
c | 48%1077 1 43%10°" [ 461071 [ 3951071 |
Ldesvio | [145107° ] 28%10°° [ 1.46x10° [ 28%107% |

a | —0.28449 | —0.31812 | —0.28087 | —0.31744
4 [ b [ 138108 1.23017 1.37202 1.23504
c [49%107" [154%107"[264%107" | 1.04% 107"
[desvio] [1.35x1073]885%107% [ 1.35%x1073 | 891077 |

Tabela A.5: Os parametros das quatro opgoes de curvas de ajuste do comportamento critico para
cadeias alternadas no intervalo [0.0.01] com N = 9. N = 10. N = 11, N = 12 ¢ N = 13 sitios em
funcao de 4.

lajuste ] | ON=9 | N=10 | N=11 | V=12 | N=13 |
| a | —0.61815 | —0.19639 | —0.7128 | —0.18356 | —0.8003
1 b 1.99942 1.01256 | 1.99913 1.01595 1.99376
c 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo)

[desvio [ [ 1.0x10° [ 1.1x10° [ 1.7%107° [ 1.3%107° [ 2.7%107° ]
a | —1.12823 | —0.37525 | —1.30099 | —0.35034 | —1.46108
2 b | 1.79818 0.82056 1.79789 0.8239 1.79752
c 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo)

[desvio | [ 44%107° | 28%107° [ 52%107" | 23%x10°° | 5.9 107" |
—4.51177 | —0.93651 | —5.19816 | —0.86023 | —5.83156
4/3 (fixo) | 4/3 (fixo) | 4/3 (fixo) | 4/3 (fixo) | 4/3 (fixo)
c | 330748 [14x10 "] 330604 [1.0x10"™] 3.30424
[desvio | [ 151077 [ 1.0%10* [ 171077 | 95%107° [ 1.9%1077 |
—0.61815 | —0.2361 | 07128 | —0.23135 [ —0.8005
1099421 0.95808 | 1.99913 | 0.94712 | 1.99876
29107 1 028357 | 9.9+107 " 035815 | 1.2%107"
[desvio | [ 1.0x107 [ 15107 [ 1.7«107" [ 1.7%1077 [ 2.7% 1077 |
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Tabela A.6: Os pardmetros das quatro opcoes de curvas de ajuste do comportamento critico para
cadelas alternadas no intervalo [0.0.01] com N = 14, N = 15. N = 16. N =17 e N = 18 sitios em
funcéao de 4.

ajuste } | N =11 [ N :11L T 16 } —
: 3 T

=17 [ A =18 |

{

a | —0.17374 | 0.88267 | () 16605 96016 | —0.15993
1 b | 1.01941 | 1.99831 | 1.02291 1.99777 1.02645
B c 0 (fixo) 0 (fixo) | 0 (fixo) T ) (fixo) 0 (fixo)
[desvio | [ 14107 T41%1077 ] 1.6%107" [ 591077 [ 1.7%107" ]

a | —0.33145 [ —~1.61108 | —0.3167 | —1.75256 | —0.30493
3 b | 08273 1.79707 1 0.83074 1.79654 0.83422
c 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo) 1 (fixo)
desvio | [ 19%107° [6.7x10%]1.56%10°[74+10°% [ 1.3x10°F ]

a | —0.80047 | —6.42178 | —0.75209 | —6.97474 | —0.71194
3 b | 4/3 (fixo) | 4/3 (fixo) | 4/3 (fixo) | 4/3 (fixo) | 4/3 (fixo)
| c [16+10° 1 330203 | 5%10°® | 3.29930 |4.2%10 1
| desvio | [ 86%107° [21%1077 [ 8.0x107" [ 231077 [ 7.5 107" |
a | —022978 [ —0.88267 | —0.23299 | —0.96016 | —0.23051 |
4 b | 093614 | 199831 | 0.91427 1.99777 0.92517
c | 04332 [3«1077 1 058336 [1.9x10"7 [ 050836 |
desvio | ] 19107 1411077 1 191077 1 99%10° [ 21107

= —

Tabela A.7: Os pardmetros das quatro opgoes de curvas de ajuste do comportamento critico para
cadeias alternadas no intervalo [0,0.01] com N = 19. N =20, N = 21 e N = 22 sitios em funcio
de 6.

[ajuste] | N=19 [ N=20 | N=21 [ N=2 |
a —1.03301 —0.1551 —1.10249 —0.1515
1 |b 1.99704 1.03068 1.99628 1.03434
c 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo) 0 (fixo)
[desvio [ | 94x107° [ 28x10° [ 12x10% | 20x10° |
a | —1.87846 —0.29195 —1.7943 —0.28727
2 |'b 1.79505 ().83743 1.7943 0.84104
c 1 (fixo) (ﬁ\'()) 1 (fixo) 1 (fixo)
[deswo | ] 84x10° T 924107 [ 92+10° | 69107 |
a | 734185 | 0067350 | -T.818T3 —0.64463
3 b 4/3 (fixo) 4/:§~--ﬁxo 1/3 (fixo) 4/3 (fixo)
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