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Escoamento hidrico ambiental, em meios superficiais e subsuperficiais acopla-
dos, é tipico de sistemas de bacias hidrograficas. Neste problema sazonal, o fluxo
varia de direcao do canal fluvial para o meio poroso, e vice-versa, no tempo. Nesta
situacao de alternancia de direcao de fluxo e de acoplamento dos meios de escoa-
mento, polui¢ao e contaminantes podem ser transportados pela dgua. Lidar com
este problema requer o desenvolvimento de um modelo computacional realista para
adequadamente simular o escoamento entre estes dois meios e através da superficie
de interface. Esta tese aborda esta prévia etapa de projeto. O modelo computa-
cional é robusto em que os resultados numéricos estabilizados superam oscilagoes
ficticias no campo de velocidade, pela abordagem do CAU, em situagao de con-
veccao dominante, e controlam os modos espirios na pressao, pelo procedimento
do FHS. O modelo é plenamente acoplado, transiente, e em elementos finitos.
Solugoes numéricas correspondem as da literatura. As solugoes obtidas sao fisica
e numericamente consistentes. As solugoes sao convergéntes, pela verificacao da
consisténcia da formulagao numérica e pela estabilizacao das aproximacgoes polino-

miais. Foi verificada a conservacao da massa.
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Flow of water in environmental surface and subsurface media is a typical
river basin behavior. A seasonable phenomenon, in both domains of flow, oc-
curs since the flow direction changes from rivers to subsurface porous medium
or vice-versa, in time. Is this behavior, pollution and contaminants may be car-
ried by water. To deal with this problem a realistic computational model must
be developed to adequately simulate this coupled flow in those media and across
the common interface. This thesis deals with that previous step of design. The
computational model is robust in the meaning that stabilized numerical results,
of CAU (Consistent Approximate Upwinwd) formulation, overcome spuri-
ous oscillations in the velocity field, and avoid spurious modes in pressure results,
with FHS (Franca Hughes and Stenberg procedure). The full-coupled sta-
bilized finite element model is able to approximate convective dominant transient
surface/subsurface flows. Numeric results corresponds to those of the literature.
Developed examples are physically and numerically consistent. Convergence of
the numeric solutions are assured by consistency in numeric formulation and by

stabilizations of polynomial approximations. Mass conservation was assured.
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Capitulo 1
Introducao

1.1 Motivagao

A agua é substancia essencial a geragao e sustentacao da vida baseada em
carbono, como a conhecemos. Disponivel sob varios estados, é encontrada em quase
todos os ambientes, sendo uma das substancias mais disponiveis no planeta (Braga
et al, 2002). Constitui um recurso natural renovével por meio do ciclo hidrolégico,
ou seja, um insumo disponivel na natureza. Apesar de renovavel tem carater
finito, sendo as reservas de dgua limitadas. Sendo sua disponibilidade finita, o
valor decorrente desta disponibilidade tem se elevado ao longo do tempo. A sobre-
valoracao do recurso agua encontra dependéncia quanto a qualidade deste recurso
e quanto as exigéncias de tratamento que lhe possam ser necessarias. Seu valor é
atribuido pela importancia para a vida, bem como uso, consumo, e producao de
energia, de bens, e de mercadorias. Tal importancia justifica estudos do escoamento
deste fluido. A hidrodinamica do escoamento acoplado deste fluido em uma rede
de canais sobre meio poroso tem sido foco de atencao de recentes pesquisas. Sua
simulagao computacional com maior proximidade da fisica do problema real é
objetivo desta tese.

O escoamento deste fluido Newtoniano, a agua, entre canais de rios, o dominio
superficial, e o meio subsuperficial, poroso, é parte do universo de fenomenos e
aplicacoes relacionadas a simulacao computacional em hidrodinamica. O escoa-

mento viscoso deste fluido, em um canal parcialmente preenchido com um meio



poroso, ocorre em alguns processos de filtragem industrial (Hanspal et al, 2006), em
processos de transporte bioldgico (Deng & Martinez, 2005), na andlise dos efeitos
de rajadas de vento (Lemos, 2005), e no uso e conservacao de recursos hidricos
este ultimo foco desta tese, exigindo o estabelecimento de modelos computacionais
robustos para a simulagao do escoamento acoplado, como desenvolvido por Cai
(2008).

O escoamento acoplado de um fluido em um canal de, ou para, um meio
poroso ocorre em problemas de filtragem industrial e no meio-ambiente. O pro-
cesso pode transportar substancias que afetam reservas de dgua doce (Hanspal
et al, 2006; Sophocleous, 2002). Tais efeitos sao condicionados pelas caracteristicas
do escoamento acoplado. Uma melhor compreensao deste tipo de escoamento
é necesséaria (Sophocleous, 2002) para quantificar de forma precisa os recursos
hidricos, bem como viabilizar avaliagoes de danos ambientais originados por descartes
em cursos ou reservas de agua doce, de poluentes ou contaminantes, originados de
acoes antrépicas, afetando a disponibilidade de recursos hidricos.

A caracterizacao do problema de acoplamento exige o estabelecimento de
um modelo computacional realista capaz de considerar os fenomenos fisicos do
acoplamento do escoamento de fluido entre estes meios, e para a compreensao
mais proxima possivel do fendmeno real.

Neste trabalho considerou-se o acoplamento de escoamento de dgua em um
sistema ambiental composto por canal superficial inserido em substrato composto
por meio poroso. Sendo um fenomeno sazonal, com variacao temporal da dinamica
do fluxo, este escoamento acoplado necessita ser tratado como transiente em sua
totalidade independente de sua natureza superficial ou subsuperficial. Estes as-
pectos somente recentemente tém sido considerados, e nao de forma plena, pelos
modelos atuais (Miglio et al, 2003; Cai, 2008). Uma forma eficiente de abordar
estes problemas reside no estabelecimento de um modelo computacional assegu-
rando uma solucao acurada, desenvolvida em tempo finito e em um procedimento

economico.



Ponto sensivel é no estabelecimento do modelo matematico considerado é o
avango obtido em relacao ao tratamento desenvolvido pela hidrologia. Nesta area
¢ usual o emprego das equacoes de Saint-Venant para modelar o escoamento su-
perficial, em presenca de superficie livre (Gunduz & Aral, 2005). Esta metodologia
somente viabiliza a aquisicao de vazoes médias e, estimativa do nivel da superficie
livre do liquido, com base na secao transversal do canal de escoamento, porém
as distribuigoes de pressao e de velocidade do fluxo permanecem incognitas. Esta
ultima somente pode ser avaliada por valores médios nas secoes transversais do
canal de escoamento, enquanto a pressao nao ¢ avaliavel por esta abordagem.
Descartar a necessaria continuidade entre a carga hidraulica e a pressao total no
fluido livre em torno da interface (leito do canal) apresenta-se como uma perda
de acuracia na aproximacao da solucao - um equivoco severo. No modelo que
propomos, sao consideradas as relagoes de acoplamento entre o nivel da superficie
livre do fluido em escoamento no canal superficial e a condicao de incompressibil-
idade desenvolvida da conservacao de massa no problema. O modelo é, portanto,
incompressivel, com relagao ao fluido em escoamento, e verifica a conservacao de
massa.

Para modelar o balanco de forgcas no escoamento superficial aplicamos as
equagoes de Navier-Stokes, combinadas com a equacao de continuidade e com a
equacao de posigao da superficie livre. Quanto ao escoamento (percolagao) do
fluido no meio poroso empregamos uma combinacao das equagoes de Richard, em
termos de carga hidraulica, como equacao de conservacao de massa, e de Darcy,
uma equacao de balango de momentum linear. Considerou-se na superficie de in-
terface entre os subdominios de escoamento o balanco de pressoes, a continuidade
do escoamento, e uma condicao de tensao de cisalhamento como em Galeao et al
(2007). A estrutura sélida (esqueleto) do meio poroso foi também considerado in-
compressivel, além de indeformavel, e portanto rigido. O fluido em escoamento
neste meio é uma mistura de ar e agua fluindo a pressao atmosférica na sua

regiao nao-saturada. Elementos finitos de menor ordem foram considerados na



formulagao, além de combinagoes polinomiais, em elementos finitos, de ordem su-
perior, tanto para o escoamento superficial, como para a percolacao subsuperficial.
Esta abordagem fornece resultados extremamente favoraveis, comparando positi-
vamente resultados entre elementos que satisfazem a condicao LBB e elementos
que nao passam por este critério, conforme determinado por Galeao et al (2008);
E. Hanert (2002); Dvorkin (2001).

A incompressibilidade da dgua é uma propriedade fisica, inerente a pequena
variacao de volume em resposta a solicitacoes de esforcos externos ao meio fluido,
em condigoes normais de temperatura e pressao. Esta hipdtese é assumida como
vélida, estando associada com o elevado médulo de elasticidade intrinseco 3 desta

substancia, sendo p a pressao total neste fluido, e p a massa especifica:

dp = Bdp/p (L1)

onde 3 = 2,298.10°K Pa. Esta aproximacio tem origem no perfodo histérico de
formulagao dos problemas hidrodinamicos em diferencas finitas, conforme Tanehill
et al (1997) e Gresho & Sani (2000), como uma simplificagao aceitavel, com erros
despreziveis, para atender a conservacao de massa.

A necessidade de descricao mais precisa do escoamento acoplado de agua
em calhas fluviais com a percolagao no solo e da transferéncia de substancias
entre estes meios é parte do estudo dos processos que tém a agua por veiculo.
Sendo substancia essencial a vida, sua disponibilidade e qualidade condicionam a
existéncia e troca de substancias, nos, e, entre os ecossistemas. Particularmente
em sistemas acoplados de bacias hidrograficas e aqiiiferos, o fluxo de substancias
¢é condicionado pela corrente hidrica, e pelas caracteristicas fisicas do solo onde se
situa a bacia. Faz-se necessario modelar este processo de transferéncia de massa,
sendo que os modelos computacionais desenvolvidos, até o presente, o tém como
principal objetivo de pesquisa na area (Weill et al, 2001). Esta troca ocorre, entre
estes sistemas de escoamento, na zona de troca de massa denominada em hidrologia

como "hyporheic zone”, regiao em que a dgua da corrente hidrica sofre mistura



com o fluido da regiao subsuperficial (Runkel et al, 2003).

A presenca de condicgoes fisicas adequadas dos recursos hidricos é funda-
mento condicionante da sua utilizacao pelos seres vivos. Os mesmos mecanismos
fisicos e quimicos que agem no transporte e dispersao de matéria, substancias, e
elementos entre, e para, os seres vivos e respectivos habitats, também determi-
nam a propagacao de poluentes e contaminantes, com efeitos danosos sobre os
ecossistemas. A disponibilidade de agua estd associada assim tanto com a quan-
tidade, como também com a qualidade da agua. Na concepcao deste trabalho
consideramos que este seja uma primeira etapa no desenvolvimento futuro de um
modelo associado a necessidade de determinacao quantitativa da disponibilidade
e da qualidade da agua armazenada em bacias hidrogréaficas, e nos respectivos
aquiferos subterraneos. Este trabalho busca também contribuir em etapa futura
a compreensao dos processos de transporte e dispersao de poluentes e contam-
inantes, em sistemas de escoamento superficial e subsuperficial interligados, e a
compreensao dos respectivos mecanismos de acoplamento.

O presente trabalho concentra-se no desenvolvimento e validacao do mod-
elo computacional de fluxo de agua em sistema acoplado composto por canal de
escoamento superficial de bacia hidrografica com percolagao em meio poroso con-
tribuindo para a caracterizacao da quantidade e disponibilidade da agua nos sub-
sistemas de escoamento/percola¢ao. As solugoes do modelo fornecem estimativas
temporais de valores numéricos das variaveis primitivas que descrevem o problema,
para a descricao aperfeicoada do acoplamento, quantificando as varidveis fisicas a
partir do estudo dos mecanismos de conveccao e difusao. Os sistemas acoplados
sao o de escoamento superficial, com superficie livre, e de percolagao subsuperfi-
cial, em meio poroso. O modelo tem aplicacao a sistemas de bacias hidrogréficas.
Pretende-se futuramente efetuar a extensao do modelo a outras areas de aplicacao,
explorar consideracoes tedricas da formulagao em elementos finitos, e o desenvolvi-

mento de métodos numéricos a partir do modelo complexo aqui estabelecido.



1.2 Estado da arte: revisao bibliografica

A solugao do problema de escoamento hidrico entre sistemas acoplados,
canais de rios e regiao subsuperficial nao saturada de aqiiifero, contribui para
estudos tais como: (1) quantificacdo dos acumulos, distribuicdo e absorgao de
substancias, poluentes e/ou contaminantes no meio ambiente, (2) a compreensao
e analise de fenomenos relativos a hidrologia e hidrodinamica de sistemas de ba-
cias hidrogréficas, envolvendo evapotranspiracao, e determinagao do campo de ve-
locidades, (3) determinacao da capacidade de aproveitamento de aqiiifero, limites
de bombeamento, e estabelecimento da capacidade de recarga do sistema bacia -
aqiiifero, (4) caracterizacao da magnitude das permutas de substancias na zona de
troca (hyporheic), dentre outros. Estudos, anélises e simulagoes desses fendmenos,
com consideracao parcial do acoplamento, em regime estaciondrio ou transiente,
tém sido parcialmente abordados na literatura cientifica especializada.

A abordagem hidrolégica tem sido empregada historicamente para a anélise
e simulagao do problema de acoplamento aqui tratado, porém limitando a pre-
cisao nos resultados a média dos campos das variaveis do problema, e prescindindo
da determinacao direta, obtida da solugao numérica computada pelo modelo, da
variacao de nivel da superficie livre da agua nas calhas fluviais, informacao de im-
portancia na determinagao do regime de dguas, recarga de aqiiiferos e calculo de
inundacoes. Historicamente as trocas de fluido hidrico entre sistemas de fluxo su-
perficiais e sistemas subsuperficiais tém sido modeladas computacionalmente pelo
emprego de interface de transferéncia de varidaveis e parametros entre estes sis-
temas, ou por adocao de termos de fonte nas equagoes do modelo, buscando-se
obter a convergéncia de solugoes, ora por métodos iterativos para a determinagao
das quantidades fisicas comuns aos dois sistemas, ora por contabilizacao das quan-
tidades fisicas associadas aos termos de fonte.

Os modelos atuais, objeto de trabalhos publicados, sao em geral iterativos,
uni ou bidimensionais para o escoamento hidrico na rede fluvial, e bidimension-

ais para o escoamento subsuperficial. Somente Miglio et al (2003) e Cai (2008)



trataram parte do dominio do modelo de forma tridimensional, para o subdominio
determinado pelo meio poroso, exigindo maior poténcia de processamento com-
putacional. Trata-se de modelos transientes, sendo o hidrodinamico superficial
aplicado a fluido incompressivel. Como usual em modelos fundamentados nestas
hipéteses, o sistema hidrodinamico superficial foi modelado matematicamente pelas
equacoes de conservacao de massa e momentum, pela abordagem das equagées
de Navier-Stokes. Neste trabalhos o problema de escoamento subsuperficial em
meio poroso estd determinado pela infiltragao hidrica percolando nos poros, condi-
cionada pela pressao total no fluido em escoamento livre, pela acao gravitacional,
pela porosidade, a capacidade hidraulica e parametros do solo. A matriz sélida
e a fase liquida do fluido apresentam comportamento de incompressibilidade, a
percolacao obedece a Lei de Darcy, e a infiltracao é bifdsica, composta por agua
e ar, ocorrendo em meio insaturado. Este problema obedece as equagoes de con-
servacao de massa e momentum para o meio poroso, sendo regido pela Lei de Darcy
de percolagao e pela Equacao de Richards.

Sophocleous (2002) enfatizou que ha necessidade do desenvolvimento de mod-
elos em que a acurada avaliagao da capacidade de armazenamento de reservatorios
subsuperficiais seja determinada pela representacao precisa do acoplamento en-
tre o fluxo superficial e subsuperficial. Sophocleous localizou historicamente a
modelagem matemadtica em diferengas finitas (Riessenauer, 1963) para o estudo
da infiltracao no solo da agua de irrigagao de um canal nao linear, com presenca
de meandros, o modelo de recarga de aqiiiferos e de reabastecimento de rios por
aqiifferos de Stephens (1996), o modelo transiente de Peterson & Wilson (1988) do
problema de recarga de aqiiferos por correntes superficiais a partir de len¢dis de
agua rebaixados por bombeamento, e o modelo matematico de Winter (1995) de
troca de fluido hidrico entre canais superficiais e reservatérios subterraneos com
base nas oscilagées do nivel do lengol freatico e das condigoes de saturacao do solo.

Miglio et al (2003) e Discacciati et al (2002) apresentaram um modelo par-

cialmente transiente de acoplamento dos dois sistemas incluindo uma interface de



troca de quantidades fisicas entre estes, associando os processos de fluxo de fluido
hidrico com superficie livre em canal superficial com a percolacao deste mesmo
fluido em meio poroso. O primeiro fendmeno é regido pelas equacoes de Navier
- Stokes transientes quase tridimensionais para aguas rasas e o segundo pela Lei
de Darcy - conservacao de momentum - e por uma equacgao de conservacao de
massa (continuidade) transiente, tridimensionais. O estabelecimento de condigoes
de interface determinou neste modelo o acoplamento dos dois sistemas, pela de-
terminacao de uma funcgao de pressao, a partir da carga piezométrica. O modelo
computacional ficou estabelecido por uma formulacao variacional fraca, em elemen-
tos finitos, para a discretizacao espacial. Quanto a evolucao temporal do modelo,
os autores adotaram diferencas finitas no tempo, Euler implicito, para o dominio
poroso, e fracionario para cada passo de tempo para a posi¢ao da superficie livre
no fluxo superficial. Trata-se, portanto em ambos os sistemas, de uma abordagem
numérica semi-discreta. Nestes trabalhos os termos transientes para os campos de
velocidades (planar e vertical) foram desconsiderados, sendo computados somente
para os campos referentes a posicao da superficie livre e a carga hidraulica.

Cai (2008) considerou o problema de escoamento acoplado de um fluido es-
coando livremente sobre um meio poroso, a semelhanca do abordado pelo grupo
de pesquisa integrado por Miglio et al (2003). Eu sua tese, Cai inicia o desen-
volvimento do modelo mateméatico fundamentado nas equacoes de Navier-Stokes
(ou Stokes, em algumas solugbes), com satisfacdo da equagdo de continuidade
(condic@o cinemadtica), e Darcy, para o meio poroso. Considerando a construcao
do modelo matematico com esta conformacao resultaria um problema de ponto de
sela. Este foi o procedimento adotado por Miglio. Cai adota um procedimento
distinto, semelhante ao que foi adotado para a construgao do modelo matematico
da presente tese. Reformula seu modelo matemético, em um procedimento tipico
de problemas de dguas rasas, integrando a equacao de continuidade no sentido
vertical a superficie livre em estado de repouso (somente sujeita a atracdo grav-

itacional). A formulacdo discreta é entdo desenvolvida em elementos finitos, em



uma formulacao também semi-discreta, com o tratamento dos termos transientes
por um esquema implicito de diferencas finitas. A solucao numérica do modelo
computacional é entao construida por um algoritmo de dois niveis de solugao, de-
terminando uma aproximacao para o sub-problema difusivo em uma malha fina,
seguido por um procedimento de aproximagao para a contribuigao convectiva em
uma malha menos refinada.

O mesmo problema de acoplamento de escoamentos em dominios acoplados
foi modelado computacionalmente por Lin & Medina-Jr. (2003) e por Panday &
Huyakorn (2004). Os escoamentos considerados foram o superficial, em uma rede
de canais, sobre o solo (devido ao "run off”, escoamento de dgua em um plano
superficial devido a gravidade), e um terceiro devido a percolagao (escoamento)
subsuperficial, em meio poroso de saturacao variavel. Os primeiros consideraram o
escoamento superficial e a percolacao no meio poroso, enquanto os segundos acres-
centaram a este sistema de equagoes o escoamento superficial da lamina de agua so-
bre o solo ("run-off”). Ambos os trabalhos consideraram para o sistema de equagoes
uma formulagao em abordagem tridimensional para a percolacao em meio poroso.
Para o escoamento com superficie livre na rede de canais de bacia hidrogréfica, este
foi considerado como sendo unidimensional; enquanto o escoamento sobre o solo foi
modelado em abordagem bidimensional. Nestes modelos o acoplamento entre os
sistemas de escoamento é representado por termos de fonte para acoplamento lat-
eral: escoamento subsuperficial - escoamento sobre o solo - escoamento superficial
(canal aberto). Para o primeiro é empregada a equacao de Richards formulada
em termos de carga hidraulica e saturacao, para o segundo sistema é adotada
a equacao de aguas rasas de Saint Venant, em termos da area média molhada da
secao transversal de escoamento, da qual resulta a determinacgao da elevagao média
da lamina de agua sobre o solo, na secao, e para o terceiro escoamento é empregada
esta mesma equacao, unidimensional, para a determinacao da vazao e desta mesma
variavel no canal. No trabalho de Panday e Huyakorn o modelo acoplado considera

o armazenamento de fluido hidrico devido as depressoes topograficas no terreno, a



existéncia de evapotranspiracao, e o armazenamento hidrico devido a presenca de
vegetacao. Ambos os grupos de pesquisadores trataram numericamente o sistema
de equagoes por uma discretizacao em diferencas finitas, no espaco, e evolugao tem-
poral em formulacao semi-implicita. Assim como em nossa formulagao, os termos
nao lineares da formulacao sao tratados pela abordagem de aproximacoes sucessi-
vas do Método de Picard, um procedimento fundamentado na teoria de equacoes
de diferencas ou férmulas de recursao. Esta abordagem é uma modificacao do
conhecido Método de Newton-Raphson.

Recentemente Gunduz & Aral (2005) estabeleceram um modelo computa-
cional para o problema com solucao temporal iterativa simultanea para o escoa-
mento acoplado em rede de canais com o subsuperficial. A conexao dos dois sis-
temas, o superficial e o subsuperficial, é obtida pelo fluxo lateral entre o canal
ribeirinho e o subsolo, por meio de um termo de fonte de massa e de um termo
de fonte de momentum. A formulacao matematica é obtida pelas equacoes de
Navier-Stokes para momentum e continuidade em termos de vazao (Saint Venant),
para o fluido superficial, e pela equagao de conservacao de massa e Lei de Darcy,
para a percolacao no meio poroso. Perceba-se que, no procedimento hidrolégico
se trata do mesmo modelo conceitual que o da abordagem hidrodinamica, como
adotado por Miglio et al., Cai, e nesta tese, porém o modelo matematico é dis-
tinto do de Gunduz e Aral e de outros hidrologistas. Para este tltimo grupo de
pesquisadores as equacoes sao tratadas tal que as variaveis sao expressas como
varidveis médias da vazao e da drea (molhada) da se¢do transversal, sendo estas
as variaveis primitivas. Trata-se da formulacao de Saint Venant, para dguas rasas,
e da combiacao das equagoes de Richards e de Darcy, para o meio poroso. Em
Gunduz e Aral, a formulacdo numérica, para a solucao computacional do prob-
lema acoplado, considerou um esquema de diferencas finitas progressivas, para a
discretizacao temporal de ambos os sistemas, um esquema implicito unidimen-
sional de diferencas finitas progressiva para a discretizacao espacial do fluxo no

canal ribeirinho, e uma formulacao variacional em elementos finitos por Galerkin
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classico para a discretizacao espacial do fluxo no meio poroso. Esta formulagao é
semi-discreta para o dominio subsuperficial, e em diferencas finitas classicas, con-
sidernado uma célula de quatro pontos (dois no espago e dois no tempo) para o
sistema superficial. E interessante observar que a formulagao classica de Galerkin,
empregada por estes pesquisadores permitiu a obtencao de solugoes extremamente

préoximas de dados reais.

1.3 Caracterizacao comparativa dos modelos atuais

O desenvolvimento de modelos matematicos e de simulacoes computacionais,
associando o acoplamento e as interacoes entre os fluxo hidrico em canais superfici-
ais e a hidrodinamica subsuperficial, tem sido um problema com poucas referéncias
na literatura.

Os modelos que tratam do acoplamento do escoamento hidrico entre sistemas
de escoamento superficial e subsuperficial seguem duas linhas de desenvolvimento
conceitual. A primeira corresponde aos modelos que tratam o campo de veloci-
dade no canal ou a vazao com superficie livre por valores médios. Estes modelos
matematicos ficam descritos pelas equacoes de Saint Venant, e a percolagao no
solo pela equacao de Richard em termos da carga hidraulica. Por hipotese este
procedimento considera valido expressar as variaveis do problema em termos de
valores médios na secao transversal de escoamento. Neste caso nao é possivel
descrever a variagao do nivel da superficie livre pontualmente, bem como as dis-
tribuigoes de velocidades de escoamento no canal de escoamento livre e no meio
poroso. A segunda classe de modelos descrevem matematicamente o problema
pelas equagoes de Navier-Stokes e Richard-Darcy, descrevendo os campos pontual-
mente em uma abordagem Euleriana ou Lagrangeana-Fuleriana. Tais modelos,
consideram a hipdtese de regime estacionario para o escoamento com superficie
livre, até o presente. Ambas as abordagens apresentam como caracteristica comum
a adocao de hipodteses, como estas citadas, que restringem as solucoes obtidas pe-

los modelos a aspectos do problema que somente de forma parcial representam a
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realidade do escoamento acoplado entre aqueles sistemas.

No desenvolvimento deste trabalho, detectamos, que no momento atual estes
estudos longe de apresentarem um modelo que considere sob uma 6tica ampla os
fenomenos envolvidos no acoplamento, nao sao conclusivos, com relacao a com-
preensao dos mecanismos de acoplamento entre sistemas de escoamento superficial
e de percolagao subsuperficial. Avaliamos também, a partir da pesquisa bibli-
ografica, caréncia de artigos envolvendo aplicagoes de métodos numéricos, partic-
ularmente em elementos finitos, & compreensao do problema. H& inexisténcia de
modelos que considerem campos de velocidade de elevada magnitude, e auséncia
de formulacoes que considerem estabilizacao para captacao de solugoes numéricas

que nao prescindam desta caracteristica.

14 Consideragoes sobre o modelo proposto

A pesquisa bibliografica indicou predominancia de modelos formulados em
diferencas finitas e a verificacdo de auséncia de tratamento sob uma abordagem
integralmente desenvolvida em elementos finitos, como em formulacgoes espaco-
tempo. As atuais formulagbes em elementos finitos (no espago) consideram um
esquema implicito no tempo, resultando em uma formulacao semi-discreta, a qual
seguiremos no modelo proposto. Nao foi localizado até o presente um modelo em
que ocorra predominancia do termo advectivo sobre o difusivo. Iremos considerar
esta possibilidade.

O modelo computacional, objeto de foco do presente trabalho, em elementos
finitos, adota aquela formulacao, para efetuar a aproximacao de um conjunto de
variaveis, ou seja, seis campos, para a estimativa da solucao do problema acoplado
em cada ponto nodal da malha de elementos finitos. O acoplamento dos dois sub-
dominios de escoamento foi possivel em presenca de interface de transferéncia de
variaveis, no estabelecimento da combinacao adequada de elementos finitos para
aproximacao das incégnitas: campos de velocidades, carga hidraulica no fluido em

meio poroso, nivel da superficie livre, e da pressao no fluido livre. A abordagem do
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problema de acoplamento entre o fluxo superficial e o escoamento subsuperficial,
em sistemas de calhas fluviais e segmento nao saturado do meio poroso, adjacente
a calha fluvial e ao aqiiifero associado. A modelagem computacional, considera o
estabelecimento de solugoes aproximadas, tratando o sistema de equacoes varia-
cionalmente. O problema fisico estabelecido estd associado as interagoes entre os
dois sistemas de escoamento hidrico.

Nas condigoes ambientais, de que se ocupam os modelos, o fluido em escoa-
mento superficial e a fase liquida do fluido em percolacao subsuperficial, apresen-
tam comportamento incompressivel, no sentido que a massa especifica do elemento
representativo do fluido, no sentido da teoria do continuo, nao varia sob oscilagées
da pressao total atuante; além disso, cinematicamente a conservagao de massa
implica em incompressibilidade do escoamento, conforme Gresho & Sani (2000)
e Dvorkin & Goldschmit (2006). Ainda que sob bruscas variagbes das condigées
de escoamento, resultando em elevadas magnitudes do campo de velocidade para
o escoamento superficial, como em presenca de inundagoes, contribuicoes laterais
de fluxo ao sistema acoplado, e presenca de fortes oscilagoes de marés em sistema
estuarino de fluxo superficial, o comportamento de incompressibilidade do fluido
se mantém. Contudo destes eventos podem resultar fortes gradientes no campo
de velocidades superficial, requerendo o tratamento do problema sob a Otica da
conveccao dominante.

Para a consideragao de fortes variacoes no gradiente do campo de veloci-
dades, rumo a uma generalizacao de sua aplicagao, é exigido um tratamento, para
captura de solugoes, por método numérico estabilizado, permitindo a simulagao
mais proxima de uma correspondéncia com a fisica real do escoamento em redes
fluviais, no futuro préximo. Tal procedimentro foi implantado no modelo com-
putacional, considerando-se ainda a captura de solugoes associadas as estimativas
realistas da pressao hidrodinamica pelo modelo. O primeiro requisito é o caso de
contribuigoes laterais para a corrente hidrica em rios, devido a contribuicao de

afluentes a calha principal da bacia. O segundo permite obter respostas, solucoes
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do problema de escoamento acoplado, sem poluicao de origem numérica, compro-

metedoras da qualidade destas solugoes.

1.5 Acoplamento do modelo superficial com o subsuperficial

O problema, para o qual consideramos propor solucao, estabelece a hipotese
de acoplamento entre os dois sub-dominios de escoamento, requerendo a imposi¢ao
de condigoes de acoplamento do escoamento superficial com a percolacao subsu-
perficial para o fechamento do sistema de equagoes, tal que este seja compativel
com esta hipdtese.

O acoplamento do escoamento ocorre fisicamente, devido a existéncia de
fluxo de fluido em canal em presenca de superficie livre de ou para um meio
poroso, sendo ainda um fenémeno sob investigagdo nao plenamente modelado
computacionalmente. Este fenomeno ocorre na natureza, em escoamento hidricos
em calhas fluviais, em sistemas industriais, e em andlise de processos biologicos.
O aspecto plenamente transiente deste problema encontra-se em inicio de inves-
tigacao, sendo a direcao de fluxo dependente da posicao relativa da superficie
livre e do nivel da camada saturada de fluido no meio poroso. Numericamente, a
ocorréncia deste acoplamento de fluxo (fisico) presisa ser reproduzido, para aten-
der a correspondéncia, o mais realista possivel, entre o modelo computacional e o
problema fisico. Exitstem algumas abordagens possiveis para a consideracao de
acoplamento (e sua incorporacao ao modelo computacional), entre aqueles dois
escoamentos, consistem: (1°) na satisfacdo de um conjunto de condigoes de cisal-
hamento, continuidade, e pressao; sendo uma outra abordagem, (2°) a incorporagao
de contribuicoes laterais ou termos de fontes a formulacao; enquanto uma também
possivel (3%) abordagem incorpora a malha de discretizagao, dos meios de escoa-
mento, a presenca de nés de transferéncia de condicoes de restricao ao escoamento.

A questao vital associada ao escoamento acoplado, do (para o) meio su-
perficial para o (do) subsuperficial, reside entdao na abordagem adotada para o

tratamento do mecanismo de acoplamento dos escoamentos. Desde que Brinkman
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(1947) prop6s uma corregao para a Lei de Darcy, e posteriormente Beavers &
Joseph (1967) propuseram a premissa de descontinuidade da tensao de cisalhamento
na superficie de interface entre estes subdominios, a verificagao de uma condigao
de interface associado a tensao de cisalhamento tem sido alvo do trabalho de
pesquisadores. Kubik & Cieszko (2005) desenvolveram uma forma geral das equagoes
de balango em torno daquela superficie de descontinuidade, verificando as condigoes
de continuidade para a velocidade de escoamento, nas dire¢oes tangente e normal
a superficie, bem como para a tensao de cisalhamento no fluido. Esta abordagem
das condicoes de interface foi verificada ser uma generalizagao da condi¢ao de nao
aderéncia de Beavers & Joseph (1967).

As condicoes de interface, aqui consideradas, para o acoplamento do escoa-
mento superficial com a percolacao subsuperficial do fluido Newtoniano incom-
pressivel ficam, a luz destas consideracoes, determinadas pelo sistema de equagoes
representativo da continuidade do fluido, da descontinuidade da tensao de cisal-
hamento e da compatibilidade entre os campos de pressao (no fluido em escoamento
livre) e de carga hidraulica (para o fluido em escoamento no meio poroso).

Projetamos que o modelo acoplado assim desenvolvido viabilizara futura-
mente, a modelagem do transporte, por processos convectivo e difusivo, de particulas,
de poluentes e/ou de contaminantes em cursos de dgua natural em presenca de
acoplamento deste escoamento com meio poroso. Consideramos ainda que tal
abordagem do problema permitira a exploragao de aspectos do problema de mod-
elagem de filtragem industrial. As aplicagoes a despolui¢ao ambiental e redugao
dos efeitos da poluicao industrial sao a extensao natural para este desenvolvimento
de pesquisas.

O problema aqui abordado estd, assim, associado com a manutencao das
condicoes de pureza dos recursos hidricos, ou a gestao destes recursos colabo-
rando no desenvolvimento sustentavel de regides de bacias hidrograficas. A plena
compreensao do fenomeno fisico-quimico de reducao da carga fisica, quimica e

bioldgica das substancias contaminantes e poluentes originadas de efluentes liquidos
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lancados em sistemas aquaticos, requer o desenvolvimento de modelos computa-
cionais que permitam observar o padrao de troca de massa (dgua) em sistemas
hidricos, analisa-lo fisica e matematicamente, e processar o elevado volume de da-
dos originado por este processo. Desta forma, sao gerados resultados que permitam
analisar a migracao de efluentes, verificar o impacto, na biosfera do lancamento
destes efluentes e propor mecanismos e processos de minoragao ou eliminacao do
impacto ambiental decorrente, contribuindo com o desenvolvimento sustentavel de
regides geoestratégicas. O problema associado que nos propomos a analisar sera
restrito a regides de bacias hidrogréaficas, com ocorréncia de acoplamento entre o
escoamento superficial e a percolacao subsuperficial da corrente hidrica. A con-
strugao deste modelo e o sucesso da solugao do problema é uma etapa anterior
ao estudo e andlise do transporte advectivo e difusivo de substancias poluentes
ou contaminantes pela corrente hidrica, do mecanismo de difusao, da permeabil-
idade do solo e da difusao daquelas substancias no fluido. O presente modelo
propoe solugao, e metodologia de compreensao e analise, do fluxo de dgua entre os

sistemas acoplados de escoamento /percolagao.

1.6 Consideragoes ambientais

As agoes antropicas modificam a natureza e alteram as relacoes de troca de
matéria e energia nos e entre os ecossistemas. A manutencao da vida humana
no planeta, o consumo de energia, e as demandas por bens de uso, de consumo
e de capital, exigem esta intervencao humana sobre a natureza, retirando desta
insumos na forma de recursos naturais, materiais e energia para atendimento de
nossas proprias necessidades.

Dentre aqueles insumos, a agua enquanto recurso natural, renovavel porém
de disponibilidade limitada, atende necessidades humanas de reposicao dos nossos
proprios fluidos corporais, de higiene, de limpeza e de insumo industrial. A de-
manda por agua de consumo e de higiene exige a sua pureza, livre de elementos

e substancias téxicas, poluentes e de contaminantes devido aos efeitos danosos a
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saide humana. A demanda por dgua industrial solicita a captacao de agua livre de
componentes danosos a equipamentos e bens de producao, suficientemente limpa de
substancias comprometedoras da producao fim da industria e em condigoes fisicas
minimamente adequadas as caracteristicas especificas de cada linha de producao.

As reservas imediatamente utilizaveis de dgua doce, em aqiiiferos, rios e la-
gos, para que mantenham seu carater de renovabilidade, necessitam ter preservadas
suas relagoes com o ciclo hidrolégico. A preservacao de caracteristicas de qualidade
e potabilidade, bem como de recarga de reservas, estao associadas com a disponi-
bilidade deste recurso. Ambos estes aspectos sao necessarios para a manutengao
saudavel e sustentavel da vida e das atividades economicas humanas.

Para areas geograficas especificas hé caréncia de aplicacao de modelos de es-
coamento/propagacao hidrica em sistemas acoplados de bacia hidrografica-aqiiifero,
como na regiao de influéncia da Universidade Estadual de Santa Cruz, UESC, par-
ticularmente nas regioes da Bacia do Rio Cachoeira, do Rio Almada, e de sistemas
de Rios da Baia de Camamu, e demais bacias e areas costeiras no Sul da Bahia e
Costa do Dende.

A importancia de aplicagoes de um modelo de escoamento acoplado, bacia
- segmento superficial de aqiiifero, aquelas Regioes, deve-se a que estas comecam
a experimentar um desenvolvimento em extracao de hidrocarbonetos, além da
politica industrial do Estado da Bahia, bem como devido ao planejamento es-
tratégico fo Governo Federal, os quais prevéem, ou ja tém implantado, na Costas
do Cacau e na do Dendé, uma ZPE (Zona de Processamento de Exportagao),
industrias de transformacao, de geracao de energia, de extracao e processamento de
minerais estratégicos como uranio, niébio e niquel. Todos estes projetos consideram
instalagoes com potencial demanda de agua proveniente de bacias hidrograficas
regionais. Sao fontes de recursos hidricos também os aqiiiferos Barreiras e da Ba-
cia Sedimentar do Extremos Sul da Bahia. Além destas agoes, j4 em execugao,
encontra-se em projeto sistemas de transporte intercontinetal, como a Ferrovia

Leste-Oeste, ligando a Costa Peruana (Oceano Pacifico) a Costa Bahiana (Oceano
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Atlantico). Todas estas agoes sao potencialmente emissoras de fluidos poluentes,
danosos a sistemas hidrograficos, camadas superficiais do solo, e aqiiiferos sub-
terraneos.

Avaliamos que o desenvolvimento atual do modelo computacional aqui apre-
sentado, e seus desenvolvimentos futuros, possam encontrar naquelas regioes forte
contribuicao a preservacao ambiental, em termos de cursos fluviais e aqiiiferos. A
par de atualizagoes de dados de campo por séries historicas, disponiveis na UESC,
e da disponibilizacao atual de recursos computacionais de alto desempenho, podera
ser viabilizada uma validacao realista do modelo em grande escala.

A 4gua existe na Terra totalizando 265, 4x10° toneladas, ou seja, 265,4 qua-
trilhoes de toneladas. Deste total apenas 0,5 % é dgua doce exploravel economica
e tecnologicamente. Considerando que o volume contido nos pdlos é de exploragao
economicamente remota e existe uma parcela nos sistemas ribeirinhos e lacustres ja
bastante afetada por poluentes, a disponibilidade de agua doce utilizavel se reduz
a 0,003 % daquele total, segundo Braga et al (2002). Estas reservas encontram-
se sobretudo nos aqiiiferos suberraneos, subsuperficiais, e bacias hidrogréficas.
Avaliamos que, por ser reduzido o volume de dgua doce disponivel para as ne-
cessidades humanas, encontra-se aqui uma forte justificativa para a pesquisa deste
tema.

A forma de ocupagao do espaco terrestre pela civilizacao, particularmente em
sua fase industrial, tem afetado de maneira significativa a distribuicao e disponi-
bilidade da dgua como recurso natural alterando o ciclo hidrolégico (precipitagoes,
infiltracdo e evapotranspiracao), alterando a recarga de aqiiiferos, modificando
a permeabilidade e compactacao do solo, modificando suas caracteristicas fisicas
e quimicas, em regioes significativas e usualmente nas de maior densidade de
ocupagao onde a demanda por este recurso ¢ mais elevada. O presente trabalho se
propoe a contribuir com parcela da andlise deste impacto, propondo um modelo
computacional que possa ser desenvolvido em etapas futuras com a incorporagao

de aspectos caracteristicos do ciclo hidrolégico e do transporte e dispersao de polu-
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entes e contaminantes por corrente hidrica nos sistemas aqui estudados.

Aguas maritimas costeiras, sistemas lacustres, os rios e seus afluentes tém
sido utilizados historicamente como canais de langamento, de transporte, e de
decomposi¢ao de substancias nao aproveitaveis pela sociedade humana. Rejeitos
domésticos e aguas servidas, dejetos e despejos agro-industriais, emissoes de fluidos
liquidos de origem industrial, tém encontrado naqueles sistemas de escoamento o
destino apos a realizagao de acoes necessarias a manutencao diaria da sociedade.
A sua absorcao e decomposicao pelos ecossistemas tém sido a forma usual de rein-
tegracao de substancias na biosfera. Contudo, tais emissoes liquidas afetam sig-
nificativamente as reservas utilizaveis de agua doce, contribuindo para a redugao
da disponibilidade de reservas de agua utilizavel pela sociedade humana, devido a
contaminagao e poluigao destas por volumes de substancias téxicas, contaminantes
ou poluentes em quantidade maior que as que os biomas e a biosfera podem pro-
cessar e absorver em formas inertes, ou nao danosas, a vida. Contribuir com uma
etapa para a simulagao e anélise deste fendomeno, em reservas hidricas, apresenta-se

como uma terceira caracteristica de contribuicao deste trabalho.

1.7 Estruturacao da tese

A presente tese busca apresentar a seqiiéncia de capitulos em correspondéncia
aproximada ao desenvolvimento de idéias, concepgoes conceituais, estabelecimento
do modelo considerando os subdominios do problema, modelagem fisica, formulacao
continua, variacional e discreta do modelo matematico. Os resultados de experi-
mentos numéricos obtidos por solucao computacional do modelo foram entao, por
consideracoes de metodologia didatica, distribuidos entre os capitulos da tese.

O Capitulo 2 apresenta a fisica do problema e o modelo conceitual correspon-
dentes, bem como a formulagao matematica sob a dtica do continuo com relagao aos
subdominios de escoamento: superficial em presenca de superficie livre em canal
de rio, e subsuperficial correspondente ao meio poroso (percolacao) em presenca

de matriz sélida rigida. Esse capitulo apresenta ainda a formulagao correspon-
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dente as condigoes na interface de acoplamento (ou troca de massa) entre aqueles
subdominios, e as condigoes de contorno.

O Capitulo 3 apresenta os aspectos referentes a formulagao do sistema de
equacoes por uma abordagem em elementos finitos, a metodologia de escolha do
modelo, dos elementos de discretizacao do continuo e dos seus respectivos espagos
(conjuntos de fungdes) de aproximagao, teste e de ponderagao, apresenta a for-
mulagao em elementos finitos do modelo e especifica os mecanismos de acoplamento
entre os dois subdominios; neste capitulo encontram-se também desenvolvidas as
técnicas numéricas de estabilizacao da solugao. Finalmente o capitulo apresenta
resultados numéricos preliminares.

O Capitulo 4 apresenta a técnica de linearizacao do sistema de equacoes,
o desenvolvimento do algoritmo computacional de solucao iterativa do problema
numérico, com relagao a convergéncia da solucao para ambos os subdominios de
escoamento, e considera o critério de consisténcia da formulacao em elementos
finitos associado a escolha dos elementos, apresentando testes de malha quanto a
prevencao do trancamento na solucao.

O Capitulo 5 apresenta, respectivamente para os subdominios de escoamento
superficial e de percolacao subsuperficial, fundamentado na formulagao variacional
e discreta das equacoes em elementos finitos, alguns resultados numéricos de sim-
ulacoes para o escoamento em presenca de superficie livre e em meio poroso, com
acoplamento das solugoes empregando-se as técnicas desenvolvidas nos capitulos
precedentes, além de comentarios sobre estes resultados.

O Capitulo 6 contém consideracoes sobre desdobramentos futuros do presente
trabalho, discorrendo-se neste capitulo comentérios sobre as conclusoes com relagao
aos resultados obtidos.

Os capitulos 3, 4 e 5 exploram em seus resultados numéricos algumas solugoes
referentes ao escoamento superficial (em calha de fluxo com superficie livre), para
a percolacao em meio poroso, e para o escoamento simultaneo em ambos os sub-

dominios em presenga de acoplamento destes escoamentos (interface de acopla-
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mento). Apresentamos distribuidos nestes capitulos alguns resultados numéricos
associados com a validagao numérica do modelo computacional e com os métodos

numéricos empregados para solu¢ao do problema.
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Capitulo 2
Modelo Fisico e Formulacao Matematica

2.1 Apresentacao do problema de escoamento acoplado

O modelo computacional proposto considera o acoplamento entre os escoa-
mentos superficial e subsuperficial (percolagao) nos problemas-modelo. A fig. 2.1,
apresenta esquematicamente o problema de escoamento acoplado, no qual o fluido
em escoamento livre, na auséncia de barreiras ao fluxo hidrico ou desvios da cor-
rente de fluxo, flui sobre um meio poroso. A superficie livre, interface entre a agua
e o ar atmosférico, é indicada na fig. 2.1 por 7, enquanto a superficie de interface
entre o dominio de escoamento livre, {2, e o meio poroso, 2, ¢ indicada por I'.
Na fig. 2.1 o nivel de referéncia é dado por z.

A fig. 2.2 apresenta de forma esquematica, em uma visao 3D, os dois sub-
dominios de escoamento, o superficial, {2, e o subsuperficial, {2,,, para uma situagao
de escoamento superficial em presenca de superficie livre, com o sentido de fluxo
acoplado do subdominio superficial para o subsuperficial, nao-saturado. Na fig.
2.2 estao indicados sentidos do campo superficial de velocidades, e do campo de
velocidade darcyniano. O nivel do lencol freatico, fronteira inferior da regiao nao-

saturada do meio poroso, é também indicado de forma esquematica.

2.2 Modelo conceitual - fisico

Abordamos na presente tese o problema de escoamento acoplado de agua em

uma rede de canais cuja superficie livre estd sujeita a pressao atmosférica. O flu-
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ﬁ 1 (superficie livre)

Q .:"*_'..: eIm escoamento supe: ficial)

Q P (meio poroso)
z0(nivel de referéncia)

“

Figura 2.1: Visao esquematica: dominios superficial e sub-superficial acoplados
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Figura 2.2: Escoamento superficial a sub-superficial nao-saturado, visao longitu-
dinal
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ido na rede superficial flui simultaneamente a percolagao de fluido em meio poroso.
Neste meio o fluido é bi-fasico composto por ar e dgua, a qual é proveniente da
infiltragao hidrica superficial nos poros. A fronteira (ou contorno deste dominio),
o leito do canal de escoamento ou paredes de uma canal de escoamento confinado,
sao compostas por material poroso. No caso de calhas de rios o meio poroso € o
proprio solo. Uma extensao da formulagao é possivel para o problema de filtragem
industrial, caso em que esta fronteira é o material de filtragem. O fluido, agua, em
escoamento, infiltra no meio poroso e sujeito a um campo de velocidade darcyni-
ano percola nos poros deste meio. O meio poroso encontra-se assim parcialmente
saturado, estando o fluido sob pressao atmosférica, devido ao contato deste meio
nao s6 com o leito da calha de escoamento (com superficie livre) mas também com
a atmosfera. A matriz sélida do meio poroso é tomada como incompressivel para
fins deste estudo. A dgua comporta-se como fluido Newtoniano. A variacao do
volume e a presenca de campo de velocidade nao uniforme da agua fluindo no canal
de escoamento com superficie livre resulta na variacao do nivel ou profundidade
da agua com relacao ao leito do canal. A variacao assim determinada implica em
variacao do campo de velocidade do escoamento livre e do respectivo campo de
pressao total. Estas alteragoes no valor das variaveis primitivas do problema, e a
alteracao da posicao relativa do nivel e da pressao da agua nesse canal e no meio
poroso nao saturado, resulta em uma variacao também da saturacao deste meio
e na elevacao/reducao do nivel da dgua na parcela saturada do meio poroso, con-
duzindo a um problema transiente com a dgua fluindo ora do meio poroso para a
calha de escoamento livre, ora em sentido inverso, com oscilacao da posicao rel-
ativa do nivel de agua no meio poroso e no canal de escoamento com superficie
livre. A percolacao da agua no meio poroso e o escoamento deste meio para a
calha de escoamento livre e em sentido contrario é funcao dos parametros e pro-
priedades fisicas do meio poroso, como a porosidade e a capacidade hidraulica, e
do fluido em escoamento, como viscosidade, massa especifica, campo de pressoes e

de velocidade.
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O modelo temporal de escoamento acoplado considera que o fluxo hidrico,
pelo seu comportamento sazonal, resultante do escoamento do canal para o meio
poroso e vice-versa, caracteriza um fluxo de massa entre estes dois subdominios.
Este fluxo ocorre através de uma interface de troca de massa. Reside nesta con-
sideragao uma diferenca conceitual basica com os modelos hidrolégicos nos quais a
troca de massa é considerada em presenca de termos de fonte acrescidos as equacoes
do modelo. A presenga desta superficie de espessura desprezivel (infinitesimal) re-
quer a consideracao de condicoes especificas em torno da interface que viabilizem
a consideracao do acoplamento do escoamento entre os subdominios. Estas sao
denominadas condicoes de interface e apresentam propriedades de condigoes de
contorno para a solucao das equacgoes em cada subdominio, sendo estes soluciona-
dos sucessivamente e adotado método numérico de iteragao da solugao em torno
da interface de acoplamento. E esta abordagem do acoplamento que viabiliza a
simulagao do escoamento do fluido do meio poroso para a calha de escoamento
livre e inversamente.

O modelo matematico para o tratamento do presente problema foi desen-
volvido com a consideracao das equagoes de Navier-Stokes (conservagao de massa
e balango de momentum linear), para o escoamento no sub-dominio superficial, e
de Darcy (balan¢o de momentum linear) e Richards (conservacao de massa), para
a percolacao de fluido no meio poroso, sub-superficial.

O presente modelo computacional considera: (1) o regime transiente em am-
bos os sub-dominios de escoamento, o superficial e o meio poroso, (2) a presenga
de uma superficie ficticia, interface, através da qual se da o acoplamento do fluxo
hidrico naqueles sub-dominios, (3) a solugdo do sistema de equagoes, associado
a fluidodinamica computacional e a percolacao em meio poroso, por um procedi-
mento de solucgao iterativa, em torno dessa interface, para captura de convergéncia
entre os valores da pressao total no fluido em escoamento livre e da pressao con-
vertida a partir da carga hidraulica do fluido no meio poroso, (4) a superficie livre

e o fluido no meio poroso sujeitos a pressao atmosférica, e a matriz sélida do meio
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poroso como incompressivel, bem como (5) a solugdo da velocidade darcyniana,
neste meio, por pds-processamento, viabilizado pelo tratamento da equacao de
conservagao de massa (para o fluido) neste meio.

A solugao é obtida por processo iterativo, buscando estabeler convergéncia
de magnitudes entre a carga hidraulica (no meio poroso, subsuperficial), com a
conversao adequada para pressao capilar, e a pressao total (no fluido em escoa-
mento livre, no meio superficial), em torno da interface: condigao satisfeita si-
multaneamente nesta superficie, em ambos os sub-dominios de escoamento. A
formulagao continua é integro-diferencial, a variacional considera uma aprox-
imacao por funcoes de ponderacao, e a discreta aproxima a solucao por elementos
finitos no espacgo - Galerkin estabilizado - e Euler implicito no tempo.

A orientacao espacial adotada no desenvolvimento do modelo considera um
sistema cartesiano de coordenadas na forma de um triedro direto em que sao ref-
erenciadas coordenadas espaciais em relacao aos eixos "x”, "y”e 7z”. A orientagao
dos eixos é tomada positiva no sentido do escoamento da dgua no canal de escoa-
mento livre, para o eixo "x”, e sentido positivo da profundidade segundo o sentido
da vertical da superficie impermeédvel para a superficie livre (interface agua-ar),

para o eixo "z”.

2.3 Forma forte das equagoes de conservacao e balanco

Dois principios fisicos regem o estabelecimento do modelo matematico, com
validade para ambos os sub-dominios de fluxo. O problema é fisicamente conser-
vativo no sentido da massa, ou seja, o volume de fluido que é inserido no sistema
acoplado de escoamento deve equilibrar o que sai deste mesmo sistema. Com
relacao a quantidade de movimento, nesse problema fisico o momentum linear,
deve ser equilibrado pelo conjunto de forcas solicitantes, devido as quais o fluido
encontra-se em movimento.

Resultam daqueles principios as leis de conservacao da massa e de balanco

de momentum linear. Com relacao a primeira destas, para o fluido em escoa-
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mento superficial (livre), esta lei pode ser substituida pela condi¢ao cinematica de
incompressibilidade que assegura a conservagao da massa para o fluido com este
comportamento. Consideramos a seguir as equagoes representativas destas leis em
coordenadas generalizadas, na forma tridimensional no espaco.

No desenvolvimento das equacoes, da forte fraca para a forte, considerou-se
uma configuragao deformada, B; = Qf|p (para o subdominio superficial), ou B; =
,|p (para o subdominio subsuperficial), em relagao ‘as respectivas configuragoes
de referéncia, By.

O tratamento matematico do problema de escoamento acoplado, aqui abor-
dado, foram adotadas como incognitas, ou como variaveis primitivas, do modelo
matematico: a velocidade de escoamento do fluido no dominio superficial, v, a
pressao total, p, neste fluido, e a posicao da superficie livre, n; enquanto para o
meio poroso foram consideradas a carga hidraulica, H, e a velocidade de escoa-

mento, vp dada pela Lei de Darcy.

2.3.1 Escoamento superficial

Respectivamente para o balanco de momentum e a conservagao da massa,

na forma fraca, para o meio superficial, 24:

D
—/ pfdef:/ pfbde+/ ondoS)y (2.1)
Dt Jo, Qy o9

D
/ diUVde =0« E/ pfde =0 (22)
Qf Qy

onde py é a massa especifica da dgua, v := v(z,y, z,t) o campo de velocidade. Na
eq. (2.1) b simboliza as for¢as de corpo, ou de campo (agao a distancia), n é o
vetor normal, sendo p a viscosidade da agua. O tensor de tensoes de Cauchy, para

o fluido incompressivel Newtoniano, é:

o= —pl+2uVv (2.3)
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onde p é a pressao total no fluido. A derivada material (total ou substantiva)

foi explicitada por £:(.) = 2(.) + v - v(.), e a parcela simétrica do tensor de

deformacgoes:

1
D= Vv = 5(vTv + Vv) (2.4)

Na determinacao da forma forte da eq. (2.1) foi empregada a derivagao pela Regra

de Leibnitz,

D D dQ);
— dQ)y = —(prdQds) — pp—= 2.5
Dt Jo, prdSly o, Dt(ﬂf £) = Ps o (2.5)

e considerou-se a derivada material de um volume na configuracao deformada com
relagao a de referéncia.

Da eq. (2.1) resulta a forma forte da equagao de momentum:
ov .
e + (pyv - V)v = psb + divo (2.6)

enquanto a conservacao de massa tem equivaléncia na consideracao da condigao
cinematica:

divv =0 (2.7)

em que ”div’é o operador divergéncia no referencial tridimensional (3D), tal que

div(..) =V - (...).

2.3.2 Percolagao em meio poroso

Considerando-se a conservacao da massa e o balanco de momentum, nesta
ordem, resultam as formas fracas das equacoes para este sub-dominio. Analoga-
mente a eq. (2.2), para o meio poroso, 2, seja um volume de fluido em movimento,
onde este fluido é dado por uma solucao composta por duas fases, ar e agua. Nesta
solucao, p, especifica a massa especifica real para a fase o da solugao em percolacao

no solo, em uma configuracao deformada, B;, em relacao a uma configuracao de

29



referéncia, By. Para o superindice ”ap”referindo-se a massa especifica aparente:

D

— PdQ), = 2.
Dt Qppa P O ( 8)

fornece a equacgao de conservacao de massa. A velocidade darcyniana, vp, é pos-
tulada por:

vp = Sa¢pvy = —KVH (2.9)

onde K=KI é o tensor de condutividade hidraulica, dados em termos da condu-
tividade caracteristica, k, e do tensor identidade, I. A eq. (2.9) é a prépria Lei de
Darcy. Neste meio poroso define-se a carga hidraulica, H, como sendo a coluna de
agua equivalente que ascenderia no ponto como func¢ao da posi¢ao em relagao ao
nivel de referéncia, z, e de uma succao capilar, 1, equivalente a elevagao (associada
a pressao capilar) devido a aderéncia do fluido nos graos do meio poroso. Assim,
a carga hidraulica é tal que H = v + z. Estando a fase "ar”da solugao a pressao
atmosférica, continuamente interconectada, em todos os poros intercomunicantes
da rede de canais entre os graos da matriz solida, somente a fase "agua”, indicada
aqui pelo subindice "a = f”, encontra-se em escoamento nos intertiscios desta
rede.

Da eq. (2.8) pela aplicagdo da Regra de Leibnitz, e da derivada material,
obtém-se a forma diferencial para a equacao de conservacao da massa neste meio.
A massa especifica aparente é dada com relagao a massa especifica real por p% =
Sa®pa. A saturacao é dada por S,, e ¢ denota a porosidade do meio, relacao entre
o volume de vazios e o volume total. Assim, da eq. (2.8) resulta, para a fae dgua,
tal que a = f:

%(Sa<bpa) + div(SaPpava) =0 (2.10)

Sendo a saturacao do fluido agua dada como funcao da sucgao capilar, ou da

pressao capilar:

9, 950

ot™r ™ o ot (2.11)
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o OH
A 2.12
ot~ ot (2.12)

Por estas relacoes resulta para a fase fluida, dgua, considerada incompressivel,
a forma da equacao de Richards em termos de carga hidraulica e da velocidade
darcyniana de percolacdo, da eq. (2.12) na eq. (2.11) e destas na eq. (2.10), e

considerando-se a relagao eq. (2.9) no segundo termo da eq. (2.10):

H
Soaa—t + div(vp) =0 (2.13)

onde Sy é a capacidade hidraulica do meio poroso, dada por:

0Sy
So = dp—2L 2.14
o= 05 (214
2.4 Formulacao continua do modelo de escoamento

A parcela do dominio correspondente ao sistema superficial, canais de es-
coamento da bacia hidrografica, pode ser definida por um dominio, €2, do fluido

superficial em escoamento com superficie livre, tal que:

Qp = {(z,y,2)|(x,y) € QCR?, z € (h(z,y),n(z,y,1))}

para h(z,y) definindo a posigdo do leito da calha de escoamento do fluido em
relagao a um plano de referéncia, z a posicao do elemento fluido em relacao a
este mesmo plano de referéncia arbitrario, e n(z,y,t) a posigdo da superficie livre.
Consideramos por hipétese h(z,y) invaridvel com o tempo neste modelo, e e h
referidos ao plano de referéncia. As coordenadas z,y e z sdo espaciais cartesianas
e t a coordenada temporal.

Como a fisica do problema considera o acoplamento entre o sistema de es-
coamento superficial do fluido hidrico, e o sistema de percolagdo em meio poroso,

subsuperficial, define-se o dominio:

Q= {(z,y,2)l(z,y) € A CR*, 2 € (0,h(z,y))}
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referente ao meio poroso, tal que:

~

O=0,UQ,

Neste trabalho, porém, o modelo computacional serd solucionado como 2D —
7, ou seja, bidimensional na dire¢ao planar, e considerando a posi¢ao da superficie
livre, n, como uma incégnita do problema; assim as parcelas das incégnitas or-
togonais ao plano de referéncia sao referenciadas a diregao do eixo cartesiano z.

Adotamos este procedimento no desenvolvimento da formulacao do modelo.

2.4.1 Escoamento com superficie livre

Postulou-se a pressao total ao longo da coluna de dgua por:

p=pg(n—2)+q (2.15)

onde q := ¢(z,y, z,t) é uma correcdo hidrodinamica para a pressao total, g :=
g(z) é a aceleracao da gravidade atuante unicamente no sentido vertical, e py :=
ps(x,y,z) é a massa especifica do fluido. Na eq. (2.15) o primeiro termo a direita
da igualdade é a prépria pressao hidrostatica, aquela determinada pela altura da
coluna de dgua (em relagdo a um plano de posigao z). O segundo termo estd
associado ao movimento do fluido, ou seja, a existéncia de um campo de velocidades
Nno mesmo.

O vetor de velocidades, foi considerado, em termos do procedimento 2D —n
como v = (u,w)?, parau := u(z,y, 2,t) = (u,v)” a componente de velocidade pla-
nar (2D) vetorial, paralela ao plano cartesiano z=0 de referéncia, w := w(zx,y, 2, t)
a componente vertical do campo de velocidades (sentido da coordenada z) do flu-
ido, na dire¢ao da variacao de . Quanto ao vetor de forgas, este ficou segmentado,
segundo esta mesma abordagem, por b = (b, b,)"

No subdominio referente ao escoamento em canal, em presenca de superficie

livre, as condi¢oes de contorno sao estabelecidas em termos de condi¢ao cinematica

32



e condicao hidrodinamica; para a superficie livre - uma interface entre a agua em
escoamento e o ar atmosférico - e para o leito do canal - a interface deste com o
meio poroso.

Para a superficie livre em contato com o ar a condigao cinematica deter-
mina que a derivada total (em relagdo ao tempo) da posicao da superficie livre é

equivalente a velocidade vertical do fluido na superficie, assim:

Dn  On
wl, Dt = o +v-Vn (2.16)
Dn  0n
w|n:E:E+U'V2DU (217)

onde v = (u,v,w)” e u = (u,v)’ sao respectivamente as formas tridimensional
e bidimensional planar do campo vetorial de velocidade do fluido em escoamento
livre. As componentes escalares u = u(x,y, z,t),v = v(x,y, z,t) e w = w(zx,y, 2, t)
sao associadas as direcoes longitudinal e transversal horizontal, e a diregao vertical,
respectivamene, a do escoamento, e n = n(z,y,t) a posigdo da superficie livre.
Os operadores V e Vyp sao respectivamente a forma tridimensional e planar do
gradiente.

A pressao na superficie é livre dada pela identidade com a pressao atmosférica:

D = DPatm (218)

Na presente etapa de desenvolvimento do modelo computacional considerou-
se que o efeito de deslocamento de ar atmosférico (vento) sobre a superficie livre nao
exerca influéncia sobre o fluido, assim a tensao de cisalhamento, nesta superficie,

é tomada como identicamente nula na formulacao do problema:

Ovps
=0
az ’77

onde v,; = (u,v)” é o vetor de velocidade planar do fluido em escoamento livre.

O leito do canal de escoamento, ou o que ¢é equivalente a superficie superior
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do meio poroso em contato com a dgua em escoamento livre, determina a interface
de acoplamento entre os dois sub-dominios. A posicao do leito deste canal é dada
entdo por h := h(z,y), e n determina o vetor normal a esta superficie.

Nesta interface a velocidade vertical do fluido, ortogonal a superficie de
acoplamento, é nao-nula. A prépria superficie foi considerada imoével e sem actimulo

(ou perda) de material sélido devido & corrente de escoamento:

oh

— = 2.1
5 = 0 (2.19)

além disso a continuidade de fluxo de fluido através da interface, é tal que:
V-n=vp-n (2.20)
resultando para a componente vertical da velocidade do fluido na interface de

acoplamento:

Dh oh
w|hzﬁ—|—v~n:E+u-V2Dh+V'n:u~V2Dh+V~n (2.21)

A condicao cinematica de incompressibilidade, divv = 0, segundo as compo-

nentes do campo v, segundo a orientacao espacial 2D — n, fica dada por:

0
Vap u+ o-w =0 (2.22)

Integrando-a verticalmente segundo a direcao z, obtém-se a equacao da superficie

livre, com relagao a lamina de dgua do meio superficial de escoamento:

n(z,y,t) o
h(z.y) 0z

considerando-se a Lei de Leibnitz para a integracao:

n(z,y,t) n(z,y,t)
VgD-/ udz = / Vop-udz+u-Vopn —u-Voph & (2.24)
h h

(z,y) (z,y)
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n(z,yt) n(z,y,2t)

< Vap / udz—u-Van+u-V2Dh: / Vabp -udz (225)
h(z,y) h(z,y)

e as derivadas parciais para a variagao vertical da superficie livre e da profundidade

sob a lamina de agua:

n(zyt) 9
/h( ) (aw)dz = [w]] = wl|, —w|, = (2.26)
$7y
n(zyt) 9 o
= (5 w)dz = 0_7757 +u-Vapn—u-Vaph—v-n (2.27)

h(z,y)
substituindo-se as eqgs. (2.27) e (2.25) na eq. (2.23), obtém-se a equagao para a

superficie livre:

n
0 - / udz = 0 (2.28)
ot :

onde Q=v-n=vp- n

Com relacao ao desenvolvimento da equacao de balanco de momentum,
considera-se o particionamento da eq. (2.6) segundo as dire¢oes planar e verti-
cal do sistema de coordenadas, e pela incorporacao das formas planar e vertical do

vetor de forgas de corpo e do Tensor de Cauchy:

O(u, w)”

PI 5 +(pyr(u,w)" - V) (a,w)" = prbgy + psb. + div(—pl+ pV (u,w)) (2.29)

considerando a aplica¢do da eq. (2.15) na eq. (2.29):

apf<u7 w)T

o5 T (os(ww)"- V) (W w)" = prbuytpsbetdiv(—prg(n—2)=g) T+pV (u, w))

(2.30)
e da consideracao dos campos das variaveis pelas suas formas no sentido do refer-
encial 2D — 7, nas diregoes planar e vertical, resultam as equacoes de balanco de
momentum linear:

0 0 0
ot (pru- Vap)u + (prwoju — Vap - (1Vapu) — o= (uz-u)+
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+prgVapn + Vapq = prbyy, (2.31)

0 0 o, 0
P + (pyu- Vap)w + PrwH-w = Vap - (WVapw) — %(M&w)—i—
0
+8zq Py (2.32)
2.4.2 Percolagao em meio poroso

No subdominio correspondente ao meio poroso, sendo o fluido em escoamento
bifasico, o fenomeno de escoamento é também denominado percolacao. Trata-se
de movimento do fluido entre e em torno dos graos ou particulas do meio, tomadas
fixas em virtude da consideracao de incompressibilidade para a matriz sélida do
meio (solo).

As varidveis primitivas do problema para a percolacao no meio poroso sao a
carga hidraulica e a velocidade do fluido (em termos da fase liquida), dadas com
relagao as leis que governam esta parte do problema.

Estando o meio poroso em contato com o ar atmosférico, somente parcial-
mente isolado deste, na regiao de contato com o fluido do canal de escoamento
livre, admite-se que a regiao nao saturada de fluido do meio poroso, a denominada
regiao subsuperficial, possui seus poros (vazios entre os graos da estrutura sélida)
submetidos a pressao atmosférica. Esta hipotese viabiliza a adocao da condigao
hidrodinamica:

D = DPatm (233)

a semelhanca da adotada para o fluido livre. Desta condigao resulta a necessidade
de determinacao somente da pressao na fase agua do fluido em percolagao entre os
poros deste meio. Da carga hidraulica resulta esta quantidade fisica, pelo produto
da preimeira pela massa especifica e pela aceleracao da gravidade. Assim, sendo
tal carga uma variavel associada a pressao nesta fase do percolante, pode ser con-

siderada na interface entre os dois subdominios de escoamento, o estabelecimento
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de uma relacao linear entre a carga hidraulica subsuperficial e a pressao total no
fluido livre, uma funcao de continuidade. A 1ltima pressao obtida do nivel da su-
perficie livre e da pressao hidrodinamica. Estas consideragoes vinculam a variagao
da posicao da superficie livre com a pressao no fluido.

Da eq. (2.9) na eq. (2.13) obtém-se:

&%?+&M—KVH%:O (2.34)

equagao de Richards, unicamente para a fase liquida do fluido em escoamento, de-
vido & consideracao da hipétese (2.33), expressa em termos da carga hidrdulica. A
eq. (2.34) é uma equacao diferencial parcial parabdlica, descrevendo um processo
difusivo: a variagao da pressao da fase liquida do fluido percolando nos poros do
meio poroso. A adocgao desta forma para a equagao de Richards viabiliza a asso-
ciagao de uma unica variavel ao escoamento subsuperficial. Assim, o seu emprego
na solucao da parcela subsuperficial do escoamento permite superar o problema
de ponto de sela, associado ao cédlculo das duas variaveis, a carga hidraulica e a
velocidade (de Darcy) de escoamento. Considerando-se o segundo termo da eq.
(2.34), e uma fungao H , € possivel estabelecer uma relagao para correlacionar o

produto desta funcao por este termo, assim:
div(-KHVH) = Hdiv(-KVH) - KVHVH (2.35)

onde a funcao H serd determinada no Capitulo 3. O sistema de equagoes do mod-
elo matematico que rege o escoamento acoplado considera, assim, duas equagoes
associadas ao balanco de momentum, respectivamente com relacao as velocidades
planar e vertical do fluido superficial, egs. (2.28) e (2.30), uma equagao, (2.28),
construida para que seja possivel determinar a posicao da superficie livre do flu-
ido em escoamento superficial, ou seja, sua elevagao sobre a interface do canal
superficial com o meio poroso, além da equacao de incompressibilidade (2.22) do

fluido neste sistema de escoamento, fechando o sistema de equagoes deste sub-
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dominio. Para o meio poroso é adotada a eq. (2.34) permitindo-se contornar a
necessidade de determinacao de dois campos. A solucao do problema acoplado foi
desenvolvida pela adogao de um procedimento iterativo, que busca estabelecer a
convergéncia entre a pressao total no fluido superficial e a pressao correspondente,
obtida da carga hidraulica, no fluido percolando no meio poroso, em torno da in-
terface de acoplamento. Detalhes deste processo sao apresentados no Capitulo 4.
Considerando-se o procedimento iterativo, o calculo da velocidade de fluxo darcy-
niana é efetuado ”a posteriori”, ao final de cada passo de iteracao, por meio de
um pos-processamento determinado pela solucao da equagao correspondente, eq.

(2.9), no sub-dominio associado ao meio poroso.

2.4.3 Condicoes de interface

Para escoamento de dgua em canal fluvial, com recarga do rio pelo aqiiifero
ou o inverso, é necessario considerar a percolagao subsuperficial acoplada ao escoa-
mento da agua com superficie livre.

O tratamento dos mecanismos de acoplamento considera a descontinuidade
de tensoes de cisalhamento - a abordagem de Beavers & Joseph (1967) para
condicao de nao aderéncia na interface entre os sistemas de escoamento - con-
tinuidade do campo de velocidades ortogonal a interface de acoplamento e trans-
feréncia de massa, e um compromisso entre os campos de pressao total, no fluido
livre, e de carga hidrdulica, no fluido em escoamento no meio poroso, em torno
desta interface.

As componentes normais das velocidades no meio poroso e no fluido super-
ficial sao tomadas como de mesmo mddulo e sentidos opostos, normais a interface

de contato, eq. (2.35) a seguir:

V-ny=vp-n, (2.36)

onde n; e n, sao respectivamente os vetores normais a superficie de interface,

no fluido em escoamento livre e no fluido em escoamento no meio poroso. Se-
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gundo Beavers & Joseph (1967), admitido um parametro experimental adimen-
sional, ag; = (0,1;...;4,3), cujo valor depende das propriedades fisicas do meio
poroso, as componentes tangenciais daquelas velocidades, na interface, sao admi-
tidas descontinuas, resultando em condigao de salto na tensao de cisalhamento,
naquela interface,

ou aBy

5= —\/tr_K(u —u,) (2.37)

onde u, é a componente planar do campo de velocidade vp no meio poroso. Com
relacao a pressao no fluido em torno da interface resulta a relacao que estabelece
uma dependéncia de continuidade entre a pressao total no fluido em escoamento
superficial, e a pressao no fluido percolando subsuperficialmente, transformada da

carga hidraulica, tal que:

p=prgH (2.38)

A eq. (2.38) estabelece, assim, relagao linear entre a pressao total no fluido em
escoamento em presenca de superficie livre e a carga hidraulica no meio poroso,
em torno da interface de troca de massa.

Nas equagoes (2.36) a (2.38) o subindice p indica o meio poroso e o subindice

f é relativo ao fluido livre.

2.4.4 Equacionamento do modelo matematico

O modelo matematicos, continuo, que rege, entao o problema, é dado pelas

egs. (2.31), (2.32), (2.22), (2.28), (2.13), e (2.9). Resumidamente:

0 0 o, 0

5Pt (pru- Vap)u+ (prwoju = Vap - (1Vapu) — o (uz-u)+
+:0fgv2D7] + V2Dq = pfbxy (239)

0 0 g, 0

giP T T (e Vap)w ot prwzw = Vap - (Vapw) = 5 (g w)+
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o
8zq_'0fz

0
VQD'U+—IU:O
0z

P n
En—l—VgD-/h udz = @

0H :
SOW + div(vp) =0

vp = —-KVH
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Capitulo 3

Formulacao Discreta do Modelo

Acoplado

3.1 Formulacao fraca das equacoes

Para o problema de escoamento com superficie livre definido no dominio €,
escolhemos como funcgoes teste, candidatas a solucao deste problema as funcoes

admissiveis u € U,w € W,p,q € P,n € N, onde:
U= { uc [Hl(Qf>]2|ll =Uug € 8Qf}

W ={we[H (Q))]|w=wy € I}
P={pe[l(Q)}
N = {ne @)
definindo-se os espagos de Sobolev, conforme Kesavan (1989):

L? = L3Q) = { v / w?dQ) < oo}
Q

H' = H\Q) = { w € AQ)|D'w € L2(Q)}

onde H! é um espaco de Hilbert.

Para funcoes peso, ou de ponderacao para a formulagao variacional, intro-
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duzimos as fungoes u € U,we W,cj ep= Pne N = N, definidas nos espagos:

A~

U = { e [HQ)Pla=0e 00

W= { e Q)b =0 € 00,

Para o problema de percolacao no meio poroso, definido no dominio €2,,, onde

vp € Vp e H € Hj, sao as fungoes admissiveis, tal que:

0
Vo ={vp € [L(Q)P| 57 = 1 € 00}

H,={Hc¢e¢ [Hl(Qp)HH = Hy € 0Q,}
e sendo os espagos das funcoes peso dados por:

A R ov
Vo = { ¥p € [L(Q)P 52 =0 € 00,}

Hy = { H € [Hy(Q,)]|H =0 € 00,}

para c; uma constante real.

Com estas defini¢oes é possivel propor a formulacao variacional do problema
definido pelas egs. (2.22), (2.28), (2.31), (2.32), e (2.34) que consiste em:

Dados v, g, byy, b2, Sp e K, determinar as incégnitas (u,w, ¢,n) € (U, W, P,N),
definidas em €y, e H € Hj, definida em (2, tal que para cada instante de tempo
t, e para todo (@, w,q,n) em Qy, e H em 2,, sejam satisfeitas simultaneamente:

ou

/Qf[ﬁ' %u+ﬁ- (u-Vap)u+u- (w%)u‘f‘l/vwﬁ'ku—f—vg—z% +ngVap - u+

qVQD . ﬁ}de = /

ﬁbxdef+/ [qﬁn—i—l/ﬁ(nvzp)u—i-ngﬁn]d@()f (31)
R

00
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.0 . ., 0 . ow dw d .

/Z[waw +w(u- Vap)w + w(wa)w + vVap - Vopw + v + qaw]dz =
/wbzdz + [qu + wn - V)] (3.2)

. .0
/ G¢Vap - udQy + /q—wdz =0 (3.3)

Q; 2 82

0 K ~
/ ﬁ[—n + Vap - / udz — Q]de =0 (34)
o, Ot h

em ), e, considerando-se a equagao (2.35):

~OH . .
/ SOH%—tdeJr / KVH -VHdQ, = [ KHVH-nddQ,  (3.5)
QP Qp 6Qp

em (2,; estando estas equacoes sujeitas a condigoes de restricao e condigoes na

interface, como especificado no Capitulo 2. Resumidamente, a restrigao:

p=prgH (3.6)
em 0d€Ql; NS, e
p=prg(n—2)+q (3.7)

em {1y, e sujeito as condigoes de interface:

V-ng=v,-n, (3.8)

ou apJj

% - \/ﬁ(u_up)

em 0d€2;NS2,. Neste problema variacional ficam adotadas as identidades para a vis-

(3.9)

cosidade cinematica, v = %, e para a pressao (corre¢ao) hidrodinamica cinematica,

*

q = %, omitindo-se o * nesta ultima, por simplicidade de notacao.
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3.2 Recuperacao da velocidade darcyniana

A solugao do sistema de eqs. (3.1) a (3.5), fica estabelecida ao final de cada
iteracao em cada passo de tempo. O tratamento dado a equacao de conservagao
de massa, de Richards, resulta no tratamento desta em uma forma parabdlica,
conforme a incorporacao da eq. (2.9) na eq. (2.34), da consideracao da eq. (2.35),
resultando a eq. (3.5). Tal procedimento permite a execuc¢ao do célculo do campo
darcyniano de velocidade a posteriori. Este campo encontra-se determinado pela

solugao da equacao variacional correspondente, para vp € Vp e vp € Vp:
/ Vp - \A/Dde = — KVH - \A/Dde (310)
Qp QP

também determinada ao fim de cada iteragao, porém apds a solucao do sistema
de equacoes que regem o problema. Por este pds-processamento do campo de
velocidade da fase liquida do fluido no meio poroso, fecha-se o cédlculo das variaveis

primitivas do problema acoplado de escoamento.

3.3 Escolha dos elementos

Com relagao ao operador na equagao de Navier-Stokes, o termo difusivo (Av)
envolve uma ordem de grandeza de diferenciacao superior que a do termo de carga
devido a pressao (Vp), o que exige que o polinomio de aproximagao da fungao
discreta para o campo de velocidade seja pelo menos uma ordem de grandeza
superior que o polinomio aproximador associado a pressao. Quanto a fisica do
problema a presenca de uma superficie livre, a qual pode apresentar movimento
vertical, permite que a entrada de massa no canal de escoamento superficial possa
ser compensada pela oscilacao desta superficie nessa direcao. O fluido superficial
comporta-se entdo respondendo ao acréscimo ou perda de massa (fluido) neste
dominio. Quanto aos termos relativos a posicao dessa superficie e associados a
correcao hidrodinamica da pressao, a caracteristica do operador sé exige que as

funcoes representativas destas varidveis estejam no espaco L2
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Também um compromisso entre os polindmios das fungoes aproximantes é
verificado para a carga hidraulica, termo de carga no meio poroso, e a velocidade
de Darcy. Neste caso, da relagao entre os termos das equacoes, pelo tratamento
dado a Equacao de Richards, considerou-se o desacoplamento entre os campos de
incognitas relativas a percolagao sub-superficial, explicitando os termos da equagao
em funcao da carga hidraulica, e adquirindo-se informagao relativa a velocidade
de percolacao por pos-processamento. A solucao de uma equagao de 2% ordem,
parabdlica, para a modelagem do escoamento no meio poroso, elimina as carac-
teristicas de vinculagao mutua entre as variaveis associadas a percolagao neste
meio, contornando-se o problema de ponto-de-sela e a necessidade de satisfagao da
condi¢cao de LBB (Gresho & Sani, 2000; Hughes, 2000). Para a determinagao
da combinacao de polinomios das funcgoes de aproximagao, a carga hidraulica
apresenta-se nas equacgoes do escoamento em meio poroso com ordem de diferen-
ciagao superior a da velocidade de Darcy, requerendo o atendimento a este aspecto
na escolha dos elementos finitos.

Condicionado por estes requisitos, e pela fisica do problema, a solugao aprox-
imada, construida com base nos espacos de elementos finitos, deve satisfazer simul-
taneamente (1°) o principio de conservagao de massa globalmente e (2°) a relagao
entre as diferenciacoes associadas aos operadores das equacoes. A construcao da
solucao numérica é determinada pela combinacao de fungoes polinomiais de aprox-
imacao. Além disso o refinamento da solucao é condicionado pela representacao do
dominio continuo pelo dominio discreto, associada as coordenadas locais de elemen-
tos de discretizagao. Assim a qualidade da solu¢do numérica é condicionada (i) pela
topologia da malha representativa do dominio considerado, (ii) pela combinagao
adequada de fungoes aproximantes, no dominio discreto, (iii) por imposi¢oes da
fisica pertinente, e (iv) pelas propriedades do operador do sistema de equagoes.

Alguns dos elementos que atendem a estes compromissos sao os adotados
para testar a formulacao no presente trabalho, tal como os elementos denomina-

dos na literatura por P Py, triangular, e seu analogo quadrangular Q1 Fy, PPy e
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seu correspondente ()2 Py, e P, Pydc juntamente com o semelhante elemento Qo P_.
Nesta nomenclatura de elementos, ” P”indica elementos triangulares, ” Q” elementos
quadrangulares, os sub-indices a ordem do polinomio de interpolagao associado: 0
- constante, 1 - linear, 2 - quadratico, e o sufixo ”dc” descontinuidade do polinémio
entre elementos vizinhos. O 1° desses pares de elementos, P, Py e ()1 Fy, nao atende
a condicao LBB, assim denominada devido ao trabalho dos matematicos que con-
tribuiram nesta analise de estabilidade: Ladyshenskaya (1969), Babuska (1971), e
Brezzi (1974). Os demais atendem a esta condigdo. Seguindo os passos de Gresho
& Sani (2000) "elementos que satisfacam esta condigao de estabilidade apresen-
tam convergéncia 6tima ... e os que falham no teste”... pela LBB... podem ter
bom comportamento, "podendo apresentar convergéncia 6tima”... sem mo-
dos espurios...”mas a teoria é silenciosa a respeito”. Trilhando os passos de
Fortin, Oden e Zienkiewcz dentre outros (Gallagher et al, 1985), conforme citado
por Gresho e Sani, ”conhecer qual elemento é estavel nao é, contudo, amplamente,
um panorama completo da situacao”. Os resultados numéricos que obtivemos per-
mitem inferir a validade desta orientacao, pelo menos para problemas conforme o
abordado nesta tese, e a necessidade de considerar como nao definitiva a satisfagao

do critério da LBB.

3.4 Espacos de solucao

Asegs. (3.1) a (3.5)condicionam a selegao dos espagos de fungoes teste e peso,
bem como as respectivas caracteristicas dos espacos de polinomios associados as
fungoes discretas nos sub-dominios acoplados. Os espacos discretos adotados in-
corporam as propriedades dos espacos continuos U, W, P, N, V, e H;, de dimensoes
infinitas.

Para o fluido livre a relacao entre os operadores aplicados sobre o campo de

velocidades e sobre o campo de pressoes exige a satisfacao de uma relagao entre as
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ordens de grandeza dos polinomios de aproximacao, tal que:

dim(P") < dim(U™)

dim(P") < dim(W™)

Para o fluido em percolagao no meio poroso a relagao entre operadores, dada
entre as egs. (3.5) e (3.10), considera o campo de velocidade darcyniano e o campo

de carga hidraulica, tal que seja satisfeita a relagao:

dim(V}) < dim(H]})

O espaco composto das fungoes teste, sobre as quais é construida a solugao
aproximada, e o das fungoes peso, de dimensao finita, em termos dos polinomios de
aproximacao, ficam explicitados, considerando-se genericamente P um polindmio
aproximador, associado a elementos triangulares. A ordem desta func¢ao é dada por
m ou n (n < m— 1) para o meio superficial de escoamento, e porrous (r < s—1)
para o meio sub-superficial poroso. Os espagos P,,, P,, P,, e P, sao portanto
aqueles de interpolacao das fungoes do dominio discretizado em elementos finitos.

Na elaboracao do cédigo computacional de solucao do presente modelo foi
elaborado tanto um codigo préprio, em linguagem Fortran90, como um codigo
baseado na utilizagao de bibliotecas do aplicativo FreeFem++ (Pironneau et al,
2005; Gresho & Sani, 2000), de licenga livre, em linguagem C++. Com relacao ao
cddigo proprio, este foi desenvolvido com emprego de elementos quadrangulares,
sendo entao utilizados elementos Q1) equivalente ao Q1F), ()29, bem como
Q2Q1dc. Quanto ao codigo baseado no FreeFem++4-, foram empregados elementos
triangulares P, Py, P> Py, bem como P, Pidc.

Com relagao ao particionamento do dominio do problema, foi considerada
uma malha de elementos finitos, obtida pela particao, 7%(Q), dada por nelm el-

ementos finitos, deste dominio. Neste contexto, hge é tal que a malha de dis-
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cretizacao do dominio fica determinada pela uniao dos elementos finitos:
hge = maz dim(Q°) Q=Q,UQ, (3.11)

0 = U (6) (3.12)

Os espacos das funcoes teste e peso, para ambos os sub-dominios de fungoes

do problema podem ser postos, sob estas considera¢oes como (Donea & Huerta,

2003):

U' = {ue Q)P u

Qe € P?n\V/Qjc S Th;ll =Uug € 8Qf}

W' ={we [H" Q)| wa € PrVQ5 € 7" w = wo € 00}
P" = P"={ p e [L*(Q))]] ploc € P.VQ5 € 7"}

N = N' = {n e [L*(Q))]| n

o € PVQS € 7}

0" = {ae Q)P b

o € PLVQS € 7"a=0 € 00y}

W = { i € [H'(Qy)]] tlor € PpVQ € 7510 = 0 € 092}

ov
Vi = { vp € [LX(Q)P| vpla: € PAVOS € 7 . D = ¢y € 09,}

)

HI' = { H e [H'(Q,)] #

o € PVQS € 7" H = H, € 09,}

A~

av? =0¢€09,}

Vh = {vp € [L* ()| ¥p 5

Qe € P?VQ; e rh
H" = { H € [HX(Q,)]| H|o- € PVOS € 7" H =0 € 0Q,}

para ¢z uma constante real, e onde Q% e 27 sdo respectivamente os sub-dominios de

cada elemento finito, respectivamente para o sub-dominio de escoamento superficial

e subsuperficial.
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3.5 Formulacao em elementos finitos

A formulagao matematica do problema foi desenvolvida com base na fisica
envolvida, cuidando-se de atender aos principios cinematicos, e assegurando-se o
atendimento aos vinculos entre as varidveis. Para a escolha da formulagao em el-
ementos finitos buscou-se atender, entao, as relacoes matematicas derivadas desta
cinematica, resultando em serem satisfeitas as relacoes entre os operadores diferen-
ciais associados aquela formulacao e aplicados as varidveis primitivas do problema.

Ainda que a formulacao nao seja mista, no sentido do vinculo entre os campos
de velocidade e pressao, porém estando estes campos indiretamene associados pela
corre¢ao hidrodinamica da pressao, objetivou-se evitar uma eventual ocorréncia do
problema de "locking”ou travamento (Zienkiewicz & Taylor, 1989). Este cuidado
foi considerado para suprimir uma possivel introducao deste problema pela escolha
de elementos finitos. Entao o campo de velocidades foi representado por funcao
polinomial continua, e o campo de pressoes descontinuo, para o escoamento su-
perficial; bem como para a representacao da solucao aproximada, respectivamente
para a carga hidraulica e o campo de velocidade darcyniano, para o escoamento
em meio poroso.

Para o desenvolvimento da formulagao em elementos finitos por Galerkin,
considerou-se o particionamento das funcoes de aproximagao em parcelas relativas
aos respectivos espacos de func¢oes homogeéneas e nao-homogéneas. Postulando-se
¢ uma funcao vetorial genérica, representativa dos campos de velocidades, u e w,
do escoamento livre superficial, e do campo de carga hidraulica, H. Considerando-
se S", espaco de funcoes nao-homogeneas, S* = (UM W P" N" VE HW"), tal
que " € 8" e ¢y € S" e o espaco também genérico V" de funcoes homogeéneas,
tal que ¢" € V" associado com a representacio dos espacos de funcdes peso,
Vh = (Uh, Wh P" Nt VE H"). A formulacio em elementos finitos foi desen-
volvida considerando-se o particionamento das funcgoes teste, candidatas a solucao.

Assim:

o" = 5+l
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onde:

o", phe St ghevh

Sob tais consideragoes, e suprimindo-se os sub-indices * na notacao das fungoes
teste, o problema variacional fica formulado para as fungoes candidatas nos mes-
mos espacos que o das fungoes peso, satisfazendo as hipdteses da formulacao de
Galerkin. Os espacos finitos de fungoes admissiveis (ou teste), para o escoamento
superficial, e para a percolacao subsuperficial, ficam assim postos segundo os mes-
mos espacos das fungoes peso.

As funcgoes discretas em elementos finitos ficam descritas, para o i-ésimo no,
em cada elemento, segundo Rao (1989) e Lapidus & Pinder (1999), para uma
funcao genérica ¢;(z;), e funcdo de base NV;:

nno

¢ = Z Nipj (i)

genericamente os espacos de elementos finitos ficam entao gerados por:
Sh .= span(N;) C S

O problema variacional discreto em elementos finitos por Galerkin, fica entao
dado por:

Problema SCS, Escoamento Acoplado Superficial — Subsuperfical : Dados v, g,
e byy, b., So e K, determinar as incénitas (u”, w", ¢", 0", v}, H") € (U", W", P" N"
Vi, H!)x[0, TY, tal que, para todo (0", @", ¢, i, v", H") e (U W", Pk N" Vi H")

sejam verificadas:

20



0 0 0 0
 h R h ~h ¢ h q"
/e[u 8tu +a"- (u" Vyp)u 40" (w aZ) h yVypa" - Vypu” —|—1/82u 5ou hy

n"gVap - 0" + ¢"Vyp - 0"dQ5 = / 0" - by, Q5+

e

/a [¢"0" -1 4 i (n- V)" + g0 - n]doQs, va' e U" (3.13)
QE
/Z [wh%+w(uh~v )wh—l—w(wha—wh)—l—yv " - Vypw” +1/8—whai+
. ot b 0z 2P °p 0z 0z
awh z+ a N
qha—]dz6 :/ Wb, dz2 4 [¢" 0" " (n-V)w" " 5 ]ZJr vt € Wh (3.14)
z o

z+ a .
/ §"Vap - u"dQ5 + / i awhdz =0, V§"eP" (3.15)

0 K ~ -
/ il [at” + Vap - / u'dz — Q)dQ% =0, Vi"e N" (3.16)

h

H" . -
/Soa o + [ KVH" - VH"Q; =

ot P Qs
KH"VH" -ndoQg, VH" e H" (3.17)
a9
sujeito a:
viong=vhn, em I' =doQ; NdoQ, (3.18)
h
ow’ _ _ aps (" —u)), em I' = doQ; N do, (3.19)
0z trK(H)
e restrito a:
P = ppg(n* = 2) + 4", em Qj (3.20)
h _ . h
prgH" =p", em doSd; N doSY, (3.21)

em que estas duas dltimas equagoes, (3.20) e (3.21), configuram o eixo de solugao do
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problema acoplado. A formulagao adotada requer que seja empregado um esquema,
iterativo, com base na satisfacao simultanea destas duas restri¢oes, em torno da
interface de acoplamento dos sub-dominios de escoamento. O atendimento a este
requisito do problema em cada iteracao é acompanhado, ao final da iteragao, no
interior de cada passo de tempo, da determinacao do campo de velocidade de Darcy

(a posteriori da solugao do sistema de equagoes), pela solugao da equagao:

/ Vi VhdQe = — [ KVH" - vhdQe, W e Vh (3.22)
b Q5

em que, na equagao (3.17), u é a componente planar do campo de velocidade
darcyniano. Sobre este sistema de equagoes, apds substituir as formas em elementos
finitos das incognitas, desenvolve-se a forma discreta do problema, em termos das
funcoes de forma.

Adotou-se uma discretizacao temporal por Euler Implicito, e a linearizacao
dos termos nao-lineares por Picard, cujo desenvolvimento esté explicitado no capitulo
4. Suprimindo-se o subindice referente ao né de aplicagao do grau de liberdade,
estando este implicito na prépria variavel, e permutando os subindices entre a
incognita, fungoes candidatas a solucao, e as fungoes peso, o problema variacional
discreto fica posto na forma:

Problema SCSh : Escoamento Acoplado Superficial-Subsuperficial, discreto
em elementos finitos: Dados v, g, by, b, So e K, determinar as incoégnitas (u;, w;, ¢;,
n,vp;, H;) € (UM, W Pt Nt VE HMNx[0,T[, tal que, para todo (Q;,w;, G, M,
Vi, H;) € (UM, Wh, Ph N Vi H") sejam verificadas:

ngl(nno) nno
LON;
> a Z [N u = N Njul+ AN Nul-Vop N+ N Njw! —Lal o+
i=1 wj 0z
ngl(nno)
vV N VN 40 g Ny Vop Nitq T N Vo p N;)dQG = ;- / N; AtbodQ5+
1= 1
ngl(nno) nno
Z ;- Z A[N;N;q} + vN;VNu? + 0 gN;N;IndoQs (3.23)
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n . n n n n naN n
Z wiz/z_ [N;N;jwi ' —N; Njwl +At(N;Njul-Vop Njw! 4+ N; Njw) —a;wj“Jr

ON;
70z

vVN; - VNwit + ¢ H]dz® =

ngl(nno) nno

gl(nn
Z w/ AtN;b.dz¢ + Z szAt N;q? + N;VapNjw?zt - (3.24)

ngl(nno) nno

= ON;
~ n+1 e n+1 _
7y /NVQDN WO+ Y qu/Z_ 5wyt =0 (3.25)
=1 7=1 f =1 Jj=1
ngl(nno) nno + B
i / [N;N; 77;”1 NiNjn;‘—i—At(NiVQDNj / u?dze — Q)]dQ; =0
i=1 j=179% Z=
(3.26)
ngl(nno) . nno
> H / So[N:N;H' — NyN; HdQ+
i=1 j=1 79
ngl(nno) A nno
Dt AtKVN; - VN H Qs
i=1 =17
ngl(nno) . nno
= Y H AtKN;VN; - nH}doQ (3.27)
i=1 j=1 v 0%

sistema sujeito as egqs. (3.18) e (3.19), e restrito as egs. (3.20) e (3.21), com

avaliacao da velocidade de percolacao do fluido no meio poroso por:

ngl(nno) nno

Z w,z / [N NV — NiNjpvp, 1dQs =

Sy - | AKNVNHTAQS (3.28)
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3.5.1 Montagem do sistema matricial

O sistema de equacoes assim desenvolvido fornece o sistema matricial, refer-

enciado ao referencial global de coordenadas:

(M + At(A + C +P))s"™ = AtF + Ms”" (3.29)

onde M determina a matriz de termos transientes (ou ”de massa”, por analogia
com a mecanica dos sélidos), sendo A, C e P, respectivamente, as matrizes de
coeficientes (ou "de rigidez”) para os termos difusivos, convectivos e de pressao,

ntl & o vetor de

F, o vetor de termos independentes (ou ”de forgas”), e onde s
incognitas a determinar, enquanto s™ é o vetor de termos conhecidos das incognitas.
A montagem do sistema matricial, eq. (3.29), é efetuada pela incorporagao

nas matrizes globais das contribuigdes locais (nodais), de acordo com a incidéncia

dos graus de liberdade locais no referencial global, tal que:

ndg = ngno * inc(im, j) — (ngl — 1)  im = 1,nelm j = nne (3.30)

onde "ndg”¢é o numero do graus de liberdade no sistema de referéncia global,
"ngno”o numero de graus de liberdade por né da malha, ”inc(im,j)”a incidéncia
(relagdo) entre o né local (j) do elemento (im), "nelm”o nimero de elementos da
malha e "nne”o nimero de nés do elemento.

Conforme as contribui¢oes nodais elementares, estas sao distribuidas no sis-
tema matricial em correspondéncia ao referencial global de coordenadas segundo as
relagoes de incidéncia do sistema local para o global. Nesta montagem cuidou-se de
permutar as equagoes (e termos correspondentes) de incompressibilidade e de mo-
mentum planar, evitando-se o mal condicionamento do sistema. Assim, obtém-se

as matrizes locais para o fluido em escoamento superficial, com relacao as matrizes
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de termos transientes, Vr,s =1, ..., 4:

0 0 0 O
0 Mmoo 0 0
[m](r,s) =
masi 0 0 0
0 0 0 myy

onde:
ngl(nno) nno

= > Z/ N;N;dQ (3.31)

=1 g=1

enquanto, para os termos difusivos, obtém-se:

0 0 0 0
0 9292 0 0
[a] () =
asi 0 0 0
0 0O 0 0
onde:
ngl(nno) nno
ON; ON,
= —dz® 3.32
g2 = - 92 0z ( )
ngl(nno) nno aN ON.
a5 = Z Z At yVapNi - VapN; + v —d0 (3.33)

resultando, para os termos convectivos:

0 0 0 0
0 C29 0 0
] (r,s) =
C31 0 0 0
0 0 0 0

onde:
ngl(nno) nno

Cog = ZZ/ AtNNw%dz—i—

=1 j=1
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ngl(nno) nno +

Y / At NiN;juj - VapN;dz* (3.34)

i=1 j=1vY7%

ngl(nno) nno
NA
C31 = / At NlN]w?%dQ;—i—
i=1 =179 o
ngl(nno) nno
> Y [ At NiN;NiNjuj - VapN;dQ5 (3.35)
QE

i=1  j=1Y%}

e para os termos de pressao e associados a posicao da superficie livre:

pin piz2 O 0

0 0 ps O

[p](r,s) -
0 0 p33 psa

pan 0 0 0

onde:

ngl(nno) nno

= > Y / At N;VopN;d (3.36)
J=17°F

=1

ngl(nno) nno

=t ON;
= At —2Ldz¢ 3.37
P12 - ;/Z_ I~ ( )

ngl(nno) nno

& ON; . .
ps= Y > | At N, o dz (3.38)

i=1 j=1v7%

ngl(nno) nno

psa= > Y[ At gN;VapNidQS (3.39)

i=1 =17

ngl(nno) nno

(nno)
P33 = > | At N;VapNdQ (3.40)

i=1 =179
ngl(nno) nno o
P41 = / At NZ'VQDN]' / ll?dZe dQ]ec (341)
i=1 =17 Z=

enquanto para o vetor de termos independentes resulta:
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S

o= |
(r) =
3
Ja
em que:
fi=0 (3.42)
ngl(nno) ngl(nno) nno
Z / N;b,dz¢ + Z Z/ AtN;N;q} + NiVapNjwlh]zt  (3.43)
ngl(nno)

Z NiAtdeQjﬁr

/ At[N;N;q; + vN;V Nju} + 03 gN; N;IndoS2 (3.44)
905

ngl(nno) nno

Zl Z/NN w, (3.45)

Para a percolagao subsuperficial sao obtidos os vetores unitéarios locais, cor-

respondentes a equacao de Richards referida a carga hidraulica somente:

[mplrs) = (mp11)

[ap](r,S) = (apn)

[fpley = (fp1)

em que:
ngl(nno) nno

mpy = z; Z / N;N;dQ (3.46)
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ngl(nno) nno

apn= Y > / At KVN; - VN;dQ (3.47)
=1 j=1
ngl(nno) nno
o= ) Z o AKN;VN; - nH}doQx (3.48)
i=1 =

Com relacao as incorporagoes de condicoes de contorno ao sistema matricial,
eq. (3.29), esta é efetuada de acordo com a técnica denominada na literatura
como "hums e zeros”, ou seja, os graus de liberdade prescritos sao suprimidos
nas matrizes de coeficiente e massa, e suas posi¢oes correspondetes na matriz (de
massa) substituidas pelo valor unitario, enquanto todas as outras posigoes deste
grau de liberdade sao tomadas nulas. Assim o valor da incognita correspondente a
este graus de liberdade é o do valor prescrito. A técnica tem resultado equivalente

a eliminacao da linha correspondente ao grau de liberdade nestas matrizes.

3.6 Formulacao de estabilizacao

3.6.1 Problema convectivo - dominante

Para fenomenos convectivo-dominantes a formulagao classica de elementos
finitos por Galerkin apresenta reduzida capacidade de estabilizacao de solugoes
numéricas. Como conseqiiéncia esse método pemite a ocorréncia de oscilagoes
espurias nos resultados referentes ao campo de velocidade, propagando-se por todo
o dominio de interesse. Para prevenir este resultado indesejado, nao-realistico na
solugao aproximada, sao elaborados modelos de estabilizacao em elementos finitos,
preservando a consisténcia variacional do modelo discretizado. Neste sentido a
solucao real do problema continuo é também a solu¢ao do modelo discreto. Ado-
tamos o Consistent Approximated Upwind, CAU, como método de estabilizacao, o
qual pertence a classe de métodos consistentes de Petrov-Galerkin, fundamentados
em formulagdes variacionais nos quais a magnitude de estabilizacao adicional intro-
duzida ao método de Galerkin depende da magnitude do erro residual do processo
de aproximagao (Galedo & DoCarmo, 1988) da solugao do problema.

Consideremos, para o escoamento superficial, as representacoes do vetor de
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funcoes teste, ou de incégnitas, gb’frl, e do vetor de funcgoes peso, v;, sendo estas

funcoes vetoriais dadas por:

1 1
o5 = (uy,wy, g, m)""
J

wi == ((jz; wiv ﬁia ﬁz)

sendo o vetor de termos conhecidos dados por:

o = (uj, wy, q5,m;)"

(3.49)

(3.50)

(3.51)

vV i = 1,ngl(nno), j = 1,nno. Consideremos entao as eqs. (3.23) a (3.26). A

forma geral do subsistema de equacoes, formado por estas, pode ser posto na forma

abstrata:
s(¢" ") = f(")

tal que, sendo:

a<¢h,n+1’ wh) = [a](r,s)wi : (bg'”rl
C(¢h’n; ¢h’ ¢h,n+1) — [C} (r,s)wi X ¢;z+1

p(¢h7n+1a ¢h) = [P](r,s)l/% : ¢;‘l+1

F@") = [fley - i

(wha ¢h,n+l) = [m] (r,s)wi : ¢?+1

(¢ha ¢h7n) = [m] (T,s)wi : gb;l

resulta:

s(¢", ") = (", ") — (0", ") + a(¢"" T ")+

c(gbh’"; wh) ¢h,n+1) + p(¢h,n+17 77Dh)

29

(3.52)

(3.53)
(3.54)
(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)



= s(¢",0") = (", ") — (", @"7) + d(y", ") (3.59)

onde:

d(¢h,n+l’ wh) — a(gbh’"H, wh) + C(Qbh’n; 1/}h’ ¢h,n+1)+
p(e™ "t (3.60)

Assim, as formas a(g"" 1, "), e c(ph"; ", ¢""FL), sdao respectivamente as
formas abstratas dos termos difusivos e convectivos, p(¢™"*1 ") a forma abstrata
dos termos associados a pressao, e referente aos termos relativos a variacao da
posicao da superficie livre, estando, finalmente, incorporados os termos de contorno
no vetor de solicitacoes externas, f(1").

As expressoes dadas pelas egs. (3.52) a (3.60) desta formulagao, resultam
em obter a representacao abstrata, em uma expressao compacta, fundamentada

na formulagao de Galerkin, para aquele sistema de equagoes:

(", ") + d(wh, ¢ = F") + (", ") (3.61)

Considerando-se a totalidade das equagoes do sistema, da eq. (3.23) & eq. (3.28),
parte dos termos que compoem as formas abstratas é inexistente para algumas
destas equagdes, como explicitado no tépico (3.5.1). O sistema dado pela eq.
(3.61) é representativo, na forma abstrata, da parcela superficial do sistema de
equagoes do modelo computacional. A eq. (3.27) representa este sistema na forma
matricial.

A solugao deste sistema, resultando no vetor solu¢ao na forma como dado
pela eq. (3.49), considera a aproximagao pela composi¢ao de polinomios de aprox-
imacao constituindo a solucao aproximada discreta, na forma de funcoes teste, por
elementos finitos. Em termos da solucao exata para aquele sistema, egs. (2.22),

(2.28), (2.31) e (2.32), o vetor solucao é dado por:

¢ = (u,w,q,7) (3.62)
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tal que este sistema de equagoes pode ser simbolizado por:
Lo=T (3.63)

onde:

ly
Lo =
{3

ly

0 0 o, 0
b= grprut (pru- Vap)ut (prwo—ju = Vop - (Vapu) — o= (s -u)+

prgVapn + Vapq

0 0 o 0
ly = Epfw + (pru- Vop)w + pfwaw — Vap - (uVapw) — a(uaw)—i—

L0
(‘32(]

0
EngzD-u+—w
0z

o U
ly = an—l—VgD-/h udz
91 = psrbuy
Q2 = pysb.
p3 =10

o1 =Q

Sendo a eq. (3.49) uma solugdo aproximada, esta considera a existéncia de
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um residuo,

R(¢") == (Lo — s(¢", ")) + (F — f(")) (3.64)

A necesséria estabilizacao desta solucao, para o desenvolvimento de uma
abordagem convectivo-dominante, é alcancada pela incorporagao (adi¢ao), nas eqs.
(3.21) e (3.22), a formulacao discreta de Galerkin, de termos de controle de os-
cilagbes espurias no campo de velocidades, de forma consistente pela metodologia
do CAU. Tais termos sao desenvolvidos pela ponderacao do residuo na direcao do
escoamento (controle SUPG, ”Streamline Upwind Petrov-Galerkin”) e na diregao
da variagao do gradiente de velocidade (controle CAU, ”Consistent Aproximate
Upwind, Petrov-Galerkin”) . A consideragao de um campo ficticio de velocidade
que se aproxima do campo real na norma de Lo, permite assegurar a minoracao
daquele residuo e uma captura consistente da descontinuidadae, dada pelo CAU,
viabilizando o controle de oscilagoes espurias no campo de velocidade do problema
convectivo dominado, conforme Galedo et al (2004). Resultam assim os termos
de estabilizagao como uma forma residual, eq. (3.65) a seguir, a ser adicionada a
formulacao de Galerkin. Para o dominio superficial de escoamento, em condigoes
de convecgao-dominante, a estabilidade extra provida pelo termo de estabilizacao,
adicionado as equagoes de balango de momentum, eqgs. (3.23) e (3.24), é expressa

em forma abstrata, com relacdo ao vetor de incégnitas, ¢" , pelo termo:

iy ¢V " + Fo(oh)

Tow = 3, [ R - 93+ 7 Sl vitar (369
e=1

onde os termos 7, e T, s@o os parametros de estabilizacdo (respectivamente, fungoes
de up-wind e de consistent streamline) caracteristicos do procedimento do SUPG,
conforme em Brooks & Hughes (1982), e do CAU, de Galedao & DoCarmo (1988).
Na (3.65) R(¢") é referente ao residuo da solugio das equagdes, conforme de (3.64),
e Fo(¢") é o residuo composto dos termos temporal, difusivo, associados & pressao

e a superficie livre, além do vetor de solicitagoes, daquelas equagoes. Na forma
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abstrata:

Fo(¢") = (", ¢"" ) — (0", ") + a(v", ") + p(v", ") — f(U") (3.66)

A fig. 3.1 apresenta, de forma esquemadtica, o problema de escoamento
acoplado a que se referem os resultados apresentados nas figs. 3.2 a 3.5. Modelou-
se um sistema de acoplamento do escoamento de fluido superficial (em um canal
inserido em meio poroso), €2y com superficie livre, com percolacao de fluido neste
meio, 2,. Foi arbitrada uma vazao de entrada na secao a jusante do canal de
5,0 m/s, para uma viscosidade do fluido livre de 1,002 x 1073, resultando em um
nimero de Reynolds de 4.990,02. Trata-se de um problema de conveccao domi-
nante. O coeficiente de condutividade hidraulica do meio poroso foi tomado como
0,1 x 107 (colunas referentes & estabilizagao do campo de velocidade, tabs. 1e2) e
1077 (para resultados sem adogao do CAU, tabs. 1 e 2), e capacidade hidraulica de
0,02. O canal superficial simulado tem 4rea transversal de 1,0 m? e profundidade de
1 m, sobre uma regiao nao-saturada do meio poroso, com 1 m de profundidade. As
solugoes numéricas foram obtidas para a simulacao de uma lamina bi-dimensional
de fluido-meio poroso longitudinal, paralela ao eixo do canal superficial de escoa-
mento. Ambos os sub-dominios de escoamento foram discretizados por malha de
dimensao caracteristica 0,05m, com emprego de elementos finitos tipo P> F, para
aproximacao da solucao relativa ao escoamento superficial, e P; Py para o mesmo
procedimento quanto a percolagao sub-superficial.

O foco do exemplo que forneceu os resultados plotados nas figs. 3.2 e 3.3, foi a
componente planar do campo de velocidade de escoamento superficial, construindo-
se um resultado comparativo entre a evolucao da solugao numérica sem estabi-
lizacao, e a solucao computacional desenvolvida com estabilizacao numérica do
modelo pela incorporacao do termo de estabilizacao do CAU.

A fig. 3.2 apresenta a evolucao do perfil do campo de velocidade, em auséncia
do procedimento de estabilizagao adotado, comparativamente a solucao obtida para

100 s de simulacao com incorporagao do termo de estabilziacao correspondente.
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Montante
{(Vazio de entrada)

Lengol fredtico

Figura 3.1: Secgao longitudinal do sistema acoplado
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Escoamento acoplado, superf-subsup,
modelo P2P0 - P1P0, malha: 0,05m, dt: 0,1seg
T T T T
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~——t— sem CAU 100 segs
0.2~ ———e—— sem CAU 50 segs
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=————— com CAU 100 segs
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o
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Figura 3.2: Evolucao do perfil da velocidade do fluido superficial, escoamento
acoplado, impacto do CAU, malha: 0,05 m, At: 0,1 seg, elementos: P2P0-P1P0
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Escoamento acoplado, estabilizagdo CAU
evolugao do perfil de velocidade,
modelo P2P0-P1P0, malha: 0,05m, dt: 0,1s
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Figura 3.3: Influéncia da estabilizacao (CAU) em convecgao dominante, perfil da

velocidade, escoamento superficialacoplado, malha: 0,05 m, At: 0,1 seg, elementos:
P2P0-P1P0
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Na fig. 3.3 é possivel perceber o ganho na performance do campo de velocidade
apos a incorporacao daquele termo de estabilizagao para a situacao de convecgao
dominante, em relacao aos resultados obtidos nos mesmos instantes de tempo, sem
a presenca do termo associado ao CAU.

Ambos os tipos de solugao, com e sem estabilizacdo do campo de veloci-
dade do escoamento superficial, foram obtidas com emprego do modelo computa-
cional acoplado, em que a simulacao do problema para uma lamina central do
sistema acoplado considera simétrica a contribuicao lateral da componente planar
do campo de velocidade. Pode-se considerar uma significativa melhora na captura
da solugao computacional com o emprego do Método CAU de estabilizacao (curva
estabilizada para 100 s de simulacao com CAU, na fig. 3.2; curvas de 10 e 100
s com CAU, na fig. 3.3) com rela¢ao a solucao nao estabilizada (curvas nao es-
tabilizadas para 10, 50 e 100 s de simulacao, na fig. 3.2, e curvas de 10 e 100 s
sem CAU, na fig. 3.3). O erro percentual relativo entre as solugbes com e sem o
emprego da estabilizagdo pelo CAU chega a 34,67 % ao nivel da superficie livre,
para 100 s de processamento, com o modelo respondendo com uma magnitude do
campo de velocidade planar de 5,00721 m/s, com estabilizacao, e 6,74297 m/s sem
estabilizagao.

A tab. 1, no apéndice, fornece os valores numeéricos, solucoes do modelo
computacional para a componente planar (longitudinal) do campo de velocidade
do escoamento superficial, com relagao ao nivel da dgua acima do leito do canal
superficial de escoamento, valores que permitiram gerar as curvas do grafico da fig.

3.2.

3.6.2 Estabilizagao da pressao hidrodinamica

As combinacgoes de polindmios de aproximacao, em elementos finitos, para
a solucao do problema SCSh, com relagao ao escoamento superficial, buscam con-
tornar a possibilidade de ocorréncia de trancamento na solucao, e assegurar sua

unicidade e existéncia (Zienkiewicz & Taylor, 1989; Hughes, 2000), além de garan-
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tir convergéncia. A estabilidade na solucao contudo precisa ser assegurada. Esta
condicao é requisito para que sejam superadas as possiveis ocorréncias de polui¢cao
da solucao do sistema de equacoes por modos espirios e oscilagoes.

A estabilidade da solugao associada com o campo de velocidade é assegu-
rada pelo Método CAU. Para a correcao hidrodinamica da pressao do fluido em
escoamento livre é necesséario, no entanto, a adog¢ao de um método de estabilizagao
adequado.

Correa (2006) sistematizou alguns possiveis métodos de estabilizac¢ao incor-
porando controle de modos espurios da pressao, superando a poluicao da solucao
numérica advinda da adogao de campos descontinuos de interpolacao da pressao
no dominio de escoamento.

Franca et al (1993) consideraram a andlise de taxas de convergéncia para for-
mulacoes de elementos finitos em que a ordem das funcoes interpolantes mantém
pelo menos uma ordem de diferenca entre a combinacao polinomial relativa ao
campo de velocidade do escoamento e o campo de pressao. A adocao desta relagao
assegura a possibilidade de uma ampla gama de combinacoes de interpolagao
(Hughes, 2000) para os campos de velocidade, e pressao ou carga hidraulica, e,
no caso do escoamento superficial do problema aqui considerado, para a posi¢ao
da superficie livre.

A descontinuidade de fungoes de interpolacao entre elementos dos dominios
discretizados, pode resultar em distribuicoes nao suaves de fungoes descontinuas.
Tais arranjos se dao em distribuicoes semelhantes a conformacao tipica de tab-
uleiros de xadrez (”checkerboard”). Este tipo de distribuigao, a partir da descon-
tinuidade das funcoes de aproximagcao para a pressao, resulta em solucoes que com-
portom modos espurios, perturbacoes daquelas fungées descontinuas. A adocgao de
uma férmula de estabilizagao considera entao o controle destes modos espirios na
solugdo numeérica do problema (Dvorkin, 2001).

Franca et al (1993) consideraram que a adogdo de fungbes lineares ou de

ordem superior para o campo de velocidades, satisfeita a restricao quanto a ordem
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desta aproximacao e aquela da pressao, resulta em uma formulacao consistente para
a estabilizagao da pressao. No caso do escoamento superficial, a reformulacao das
formas abstratas dadas pelas egs. (3.52), (3.56) e (3.59) fornece (Método FHS) uma
forma residual, a ser adicionada de forma consistente as correspondentes equacoes
do sistema, egs. (3.23) e (3.24), em um procedimento semelhante a estabilizagao

associada a conveccao dominante:

nelm nelm

Trns = —a ) b / VA + oy b / b-V§"dQ  (3.67)
e=1 —

e e

Da eq. (3.67) resulta em obter, para aquele sistema de equagdes, em representagao
abstrata, fundamentada na formulacao de Galerkin, uma formulacao para a esta-

bilizagao conjunta dos campos de velocidade e de pressao hidrodinamica:

nelm

(wh,¢h7n+1) 4 d(wh hn+1 . Z hZe hn+17quh)+

nelm hv h F h
I A

nelm

= f(") + (" —a Z h2. (b, V" (3.68)

onde o é um parametro de ajuste livre, sendo exigido que seja somente positivo, e
hae é a dimensao caracteristica do elemento 2°.

A fig. 3.4 refere-se ao mesmo exemplo esquematicamente apresentado na
fig. 3.1, sendo um grafico do perfil de distribuicao da pressao total, composta
pelas parcelas hidrostatica e hidrodinamica, sem a consideracao dos termos de
estabilizagao do método FHS, ao longo da profundidade do canal superficial, em
presenca de escoamento livre. Os resultados plotados, nas figs. 3.4 e 3.5, cor-
respondem a simulagoes de 600 segundos, com intervalos de tempo At=0,5 seg,
empregando uma malha de dimensao caracteristica de 0,05 m, com base em uma
formulagao empregando elementos finitos de menor ordem, P, F,, para ambos os

subdominios de escoamento. As duas curvas da fig. 3.4 sao referentes, respecti-
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Pressao total: hidrostatica + hidrodinamica,
fluido livre, P1P0, malha: 0,05m

............... Numérico
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Presséo (total), KPa

Figura 3.4: Pressao total, perfil nao estabilizado, interpolagdes de Lagrange e
Spline (50 pontos), malha: 0,05m
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vamente, ao resultado numérico, obtido do modelo computacional, para a inter-
polacao da pressao total, obtida tanto por um polinomio de lagrange como por uma
"spline” para 50 pontos de discretizacao ao longo da profundidade do canal. Estas
duas ultimas curvas havendo sido geradas pelo aplicativo MatLab, utilizado para
plotagem dos graficos. A oscilacao verificada nesta solucao é devida a existéncia
de modos espiirios na pressao total.

A incorporacao dos termos de estabilizacao a formulacao discreta permite a
obtencao de resultados como o plotado na fig. 3.5 para o mesmo exemplo. Nesta
figura encontram-se plotadas as curvas referentes ao perfil de pressao total no flu-
ido (dgua) em escoamento livre no canal superficial, ao longo da profundidade,
com relagdo as solugoes obtidas sem (curva tracejada) e com (curva cheia com
marcador) estabiliza¢ao, bem como a curva obtida por interpola¢ao por polindomio
de lagrange e spline (estas duas curvas desenvolvidas para 40 pontos de inter-
polagao). E possivel perceber uma significativa melhora na qualidade da solugao
para a pressao total, quanto a solugao numérica desenvolvida com e sem a esta-
bilizacao da pressao total. A relacdo entre as curvas, com e sem emprego deste
procedimento de estabilizagdo (FHS), confirma o controle dos modos espurios de

pressao.

71



Pressao total, hidrostéatica + hidrodinamica,
fluido livre, P1P0, malha: 0.05m
2 T T T T

-------- Sem estab

———e—— Com estab

Spline

Profundidade do canal, m

I I I
0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 22 2.4 2.6
Presséo (total), KPa (. 0,01)

Figura 3.5: Perfis comparados da pressao total, com e sem estabilizacao, inter-
polagao de Lagrange (40 pontos), malha: 0,05m

72



3.7 Resultados numéricos: validagcao do modelo

Nesta etapa de desenvolvimento do modelo computacional, trés exemplos-
teste de validagao foram elaborados. Objetivaram comprovar a auséncia de possiveis
divergéncias entre os resultados numéricos obtidos e exemplos ja validados da lit-
eratura. Foram selecionados exemplos que possuem solucao analitica ou que apre-
sentem correlacao com resultados experimentais.

O primeiro destes exemplos trata de um escoamento de Pouissouille com
solugao analitica conhecida, solugao que foi verificada ter correspondéncia com
solugao experimental, i. ¢é, reproduz experimento efetuado em laboratério com
modelo fisico. Trata-se do experimento de Beavers & Joseph (1967), que além
da solucao analitica validada por ensaio experimental, possui solu¢cao numérica ja
publicada (Correa & Loula, 2006).

O segundo exemplo é referente a uma solucao de validagao do tratamento
dado a Equacao de Richards, incorporada ao modelo computacional na forma
parabdlica. Trata-se de um escoamento superficial que percola em regiao nao
saturada de um meio poroso, influindo na elevacao do nivel do lencol freatico
subjacente. E um exemplo que possui solugao analitica (Gunduz & Aral, 2005),
cuja fisica foi validada com ensaios de campo (Glover, 1978), e que também possui
solugao numérica anteriormente publicada na literatura.

O terceiro exemplo, desta série, é relativo ao comportamento da superficie
livre, em resposta a dinamica do fluido em escoamento acoplado. A superficie é
livre para oscilar sob efeito gravitacional, encontra correspondéncia com exemplo

testado e validado por Casulli & Zanolli (2002), o qual possui solugao analitica.

3.7.1 Escoamento de Pouissouille

A avaliacao da acuracia do modelo computacional proposto foi desenvolvida
verificando-se a correspondéncia de uma solucao do modelo com relacao a uma
solucao padrao, experimental e analitica. Foi solucionado o exemplo classico de

Beavers & Joseph (1967), esquematicamente apresentado na fig. 3.6, um problema
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Parede impermedvel

o livre

Figura 3.6: Perfil de velocidades, planar, escoamento de Pouissouille: exemplo de
Beavers e Joseph

de escoamento de Pouisouille sobre um meio permeavel.

O problema tem uma solucao analitica, para a qual estes pesquisadores ver-
ificaram validagao com solugoes experimentais. Para este exemplo foram empre-
gados os dados de Correa & Loula (2006), para um coeficiente de condutividade

hidraulica, k, de 1077 m/s, cuja solugao é apresentada na fig. 3.7, em que a sim-

74



Projection in Y2
0.05

(LS 7y

o

Figura 3.7: Solugoes analitica e numérica, escoamento de Pouissouille. Solugoes
de Beavers e Joseph (exata e experimental), e de Correa e Loula

ulacao de fluxo de agua foi considerada no sentido da base para o topo da figura.
A fig. 3.7a apresenta a solugdo numérica obtida de Correa & Loula (2006) e a
fig. 3.7b correlaciona o perfil desta solugao com a exata. O modelo matematico
empregado por Correa & Loula (2006) emprega uma combinagao da eq. de Stokes
com a de incompressibilidade, para o escoamento livre, e das eqs. de Richards e
Darcy, para a percolacao em meio poroso. A correspondéncia com o modelo da
presente tese foi obtida com a supressao consistente dos termos convectivos.

A discretizacao em elementos finitos, FEM, foi desenvolvida, para o pro-
cessamento deste exemplo pelo presente modelo, em 3370 elementos triangulares
P, Py, quanto a discretizagao para ambos os sub-dominios, com 0,05m de dimensao
caracteristica, em um intervalo de tempo de 0,1 segundo na evolugao da solucao.

O grafico da fig. 3.8 corresponde a solucao obtida apds 200 segs., uma solucao
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P1P0-P1P0, malha: 0.05m
perfis de velocidade - planar
escoamento de Poiseuille
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u, vd, direcéo planar (m/s)

Figura 3.8: Solugoes analitica e numérica, problema de Pouissouille: Modelo Pro-
posto e de Beavers e Joseph, secao mediana do canal, malha: 0,05m

para o fluxo plenamente desenvolvido, apds ser atingida a condi¢ao de escoamento
estacionario. O leito do canal foi considerado horizontal e plano, por equivaléncia
com o problema conforme estudado por Beavers e Joseph e por Correa e Loula, e a
vazao de entrada, de 0,1 m?/s. Esta vazao foi aplicada gradativamente, na segao de
entrada do canal superficial de escoamento, em 40 passos de tempo, em presenca
de superficie livre. Para a simulacao deste escoamento foi imposta condicao de

aderéncia (componente planar da velocidade, nula) e fixagao do nivel da superficie
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P1P0, escoamento superficial, malha: 0.05m
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Figura 3.9: Evolucao do perfil de velocidade, convergéncia iterativa, malha: 0,05m

do fluido em contato com a parede impermeavel. A direcao de fluxo é de mon-
tante (a esquerda) para jusante (& direita) do canal de bm de comprimento, 1m
de profundidade, por 1m de largura, do canal de escoamento livre, sobre uma ca-
mada de meio poroso nao-saturado de 1m de profundidade. O ntimero de Reynolds
resultante corresponde a 1240,12.

A solugao analitica conforme desenvolvida por Beavers & Joseph (1967) é:

apyg 1 2
= 1+ —= — 2 kKYVP 3.69
u=up(l+ \/Ez)+2u(z + 20,2V E)V (3.69)
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onde:
k 0'2 —+ QOéBJU

- P 3.70
2\ T apo Y (3.70)

up =

em que:

o=— (3.71)

em que o gradiente da pressao, VP, foi obtido da diferenca da pressao entre a
segdo de entrada e a de saida do canal de escoamento livre, imposta (condiga de
Dirichlet) com magnitude 0,1 kPa.

A soluc@o obtida com o emprego do modelo computacional, aqui desen-
volvido, compara positivamente com a solugao exata (analitica), conforme predito,
e como obtido por Correa & Loula (2006). A solucao exata é obtida pela solugao da
eq. (3.9), uma EDO, solucao dada pelas eqgs. (3.69) a (3.71). A fig. 3.8 apresenta
a solucao numérica para o modelo computacional acoplado aqui proposto, nao-
hidrostatico, com analogia a aguas rasas, acoplado a meio poroso nao-saturado.
As solugbes numéricas apresentadas, figs. 3.7 e 3.8, correspondem a analitica (ex-
ata) em ambos os gréaficos. Ambas as solugdes correspondem a plotagem do perfil
longitudinal da velocidade planar na secao de saida do escoamento no canal de
escoamento livre e no meio poroso. O nivel indicado por 20 no grafico (fig. 3.8)
corresponde a posicao fixa da barreira superior impermeavel do escoamento de
Poiseuille, o nivel 10 indica a posicao da superficie de interface, e o nivel 0 é
referente a superficie impermeavel na porc¢ao inferior do meio poroso.

Ainda com relacao ao escoamento superficial, um desenvolvimento deste ex-
emplo foi submetido a simulacao pelo modelo computacional. Este exemplo possui
as mesmas caracteristicas do submetido a comparacao com o de Beavers e Joseph,
porém cuidando-se de retirar as restricoes devidas a parede impermeavel daquele
exemplo. Retornou-se entao a consideracao da superficie superior do fluido como
sendo livre, caracteristica do modelo, ajustando-se livremente a evolugao do es-
coamento. A vazao de entrada aplicada na secao a jusante, para a obtencao das

curvas plotadas na fig. 3.9 foi de 1,0 m?/s, para a mesma geometria e discretizagao
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do exemplo anterior. Verificamos a evolucao escoamento no canal superficial, até
atingir a condi¢ao de pleno desenvolvimento.

A fig. 3.9 apresenta o comportamento da resposta do fluido em escoamento
no canal superficial, em presenca de superficie livre na camada superior do fluido, e
de interface de acoplamento (transferéncia de massa) com o meio poroso na camada
inferior do fluido. A plotagem associada a referida resposta foi efetuada com relagao
ao campo de velocidade planar do fluido em escoamento livre na secao de saida,
a jusante do canal de escoamento. As curvas plotadas na fig. 3.9 sao referentes a
evolugao deste campo, solugao do problema computacional, ao longo de instantes
de tempo finais dos intervalos de tempo associados ao problema transiente. A vazao
de entrada, a montante do canal de escoamento livre, foi tratada como condicao de
contorno de Dirichlet, e imposta ao modelo gradativamente, ao longo de 40 passos
de tempo iniciais, retroativamente, ou seja, a vazao de saida ao final de cada
passo de tempo foi incorporada a fragao de vazao de entrada no inicio do passo de
tempo seguinte. Verificou-se entao ser vidvel tratar a simulagao do comprimento de
desenvolvimento do escoamento por este procedimento. As respostas plotadas na
fig. 3.9 foram obtidas, como resultado desta construcao de incorporagao da vazao

ao modelo, tal que esta imposicao viabilizou o desenvolvimento do escoamento.

3.7.2 Percolagao em meio poroso

O modelo emprega a equacao de continuidade (Richard) na forma parabdlica,
para tratar o fluido no meio poroso, o que é equivalente aquele tratamento dado por
Gunduz & Aral (2005), com correspondéncia com resultado exato (analitico). A
unica especificidade é que aqueles pesquisadores consideraram a presenca de termos
de fonte para desenvolver o modelo acoplado sob a abordagem hidrolégica. Assim,
buscou-se verificar a ocorréncia de convergéncia entre as solugoes do presente mod-
elo, do modelo hidrolégico daqueles pesquisadores, e com a solucao exata. Nesta
abordagem, o campo de velocidade darcyniano é, portanto, determinado com base

no campo de carga hidraulica no subdominio determinado pelo meio poroso.
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Figura 3.10: Recarga de aqiiifero: problema de Gunduz e Aral (numérico), e de
Glover (analitico e experimental)

O exemplo, esquematicamente apresentado na fig. 3.10, representa a resposta
de um aqiiifero, por meio da elevacao do lencol freatico, a uma recarga constante a
partir da percolacao de agua de um rio para o meio poroso, através da regiao nao
saturada. O evento caracteriza, analiticamente, um problema unidimendional para
a analise da elevagao do nivel do lencol fredtico, em um meio poroso homogéneo
e isotropico. A equagao (2.13) tem solucao analitica, sob a incorporcao a esta da

equagao (2.9), e pela consideragao das condigoes inicial e de contorno dadas por:

H(z,0)=0 (3.72)
dH q

—KB%L@:U =35 (3.73)

H(oo,t) =0 (3.74)

considerando-se como co uma distancia suficientemente grande do eixo da calha do

rio, havendo sido arbitrado no modelo 10m. Nestas condicoes a solucao analitica
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(Glover, 1978) da equagao de Richards 1D sob tratamento parabdlico é dada por:

q ArKBt e X /7r g2
H(z,t) = \/ — 2 d .

onde £ € a variavel de integracao e a funcao y é dada por:

X= (3.76)
4 K Bt
\/ So
Para o ponto em que x=0, resulta entao a solugao analitica:
q Ar K Bt
H(t) = 3.77
®) 2nKB So ( )

Este mesmo exemplo foi considerado para submissao ao codigo computa-
cional aqui desenvolvido. O processamento da simulagao demandou 11.462,063
segs de CPU para processar estes 30 min equivalentes com passo de tempo de 1,0
seg, para uma malha de dimensao caracteristica de 0,10 m, construida com um
total de 1.279 elementos, para ambos os subdominios de escoamento/percolagao,
elementos tipo P;Fy. Os dados empregados foram os mesmos de Gunduz & Aral
(2005), e a condicao forgante inicial foi introduzida na entrada do canal, para
uma vazao equivalente de 1,0 m3/s. A capacidade hidrdulica e a condutividade
hidraulica foram tomadas como 0,2 e 107%. Gunduz & Aral (2005) solucionaram
este exemplo por um modelo de escoamento acoplado de abordagem hidrolégica. A
solugao numérica que obtiveram acompanhou a solugao analitica com divergéncia
apos 20 min. A solugdo numérica do mesmo problema, em elementos finitos, foi
aqui desenvolvida para uma combinacao polinomial linear (carga hidrdulica) e
constante (velocidade darcyniana ou velocidade de infiltragao do fluido no meio
poroso), ou seja, com emprego de elementos finitos P FPy. A solugdo numérica,
obtida do presente modelo computacional para o escoamento acoplado, foi com-
parada com a solucao analitica dada pela eq. (3.77). As duas curvas encontram-se

plotadas na fig. 3.11. Observa-se uma forte concordancia das solugoes, com o

81



Eq Richards (H), malha: 0.05m, MEF P1PO
0.14 T T T

012

0.1

Elevagéo lengol fredtico, eixo canal (m)

Sol analitica

—¥%—— Sol numérica

0.02 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Tempo (min)

Figura 3.11: Solugoes comparadas, analitica e numérica, P1P0, malha:0,05m

comportamento das curvas se aproximando, como em Gunduz & Aral (2005). A
diferenca entre as solugoes do presente modelo e a anaitica eleva-se do 102 min
ao 282 min de 1,19 % para 2,57 % e reduzindo-se a partir dai para 2,53 % ao al-
cancar a simulacao o equivalente a 30 min de tempo real. Um comportamento com
melhor performance que o obtido anteriormente (Gunduz & Aral, 2005), em que o
ponto final da solu¢ao numérica ancanga 0,12 m aos 30 min da solu¢ao. A solugao
numérica do presente modelo forneceu 0,132874 m para este mesmo instante, com

uma melhora de 83,56 % na solu¢ao numérica em relagdo a analitica.
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3.7.3 Evolucgao da resposta da superficie livre

O modelo de Casulli & Zanolli (2002) foi desenvolvido em diferencas finitas,
sendo relativo a oscilacao da superficie livre de um cubo de agua de arestas 10
m. A superficie do fluido é livre para oscilar, desprezando-se os efeitos viscosos, a
permeabilidade do leito e os efeitos de atrito do fluido com o fundo e as laterais
deste dominio de contencao. A condicao inicial é dada por velocidade zero, sendo a
solugao condicionada pela posicao inicial da superficie livre, n = 0,022 — 0, 1, onde
x ¢ a dimensao longitudinal. O particionamento do dominio foi o mesmo adotado
por Casulli, de dimensao caracteristica 0,5 m, havendo sido empregados, no pre-
sente modelo, elementos finitos P; Fy. A simulacao foi desenvolvida considerando-se
passo (intervalo) de tempo At = 0,01s. A solugao foi construida em 10 s de sim-
ulacao, correspondendo a um tempo de CPU de 12.774,469 s de tempo real, para
simulacao em arquitetura bi-processada identica a supra-citada.

A conservagao de massa é uma necessidade para que o modelo computacional
apresente compatibilidade com a fisica do problema, em que nao existem fontes ou
sumidouros de massa. A simulacao de bacias hidrograficas, com redes de canais de
escoamento superficial, ¢ uma etapa projetada para seguir o atual desenvolvimento,
direcionado a validagao numérica do modelo. Para executar esta etapa é necessario
assegurar a estabilidade do modelo (ja efetuado) e assegurar a conservacgao da
massa.

Estes exemplo - teste permite a verificagao da conservacao da massa. A fig.
3.12 apresenta a elevacao da superficie livre na posicao longitudinal x = 10 m,
em torno de uma posicao de equilibrio. Este resultado compara favoravelmente
com aquele previsto pela solugao analitica (exata) e com a obtida por Casulli &
Zanolli (2002). A amplitude da onda oscilatéria correspondente reproduz aquela
da solucao analitica, validando a hipotese de conservacao de massa pelo modelo.
E, contudo, constatada uma diferenca na freqiiéncia de onda, indicando sensi-
bilidade do modelo a escolha do passo de tempo. A solucao numeérica daqueles

pesquisadores, apresenta aproximacao maior com relacao a solugao exata, quanto
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Modelo

________ Casoulli

Elevacéo da superficie livre (m)

Figura 3.12: Ondulacao de baixa amplitude na superficie livre, ponto nodal final,
elementos P, Py, malha: 0,5m

a freqiiéncia; contudo detectando-se uma diferenga significativa (da ordem de 15
%), com relagao a amplitude, entre aquelas solugoes. A solugao do presente modelo
reproduz a oscilagao esperada para o movimento da superficie livre, inicialmente
ocupando uma conformacao plana inclinada. A resposta deste exemplo, quanto a

posicao da superficie livre, é um resultado em auséncia de dissipacao de energia.
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Capitulo 4
Implementacao Computacional

4.1 Linearizacao de equacgoes

No tratamento dos termos nao-lineares foi adotado o método de Picard, um
esquema quase-Newton. Neste procedimento os termos nao-lineares sao modifi-
cados de forma consistente, tal que o respectivo sistema nao-linear de equacgoes é
linearizado, viabilizando sua solucao numérica. No caso deste sistema matricial,

contendo termos originalmente nao-lineares, associado ao escoamento acoplado,
Kx=B (4.1)

onde:

K= (M+At(A +C +P)) (4.2)

em que as matrizes sdo denominadas: de massa ou transiente, M (termos as-
sociados a evolugao temporal do modelo), de rigidez ou de coeficientes (termos
associados a evolugao convectiva, C, difusiva, A, e devido a pressao e superficie
livre, P, do escoamento), e o vetor de forgas, ou de termos independentes, F,
sujeito as corregoes devido as condigoes de contorno.

O vetor solucao do problema fica determinado por:
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e o vetor de coeficientes por:
B = AtF + Ms" (4.4)

tal que:
F(x)=Kx—B=0 (4.5)

sendo este algoritmo objeto do procedimento recursivo:
s"t = F(s™) (4.6)

resolvido de forma iterativa, de acordo com o algoritmo do item 4.2, a seguir.

A abordagem de Picard, como os métodos iterativos tipo Newton, tem por
mérito preservar as propriedades e caracteristicas da funcao original, relativa aos
termos do sistema de equagoes.

Para uma visao geral do Método de Picard, conforme implementado na for-
mulacao deste modelo computacional, no sentido da linearizagao dos termos nao-
lineares, foi considerada sua aplicacao para estes termos das equacoes de balango
de momentum, eqs. (3.1) e (3.2), e da equacao da posicao da superficie livre, eq.
(3.4), na forma das egs. (3.23), (3.24) e (3.26). Na linearizacao destes termos
considerou-se 0 < j < 1 uma partigao do intervalo de tempo At = t,11 — t,4;.
O desenvolvimento da solucao numérica do modelo comporta iteragoes sucessivas,
do interior de cada passo de tempo, tal que neste procedimento foi considerada a
linearizacao daqueles termos.

Genericamente dados dois campos vetoriais quaisquer, s e r, e um campo es-
calar, 6, o termo convectivo geral, presente nas equagoes de balanco de momentum

da parcela superficial do escoamento, pode ser reescrito na forma:

/ s (e V)rhdQe = / s . (phmt ) et g0e (4.7)
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enquanto o termo presente na equacao da superficie livre pode ser dado como:

ghn+i

gh
/ Vap - / s"dO° = / Vap - / s dQe (4.8)
e h e h

utilizando-se a estimativa no instante n, na iteracao j, para a avaliacao da solugao
aproximada no instante n+1. Os termos convectivos no problema SCS, eqs. (3.13)

a (3.21), sao entao dados, pela formulacao de Picard, por:

/ 4" - (0" - Vyp)u +a" - (whag)uthe =
c z

) 0
/ ﬁh . (uh,n—l-j X V2D)uh,n+1 + ﬁh . (wh’n+]8—)uh’n+ldﬁe (49)
e z

out

Of =
0z )d

/ UA}h(llh : VQD)wh + wh(wh

hn+1

) (4.10)

/ wh(uh,n—&-j . v2D)wh,n+1 + wh(wh,n-&-j
€

r]h nhﬂH—j
Vap - ud0e = Vap - uhnta0e (4.11)
e h e h
O tratamento dado aos termos nao-lineares, pela 6tica do Método de Picard,
¢é o de aproximagoes sucessivas com minoracao do erro de aproximacao da solugao
em cada passo de tempo, condicionando-se esta reducao a precisao da estimativa da
solugao numérica ao final de cada iteragao de linearizacao no interior do intervalo de

tempo. O procedimento apresentou-se convergente, tal que (Dahlquist & Bjorck,
1974),
1G) = (") = [[Ex") = Ex" )| < ml| E(x™) — F(x")|

S |[J(F(x))]| <m <1 Vj=1,.. niter (4.12)
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onde "niter”é o nimero maximo de iteracoes, com 0 < m < 1. Definindo-se:

d(x)y = [ag(X%] V1 <i,l <nmax = ngl*nelm (4.13)
X|
onde:
0F(x);
r < '
122k < 1 (4.14)

entdo, sendo d(x); as derivadas parciais da funcao, F, do vetor solucao, x"** =
s"*k do problema, para k passos de tempo, a matriz Jacobiana da F ¢ dada por
J(F(x)) = [d(x);], obtendo-se:

x = Fx (4.15)

sendo entao a funcao £ uma contracao, no sentido do Teorema de Banach, sendo

+k

a captura da solugao numérica, s"™", um problema de ponto fixo.

4.2 Algoritmo computacional

A obtencao da solucao do sistema de equagoes que regem o problema foi
fundamentada na idéia de construcao de um procedimento iterativo, baseado no
Método de Gradientes Conjugados. O alcance da solucao numérica previu entao
a satisfacao de um critério de convergéncia adequado em torno da superficie de
acoplamento entre os dois sub-dominios de escoamento. Para desenvolvimento
da convergéncia dos componentes de solucao referentes aos subdominios de es-
coamento, buscou-se satisfazer tal critério pela consideracao da convergéncia das
solucoes das equacoes representativas de ambos sub-dominios de escoamento. Re-
side entao a exigencia de convergéncia na satisfacao da continuidade entre o campo
de pressao e o campo de carga hidrdulica, ao longo da interface de acoplamento.
A pressao total no fluido livre foi tratada como composta por duas parcelas, uma
hidrostética devido a coluna de dgua, p;g(n™—z), e outra de correcao hidrodinamica,
q", isto é:

P =prg(n" —2) +q", em 0Qy (4.16)
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e para o fluido percolando no meio poroso:

p, = prgH", em 0, (4.17)

onde p, ¢ a pressao na fase liquida deste fluido. A satisfacao da condigao fisica de
continuidade da pressao na interface, exige a correspondente satisfacao simultanea
das equacoes que governam o problema acoplado. Assim, com relacao a inteface
de acoplamento, para a pressao total no fluido em escoamento superficial livre, py,

e para a carga hidraulica do fluido em percolacao no meio poroso,p,:

P =Dp (418)

Esta restricao pode ser satisfeita por um processo iterativo, para a j-ésima iteracao,
no i-ésimo né da malha, construido como:

prg(nit — 2) 4+ ¢ = Ay, em 09, N 09, (4.19)

)

prgHM = X, em 0Q;N0OQ, (4.20)
tal que o critério de convergeéncia entre estas quantidades fisicas seja:

A2 — A1

5y <e, em 0Q;NOQ, (4.21)
2

onde € é a tolerancia (arbitraria). Neste procedimento, o algoritimo iterativo re-
sulta como:
e Passo 1: Obter s1 =71 = Ay — \;
e Passo 2: Fazer, para cada iteragao, j:
e Passo 2.1: H™Tl = g™ 4 Aitlgi

. +1 rd
e Passo 2.2: /7 = 9T’

e Passo 2.3: it =i —~ippgst

It

e Passo 2.4: /T =i 4 =5
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e Passo 2.5: Solucionar o sistema matricial, e obter a solucao aproximada:
s/t no instante "n”, na iteracao j+1;
e Passo 2.6: Calcular ™ e M,
e Passo 2.7: Testar convergeéncia:
e Passo 2.7.1: calcular a razao de aproximagao pela (4.20);
e Passo 2.7.2: decidir se o passo anterior atende a tolerancia, €;
e Passo 2.7.3: Se "nao” — tolerancia nao-atendida: volte para o Passo 2;
e Passo 2.7.4: Se ”sim” — tolerancia atendida.

e Passo 3: Admitir s™/*!, como solucao no instante "n-+17.

A atualizacao da carga hidraulica, no passo 2.1 desse algoritmo, permite a
atualizacdo da velocidade darcyniana, pela solu¢ao da eq. (3.28), e a atualizagao
da correcao hidrodinamica da pressao no fluido livre; atualizacoes efetuadas em
cada passo de iteracao. Estas novas estimativas, na interface de acoplamento,
para a velocidade darcyniana, e a parcela hidrodinamica da pressao total, sao
incorporadas ao termo @, da eq. (3.16), e nos termos de pressao das eqs. (3.13)
e (3.14). Neste sentido a nova estimativa para a carga hidrdulica é incorporada a
equagao (3.17). Estas revisoes de termos em cada incremento iterativo permite a
execucao do passo 2.5 do algoritmo e nova estimativa, na iteracao ”j+1”, para a
aproximacao da solucao numeérica do problema.

O procedimento iterativo desenvolvido neste modelo encontra-se fundamen-
tado em um principio fisico, o de continuidade entre a pressao total no fluido livre
e a correspondente pressao (como fungao da carga hidrdulica) no fluido percolante
no meio poroso. Esta consideragao introduz um avanco sobre o procedimento it-
erativo usual na literatura (Miglio et al, 2003; Discacciati et al, 2002; Cai, 2008),
em que a atualizacao da pressao total é efetuada por um multiplicador de lagrange
relacionando esta pressao com a correspondente devido a carga hidraulica.

Com relacao ao método de solugao numérica do sistema de equagoes, o sis-

tema matricial gerado pela distribuicao das contribuicoes elementares para a mon-

90



tagem das matrizes deste sistema, se da segundo os graus de liberdade globais,
a partir das matrizes locais referenciadas aos graus de liberdade elementares. A
distribuicao de elementos matriciais é assim efetuada segundo suas conectividades,
ou seja, de acordo com as relagoes entre os graus de liberdade nodais, referencia-
dos localmente, e seus correspondentes globais, referenciados a malha de elementos
finitos de discretizacao do dominio continuo.

As matrizes de massa, M (termos associados a evoluc¢ao temporal do mod-
elo), de rigidez ou de coeficientes (termos associados & evolucao convectiva, C,
difusiva, A, e devido a pressao e superficie livre), sdo matrizes esparsas. Possuem
poucos elementos nao-nulos em relacao a totalidade de elementos matriciais. As
matrizes sé possuem como elementos nao nulos aqueles elementos originados pela
alocacao de contribuigoes de graus de liberdade nodais, globais, gerados por conec-
tividades com outros elementos finitos da malha discreta. Devido ao seu elevado
grau de esparsidade, métodos de solucao iterativa do sistema matricial, sao mais
apropriados que métodos diretos, em termos de eficiencia computacional e tempo
de CPU.

Dentre os métodos de solucao de matrizes esparsas o GMRES, ” Generalized
Minimal Residual Method”, conforme proposto por Saad & Schultz (1986), esta
entre os que apresentam melhor desempenho tedrico para o problema acoplado
(Saad, 2001). O GMRES foi, portanto, o método adotado de solugao do sistema
(algébrico) de equagoes do problema. Na sua implementagao foi adotado, para ar-
mazenamento dos termos nao-nulos das matrizes, enderegamanto de posigao (linhas
e colunas), e cinco vetores para reinicializa¢ao da ortogonalizagao no GMRES.

A elevada esparsidade do sistema matricial esta relacionada com a formulagao
discreta (em elementos finitos) adotada para o desenvolvimento da solu¢ao numérica
em espagos discretos, em que cada né de um elemento com dois (subsuperficial)
ou quatro (superficial) graus de liberdade nodais encontra-se conectado a outros
(poucos) elementos vizinhos; desta forma fornece somente no maximo duas a quatro

contribuigdes & matriz de coeficientes (rigidez) dentre as nx*ny*nz*ngl possiveis
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contribui¢oes nodais globais a matriz, onde nx, ny e nz sao respectivamente o
nimero de elementos nas diregoes coordenadas de um sistema cartesiano de eixos

de referéncia, e ngl o nimero de graus de liberdade por né da malha discreta.

4.3 O teste de elementos e de malha

Na selegao de elementos finitos, buscou-se estabelecer um critério para a ver-
ificacao da capacidade destes elementos em desempenhar com habilidade a captura
da incompressibilidade como condi¢ao da solucao numérica.

No sentido do estabelecimento do supra-referido critério, conceitua-se con-
sisténcia no sentido de que as propriedades dos elementos, adquiridas da com-
binacao de funcoes aproximantes, induzem a solu¢ao numérica a se aproximar da
solugao exata do problema de forma tnica (unicidade), reproduzindo a condigao
cinematica, e simultaneamente, portanto, impedindo a possibilidade de ocorréncia
de trancamento da solucao, ou seja, ocorréncia de solugao identicamente nula.

Utilizando-se o conceito de raio de constricao, r,

Neq

(4.22)

T =
nC

onde n., representa o nimero de graus de liberdade livres, em termos de veloci-
dades, apés a imposicao das condicoes de contorno, e n. o numero de graus de
liberdade livres, em termos de pressao, associados a restricao de incompressibil-
idade. Conforme definido por Hughes (2000), consideremos os elementos P; P,
PPy e PPy, para aproximagao da solucao do problema de escoamento acoplado
como definido no problema SCSh. As condi¢oes de contorno foram definidas como
condicoes de Dirichlet para os campos de pressao ou de velocidade na secao de
entrada da vazdo (escoamento superficial), ou de percola¢ao (no meio poroso), em
termos de magnitude do campo de velocidade ou carga hidraulica impostas. No
caso de imposicao de pressao ou carga hidraulica, compondo um diferencial de
pressao).

Para estas condicoes aqueles elementos apresentam raios de constricao re-
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spectivamente (fig. 4.1):

rppy = 27TP2P0 = 67 € TPPy. — 2

atendendo a restricao do teste de malha que determina que:

Neg > 2N (4.23)

conforme de Hughes (2000), para que seja assegurada a incompressibilidade. Na
fig. 4.1 os pontos escuros indicando os graus livres da velocidade, e os claros aqueles
de pressao.

A satisfagao do teste de malha (Dvorkin, 2001) relaciona-se com os elementos
PPy, PPy e P,Py,., combinagoes respectivamente linear-constante, quadratica-
constante, e quadratica-linear (descontinua para a pressdo), elementos utilizados
na construcao dos espagos de aproximacao dos campos de velocidade, pressao e
superficie livre, ou velocidade darcyniana e carga hidraulica, respectivamente, no
estabelecimento das funcoes teste, aproximadoras da solugao exata do escoamento
acoplado.

O atendimento aos critérios do teste de malha indicam consisténcia entre
a formulacao discreta das equagoes variacionais em elementos finitos e a forma
continua das equacoOes variacionais do modelo matematico. Para estas fungoes,
portanto, todos estes elementos apresentam, pela eq. (4.23), consisténcia nesta
aproximagcao (para a solugdo numérica) e auséncia de trancamento (ou ”locking”)
em seu comportamento. O sucesso na aplicacao do teste de malha, para aqueles
elementos finitos selecionados para implementacao na solucao do problema, indica
que estes sao favoraveis a que seja alcancada condicao de consisténcia, necessaria a
obtencao de convergéncia numérica para a solucao exata. Para todos estes elemen-
tos considerou-se que na superficie de acoplamento entre os dois subdominios de
escoamento as condicoes de interface atuam no sistema como condigoes de Dirich-

let, sendo incorporados as equagoes do sistema de equagoes de forma natural.
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A consisténcia da formulagao, relaciona-se portanto com a escolha dos espacos
de funcgoes polinomiais de aproximacao. Tal escolha determina a viabilidade de
solugao, e adequada avaliacao das magnitudes nodais das incognitas caracteristicas
do escoamento superficial e da percolacao subsuperficial. A verificacao deste requi-
sito foi efetuada pela aplicagao de teste de malha (e de elementos finitos), conforme

em Dvorkin (2001).

4.4 Convergéncia

O problema em foco, objeto de desenvolvimento do presente modelo com-
putacional, é ndo-linear, como nas egs. (3.1), (3.2) e (3.4). Para esta classe de
problemas pode nao ser assegurada a convergéncia da solucao a partir da veri-
ficacao de consisténcia e estabilidade, como em problemas lineares.

Conceituando estabilidade no sentido de controlar e reduzir modos esptrios
na solucao computacional, ocasionados pelo arranjo de graus de liberdade e com-
binacoes de polinomios de aproximacao introduzidos pela escolha de elementos,
ou provenientes de variacoes direcionais de campos representativos de incégnitas
do problema, sendo fontes de instabilidade a serem controladas a convec¢ao domi-
nante ou arranjos oscilatorios nos valores numéricos da pressao ao longo da malha
de discretizagao.

A estabilidade foi implementada no modelo computacional pela adicao de
forma consistente (sem modificagdo do problema original, como na introducao de
difusdo artificial) de termos de controle de oscilagdes numéricas da solugao por
meio dos termos advindos do CAU e do FHS, respectivamente para a velocidade
e a pressao hidrodinamica.

Quanto a convergéncia, o conceito foi utilizado com o significado de aprox-
imacao sucessiva da solucao numérica para a solucao exata, com a evolucao do
problema e em cada iteracao, por meio do atendimento ao critério de tolerancia
(do método de solugao iterativa) e por controle e reducao de erros numéricos. O

"Patch Test”, introduzido por Irons & Loikkanen (1983), é um procedimento que
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permite verificar a convergéncia da solucao numérica para a exata a partir do
processamento pelo modelo de uma malha de pequenas dimensoes, simplificada
portanto em relagao a geometria do problema a processar solucao.

Para execucao deste teste foi elaborado um exemplo de pequenas dimensoes,
de escoamento de uma lamina de agua de espessura 20 cm sobre meio poroso nao-
saturado, sendo considerada a camada superior deste meio, também com 20 cm de
espessura, ao longo de um trecho de 20 cm de comprimento, adequado a simulago
do problema para uma malha reduzida. Uma vazao inicial de 1,25 m?/s foi imposta
na secao de entrada do canal superficial, de 4rea transversal 0,04 m?, quadrada.
O pleno desenvolvimento do escoamento foi fixado em 25 passos de tempo, de um
total de 50 passos de tempo de simulacao, com intervalo de 0,5 segundos. Foram
processadas malhas de 4x4, 8x8 e 24x24 elementos para cada um dos sub-dominios
de escoamento. As trés malhas foram elaboradas por combinacoes de elementos
P, Py para os dois sub-dominios. A fig. 4.2 fornece o comportamento do campo de
velocidade planar do escoamento superficial, solugao obtida com a consideragao de
estabilizagao dos campos de velocidade e de pressao, ainda que com baixo niimero
de Reynolds (Re = 139). As curvas plotadas sao referentes a magnitude méaxima
da velocidade planar ao nivel da posi¢ao correspondente a superficie livre, na se¢ao
de saida do escoamento. Ha um comportamento assintético para aquele valor, nas
trés malhas de discretizacgao.

A convergéncia e a unicidade da solugao sao verificadas. As curvas apresen-
tam comportamento linear como esperado, uma vez que o modelo computacional
obedece a uma incorporacao gradual da solicitacao da vazao, com carater linear. O
elevado passo de tempo, da ordem de 60 vezes superior a dimensao caracteristica
da malha mais refinada deste teste, permite atribuir a leve oscilacao detectada
neste refinamento a sua maior sensibilidade a progressao no tempo da solucao.
Este comportamento contudo nao comprometeu a solucao final nem o respectivo
comportamento assintético.

s

E assim possivel inferir terem sido atendidas as condigoes necessarias para
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a convergéncia da solu¢do numérica. Aquelas condigbes sao (i) as inerentes a
formulacao variacional quanto a relacao entre as ordens dos operadores, o que de-
terminou a escolha dos espagos de solucao finitos, a (ii) satisfagdo do ”Patch Test”,
e (iii) a adequacao da combinacao de polinémios, sendo verificado em especial a

de menor ordem, para a modelagem do problema (item 3.7).

96



Condigio de Dirichlet

Elementos PIPO T
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Figura 4.1: Teste de malha: descricao esquematica para elementos P1P0, P2P0 e
P2P1dc
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Combinagéao de elementos finitos P1P0-P1P0
tempo max: 50 segs, dt=0,5 seg.
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Figura 4.2: ”"Patch Test”: convergéncia para velocidade maxima, combo P1PO-
P1PO
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Capitulo 5

Aplicacoes e Comentarios

Algumas aplicagoes foram efetuadas, objetivando analisar o desempenho e a
eficiéencia do modelo computacional. Foram consideradas a conservagao da massa
em regime de escoamento acoplado, o atendimento a condinuidade entre os campos
de pressao e de carga hidraulica, a influéncia da percolacao em meio poroso sobre
o escoamento superficial, e a eficiencia da formulacao em elementos finitos em

descrever o escoamento acoplado.

5.1 Conservacao de massa

A conservacao da massa foi atendida para o caso de superficie livre em os-
cilagao livre, para um fluido ideal nao viscoso, sem consideracao de acoplamento
entre sistemas de escoamento. Contudo, é necessario assegurar a satisfagdo desta
condicao cinematica para o presente problema de escoamento acoplado.

O primeiro destes testes, portanto, buscou verificar o comportamento do es-
coamento livre com relacao a conservacao de massa. Esta verificacao busca validar
a correspondéncia entre a fisica do problema e o modelo matematico proposto.

A simulagao computacional considerou um canal superficial, de escoamento
livre com um comprimento de 3 m, com 1 m de profundidade (secao transversal
de 1 m?), sobre meio poroso com 1 m de profundidade, na secao & jusante do
escoamento. A vazao de entrada no canal foi adotada em 1,0 m?/s, caracterizando

entao comportamento de dominancia da conveccao. Nesta simulagao o canal tem
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um aclive (elevagao no leito) de 3 %, positivo entre as se¢oes de entrada e de saida
do escoamento no canal superficial.

Este exemplo corresponde a 600 segundos (numéricos), com intervalo de
tempo de 0,5 segundos. A solucgao foi obtida por processamento em uma arquite-
tura de CPU com dois processadores Pentium 4, cada qual com um ”clock”de
3.00 GHz. A malha adotada corresponde a uma discretizacao de elementos finitos
P Py, para ambos subdominios de escoamento, em elementos de dimensao carac-
teristica de 0,05 m, resultando em 2770 elementos P; Py para o meio superficial e
2670 elementos para o subsuperficial. A solu¢ao numérica, para a verificacdo da
conservagao de massa, foi obtida em um tempo de CPU de 21.264,766 segundos.

As figs. 5.1 e 5.2 apresentam o comportamento da superficie livre do fluido
em escoamento no canal superficial, visualizando-se no topo do gréafico da fig. 5.1 o
perfil desta superficie, juntamente com o perfil do leito (ndo dependente do tempo)
do canal, ambos em vista transversal, este tltimo na parte inferior do grafico.

A fig. 5.1 apresenta o comportamento da superficie livre, apds 200 segundos
de simulagao, apds ser alcangada condicao de estacionaridade da solugao pelo mod-
elo computacional. Na fig. 5.2 contém, em escala ampliada, o grafico do movimento
oscilatério da superficie livre, verificando-se comportamento de auséncia de acu-
mulagao ou reducao de massa, sendo visivel o perfil longitudinal desta superficie.

Ambos os graficos, figs. 5.1 e 5.2, permitem inferir a auséncia de ganho
ou perda de massa na solucao numérica do problema, ainda que em presenca
do movimento oscilatério da superficie superior (interface com a atmosfera) do
fluido em escoamento livre, movimento induzido pela dinamica do escoamento
deste fluido.

A geometria plana em aclive (do leito do canal), deste dominio de escoa-
mento é um aspecto forcante do mesmo. Verifica-se neste exemplo a conservagao
de massa da solugao numérica obtida com emprego do modelo computacional. A
idéia é que a elevacao na inclinagao do leito do canal pudesse induzir acumulagoes

de massa da dgua em escoamento pelo modelo ou uma perda de massa devido a um
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P1P0-P1P0, malha: 0.05m, simulagéo: 600 segs
T T T

Nivel (m)

Superficie livre

1.2 —%—— Leito do canal (3 % aclive)

0 0.5 1 15 2 25 3
Comprimento (m)

Figura 5.1: Perfis: superficie livre e leito do canal, aclive 3% canal: 3m x Im x
1m, malha: 0,05m

retroescoamento induzido por aquele aclive. Nenhum destes disturbios no escoa-
mento foram detectados, indicando que o modelo foi bem sucedido em satisfazer
este teste.

O atendimento a esta condicao de conservacao de massa é conseqiiéncia do
atendimento a condicao de incompressibilidade, da qual a equacao de posicao da
superficie livre é obtida. A percolacao do fluido do meio superficial para o sub-

superficial ocorre devido a continuidade do fluido em escoamento, e a variagao de

101



P1P0-P1P0, malha: 0.05m,
escoamento com superficie livre sobre meio poroso,
aclive na interface de acoplamento: 3 %, tempo: 200 segs
2 T T T T T

1.995

1.985 J

Nivel da superficie livre (m)

1.975

Superficie livre

1.97 I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3

Comprimento do canal (m)

Figura 5.2: Perfil magnificado da superficie livre, canal: 3m x 1m x 1m, malha:
0,05m

posicao da superficie livre é também uma resposta a esta continuidade.

5.2 Continuidade da condicao de interface de pressao

Quanto ao vinculo, i.é, identidade entre a pressao total no fluido em escoa-
mento livre, no sub-dominio determinado pelo canal superficial de escoamento, e
a pressao capilar, obtida da transformacao hidraulica para a dimensao de pressao,

trata-se de uma condicao associada a continuidade do fluido e do escoamento na

102



interface entre os dois sub-dominios. Em virtude desta restricao a identidade entre
as pressoes nestes meios de escoamento é uma exigéncia fisica.

Nesta verificagao, foi considerado o mesmo exemplo da secao anterior, i.é,
canal superficial de comprimento de 3 m, com 1 m de profundidade (se¢ao transver-
sal de 1 m?), sobre meio poroso com 1 m de profundidade, com vazao de entrada
neste canal de 1,0 m3/s, em presenca de um aclive, no leito deste canal, de 3 %,
da secao de entrada para a de saida do escoamento.

A fig. 5.3 corresponde a 200 s de simulacao computacional, para intervalo
de tempo de 0,5 segundos. Para uma malha de discretizacao de elementos finitos
P, Py, para ambos subdominios de escoamento, composta de 2770 elementos P P,
para o meio superficial e 2670 elementos para o subsuperficial, este grafico, fig.
5.3, apresenta grafico correspondente a plotagem conjunta da solucao numérica
da pressao total no fluido em escoamento livre, em relacao ao campo de carga
hidraulica, transformado para pressao do fluido nos poros.

Para que o tratamento dado a equacao de Richards tenha validade, sendo
compativel com a consideragao de continuidade do campo de pressao total no
fluido em escoamento livre, em relacao ao campo de carga hidréulica, em torno da
interface de acoplamento, deve haver continuidade no perfil conjunto de pressao
total e carga hidraulica. A continuidade entre estas quantidades fisicas é verificada,
bem como o comportamento linear para a pressao total no fluido em escoamento
livre, e parabdlico para a pressao devida a carga hidraulica. Verificou-se ainda a
identidade, em torno da interface de acoplamento, entre a pressao capilar (¢ =
H = p./pg) para o fluido em percola¢do no meio poroso, e a pressao total no fluido

livre.

5.3 Influéncia da percolagao em meio poroso sobre o escoamento

superficial

Na verificacao da sensibilidade do escoamento superficial a influéncia do

acoplamento com a percolagdo em meio poroso, foi efetuada simulagao do es-
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Pressédo & Fungédo de Carga Hidraulica, P1P0-P1P0
malha: 0,05m, tempo max.: 200 segs, leito inclinado: 3%,
dominios acoplados, secéo de saida
2 T T T T

Nivel (m)

I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Presséo e Fungéo de Carga Hidraulica, kPa (. 0,01)

Figura 5.3: Convergéncia entre pressao total no fluido livre e funcao de carga
hidraulica, secao final, malha: 0,05m

coamento acoplado, considerando-se a variacao do parametro adimensional, agy,
dentro da faixa de valores usual na literatura.

Foi considerado o mesmo exemplo anteriormente adotado, para um escoa-
mento de Pouissouille, no item 3.7.1. Para a verificagdo aqui pertinente, quanto
a influéncia da variacao da magnitude deste parametro, agy, sobre o escoamento
superficial, foi considerado um canal de 5 m de comprimento, profundidade de 1

m, secao transversal de 1,0 m?, sobre meio poroso subsuperficial, nao-saturado, de
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1 m de espessura. A vazao de entrada na secao de entrada do canal superficial foi
tomada com 1,0 m3/s. Ambos os sub-dominios forma discretizados com emprego
de 3370 elementos finitos P, Fy. A capacidade hidradulica foi tomada como sendo
de 0,2 e a condutividade hidrdulica foi fixada em 1072 m/s. Os resultados plotados,
fig. 5.4, correspondem a 200 s de simulagao com passo de tempo de 0,1 s.

Foram efetuadas simulacoes relacionadas com a variacao da magnitude do
parametro adimensional, entre 0,1 e 4,3. Os resultados numéricos desenvolvidos
para este problema de escoamento acoplado, superficial - subsuperficial, indicaram,
para a adocao de parametro adimensional de avaliacao da descontinuidade da
tensao de cisalhamento no fluido na interface de acoplamento, um comportamento
diferenciado com relacao a literatura e as caracteristicas especificas da percolagao
de fluido em meio poroso, conforme de Jager & Mikeli¢ (2000) e Deng & Martinez
(2005).

Dentre as restricoes em torno da superficie de interface, pela qual se da a
troca de massa entre os meios de escoamento, a condicao de salto na tensao de cisal-
hamento esta associada, conforme postulado por Beavers e Joseph, ao parametro
adimensional, apg;.

A luz da composicao da solugio por duas parcelas, eq. (3.69) e (3.70),
verifica-se ser a primeira associada a influéncia da estrutura do material e da
condutividade hidraulica sobre o comportamento do fluido livre (com relagao ao
velocidade planar), e a segunda relacionando a influéncia da posigdo da lamina
de fluido em escoamento livre sobre a magnitude da velocidade planar. A com-
posicao destas parcelas, quanto a solucao da eq. (3.69), indica que uma elevagao
na magnitude do parametro adimensional influencia no arraste sobre as laminas
horizontais de fluido em escoamento livre, reduzindo a magnitude da velocidade
planar, por outro lado, uma elevacao do afastamento relativo das laminas de fluido,
com relagao a superficie de interface e a superficie impermeavel, resulta em uma
elevagao na magnitude da velocidade planar do fluido, conforme na fig. 5.4.

O resultado do balango entre aquelas duas componentes (parcelas) da solugao
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Perfis de Velocidade (planar), coeficiente alphaBJ
P1P0-P1P0, malha:0.05m, tempo:200 segs

<x T T T T T

Nivel (m)

0.6% -

k 2.4e-3m/s

——— alphaBJ=0.5
0.4% -

Y

* ----%---- alphaBJ=1.00
0.2% ————— alphaBJ=4.3 7
*
| L | | | | L | | L
0 005 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05

u, x diregdo (m/s)

Figura 5.4: Influéncia do parametro de Beavers e Joseph: perfil de velocidade,
malha: 0,05m

analitica foi verificada numericamente pelo presente modelo, avaliando-se o resul-
tado da elevacao da magnitude do parametro a gy, dentro da faixa de valores de-
duzida por Beavers & Joseph (1967), entre um valor minimo, de 0,1, e um maximo
determinado como sendo de 4,3.

Verificamos uma reduc¢ao na magnitude do campo de velocidade planar com a
elevacao da magnitude do parametro adimensional, para laminas de fluido de maior

afastamento da superficie de acoplamento. Este resultado indica nao ser viavel

106



considerar um valor "médio” para apg; corresponde a faixa de valores determinada
por Beavers & Joseph (1967). O valor uniforme unitdrio como representativo
deste parametro, tem sido usual na literatura especializada. Aqueles pesquisadores
(Beavers & Joseph, 1967) realizaram experimentos de percolagao do fluido por meio
poroso, em que este meio era um bloco de metal poroso, confeccionado por um de
dois tipos de material, ou 6xido de aluminio ou éxido de niquel, ambos de estrutura
porosa. A necessidade de se considerar o tipo de material e suas propriedades,
com relacao ao estabelecimento do valor deste parametro, deve considerar que
ha influéncia significativa no desenvolvimento do comportamento do fluido livre
devido a condigao de nao aderéncia, sendo este parametro caracteristico do material
que compoe a estrutura solida do meio poroso, em acordo com o comportamento

previsto por estes pesquisadores.

5.4 Eficiéncia da combinacao de elementos finitos de menor ordem

Considerando os dados do exemplo do item 5.3, anterior, para um escoa-
mento acoplado em presenca de superficie livre, para o escoamento superficial, em
presenca de termos convectivos, foram efetuadas simulacoes com diferentes com-
binagoes de elementos finitos. A fig. 5.5 apresenta as curvas de resposta na segao
de saida do sistema acoplado, correspondente a um corte vertical deste sistema na
posicao a jusante do escoamento superficial. Foram adotadas, para o escoamento
superficial, combinacoes dos campos velocidade - pressao desenvolvidas com ele-
mentos P Py, PPy, e PP 4., mantida a combinagao polinomial tipo P, Py para a
aproximacao da solug¢ao no meio poroso, para o par de incognitas carga hidraulica
- velocidade darcyniana.

As curvas apresentadas correspondem as respostas do modelo para a veloci-
dade planar superficial e darcyniana no meio poroso. Na fig. 5.5, 0 meio subsu-
perficial fica determinado entre os niveis 0,0 m e 1,0 m do grafico, e o escoamento
livre para os niveis 1,0 m a 2,0 m. Cada uma das curvas corresponde a uma das

combinagoes polinomiais empregadas no modelo, para malha de dimensao carac-
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Perfil de velocidade, planar, malha: 0.05m
tempo max: 200 secs, multiplas combinagdes FEM
2 T T T it

E
3 |
2
=z
0.8¢ —
0.6¢ : —
P1P0-P1PO
0.4¢
P2P0-P1P0O
0.2¢- ——&—— P2P1dc-P1PO
| | L L | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

u, direcéo planar (m/s)

Figura 5.5: Perfis de velocidade planar, fluido livre, elementos P, Py, P, Fy, € Py P4,
malha: 0,05m

teristica 0,05m. A combinacao de elementos finitos P, Pi4. - P1 Py apresenta boa
aproximacao devido ao tratamento da equacao de Richards na forma parabdlica,
conforme adotado. Observamos uma convergéncia dos resultados numéricos, como
plotado na fig. 5.5, para estas trés aproximacoes em elementos finitos.

Em valores numéricos, os dados apresentam diferenca méaxima observada no
campo de velocidade na superficie livre de 1,49% entre as solucoes obtidas com a

combinagao de polinémios PyPi4. (1,00197 m/s) e a do elemento P, Py (0,987311
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m/s). Abaixo desta superficie esta diferenca é menor que 0,64% (0,990116 m/s e
0,983787 m/s, respectivamente). Os dados numéricos para aquelas trés curvas sao
fornecidos na tab. 2 do anexo, para valores a cada 0,10m de profundidade, com
relagao ao fluido em escoamento livre.

O erro relativo, assim verificado, apresenta-se relacionado a oscilagao fisica
da superficie livre como um ajuste natural intrinseco da posicao da superficie livre
devido a incompressibilidade da agua. E necessdrio ainda considerar a baixa ordem
na aproximacao introduzida pelo elemento P, Py quando comparada a ao elemento
Py P4., em que para o elemento PP, a combinacao polinomial de menor ordem
reduz a quantidade de informacao na solugao do problema quando comparado aos
elementos de fungoes de aproximacgao quadraticas.

Entretanto o elemento finito de menor ordem adotado, elemento P, F,, tem
excelente acurdcia na captura da solugao e pela sua ordem de combinacao poli-
nomial reduz o esfor¢co computacional na aquisicao da solucao do problema; na
tab. 5.1 é fornecida uma correlacao de desempenho da eficiéncia do processamento
destas combinagoes de elementos, quanto aos tempos de uso de CPU, para uma
tolerancia de erro arbitrada em 0,1 e passo de tempo de 0,1 s.

As simulagoes foram efetuadas em um computador de dois processadores
Pentium IV de 3 GHz cada, montados em placa-mae (Intel 865) de duas ancoragens
de processadores. O desempenho eficiente da combinacao de elementos P1P0 é
verificada em ambos os sub-dominios de escoamento do problema acoplado. A
excecao para esta solugao ocorre na regiao da superficie livre, de caracteristica
oscilatéria. Uma malha de discretizacao construida em elementos de menor ordem
com refinamento local na regiao da superficie livre, em elementos finitos P1P0
pode superar este conflito entre melhor eficiéncia computacional e magnitude de
informacao na solucao numeérica, reduzindo este erro numérico. A tab. 3, no anexo,
fornece os valores numeéricos para estas curvas, com e sem refinamento da malha na
regiao da superficie livre, demonstrando a eficiéncia desta técnica e da combinagao

de elementos finitos de menor ordem na aquisicao da solugao numérica, para o

109



Tabela 5.1: Tempo de uso de CPU, combinacoes: P, FPy-P1 Py, PoPy-Pi Py, PsPig.-
PPy, At =0,10segs

Combinacao Malha | Uso de CPU | Equacoes Iteracoes
polinomial (m) (s) (=~ por At)
P1P0O-P1PO 0,05 1.575,078 13.345 4
P2P0-P1PO 0,05 5.607,359 49.425 5

P2P1dc-P1P0 0,05 24.134,016 56.185 14
P1PO-P1PO 0,025 27.644,703 92.888 11
P1PO-P1PO 0,05

com refino 3.773,938 15.969 8
local

presente modelo computacional.
Considerando estes resultados, para a finalidade deste trabalho, a verificacao
da validade do modelo de acoplamento proposto com uma formulagao estabilizada

de elementos finitos de menor ordem pode ser considerada como alcangada.

5.5 Performance computacional

O modelo computacional possui, com relagao ao tempo de utilizacao de CPU,
um crescimento de comportamento exponencial com relagao ao refinamento da
malha. Na fig. 5.6 é apresentado um conjunto de curvas, relacionando estes
parametros. Os tempos de CPU e refinamento da malha sao relativos aos pro-
cessamentos dos resultados obtidos pelo exemplo de superficie de acoplamento
senoidal, entre os dois sub-dominios de escoamento. A primeira curva correlaciona
as variaveis tempo de CPU e malha, para determinacao deste comportamento,
quanto as discretizacoes do dominio de escoamento-percolacao por elementos fini-
tos PPy e PyP4., para o sub-dominio superficial, e P;F,, para o sub-dominio
sub-superficial. A segunda curva foi obtida para uma discretizagao do dominio
de escoamento-percolacao por elementos finitos P; Py, para o sub-dominio super-
ficial, e P,P,, para o sub-dominio sub-superficial. Ambas as curvas, relativas as
discretizagoes desenvolvidas com elementos P\ Py - PPy e Py Py, - P1 Py, de cresci-

mento do tempo de processamento com a elevacao do refinamento da malha, sao
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analogas apresentando tempo de uso de CPU equivalentes, com diferencas infe-
riores a 0,1%. A curva correspondente ao modelo PPy - P, P, apresenta um in-
cremento do tempo de CPU para processamento do modelo computacional, com
a elevacao do refinamento da malha, inicialmente em magnitude de 14,24%. Este
comportamento, magnitude de uso de CPU superior aquela das duas primeiras
curvas, apresenta reducao desta varidvel, com relacdo ao refinamento da malha,
na ordem de 6,05 % para a malha de 20.059 elementos (dimensao caracteristica
0,025m).

As malhas processadas tém dimensao caracteristica (maior dimensao do el-
emento discreto) de 0,10m, 0,05m, 0,033m e 0,025m, correspondendo respectiva-
mente a 1.259, a 5.023, 11.377 e 20.059 elementos finitos. As simulacoes foram
efetuadas em duas maquinas biprocessadas: a primeira com dois processadores in-
dependentes Pentium 4 de 3,0 GHz, montados em placa-mae de duas ancorragens
de processadores, e a segunda com um processador Centrino 2 Duo de 2,66 GHz.
O desempenho do codigo nao apresentou diferencas relevantes quanto ao tempo de
processamento; da tab. 5.1, o emprego de combinacao de elementos finitos Ps Pyg. -
P, Py, para malha de 0,05m de dimensao caracteristica, com relagao a combinacao
P, P, - P, Py, para malha de maior refinamento, de dimensao 0,025m, fornece uma
diferenca de tempo de CPU de 12,7% a favor da primeira combinacao, porém para
a mesma malha, o desempenho dos elementos P, F, é fortemente favoravel, com
uma economia de 93,47% no tempo de processamento. O refinamento local da
malha, na regiao da superficie livre do escoamento superficial, com combinacao de
elementos P; Py, fornece um ganho de qualidade da solucao a um custo de elevacao
do tempo de uso de CPU de 58,26 % para o mesmo combo P, Py - P, Py, sem refino
de malha, porém ainda com ganho de tempo de processamento de 82,61 % em
relagao aos elementos PPy, - P F.

Com relagao as taxas de convergéncia, avaliou-se este desempenho para o
erro de convergéncia entre a pressao total (no fluido livre) e a carga hidrdulica. A

fig. 5.7 fornece as curvas para os modelos em elementos finitos desenvolvidos com
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emprego de combinagdes polinomiais P, P4, (descontinuo, para o meio superficial) -
P, Py (meio subsuperficial), e P, Py (para ambos os subdominios), respectivamente.
Sao detectadas taxas de 1:2,0024 e 1:2,0059 para aquelas combinacoes de elemen-
tos finitos. As taxas apresentadas graficamente, correspondentes a aproximagcao da
solugao com referéncia a esta varidavel por combinacao polinomial linear-constante
(elemento finito P1P0), para a modelagem da percolagao no meio subsuperficial,
com relacao respectivamente a adogao de elementos PPy e P, P4 para a mode-
lagem do escoamento no meio superficial, permite avaliar como sendo um ganho o

emprego do elemento de menor ordem, para este sub-dominio.
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Evolugéo do tempo de processamento
P1P0&P2P1dc (superf)-P1P0 (sub) e P1P0-P2P0
x 10 300 segs, dt=1,0segs
9 T T T

——e—— P1P0-P1P0 e P2P1dc-P1P0

P1PO-P2PO

Tempo de CPU (segs)

0
0.1 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 0.04 0.03 0.02
dimensao caracteristica de malha (m)

Figura 5.6: Evolucao do tempo de processamento, modelos P, Py-Py Py, P> Py-P, Py,
e PaPry-P1 Ry
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Erro na convergéncia iterativa: H-p, tempo: 300 segs, dt=1,0 s
3.8 T T T T T T

P1PO-P1P0
—e— P2P1dc-P1PO

-4.2

4.4

2,0059 (P1P0)
2,0024 (P2P1dc)

-4.6

log err

-4.8

-5.2

1.9 2 21 22 23 24 25 2.6 27
log Hh

Figura 5.7: Taxa de convergéncia: erro na carga hidraulica, modelos P, Py-P P e
PyPrge-P1 Py
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

O modelo computacional estabelecido no presente trabalho apresenta solugoes
eficientes, em tempo finito, e economicamente viaveis de serem alcancadas.

O modelo matematico, que fundamenta o desenvolvimento da formulagao
discreta em elementos finitos, apresenta consisténcia com o problema fisico que
busca descrever. A descricao do problema de escoamento acoplado, pelo modelo
matematico, permite determinar funcgoes, valores numéricos, e evolugao espagco-
temporal, para as variaveis primitivas do problema, em termos discretos, superando
a dificuldade de descrigao de varidveis como valores médios, caracteristica da abor-
dagem hidrolégica.

A adocao de um método de estabilizagao, CAU, para tratamento de cam-
pos de velocidade de elevada magnitude e de variagao no gradiente do campo de
velocidade, permite descrever com acuracia o escoamento, superando-se eventual
poluicao da solucao numérica por estas perturbacgoes e permitindo controlar os-
cilagoes espurias na descricao do comportamento destas variaveis. Além deste
procedimento o uso do FHS como método de estabilizacao da solugao em termos
de pressao permite o controle de modos espirios que viriam, se nao controlados,
a poluir a solugao numérica compromentendo a descricao computacional do prob-
lema de escoamento acoplado.

A escolha dos espacos de elementos finitos, e das correspondentes com-
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binagoes de polindmios de aproximacgao para a estimativa da solugao numérica,
apresentou-se eficiente, sendo satisfeitos os testes de elementos e de malha, para os
elementos P, Py, PoPy e PyPg.. O emprego de combinagoes de elementos finitos de
menor ordem, para a modelagem do problema, apresentou taxas de convergéncia
numérica adequadas, e tempo de processamento reduzido em relagao a combinagoes
de elementos de ordem superior, apresentando eficiéncia na convergéncia para a
mesma solugao numeérica.

O emprego da equagao de Richards na forma parabdlica permitiu reduzir a
complexidade do problema acoplado, sendo compativel com a continuidade entre
os campos de pressao total no fluido em escoamento livre e de carga hidraulica, na
interface de acoplamento.

O desenvolvimento do modelo computacional e o estudo da solu¢cao numérica
do problema permitiram avaliar a influéncia da posicao da superficie livre sobre
o atendimento (ou satisfacdo) a condi¢do de incompressibilidade, no sentido da
conservacao da massa. Esta condicao cinematica foi verificada, com a superficie
livre apresentando movimento oscilatério associado a mecanica do fluido em es-
coamento, e ajustando-se a variacao de massa do fluido no sentido de assegurar a
conservacao da massa.

Com relacao aos resultados obtidos do processamento de exemplos pelo mod-
elo computacional, as solugoes espelham aquelas da literatura quando comparadas
com os exemplos processados por Casulli & Zanolli (2002) (para a vinculo entre
a superficie livre e a incompressibilidade - conserva¢ao de massa), por Gunduz
& Aral (2005) (para o meio subsuperficial, quanto ao comportamento do modelo
com relagao a carga hidréulica) e por Beavers & Joseph (1967) (para o escoamento
acoplado superficial - subsuperficial). Este tiltimo exemplo foi também reproduzido
por Correa (2006), na forma de um escoamento acoplado modelado pelas equagoes
de Richards e Darcy e pelas equagoes de conservacao de massa e Stokes. Quanto
a esta ultima equagao, sua reproducao no presente modelo foi alcancada pela su-

pressao das parcelas de termos convectivos da equacao de Navier-Stokes. Estes dois
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ultimos exemplos encontram respaldo em solugoes experimentais, o que assegura
a reproducao pelo modelo computacional de condicoes fisicas reais.

A formulacao de elementos finitos considerada, com emprego de elementos
triangulares P; Py (pressao descontinua), PPy (idem) e PyPi4. (pressao linear de-
scontinua), para o escoamento superficial, e de elementos P; Py (carga hidraulica
continua, linear) e P, P, (idem quadratica), para a percolacao subsuperficial, com
estabilizagao conforme adotado, mostrou a viabilidade de aquisi¢cao de resultados
consistentes com o problema fisico. Sob a ética numérica as solugoes desenvolvidas
com esta formulacao apresentaram-se estaveis, consistentes, sendo verificada con-
vergéncia da solucao para as diversas combinagoes de elementos finitos testadas.
Assim, é possivel concluir que o modelo fornece solugoes numéricas que, para os
exemplos abordados sa, cada qual, existentes e inicas. Esta consideracao encontra
respaldo e verifica as afirmagoes de Gresho & Sani (2000); Dvorkin (2001); Han-
ert et al (2002), com relagdo a empregabilidade daquelas combinagbes polinomiais,
introduzidas por elementos finitos de menor ordem.

E possivel, com base nos resultados numéricos, afirmar que a escolha de
combinagoes polinomiais de funcoes aproximantes para a solu¢ao numérica com-
putacional, caracteriza um vinculo entre a formulacao consistente, a estabilidade
da solugao e sua convergencia, apesar de ser o problema nao-linear. A aquisicao da
solugdo numérica foi ancancada sem possibilidade de ocorréncia de trancamento
da solugao. Sendo assegurada a convergéncia, o método iterativo resulta em um
problema numérico de ponto fixo, com aproximacao da solu¢ao numérica para a
solucao exata, ao longo do processo de marcha no tempo.

A escolha de um elemento que nao atende a condicao de LBB, o elemento
P, Py, para comparacao com os resultados obtidos por emprego de elementos LBB
estaveis, como o P,Fy e o P,Pj4., atendeu a expectativa de nao necessidade de
consideracao desta condicao de estabilidade. As solucoes verificaram as indicagoes
da literatura de nao ser a LBB uma condicao necessaria. Em sendo atendida

esta condicao é assegurada a estabilidade, no sentido da formulagao em elementos
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finitos, da solucao, porém na sua auséncia é possivel obter solucgoes estaveis e

convergentes, como verificado no presente trabalho.

6.2 Trabalhos futuros: rumos da pesquisa

Alguns desdobramentos e indicacoes de continuidade da presente pesquisa
tém sido considerados para continuidade de suas atividades. De imediato a con-
sideragao da paralelizacao do cédigo computacional, com a solugao em tempo finito
e limitado, de problemas plenamente tridimensionais para ambos os sistemas de
escoamento acoplados. A expectativa é que este desenvolvimento permitird apro-
fundar o emprego do modelo a problemas de maior complexidade.

O modelo computacional apresenta um potencial de aprofundamento de
pesquisas no sentido tedrico que apresenta-se bastante rico, quanto a:

1. Refinamento do método iterativo de solugao, com emprego de outros
procedimentos numéricos que nao o fundamentado em gradientes conjugados, ou
no GMRES, e estudo comparado da eficiéncia computacional relativa aos métodos
assim obtidos;

2. Ainda com relacao ao procedimento iterativo de satisfacao do critério
de convergéncia, buscar explorar simultaneamente outras formas de restricao de
continuidade entre a pressao e a carga hidraulica, analisando os erros embutidos e
a influéncia sobre a qualidade da solugao numérica do problema;

3. Aprofundar a andlise da influéncia da condicao de nao aderéncia so-
bre a solu¢gao numérica, inclusive sobre a pressao total no fluido, testando-se esta
condicgao e sua influéncia contra outros critérios de nao aderéncia como as condigoes
de Saffmann e de Brinkman (1947);

4. Explorar a relacao da composicao adotada da pressao total no fluido
livre, e do critério de convergéncia do procedimento iterativo, contra o critério de
convergéncia na forma de um multiplicador de Lagrange, conforme adotado por
Miglio et al (2003) e por Cai (2008), testando-se a eficiéncia computacional e a

qualidade da solucao;
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5. Expandir o conjunto de métodos de estabilizagao numérica, tanto para
problemas advectivo dominantes como para o controle de modos da pressao, cor-
relacionando a precisao, eficiéncia computacional, e influéncia sobre o desempenho
do modelo computacional contra problemas da literatura ja testados;

6. Aprofundar o teste de diversas combinacoes de elementos finitos, tanto
LBB como nao LBB estaveis, aprofundando o verificado quanto a robustez do
modelo, e a qualidade das solugoes assim obtidas;

7. Efetuar modificacao do tratamento dado a equacao de Richards e a sua
relacao de solugao com a de Darcy, verificando-se o ganho associado com esta
abordagem contra o problema de ponto-de-sela relacionado.

8. Estabelecer novo(s) método(s) numérico(s) de satisfacdo da condigao
cinematica de incompressibilidade e da conservacao da massa, relacionando es-
tas condigoes a variacao da posicao da superficie livre, e verificar o atendimento
destas condigoes fisicas contra outras variaveis do problema, efetuando uma analise
de sensibilidade das variaveis as restricoes e a fisica do problema;

9. Efetuar uma andlise de elementos finitos para o problema nao-linear,
transiente, convectivo dominante, estabelecendo as taxas de convergéncia tedricas,
otimas, para este problema.

Na frente de trabalho de aplicagoes, a solucao e/ou estudos de casos da
realidade objetiva, tais procedimetos de desenvolvimento deverao viabilizar a con-
sideracao de pesquisas futuras, a saber:

1. Aplicagao do modelo computacional a trechos de bacias hidrograficas
reais, contribuindo ao estudo da perenizacao de bacias hidrograficas;

2. Investigacao de bacias hidrograficas quanto a disponibilidade hidrica an-
ual, contribuindo ao estudo da conservacao de recursos hidricos;

3. Solucao do modelo correlacionando seus resultados com dados reais, rela-
cionados a variacao temporal da posicao do lencol fredtico de reservatérios subsu-
perficiais, contribuindo ao estudo dos processos envolvidos na recarga de aqiiiferos;

4. Integracao com modelo de transporte de substancias, com aplicacao a
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investigacao de intrusao salina;

5. Incorporacao de equagoes descritivas de processos relacionados ao ciclo da
agua, viabilizando a aplicagao do modelo a modelagem do ciclo da agua e processos
de evapo-transpiracao;

6. Desenvolvimento de atividades de investigacao de parametros geofisicos,
efetuando uma contribuicao ao estudo da influéncia de caracteristicas de solos

brasileiros.
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N Apéndice: Tabelas de Dados

Sao apresentadas a seguir as tabelas referidas nos Capitulos 3 e 5, contendo

dados brutos referentes a resultados de simulacoes numéricas.

127



Tabela 1: Magnitude do perfil de velocidade, malha: 0,05m, A t = 0,10 s

Nivel SemC AU SemC AU SemC AU ComCAU
(m) 10segs 50segs 100segs 100segs
1,00 3,93388 6,50388 6.74297 5.00721
0,95 3.60878 6.34321 6.41998 4.98535
0,90 3.49358 5.5571 5.56352 4.94447
0,85 3.73789 5.436 5.80002 4.88146
0,80 3.65831 4.99636 5.44296 4.807
0,75 3.49919 5.83941 5.83103 4.68746
0,70 3.2313 5.09493 5.31023 4.54864
0,65 3.30151 5.42789 5.30206 4.38788
0,60 2.69896 4.41558 3.76685 4.20116
0,55 2.62243 3.63253 3.68063 3.98617
0,50 2.08118 3.69917 3.48526 3.74998
0,45 1.92129 3.53745 2.98621 3.48364
0,40 1.91729 3.04965 2.99507 3.20563
0,35 1.819 2.96997 3.17677 2.88562
0,30 1.77333 2.66469 2.3387 2.53705
0,25 1.25204 2.68598 2.50678 2.17383
0,20 0.96431 1.91156 2.21076 1.80222
0,15 0.75206 1.69627 1.61617 1.39607
0,10 0.483563 1.51376 1.24172 0.95805
0,05 0.163121 0.566321 0.583254 0.492618
0,00 | -2.30204e-033 | 6.40564e-033 | 6.86076e-033 | 2.02314e-029

Tabela 2: Perfis de velocidade planar, malha: 0,05m, P, Py-P, Py, P,Py-P, Py, e
P2P1dc‘P1P07 At = 0,10 S

Nivel da Combo Combo Combo
agua(m) | P1P0O— P1P0 | P2P0 — P1P0 | P2P1ldc — P1P0
1,00 0.987311 0.988022 1.00197
0,90 0.983787 0.986542 0.990116
0,80 0.953839 0.957512 0.960102
0,70 0.904473 0.907531 0.910591
0,60 0.835842 0.837558 0.839922
0,50 0.746345 0.747552 0.749363
0,40 0.646568 0.642941 0.640238
0,30 0.517507 0.51235 0.50921
0,20 0.356214 0.35834 0.356528
0,10 0.193762 0.19134 0.193748
0,00 2.37087e-03 2.4e-03 2.64758e-03
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Tabela 3: Velocidade planar, malha: 0,05m, P1P0-P1P0, refinamento da malha,

At =010s

Nivel da
agua(m)
1,00
0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70
0,65
0,60
0,55
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0,00
-0,05
-0,10
-0,15
20,20
20,25
-0,30
-0,35
-0,40
-0,45
20,50
20,55
-0,60
-0,65
-0,70
-0,75
20,80
-0,85
-0,90
-0,95
-1,00

Com
refinamento
0.998281
0.995381
0.987188
0.976213
0.957794
0.933884
0.90766
0.876241
0.837398
0.795664
0.74765
0.697487
0.642823
0.580463
0.512499
0.442934
0.358052
0.276817
0.191631
0.100431
3.43773e-029
2.83551e-029
2.63532e-029
2.54283e-029
2.48955e-029
2.45491e-029
2.43058e-029
2.41255e-029
2.39866e-029
2.38763e-029
2.37866e-029
2.37122e-029
2.36495e-029
2.35959e-029
2.35496e-029
2.35092e-029
2.34737e-029
2.34421e-029
2.34139e-029
2.33886e-029
2.33657e-029

Sem
refinamento
0.997379
0.997398
0.987477
0.975158
0.957248
0.933539
0.906161
0.875677
0.836231
0.793638
0.746966
0.698204
0.642267
0.580476
0.513177
0.4451
0.358983
0.276718
0.191525
0.101714
3.93323e-029
2.87039e-029
2.52319e-029
2.36277e-029
2.27036e-029
2.21027e-029
2.16808e-029
2.13681e-029
2.11272e-029
2.09359e-029
2.07803e-029
2.06512e-029
2.05425e-029
2.04496e-029
2.03693e-029
2.02992e-029
2.02376e-029
2.01828e-029
2.0134e-029
2.009e-029
2.00504e-029
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