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Resumo

Neste trabalho apresentamos a supersimetrizacao do mapeamento de Hopf. Para isso fazemos
uma breve introducao & Mecanica Quantica Supersimétrica unidimensional N-estendida. Foram
apresentados explicitamente a construcao das algebras de Clifford, as Superdlgebras de Lie e
de Poincaré e por fim mostramos o algoritmo de construcdo das representagoes lineares da su-
peralgebra.

Mostramos os quatro mapeamentos de Hopf bosonicos, e a extensado supersimétrica do primeiro
mapeamento. Para os dois super multipletos nao-lineares calculamos acoes supersimétricamente
invariantes, analisamos os modelos-o associados (resultantes de um limite bosonico), e abordamos
o problema da uniformizacao. Por fim mostramos algumas estruturas ja conhecidas da extensao
supersimétrica do segundo mapeamento de Hopf.

Palavras-chave: Mecanica Quantica Supersimétrica, Extensao Supersimétrica, Mapeamentos de
Hopf.
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Abstract

In this work we show the supersymmetric extension of Hopf maps. For this purpose we make
a brief introduction to the one-dimensional N -extended Supersymmetric Quantum Mechanics. We
explicitly show the construction of representations of the Clifford Algebras, the Super-Lie and
Super-Poincaré algebras and a method for the construction of the linear representations of Super-
algebra.

We show the four Hopf maps and the Supersymmetric extension of the first map. To the non-
linear multiplets we calculate the invariant supersimmetric action and the sigma-model associated,
and we sketch about the uniformization problem. We also show some known structures of the
Supersymmetric extension of the second Hopf map.

Keywords: Supersymmetric Quantum Mechanics, Supersymmetric Extension, Hopf Maps.
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Capitulo 1

Introducao

A supersimetria é um dos conceitos mais importantes da fisica tedrica nos ultimos 30 anos.
Apesar de nenhuma evidéncia experimental vérias teorias supersimétricas continuaram sendo es-
tudadas ao longo desses anos. A grande motivacao se deve ao fato dessa teoria unificar férmions e
bdsons no espago plano (supersimetria global) e no espago-tempo curvo (supergravidade); e ainda
os métodos da supersimetria podem ser usados em vérias areas da fisica e nao somente em fisica
de particulas.

Um dos principais objetivos da fisica é a unificacdo das quatro interagoes conhecidas da na-
tureza. O grande problema ¢ incluir a gravidade quantica em um modelo tedérico que a unifica com
as outras interagoes (eletromagnetica, fraca e forte). Uma caracteristica importante das teorias
de campos supersimétricas é que elas exibem um comportamento ultravioleta melhor do que as
teorias de campos usuais. E fato conhecido que nao existe uma teoria de campos renormalizavel
para a gravitacao. A fim de introduzir a gravidade em teorias de unificagdo, uma estratégia foi

fazé-la supersimétrica (supergravidade) para obter teorias renormalizdveis. A supersimetria é um

ingrediente fundamental nas generalizacoes das teorias de campos [I—3] atualmente investigadas.
Lembramos aqui as teorias de objetos estendidos (supercordas) [1,5], a teoria M [0, 7], as teorias
em dimensoes mais altas [0, 8] e as teorias de spin elevado [9].

Como ja dissemos a caracteristica mais fascinante da supersimetria é a unificagao de férmions
(matéria) e bosons (interacao). Até os anos sessenta acreditava-se que tal simetria fosse impossivel
no contexto das teorias quanticas de campos relativisticos (QFT), devido a varios teoremas de
"no-go”. Estes teoremas proibem as transformacoes diretas da simetria entre campos de spins

diferentes [10]. Isto significa que multipletos irredutiveis de grupos de simetria nao podem conter
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particulas com massas diferentes ou com spins diferentes. A primeira possibilidade de evitar os
teoremas de "no-go”foi proposta por Gel'fand e Likhtman [ 1] e Sakita e Gervais [12] em 1971,
seguidos por Akulov e Volkov [13] e por Wess e Zumino [141]. A idéia nova era introduzir uma dlgebra
cujos elementos obedecam as relagoes de anticomutatividade ou, equivalentemente, transformacoes
de simetria com parametros de Grassmann. Este é precisamente o caso da dlgebra de supersimetria
(4lgebra SUSY).

O primeiro modelo de mecanica quantica supersimétrica foi introduzido por Witten [15]. Neste
trabalho foi estudado um ”toy-model” supersimétrico num esquema nao-relativistico. O modelo foi
utilizado para testar os mecanismos de quebra espontanea da supersimetria. Tornou- se logo claro
que este modelo nao era somente um ”toy-model”, mas sim uma teoria que descreve propriedades
bésicas em varias areas da fisica. Uma das razoes é devida a grande area de aplicabilidade das
teorias supersimétricas unidimensionais em varios contextos, como as teorias dos buracos negros
extremais [16], na correspondéncia ADS-CFT [17](para AdS>), para investigar a quebra parcial das
supersimetrias estendidas, teorias superconformes [15].

Em fisica nuclear foram usados os métodos da mecanica quantica supersimétrica para calcular
os espectros de dtomos e ions diferentes. A simetria entre estados de energia dos atomos com
numeros par e impar de nucleons tem a mesma algebra que a SUSY QM [19]. Foi mostrado [20]
que os potenciais dos nicleos nicleos sao ligados por supersimetria e em [21] foi sugerido que os
espectros do hélio e do hidrogénio sao parceiros supersimétricos.

Assim, a mecanica quantica supersimétrica N -estendida, onde N denota o ntimero de cargas
supersimétricas "raizes quadradas do hamiltoniano”, se tornou uma classe de teorias presente em
uma grande variedade de areas da fisica.

Recentemente as representacgoes off-shell da superdlgebra unidimensional N-estendida [15] foi
substancialmente elucidada [22-31]. A superdlgebra admite A/ geradores impares Q7 e apenas um
gerador par (o hamiltoniano H) satisfazendo (2.40). Existe muita informagao disponivel sobre
representagoes lineares minimais (também conhecidas como representagoes irredutiveis) [24-29],
baseadas em um nimero minimo de campos bosonicos dependentes do tempo (e o mesmo nimero
de campos fermionicos dependentes do tempo) pertencentes a um supermultipleto de (2.40), assim
como representagoes lineares nao-minimais (admitindo um numero redutivel mas indecomponivel

de campos), veja [25,30,31].



As representagoes lineares podem ser vistas em graficos [26—-29,32] (os campos sdo represen-
tados por pontos e as supertransformagoes por linhas) e também podem ser caracterizadas por
seu conjunto de campos (os campos sao separados de acordo com sua dimensao de massa), e suas
conectividades (numero de linhas chegando aos pontos de uma dada dimensao de massa).

E conhecida uma construcao sistemdtica de modelos sigma invariantes unidimensionais e N-
estendido para cada representacao linear, veja [25, 33]. Este enfoque sistemdtico , alternativo
a construgao padrao baseada em supercampos vinculados veja [34, 35], j4 provou ser util para
construir agoes invariantes para N > 4.

Esta atividade é inspirada no ”programa de oxidagao” [30,37], isto é, na construgao de la-
grangianas off-shell unidimensionais supersimetricamente invariantes para grandes valores de N
como um passo preliminar na construcado de modelos de dimensoes mais altas. Além das repre-
sentagoes lineares existe uma classe de realizagoes off-shell de (2.40) nao-lineares (as supertrans-
formagoes sao funcoes nao-lineares dos campos, e suas derivadas com relacdo ao tempo, pertencentes
ao mltipleto). Essas representacoes nao-lineares aparecem na literatura construidas por uma grande
variedade de métodos [38—10].

Nesta dissertacao construimos uma realizacao off-shell nao-linear genuina para a superalgebra
(2.40) em termos geométricos muito precisos, baseados na extensao supersimétrica dos mapeamen-
tos de Hopf. Essencialmente um mapa bilinear entre dois espacos euclidianos (R% — RFH! para
k =1,2,4,8) pode ser supersimetricamente estendido a um mapa conectando dois supermultiple-
tos unidimensionais, off-shell e lineares. As restricbes desses supermultipletos a esfera induz duas
realizagoes nao-lineares e off-shell de supersimetria (supermultipletos nao-lineares). As esferas po-
dem ser parametrizadas usando coordenadas estereograficas, coordenadas hiperesféricas, etc (neste
trabalho fazemos o uso de projegoes estereograficas que induzem supertransformagoes nao-lineares
locais). A extensao supersimétrica do mapeamento de Hopf é a generalizagao da fibracao de Hopf
S%¢=1 S* como um mapa conectando seus dois supermultipletos nio-lineares off-shell. Apresen-
tamos uma construgao explicita para k = 2 (correspondendo ao primeiro mapeamento de Hopf)
produzindo supermultipletos nao-lineares de supersimetria N = 4.

A grande virtude dessa construgao é o apelo geométrico. Usando esse apelo construimos modelos
sigma N = 4 invariantes baseados nas supertransfomacoes nao-lineares e investigamos o problema

da uniformizacao associado ao limite bosonico. Este esquema pode ser aplicado as extensoes su-
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persimetricas do segundo e terceiro mapeamentos de Hopf.

Este trabalho esta dividindo da seguinte forma: na secao 3.1 revisamos a base do formalismo que
sera estendido supersimétricamente. Na secao 3.2 construimos os supermultipletos de supersimetria
off-shell N' = 4. Na sec¢ao 3.3 construimos ac¢oes de supersimetria off-shell s = 4 para cada super-
multipleto, em termos do prepotencial sem vinculos. A conexao entre as agoes invariantes (obtidas
do modelo-o unidimensional) resultantes de um limite bosonico e o Problema da Uniformazacao é
destacada na secao 3.4. Por fim na secao 4.1 algumas estruturas da extensao supersimétrica dos

segundo e terceiro mapeamentos de Hopf.



Capitulo 2

Mecanica Quantica Supersimétrica

2.1 Algebras de Clifford

2.1.1 Algebras de Clifford e algebras divisionais

A algebra de Clifford C1 (p, q) associada a uma métrica 7, do espaco-tempo ¢ construida a

partir dos geradores I'* que satisfazem a relacao
{TETY +TVTH} = 297, (2.1)

com ¥ sendo representada por uma matriz diagonal de assinatura (p, q), com p elementos positivos
(4+1) e g elementos negativos (-1).

Uma representacao matricial irredutivel para algebra de Clifford C'l (p, q), realizada por matrizes
dx d reais, é classificada de acordo com a matriz Sgx g mais geral que comuta com todos os geradores
I'#, veja [17]:

[S,T#] =0,(p=1,2,..., D). (2.2)
Essa algebra pode ser classificada em

1. Normal ou real, se a matriz S mais geral é multipla da identidade

S = AL (2.3)
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2. Quase complezo, se S for a soma da matriz identidade e de outra matriz J, tal que J? = —1
S =al+0bJ. (2.4)

As dlgebras de Clifford deste tipo podem ter representagoes matriciais d X d, com elementos

reais, bem como representagdes matriciais d/2 x d/2 com elementos complexos.

3. Uma é&lgebra de Clifford é chamada quaternionica se existirem 3 matrizes (d x d) reais e

linearmente independente F1, Fs, F3 que fecham a algebra dos quatérnions
E,E; = —6;j + € By, (2.5)
e a matriz S mais geral tem a forma
S =al +bE, + cEy + dEs. (2.6)

Entéao estas algebras de Clifford podem ser escritas por meio de matrizes d x d reais, ou por

meio de matrizes d/2 x d/2 complexas ou por meio de matrizes d X d quaternionicas.

Todas as representagoes irredutiveis com realizacdo real sao dunicas, exceto para
p—q mod 8 = 1,5. Estas assinaturas apresentam duas representagoes inequivalentes obtidas, uma
a partir da outra, invertendo os sinais de todos os geradores I'*: {I'*} — {—T"}.

Vamos considerar os espinores como os elementos do espago da representagao do grupo SO(p, q),
que pode ser obtida através dos commutadores ¥, = [I‘M, I',]. Os espinores podem ser classificados
em trés tipos: real, complexo e quaternionico, veja [17]. Em alguns espagos-tempos (com D = (p+q)
par, por exemplo, no caso complexo) as matrices I' tem a forma

T A 2.7)
0
Para estas assinaturas é possivel introduzir o operador de projecao de Weyl para os geradores

da algebra so(p,q) (X, neste caso é composta de blocos iguais, os diagonais sendo nao nulos) e
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para os espinores,

P =A, P = 0. (2.8)
D

Os espinores possuirao quiralidade e o espinor quiral/antiquiral terd dimensao duas vezes menor.
Os espinores com dimensao minimal para um dado espago-tempo, projetados ou nao, se chamam

espinores fundamentais [18,19]. A tabela a seguir representa a comparacao entre as propriedades

algebrico-divisionais de representagoes irredutiveis das dlgebras de Clifford (I") e os espinores fun-

damentais associados (V). Os espagos- tempos estao parametrizados por p = p — ¢ mod 8.

oo el w v —|ole
QI T T Q= = #E
=s|f@lf=={f=:{f=:{N@]R=c]p=*]ES

Tabela 2.1: Propriedades divisionais das irreps de Clifford e dos espinores fundamentais.

Para p = 2,3, os espinores fundamentais possuem a estrutura divisional maior do que a rep-
resentagao de Clifford correspondente, enquanto para p = 6,7 as matrizes I' possuem estrutura

divisional maior do que os espinores correspondentes.

2.1.2 Algoritmo de construgao. Algebras maximais e nao-maximais

Nesta secao vamos apresentar um método para construir uma representacao matricial da adlgebra
de Clifford para espagos-tempos de dimensao e assinatura arbitrdrios. Também introduziremos a
nogao de algebras maximais e ndo-maximais.

Partindo de uma representagao para a algebra de Clifford (para um espago-tempo com dimensao
D = p+q), dada pelas D matrizes 'ygxd, é possivel construir D + 2 matrizes F%ded’ para um espaco-

tempo (D + 2)-dimensional, usando um dos dois algoritmos
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1. Primeiro algoritmo, para (p,q) — (p+1,q+ 1)

0 o7 0 1 1 0
o0 -1 0 0 —1

2. Segundo algoritmo, para (p,q) — (¢ + 2,p)

I = ‘ , , , (2.10)

A primeira série de representacoes de Clifford pode ser obtida a partir da realizacao unidimensional
de Ci(1,0) = 1. Aplicando o algoritmo (2.9) ou (2.10) obtemos a representacao para Cl(2,1) com

as matrizes 74 (anti-simétrica), 71 e 1o (simétricas).

TA = , T = , T2 = : (2.11)

Aplicando consecutivamente um dos dois algoritmos (2.9) e (2.10) a C1(1,0) obtemos toda a
série C1(1,0) — Cl1(2,1) — CI1(3,2) — ...

As outras representagoes podem ser construidas usando as algebras tipo CI(0,3 + 4m) como
representagoes iniciais [48,49]. A representagao C1(0,3) inicia a fila quaterniénica. Usando as

matrizes com elementos reais temos

TA® T
Cl0,3)= TA®T

1R®71a4. (2-12)

A préxima representacdo, tipo real/octoniénico!, é construida a partir de CI(0,7) que tem a

1O anticomutator destas sete matrizes 8 x 8 coincide com o anticomutador dos sete oct6énions imaginérios (esej =
—0di; + Cijrer). A realizacao bésica da dlgebra de Clifford CI(0,7) pode ser descrita tantos pela sete matrizes acima,
quanto por octonions imaginarios. Vale a nao associatividade desta ultima construgao



2.1. ALGEBRAS DE CLIFFORD 9

forma

TART®1
TAQT®1
171407
Cl0,)= 17487
T1®1®7Ta
T2 ®1®7Ta

TARTARTA (2.13)

As representagoes (2.12) e (2.13) possuem somente matrizes v de tipo-tempo e anti-simétricas.
Com (2.12) e (2.13) podemos construir todo o conjunto de representacdes iniciais? C1(0,3 + 8m) e
C1(0,7 + 8m) para a algebra de Clifford, veja [18,19]).

No apéndice A temos uma tabela com as representacées da dlgebra de Clifford obtidas usando
um dos dois algoritmos de construgao.

Para construir as representagoes matriciais com elementos complexos usamos a condicao i <

0 1
= 74. As representagoes com entradas complexas sao duas vezes menores do que

-1 0

as representacoes com elementos reais. Para espagos-tempos que possuem algebras de Clifford
quaternionicas podemos ter representagoes matriciais com elementos reais, complexos ou quaternionicos.
No caso das entradas quaternionicas as matrizes sao quatro vezes menores do que matrizes reais.

As unidades imagindrias quaterniénicas sao representadas pelas 3 matrizes 4 x 4 (2.12).

O conceito de algebra maximal e nao-maximal pode ser entendido fazendo uma andlise da
tabela [A.1]. Cada coluna é iniciada com um nimero inteiro d, que é o tamanho das matrizes I" com
entradas reais. A assinatura é denominada como (p,q). As assinaturas sublinhadas indicam as irreps
iniciais ou as dlgebras de Clifford mazimais primitivas [18]. As outras assinaturas correspondem a
algebras de Clifford maximais.

As representagoes para espacos-tempos que nao estao nesta tabela podem ser obtidas eliminando

2 As representacdes ditas iniciais sdo aquelas que iniciam a construcdo de uma sequéncia de 4lgebras de Clifford
usando os algoritmos (2.12) e (2.13), veja apéndice A.
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um certo nimero das matrizes I' de um conjunto maximal. Por exemplo, para obter a representacao
do espago-tempo (3,1), podemos usar o processo (3,2) — (3,1), eliminando uma matriz de tipo
tempo. Estas irreps sao chamadas de dlgebras de Clifford ndo-maximais.

As representacoes C1(0,1) e C1(0,5) nao sao maximais porque podem ser obtidas de CI(1,2)
e C1(0,7) respectivamente, eliminando duas matrizes I'. Portanto as séries a iniciadas em C1(0, 1)
ou CI(0,5) sdo ndo-maximais. Por outro lado, elas apresentam uma estrutura complexa, que nao
estd presente nas algebras maximais correspondentes (a representacao de CI(0,1), por exemplo,
é a unidade imagingria i). Por isso incluimos as séries complexas entre as séries maximais, pois
estas possuem uma estrutura divisional diferente da estrutura das algebra das quais sao obtidas

(A estrutura de C1(0, 1) é diferente da estrutura de CI(1,2) é o mesmo vale para CI(0,5) e CI(0,7)).

2.1.3 Matrizes A, B e C: propriedades de conjugagao

Em [50] sao introduzidas trés matrizes (sendo somente duas independentes) A,B e C associadas
respectivamente as operagoes: Conjugagao Hermitiana, Conjugacao Complexa e Transposicao, que
atuam nas matrizes I'.

A matriz A faz o papel de I'’ no espaco de Minkowski e introduz os espinores barrados. Em
espago-tempo de assinatura arbitréria (p,q), A é o produto de todas as matrizes I' tipo-tempo.

Chamando I'y as matrizes gama do tipo-espaco e I'; as matrizes gama tipo-tempo, temos

A=Ty,Ty,..T,. (2.14)

Para a operacao de conjugagao hermitiana temos veja [50]

(T = (=1)9*TATA Y, (2.15)

AT

aA, (2.16)

a = (—1)1aD/2, (2.17)
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Existe uma matrix B associada a conjugacao complexa

' =yB Y(I')*B, n==+1 (2.18)

onde o sinal de 1 pode ser escolhido. Podemos mostrar que B é uma matrix unitaria e satisfaz

B*B =¢€(n,p,q), €= =+1. (2.19)

O sinal de € é uma fungao de 7 escolhido e de (p,q), podendo ser calculada pelo método de

Scherk, [51]. O resultado para dimensoes pares é

€ = —V2n1(=1)21TH) /205 [%(—1)‘”1(]9 +q+3)] (2.20)

ou

0 T
€ = cos [Z(p —q)] - 775“1[1(17 —q)]. (2.21)

A matriz de conjugacao de carga é definida como
BT =CA ! (2.22)

As propriedades das matrizes A e B implicam em

(" = (-nriperrct
ccl =1

AT = ef(—1)1eth/2c (2.23)

A matriz A é sempre dada pelo produto de todas as matrizes I';, ndo importando a ordem.
Duas matrizes C, Cg e C4, sao construidas tomando o produto de todas matrizes gama simétricas
e o produto de todas as matrizes gama antissimétricas respectivamente. No caso de algebras de

Clifford maximais Cg = C4.
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Em um espago-tempo D dimensional (D = p + ¢), com matrizes I'jx4, a matriz C nos permite
construir uma base para as matrizes d X d simétricas ou antissimétricas. Esta propriedade se deve
ao fato do produto CTH1--#k] ger uma matriz simétrica ou antissimétrica, dependendo apenas do
numero k (nimero de matrizes I';, 'y, ..., 'k que entra no produto antissimetrizado F[“l'"“k]).

Por analogia os produtos AI'W1#x] podem ser matrizes hermitianas ou anti-hermitianas.

2.2 Algebras de Lie e Superalgebras de Lie
2.2.1 Algebras de Lie

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K (para os nossos objetivos consideraremos K como o
campo dos nimeros reais R ou o corpo dos nimeros complexos C). Uma &lgebra de Lie [52] consiste

de

1. Um espago vetorial V, e

2. A operagao de multiplicacdo entre dois elementos de V, g1 o g2 = [g1, g2] que satisfaz as
seguintes propriedades:
e Fechamento da dlgebra: se g1,92 € V = [g1,92] € V;

e Anti-comutatividade

91, 92] = —[g2, 91];

e Identidade de Jacobi
91 [92, 93]] + (92, [93, 91]] + [93, [91, g2]] = 0.

Seja s uma subalgebra de uma algebra de Lie g,s C g. A subdlgebra s se chama subalgebra
invariante ou ideal, se para cada elemento v € g e o € s 0 produto [y, 0] € s.

Existe um processo de construgao de &dlgebra invariantes. E claro que g(l) = [g,9] é uma
subdlgebra invariante da algebra g. Continuando o processo obtemos toda a série de subéalgebras

invariantes
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Para as dlgebras de dimensao finita existe um ntmero n, para o qual g1 £ ¢ = g(n+1) —

Se uma &lgebra ¢(™ tem somente um elemento 0, a &lgebra inicial g é dita solivel. Uma
algebra semisimples nao possui subdlgebra invariantes soltiveis. Uma &dlgebra simples nao possui
nenhuma subdlgebra invariante. Uma algebra de Lie arbitraria pode ser dividida em partes, que
sao dlgebras soluveis e algebras semisimples [53].

Uma algebra semisimples pode ser descrita com dois tipos de geradores. A subdlgebra maximal
comutativa, que se chama subdlgebra de Cartan de dimensao r e geradores Hy, Ho, ..., H, (o valor
r é conhecido como o posto da dlgebra). Os geradores restantes E, sao auto-operadores de H com
autovalores @. Aqui H significa (Hy, Ha, ..., H,) e @ significa (a1, as,...,a,). Os valores @ se
chamam raizes da algebra. Para cada raiz hd exatamente um auto-operador E .

~ N ~ . ’ — o~
As relagoes canoOnicas de Comutagao escritas em termos das raizes o sao

[Hi,H;] = 0, i,j=12..r
[H,Ez] = dEBg,
[Bz.B5] = a-H
(B, B3] = NapEg, 3 (2.24)

Para cada espago de raizes é possivel escolher n vetores linearmente independentes como base.
Duas bases sao as bases mais utilizadas; a primeira usa os vetores ortogonais e; como os elementos
da base. A segunda usa como os elementos da base n raizes linearmente independentes a;. Na base

ortogonal uma raiz v tem a forma
_ N i,
v=>1pF%;.

Uma raiz v se chama raiz positiva, se a primeira coordenada nao nula 3; é maior do que zero.
As raizes nao nulas podem ser divididas em raizes positivas e raizes negativas. Na base das raizes

a; temos

v=>"7Ruq,
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onde todos os coeficientes [3; sdo nimeros inteiros. A base com esta propriedade das raizes se
chama sistema de raizes simples. Uma raiz positiva simples é uma raiz que nao pode ser escrita
como soma de duas outras raizes positivas.

Para investigar as algebras de Lie é importante construir o espaco das raizes simples. Dynkin
construiu um mecanismo elegante para obter informacao sobre as propriedades das raizes simples

da dlgebra [51].

2.2.2 Superalgebras de Lie

Uma superalgebra de Lie g sobre um corpo K é uma algebra Zs-graduada. Neste caso o
espago vetorial g é a soma de dois espagos vetoriais gg ¢ g1 (9 =go ® g1). O produto é definido

satisfazendo as seguinte propriedades:

e /s — graduada:

[9a> 9b] € G(a-+b)modz- (2.25)

e Anti-simetria graduada:

(Xi, Xj] = (—1)“% X, X, (2.26)
onde X;, X, sao geradores da superalgebra, e; = 0 quando X; € gp e ¢; = 1 quando X; € g1

e Identidade de Jacobi generalizada:

(= 1) [XG, [X5, Xal] + (= 1)1, [Xe, X]] + (=1)% [Xi, [ X3, X)) = 0. (2.27)

Em fisica o espaco gg se chama parte bosonica de superalgebra e g; se chama parte fermionica
da superélgebra. O produto definido em (2.27) se chama supercomutador ou super-bracket de
Lie. Para este produto sera usada a notagao [[,]].

As definicoes de subalgebra invariante de uma superalgebra, de superalgebra simples
e superalgebra semisimples sao semelhantes as definigbes usadas nas algebras de Lie; no lugar
das algebras e subalgebras de Lie usa-se a nomenclatura superalgebra e sua subdlgebra.

Nem todas as propriedades das dlgebras de Lie podem ser estendidas para as superalgebras.

Por exemplo, diferentemente das algebras de Lie, uma superdlgebra de Lie semisimples nao pode
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ser apresentada como a soma de superalgebras de Lie simples. As superalgebras tém supermatrizes
como representagoes.

Vamos considerar uma matriz (m +n) X (p + q)
A B
M = : (2.28)

onde A é uma matriz m X p, B é uma matriz m x ¢, C é uma matriz n X p e D é uma matriz n xq.
A matriz M se chama supermatriz par, se elementos de A e D sao nimeros ordinarios (bosonicos) e
os elementos de B, C sao ntimeros Grassmannianos. No caso contrario uma supermatriz se chama
supermatriz fmpar. Para supermatrizes pares quadradas (m = p,n = q) M = M (m|n) podemos

definir as operacoes de supertraco e superdeterminante como:

sTr(M) = tr(A) —tr(D)

_ det(A-BD-'C) det(A)
st = T = (D - CATTB)

Seja g uma superdlgebra. Definimos o produto bilinear, associado com uma representagao

matricial p de superdlgebra como um mapeamento g X g — R:
B:(X,Y) =str(n(X),n(Y)),VX,Y €g

Uma forma bilinear B numa superélgebra g = go @ g1 se chama consistente, se B(X,Y) =0
paraV X € go e para V'Y € g;. Uma forma bilinear B se chama supersimétrica, se B(X,Y) =
(-1)x¥B(Y,X) para V X,Y € ¢g. Uma forma bilinear B se chama invariante, se B([[X,Y]], Z) =
B(X,]]Y, Z]]) para cada X,Y, Z € g. Uma forma bilinear B se chama um produto interno em g,
se ela é consistente, supersimétrica e invariante.

As raizes da superdlgebra de Lie sdo definidas similarmente as raizes da &dlgebra de Lie. As

raizes da superdlgebra podem ser divididas em trés classes:

1. raizes o com (v, @) # 0 e 2a ndo é uma raiz. Estas raizes se chamam raizes pares ou bosonicas;

2. raizes a, para que (o, ) # 0, mas 2a é também uma raiz (do tipo bosonico). Estas raizes se

chamam raizes impares ou fermionicas de comprimento nao nulo;
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3. raizes «, tal que (o, @) = 0. Estas raizes se chamam raizes fermionicas de comprimento nulo

(ou raizes isotrépicas decomprimento nulo).

As relacgoes de comutacio canonicas em termos das raizes de uma superalgebra sao:

[Hi, Hj] = 0
[Hi,E+o,] = %aijExiq,
“Eaiv E—aj]] = 6ZJH’L (2.29)

Os coeficientes a;; = (;); constroem uma matriz chamada matriz de Cartan.

Para cada superalgebra bésica existe o sistema de raizes simples, para o qual o ntimero de raizes
impares é minimal. Este sistema de raizes se chama sistema de raizes distinta. A matriz de
Cartan associadas é chama matriz de Cartan distinta. A definigdo de raizes simples de superalgebra

é similar a definicao das raizes simples de algebra.

2.2.3 As superdlgebras si(mn)

Uma superalgebra de Lie simples g = go®go se chama classica se a representacao da subalgebra
bosonica (par) go sobre a parte impar g; é completamente redutivel. Uma superalgebra de Lie
classica se chama basica, se existe uma forma bilinear ndo degenerada invariante em g.

Uma série de superalgebras béasicas é dada pelas superalgebras A(m—1, m—1) ou sl(m|m)/Z(m >
1). A superalgebra sl(m|m) estd definida como uma superélgebra de supertrago zero. Um multiplo
de unidade A1g,, também satizfaz a condigao str(Algy,) = 0. O espaco unidimensional Z = A1y, é
um ideal de superalgebra. Por isso podemos considerar o coset sl(m|m)/Z. Vamos considerar uma
superélgebra sl(m|m)/Z.

A parte par desta superdlgebra é sl(m)®sl(m), e a parte impar é a representacao (m, m)+(m, m)

da parte par. A superalgebra sl(m—m)/Z tem a seguinte representacao supermatricial:

( sl(m) ‘(m,m) >
(m,m) | sl(m)

A superalgebra sl(m|m)/Z tem posto 2m — 2 e dimensdo 4m? — 2 (sendo 2m? — 2 geradores

bosonicos e 2m? geradores fermionicos).
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O sistema das raizes A = Ag|J A1 de sl(m|m)/Z pode ser expresso através dos vetores orto-

gonais €1, ..., €y, € 01, ..., 0y, tais que
A():Ei—ej,(si—(sj e A\ zei—éj,—ei+5j

O posto da superdlgebra é 2m — 2, mas o diagrama de Dynkin tem 2m — 1 raizes. Assim, as
2m — 1 raizes simples nao sao linearmente independentes para a superédlgebra sl(m|m)/Z. Para nos-
sos objetivos usaremos a superalgebra sl(2n|2n)!, que é uma superalgebra afim, construida através

da superdlgebra si(2n|2n).

2.2.4 As superalgebras afins si(2n|2n)
Construgao de algebras afins.

Vamos considerar uma algebra G com geradores g;, i = 1,...,n e com as relagbes de comutagao
entre os geradores [g;, g;] = frijgr (G X G +— G). A algebra G ¢ finita (tem um nimero finito de
geradores).

Uma slgebra de lacos é dada pelo produto direito G = G ® C>°(S') dos geradores de G' com
os geradores das funcoes continuas e infinitamente diferencidveis sobre a esfera unidimensional S*
(0s geradores da algebra C°°(S1) sdo dados pelos elementos da series de Fourier ¢ € S'). Os
geradores da algebra de lagos sao g', e as relagoes de comutacao sao [}, g;”] = f{}g?rm. Esta
algebra tem um numero infinito de geradores.

Uma &lgebra afim [55] é construida a partir de uma algebra de lagos, através da adigao de dois

novos geradores: um gerador diferencial d e um gerador de extensao central c.
G—G=GxCyxC..

O gerador d é o operador diferencial d = —i%. O gerador ¢ é uma extensao central, que adiciona

um termo na algebra para n = m. As relagdes comutacionais para uma algebra afim séo

99l = figit™ + comnTr(g'g]")
ld.gi'] = ng}

lc,g'] = e, 9] =0. (2.30)
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A construcao das superdlgebras afins, em geral, é feita similarmente & construcéo das dlgebras
afins. A superélgebra sl(2]2), veja [506,57], contém quatro geradores bosonicos h; da subélgebra de
Cartan e um conjunto de geradores de raizes simples eii, que podem ser escolhidas todas fermionicas.

As relacoes de (anti)comutacdo entre os geradores de Cartan e as raizes simples sdo dadas como

[hi,eﬂ = :l:aije;-t
{6;,6}} = 5Z‘jhj. (2.31)

0 -1 0 1
-1 0 1 0
(2.32)
0 -1 0 1
0 1 0 -1
Para a superédlgebra sl(2n|2n) a matriz de Cartan tem a forma
0 -1 0 ... O 1
-1 0 1 0 O
0 1 0 0 O
(2.33)
0o .. .. 0 -1
1 0 0 .. =1 0

Vale lembrar que para uma superalgebra podem existir bases das raizes diferentes, para que as

matrizes de Cartan sdo inequivalentes.
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2.3 Supersimetria
2.3.1 Superalgebra de Poincaré

Uma superélgebra de Poincaré (ou super-Poincaré), ligada a um espago-tempo com assinatura
(p,q), é um caso particular de superédlgebra. A superalgebra de Poincaré consiste dos operadores
bosonicos da algebra de Poincaré usual, dos operadores de Lorentz M,, € go e as translagoes
P, € go, e dos operadores fermidnicos @, € gi1. Os geradores Q’s sao espinores da representacao
espinorial de SO(p,q) e tomam valores na dlgebra de Grassmann (super-Poincaré inclui tambem os
operadores de automorfismos Uy. Neste trabalho nao consideramos estes operadores).

Uma supersimetria N-estendida contém N conjuntos dos operadores @, que vamos chamar
QlA=1,.,N.

As relagoes(anti)-comutacionais da dlgebra de super-Poincaré sao:

| = nupMyy — My,
] = Nup )

[Pw P,,] =0
]
]

[M;wag‘ = (CF[W/]QA)CL
[P.,QF] = 0

{@i.Qfy = o*B(CT)wP, (2.34)

2.3.2 Superespago

Para construir modelos fisicos supersimétricos (i.e.invariantes com relacao as dlgebras de super-
simetria) temos que respeitar a natureza anti-comutativa dos operadores de supersimetria Qf. O
espaco dos modelos supersimetricos consta das coordenadas bosénicas usuais x,, e das coordenadas
fermionicas 9;14. Entao, um superespago tem estrutura: (z,, 9,’14). De agora em diante vamos deixar

o Indice A e usi-lo somente nos casos necessarios. As varidveis Grassmannianas e suas derivadas

0, satisfazem
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0,00 =80 90, = 6%

0u0p = —0p0,  0u0p = —0p0, (2.35)

onde para elevar e abaixar os indices espinoriais usamos a matriz de conjugacao de carga.

Um supercampo é uma funcdo das coordenadas bosonicas e das coordenadas fermioénicas:
V(xu,04). Ele pode ser escrito como uma expancao em série de Taylor em coordenadas fermionicas.
A série é finita, porque o produto de duas coordenadas fermionicas iguais desaparecem, 6,60, = 0.
Os coeficientes de expansao nas varidveis 6's se chamam campos componentes e formam o multipleto

supersimétrico. Por exemplo, um campo sobre o superespago (z, 61, 62) tem forma:
V(z,01,02) = ¢(z) + 0191 (x) + Oatpa(z) + 0102 F(x) (2.36)

onde ¢(x) e F(x) sdo campos componentes bosonicos e 01 (x), O2(z) sdo campos componentes

fermionicos.

2.3.3 Derivada Covariante

Uma expansao em série das QaA’S déa os demais campos, que descrevem o multipleto. Se existe
um operador, que anticomuta com todos os QQA7S, ele pode ser utilizado para construir as rep-
resentagoes irredutiveis dentro de um supercampo. Este operador tambem fermidnico se chama
derivada covariante DZ'. A derivada covariante satisfaz a regra de Leibniz para derivadas.

Nos espagos-tempos que possuem espinores quirais e anti-quirais (os indices espinoriais quirais e
antiquirais sao geralmente denotados componto e sem ponto na literatura), as derivadas covariantes
servem para introduzir supercampos quirais e antiquirais. Como exemplo, consideramos o espaco

de Minkowski 4-dimensional [58]. As derivadas sao definidas como:

i a
Dy= g0 +ic".0°0,

- o . —a
Dy= — i —iohyb'0. (2.37)
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As derivadas satisfazem as relagoes de anti-comutacao:

Do, Dy = —2i0".00,

Dy,Dy= DiDy= 0 (2.38)

D,, D, anticomutam com @), Q);. Os supercampos quirais e antiquirais sao definidos através

do vinculo:

—campoquiral

S5 O
o
I
=)

8
Il
[a)

—campo anti — quiral. (2.39)

2.4 Mecanica Quantica Supersimétrica N -estendida
2.4.1 Supersimetria estendida uni-dimensional e algebras de Clifford
Algebra de supersimetria NV -estendida

Vamos considerar uma supersimetria A -estendida num espago unidimensional (D = 1) com

coordenada temporal ¢ como em [21]. A &lgebra de supersimetria é:

{QiQ; +Q;Qi} = niH

[H,Q;] = 0, (2.40)

onde @; sao os geradores fermionicos de supersimetria (i, 7 = 1,..., N) e H é um operador bosonico
que faz o papel de hamiltoniano (H = —i%). No caso geral a matriz diagonal 7;; ¢ uma métrica
pseudo-Euclideana com assinatura (p,q), e a supersimetria associada se chama supersimetria do
tipo N = (p,q). Para nossos objetivos vamos considerar daqui por diante apenas a supersimetria
ordindria N-estendida, ou seja com g = 0 e 7;; = d;;.

As representagoes lineares e finitas de supersimetria (2.40) sdo multipletos finitos com o mesmo

numero de campos bosonicos e fermionicos. O valor N da supersimetria e o nimero de campos
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bosonicos/fermionicos nas representacoes irredutiveis estao ligados por:

N =8l+n

d = 241G (n) (2.41)

onde [=0,1,2,...en=0,1,...,8. A fungdo G (n) é a fungao de Randon-Hurwitz, veja [21]:

2 4 6 7 8
2 4 8 8 8

3 5
4 8

G (n)

Tabela 2.2: Funcao de Randon-Hurwitz.

A propriedade de médulo 8 das representacoes de supersimetria N -estendida é consequéncia da
periodicidade de moédulo 8 das dlgebras de Clifford.
Até N = 32 o nimero de campos bosonicos/fermionicos nas representagoes é apresentado na

tabela abaixo.

N=11| N=916 N=17 256 | N=25 4096
N=22 | N=1032 | N=18 512 | N=26 8192
N=34| N=1164 | N=19 1024 | N=27 16384
N=44| N=12 64 | N=20 1024 | N=28 16384
N=58 | N=13 128 | N=21 2048 | N=29 32768
N=6 8 | N=14 128 | N=22 2048 | N=30 32768
N=78 | N=15 128 | N=23 2048 | N=31 32768
N=8 8 | N=16 128 | N=24 2048 | N=32 32768

Tabela 2.3: Nimero de campos bosonicos/fermionicos para cada supersimetria até N = 32 .

Comprimento de representagao. Equivaléncia entre as representagoes

Os campos bosonicos/fermiénicos que entram num multipleto podem ser agrupados de acordo
a sua dimensionalidade ou ”spin”. O termo ”spin”é 1til e se torna mais natural quando chegamos
a uma teoria D = 1 para as teorias de dimensoes mais altas. O ndmero | das dimensoes (spins)
diferentes numa representacao, serd chamada comprimento da representacdo. Num multipleto
supersimétrico hd no minimo dois estados com spins diferentes (os campos bosbénicos com spin s
e os campos fermidnicos com spin s & 1/2), assim o comprimento minimo de uma representacao é

l=2.
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Cada representacgao de supersimetria N-estendida pode ser indicada por (dy,ds, ..., d;), onde d;
é o numero de campos com spin mais baixo, d; e d;+1 s@o os nimeros de campos com spins s; e
Si+1; Si — Si+1 = 1/2. Por exemplo, para N = 2 temos as representagcoes irredutiveis (1,2,1) e (2,2).
O ntmero (3;_pqrd;) € igual a (Xi—impard;)-

Devido a dimensionalidade dos campos, a lei de transformacao supersimétrica mais geral para
0s campos componentes @zi (1=1,2,...,d) tem a forma:

a1 d i
Y=l (2.42)

0eDg, = € (Co)y " ®ariy + € (Ca) o 2 ®aly

QAi;41 «
Para os d; campos com spin minimal e para os d; campos com spin maximal, a lei de transformacao
¢é simplesmente:
ap—1 d

8Dy, = €(Cp) @7, 0Py, = € (éé)al @(ﬁi‘il (2.43)

A dltima componente do multipleto se transforma como derivada total. No espago unidimen-
sional podemos redefenir os campos de spin s; como ¢ = %\Iif;l + const. A constante descreve
representagoes triviais. A dimensionalidade dos campos novos \115”*1 coincide com a dimensionali-

dade dos campos <I>la;22. Além disso, os campos novos se transformam como

R (9 X o (2.44)

ap—1

Assim, o multipleto inicial (dy,ds, ..., d;) é equivalente ao multipleto (dy,ds, ...,d;—o + dl, d;_1,0).
Repetindo esse procedimento | — 1 vezes, obtemos um multipleto de comprimento 2 (d, d), veja

27].

Supersimetria D=1 e algebras de Clifford

Comparando as relagoes de anti-comutacao das algebras de Clifford (2.9) e das algebras de
supersimetria unidimensional (2.40) que atuam nos multipletos de comprimento minimal, podemos

expressar os geradores como

Qi = (2.45)
oH 0
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onde o; e g; sao blocos que entram nas matrizes v de tipo Weyl

0 oy
T; = . (2.46)

g 0
os @; em (2.45) sdo matrizes com blocos bosonicos nulos e blocos fermionicos nao-nulos. Os
operadores atuam nos multipletos irredutivéis que possuem forma de vetores colunas. Vamos
chamar de multipleto bosénico/fermidnico se os campos que entram na metade superior do vetor
coluna sao campos bosonicos/fermionicos.
Abaixo segue a conexao entre as representagoes das algebras de Clifford de tipo Weyl e as irreps

de comprimento minimal de supersimetria unidimensional:

dim. do espago-tempo (Weyl-Clifford) | & | SUSY ’s estendidas em 1-dim
D = N

O tamanho da matriz na algebra de Clifford (= 2d) corresponde a soma dos niimeros dos campos

bosonicos e fermionicos (d + d) numa irrep de supersimetria estendida.

Transformagao de vestimento

As representagdes de comprimento [ > 2 podem ser construidas a partir das representagoes de
comprimento minimal [ = 2, usando uma redefinicao dos geradores @);, que se chama transformacao
de vestimento, veja [24]:

Qi — QP = 5® Q0. (2.47)

A transformagao de vestimento é realizada po matrizes diagonais S (k)(kz =1,...,2d) com elementos
(k)

Si]

s = 655 (1 = 65 + 0;.H) (2.48)
As propriedades de transformagao de vestimento sao as seguintes:

1. Os operadores matriciais, obtidos através das transformacoes de vestimento, possuem poténcias
inteiras de H. Uma sub-classe dos operadores possuem somente poténcias nao negativas de

H (néo héa entradas %) Uma representacao na qual os operadores (J; pertencem a essa
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sub-classe é uma representagao local. O niimero N de supersimetria estendida corresponde

ao numero de operadores locais.

2. Uma representagao local nao é necessariamente irredutivel. Uma representacao é irredutivel

se d e N satisfazem (2.41).

3. Uma transformacao de vestimento muda o spin dos campos do multipleto original. Uma

transformacao S*®) muda o spin do campo ® — .

Por exemplo o multipleto (1,2,1) = (x; 91, 19; g) de SUSY N = 2 pode ser obtido do multipleto

raiz (2,2) = (z1, 2; 11, 1¥2) pela transformagao

1 0 0 O
N 0 H 0 0
S = ,
0O 0 1 0
0O 0 01
T T
N T Hx
IS o (2.49)
(3 U
o o

Usando que H « %, podemos redefinir x1 = x e Hxo = g para obtermos assim o multipleto
(1,2,1) do multipleto raiz (2,2). Os operadores @Q;,i = 1,2 de SUSY que atuam em (2,2) se

transformam nos operadores Qi,z’ = 1,2 que atuam em (1,2,1) da seguinte maneira

Qi =5QiS™". (2.50)

Vamos considerar o multipleto bosonico (d, d) com d campos bosénicos com spin-0 e de campos
fermiénicos com spin-1/2 como um exemplo: (z;, ;) = (d,d)s=0,7 = 1,...,4. O indice s em (d, d)s—0
denota o spin mais baixo do multipleto. O multipleto S (d, d) corresponde a um multipleto [ = 3

do tipo (d — p,d,p). O multipleto mais geral (di, da, ..., d;) é recuperado como o resultado da trans-
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formacao de vestimento do multipleto (d,d). Em [24] foi mostrado, que todos os multipletos | = 3
de forma (d—p, d, p) sdo multipletos locais. Assim, para os multipletos de comprimento 3 o nimero
de supersimetria N é o mesmo do multipleto (d, d) correspondente (o ntimero de supersimetrias nao

diminue).

Supersimetrias oxidadas

Vamos chamar uma supersimetria N -estendida de supersimetria oxidada, se ela esté construida,
veja (2.45), usando todo conjunto de matrizes I do tipo-Weyl ( bloco-antidiagonal ) de uma repre-
sentacao maximal da algebra de Clifford. Mostramos a ligagdo entre supersimetrias e as algebras
de Cliford maximais na préxima tabela. A supersimetria construida sem usar todas as gamas de

tipo Weyl de uma &lgebra de Cliford maximal, se chama reduzida.
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irreps de Clifford maximais | SUSY “s oxidadas | SUSY “s reduzidas
Cl(2+8m,1)q N=1+8m -
Cl(3+8m,2)R N =248m -
Cl(4+8m,3)R N =3+ 8m* -

CI(5+8m,0)y N=44+8m | N—-1=3+8m"
ClL(648m, 1) N =5+8m*™ -

Cl(9+8m,0)q N =8+8m N—-1=7+8m

N—-2=6+8m

N—-3=548m

Tabela 2.4: SUSY ‘s N-estendidas (oxidadas e reduzidas) e as representagaoes de Clifford associadas.(*)
Caso real. (**) Caso quaternionico.

Na tabela acima m = 0,1, 2, ... é um ntmero inteiro ndo negativo. As irreps de Clifford maximais

(oxidadas) sao reais se p — ¢ = 1 mod 8, e do tipo quaternionico se p — g = 5 mod 8.

irreps de Clifford | SUSY “s estendidas
Cl(2+8m,1)g N=1
Cl(3+8m,2)p N =2
Cl(4+8m,3)p N = 3*
Cl(548m,0) 4 N =34
Cl(6+8m, 1)y N = 5**
Cl(9+8m,0) N =5%6,7.8

Tabela 2.5: Relacao entre supersimetrias A -estendidas e as dlgebras de Clifford para valores de N arbitrarios.

N = 3™ mod 8 real oxidada
N = 3% mod 8 | quaternionica | reduzida
N =5 mod 8 real reduzida
N = 5% mod 8 | quaternionica | oxidada

Tabela 2.6: Duas possiveis construgoes: (*) real e (**) quaternionica.
As supersimetrias estendidas N = 3, 30) 5(+) 504 g30 obtidas das seguintes construcoes:

Cl(4,3) — N =30
Cl(5,0) — N =4~ N =30%
C1(9,0) — N =8 N =53

Cl(6,1) +— N =509, (2.51)
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Capitulo 3

Extensao Supersimétrica do Mapeamento de Hopf

Neste capitulo detalhamos o trabalho relativo a dissertagdo ”Supersymmetric Extension of the
Hopf Maps: N = 4 o-models and the S3 — S? Fibration”em arXiv: 0912.3279 [61].

Discutimos aqui quatro transformacoes de supersimetria off-shell unidimensional e N = 4, seus
modelos-o unidimensionais associados e suas relacoes mutuas. Essas transformagoes sao definidas
para

I) O supermultipleto "raiz” (4,4);;, linear (extensoes supersimetricas de R?),

II) o supermultipleto (3,4, 1), linear (extensdes supersimetricas de R3),

III) o supermultipleto (3,4, 1),; ndo-linear definido na esfera S? and

IV) o supermultipleto (2,4, 2),; nio-linear definido na esfera S2.

O mapeamento I — IT é a extensdo supersimétrica do mapeamento bilinear R* — R3, enquanto
o mapeamento 11 — IV é a extensdo supersimétrica do primeiro fibrado de Hopf 8% — S2.

As restricoes nas esferas S, S? sao expressas em termos de projecoes estereogrificas. Os
supermultipletos nao-lineares, cujas transformacoes sao polinomios localmente diferencidveis, nao
sao equivalentes aos supermultipletos com os mesmos nimeros de campos.

Os modelos-o sao determinados em termos de um prepotencial sem vinculos das coordenadas
alvo. O Problema da Uniformizacao requer que solucionemos um problema inverso para o prepo-
tencial.

Por fim incluimos no apéndice B a extensao supersimétrica do lema de Schur (isto é a pro-

priedade real, complexa ou quaternionica) a todos os supermultipletos lineares minimais até N < 8.

29
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3.1 Mapeamento de Hopf, o caso bosonico

Os quatro mapeamentos de Hopf (para k = 1,2,4,8) podem ser representados pelo seguinte

diagrama comutativo

R2k N Rk+1

! !

SQk—l N Sk’

que conecta quatro espagos (os espagos Euclidianos I e II, e as esferas III e IV) que podem ser

identificadas por

I - 1I
| |
I — IV

As quatro flechas indicam os seguintes mapeamentos

e O mapeamento bilinear p : I — II, que leva as coordenadas @ € R?** em 7 € R**! de acordo
com:

p: U x; = ul yu, (3.1)
onde ; sdo as matrizes gamma euclidianas de R¥+1;
o As restrigoes p, p’ nas esferas, onde p: [ — IIle p' : III — IV;

e O mapeamento de Hopf h : IT — IV.

Para k = 1,2,4,8 o mapeamento (3.1) preserva a norma, permitindo induzir o mapa h partindo
do mapa p:

w'vu=Rw— a1z =r comr =R’ (3.2)

Escolhendo k = 2! os quatro mapeamentos de Hopf h serdo classificados como 0°, 1°, 2° e 3°
mapeamentos de Hopf, para [ = 0, 1, 2, 3 respectivamente.
Segue abaixo a descricao detalhada da FEztensdo Supersimétrca do 1° Mapeamento de Hopf

(k=2), correspondendo ao diagrama:
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R* — R3
! !
s3 - 82

3.2 Extensao Supersimétrica

Na extensao supersimétrica, R* é trocado por um multipleto raiz (4,4) de supersimetria N' = 4
cujas componentes (alvo) bosonicas correspondem as coordenadas de R*. A tabela de multiplicacéo

para [ é:

Q| Q | Q3 | Q4
up | Y1 | Y2 | P3| iy
ug | Yo | =1 | Y4 | —Us
uz | Y3 | —tha | =1 | P2

ug | s | 3 | =2 | =y (3-3)
Py | g |~ | —Ug | —Ug

o | Ug | U | —ug | ug

3| ug | ug | ur | —U

Yy | Uy | —U3 | U2 | U

Os multipletos de supersimetria off-shell estendidos a II, III e IV sao induzidos aplicando o
mapeamento p, a restrigdo p a (4,4) e a restrigdo p’ ao supermultipleto induzido a II, respectiva-
mente. Para nossos propositos é conveniente definirmos as coordenadas alvo dos supermultipletos

extendidos II1(IV) em termos das projegoes estereograficas das coordenadas alvo de I(II).
3.2.1 (4, 4)[1'” — (3, 4, 1>lin

Este mapeamento é a extensao supersimétrica do mapeamento bilinear bosonico p dado em

(3.1). Para k = 2 podemos expressar as trés matrizes ; como:

MN=T1®1la, 2=TAR T4, 13=T2® 19 (3.4)

onde
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01 1 0 0 -1
T = , T2 = , TA = (35)
10 0 -1 1 0
Com esta convengao os campos x;(i = 1,2, 3), sdo dados explicitamente por:
r, = 2(U1U3 + UQU4)
xo = 2(ujug — uguy)
3 = ufud—ui—ul (3.6)
Este mapeamento ¢ invariante sob a transformacio o(0? = —1) dada por
O lUL U, U —UL, U3 — Ug, Uq — —US3 (3.7)
Partindo dos trés campos bosonicos (3.6), usando (3.3) e definindo os seguintes campos
p1 = 2(u1thz + ugty + uzthy + ugth2)
po = 2(u1ths — ugths — uzthy + ugthy)
ps = 2(urhr + ugths — uzths — uarhy)
pa = 2(urthy — ugthr + uzths — uarh3)
[= 2(urtiz — ugty + ugtlty — ugtliz) + 4(P1be + 3iby). (3.8)

fechamos o mapeamento (4,4), — (3,4, 1);, com a seguinte tabela de multiplicacao:
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Q1| Q2 | Q3 | Qu
Ty | U1 | —M2 | —H3 | H4
T2 | M2 | H1 | —H4 | —H3
T3 | U3 | H4 121 w2
pr| @y | @2 | @3 | —f
pe | T2 | =iy | f | 43
ps | @3 | —f | =21 | —d2
pa | f | &3 | —22| o1
[ | —ps| fr2 | —fu

33

Vale notar que o multipleto (3,4, 1), também é obtido de (4,4) por outra transformagao, o

vestimento linear definido na segao [2.4.1], que essencialmente nos permite identificar o campo

auxiliar f com a derivada temporal de um dos campos u;(i = 1,..,4), por exemplo f = ti4. Assim,

existem duas derivagoes para o supermultipleto (3,4, 1);,,, de SUSY N = 4, partindo do multipleto

raiz (4,4)yn, também de SUSY N = 4.

3.2.2 (4,4 — (3,4, )

A transformagao (4,4) — (3,4, 1),; é induzida identificando as trés coordenadas alvo entrando

em (3,4,1),; com as coordenadas das projecio estereogréafica da esfera S* embutida em R?. Para

(4,4) — (3,4, 1),; obtemos:

w; =

& =

Ru,'
R — Uy
Ry,
R — Uy
RU4
R — Uy '

A tabela de multiplicagdo para esse multipleto é:

i=1,2,3

i=1,2,3,4

(3.10)
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Q1 Q2 Q3 Q4
w1 & + 5 (wis) &+ 5 (wié3) & — f(wik2) &4 — f(wi&y)
wa &2 + 5 (waks) —& + F(w2és) €1 — £ (waka) —&3 — F(waé1)
w3 &3+ H(wsés) —&+ 5 (w3&3) —& — H(wsk) & — f(wsk)
& | — (wig + &i1&a) | —tig + (wag — £163) | —tb3 + F(wsg + E162) -9
& | tn — F(wag + &&) | in — F(wig + &abs) -9 g — 5 (wsg + &162)
&3 | by — (wsg + &36a) g i — g (wig + &83) | —tbg + 5 (wag — £163)
& g —tig + g (wag + §s€a) |t — gwag + &) | w1 — 5(wig +&1&)
g 54 —53 —52 —51

(3.11)

O parametro constante R pode ser absorvido fazendo uma redefinicdo conveniente dos campos
w,&, g, omitindo R nos numeradores em (3.10). Porém é conveniente usar essa definicdo para
mostrar o limite R — oo, no qual um supermultipleto (3,4, 1), é re-obtido. Como consequéncia,
(3,4,1),,; é mais geral que o supermultipleto com o mesmo nimero de campos. Porém a inversa nao
é verdadeira. Os campos que formam (3,4, 1),; sdo funcoes dos campos de (4,4) e suas derivadas
temporais. Nao existe nenhum mapa (3,4, 1), — (3,4,1),; ou vice versa.

E importante notar que a nao-linearidade da transformacao de SUSY para o multipleto (3,4, 1),
é a menor possivel, pois os resultados sao apenas combinacoes bilineares dos campos pertencentes

a esse multipleto.
Estrutura quaternionica

E possivel expressar o multipleto (3,4,1),; de SUSY N = 4 em termos das constantes de
estrutura quaterniénicas ou de su(2). Um dos quatro geradores de SUSY pode ser linearizado
(que serd denotado por @), enquanto os outros trés geradores de SUSY restantes continuam nao-
lineares. A base covariante para (3,4,1),; é escrita em termos dos campos bosonicos w;, g e em
termos dos campos fermionicos éi,é, que sao definidos em termos dos campos pertencentes ao

multipleto raiz em (3.3)
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Uj

@ o= —i=1,2,3
1—U4

= (5 urhy .

. = —'— 5 :1,2,3

61 1—U4 (1—@64)2 !

= Y123
1—U4

. Ug

— 3.12
g = (3.12)

neste caso usamos R = 1 (veja equagao (3.11)) sem perda de generalidade.

As transformacoes de SUSY atuando nos campos w;, &, €, § Sao

Quu; = &
Qi& = wy
Qi€ = §
Qi = & (3.13)
e também
Qiw; = €ijk(£k — W) — (85 + W)€ 4 W;&;,
Qi§; = —ei(Wp — Wg — &) — Wy (W; — Wig) + (Wi&; + ;)€ + 6i53,
Qi§ = —E&& — g,
Qi = & — il + ik, (3.14)

Vale notar que nesta base covariante (3,4, 1),,; um gerador de SUSY possui representagao linear,

enquanto os trés restantes nao possui mais estrutura bilinear, pois Qiéj possui termos trilineares.
3.2.3 (3,4,1);— (2,4,2)y

Os resultados dessa se¢do sao analogos ao da secao anterior. Assim segue apenas os resultados.

Para (3,4,1); — (2,4,2)
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2y =
T — I3
_ i1
77] - 9
T — XT3
rI3
hi =
r—x3
rf
ho =
r—x3

A tabela de multiplicagdo completa para esse multipleto é:

(3.15)

Q1 Q2 Q3 Q4
21 m + 5 (z1m3) —12 + 3 (2174) —n3 + +(z1m) m+ 3 (z1m2)
z2 n2 + %(2’2773) m+ %(2’2774) —N4 + %(2’2771) —n3 + %(22772)
m | 2= s(zihi+mn3) | Z2 — £ (22h1 + mna) hy —hg — +(mn2)
o | 22— 3 (22h1 +mam3) | 21 + 3 (21ha — n21a) ha = 3 (m2) hy
3 hi —hg — L(n3ma) —i1 + 3 (z1hy +mns) | —Z2 4 £ (22h1 4 n2m3)
M4 ha — 3 (n314) hi —Zy+ y(z2h1 +mna) | 21— £ (z1hn + nans)
hy 73 74 m 72
ho | 4 — 2(hang — hans) | =3 + 2 (hans + hana) | 12 — 2(hane + ham) | —in + 2 (ham + hong)

(3.16)

Analogamente parametro constante r pode ser absorvido fazendo uma redefini¢cdo conveniente

dos campos x,7,h, omitindo r nos numeradores em (3.15). Novamente é conveniente usar essa

definigao e (3,4,1),; é mais geral que o supermultipleto com o mesmo nimero de campos. Porém

a inversa nao é verdadeira. Os campo que formam (2,4, 2),,; s@o fungées dos campos de (3,4, 1),

e suas derivadas temporais. Nao existe nenhum mapa (2,4, 2);, — (2,4, 2),,; ou vice versa.

3.2.4 Vestimento nao-linear (3,4,1),; — (2,4,2),

A extensao supersimétrica do Mapeamento de Hopf é uma versdo nao-linear da transformacao

de vestimento, veja se¢ao (2.4.1). O mapeamento (3,4, 1),; — (2,4,2),; é dado por
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zi = ;wi, for i=1,2,
r ,
77] = Ef]? fOT‘ J= 172)3)4)
r
hl = Egv
T
hy = E(ws — w3g). (3.17)
este mapeamento requer a identificacdo Q17 = Q1" e @'V = —Q;"!! paral = 2,3, 4.

3.3 Modelos Sigma N'=4

Vamos agora construir um modelo-o unidimensional e N =4-invariante, no qual a variedade
alvo é parametrizada pelas coordenadas alvo do supermultipleto associado. A construgao de agoes
invariantes com a dimensao de massa correta do termo cinético segue a descricao da referéncia ?7.

A acdo invariante S = % J dtL é escrita em termos da lagrangeana £ dada por

L = Q10Q2Q3Q4(F) (3.18)

onde F' é uma funcao prepotencial sem vinculos.
3.3.1 (4,4) Linear

Para o multipleto (4,4);, a lagrangeana correspondente £; a menos de uma derivada total no

tempo é:

Lr = @(ur® +1i? + i +1is® — Y11 — Yoty — Psids — vurha) +
+  (O19) (Ui2(V192 + ¥3ta) + (Y193 — PY2vba) + tia(P1ba + P2td3)) +
+ (O20) (=1 (V192 + th3ha) + uz(1va + thahz) — via(hrv3 — thaha)) +
+  (O39)(—tir(v1ths — harha) — via (Y1t + haths) — ria(Y1vb2 + Y3ebs)) +
+ (Oap)(—tir (12ha + harps) + via(Y1ths — thaths) — uis(Y1v2 + Y3tbs)) +
+  (Op) (Y12¢3¢4) (3.19)
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onde ® ¢ escrita em termos da fungao prepotencial como:

© = OIF (u1,uz,u3,ug) + O5F (u1,ug, u3, ug) + O5F (uy, us, us, us) + 03 F (u1, uz, uz, ug)

= OF (u1,u2,us,uq) . (3.20)

3.3.2 (3,4,1) Linear

L = ¢@12 4 29 + 43% + f2 — papin — popio — pspis — papis) +
+  (10)(Z2(pape + pspa) + @3(paps — popa) + f(papa + pops)) +
+ (020)(—=Z1(p1p2 + papra) + 23(papa + pops) — f(paps — poapa)) +
+ (030) (=21 (paps — popa) — Ta(papia + pops) + f(pipe + papa)) +
+  (O¢)(u1p2pspa). (3.21)
¢ (1,2, 3) = 812F (r1,22,23) + 8§F (r1,29,23) + 8§F (1,22, 23)
= 0OF (x1,x2,x3) (3.22)

3.3.3 (3,4,1) Nao-Linear

A= Lap). (3.23)
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L = [ZA + A/} (Wf + w3 + w5 + ¢ — €161 — Lo&o — &85 — &) +
[ A— = ] [in (a6 + 664) + waler6s — 6)) -

—ip <w1 (&1& + &3&4) — w3 (&1& + 5253)) — W3 (wl (6183 — &284) + w2 (&1&a + 5253)) -

-9 (wl (51{4 + 5354) — w2 (5153 - 52454) + w3 (&1 + §3f4))] + [iA" - A'"} §1628384 +

1{ - [Pk 4] (wriis + wmiy + wnin)g - [S4+ 44+ pa”].

R
({616 + @6) — al6ass — &) + i1+ 6060) | +
};{P[QA + pA/} (7 + W5 + 03 + 297 — &1€1 — Eabo — €383 — &ala) — [iA +44" + pA”} :

i1 (w2160 + €56) + wa(616 — €060) ) — o (w1 (16 + ) -
—ws (184 + €26a) ) — i (w1 (6163 — €28a) + w2 (164 + Ea) ) +
20 (w1 (6164 + £265) — wa(6as — £a8a) + (a2 + Es8) )| +

2 [iA 144" 1 16pA” + p2A’”] 51525354} +

1
R3

(W1 (6160 + €080) — i (6185 — €2a) + vin (6162 + &s84)) } +

{2/) [QA — pA’] (wlu')l + wothg + wgwg)g — p{GA — 6pA’ — pQA”] :

J__;L{p3 [QA + pA’] g +p [GA + 6pA’ + pQA"} (wl (&14 + £283) — wa(&1&3 — L&) +

ws (€162 + €56) ) g + p|244 4 36pA" +12024" + p* A" | 51525354}. (3.24)

3.3.4 (2,4,2) Nao-Linear

A= A, (3.25)
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p
{(2122 — Zp21) (mn2 + m3ma) — (Z1 (mns — mana) + 22 (mna + 772773)) -

1 2, : : : . 171 1
Ly = {;A + A’} (27 4 25 + hi + h3 — man — 1man2 — 1303 — Nat) + p [;A — A - A”}

1 1 2
—ha (Zl (mna +n2ms) — z2(mns — 772774))} + [EA - ?Al + ;A” + Am} mnens3ns +

i{ - [iA n A’} (2141 + 2282) hy — 2 [;A n A’} hanats — [;A 134+ pA”} :

'(731 (mmns — mama) + 21 (mna + m2ng) — ha(mn2 + 7)3774)>} +

1 . . ) ) ) .
r2{ [p2A/} (2 + 23 + h3 + h3 — i — natp — 133 — nanja) + [2014} (hi + h3 —
gty — muin) + p| A+ pA'|B 4 [247 + pA”] (2120 — az1) (mons + ) —

1 3
—2 {;A + A'} (122 — Zoz1) M3 + {;A + 74"+ 2pA”] <Zl (mns — nana) +
2
zo(mma + 772773)) hi + [;A +4A" + pA"} (21 (mma + mams) +
15
zo(mns — 772774)>h2 + 2[ - ?A + 144" +12pA" + pQA'”} 771772773774} +

::;{ —2 {PZA/} (2121 + 2222)h1 + 2p [A + pzA’} hinsna — p? {414/ _ pA”} )

'(2'71 (mns — mama) + 21 (mna + m2ng) — ha(mn2 + 773774)>} +

1

T4{ [p4AI} h3 + p? {4A' + pA”} (z1 (mmns — mama) + 22 (mna + 772773))h1 +

p? [4/1’ + 8pA” + p2A’”} 171772773774}. (3.26)

3.4 Problema de Uniformizacao

As agoes N = 4 supersimétricas definidas na secao anterior induz modelos-o, ¥ sao mapas

unidimensionais em uma variedade alvo de Riemann M, dotada de uma métrica g

R — M,
DI (3.27)

t - X(t).

X denota as coordenadas locais das variedades alvo. Estas denotam componentes de campos
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bosonicos (chamadas por essa razao de ”coordenadas alvo”) pertencentes a supermultipletos de
supersimetria off-shell. Os outros campos bosonicos sao campos auxiliares.

Os modelos-o associados sao construidos da seguinte forma:

1. Igualando todos os campos fermionicos a zero no supermultipleto,
2. Resolvendo as equacoes algébricas de movimento para os campos auxiliares,

3. Reescrevendo a lagrangiana resultante como £ = gin iX7,

—

A métrica g;; é um funcional do prepotencial F'(X), isto é g;; = ¢4j [F(X)].

Para os supermultipletos lineares (veja (3.19) e (3.21)) a métrica induzida é conformalmente
chata (g;; = @(X )dij). Em particular uma métrica chata constante é obtida para um prepotencial
quadratico. Para uma variedade alvo bidimensional um caso especial do problema inverso é o antigo
Problema de Uniformizacao discutido por Liouville. Uma métrica conformalmente chata admite
uma curvatura constante em todo espago se o fator conforme (normalizado adequadamente) ®
satisfaz a equac@o de Liouville O0® = exp(P).

Para supermultipletos ndo-lineares as escolha de um prepotencial quadratico (F o« p?) nao

reproduz uma métrica constante. Abaixo detalhamos os resultados para os supermultipletos nao-

lineares.

o (3,4,1)y

Para o supermultipleto (3,4, 1),; a métrica é diagonalizada quando expressamos as coorde-

nadas alvo em termos de p, 01, 62, como

wy = pcos(fy)sin(0s),
wy = psin(by)sin(fz),
wg = pcos(0s). (3.28)

As componentes nao-nulas da métrica (9,9, = gps, = go,6, = 0) s80
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2
Gpp = ZL(IOI.;’—I)[PF”(P)ﬁLF,(P)}
g0, = o+ 1)sin(02) [ pF" () + F'(p)].
g0, = (0 +1) [pF"(p) + F'(p)]. (3.29)

o (2,4,2)y
Para o supermultipleto (2,4,2),; com prepotencial F'(p) (3.26) a métrica é diagonalizada

redefinindo as coordenadas alvo em termos de p, a como

z1 = pcos(a),

29 = psin(a). (3.30)

As componentes nao-nulas da métrica (g, = 0) sao

Gop = { o[ ()] “(465 4 9p% + 69 + 1) + 2p P )] [F(0)] (50" + 6% 1) +
[F'(p)r(ﬁp2 +1) }/p{p[F”(p)} (0*+1)°+ [F'(p)] (30 +1) }
Joo = p{ [F’(p)} +p(p*+1) [F”(p)} } (3.31)

Um problema inverso pode ser definido. Este consiste na determinagao (partindo de (3.29) ou
(3.31)) de um prepotencial F' que reproduz uma dada métrica de referéncia g;;.
Para o supermultipleto (2,4, 2),,;, o tensor de curvatura associado ao prepotencial quadratico é

F = Cp? (3.32)

¢é dado por
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R = [p*—44]/[C(p* +1)*(p* — 8)%]. (3.33)

Escolhendo C' = :% normalizamos R(0) = —2 na origem.
Neste contexto o problema de Uniformizacao pode ser tratado através de expansdes em séries
de Taylor como segue. Podemos expressar F' em poténcias de p? (F = _._, C;p*) e ajustarmos

os coeficientes para mantermos nulas as derivadas em p de R na origem. Se definirmos

F = N(p*+kph (3.34)

(isto ¢ C1 = N, Co = kN, Cj = 0 para j = 2,3,...) obtemos, entdo o correspondente escalar

de curvatura R,

R(0) = [(8k+ 1)(8k*+ 18k +1)]/[8(2k +1)(2 + k)N],

RY| _ 1536K" + 6400k° + 8744k° + 4332k" + 266k> — 227k — 39k + 12 (3.35)
=0 = 4k(2k + 1)2(2 + k)N ‘

(as derivadas fmpares de R sao todas nulas em p = 0).
Escolhendo R”|,—¢p = 0 ent@o k é uma raiz fixa de um polinémio de 7% ordem no numerador do

lado direito da segunda equacdo. A unica raiz real é

ko~ —1.97997. (3.36)

A normalizagao R(0) = —2 resulta para N o valor aproximado

N =~ 51.2779. (3.37)
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Esta escolha para o prepotencial produz uma métrica cuja curvatura é aproximadamente con-

stante em uma vizinhanga da origem.



Capitulo 4

Consideracoes Finais

4.1 2° e 3° mapeametos de Hopf

A extensdo supersimétrica do mapeamento bilinear p : R® — RS foi introduzida em [59] e
usado para construir sistemas supersimétricos na presenca de um monopolo de Yang SU(2), veja
também [60].

O supermultipleto raiz (8,8) corresponde a uma representagao linear, off-shell e minimal para
todos os valores N’ = 5,6,7,8. Por outro lado o mapeamento p ¢ um mapa globalmente invariante
sob SU(2). De acordo com o Lema de Schur, cuja extensao supersimétrica é apresentada em [01],
N =5 é o nlimero méximo de geradores de supersimetria que atua em (8, 8) e comuta com a dlgebra
su(2). A extensao supersimétrica do mapeamento p produz o mapa linear (8,8) — (5,11,10,5,1).
As restrigoes nas esferas podem ser obtidas usando projecoes estereogrificas.

O supermultipleto (5,11,10,5,1) é um vestimento linear de um supermultipleto N' = 5, néo-
minimal ”envelopante” cujo o contetdo de campos, (1,5, 10,10, 5, 1), é dado pelo binémio de Newton
(M =5). Quatro das supercargas podem ser usadas para construir lagrangeanas off-shel manifes-
tamente A/ = 4 invariante, como na segiao 3.3, dependendo de um prepotencial (dependente de
cinco coordenadas alvo bosonicas) sem vinculos . Impondo a invariancia sob a quinta supercarga
obtemos um vinculo para o prepotencial. A compatibilidade dessa construcao nao foi investigada
em [59].

O uso da projecao estereografica permite produzirmos realizacoes off-shell e nao-lineares para
N > 4. Esperamos que a restricio R® — S7 produza uma realizacio nao-linear para N' = 8 que é

local e pode ser escrita em termos das constantes de estrutura octonionicas. O uso de coordenadas
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hiperesféricas pode produzir realizagoes de supersimetria, baseada em funcoes trigonométricas, que
sao invariantes sob as transformagcoes do grupo SU(2).

Nao existe obstrugao para aplicarmos estes métodos ao terceiro mapeamento de Hopf. Neste
caso o mapeamento bilinear bosonico p agora mapea R — R?. Um supermultipleto raiz (16, 16)
carrega uma representacao linear minimal para N = 9. A extensao supersimétrica para p mapea
o supermultipleto raiz em um supermultipleto (N = 9) (9,37, 84,126,126,84,36,9,1) linear, que
¢ um vestimento linear do ”supermultipleto envelopante”baseado no binémio de Newton A = 9:
((1,9,36,84,126, 126,84, 36,9,1) — (9,37,84,126,126,84,36,9,1)). Como antes, as restrigoes nas

esferas podem ser obtidas usando projegoes estereograficas.



Apéndice A

Tabela de Construcao das Algebras de Clifford

As colunas iniciam com o tamanho das matrizes I' com entradas reais. A assinatura é denomi-

nada como (p, q).

1 * 2 * 4 * 8 * 16 * 32
R|(1,0) = (2,1) = (3,2) = 43) = (5,4 = (6,5
(1,2) = (2,3) = (3,4 = (4,5
/!
C (0,1)
N
3,00 = 4,1 = (5,20 = (6,3
(1,4) = (2,5) = (3,6)
/!
H (0,3)
N
(5,00 = (6,1) = (7,2)
(1,6) = (2,7)
/!
C (0,5)
N (7,00 = (8,1)
(1,8) = (2,9)
/!
C (0,7)
N (9,00 = (10,1)

Tabela A.1: Construcao das dlgebras de Clifford. As assinaturas sublinhadas indicam as irreps iniciais, ou
algebras de Clifford maximais primitivas [18]
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APENDICE A. TABELA DE CONSTRUCAO DAS ALGEBRAS DE CLIFFORD



Apéndice B

Extensao do Lema de Schur a supermultipletos minimais

lineares

O lema de Schur [17] trata da matriz S mais geral que comuta com todas as p+ ¢ matrizes gama
vi (i =1,...,p+ q) que define a algebra de Clifford Ci(p,q) sobre os reais. Existem trés possiveis

casos, dependendo do par (p, q):
e O caso real (R), isto é, S = A1,
e 0 caso quase complexo (C), no qual S é dado pela soma S = A\g1 + A7y, com 77 = —1,

e 0 caso quaternionica (H), no qual S é dado pela soma S = \g1 + Z?Zl AjTj, com [TZ‘, tauﬂ =

2 _
€ijkTh € T; = —1.

Todos os coeficientes A\ acima sdo numeros reais.

A conexao univoca [24] entre as irreps das algebras de Clifford e as representagoes da su-
peralgebra N-estendida (2.40) (dada pelos supermultipletos raiz, com conteido de campos (n,n))
implica que a matriz S mais geral que comuta com os N operadores de supersimetria Q; pode ser
obtida diretamente da irrep de Clifford associada, veja [(1].

Os supermultipletos lineares de comprimento maior que 2 (com contetdo de campo (n1, ng, ng, ...)),
veja [25], sdo expressos em termos dos operadores de supersimetria ”vestidos”@i = DQ;D !, e
os operadores D sao operadores diagonais de vestimento como na secao 2.4.1,. A matriz mais
geral S que comuta com todos os operadores ”vestidos”@i impondo a condicao [S,D]. Como
uma consequéncia, uma condicao necessaria mas nao suficiente para S ser do tipo quase com-

plexo/quaternionico é que o conjunto n; de campos do supermultipletos sejam todos pares.
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Vamos escrever a classificagdo de Schur (R, C e H) de todos os supermultipletos lineares
minimais até A/ < 8. Para N # 5,6 sao unicamente caracterizados por seus contetidos de campos.
Uma lista completa pode ser encontrada em [25]. Para N’ = 5,6 existem supermultipletos lineares
com o mesmo conteido de campo, mas diferindo em termos das conectividades adimissiveis (veja

[28])-

Os seguintes casos foram obtidos:

e para N =1,7,8 todos os supermultipletos lineares sao do tipo R
e para N = 2 o supermultipleto (2,2) é do tipo C ((1,2,1) é do tipo R)

e para ambos N = 3,4 o supermultipleto (4,4) é do tipo H, (2,4,2) é do tipo C e todos os

outros supermultipletos sao do tipo R.

Para N = 5 os resultados sao resumidos na tabela seguinte. O tipo de Schur é relatado na tltima
coluna. As conectividades da referéncia [28] se encontram na terceira coluna. A decomposic¢ao
em supermultipletos N' = 4 (veja [29]) se econtra na segunda coluna. As legendas (A,B,C) sdo

introduzidas para distinguir os supermultipletos com o mesmo conteido de campo.



cont. de campo | decomp. N =4 conectividades 14 | rétulos | Tipo de Schur
(8,8) (4,4) + (4,4) 8o H
(1,8,7) (0,4,4) + (1,4,3) 35 + 54 R
(2,8,6) (0,4,4) + (2,4,2) 25+ 24+ 43 A C
(1,4,3) + (1,4, 3) 64 + 23 B R
(3,8,5) (0,4,4) + (3,8,5) 15 + 34 + 42 A R
(1,4,3) + (2,4,2) 24+ 53+ 1o B R
(4,8,4) (0,4,4) + (4,4,0) 44 + 4 A H
(1,4,3) + (3,4,1) Iy +33+32+ 1 B R
(2,4,2) + (2,4,2) 43 + 49 C C
(5,8,3) (1,4,3) + (4,4,0) 43431 + 1o A R
(2,4,2) 4+ (3,4,1) 134+ 52+ 24 B R
(6,8,2) (2,4,2) + (4,4,0) 4o+ 21+ 2 A C
(3,4,1) + (3,4,1) 29 4+ 61 B R
(7,8,1) (3,4,1) + (4,4,0) 91 + 3o R
(1,5,7,3) (1,4,3) +(0,1,4,3) | 54 R
(1,6,7,2) (1,4,3) +(0,2,4,2) | 15 + 54 R
(1,7,7,1) (1,4,3) +(0,3,4,1) | 25 + 54 R
(2,6,6,2) (2,4,2) +(0,2,4,2) | 24 +43 C
(2,7,6,1) (2,4,2) 4+ (0,3,4,1) | 15+ 24 + 43 R
(3,7,5,1) (3,4,1) 4+ (0,3,4,1) | 34 + 42 R

Uma tabela similar é produzida para os supermultipletos minimais lineares N' =

o1

(B.1)
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cont. de campo | conectividades 1, | rétulos | Tipo de Schur
(8,8) 8o C
(1,8,7) 26 + 65 R
(2,8,6) 26 + 64 A C

45 + 44 B R
(3,8,5) 25+ 24+ 43 A R

64 + 23 B R
(4,8,4) 44 + 49 A C

24 +43+ 2 B R

85 C R (B.2)
(5,8,3) 43 + 29 + 21 A R

23 + 62 B R
(6,8,2) 62 + 2o A C

49 + 44 B R
(7,8,1) 61+ 29 R
(1,6,7,2) 65 R
(1,7,7,1) 1¢ + 65 R
(2,6,6,2) 64 C
(2,7,6,1) 1 + 64 R
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